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18} Predsovor i1

U ovon radu, Tajhmiler izmedu ostalog razvija i teo-
riju simetricnih i koso-simetricénih {ogranicenih i neograni-
cenih ) linearnih operatora ( koji ovde nisu u jednostavno]
medusobnoj vezi kao u standardnoj teoriji), teoriju normal-
nih linearnih.operatara, neke zadatke produzenja simetricnih
operatora, i posebno igvodi jednu vrstu spektralne dekompo-
zicije normalnih operatora, dakle resava fundamentalne, klju-
éne probleme teorije.

No bilo je interesantno da Tajbhmiler, osim u konac-
no-dimenzionalnom slucaju, ne uvodi eksplicitno spektar ope-
ratora , a takode ne posmatra ni pitanja vezana za numericki.
rang operatora itd. To vreme je zapravo period, kada i1 u

kompleksnim Hilbertovim prostorima, tek polinje da se razvi-

ja problematika vezana za numericki rang operatora.

Takode Jje bilo Jjasno da se, zbog napretka koji Je w
- meduvremenu postignut u obidnoj. teoriji Hilbertovih prostora,
osim problema koje Jje postavio i resio Tajhmiler, mogu pos-—
matrati i drugi, dakle. razviti i dopuniti problematika pos-
matrana w istom radu. -

1z . razvijanja takvih problema nastao Jje i nas rad, a
o drugim radovima iz ove problematike. (koji bi eventualno
bili navedeni u enciklopedijskim knjigama iz Funkcionalne:
analize, napr. N.Dunford,J.T.Schwartz - I,II,III), autoru
nije bilo poznato.

Kada je veéi deo rada vel bio napisan, referent prof.
dr. Svetozar Kurepa, ukazao Jje autoru na rad indijskog mater

matidara K.Viswanath-a [1021, objavlijen 1971. godine, i even-

tualno rezultate njegove teze, posle Cega se pokazalo slede~
ces:

Teorija kvaternionskih Hilbertovih prostora, bar sa
aspekta kvantne mehanike, posle. fundamentalnog rada Tajhmi-
lera, poseban razvo]j dozivela Jje: u radovima matematicara-fi-
zidara {J.Math.Phys, -[23],[2%a73 , i drugi radovi citi-
rani u [4027])-Sezdesetih godina, a spektralna teorija pose-
bno u radu Visvanata [4027] , kao i njegovo] disertaciji.

U istom radu K.,Visvanat daje. spektralnu dekompozicie

ju normalnih operatora, izgraduje funkcionalni racun normal-
nih operatora, teorijw multipliciteta, reprezentaciju kom-
paktnih grupa u kvatrnionskim Hilbertovim prostorima itd.
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iir Predgovor iii

No bilo je interesantno da, u istom radu, mada poO-
navlja mnoge rezultate Tajhmilera, Visvanat ne citira nave-
deni rad [957] (iako navodi rad D.Finkelsteina i dr.[231 ,
gde se Tajhmilerov rad navodi - mada dosta neugledno, sa
citiranjem samo podetne strane rada i pogresnim imenom caso-
pisal) . | | |

| Stoga je opravdano pretpostaviti da Visvanat, reali-
zujuéi svoj rad, za prvobitni Tajhmilerov rad eventualno
nije ni znao! Ovo tim pre Sto na prvoj stranl rada 14027 ka-
Se:", . U0 literaturi do sada nije postojalo sistematsko prou-
davanje operatora na kvaternionskim Hilbertovim prostorima.™!

On, slidno kao i Tajhmiler, ispituje fundamentalne:
probleme spektralne teorije linearnih operatora u kvaternion-
skim Hilbertovim prostorima, ostavljajuéi mnoge. periferne 1
posebno probleme: vezane: za numericki rang operatora (itd.) -
- po strani, | |

Stoga, kao Sto su nasi rezultati komplementarni 1
dopunjuju rad Tajhmilera, izgleda da je isti slucdaj i sa ra-
dom Visvanata [4027 i njegovom tezom.

Osim toga, kako u velem delu. ovog rada posmatramo
uopStene linearne operatore (posmatrane u radovima PJMilicdi-
¢a {503, [514] i pre toga u radu L231), takode u izvesnoj
meri uopftavamo i neke rezultate Tajhmilera i Visvanata koji
posmatraju samo takve linearne operatore.

Xao razliku viSe, u odnosu na prostore posmatrane u
navedenim radovima, napominjemo da posmatramo nesto speclijal-
nije kvaternionske prostore; naime, pretpostavljamo da svakl
takav prostor, osim strukture levog vektorskog prostora, po-
seduje takodu i odgovarajudéu desnu strukturu ( koja zadovolja-
va odredene dodatne pretpostavke ), sto u slucaju nekomuta-
tivnog tela skalara nije trivijalan zahtev, Ovakve prostore
zoveno inade kratko, dvostranim.

| Stoga moZemo dakle da formuliSemo i specificne pro-
bleme vezane desnu strukturu ovakvog prostora, te i pored
opravdane primedbe da mnogi od dobijenih rezultata vaie u
girim { jednostranim ) prostorima, mnogi rezultati jesu karak-
teristidni za ovako uvedene prostore.

Tzvesna detaliniia obrazloZenja za ovakvo uvodenje

kvaternionskih prostora, navodimo u pocetku Dela II.
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Kao rezime, navodimo ukratko moguce priloge autora
u ovom radu, u odnosu na postojecCe rezultate Tajhmilera i
Visvanata (1 drugih):

(10) Dopunjavamo rezultate navedena dva autora, postav-
ljajuci i resavajuéi probleme u kvaternionskim Hilbertovim
(i Banahovim) prostorima, koje prethodni autori nisu obuh-
vatili

(20) Dalje uopStavamo neke njihove rezultate posmatranjem
uopstenih linearnih operatora ( umesto samo linearnihj), a
u izvesnim slucajevima navodimo novi metod dokazivanja po-
stojeéih rezultata ( napr. Teor.5.2);

(3?) Formulisemo i resavamo specifidéne probleme vezane
za d-vekbtorsku strukturu naseg prostora;

(4°) Dajemo izvesne priloge u. okviru same teorije komplek-
snih Hilbertovih prostora ( avi rez. Dela IV i tadka 7.5 De-
la VII).

2. Kratak pregled rezultata po poglavljina. |

‘Rad je podeljen na poglavlja I - VII, koja smo naz~
vali. Delovina,

U prvom Delu /I/ ( str.l-8), uvodimo pojam ¢ - rota-
bilnih i ¢ - simetridnih skupova u telu kvaterniona ( gde je
‘¢ - involutivnl automorfizam ovog tela), dokazujemo 1zves-—
ne strukturne osobine takvog automorfizma %: s+ 1 posebno
uvodimo pojam svojstvene kompleksne ravni preslikavanja ‘¢ .
Ceo ovaj deo ima karakter pomocnog, u kome dakle dokazujemo
izvesne "radne'.osobine koje Ce nam biti potrebne kasnije.

Cvde posebno istidemo tacku 5°—Leme l.5, kojs pred-
stavlja glavni deo Stava 3.5. |

U Delu II(str.9-24), najpre uvodimo definicije 1li-
nearnih i normiranih prostora;nad telom kvaterniona, kao L
takvih prostora sa skalarnim i poluskalarnin proizvodom,

VaZzan stav {s obzirom na prostore sa poluskalarnim
proizvodom ) je Teorema 2.1, u vezi koje navodimo i jedno ot-
voreno pitanje.

U tadki 2.3 ovog dela, u izvesnoj meri diskutujemo

pretpostavike linearnih prostora, i dajemo 1lzvesne kKontra-
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AV Predgovor

| <

primere O nezavisnostli uvedenih vretpostavki.

Veoma vazni su rezultati tacke 2.4, gde dobijamo
Jednu dekompoziciju dvostranih kvaternionskih prostora ( Stav
2.2), 1 kao njenu primenu, dokazujiemo naredna dva stava.

U Delu III ( str.25-54), koristeéi ideju P.Milidida
(iz radova [5C], (547, a takode i [23]), definifemo uop-
Stene (tj.'¢ —) linearne operatore u Vaksovim prostorima,

s obzirom na fiksirani automorfizam {¢ tela kvaterniona, po-
kazujemo da su numericki rang i spektar takvibh operatora

t? - rotabilni skupovi, 1 na takve operatore wopstavamo mno-
ze osobine linearnih operatora u xompleksnim Hilbertovim
prostorima (St.3.1,3.2 1 3.3).

Posebno ispitujemo mogulnost uopsStenja Teplic-Hauz-
dorfove teoreme o konveksnosti numerickog ranga na operatore
u Vaksovim prostorima, i pokazujemo da ona u opstem sludaju
ne vazi (prim. 3.1 i 3.2).

No primenom Jednog pomoénog skalarnog proizvoda, us-
pevame da svakom takvem operatoru pridruzimo jednu vrstu
konveksnog numerickog ranga ( nagzivamo ga F-numeridéki rang),
i pokazujemo da se on stavise poklapa sa konveksnim omotacem
obicnog numerickog ranga (st. 3.4 i 3.5).

Primenom 3tava 2.2 o dekompoziciji prostora, pokazu—
jemo da Teplic-Hauzdorfova teorema ipak vazZi bar za Q¥gi.—
linearne operatore (stav 3.5?) , a takode i za odgovarajude.
samoad jungovane operatore (st. 3.8 za sludaj Y= 1d , i
8.1lo za slucaj "P.—;Eiﬁ,) . Osim toga, pokazujemo da je nume-
ridkil rang uopstenih linearnih. operatora uvek povezan skup
(st. 3.6) i dokazujemoc izvesne strukturne osobine o njego-

vom preseku sa svojstvenom ravni preslikavanja ¢ (;ﬂt. Ze7) e

U tacki 3.2, uopstavamo pojam numeridkog ranga na
(dvostrane ) normivane kvaternionske: prostore, kao i neke
rezultate radova Y€1 i [47] . Ovi rezultati, i posebno
glavni - st.3.4, odnose se iskljucivo na desno linearne ope-
ratore, te su karakteristicdni za dvostrane prostore.

Ovde Jje takode vazan i stav 3%.16, kojim uopstavamo
jedan od prethodno dobijenih rezultata o konveksnosti nu-
merickog ranga [(s8t.5.57%).

U poslednjoj tadki (3.3) ovog dela, navodimo jednu.

i
-,
rFi
I_'I.
T
T
.
£

Ta T Yawm o- JEed
. '.1-.{..: ‘.r'LF'

.

g RN I TR T



Vi Predgovor vi

spektralnu dekompoziciju normalnih uopstenih linearnih ope~
ratora (st.3.18). Treba napomenuti da su izvesni rezultati
ove tacke (Cak i za uopS3tene linearne operatore ) ipak sadr-
zani u radu [2%] .

U Delu IV (str.55-67), posmatramo numericéki rang i
spektar neogranicenih. linearnih operatora u kompleksnim Hil-
bertﬁvim'prostorima;fi uvodeli prethodno pojam & - numeric-
kog ranga takvog operatora, na prirodan nacin prenosimo po-
jam konveksoidnosti na neogranidene operatore.

Glavni rezultat je teor.4.l, koja daje potpunu karak-
terizaciju navedene klase operatora. Osim toga, uvodimo de-
finiciju neogranicenog hiponormalnog operatora, i pokazuje-
mo da svaki takav operator ima osobinu konveksoidnosti,

InacCe su, kako smo naknadno utvrdili, neograniceni.
hiponormalni operatori { sa nesto drugacijom definicijom),
takode posmatrani i u radovima [ 73]* i [75]°.

Prethodne. rezultate takode opisujemo i za slucaj
operatora u Vaksovim prostorima,

U Delu V (str.68-89), posmatramo i potpuno redavamo
problem produzenja simetricnih i koso-simetricnih ( neograni-
¢enih) operatora u Vaksovim prostorima, a takode formuliSemo
1 resavamo odgovarajuée probleme s obzirom na desnu vektor-
sku strukturu takvih prostora (tj_. klasu Ed, — llinearnih ope-—
ratora).

Glavni rezultati su teor. 5.2 i1 5.3, a tazkode Jje va-
zna i1 teor. 5.1 o konstantnosti indeksa defekta zatvorenog
operatora.

Osim toga, uopstavamo na nas slucaj i pojam poluog-
"ranicenih simetric¢nih operatora, operatora sa spektralnim .
otvorom itd. |

U Delu VI (str.90-99), postavljamo i reSavamo pita-
nje o egzistenciji ( bar jednog ) n-tog korena simetricnog ili
koso~simetricnog linearnog operatora, koJji takode pripada
jednoj od ovih dveju klasa operatora, za razlicite vrednosti
prirodnog broja n. |

Glavni rezultatisadrZani su u teor.o.l, 6.2, 1 6.3.

Ovde takode diskutujemo i pitanje o kardinalnosti
skupa simetric¢nih i koso-simetricnih 0peratora(Lteor.6.4).
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U poslednjem Delu /VII/ ( str.loo-1ll3), izgradujemo
jedan funkcianalni racun 0p§tihzep— linearnih operatora,
zapravo nalazimo najéiri koji Je sadrzan u klasiénom Ris-

-Danfordovom funkcionalnom racunu takvih operatora.

Dobijeni funkcionalni radun izgleda opstiji od odgo-

varajuéeg u radu Visvanata [4027, za normalne linearne ope-
ratore.

Glavni rezultat sadrzan Jje u Stavu 7.%.
Primenom ovog racuna, uvodimo pojam ( fon Nojmanovog)
spektralnog skupa uopstenog linearnog operatora, ispitujemo

vezu s5a "obicénim" spektralnim skupovima, i u izvesnoj nmeri
razvijamo problematiku slicénu odgovarajucoj u kompleksnim.

Hilbertovim prostorima.

Osim toga, u poslednjo.]j tacki /7.3/ ovog Dela, uvo-
dimo definiciju i ispitujemo izvesne osobine spektralnih
skupova neogranicenih linearnih operatora u kompleksnim Hil-.
bertovim prostorima.

Napomenimo da rezultati poslednje dve tadke (7.2 1
7;3:)netpredstavljaju;zavréene:celine, veC bi mogli biti po-
Setak jednog daljeg sistematskog ispitivanja, 1 eventualno
tema Jjedne nove teze.

Spisak literature zauzima 7 strana i sadrzi 1o/ nas-
lova (radova i knjiga ) koji su w blizoj ili daljo]j vezi sa
ovim radom.

Poslednja, osma strana, sadrzi spisak neresenih pi-
tanja u ovom radu, i napomenu o nekim manje doslednim ozna-
kama 1z spiska literature,

Beograd, 5.sept.l19/5.god.
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postadl kar Jedan pelusiztalarni proizved sa osoblnama hono-

Slededlinm stavom wopstavano noznatu teoremn iz pada
{éiiag kojom g deje potreban i dovoljan uslov pod Kojim
Je nomnivsni proster pret-Hilbertov,

ST AY 2.1, IJorpirand prosvow rac_telom & g proi-
Hilbertov, ko i samo a0 njegova nerma i 0 -woljiava Léentic-
nost paralelograna, Ti. za svake oo,y o M _vadis
NOSY DOI3LElOrTalRd,  Ugd 3 YD

1 = - :5-- i s g 2-_ . E"ut I-;'!--
e +44 4 K= ~-/t-_;j._-.—,!§ = 2 fiTxe | i = I
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poluskalarni proizved saglasen s& normom ( siu skalarnl pro-

igved prostora ) .

Dok & 7., dJedan deo shtava { za jednostrone kvaber-
nionske normirans prosvore )ﬁ dokassli su Jos Rubin i Stoun.
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U ovoj tacki navodino iswvesne kontraprimers koii
se odnose na preftpostavke linearnih prostora nad telom iova-
ternliona.

Haine, neposredno se dokazuje da sishem prets PRORI

ki Vaksovog ( odnosno pret-Hilbertoveg prostora ) , kaa nej-
siri, nije provivrecany primer sanog telae Q sa prirodno de-

finisanin mnozZenjem skalafima sa leve i desne strane, i
skalarnim proizvedon <X 37 g {x,yela),). Isto tako primer
n~-dimerzionalnog pragtora.Q

Stoga se pogtavlja pitanje da 1i su neke od pretw-
postavki posledice ostalih, posebno (a.l),(a.é),[b.E), (c),
kao i odnos osobina (d.2) i (d.3) poluskalarnog proizvoda.
Na neka od tih pitanja éobijen:je.adgovor.'

r

Primetimo najpre da je u normirancm prostoru, pret-
postavka (a.l) p“sledica-astalih osobina vekivorskog prosto-
ra. Zoista, lako se dokazuje da Jje ona ispunjena za sve re-
alne racionalne ( pozitivne i negativne ) brojeve, odakle
zbog neprekidnosti mnoZenja skalsrinma sleduje isto za sve
realne brojeve.

Pitange. Dali je to tadno i u vektorsikim
prostorima bez btopologije, ili v normiranim prostorima
bez. jedne od pretpostavki (b,1), (b.2) o normi.

Prinmner 2.1. Postojl vektcrski prostor ca

osobinom (8.1l ali bez csobine {a.2). Stoga je ona nena-

visna od ostalilh wretpostavki vektorskog prostora.

Dokaz. UoSino prostor H = @ ) i bilo koju
Cﬂj -~ linearnu Jednoznadnu funkeiju . CL_ }-C;; g takvu

da je ©MA)=4 . Definisimo levo pnoz enae skalarima sa olC=

— > (2eH,de@) , i desno sa Xat= ¢ (x)xt] .
Teda se¢ loko proverava da su isgpunjene cbicne preivpostas

vekborskih prostora i (a.1l), & wla= teiko videti da je {aﬁg}

elvivalentno sa usleoven @ (LB)=CL¥(E) (, <! Ly, Bde &
te endomorfizanm tela Q, daikle w ﬂpétem sludaju (@.27 no
vasi., Goundi uslov svodl se inade na usioy da 3u Pa= 00

p—
-

ty rnley” S ik remsdey




q- -3 3 = Telth ek - y 4 3 D S . S OP of |
} o = tel gk inaginarne jeainice I P = Py=—thhpe, -

d b
P 4

Primexr 2.2, Postoji normirani prostor u Tone

P AL TEEEEEEE— EE . -E

norma ina osobinu (b.1) ali ne i (b.2)( kao i obratno).

 raraar . A o mmm W . E— W .m — e - -

Stoma su ove dve osobine medusobns nezgavisn

Do kaz. Zaprvi deo tvedenja, dokaz Ce sledo-
vati iz narednog primera, s obzirom da su ga skalarni proi-
zvod na osnovu Teoreme 2.1, osobine (b.2) i (¢) ekvivalen-
tne, Takode se moze konstruisati i primer za drugi deo tvr-
denja. |

Primex 2.5. Postoji nretmﬂllbertqv pProstor._

u kome skalarni pr01zvod ne zadovoljava uslov (c). Stoga_je
taj uslov nezavisan od ostalih pretvostavki pret-Hilberto-

vog prostora.

D cka z. Oznacimo saﬁ{ "R, bilo koji realni velk-
torski prostor sa realnim skalarnim PI‘Gl;ﬂfﬁd om Lo,k > (Ko,
x, eﬁé{} , koji poprlma }Lonpleksnﬁ vrednesti 1 zadovolgavd

uslov:

(w) N lg%e, {’L"\’xm m,i}\!’ < Hmal )] ] (Dcmm,ﬁé{}}
Naprimer, “aCR se moze Lvet:r, sama kompleksna ravan

= {x= o+ | o.,ée@} )

sa skalarninm praizvedom

(o sy XY > = @-ﬂ (xo2) -+ ;,-‘—: Im. (:ltgm;i)}
e, o
i normom {Xol=1%el=YO%r4% .
‘Lako se proverava da gornja funkcionela zaista pred-
stavlja skalerni prclzvod 1 ima posobna osobinu (wr).

imetimo jo$ da ovaj s.p. nema osobinu linearnosti
s obzirom na leve mnoZenje kompleksnim skalorime iz {{ (nai-

Za prostor }i uzeéemo Dekartov proizvod Fiwﬁz> y

ifu'

sa nnozZenjem skalarima iz Q definisanim na zlededli nadcin:

Ako Je

AN
¢ & H
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st i S AUnae N S sped b B L N e e B A s L A g ': i
s p L S I j"" 'y Lz" L.! .a".a... 'EJ-. . E

- - A 3 t Sl ‘Fmﬂ.-t-r-.r-r T i L e ey T o el e Soabay ek e v ] oy WL Rl o W el - e e el (DAL s i L e ot e ) -t i e e o -.---n-..--u..-..-l:

o, = (04oDo— Ol —Kep Xy 04X
CA-/'C‘ :'(34 -+~ 34/;3’.3@ = Déngﬂ On .115
oL by Xa =+ Kpllz ~H3ly
a{o:ﬁg -} Lo S = 0’:2-'1;1 - cé,jmﬁ) ¥

i moZe se dokazati da je ovako definisano mnozenje skalari-
ma. korektno. | |

Osim toga, ako je 0= (X503 ) 3 ﬂﬂ(ﬂc,gfijgﬁ,gg)ﬁ
definisademos |
4 < 2, )3> === *’:xﬁ;',j.;:?'_*’{mf}:}g;;/"b ”’4<~f;;"jg {]""‘P< U.:j;>f%"‘-
A <2 o> — <Tod 7l — §<Tasla>k —R <X, 1, >4+
> 0 s A
4 q L XY > == <Fosld 04 — R <Azt — <¢4$‘§3?k+ _
+ % <‘x553ﬂ7f‘;“*‘{mﬂ353?£?‘* L Ly M, 770 - 3<‘x’~?3 '#74‘ ‘
MoZe se pokazati da funkeionela L-,+>» zadovoljava uobl-
dajene pretpostavke skalarnog proizvoda, i posebno pozitiv-

nu definitnost forme X2 (.::x:eH) . Kod dokaza posludnje
‘osobine, koristi se c¢injenica da je Y2 izomorfno potpros-

- tory

“{(J:ﬂro Q. O) [J“()"E"'fo,_)}'J
ld >a(s  ako m;ﬂ"@%d . Dobija se nainme,

L4z > = o4 i HRs™ 4 2 Re (6 2 )~2 R (i<o3257)

i koristi nejednalkost(wr) .
e usler {¢) nije lspunjen.
Haprimer, o0

oL s (:’:'CJ}Q? Q) s Lj: (go"(}’ojﬂ) <'I’O-’%Oe@’)j

bide i={0,0,XcsC) 4 4j= (0,0, Ycs0) 1

.'F-

£
T ”? - “_'j P
1{1}1{:} e ‘t % Dlﬂ ""--..,_‘1.-*} /1 J)'"“' ‘-/Tf_?_ ) B
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pormirani nrostcir &n

-'—'---.—.-.-—.- - ar s -, c—

Tuekaelarnim proizvodon kojl ima osobins (de2) ali ne i {d.2)

3 '-L.J

e

= —mr——rer

o T o ————— —— —— e = ———— ——— e .- - ——m

p=le

i
, » ] x 4 )
;a0 L chrabno). Steza su csebine homogenosti (d.2) “(c %)

A W S rREE A T TR - —h —EE— E——

2
definiciii p.s.p. medusobno nezavisne.

Y

D okaz Ucdimo prostor LH=(3" sa o
niganin mno¥endem sa leve 1 sa desne strane gkal

it

18n0 defi-
arina 1z Q,

i, nornmom
Il ('&*':,,i ;TfinH = |3C4}"5“2132f (3‘34;:’3‘:;'5"@;}.
iko su Q. ,& <fiksirani nerealini brojevi iz Q (lai,&i<1)

z& Svako M= (%{4,’3}3_)6 H definisaleno J.umcionelu ‘%} na sle-
decCi nacins | | |

Lo Py, (%) = (W (4 ) (gtsto)
2e 'ﬁ‘{shs'a) (3¢15%2) = :’:"434 +33£ad'4 ¢
e F(ouy,) (Fas®2) = 5584, + 22

MoZe se lako pokaza‘t‘.z. da je [w,,g_l': y E:;t:t') poluska~
larnd. proizvod. na k{ , Saglasan sa normom, i ioseduje.oso-
bimn (d.2) ali ne i (&.3) . Zaista,

a@w,% (515 22) = 2,83 rey
o, 1) (04T s 22T = X33, 8 + XpQ

dakle u opStem slucaju razliciti, Jer Je,ﬂ -~ nerealan oroj.

Osim toga, malom promenon funkcionela u prethodnom_
fprimeru taﬁnije-ﬁermutaclgom kceflcl,unataia. i & sawhy u
{2) i (5} , dobija se poluskalarni proizvod kaj ina osobhi-
nu {d.3) ali ne 1 (d.2).

Time je tvrdenje dokazano.

2.4, Jedna dekomponi cija prostora
nela nposliedice.

U ovoj tadki. dokazademo jedan pomodan stav o dexon-
poziciji proizvoljnozy Vaksovopm nrostora -]
pomenino najpre da Cemo levi, ©dnosno desnu line-

-
i'
At

f‘.}

T'

arnost nekog pauproﬂtera oznadavati kratko sa "l-" 1ii
<o nazrokon na xoje se telo odnosi (Q, Wepy 11i54) 5 bed

L
J
nacnalke podpasunoevacenao Ao a0 a0l o weldl
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=, - ; g '-'-"-\."' ."Il g iy - s '4! -_l_ o L
.y Datiniciio & izvecne 0305ins 11 Wi trastors _
"_ ._ - e . . - - - s = - -
o gl i | A e - el el

koo i realni S.Pe

(G4 (2,40, = Ke <x,4> .

OnZ. su oba saglasni sa normon prostora i 4 1 san

el s T =l - S L E—

prostor postaje levi ( kxompleksan ili realan) Hilbertov pro-
stor sa ovim skalarrim proizvodima.
Vazi relacija:
<o, y>= [x,8], — K lh=4ly (B Lp)
= [x,4 70— 1 [Py 3~ Ryl om Pallaoifle (ol fis P Bria)
Ortbgonalni komplement proizvoljnog skupa. E§5;;}4
w odnosu na skalarni proizved prostora i pomolne s.p. (¢} 1

(%%) oznalavaéemo respektivmo sa L., 1y i o, 1 se
@ @P } @0 03-5'01"&“3.31106 crbogonalne 2’..1:3:1__1;*01,@,

Oznadimo sa CR sltup svih velktora' ¢ & H za koje
je Ax=x) 3za svako AE(), ( uslovno, takve vektore
nezivademo realnim). Tada se moZe dokazati slededi stav.

CET AV 2.2 SEKup je zatvoreni realni potpreosg-

L R T e " )

tor prostora H i H se moze;pre&staviti u obliku orvogo-

nalnog zhira.

(1) H= R &R e iR & kR
| Ako sa H (1) oznadimo skup svih elemenata X & H
za koje je X = XA za svake A &W(L) » tads je H (i) =
m@i:g{@ojbﬁgi , i vazi jednakost |
(2) H=Hoa jHb = HO@ HG6Ej. |
§ Vlbe,_PO_pPGEtOTlC%L FL?) su realan odnosno
kompleksan Hilbertov prostor (sa istovetnim levim 1 desnim

mno¥enien skalarima) nad poliem ;ﬂ odnosno IL:4) respekbiv-

N0, i odnosu na prvobitni ska. arni preizved prostora -

Primedba . Slidna raslaganja vaze 1 ako s¢
wnesto 1, 3. & ucde bilo koje trl ortogonalne ipaginarne
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Dok a 2. Zaitvorenoswy pcup?cmtoracﬁi al FH&T SRERS
di neposredno iz definicije, imajuéi u vidu da Je levo i
5 : desno mnozZenje. skalarima nepnrelkidno.
| Oznacimo dalje za. proizvoljan vektor oz=|{ .,

| @3 (20) = -2—_— (ﬂ':.-— Lmi-—é:x:é’—-ﬁg:x;ﬁz.).

Tada. nije tesko videti da se vektor X noze pred-
A staviti u obliku

= Refw) +1 P Cle) +jRe Ej) +k Fe -k,

ST bo KRR - g

PR LY

da s !l.ﬁ'vl;._l dﬂ_@l Ll I

1 preos’aaae jedino. da dokazemo da za. svako 4& F y Re ({-JF; c:'%, .
| | S obzirom na (j2)~ linearnost operatora é(-——}‘jw, ( ;}

dovolino Jje dokazati da Jje J-QQ,(U"-—- o f,.:‘ﬂf}b, Z2. o= s At e

No. to se la.ko prova*s:-ava. Ilapr:.mar Za. :1, == {, imademo:

i glicno za A= j' 3 gz,.. . Odat_;.é:. neposredne dcobijemc razlas-
ganje {4) . Takode se lako dokazuje da. je.pctprostor 4 (L) ==
““‘dfj L% g odakle se dobija jednakost (Z) . Haime, nije
telko videti da je ek ({) ekvivalentno sa LiC=0C4 .
Ako vektor ¢ predsbtavimo u obliku ¥ == ':1‘_“.'@-}—-{,:;::’:}1- 3*‘*‘52"!‘&'*3‘{3 ,'
dobhijame uslov

e = =+ L] 5 ey ==X+ ot ey =20

- Zbog direktnosti gomjeg zbira sledi o0y = 2 =0
odnosno =t = Wy+4xKk, . Stoga. je H (D) r‘“%@ﬂ{ Hb, i kako o
gledno vaii obratno, dobljamo L) ﬁ(hr:!%cj ,cf{;—‘{, .

Dokazlmo dalje da skalarni proizvod na potprostoru
LR popr*:.ma samo realne vrednosti, Zaisbta, ako wcjta E'-'(‘*’r) ]

imademo
K LXpu> = LTy > = LTy g > =
2= 4:¢:.}a3;x,>: <:I:J,ZTH> = Ly YD

L

e

1

78 Svako A < t,g, y prema tome <X @,C'L_’R ".DC)’-' Q,}. Odavde
neposredno sledi da na potprostoru |4{{) skalarni proizvod
1p0prima vrednosti iz rawvni AL (£) , kaa i ortogonalnost

(s obzirom na odgovarajute pomoéne:s.p.) komponehtnih pot—
prostora u razlaganjima (1) i (2)
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Napomen n Slicrno razlaganje vazi i u pro-

[ TS0

izvoljnon kompletnom normiranom kvaternionskom prositoru,
g tom razlikom 5to: ée odgovarajuli zbirovi, umesto ortogo-
nalni, biti sgamo direktni. |

Kao primenu gorunje teorems, dokazadeno slededa dva
stava. | '

gy SRS - o

fni, ako i samo ako imaju jednake odgovarajute { - ortogo-

bty by ey e i A

nalne dimenzije, tJ. ako je .
C p~diw (H) = LA-dius (Hg) .

ST AV 2.%3. Vaksovi prostori H ’x }_}2 su lzomor-

D o k a 2. Dovoljno je dokszati samo da Jje navede-
ni uslev dovoljan. |

Oznacimo sa {‘Ecz..},‘,x.& A bilo koji realni ortogenalni
bazis Hilbertovog potprostora prostora |4 u razlaganju
(1) iz prethodnog stava. ,

Kako se pomolni S.D. [‘"& ='jﬁ pdk:]:apa ga gkalarnim
proiﬂvodﬁm prostora }{ na potprostorHCﬁ{ ’ -{E@;}g! Je
fi - ortonormirani gkup vektora, a neposredno se vidi da:
predstavlija 1  ~ vazis prostora }{ «

Stoga Je

ediw (H) = (R)-diw () = d-déewt (H) -

primenonm odgovarajuéeg stava iz realnih Hilbertovih

P

prostera je gornje tvrdenje neposredno.l

Tz ovog tvrdenja sledi posebno da je svaki Vaksov
prostor X - dimenzije (a time i & - dimenzije) jedneke n,
izomorfan prostoru Q. |

Inajuéi. w vidu osobine algebre CAC=) evin § -1i-
nearnih ogranidenih operatora na Vaksovom prostoru | ,
noze. se dati i definicija_apaﬁraktne;(dﬂostranej algebre
nod. nekonutativnim telon xvaberniona.

malkva algebra je dakle. specijalnija 0d odgovarajule
algebre (i posebno algebre operatora u Vaksovom prostoru )
w rada 4021 s KoJa j_a' fomo realna.
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oy Lied it g0, 0L 0PSSO gl Bhgpeaiin i b ppesadiee c o
] Definicijio. Evabternionska Bunchovae algebra je
.I. ; el il it i Ml SR T 5“-"--"' ‘hﬂ"‘ L] "! .—‘1}
-+ koupletan normirani prostor ) , u kome je definisano. ago-
::. ) ; ¢ o " - gl * 3
o ciaaﬁlwno i distribubivmoe (prema sabiranju ) muoZenje (o, -
1" --"‘_.I"“"u = ? - - » " “ W {J
: ﬁb;uaggﬁtﬁ} , sa jedinicom & , i sledelim osobinana:
E' e
: o .
3 \ i RAE I o -..-.. ; = 4 \ -
o 4 dil:; I}hjll (e, jc::ﬂjﬁ
-L G‘ ) I 4 - . ; F oy - & - -
f 2L ) LA, A *:--5-3 j == " O La’.- '“_J} 7 [~ *a mu L= L,._.::T:.:,i;,) o 4;,J s

! ] :

(" ':} ) (} == G o (54 )
b s 3 . {-ﬁ . v
5?) Jedinica € pripada potprostoru ‘i, (iz Stava 2.2},

ITzrazi w jednakostina (29) v opsStem slucaju: ne: mors—
ju biti Jjednaki, no lako se: proverava da sw oni Jjednakl za
svalko realno ol .

ST AV 2g4*(:Uopétenje,Geljfandeﬂazurove teorema?.
Kvaternionsiia Banshova algebra w kojoj je operacija

. k.

mnoZenja komutativna na potprostoru ttbulz sb. 2.2) i svaki.

-— i g fe - -ﬁ iy T

element. razlidit od nule posedujer inverz, izomorfna je sa

rerem e -l = iyl L B LB EmE

samin telom kvaterniona i mno“enaemJ;h¢;¢:=:;¢,u (A 14 € (20
Saml! _ L AL M= M g &l

D o k a z. ILako se proverava da Je potprostor jl {f‘
od 43 - kompleksna Banahova podalgebra.odwt;, nad. poljem {i. |,

-"

i poseduje Jjedinicu € .

Kako Je. na potpLostoru,jiki) mnozenje po pretpostav-
ci. komutatlvna, i iz P&Jﬁ“(hJ\ O sledi da inverzni elemen
41 j;ki) , Na kompleksnu alegebruzﬁﬂ¢5 moze: se pri-~
meniti kompleksna Geljfand-Mazurova teorenma .(I?K)Ef] ) Se185),

odaldle neposredno siedi tvrdenje.

Primedba. Prethodna teorema ne prebenduje

na opsStost, i dokazana je samo kao ilustracija sbtava 2,2.
Ne znamo da 11 se uslovr(Boj moze: eventualno cosla-
iti, a takede je moguée da je tvrdenje poseban'sludaj opsti-
Jjih rezultata koji se odnose na realne normivane algebre:
(Ingelstam _5?P] L &5 , Malviya tzrﬁj,)
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NUMERICKI RANG I SPEKTAR UOPSTENIH LINEARNIH OPERATCRA

U prvoj tadki ovog dela posmatramo numericki rang
i spektar uopStenih linearnih operators u Vaksovim prosto-
Tima.

Pod: uopStenim linearnim operatorom ( {¢ - linearnim
operatorom) podrazumevamo, koristeci pritom ideju P Milidi.-
éa iz radova [501, (54171, ogranilene linearne operatore
u Veksovom prostoru, koji zadovoljavaju uslov homogenosti
A@x)=Cre)Ax (eeH,dec@), gde je (p-fiksirani involutiv-
ni automorfizam tela Q. Dakle za razliku od definicije u
radovima (505, [S13 , gmde se pretpostavlija da je ¢ se-
mo. automorfizam , prebtpostavlijamo jos da je-on'i involuti-
van. Ovaj uslov se inaée'prirodna3pojavljuje, jer samo u
tom sludaju odgovarajuéi adjungovani operator pripade istoj
xlasi operatora, i moZe se posmatrati klasa samoadjungovanih
operatorsa. | - | - - )

Pokazujemo najpre da su numeridki rang ,spektar i
karakteristicni delovi spektra takvog operatora (- votabll-
ni skupovi, i na takve aperatore;uopétavamo_mncge osobine
numeridltog ranga i spektra obiénih linearnih operatora u
Hilbertovim prostorima. |

Pogebno ispitujemo moguénost uopstenja Toeplitz~Ha-
usdorffove teoreme o konveksnosti numerickog ranga na takve
operatore i pokazujemo da onz u opsStem slud¢aju ne vaii.

Ipored toga, primenom pomoénog skalarnog proizvoda,
- uspevamo. da svakom ﬂ$,~ linearnom operatoru pridruzino Jjed-

nu vrstu numeridkog ranga, koji smo nazvali F -~ numericki
rang, za koji dokazujemo da ima osobinu konveksnosti i da
se Stavise poklapa sa konveksnim omotadem obidnog numerid-
Xog ranga. |

S cbziroﬁ na prethodni negativni rezultat, prirodno
je postaviti pitanje odredivanja bar nekih posebnih klasa

R L SO
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Dk :,.,.,....h.--ut-lm. B Rl Tl i gt i Ay it e g LA A e g R, e A Y N il i Wiy i, il al s gl T AP Tl mm'riﬁ'Fm“ﬂmﬂwi;ﬂ.-m' ;- A G W gl i mni-.hl-{#
]

: ,&ﬁmhlinaarnih operabora za koJs vaii uopstenje Teplic-

;" ~Hauzdorfove teoreme. |

i ¥ Primenom stava o dekompoziciji prostores, dokazanon
u prethedner delu, dokazujemo da ona vaii bar za.ﬂw&;~ Lina-
arne operatbore, a takode i za L - linearne samoadjungovane
OpPeTBLOLAC.

N Osin toga, pokazujemo da je u opsStem slucaju, nune-

f ridki rang iako ne konveksan, uvek bar povezan skup, i do-

S| ool TE L - P TR L RO |
o

kazujeno izvesne gtrukturne osobine preseka numeridkog rangs
sa svojstvenom ravni preslikavenja ¥ . U vezi toga navedimno
i izmvesna otvorenza pitanja.

Najzad pokazujemo da Jje numericki rang bilo kog
E‘F_ linearnog samoadjungovanog dperatara ( i u slucaju V¥ -

o Moy 5 B AL L A

<k iu“.) talccctekOnveksan, i predsbtavljae vrio Jednestavan slhup
u telu kvaterniona. |

U drugoj tacki ovog dela, prenosimo, ali samo na
d — linearne operatore, pojam numeridkog ranga w normiranon
kvaternionskom prostoru, i kao jedan od glavaih rezultata,
pokazujemo da Jje n.r,-takvogioperatdra u Vaksovom prostoru -
-~ konveksan . Na taj nadin dobijamo uopstenje jednog od rezul-
tata prvog dela, koji se odnosi na 'E?d—- linearne operatore

Odgovarajuéa tvrdenja koja se odnose na L-—linearne ili
;3?--linearﬂe operatore, nisu tadna.

U poslednjoj ta.lki ovog dela, opisujemo spektear
p-linearnih cperatora u Jjednom karakteristidnom sludaju =
—kompaktnih operatora i dobijamo. spektralnu dekompozisiju

talryih normalrnil overatora u Veksovom prostoru.
| S obgzirom na opite rezultate u radovima Teichniillera
1951 4 i Viswanatha 402 , oji se cdnose na normalng £ -
linearne operators, ovi rezultati predstavljaju mala uopste -
nja prethodnih za klasu kompaktnih operstora. Takode. navo-
dimo i uopitenje dekompozicije Tajhmilera i Visvanata u O~
stem slucaju - normalnih;fajn Linearnih operatora.
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(W A)xe = Alxet), (Adjm ={Ax)es (mel ot
a takode i almebra, ako se uvede mnczenje operabtora na. po-
scban nadin. Xod operatora A1 i 13 odstupamo od te defini-
clje, usvajajuli obicnu. |

Z2. gvako 'f» & f;f,ﬁ(H) s Jjednakosctu

f
X 3
f/\-ﬂ.rai\db“:'" *t-'s.‘_ﬁ..ﬁ g/} {-——-.: L-f 1(“__:_.,,;._i'>$
jednoznadino je definisan adjungovani operator ﬁf"cpe“atgra

;\ , ON Jje tahade-ég;— linearan, i ima ucblcageﬁe asobine
koae*sa lzko dakazuau. Osim toga vaZi naprimer,

(L b A S AR
M.
A Je "ﬁ'ipdf - linearan, ako i samo ako Jje operavon r-’}

Ako je A {f,l,,- linearan operator, i W{f,) svojstveo-
‘na ravan auteﬁurflvma uﬂ ., on je océigledno obicno linearan
s obzirom na mnoZenje skalaera iz ravni, df;—=ﬂtxﬁg, 2a
leve strane. Stoga se Cesto kod dokagivanja izvegsnilh 2scli-

-

na, mogw primeniti odgovarajuée osobine iz kompleksnil Hi

l,__j

bertovih prostora. |
Ako oznacimo sa 1P'obtcan adgungovanl oneratar one

ratora £ , s obzirom na_pomaun% skalarni proizved r }» ]

tada nije tesko videvi da Je /%T"m=,df'. ’

Ako je [& HJ_ linearan operator, definifcmo na uo-

bidajeni nadin numeridki rang operatora /ﬁ :

-"4." "L Tu
L g \"- .- A }[{’ f‘ <’ i' 1"-"-." e
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Ho navesdenu Sisgu cperatora mozZe se prﬁﬂﬁtl SX S R B

f.."}

Luna, speltra i njicgovin kavoitheoristic.

E?

clija rezclventno
nin delova gq-:fOQL 23 *1uéaa f - linscrnih Oparaﬁmra).
Posmatraéemo inace samo levi gpektar operatora, tj. spektor
s obzirom na operabor A |

ST AV 3,1, Numeridki rang 'VJ“;E} . njegovo

JPRTN o LS F Al il

) . - R % a— Fat Y
zatvaranje fyf/%} . gggkﬁagnwﬁg/gj karakteristicni de-

L

Y ..amwe.o. - ety R - —— e ) Bl B | el

lovi spekira su 4 - rcotabilni i time (- simetridni skupcvi.
; J S VG 1

D ok az. Ako tacka I == fi}‘&mg;m o> WA (et
bide za proizvolino o €(QAND .

@) XX = ) L Ao,z Py =
HA!&J;I_'G:)) “'t¢> l:W(A)g

sto Je i trebala-dckazati,
Kako. je skup W- W(A) f -~ rotabilan, na osnovu
Leme 1,2 bicde

ot V%.T s }w’t\a WT W,

dakla i zatvoreni numerlckl.r.ang_ VJ ( A ) takcde - rotalbi-
lan zskup. | |
Da bi dokazali da spektar 63' [A) i rezolvenvni skup

¢(A) imeju navedenu osobimu, dovoljno je primetiti da je za

H

prm.“velana ot & (o, , Tang

E/{: (A— ‘?;%)AEE" I) = ) o (A “';L:J:)J.

“dakle oba potprostora su istovremeno gusti ili ne.

Kako Jje
A — pradt T o= (eI A-AT) (" 1),

. ; - ...,_, nar SR S — - _*__.—4 A R B
(A= e T = WINA-2T) " (@)1,
dalzle norme ezolventnih 0perat0ra jédnaka:
IR (A5 cerd) = [R A1,
(istovremene ogranidene ili ne).
S obzirom da za sopstvene potprostore cperatora

vazi Jednakost

A e ; y AN J—
T i A=A ‘I) e N IA~ATL)
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navadasm? 0s30DLI U,

5T AV .2+ Spektar levo - linearnof ogranilc-

now-oﬁﬂra+ﬁra je-kﬂmpaktqp sliiup sadrZzan u zatvorenom numeri-

Ckom rangu iy K;dt i spektralnl radijus

[ igemromn chare

g (A== Lo N jami.

'n-"""h"_J

Do kasz. Ako oznadimo sa Clp,) presek skupa &(A)
sa. hargk:t;em.dtlcnam ravnl. () preslikavanja ¥ , tada je
&A= rz(;-"(f, SICA R C(f‘i j~kompaktan skup kompleksne ravni
TU]HJ i

| x 1‘1’”
-!.._.;6':;?&) LA) ;E,{J% EAMh f ’{L-

Odavde. neposredno dobijamo stav o spektralnom radi-
Jjusi. | | |
primenom Leme 1.2, sledi da je spekter &(A) zatvo-

ren i time kompaktan skup.

Dokaz inkluzije & (A )<WiA) moze se izvesti g1i-
no kao u kompleksnom sludaju, pri cemu se razdvaja sludaj
apfolcsimatimng odnosne rezidualnog spektra.

Ako tadka A < W{4) .+ td.

] d_‘(_,,h W AJ) == "Lr'ibf [ A*—ijﬁ}?—"»)"! >O

o ir:ff

dobija se lals:c:. : |
_ VR As0T < 1Ya,

dalkkle . 75 iL(A) { aproksimativni speictar operavora A s
stoga WIA) < WA . |

Ako dalje A€ &wes {A) , primenom narednog stava,
potpuno slidno kao i u kompleksnom sludaju, dobijamoc da A=

e WA + @e.d

ST AV 3. Ako je A_ﬁ'_adjung ovani. operator opera-
tora A\ & Lo (H) » tada :ia' '
WA = W(A), §(AY)= A

- AN e ) Y oV
i kao u kompleksnom slucaju, Cresg LA) ‘= Spunkd UL\ / .

—— . —— i —Te—— — T -l —r§’ mARECE a - —— s

e sl S el oy ey il H-—lm“—t“-_-ﬂ---ﬂl — vy

\ ' . » - » - LIS b !
'l’r) Ovde je funkecija £=+4 zavisno od toga da 1i je Y=ol 1-

14 f_f'r,,f-;,“; far Toem T 1A
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A u cdnogu na maozenje glalsrima 14 lmmplekﬁﬂe- ra"fni '71‘1’1(-';%1,)
s » - - 2 - A Ay - S Ay
sa leve ghrane L pomoinl S.D. Leols, 5 tada je AV e A,
Primencn odgovafajubes stava iz kompleksnih prosto-

ra doblja se |

AN = &py = e Lelp*l=¢l & (AY i wipn s
Odavde Je . oms B
& (A%)= vty {ANY= [ &(AY]

| » » . f"' = ..:;-...l .f# ‘\.
i zbog (¢ ~ simetricnostl spektra,; ponovo xmA ) = aA,; .
' Kod. dokaza poslednje inikluzije, cmvm.,] o Je doRazati
da Je:

A . . Y — - 2 L L -i 1
s (A) NTT) S Spunier (AT ALCR) = Spard (AT
No to sledi isto iz odgovarajuéep lkompleksnog slucaja, kao

Osim toga, mofe se primetiti da vazi jo3 jedna in-
teresansna relacija. Ake je A proizvoljan skalar koji ne

pripada potnrostoru deflm.sanom dc,clnalx_oscu ot Ay =2
k:.l:t., sto je 3.ato, -*-*3..,.) , tada Jje ﬁ'u(ﬁ‘r“‘ ;"_:}"" 7.;*‘
no potprostor (A L 1) ne mera biti gust u ]- nace

je za preostale _AL evag ortog cnalm komplement Jed.na..{ SO
stvenom pQuI}I‘DEtGru ...J[ (/’é\ - /l*«.. ..L}/] ‘-

Na:.mr::, ako je aJ\_L(Ja, A—Al) , bide:
ok st T . . — L M H"a" = *t
LAx=Ry y > =0, /A VY= A LD (xe B
Ako ovde uvrstimo ol umesto o4, imacemo:
i o = i s s RO T - ror
(P{d) < ATy 4> = el <1905 G / Al <, -
-
Za =Y , dobija se QA NYIT=A L gt (ze svalko el ) .

Iz§pretp0;tav ce o parametru A sledi =d:==ij s L
: _L_‘ .—:‘ ™
PAA~R L7 =07~

T Stava 3.1 sledi dg su niimerickl ran

4
potpunc ocdredeni gvoiim preseciuma sa karakteris

N st e s
CTALCNON YdavViiy
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L]

T . -_I_ i . - " ._. " . - . -." r'- - --.‘ _: x - -.-..q-.. L 3 : Ay I- . -*
L {4y o be se moie postaviti pitanje o njihove] strukbuni

T Sy £ g 1~ Aleanaatt e e o s =R T Ta s 7 T r T oA Gl irloa

ke pbubﬂﬂg KONV o SNo T L BRILTCHAMFIE SN Luf 9.3 iy K T 3 LEVeSsID KLORsS
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operatora gse o ovim skupovima moZe n ta:viée-reéi, ali po-
atoji 1 dosta otvorenih pitanja. o
Kao &to Je poznobtd, u slucaju Kompleiénih Hiloerto-
vih prostora nunmeridki rang ima csoblnu kcuveksnosti. U op-
stem slucaju ovde nemamo slicnu osobinu. Navedimo dva pri-
mera.

Prinen i [

Prostor } jednak je telu skalara Q, sa obidno: delfi-
nisanim mnoZenjem skalarima sa leve 1 desne strane 1 S.ps
L3, F =20 k:*'-ﬁ"} S} .

Uodimo ¢ - linearni operator Asc = 22 A+1) .
Tada nije teko videti da je n.r. operatora A homeonmorfan
3-dimenzionalnoj realinoj Bukiidsko] sferi, dakle nekonvek-

san skup.B

Primer 3%.2. o :

’ > : . " i ) | e . .
Pokazabemo da prethodni sludaj prostors. ri=(.. nije
1zuzetan. ' |

-

Neka Jje prostor }- Dekartov pr.oizvcd.@)i{::i- sa
ska¢arnlm pf@lzvedom

PRATEy

g T g T e o
LA ) 3 (Y J> = a2 g (Y ER,

B 5w . _ ol :
i normom jj=ii= {|;*c4]*-+\=’-‘5,-{1)*‘~)1/ "o Uocino (2 ~ linearni opecrator

Azc= (c4lyx) o Tada je

i A:}:.; 2 = :::*,,,iii:,, 4 Ko EEF_ ][3-‘ lﬁff] Sk iif-”j}

Moze se lako vide’ci da tadke A4=17 H"*W\ (A’*, no
tadka X =O= % (A44+22) ne pripada Ty 'LA) , dakle 1 u ovoenm

slucaju je ‘\/U (/\ } nekonveksan skup. &

U oba prew ho&naﬁiucaga, nije tesko videti da su o-
peratori i normalai, te ni normalncst opsratora nijo AoV~
1ljan uslov konveksnosti numerickog ranga. |

Ipok se, polazeéi od skalarnog proizveda prostons

1 : A ' '. ws _._‘- =~ ;-_.-: . 4 . - . Tm
’r] s Operatoru ;"\ & Eﬁ{{_—_g{.ﬁ} poze pridruzitl Jedan L0l
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umerdiokl rans i Snelthar linasynilt onervalora A0

e Y g T i "I kgl e b, oS ——— iy Mmu_.p“ N P - T T S

L e m T

velksan giup . neka vrsta mumeridlog rangay nazivadeno ga
F-numeridki rang, i cznadavati sa - (A)
bko je W (py) svojstvena ravan preslikavarja §
uocimo pomoéni s.p. [° _.,ﬂjf,a,r.,ﬂ i definisimo skupove

?

Si?d}*:-— "'{[-A:{:w‘:':--,]p,f . Ei‘zﬂif"‘:dﬁ ¥
F(A) == ot 150l

(:’T(; 5) & W py ) ~ j® n.r. operatora A v odnosu na pomodéni
8

Primenom teoreme Teplic-Hauzdorfa sledi da je 5{;-};,, )
konveksan skup u ravai (P} « Osim toga, dokazademo da.
je on i & - simetridan. |

Zaista, ako ‘L e’: VP,;) de

A, EEE 'j;' LJ“—_““ ’ff.f,j*—fd) (JMC-; W(}A))q
odakle Je |
o (2[5 A sar ;
Py = 20 () == (€eiju) — 1?4 ('C(J'L) ”-«-1, 5

i 'l?vrden;j& nepasrefina sledl :'1'.2. slicéne oaobine slcupa T\:"‘T{'Aj R

ST AV 3.4, I{a,_z:x. inkluzija W({A)S+F(A) , i

ako. je l? 1dent1cno presllkavan'iej skup F(A) ne zavisi cd

- roeerem, e i

= il o

D ok a z. Dokazademo: samo. prvi deo tvrdenja.
Uodimo proizvoljma JA=<LAzx,ac>e W(A) UI‘{‘ZH-——*’U .
Kako je wote Tif1) =0}, bida = ()il (K]l=4) za neko
Ko EW () « Stoga je | |
o= @) LAZIP K = -‘-fA(;Em};,QE}E
| LA (Fx), ot | g, & S (/Fﬂ ,

gl

dakle A G 'T'LD’L‘(’ SL’P.»;)]J ol o (A} » Sto: je i trebalc dokaza-
ti.

ST AV 3.5, F - nuneridki rang !"(A; d ?-;line-_

arncg operatora A je konveksan skup i , &tavide,

---ll- - ety M

F(A):—. A AT L_\/\f A)‘ "

Dokaz S obzirom na definiciju skupa [(4;
osobine skupa ::,{f]c‘,. =F{A) m.s ( }z:) L ~ gimetricénost i an,“

» » oo s
velrano 'h\ o asTorl Tema T . "‘T*-'?; R~ BT R I N e S PP e



'

F L T L & - [ (1. [ | A 1
e ..f-" o g T-‘ & L - a - - - pn 1 r. - - . - °
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- - P B F Rt _ el 1o ‘!' T - |"": : ;,i‘ - iz . o “*'t.r {-..... I_._ :. 1'_: #1: :
valraan pU{.i_.-_,;{'?.J,:} IR L {"l fisiootna ey, ol - L Bl T t."i.f (L5
| ;
o -r,-"'" £ — - - "~ - * i w . i T .:
ofalktle &a: neposredne sladill Tvixiango. |

U dokazn Senmo: se opet cgraniciti samo na sluce]

l

kada je = id LV' napomentt us navedsr lemu).

Ako je . proir vo_,_gnu tacka skupa f-( /-4 biée
; i -:"T- "'fi* - A h} el e B BT \4
N L. X (5’:"" ?11*,,:7_’_, IRPRVS ( 7= 7 (, /s O F

predstaviti u oblilu g=it+b&p (pe "),

0
¥
@

BJ”'C:“ 7 mo
odalkle dbijas
A== ‘% Gl (- F}q)m{ e (L A BEC AT

Kako je <= -‘f;—- (P—w4944) ¢Eisto imaginarno, pripada ra-
l4i<4 4 moZe se predstaviti uw obliku Ty ,
1 3. zamencn dobljamo

. ; vl
...-}L: s {}"l.-* “'i_ TL'{?? “?: P;’l‘ 'D{..- f
— A

Kalo je dalje ol X ' — imaginarna jedinica, bide «lp,ol - :L_“‘-“,_
@a neko Po & 1/\ ‘"") , 1 odredenosti radi uzeécmo - fi;

"ﬁ
v

dakle X = tl»{—Tbé:Fﬂ . |
Podto tacka A -+ "cs:p = (/—g} , 1 zbog osobine
rotabilnosti takode i tacke
~ - " 3 - -~ Sl o ' ‘\
g =0+ EPoy Rz =2—6ps EWIA/,
dovelinc jo primetiti da se 4. moZe predstaviti u oblilku.
' . - s it S O W A S
Vo= AR (o b)) + AT (0 Bpe) =

S E - 38 g . :::'.:fﬂl
..l", : ):}f- 1";’} ....l_. ‘1 ,‘r -1“* - Ti"’} L.-l, 'i_‘f"' --r’tr‘z t gri'fl ;[T'E'?r',. :,Lﬁ ‘ﬁq—!'l :1 L}

».?} ""!

]
iy =P

‘dakle zaista A < Aowur R $ /d (A } .

Time Je tvzdenae.ﬂokaaaﬂca

Prinmnedba, Iz dokama prethodnog stava lako
co vidd i slededes: numeridki rang W (/i) je konveksan ako i

i ——

gamc ako za svaku svoju tadku A sadrii i ceo odsedalk

[.}43 ‘f\ LJ&:JJ

Kao Sto smo videli, n.z. u opitem slucaju nena

osobinu konveksnosti, calkk nl u Eluoagu'normaﬁnlh,ﬁ - Lline-
arnih operators.Zbez toma je od inberesa izdvojiti ste vise

posebnilh klage opervatora sa navedenod sohbinom,

Tokasadeno nodpre da ovu osobinu imadu bar Aol
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A
e e i
.._-_ip._-nﬁr-ﬁm e G, W i W TR L LA e = o T L I e - L ""‘-I'-I-h-lﬂ.u-..#- Pt M - e Kak B oy it b : s = “ta I
et b ol " el S Y o LR L e, 4 b L mmhﬂhm—l-'i' —!'.'ﬂ“#

L |

o e . - '+ »
- LINLATNL 0P doOlh
'r.:‘ T"'E f T :z' :H' , T‘T"'.""'.-". =k . iy U.!.:- x Py Y A X b :"‘J ;
o L AN 2.2, Bunerickd rang proizvolinos %o

~_linearncg ovperabora Jje lonveksan.

e . 1---. 3
D ok azn Kako ja -(A) konvekeni cmobad skupa

= S i - % »- 4

Wy ( A} s dovoljno je dokazati da je W A) == (_.;55) .
Cdredencstl radi pretpostavimo da Je svoisbvena ra-

van sujomorfizma Y o, T {4y) =1 {{) s TJ. fu= { . Ozna-

¢imo sa A (i) restrikeiju operatora 4\ na kompleksni Hilb
tov potprostor (1) { iz Stava 2.2} 1y 1 ma W (£} == V/(Ah;)
odgovarajuéi numeridki rang s obzirom na s.p. prostora | .

Dokazimo da W ({) CiL(i) i predstavlija(y - si-
metridan skup.

A,

i

Trem

Mo Je VU=Wodixy, (2w, & i{) proizvoljan vektor pot-

prosgora : B (,b) , bile:
<. A'U"-; > o= <L Axs +1 A gy D HL s 5 o=

\\

= L AT, oy 4 LA 5> + ’L (“i/fﬁjl" D < A o9y

Ako uslovno. oznadimot: U = Joo—t35, | d.‘obi,j;a.; se

ok

oy .,

ey » 4 : j" »F N ;
A UV =« Aw»—u;d—-‘i o LA 40 —t (ARG /AT

L]

Iz uslova 4& CAL - la.naarna.;tl sledi da je [|(1) inwarijonten
petprostor cperatara Am} ¢+ 1 keko nije tesko wideti da
A(M preslikava noth_ostor qh_,. U sebrd sanes k&ko aefr:-'r..a:,’ J 3
odnosno u potprostor cﬁg ( ako je ‘@+#ia) 4 dobijamo jed-
nakess

AT B> =2 <A (ve H i),

Stoga je n.r. (L) i - simetridan skup.

Omunacinme daljes

Py=W(A) nT@;, Sti= FIA nTH).

s RY Y » G . A i . R
Sada su /(1) 4 FP{) , S5(1) § - simetridni skupovi u ravai

\
Uodimo bilo koje ¢ = <A, < W (A) ( hecti=a),
lav

| \ A2
;tl-"g}: _L_}"h;-‘ tirr.* it /1) g to Je

- I S 20 e b . . , -~ e _
i W) <= P < 5L « Dokazadeno da je S(EJTWY

L;_.

Vektor  moZe ge predgtaviti u c:blilm el g 1‘1 o (e Wy T

LY

- %

= i
L
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Loga se bilo koja tad ka A3 120 cze predstaviti u oblilm

s 4 , . A
A= A (Fmegn) = Ao, 4 € < Av,
(g, € HE), Wqi™=-ivy = =1,
Vektore Uy 4 Vs moZemo naplisati u obliku’ﬁqrﬂtm”?ﬁﬁ .

;o

=lliws: , gde su M, , Wy odgovarajuci Jedimicni wvekbori,
odakle: doblijanoc: |

. . - oo : oA '1_ o i P ETU o —
X o= fua it <Awa,Wa >+ Iiveit € <Aweor> = ,
=TI, f.f:/ﬁm-‘mw;,- >+ g <Al > (s 12203 ™ Ry =1%).

F'h

e

Kako. 4/—\'“3‘.13 (2 M“iﬁﬂ € W (1) 4 & TW] (7} Jde konveksan
skup, nepesredno Slte tvrdenje. | S

toga je W (i)=P{)=3{), aaxle W (A)=T/
sto Jje i trebalo dckazati.

Primedba. Na primeru operatora Afﬂ == (02}
u prostoru H-= (. vidi se da gf-rf:xw- linearni overator

'H‘-: »

ne mora imati konveksan numsricXi rang.
. . {
Takode, moZe se videti da se u uslovu svava, priw
ﬂ :
- linearnost pe moZe zZamenivi slabijim uslovamﬂﬂgﬁlgmjjﬁjm

~ linearnosti (koji je inale blizak prethodnom), Sto poko~

zuje operator iz Primera 5.Z.

Sledeclm stavon pokazujemo da Je n.r. bilo kaggdt
- linearnog opsratora, iasko u opsStem sludaju nakcnvekuanu
bar povezan paquuw tela Q. Osin toga polkazujemo da Je
njegov presekl i (wy sa gvojstvenom ravni rmqfaf oresiliavi-
nja ¢ uvek sa stavljen od d?a_gﬁ— gimetricna povezana sku-

e,

ST AV 7.6, Numeridki rang W(A) bilo kog (;‘,F—-_li--
nearnce cperatora Jde uvek poevezan skup, |

D ok a ze Poznato je da Je jedinicna sfera billo
cog realunog normirancg prostora povezan sxup, pa je to va -~

Sno i u nadScm sludaju. Izuzeban sluded kada Jje (K Vel { )=
je loko widebl, uvek »e-

{n¢
-
5]

Cota
.

ovde nikad ne nactupa jer Je,

m



T -"'- iy, * . “-.l-- 5 . . - . T oo e 8 N =
Tiis PRHITICDRACHY., Tans o Soaltarm 1 IRHTTILL Onorano ERAE = C

=l M“‘-#’"M"ﬂ-ﬁmmmam M-—aﬁﬂm—-m ML AP b Ry ol W il _.'-'q,- ar—tyam ol

’.
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el
o, - - 1'1.11-

alna ortogonalna dimenzija $ Focliu ( H) > 4 . Sada jo do-

. . - ~ "!: T r . - o * . W -
voljno primetiti da je VY (/4 neprekidna slika jedinidns sfew
re prostora |

o LAV D5.7. Presek numeridkog ranga i svojstve-

- . ---h----—\.--\.- A e bl Bl BN

By mom A . mar —p—— —

ne ravni JJ:{rPA_} sastojl s2 od dva ¥ - simetricna povegana

Tele—— e = = dalr—

- Blupa F? Pw §{F3+)ﬁ

i

D ok a z. Neka je odredenosti radi, opet L=+ .
Osim toga pretpostavicemo da je 0 -~ identicno preullkavan;je,
jer se dokaz u slucaju ¢-#id, malo razlikuje od prethod-
NOS e ‘

Oznacimo: - |
PT = Pd)n < *‘“;. P = P& nC—,

gde su @"}', ¢ gornja 1 donja zatvorena polura.van koemplek-
sne ravni {& . Ofigledno je{ = -..,(P*J* i [P= Py [

a dokazacemo da Je slmp P'i povezan.-

biloe koje dve tac‘{e skupa, P'i‘ s na CsSnov: prcthodnog stava
postojaée neprelkidna lmra_va\‘l 2 LU0 =W (A) , takva da

o

je 3’(0; A s o (1) = Ao . Imalemo da je

r 4 L

)= olh) +&ib)pt) wible kT, D=t <q),
i kako je - (B)=He Ftt) , 1Bek)= 1"dm L) ] i inagi-

narne jedinice 4 {t) - normirane (v. tadlu 1.1), lako se do-
kazuje da su obe realne furkeije & (f) , &{L)- neprekidns.
Stoga je kriva @ : L0175 ]n-”‘ y definisana sa

d
F(L) = alt) + 8L (ostxa),
neprekidna, i zmadovoljava uslov Sk (Q) == 2 A 3{4) == 1. o Sto

zavrsava dokaz,

U vezi p“etﬂﬁdHOF rezultata mogu se postaviti izveu-
na PltaﬁJu na koJja zasad nemamo odgovor.

(l-') Do 11 Jje za svaki fxg. -~ linearan Gperator, slup f‘f"'"
1z prethodnog stava -~ konveksan,

(2) Ako to nije tadno u opitem sluéaju, da 1i je tadno
bar za normalne 2@- linearne gperatore.

L%) Ao ge (o ~= 4l . 02 11 Je presek J/(/—x) L ]

1
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LI
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. - “-'k'r-." " 1 f“"l - s . SN " - s
meo oYW AN Yl konveksan, 1 ds i Je te tadno bar
78 normalne operalire.

- - " -: : i _'_; | o P

(8Y ko o We=ao. 5 Ga 11 pusernd L Tanﬁ'fyt.yﬁnﬁfm

\
]
nalnog operabora v prostoru ortogonalne { - dimenzlije raz-

el

>
1idite od 1, uvek sadrizi bar jedau realnu tack

gedan brod priwera i dostatalk kontraprimera poka-
zuju da bi odgovor na neka od tih pitanjs mogao da bude poie-
Td.an.

Ograniceni Q#w— linearni operator u Vaksovem pros—
toru.}{ razivademno SQmﬂadgungmvanlm, ako je A =1~A y
normalnin ake je A A=AA" (o mnogin osobinama samoadjun-
govanih: i normalnih ¢ - linearnih 0peratora moze. se videtli
u 1951 1 {4021 ) . o

- Na cve dve klage operatora mogu se prereti nnoge

osobins overatora iz komplcksnih Hilber#¢wih prostora, na-
primer gtav o aproksimativnom spelktru nernalncz operatora,
soelctralnom radijusu normainge i pos&hno ﬁamﬁadﬂungaﬂanﬁg
operatora itd. -

Posebno za ﬁf-*-ibif vazi sledeée tvrdenje.

STAV 3.8, Zatvoveni numericki rang samoadjunge-

Vanog. j - linearnog operatora je zatvorsnd interval realne

T —Tp—— - i = — e ¢ -—--l.-r—l- —ll-ll-l_'h.l'l-.r.'- T Toorklmes T P e, T

R EEA S kT

CSe, 1.ﬂrmgnd§+§§93§;ggg-;yygrvala pripadaju njegovon Spoke-
'tI‘IJ. '{ 'i.,'""') &

Stema je n.r. samoadjungovanog fufﬂ linearnog ope-
ratora u sludaju (P.:icl - kouveksan. Kasnije éemo to do-
kazati i u komplementarnom slucaju f***fud .

Naredninm stavom uopStavamo poznatu cinjenicu iz
konmpleksnih Hilbertovih prostora, po kojod Jje syaki normal-—
ni coperator konveksoidan.

L

ST AV 3.,9. Za svaki normalni éﬂgﬂ Tinearnl opeC-
LY

A,{Hw '1‘1\ L;f'\) = "‘"r*J""' (/1)" '

LV " ’ - e “'. -
Dok as. Osnalimo sa {4, presek skupa S(A) i

- W ﬁ i, :
svoistvane Tavid A Lf:f*_.--;-l) $ slupovi T"t'i"-ﬂ'i) ’ -.___,krﬁ,“ impaju L3¢
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