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H'Y R J I

Né disertacion do té shgyrtohet lidhméria e pérgjith-
simit t@ modulit té vazhdueshmérisg me peérafrimin mé teé miré te
funksioneve me ané te¢ polinomeve algjebrike.

Té paraqgesim disa shprehje dhe pérkufizime te nevoJsnme

pér paraqitjen e rezultateve themlore té ké&tij punimi.

Do t& themi, q& f(x) e 1p’ 1 < p <=, ne qofte se f(x)

esht® funksion periodik me period® 27, si dhe pér 1 < p < « |

f(x) 1 matshem ne {0,27] dhe

]

2n D ﬁ
Bfl 7 = s | £ {x )] dx ) < oo,
p |

ndeérsa, pér p = , f(x) 1 vazhduesh@&m n@ [ 0,27] dhe

Hflh <

I ¢ = max (X )
0 &x <27

Shenojmé me En(f)p pérafrimin mé té miré té funksio-

nit f(x)e Lp, me ané t® polinomeve trigonometrike T (x) t¢

shkalles jo mé te larte se n-1, ne metriken L pra :

pl

En(f)p =;nf F(x) = T (x)F L
n |



Shenojmé me Gk(f’sjp modulin e thjeshtd té lémueshmé-

risé te rendit k t@ funksionit f(x) el , pra

pl

K

S, (o) sup oA, F{x)y ¢
. P ojti<s “p
ku
K k kb1 i .
Ay, Fx) = R (-1) C, Fx+ih)

kemi shenuar diferencen e rendit k me hapin h t@& funksionit
f(x).

Ne qoft se &, (f,5) = 0(s7 ), ateher® shenojme
f(x)ﬁflip(f,p). Me Lip(y,p) kemi shenuar Klasen e Lipsi.c~t
te rendit te dwéﬁé v -

Gjithashtu do t& themi, q& f(x) e Ly » 1 <p<=,
n%.qﬁft% se, pér 1 < p < = funksioni f(x) i matshéem ne [-1,1} dhe

1

1
it = (g lf(x)lp dx ) p-< o
-1

Iy
p
ndérsa, p = = , funksioni f(x) 1 vazhduesh&m n& segmentin

[-1,1] dhe

.l -1 <X S



Né kéte punim, kryesisht, do té& shgyrtohen funksicnet

f(x) q& 1 takojne hapsires Lp «.g, d-m.th. funksionet 2 tilla

gé prodhimi f(x) (1-x)" (1+x)ﬁe Lp, pra

IlfIIL =llf(x)(1-x)“(1+x)ﬂllL

p,a,s P

Me En(f)p B ® do te shenojmé pérafrimin me te mire

te funksionit f(x)el , me ané te polinomeve algjebrike

Pra,B
P (x:) te shkallés jo me te lart® se n-1 né metrikén Lp 6.3 °

pra,

B (F)p g, = NP0 F1X) = PO Ly
n

Pér funksionet periodike me periodé 2x, ésht® mire e
njohur teorema e Xheksonit dhe teorema e anasjellte (inverze)

me te, t® cilat paragesin lidhshmériné e modulit té¢ lemueshmé-

risé dhe pérafrimit mé te mire te kétyre funksioneve me poiino-

met trigohometriké né metriken ._Lp

Teorema A. Le t@ jete f(x)e Lp,
konditat f(x)e Lip (y,p) dhe En(f)p =0 (nT)y (0 <y < 1)

jane ekuivalente,

Teorema B, Le té jeteé f{x)elL.K , 1 < p < . Atehere

p
per ¢do numér natyral n vlejne jobarazimet:

pt - 1



C n &=
- 1 [ K-=1 ¢ D
S (s 1)< LI E ),
ku konstantet C, dhe €., nuk varen nga f{x ) dhe n,

1 Z
Qysh né fillim té ketij shekullil éshteé sqaruar, ge per

funksionin e vazhdueshém joperiodik kondita f{(x)e Lip v{0<7v <1)
ne teére segmentin [ -1,1] nuk ésht'e® ekuivalente me konditen
En(F)c [-1.17 = O (n"7). Kjo do t@ thote, q& pér modulet e
thjeshte te 1emueshmeérise te funksioneve te vazhdueshme jcpe-
riodike aq mé pare nuk vien teorema B.
Par kéte arsye gé né fillim jan® paraqitur dy probleme:
1) Gjetja e karakteristikave konstruktive té kiases s¢
funksioneve joperiodike q& e plotésojne konditen e Lioshici+s 178
rendit v d.m.th, kiases se funksioneve L:ip (v,p).

2) Gjetja e karakteristikave strukturale te€ kjases se

funksioneve joperiodike qé& ploteésojne konditen:

~Y
E o (f )p,a,B < Chn

Problemi 1 pare dshté zgjidhur plotésisht n2 metriken
uniforme.

Né fillim, me 1946 S.M. Nikolski [1] ka konstatuar,
qe karakteristika'konstruktive e funksioneve té vazhdueshme jo-
periodike ne teére segmentin [-1,1] duhet t& varet nga pozita e
pikés ne kete segment. E pastaj me vone ne punimet e A.F. [1ma-
njt [2] , V.K. Djadik [3] dhe G. Fred [4] njé¢ konstatim 1 tille

dsht'e vértetuar.



Faktikisht &shte vértetuar ky pohim: g¢ funksioni 1
vazhduesh@dm joperiodik né segmentin [-1,1] t i takojeé klases
Lip v, 0 < ¥y < 1 (né tére segmentin [-1,1]_), kond 1ite & re-
vojshme dhe e mjaftueshme eshte g¢ por ¢do numér nalyral n
te gjendet polinomi algjebrik Pn(x) 1 shkailés jo me té¢ larte

se n-1, 1 tille qé té plotéson konditeéen:

1 f(x) - P (x)I < C(n-1~/ﬁ*xg +'n'2)7, xel =1,11, (1)

Kjo kondit® nuk mund té bartét ne metrikat Lp[ -1, 1]
| K p< =, De Vore [5] , Y.P. Motornij [ 6] duke shfrytézuar
rezultatet e G.K. Lebedit [7] dhe M.K. Potapovit (8], (9] kane

vertetuar qé@ kondita:

: 2 -1 -7 -y
inf l(vV1-x° +n ") (F(x) = P (x))0 (-1.1]°" G(n ') (2)
p 3

nuk paraqet karakteristikat konstruktive t¢ klasés Lip(r,p).
Pér kéte arsye mé voné& éshte shqyrtuar problemi 1 sqari-
mit teé karakteristikave konstruktive te klaseés s@& funksioneve

f(x)el qé plotésojné konditén (Z).

p*
. Né nje varg rastesh (shih p.sh. [7]1 dhe [ 10l @éshte
gjetur zgjidhja e kétij probiemi.

Ne kéteé punim do té shqyrtohet ky problem pér funksio-
net té cilat plotésojne konditén mé té pérgjithéshme se kond i-

ta (2).



N& vitet e 50-ta ‘éshte® tregua, gé problemi i dyte 1
paraqitur me larté, ne¢ metriken C [-1,11 do t¢ keté zgjidhje
ng qofte se sﬁéndrrnhet né rastin trigonometrik, pérkatésisht
ka vend Kky poﬁim: gé funksioni f{x) joperiodik 1 vazhduesheém

" me segmentin [ -1,1] te plotésojé jobarazimin:

E (f)e = 0(n™7)

kondit® e nevojshme dhe e mjaftueshme eshte gé& funksioni f(x)

te plotésoj® konditén:

If(x) - f(x+h) i c = (1 hl T_)

1 2

funksioni f(x+h) = 7 [ f{x cost +v1-x" siat) + f(x cost -

- V/;::E sint)], h = sint, quh2&t funksion i translacionit
te pérgjithshem té& tipit te Cebishevit.

PaStéj, né njé varg punimeﬁh {11 - 21] Kky problem
éshte shqyrtuar dhe zgjidhur detal isht. Ne& keto punime problemi
‘ashte zqgjidhur ne termin tée p%rkufizimit t?d funksionit té trans-
lacionit t& pérgjithshém té tipit te Jakobit f({x,t,v,u) (ku $1
rast i vecant® paraqitet funksioni i pérmendur 1 translacionit
t2 pérgjithshem te tipit té Cebishevit). Poashtu ne njé varg
rastesh jana vértetuar teoremat analoge me teoremen B (peéer
! < p < =), por n¢ kéto punime influenca (1-x)° (1+x)Bka geneé
ngusht® ¢ lidhur me lunksionin ¢ Lranslaciontl te perggithehom:

v _u
p*? 5%



Né vitet e fundit po shqyrtohet problemi se né ¢ menyre
ose si @ésht® i "lidhur" translacioni i pérgjithshém f(x,t,v,u)
me influenceén e shqyrtuar (1-x)“ (1+x)ﬂ. Zgjidhja e problemit
té tille p.sh. &shte paraqitur né punimet [23 — 28] . Ne Keto
punime ‘eshté vértetuar, se translacioni 1 pérgjithsem 1 tipit
té Jakobit mund te shqyrtohet vetém pér influencen (}-x)q (1-i-Jaa)ﬁ1
te tille q¢ «, dhe §, duhet te plotésojne disa jobarazime
té dhéne meé paré. Po ashtu translacioni 1 pérgjithsh%m i tipit
t4 fevishevit mund té shqyrtohet vetém né qofte se o =3 = - 55

Prandaj edhe natyrsisht se paragitet problemi 1 perkufi-
zimit te nje moduli te pérgjithshem te vazhdueshmériseée te tille
qé trans1aciﬁni i pérgjithshém t?® mos varet nga influenca e ha-
psirés sé& shqyrtuar dhe pér té cilin &0 te viej@ teorema analoge
me teoremen B.

Kétu. do te shqyrtqhet pérgjithésimi i1 modulit té vazh-
dueshméris% td pérkufizuar me ané té translacionit té pérgji-
thshem te tipit té Cebishevit g& nuk varet nga influenca e hap-
sirés s& shqyrtuar. Per kéete modul té vazhdueshmérise verteto-
het teorema analoge me teoremén B, si dhe %shté d héné karakteri-
st ika konstruktive e klaseés sé funksioneve gqé plotésojné kondi-
tén me teé fuqiShﬁe se kondita (2).

Ne kapitullin e pare do té pérkufizohen modulet e njo-
hur mé pare dhe paraqitén vetit themelore te kétyre moduleve.
pér funksionet'joperiodike nga klasa Lp,a,ﬂ pérkufizohet nje
tip 1 pérgjithshém 1 mndulii te vazhdueshmérise, Duke u bazuar
né lemén e vértetuar né kdété kapitull pastaj né ményrée analoge
_do t® paraqitén dhe do t& vértetohen disa vet% té kétij'modu]i



te pérgjithshém te vazhdueshmériseé té pérkufizuar mé pareée. Né
paragrafin 1.4 jané paraqitur disa perkufizime dhe pohime ndi-
hmése te ci]at jané té nevojshme pér vértetimin e rezulitateve

themelore teé k@etij punimi.
Né kapitullin e dyte shqyrtohen dhe vértetohen teore-

mat e tipit té Xheksonit pér modulin e vazhdueshmérise

;(f’a)p,a,ﬂ Kétu veértetohet teorema e drejte dhe e anasjellt®d
née teoriné e pérafrimeve. Gjithashtu behet vieresimi i modulit

teé pérkufizuar me ané té pérafrimeve té funksioneve joperiodike
me polinome algjebrike. Vértetimi 1 teoremés s& drejté ne teorine
e pérafrimeve béhet duke pérdorur njé metodologji té re. Kétu

- mé par@e pérkﬁfizohet K- funksioneia e cila pastaj veértetohet

se ashte ekuivalente me modulin_e vazhdueshméris? S(f,a)ﬁ}&,.

nd metrikén Lp,a,ﬁ' Né paragrafin 2.4 formulohet dhe vérie*o-
het teorema e cila jep viereésimin e pérafrimit mé té.mire teé
funksionit té vazhduesh®m me aneé teé polinomeve algjebrike dhe
normés s¢ derivatit te kétij funksioni t@ vazhdueshém. Duke u
bazuar né kéto teorema pastaj pa véshtérsi vértetohet teorema
analoge me teoremén e Xheksohit.'Vértetimi i1teorem%s s@ ana-
sjelité nﬁ teoriné e pérafrimit b@het sipas njé sheme e cila
pérdoret pér vértetimin e teoremave té formes s& tillté. Pra ne
ményre analoge sikurse tek vértetimi pér funksionet periodike.
Teorema . e drejté dhe teorema e anasjelité paraqesin karakteri-
stikat strukturale t@ njE klase te@ funksioneve nga klasa Lp.
Andaj edhe né ké;é kapitu]f esht® paragitur kilasa e funksioneve

te tilla qé plotésojne konditén meé té fuqishme se kondita (¢).



N¢ kapitullin e treté pérkufizohet dhe shqyrtohet nje
tip tjetér i pérgjithésimit t@ modulit t@ vazhdueshmérise me
translaciaon. Ka&tu translacioni nuk varet nga influenca e klaseés

L . Pér modulin e peérkufizuar w(f,6) po asntu veérte-

: p | Dsa;ﬂ,m,,&
tohet teorema e drejteé dhe teorema e anasjellté né teoringé e
peérafrimeve. Pérkufizohet ndonje funksionellé e cila vértetohet
se. 8sht'e ekuivalente me kété modul. Teoremat e formuluara dhe
te vértetuara te tipit te Xheksionit né keéte kapitull poashtu
japin karakteristikat strukturale té njé klase tjeteér te funk-
sioneve nga klasa Lp,a,ﬁ . Sikurse kapitujt tjere edhe ky
“kapitull paraqet njé teéresi.
Té gjitha rezultatet themelore te kétij punimi janeé

origjina1e dhe jane paraqitur né seminarin nga teoria e per-

afrimeve té mbajtur n& Moskvé gjate vitit 1989.

Univerzitet u Beogradu
Prirodno-matematicki fakulteti

EMATICKI FAKULTET
MATBIBLIOTEKA

Brej .. Datum




10

1 MODULET FUNKSIONALE

Nd analizeén matematike e posaqérisht néd teorine e per-
afrimeve ge& té pércaktohen karakteristikat e funksioneve peéerdo-
ren te ashtuquajturit “modulet funksionale®*. N& keéteé kapitull
do te shqyrtohen modulet e thjeshte té vazhdueshmérise, modulet
e 1®mueshméris® dhe pérgjithésimet e tyré si dhe pergjithéesimi
i moduleve té vazhdueshmérisé't% cildt do te jend edhe bazée te

kétij punimi,

. 1. MODULET E VAZHDUESHMERISE DHE MODULET E
LEMUESHMERISE
Lle te jete f(x) nje funksion i kufizuar ne& ndonje

segment [a,b].
perkufizimi 1.1. Modul te vazhdueshmérisé té funksio-

nit f(x) e quajmé kete funksion prej ©6el0,b-a):

w(f,8) ={sup 1 F(xy)-F(xp)l 5l xy%p1<8,xq2%7 e[a,bl}
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E théne né ményre jo rigoroze, modull 1 vazhdueshma-
rise tregon se sa mund t@ ndryshoj® njéra nga tjetra dy viera
té funksionitif(x), ne qofte se dihet gé vlierat e argumentit
ndryshojne, jb ﬁé shumeé se &. Perkatésisht, modulil ¥ vazhdue-
Sshmérise w(f) i funksionit f e karakterizon madhésine e
oscilimit m@ te madh te funksionit f(x) né segmentin me gja-
tesi & > 0.

Kondité e nevojshme dhe e mjaftueshme qe funksiony

f(x) teé jete i vazhduesheém ne segmentin [a,b] &sht® q& t@ plo-

tasohet kondita:

lim w(f,5) = w(f,0) =0
3 -0 '

Vertetimi i késaj vetie éshteée 1 qarte.

L J

Si pargjitheésim i natyrshém i moduleve t€ vazhduesnme-

rise- pérdoren modulet e lémueshmérise. !

Per funksionin e dhéne f(x) (te kufizuar) peérkufi-
zojmé diferencén e k-t¢ me hapin h ne pikén x né& kéte

menyre:

(-1)m+k (;) f (x+ink)

S xR

k
AL f(x) = B

Le te jet® f(x) funksion i kufizuar né segmentin

[a,b] dhe k- nje¢ numér natyral i ¢fareédoshem.
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Parkufizimi 2.1. Modul 1 Idmueshmérise i rendit k 1
funksionit f(x) quhet funksioni:

ﬂ

oy (F.8) = sup{m’; £(x)1 @ Ihl <5,x,x+kh e [a,b]]

ku e [0, 273

K

Eshte e qarté se moduli i 1émueshmérise i rendit té@

‘par’éd né teéresi pérputhet me modulin e thjeshté teé vazhdueshme-

risé, d.m.th. m1(f,6) = w(f,5). Ndérsa n& té shumtén e rasteve
moduli i lémueshmérise i rendit te dyte mz(f,a) quhet edhe
moduli i Zigmundit.

Po paragesim disa veti té cilat i g&zon moduli 1 Té&-

mueshmériSé:

1) Funksioni wk(f,a) ‘®sht@ monotono jo zvogélues:

4

mk(f,51) <mk(f,52) s, peéer 0 <8, <3,
2) Funksioni :ak(f,s) gézon vetin e gjysémadivitetit:
wk(f,ﬁ.l-l-&z) <wk(f,61) +wk(f,52)

'3) Moduli i rendit mé té larte vlieresohet me ane t@

modulit t@ rendit mé te ulte:

F'Jk(f‘a) < 2w _4(F,8)
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4) Moduli i lémueshmérisé se funksionit vierésohet me

and te modulit t@ rendit meé te ulte te derivatit té atij funk-

siont:
wk(f,.ﬁ) < 5 wk_l(f',éi)

5) Faktori i ploté mund te shkruhet para shenjées se

modulit:

k
cak(f,nS) < n -wk(f,a)

5°) Faktori i cfaredoshdm mund té shkruhet para She-

njes sé modulit né kété ményre:

w (F28) < A+ @ (Fi8) » A > 0.
7
Vetit 1) dhe 2)_rrjedhin drejtépérsédrejti nga peérku-
fizimi 1 modulit te 1%mueshméris% ndérsa veértetimin e vetive

3), 4) dhe 5) p.sh. shiqgo né monografin (1271, f. 21).

Parveg pese vetive themelore te nérmendura moduli 1

Jémueshmérise w(f,5) e gézon edhe nj¢ vet] specifike:

6) Moduli w(f,8) vlerésohet me ane té normés sé deri-

vatit te funksionit:

m(f:B) < d “ fﬁ"c{a,b]

Véptetimin shih [27],F. 24.
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Vetia 3) tregon se modulin wk(f?a) mund ta viere-
sojmé me ané té modulit wi(f,a) pér ¢do i < k. Pohimi 1 ana-
sjellte, vlerésimi i modulit mé té& ulte me ané té modulit te
rendit me te iart% dshtd mé i nd2rlikuar. Ai rrjedh nga kJO teo-
remé e Marshif.

Teorema Marshi [28] . Pér ¢do 1 < Kk vlien jobarazimi:

(b-a)/k =-i-K

i
w; (F,8) < C 8 { j : oy (Fot)dt +

-]
+ (ba) Nfl CH,D]J

ku konstanta C, varet vetém nga Kk

1.2. MODULET INTEGRALE

4

Né qofté se pérdorim normén inteqrale, atéhere fitohen
modulet analoge me modulet e l2mueshmérisé te cilét 1 quajmé mo-

dulet integrale te¢ lémueshmérise ose thjesht® modluet e lémue-

shméris2 né metrikén Lp.

Le té .jet'é f{x) e Lp[a,bj
- Perkufizimi 1.3. Modul integral (modul t@é lémueshme-
risé né L., ose  p-modul) té rendit k t€ funksionit f(x)

p
ose thjesht modul td ‘lémueshmérise né metrikén Lp e quajmé

funksionin:

) - K ¢ ' b-a
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Te veértetojmé nj@ veti karakteristike te modut it in-

tegral o, (f.8), =w(f,8)
7) Né qofté se funksioni f(x) ‘ésnhté me variacion te

kufizuar né ségmentin [a,b] , atéheré:

| b

Me t@& vértete,

b-h b=h  x+h
£ | f(x+h) - f(x) I dx < é v f{x) dx =
b-h | b
_ Xx+h _yX J X , _
= £ (V3 f(x) vy f(x)) dx = L . V3 f(x) dx
a

b-a . _ b
- f Va f(x) dx < h Va fix)
a

¥
Esht® me réndeési te cekdt né kete rast se mosSbarazimt

i mésiperm viené edhe né anén tjeter., Ky fakt rrjedh nga teorema

Hardi-Litelvud ({281, f. 117).

1.3 PERGJITHESIMI 1 MODULEVE TE VAZHDUESHMERISE

 Pér funksionet periodike teorema e Xheksonit dhe e ana-
sjell1ta me te japin lidhjen e modul it té vazhdueshmérisé té ké-
tyre funksioneve me pérafrimin mé t@ miré t@ tyre me polinome

trigonometrike. Pér funksionet joperiodike akoma nuk @shte ver-

tetuar nje lidhje e till¢ e modutit tée vazhdueshmérise dhe per-



16

{
t

afrimit md t@ miré teé tyre me polinome aigjebrike. N& shume pu-
nime te publikuara né vitet e fundit ‘eshte vértetuar se analo-
gjia e plote me rastin e funksioneve trigonometrike do te vleje
ateheré ne qoﬁté se moduli i thjeshté¢ i vazhdueshmérise zévend-
' sohet me pérgjithésimin e modulit te vazhdueshmérise.

Késhtu M.K. Patapov né punimin [23] pérgjithesimin e

-modulit teé vazhdueshmériseé e pérkufizon né kété menyre:

G(Fs8,povsn) = sup  IF(x) - Flxatuwau)llv,u
| t] <& p

ku f(xst,»,u) ‘éshté funksion i translacionit té& pérgjithshem.
rar kéte modul vértetohen teorema analoge me teoremén e Xheksonit
si dhe teorema e anasjeiite me te.
- ‘Ne& punimin [24] njé tip 1 p%rgjitﬁsh@m i modul it t2
vazhdueshmérisé pérkufizohet n& keéete ményr%:
7 - A

A Z
ITE(Fax) = FOO1U) T

ku Tt(f,x) quhet operator 1 transtacionit te pérgjithshem dhe

paraqitet né kéte forme:

A
1+cos 0 2
T +x

T
Tt(f.x) = ——1—-———1 § f(cos o) ) cosArde ,

7 (COS %} v

|t < %, c0sd = XCosSt + COSy sint\/1-x2, 0 < r <=

t — i &
v 1+x COS » + COSy 1-x sIn ¥

COSP = e .
J 1+x cost + cosv /1-x2 sint
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Edhe pér k&te modul vértetohet teorema e drejté dhe teorema e

anasjellite ne teorine e pérafrimeve,

Po shqyrtojmé pérgjitheésimin e nje tipi té moduiit te
vazhdueshmérise i cili ¢shte analog me modulin e thjeshte T«
:lémueshmérisé te rend 1t té par® pér funksionet periodike me
periodé 27 . |

Le té& jetd f(x):st_ﬂ_ﬁ (-1,11.

Pérkufizimi 1.4. Pérgjithésim i modulit té vazhdueshme-

risé i funksionit f{x) el f-1,1} quhet funksioni:

P as f

T-A
w(f,? = Su J If(cos(e+t -
( )p:ﬂ::ﬂ Ogt“?a{.[ & ( ( ))
1
P 0 2pat] Zph+i ) n
- f(cosa)f (Siﬂ?‘) (COS_?_) dﬂ] + [fl f{CUH{U"tj)‘
_ Z [
' 1
' p p 2pa+t] 4 ZpB+1 D
- f(zose)l ~(siny) (cosz) dg }

pér 1 < p < » , ndérsa per p = =, funksionin:

@(f 5 ) = SUp imax [l f(cos{g+t)) -
_ @ f o<t < slo<s <w-2
5 2 3 28
- f(cos8)j (siny) (cosz) ]+ max (f(cos{s-t)) -
A <9 <m
2 | 2B

. 8 8
- f(cosd )| (Smé-J (005*2') 1}

ku 0 €8 <pup <A 1<}\<;-, A dhe u Jjané pumra te

fiksuar.
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Per A = %;- nj® modul i tillé pér heré t& pard eshte

pérkyfizuar ne punimin [29] . Ky modul ‘&shte shfrytezuar per
vierdsimet e pérafrimit mé te miré té funksioneve me ané te
polinomeve algjebrike dhe ate n& metrikén L,-

Q8 té vertetojmé disa veti té kétij moduli &(f,3) s 1

t® cilat veti do té zbatohen nd kapitujt e ardhshém ‘éshte e
nevojshme kjo Tem®d.

N
2p
1 <p < dhe a« >0, 8 >0 per p ==, atehere ekzistojné

Lema 1.1. N& gofte se o > --_,2-1— s B 2" per

konstantet pozitive C1, CZ d he C3 pér té cilat vliejné jobara-

z imet :
pér 0 <9 <a-\, 0 <h <& <y, p<:«-:::g.
2D a  2p8 | 2D 2p8
(sin%) (cos%) sing ﬂiC1(sin£%ﬂ} (coqﬁ%ﬂ) sin{8+h) (1.1)
"pér A <8 <m, O0<h<bs<u, w»<rxy,
2pa 2pB . 2pa . 2pB
(sin%) _(cns%)l sing <Cz(sin£-2—5 (cas?-é—rl) sin{8-n) (1.2)
per A <@ <m, U<S<h<s&<u, p<A <-g ,
e 2pa . 2pB .
1 < C3(s1n-z) (cosz) (1.3)

ku konstantet Ci = Ci(p,a,ﬂ.l-u), i=1,2,3 nuk varen nga

¢ dhe h,

Vértetimi: Kemi:



t9

i & h # l — ﬂ ﬂ 5 £
eq 5 < 5 < > 5 5 > atehere

" h - » = B - 8 +n
S —_— S
$1N 2.4 in , Pprandaj sSiny < 2 sin 5— >

2pe+] | pa+ .
(sind) < Cylps )(sin &0 (1.4)

. g+nh T-A+u T | A-u ' . .
M é 0 Ty TR - - g — — i :
eq < 5 < 5 5 5 <5 atehere

6 g +h T A=y _ i ATH _
COS§<1, COS—Z—'—')COS (? T)-S1n—-2——-C5(hy)}0,

prandaj:
) g +h
€c0S — < L COS ——
5 <5 2

per 2p8 + 1 » 0 , kemi:

< cs(cOS'___ | (1.5)

Késhtu, nga jobarazimet (1,4) dhe (1.5) rrjedh jobarazimi (1.1).

Teé vértetojmé jobarazimin (1.2). te té jete:

: - .0 : n : - -
ateéhereé: sin 5 <1 dhe sin —5— > Sin M B Cs(x u) > U,

Pér k&t® arsye viené jobarazimi:

o 0 . @-=h
sm.E < C¢ (51n —ET

pér 2pa + 1 » 0 , kemi:

. 2patil 2pat]
(sin 3_) < C7 (sin E-E-EJ | (1.0)
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g -h

.. g BE ] g 0-h
Meqe 0 < _E_-< §.< , 4atéheré cos 5 < CO >

z,
2
pér 2p8 + 1 » 0 , kemi:

2pg+1 . 2pp+l
: gl (1.7)
(cos E) < C4(cos >

Nga jobarazimet (1.6) dhe (1.7) rrjedh jobarazimi (1.2).

Té vErtetoamé tani jobarazimin (1.3). Le te jete:

A d m-\ _%® - A _ W
k<.e<#-h’ 0"(5{7(—2‘—--2- 2-‘5:'2-:
ateéhere:
: *-A - sin ) 0 dhe sin E-} sin i-} 0 , pranda]
| 6 dhe 1 < C.n $iN 2 .
1 < Cg coS 7 e 10 5
Meqée. 1 < Cg CoS %-, pér 2pg + 1 > 0 , kemi:
: 2pp+1 |
¢ (1.8)
1 < C,q (cos f)
Meqgqe 1 ¢ C10 sin %-, pér 2pa + ¥ > 0, Kemi:
Zpa+i . _
4 1.9
1 € ¢y (sin 3 (1.9)

Nga jobarazimet (1.8) dhe (1.9) rrjedh jobarazimi (1.3).
pergjithesimi i modulit te vazhdueshmérisée gézon kéto

veti themelore té cilat jané analoge me vetite e moduleve tjere

t2 njohur me par%f
1) Ne qofte se f(x)el, -, ,atehere w(f,8), , g

éshte i fundem pér ¢do & dhe ;(f{U)p‘a’ﬂ = 0.

i



2

2) w(f.d) - dsht® funksion jo zvoglues d.m.ln.
p,ﬂ !B

N

gy 6 gt 6 -
w(f, 1)P,u,ﬂ < w(f, E)P;ﬂr:’ﬁ s PEr

0 <6

3) Pér funksionin Z(f,ﬁ)p 0.8 viené joabarazimi:

Pt

X _ o &
< Cp,asBh-m)le(f,8y), s %) o p

Eﬁ(f,61+82)p:,a,6 ]

4) pér ¢faredo numri natyral n plotésohet jobarazimi:

ns < A

o~ < _ . ot
GE,n8) ) o S C(puaB Ak) nG(Fad)y g s

ndérsa pér g¢do =0 >0 , piotésohet jobarazim?

J(flna) < c(p:a :ﬂ:l'ﬂ) [n+1] a(f:‘?)p 5 B

p:‘{'—:ﬂ

Vértetimi: Nga kéto katéer veti, dy vetit e para jane
plotdsisht analoge me vetit e modulit t@e l'émueshmérisé ndersa
vetit 3) dhe 4) kane njé formé tjeter, Ne kéto veti paraqiten
edhe konstantet t% cilat konstante duke u bazuar né Temén 1.2

rrjedh se jané té fundme. Pér thjeshtesi, mé tej do teé pérdorim

kato shenime:

Flcoss) = v(8) . w(x) = (1-0)% (140",

pdr x = co0séd, 2(cosé) (1-cose)ﬂl (1+coso)ﬂ = w(6)

Po veértetojmé tani kéto veti:
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A

1 =

1) f(x) ety <=1 FLE(x)IP(1-x) 2P (1+x) P Pax1? < =
s & » -4

Duke bere zavendesimin x = cosf® né integralin:

fitojme:

ndérsa peér p

| 1
I = ¢ lf(X)lp (“U“p (1+>~1Jfjp dXx
-1

p%ré 1 < p <

"
I = f (¢(6)1P wP(6) sind d& < o

I = max |¢(8) w{8)] < e
0 SOy

Prandaj kemi:

<1 f l""(“‘i)l‘:"""p(ﬂ)ﬂl"e dﬂ]Eﬂf |~p(8)|pwp(e)s1'nede]-p =

T=A

1

;(f,s)p = sup i f le(e+t)-¢(8)1P wP(a)sine da1P

a 0<t<5

1
- iz

+[f |¢(9-t)-¢(8)|p wP(8)sing dé) p} = I, + I, -
h .

Le te jeté 1 < p < =, atéhere kemi:

T=A -l.
I, = lJ le(8+t) - (6)1° wP(8)sine do1P <
0 :

l-l 2w

= A1 + Az.

i 1
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Eshte e qart? se A, < =. Tani vierésojmé integralin

A1. Né qoftéd se né& integratlin A, zbatojme lemén 1.1, kemi:

1

T~A E
A1 K Clp,a B ,A-u)ls le(f +1 )1 P wp(a+t)sin(e +t ) do }
: 5

Béjmé zévendééimin U = @ +t dhe duke pasur parasyshé qe
t <u <X | fiitojm'e:

7 -A+t 1—

A‘I <f f lsﬂ(u)lp wp{u)sinu du ] P <
t

i
'u —
<[f|¢(u)|p wp(u)sinu dulP? = 1 < =
0

N¢ ményré analoge vértetohet, se [, < .

Par p = >« kemi:

W(F 5 ) = sup imax' | [e(8+t)=p(8)1w(a)1 +
ooy &y f 0 <t=<s L 0 <9 <m-2A

+ ma g-1)~-p (8 -W(8 ] <
§<3<Fl[¢( )=¢(0)]-w(6)]

< Sup [ max | p(8+t) w({s)| + max lo(0)W(8)}] +
o <t <0 o0 <9 <qg-=2A 0 <0 <=\

+ max te(8-t) w(8)|+ max e (6) w(0)]]

| A< <T ALl <7

Pa véshtersi vértetohet se sejcili nga mbledhésit e

Shumés s@ mésipérme dshte mé e vogél se I, Prandaj,fitojmée:

ﬁh(f'a)mﬂ:ﬂ S e
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!

2) vetia rrjedh nga fakti se per vierat mé té médha te
variablit & kemi mundési ge supremumin ta shqyrtojmé ne nje
bashkési mé té gjére teé vierave te t-se.

3} Parametrin te*[0,61+52] no e paraqgesim ne formen

t =t, + t,, ku t e[0,5,] dhe t, e[0,8,] . Ne kété meényre

kemi :
pér 1 < p < o !
e | T-A
w(f,0 ,+5,) = sup [[f lp 8+t +t,) -
1727p,a,8 o<t,<s,l o0 kA
0o <t, <3,
1l . 1
- oo )P wP (8)sing dé ] Py (Sle(0-t,-t,) v (@) pwp(o)sinﬂdﬂ]p}<
A
|
T=A - o 5
< sup [ 7 le(o+t,+ty)-p(6+ty)1° wh(ajsing do]" +
t::wc:t1 <4 0 :
1
p B o Pd B P
+ [ flefe-t,-ts) ¢(a-t2)| wh(g)sing de]" +
A
7 [P T T, %
+ Sup [ 5 le(a+ty)-e(0) " w (6)sine do]" +
1
. VP WwPrasi P o
+ [fle(0-ty)=p(0) " w'(6)sing do] < Iy + I,
A
.. Esht? e qarte se_ [, = a(f’az)P,a,ﬂ ..anyrtojmé tani
I,. Kemi:
1.l < Jy + Jy
ku | .
| 1

-\ ¥ . 2
|¢(3+t1+t2)-¢(0+t2)|p wP(8)sine do1? , dhe

| o
A
I
iy
Q Y o
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!

| 1

i p P - p
J, = [j[w(e-t1*t2)-¢(9-t2)[ wr{8)sind dé ]
A

2
Né qofte se né integralin J1 zbatojmeé lemén 1.1 kemi:

m-A

1
J1- < :EC(p,:z,ﬁ ,7\-;;)[10 lg(e+t1+t2)-¢(ﬂ+t2)[ pwp(e+t2)s1n(e+t2)d9]p

Bejemé zévendesimin: u = 9+t, , kemi:

-2+t % P _p _
J1 < CI” Iw(u+t1)-¢(u)| wh(u)sinu duj
t2

!
P %

1]
P

< CZ['f I¢(u+t1)-¢(u)|p wp(u)sinu du] +

‘ﬂ"l‘l‘tz ' p D ' ":3"
+ (Z:3 [ f |¢(u+t1)-w(u)| wh(u)sinu dul] 7 < B-1 + B,
| T =-A

EshF% e qarté se B1 {Im(f’aT)p,a,ﬂ
Shqyrtojmé tani .BZ‘ Né qoftd se béjmeé zédvendésimin
.V = u+t1, fitojmé:

B, < Cul J | |¢(v)-¢(v-t1)1 wh(v)sinv dv] <

ﬂ"l"‘tz

]
% 2

< Csli Lo (v)=¢ (v-t )1 P wP(v)sinv dvl P < Cself8 1) p u s

‘Ne menyre analoge veértetohet jdbarazimi:

J2 < cﬁm(f’81)p,a,ﬁ"

késhtu vetia 3) éshteé veértetuar pér 1 < p <« , ndersa per

.p = = veértetohet né ményré analoge.
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|
i

4) Pér n =1 , vetia dshte evidente. Pér n = 2, kemi:

w(f,Zﬁ)p’a’ﬂ = w(f,s +8)p,tx,ﬂ

" Duke u bazuar ne vetinad 3), kemi:

+ Z(f,a)p ]

“J(fiza) <c7[“-’(f15)p,a 8 s

?

Supozojmeé se vetia viend per n = k, atéherd kemi:

<

;.(f'(k".‘l)a"p,{!,ﬁ <‘ Cg[;(f’ka)p:ﬂiﬁ ' ;(f’a)P:uﬁ +f :

< Cg(k+1)$(fts)p’a’ﬂ

| 4. DISA POHIME NDIHMESE

par vértetimin e rezultateve themelore jané té nevoj-

shme kéto pohime ndihmése:
Lema 1.2.[18] . Le té jete Pn(x) - polinom algjebrik 1

shkalles jo mé té larté se n -1, 1 <p<w dne a > - £ﬁ

g > -*4%- ndérsa a >0, 8 »0 pér p = o . Atéhere viene

jobarazimi:

1 P7 (X)) 1-x2np,a'ﬁ < CmP (X)Hy o.p -



&l

Per kufizojme funksionin e translacionit té pérgjithsnem
f{x,t,y,u) né& kéteée ményre:
1

p.él" P=PI=-~2—:

f(xsﬁ,”,u)=%[f(xcost+sintﬂl1-x2)+f(xcost-sint*11-xz)1

per v o= u > - % :
1 | r : p_;_
f(x,t,v,u)= '1 ff{xcost+zsint v1-x")(1-27) dz,
' 7 (v) -3
.ér' P:”j.l = -l :
P 2
| : |
f(X,t,H,p):-EL) ff(xcost+rsint«J1-xz -
| T\V ] o .

o B
e dr',

4

- (1r?) (1-x)sin? 5 (1-r%)

per v>n>-%:

1 1 N/m“_
1 : 2
stovsp) = ff{xcost+rzsint v1-x- -
f(tip)ﬁf ( 1

Valti o -1

1
| | pept=1 2M+] b= 7
-y xysin? Hi-r?y o (1-2%) 0 dzdr,
1 |
1, Tz
ku r(¢) = J{(1-r} dr, dhe
-1
p- L
y{v,u) =5 f (1-r") r (1-2°) ~dzdr.
.0 =1

Leht® shihet se f(x,t,v,u) = f(x,-t,»,#), prandaj

mund t@& konsiderojmé qé¢ 0 <t <7 ,
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Le te jen® dhéne numrat m dhe q. Na ‘esht@ e njohur

se funksioni;

2sht® polinom trigonometrik ¢ift i rendit (q+2) (m-1). Lente

shihet se funksioni:

-k(t,l’l’l,v s k) = —‘LLH—
T(m:":ﬂ)
| ] t 2v +1 t 2+ 1
ku vY(m,v,u) = f 'r(t){sin;z) (cos-z-) dt v 2u Z -5 o

0

negr A > 0 dhe 2q+2 > A ¢ 2v > =2 plotéson konditat:

n . N 2v +1 + 2u+l " .
fok(tymyw ,pu) (sing) (cosz) dt = 1 {1.10)
0

LENRY t v +1 ' Zu+1 -k

;t k(t,m,p,p)(sinfj (cosz) dt < Cm (1.11)
A _

konstanta C nuk varet nga m.

Lema 1.3. Né qofte se funksioni f(x) el

Pspsy
» » u » -'% . ateherd funksioni:
L) 't 2V +1 " 2H+1
Q(x) =S fx,t,7,#)k(t,m>,¥)(sin5) (cos) dt
0

‘tshte polinom a]gjéhrik i shkallés jo mé t& larte se (q+2)(m-1).
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]

Pér v = u = - 5 lema 1.3 éshte vértetuar né punimin
[31], pér v =u > - 32. & punimin [ 151, pér » > u > - .;. ne
sunimin [16] dhe peér » > g = - %- aé punimin [17].

Lema 1.4. [16]. Né gofte se O <r <1, -1 <x <1,
-1 <z <1, p - njé numér i ¢farédoshém real® dhe:
« = ycost + RVY1-y? sint - (1-R%)(1-y)sin® %,

5 (1-R2+y+yR2Qsint - ZRY COSt«J1~y2 -

/ - ——
32(1'¥)6052 ; RV ¥ 1-y° sint +(1+y)sin2 g
r o=y ———— L

4-[R2(1-y)sin2 % + RV\/l-y2_51nt + (1+_y}co:-;2

~y ot

steherd: O0<R <1, -1l<y<1, -1<V<t
(1-r¢) (1-x) = (1-R®) (1-y)
r2(1-22) (1-x%) = RZ(1 %) (1-%)

xsint-rzcost«\/l-x2 +'%-(1-r2)(1-X)Sint = RV 1-y2

I

xcost+rzsint\/1-x2'+ % (1-r2)(1-x)cost y + %{1-R2)(1-y)

(t-x + ﬁz)ﬁ < C [1+(n] sin%_l) ] (1-y + _1.2)
n

; ‘ | 2l pl
(1+x +-.%JP_< Cpi+(nisinkl) = 1(1+y + sin?
n

P

)

NIt
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]
!

-2p
.t _ P
(1-x + é%)p < C [1+(nisinyi) ] (1-y+s1n2 %)
-2p
1 .,P .t 2 £ 2
(1+x + ;§ < C [1+(nls1n24) ] (1+y+sin” -}

konstanta C nuk varet nga X, t, ¥ dhe n.

Lema 1.5. [18]. Le t@é Jjet® Qn(x) polinom algjebrik

i shkalids jo mé té larte se n-1, Le teé jen& dhéné numrat

p’a?ﬁlp

per

.
| <p<ew; a>0, >0 per p=o -=<p <=,

te tille g8 1 < p < = ; “5’"12'5- 3;-213,

—o L py < =, ateherd® plotésohet jobarazimi:

1 o P 0
o+ g+ 1 7
IIQ;'(X)(1-X) 2 (1+x) ?(1-x + ..1_2.) (1+X + -12;* T
| n . "
9'1 -P 2
< CniQ, (x) (4 X (1+x)F(1-x + 5)  (14x + e By
n n D y

Pér thjeshtesi do té pérdorim keto shenime: f(cose)=p(0).

1 | ]
D 4P q(2a+=). q(28+3)
| _ 172 _ . 8 p & P’ .
hie,t) = h, 0.8 (8,t) = (sins) (cosz)
P19 — p.q
*(sinz %&tz) : (cosz ;+tz) 5 , ku g = p per

1 <p<ew dhe q =1 pér p ==.

pér

x
n

| ] 1 . 1 » -w
. » - se } - » > = m— téh
Lema 1.6. Né qofte a 70 B T a ere

-t <0 < %. 0 <t <H%-, nh>2 , plotésonet jobarazimi:

he-t, o) < clh(e,;.) o (1.12)
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per .’T.:_ + t <6 (%1 , 0 <t {-2% , plotésohet jobarazimi:
n(8+t,5) < C,h(o, 1) ' (1.13)

‘konstantet C1 dhe C2 nuk varen nga 6, t dhe n.

Vertetimi: Me té vérteté, duke u bazuar n® kondidat

1 1 ; v o 8
a - - , B & - si dhe né jobarazimet:
: Zp -
2 8-t _. 2 6 2 t 2 6 -1 L2t
sin . 2{(sin 5 + s1in w)s COST —5— <2(cos y + Sin 2-)

8-t 0 g -t
IST“T §|51n-2-|+|ti s LCOS —2——I o« | COS -E-I'I'{t‘
kem1
2apt] 2 p+1 PP
0 -t 0 -t . 2 8-t 1, 1
: : (s1n-?- (cos—z—) (sin #i—.+ ;Z)
h(ﬂ"t,ﬁ')=h(ﬂ,-ﬁ-)—— — et i
‘ p1P
(sin%02“p+1(ccsgj ﬂp+1(51n2%— + JZ) 1
. n
. Y. '
(c052 _9__2_"5_ + _12) z cinf L1 2ap+t 8 o, 28p+1
n 1 Z n Z M
e §c3n(0!ﬁ'}( - - ) ( = 0 ) =
2 8 1 . p2P sin ¢ COS
(cos™ 5 + —5) 2 2
n
; : : 2apt+1 1
n siny

Po ashtu duke u bazuar né konditat e dnéna si dhe n& jobarazimet

| : 1 1 . :
( ) P ) 50 75
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2ap+t 28p+1 24P
. g+t g +t 2 g+t 1
h(3+t,%~ | sinS— | | COS=mw—i (sin 5 +n2)
.—_——T_ — ——— —
rl(ﬂs‘ﬁ’) ) 2apn+} 5 23p+‘| 0 1 P1p
Is1n§l |cus§l (Sin 2+;?)
2 , 2P 2ap+1 28 p+1
6+1 Ctp+ p+
\£03 _T+n-2) | Sin%— |+'h- | CO 52 |+-n—
< Cgl ) ) <
2 g 1 PoP . g 6
(cos™ 5 + ;Z} | sin 2-| | cOS ?l

1 2ap+1 1 2R p+1
< Ce(1+ ) (1+————) =

ind 59_

nls1n2| njico 2I
| | .‘ 2::}5-!-1 1 - 28 p+1
< C7(1+ HE-) (1+ —) < CB :
n sin-—o
4n

Ne meényre® analoge vértetohet kjo leme.

Léma 1.7. Né qofté se 2pa + 1 » 0 dhe 2ps + 1 =2 0,
at@here ekzistojne konstantet C1, Cz d he 03‘ pér té cilat

plotésohen jobarazimet:

per 0 <9 < x-x, 0 <t <3 < g , “{hq%"_,
h(e,t) <C1h(o+t,t) ~ | ' (1.15)
per 1 <g§g <x, 0t <65 < u , p < N <L % ,
h(e,t) <Cyrn(e-t,t) (1.16)
per A <8 <A, 0 <t<s<yu , #<h<;,

1 <C, h(e,t) | ~ (1.17)
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I, TEOREMA E DREJTE DHE TEOREMA E ANASJELLTE PER
MODULIN E PERGJITHSHEM TE VAZHDUESHMERISE

Pér ¢do funksion f(x)erﬁzn vertetohet jobarazimi
-1
En(f)C < A @(f,n Je | (2.1

kq A ‘éshté njt konstante pozitive, Jobarazimi (2.1) paraget
teoremén klasike te Xheksonit (shih. [35] f. 112).

' Pastaj nga Stegkini [31] johardzimi (2.1) ¢eshte& péar-
gjithesuar né metriken Ly dhe pér modulin e lémueshmérise

ui(f,a)p}pra dshte vértetuar jobarazimi:

Ea(F) < CLK) wk(f,n‘1)Lp

Nga Stegkini dhe Salemi [28] ésht@ vértetuar Ky joba -

razim:

k-1

(s+1) E(F) (2.2)

_ =1 C(k)
Oplfon )y < Y :

P n

T

Nga jobarazimet (2.1) dne (2.2) fitohen karakteristikat

e perafrimit mé te mire te funksionit me polinome trigonometr ike
né metrikén Lp. Pra shihet gart® se nga jobarazimet (2.1) dhe
(2.2) rrjedhe relacioni:

Cop(fi8)y = 00%) <> Eq(f) = 0(nT), 0<a <k, (2.3)
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, 1 TEOREMA E ANASJELLTE PER MODULIN E PERGJITHSHEM
TE VAZHDUESHMERISE

Teoremeé e anasjelité nd teorine e perafrimeve te funk-
sioneve quhet ¢do teoreme e cila pércakton shkallén e Témueshme-
rise s& funksionit (ose klasés s@ funksioneve) ne varéshméri te
shpejtesise s& tentimit ne zero t'e pérafrimit mé té mire te tiJ
(tyre).

Pér modulin . «(f,5) teé funksioneve nga klasa

p:a:ﬁ
L do ta vértetojme jobarazimin analog me jobarazimin e

Psx,y B
Steckin-Salemit (2.2).

Teorema 2.1. te t@ jete f(x) e Lp a. B dhe 2pa+l! >0,
2p+1 20, 1 <p < =, Ateher® ekziston konstanta C{p.asfsA-y,

q@ nuk varet nga f(x) dhe n e tille q@é

~ ;1 C(p,axyBsA-p) k c > 4
@(f,n )plalﬂ & - n §=‘| s(f)p!ﬂrﬂ ( | )

4

Vértetimi: Le te jetd 1 < p < = , ateher?:

T ~A l

= sup \[ f o le(0+t)-9(8)1 PwP(e)sinade} P+
>

-1
w(f,n )

, 5
+ [fl.p(a-t)-¢(a)|pwp(a)sine do] S < I, + I,
A |

Do té shqyrtojmé mé pare 11.

| ]
X - A | =
I, =1(f Lo t0+t) ~o(0)1 PwP(0)sine do1P =
L |

1

A | 1
n (0 +t""TénW) 'Tzn(ﬂ)"w(ﬂ Vi PwP (8 ) sirwdet P <

|¢(e+t)-T2n(o+t)+T

=1 f°
_ o 2
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1
T =A | - . —
<[ |up(ﬂ+t)-T2n(9+t)|pwp(9 ysing do)P +

0

1
+{J l?(ﬂ)-Tzn(ﬂ)lp wP (8 )sing dolP +
1

L 'Tzn(a-"t)'TZnWNpwp(ﬂ)sine do1P <1y o+ Iy 4 Iy
0

Meqé polinomi P (cosg) =.T(¢) esht? polinom 1 peérafri-
mit me té mire pér funksionin f(x), atéheré @shte@ e qarte se

viend:

7 < En(flp g

Vierésojmé I}. Duke u bazuar né jobarazimin (1.1), kemi:

’ 1
A | _ : 5
I |¢(ﬂ+t)-T2n(0+t)[pwp(ﬂ+t)51n(ﬂ+t)d8]

-n—
< C.r J
I L

Bajmé zéevendesimin u = 8+1 dhe 7asi gé 0 <t < p <X kemi:

1
7-=A+L

PP _— P
° -T | "wF (u)sinu duj]’™ =
I, <c2[{: Lo (u) =T, 5 () (u)

1
7 . P
< Czl f |¢(U)'¢2n(UJip”p(“)51n” dul® < C2E2ﬂ(f)P,a,B '
0

Vierésojme tani integralin I:’:

| 1
A PP iaysi P
|T2n(a+t)-T2n(e)| wh(g)sing dea]" =

r7e = [

O Y= 2y

]
-A T _ o
= [; | f T%n(9+u)sin(e+u)dq|pwp(a)s1no de]p :
c O
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Zbatojmeé pérgjithesimin e jobarazimit te Minkovskit,

fitojme:
. t A :
I1 < C4 fF 15 | Tén(e+u)sin(e+u)lpwp(o)sinﬂ de]® du.
0o O

Zbatojme tani jobarazimin (1.1), kemi :

1

t =-A
I1 <l [f IT%n(a+u)§in(e+u)lpwp(e+u)sin(ﬂ+u)dmp du.
o O

B@jm% s4venddsimin v = 8+u dhe duke pasur parasysh qe

0 <u< h<3y), kemi:

- t ®-A+Uy 1—
11 < Cs g [i lTén(v)sinvlpwp(v)Sinv dV]p du <.

1
t = P
<C. f ST  (v)sinviPwP(v)sinv dv] P du <
> 0O 0 £

N

< CstIjfiT}n(v)siﬁvawp(VJsinv dv]
0

o

Polinomet Qk(x) po i formojmé n& kéte meényre:
sz(x) = sz(x)*sz;1(x) pér k> 1, Q,(x) = P1(x).

Esht® e gqarte se

M=

L Qutx) = Py ()

Pér thjeshtesi po shenojme +Pn(cose) = Tnlﬂ). Késhtu kemi:

x N ' | L
I, <Cet [f Z 1Q ,(6)sinet PwP(o)sing do1P .
P78 Ny k= 2k
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!

Zbatojmeé jobarazimin e Minkovskit, fitojme:

N T %
I < C.t T [S 1Q..(6)singiPwP(e)sing do1t .
: 5" k=1 o 2k

Ibatojme Temén 1.2, kemi:

1

| N T =
I1 <;C7tz 2k[ 11 Q k(a)lpwp(e)sina de]p <
= 2
k=1 0
1
Nk T PP gy ss P
<.C7t §=1 20 g |T2k(a)-T2k_1(a)| wh(8)sing doé]" <
1
N kﬂ PP in o E
_<;C7t_f=1 2" [ g |T2k(a)-¢(a)+¢(e)-T2k_1(o)l wh(8)sinfdé] "<
- k
-:.Cs_t(i::1 2 E2K_1(f)p,u,ﬁJ

Duke pasur parasysh qe:
| 4

2k
k+1e  (f < = E_(F)
2 zk( )p:l‘llﬁ 5=2k"1 5 Psa,f
kemi: |
2N
I1 <-C9t §=1 Estf)p,a,ﬁ ;
N+1 o 1

Le t'é& jete: ZN <n < 2 dhe s < 1 < ~r ateéhere

N
1
11 " C10-ﬁ SZ=1 'Estf)pﬂhﬂ '

Vleresoyme tani I,:
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1
[ : =
= [ lw(ﬂ-t)—w(ﬂ)lpwp(ﬂ)sine do1P =
A

.

i
(0 -t)+T_ (8)-T_ (8)-0(8)1PwP(8)sin0do]® <

2!‘!

L f
= [{l¢(0-t)-T2n(8-t)+T on

2!‘!
1

i p.D - p
< [flg(a-t)-Tzn(e-t)| wh(6)sing da} ¥
A

1
n Y S
+ [{lw(ﬂ)-Tzn(a)|pwp(e)51nﬂde]p +

]
ﬂ il

: P _ 11 2 3
+ [{ITzn(ﬂ-t)-Tzn(ﬂ)Ipwp(e)s1nﬂ do1P =1, + I} + I}

Eshte e qarteé se: I < Ezn(f)p,u,ﬁ

Vierésojmé IE. Zbatojmé jobarazimin (1.2}, kemi:

_ LJ P P : Jﬁ
Ia :;;11[{|¢(a_t)-12n(e-t)| W (a-tls1n(ﬂ-t)d0] .

Béjme zéverddsimin u =906 -t dhe duke pasur parasysh qe
0 <t <pup <2, kemd:

| 1
T-% —

- P
1y < Cyply o) -Typl) PP st ulP <Oy (1),

Vierésojme integralin I;

. 4

, E,
Ia o= [T
2 {I 2!‘!

1
(s-t)-Tzn(o)lpwp(e)sina de]p

1

o, |
= L7 SIT (0-u)sin(a-u)dulPwP(g)sing da1P .
Ao 2"
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Zbatojmé pérgjithesimin e jobarazimit te Minkovskit, kemi:

1

t Al
I, < Cyq f[fiT'n(a-u)sin(e-u)tpqu)sina d61P du
o A 2

Zbatojme jobarazimin (1.2}, fitogmé:

; ror p :
I, < C,, SIS T (6-u)sin{ﬂ-u)lpw (6-u)sin(6-u)dé]" ™ du
V4 14 % 2" w

gejme zévendésimin v = &-u , kKu

| 1
; Sr e Bl e g P
1, <Cyy J1J lT"zn(v)smvl wh{v)sinv dv}r <
0 A-u

t =
'i014‘g[ngén(v)sinvlpwp(v)sinv dv }

1
P g

1
¢ : .
< C.Igt[élT"zn(v)sinvlpwp(v)sinv av1P .

—

“Tani me shqyrtime analoge sikurse tek I;, fitogme:

S(f)p:a:ﬂ )

2 <c,. LI o
2 15 n s =1

A

Késhtu teorema u veértetua peér 1 <P o, Per p =

vertetohet n® ményré analoge.

0<uyu<t<X\, kemi:

o0

teorema
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2.2 K - FUNKSIONELA DHE PERGJITHESIMI 1 MODULIT
TE VAZHDUESHMER1SE

Do té& pérkufizojmé K - funksionelén e cila verteto-
| het se @sht® ekuivalente me modulin e pérgjithshém té vazhdue-
shmérise,

Le té jete A bashkésia e funksioneve g(x} -

p,a,B
absolutisht t@ vazhdueshme ne cdo segment {a,b] < (-1,1) dhe

te tille q¢ g” (x)Vi-x"el, g 9(x)ely o

parkufizimi. 2.1. Pér funksionet f(x) e Lp «.f °

1 < p<oew, K- funksionelen e pérkufizojmé neé kété menyre:

] ‘ 5 _
inf [0Ff(x)=g(x)i +Hg (x) vV 1-x"| |
Q(X)eAp o .8 Pra,b Pra,b

K_(f’a)p,a N

Teorema 2.2. Le t@ jeted f(x)el

4 P:ﬂ:ﬂ

a}_*1 )_1 . . % . .
7 f 75 Ateheré ekzistojne konstantet A, dhe A,

qé nuk varen nga f(x) dhe & teé tilla qgeé:

s, 1 €p < o

Ry &(f,8) < K(f.8) < A,3(F,5)

P:a:ﬂ

Vértetimi: Le té jete g(x) €A , ateéhere kemi:

Psasp
=X
sup {[I’ If(cns(a+t))-f(cosa)|pwp(a)-
st »J o<t <5 0

1 . . | 1

. LI , | 1
-sinada]p+LI|f(cos(e-t))-f(cosa)|pwp(o)sino de]p] =J, +J,

A

-E(f.s)p
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Vierésojme integralin J1:

T-A
Jy =l f | f(cos(a+t))-g(cos(a+t))+g(cos(a+t))-g{cosg)+
C
. l T=A
" +g(cose )-f(coso )1 PwP(a)sing da1P <[5 |flcos(a+t)) -
O
1 T—A %

-g(cos(a+t))|pwp(e)sine da]p + [f 1f(c059)-g(c053)|pwp(e)sinada]+
0

|
T =A p p . 5 | 2 3
+ [/ i1g(cos(8+t))=-g(cose)|"w (6)sing do]" = J1 + -J1 + J1-
0

Esht® e garte se Ji < uf(x)-g(x)up

20 58
Shqyrtojmé J;:

:

T=A 3

Jlf‘ 2= [f If(COS(ﬂ +t})-g(c05(9+t))l pwp(ﬂ)sino dﬂj
O )

Zbatoymé jobarazimin (1.1), kemi:

T =A 1

Iy < Ajly | f(cos({0+t))-g(cos(d+t));PwP(o+t)sin(o+t)da}P
O

- Bejme z%vend%simin u = 8+t dhe megeé 0 <t < g <A, kemi:

1 ERS PPy« lp
.J1 < Alr | f(cosu)-g(cosu)|"wr{u)sinu du}™ <
| t

1

| . . e

i - A4[f|f(cosu) g (Cosu )| pwp(u)sinu 4::Iu1p = A4||f(x)-g(x)
0 .

" p!ﬂ 1[3.

Vierésojme J1:

| 1
: "-1 .l
Jy =14 |9(¢05l9+t))*g(cose)ipvP(a)sino da]p =
| A |
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#-A t l
=[f IS g'(cos(6+u))sin(9+U)duIpwp(ﬂ)sinﬂ doy’
0 O

Zbatojmé pérgjith2simin e jobarazimit teé Minkovskit, fitojmé:

w3 t =-A D .1
J1'< As'f[ ) lg'(cos(6+u))sin(ﬂ+u)|pw (60 )sing de]p du.
0o O .

Zbatojmeé, lemén 1.1, kemi:

1
4 t T-A _ ' . D p _ -ﬁ
Jy S Ag S IS g (cos(@+u))sin(0+u)l "wh(B+u)sin(d+u)ds] ™ du
0 o

Bajmé zévendeésimin v = 8+u, Kemi:

t =m-A+u _1_

J; <A7 o [g'(cosv)sinvlpwp(v)sinv dv]p du <
0 u

]

: p
< A7 flsta (cosv)sinvlpwp(wsinv dv]™ du <
oy ¢

Oy 2

. 3 .:.)_
<iA7t [f|g'(cosv)sinvlpwp(v)sinv dvl® .
0

Pasi q¢ O0<t < p <& , kemi:

1
T | ' 3 v %

Jz <1A78[.H9'(cosv)sinvlpwp'(”““v dv1 P < Azspg” (2) /12 Ip
0

:EIB-

N& ményr® analoge vlerésohet edhe J,. Késhtu ‘¢shté vertetuar

jobarazimi:

< Aax(f,a)p | (2.5)

st »f8

S(f.8)

x s
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Té vertetojmé tani jobarazimin e anasjellte:

1,2, ..., Shqyrtojme:

Le t& jete n

-1 1

T -A n 7]
;,:cn = [ 12n g [¢(B+t)-w(ﬂ-t}]dt1p dé P
A (Zn)_1 ' |

326! 926
ku, v(8) = f(cosd) dhe w(6) = (sIn x) (cos §)

Né qofte se né integralin ¥ Zbatojme pérgjithesimin

e jobarazimit té Minkovskit, fitojmeé:

| n'1 T A 1—
X <20 [ 40 o(8+t) -0 (8-t) (P do]P dt.
| (2n) A

Zbatojme jobarazimin (1.3), kemi:

~1 ’ ; 1

nT' - L)
X < Agn L _40J Lo (8+t) -0 (0-t) 1 PwP(a)sine do1P dt <
| (2n) A
n'1 - L | 1_
<SAgn S (S Lo (8+t) -0 (8)+o(8) - (8-t)1PwP(8)sing do)® dt <
(2n) A
-1 ]

n T =A —
SAgn [ g 1S le(e+t)=e(0)1 W (e)sins o)’ +
(2n) A

1

T-A —
+[ |¢(e-t)-¢(e)]pwp(0)sin9 da]p dt < A m(f,n'1)
A - 9 Pm:ﬁ
Meqe .G(f,n'1) < e« , atéhere rrjedh: 3 < = . Pra,
Pra»B - on

ekziston ﬂn, A< Gn < w-x e tille ge:
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-1

n .
-1 ,
| 2n J _1[¢(ﬂn+t)-tp(9n-t)]dtl #.A-.gm(f,n )p,n:,ﬁ (2.6)
(2Zn)
Shenojmé:
n ) |
o =2nf Jde(6 +t)-p(6 _-t)]dt.
n (2n) 1 n n
Shgyrtojme funksionin:
n'1
2n f _1¢(a+t)dt : 0 <96 <48,
(2n)
.pn(ﬂ) — (2.7)
] | |
on  f -1¢(8-t)dt+pn . 9n<3 <
(¢n)
Funksioni @n(e) e shenojmé né formeén:
g+n” ! 9+(2n)"1
2nf f v (t)dt - ¢ o (t)dt],0<0 <8
0 0
0o (0) =4 ' | (2.8)
a--(zﬂ)'1 e-(n)'1
2nl J g(t)dt-f e(t)df+p , 8 <O<x
- % n n

Hga formula (2.8) shinet se funksioﬁi ¢n(a) né ¢do
segment fb,d] c:(o,on) U (0, ,7) éshte paraqitur si diference e
dy integrale#e té pacaktuar tée funksionit te integrueshem o(t).
Prandaj, funksioni ¢n(e) dshte absolutisht 1 vazhdueshém ne
;do segment [c,d] C (O,GH) U (on,z). Meq@ funksioni ¢n(e) ‘eshté

i vazhduesh2m edhe n@ pikén & =290 , at'2her?® ai éshté absolutisht
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i vazhdueshem ne cdo segment |c,d] ¢ (O,7). Pasi Qé.funkSiﬂﬂi
¢n(9) asht® absolutisht i vazhdueshem n& ¢do segment [c,d] C (0,n)
atéher?® funksioni wn(x) = wn(arc cosx) ‘@shte absolutisht 1 vazh-

dueshem n@ cdo segment [a,b] C (-1,1).

Shqyrtojmé tani integralin: J uwn(x)-f(x)u

Pr,a,d

Pra, integralin:

1 5

3= 0 f1e () -FOOTP (=) P (14x) Pax 1 P
-1

B&jmé zévendesimin x = cos?é, kemi :

1
- - i
J = [ flwn(a)-¢(e)lpwp(e)sina do1P =

0
8 - 1 - 1
n . - 7 .
= I-Pn(ﬂf)-wtﬂ)lpwp(&)sine dﬂ]p+[f|gon(6)-f(ﬂ)[pwp(ﬂjsi'na doy” .
0 0. h
Zbatojme barazimin (2.7), fitojmé:
0 -1 | ]
n i
J= [ 12n J _1[¢(a+t)-¢(e)]dt[pwp(e)sina do P+
o (¢n) |
T I'I-‘I | L
+ [ 12n ¢ _1[¢(e-t)-¢(e)1dt|pw?(a)sine dg P+
8 (2n)
n
T 1 |
™ 1 2 3
+[ S Ipnlpwp(a)sine da]p =J +J + J
oﬂ
Vierésojmé integralin J'
5 on ! ; ;
3= p2n g _slete+t)=p(a)1dt; PwP(e)sine do

0 (2n)
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Zbatojmé pérgjithésimin e jobarazimit té Minkovskit, fitojme:

n-1 0 1

' <2n g 0 te(e+t)-¢(0)1PwP(a)sine do1P dt.
(2n) 0

Pasi q@ Bn < w-A dhe duke u bazuar né& vetit e pérgjithesimit

te moduylit té vazhdueshm@rise, kemi:

1 AT =4
J < A‘IO w(f,n )p,a,ﬁ

p-

N& ményrd analoge shqyrtohet edhe J , d.m.th. verte-

tohet jobarazimi:

2

J < A, o(f,n" ")

1 Pra B

Shgyrtojmé tani integralin J’

1
r- Nl
J =[f [pnlpwp(ﬂJSinﬂ doyP
g8
n

Né baze te jobarazimit (2.6), kemi:

3 ~re o=
J o A12¢d(f,n )P.u,ﬂ

Késhtu ‘éashte vértetuar jobarazimi:

h (2.9)

'J = Ilwn(x)-f(x)" p’a,ﬂ < A13;(f’n- -plalﬂ
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Meqé funksioni 'wn(x) ashte absolutisht i vazhdue-
shem ne¢ ¢do segment [a,b] < (-1,1), atéherd ky funksion ka deri-
vat té rendit té paré né segmentin [a,D].

. ’ 2 .
Shqyrtojmé tani: R = uwn(x) 1-x "p,u,ﬁ pra kemi:

1

1 '3

Ro= [ f1¥,(X) x4 P (=) *P(14x) PP ax) P -
2] |

1 1

1 - D | -
-1

| 1
1 A

[ [l (arc cosx)i P(1-x)%P(1+x)PP dx1P .
-1

Pas zeévendésimit x = cose , kemi:

R
' [ . —_—
R = [f|¢;(9)|p(1-cosa}p“(1+cesa)pﬁs1ne dB]p =
0

1 0, 1

e (Fiv (001 PP () sing d81P< 1 Ie(0)1PwP (o) sine do1P 4
0 O

1
) - -
+ [f |¢;(3)|pwp(e)sina dolp .
o | .
n

Zbatojme barazimin (2.7), kemi:

]
8 n 1
R = 2n[J l¢(6+147¢(6+¥L4|pwp(e)sina de1P +
- 0 -0 2“1
1
. T . A
+ 2nlf ty (0 - %)-q}(ﬂ- %ﬁ)_lpwp(ﬂ)sm& dﬂ]p <
6

n
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<20 19(0+ ) -0(0)iPwP(8)sine do]P + 2n[; Lo (84+0—) -
0 " 0 2n

] 1
— i s
- ¢(B)|pwp(8)sino de]p+ enf [ | ¢(ﬂ-%)-¢(o)|pwp(o)sina d&]p +
En
r 1
v 2n[g 1o (85 )-e(0)1PwP(0)sing do1® .
8
n

Meqe A <:6n < #-A, kemi:

R <A..n[f lo(0+=)-p(6)I wh(a)sine do]" +{Jle(0-7) -
14 5 n A n

1— X ~A ' .1...
= w(ﬂ)lpwp(a)sine da]p +[ f 'lw(9+§ﬁq-¢(a)lpwp(a)sina de]p +
. | 0 '

1

. —
N PwP(a)sing do1P < S(Fon!
+ [{lf(ﬂ.ZH)w(ﬁ)l.ﬂ (0 )siné do] Ay gna( n ’p,a,ﬂ
Pra, ‘ashte vértetuar jobarazimi:
llw’(#) $-x < A nS(f,n'1) . (2.10)
n Psasp 157~ Psasf

Shqyrtojme tani K - funksionelén. le t& jete & e

tille q¢ - < & <L , atehere
n+1 n

K(fFa8)p, s < K('f.nq)p,'ﬂ_ﬂ U)Xy, o 7

(2.11)
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Pér funksionin ¢ _(x) Jjané vértetuar jobarazimet (2.9) dhe

n(
(2.10). Zbatojmeé kéto jobarazime n® jobarazimin (2.11), fitojme:

1

~ - ~ Z
K(F,8)) o g < Ag@fan™ ) o < Aed(fagip)y o g <

< Ay ,E(F,8)

- 1
S ApStmrdpa,g D8

Pra u vértetua jobarazimi.i anasjellteé, péerkatésisht u vertetua

né teérési teorema 2.2.

2.3, TEOREMA E DREJTE PER MODULIN E PERGJITHSHEM
TE VAZHDUESHMER ISE

Teoremé té drejté né teorine e Eérafrimeve'e quajme
¢do teoreme é cila e pércakton vierésimin e devijimit neé ¢faredo
ményre t@ funksionit (ose klasés s@& funksioneve) ngé polinomet
ose ¢farédo eiementesh tjere mé tﬁ.ti13t ky funk<sion pasqyrohet
né nje varg LE ¢lartdoshém Le vperatoréve (ne Leoriné o peraty s
meve mé sé shpeshti té@ polinomeve).

Para se té vértetojmé teoreméen e drejté do te verte-
tojmé teoremén e cila p%rcakton vlierésimin e perafrimit mé te
mire t%'funksidﬁit me polinome algjebrike me ané té normés se

derivatit té& atij funksioni:

| TeoremazZ.S. Ne qofté se funksioni g(x)e.Ap o, B ku
1 1 : |

pér p = =, atéheré vlene jobarazimi:
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C . - 2
En(g)p,a,ﬂ < =g (x) v 1-x "D.u,ﬁ

Vartetimi: Pér secilin n 2zgjedhim numrat natyrale
m dhe q té tille qé té plotésohet kondita:

LU S-SR, | (1.13)

q+2 q+2

Shqyrtojmeé polinomin Q(x) e pérkufizuar né lemén 1.3. Polinom?
Q(x) &shté i shkallés jo me té larté se (q+2)(m-1) < n. Per t@
gjithe n qe plotésojne konditén (1.13) né vend te polinomit

Pn(x) marrim né konsiderim polinomin Q(x). Atéhere;

]
S(x) = g(x)-P(x) = g(x)=J k(t,mw,p)g(x,t,»,a)
0

t 2y +1 t 2u +1
- (sin ) (cus-z) dt.

-
Tani, do té dallojmeé kéto raste: 1) a =§ = 7 °

' U 1
2) a=ﬂ>-21p-; 3) a>8 = -go i 4) @>B > - g

1

- -

2p

"

5) ﬂ:»a';-z%,i b) B > a

1) Né keéteé rast polinomin Q(x) e marrim té tilie

L1
)

il

qe v = 4 , pra kemi:

o 11 1
S(x) = g(x)- g k(t,m,-E,-z)g(x,t,az.-f)dt-

. Zévenddésojmé x = cosé, kemi :
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il
_ . o] i
S(cos8) = g(cosd) L K(t,m, -5, -5)g{cosd,t, 5, 5)dt

Né baze te pérkufizimit té fFunksionit teé translacionit teé peéer-

gjithsheém g(cnse,t,—%,-%) (shih faqgén 27), kemi:

"
S(cosd) = g(cosd)-f k(t,m,-%,-%)%{g(cosﬂ cost+singsint)+
0

/e
+ g(cosé# cost-sint sind)jdt = g(cnse)-fk(t,m,-%,-%)%[g{cos(e-t))+
0

. n
+ g(cos(a+t))]dt = -% fk(t,m,-%,-%J[g(c05(3+t))-29(c056) +
0
T T
+ g(cos{6-~-t)}ldt = - f'f k(t,m,-?,-EJ f[g’(cos(a+u))sin(6+u) -
- 0 : 0
- g" (cos{@-u))sin(f-u)]du dt
Shqgyrtojmé tani normen: ns(x)up’a’ﬁ = "g(x)'Pn(x)Hp,caB‘
: __1 =_._1___ _ -
Pra, per a = T B 75 dhe X cosd , kemt:
T "l 1 !
S1=uS(x)up «.8" [f|g(c058)—Pn(cnsﬂ)|p(1-cos&; 2(1+CDSG)2$in9dﬂ]p=
t Bl 0 ' .

11

1 .
pl P, P .1 ¢ Py, P
[f 19(coss)-P (cose)1Pde]” = 5 sig(coss)-P (cose)|rdej™ =
0 - -

|1 ? k{(t,m " -lJ F g” (cos(e+u))sin(e+tu) -
'2'0112'!‘:0[

—

1
§[

- |

-
- g’(cos(a-u))sin(o-u)]du dt|p da]p.
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Zbatojmé pérgjithesimin e jobarazimit te Minkovskit, kemi:

1 7 11 t = _
S, < 7 ,gk(t,m,-z,-zjzl_ilg'(cos(9+u)s1n(9+u) -

. : 1
- g (cos(8-u))sin(d —u)lp do]Pdu dt <

1

7 T R P
< = Sk(t,m,- ,---)f[lj'g"(cas(3+u))sin(o+u)|pdﬂ]p du dt.
2 2072 |

@+u ne& integralin e mbrend-

Béjmé zévendésimin v
shém, prandaj kemi;
]

y T y ¢ T . p. P
S, <= fk(t,m,-=,=-x) [[ sLg  (cosv)sinvj dvl ¥ du dt =
1 2 o el Lol LA L

1

o | 0 y

Zbatojmé lemén 1.3, kemi:
c ” & _J

x .
S1 < -nl[ f19- (cosv)sinv P dv}p ;
(

neqe: | 1 1 ]
| 1 ; ~ =
g™ (x) 1‘12Hp’a,5 =1 J{Ig'(x) 1-X |p(1-x) (1+x) dx]p=

. — i d
= | J;Ig" (x )1 p(l-x)T(Hx)de]p =[;|g"(caso)|P|(sino)| P clep .
o | 0

Kem1i: | .
!
L, o f e ®

Sy  FH G (X)VIX"h 5o 3

Késhtu teorema u vértetua pér a =8 = - 75 dhe
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Le t& jeteé p = « , ateéherée a =§. =0 . Ne Ket'e
rast, kemi;
S, = max 1 g(cosé)=-P_(cosé)i = max lg(cose)-Pn(c056)l =
1 4 -r <8 <=
0<8 <= | n

X '.

= max Ll.f k(t, -%--%1{ [g (cos(6+u))sin(d+u)-g~ (cos(@-u))sin(f-u)ldudt] <

w<8<n & g _ -

 § t o
< f k(t,m, . -) f ma X 1g” (cos(f6+u))sin(f+u)jdudt <
-0 -Z -z L @< |

| C

. - . [, 2

< k{t,m,- g-, )t dt max 1g” (cos8)sing| <—r—12-||g CORVAR SN P

0 - <9<

]

2) Fér. a = g > 4.2— . polinomin Q(x) e marrim te
tilld q¢ a =»v = 4 > —-%-. Ne kété rast kemi:
X Zatl . 20+

S(x} = = g (x) f k{t,m,a,a)g{x,t,«,a)(sIn 2) (COS ?) dL

14 | RPN T
w k('.,lll,“,ﬂ)lf_](ﬁ)"'_](K,L,H,HJI (2 "i"") il - L(Ltiili*‘l?'i)li’(r)

0 0

w | 2a 20 +1

- — f g(xcost+cosA sint vV 1-x )(s1nl) dh](z sint) dt =

Y(a) ©

fk(t m, a)f[g(x)-g(xc05t+cosls1ntw/ - )](s1nh)
"(“) 0 |

| . 7 t 7
. (1 sint)2a+1 dt = e ?k(t m,a,a) | f9° (xcosu+cosa sinu+/1-x7)"
Z | Yy (x) O - 0 0O

rw o ' . [l
- . ‘1 o .
- L ‘-,
1 = u
L |
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+1

zaqa(% sint)%% gt -

- (XSinu=-c0S A COSuU 1-x2)du](sinh)

r t a
- L Fr(tame,a) (b sint) 2% (T (g7 (R)Rydu) - (s1nn) “Man)at
T(H) 0 O 0

ku R = xcosu+cos A sinu V1-x%, R, = xsinu-cos acosu vV1-x*. Shqy-

rtojmé tani normén R, = Hg(x}-Pn(x)up ‘.o ° Pra:

‘ 1
1 .
So = [ {Ig(x)-Pn(x)|p(1_x)“9(1+x)ﬂpdxlp=

1 1
1 - ] =
= [ {lg(x)-Pn(x)lp(1-x2)apdx]p = | {IS(x)lp(1-x2)apdx1p.

Po te zévendesojme ne vend t& S(x) shprehjen e mésipérme do te

kem1:
s B 2a+1 b 2ot -z;aﬁ 1
52<C3[ fi1f k{t,ma,x)(sint) ““Nry 7 (R)R1du)s1n;\ di )dt; I:’(1--;«: ) dxt P
-1 0 | : {1 {}

Tani zbatojmé pérgjithesimin e jobafazimit td Minkovskit, kemi:

= . s Zat] = . 2\ la
52~<C41 k{t,m,a,a)(sint) fifung (R)R1(1-x ) up(sinh) dujdadt.
-0 00

Zbatojm%_jobarazimin e Hoiderit, marrim:

" . 2a+1,°t
Sz o 05 f k(t:m:&:ﬂ)(s-lnt) (f 11(U)dl.l)dt
0 0
ku
' : 2, 2a |
1) =7 {Ig'(R)R1(1-x ) (sinA) TP dx da
0
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- Né gofte se ztvéhaésujmé" y = COSA, kemi:

1 1 > P 7 @ P
I?(u) = flg'(xcosu+ysinu«/1-x2)(xsinu-ycosua/1—xd)l (1-x2) (1-y } zhxdy :
-1 -1

gejme zévendésimin e ndryshoreve sipas formulave:

Z = X COSu+y sinu\H-xz..
/ 2
X sinu+y cosu 1 - X

v:_....._._—-——-——-'

v (1-X )(1:;-;+(x sinu-y C05U1/ -xz)

atdher® do t& kemi:

~ Tt 1 P , ap-
I = 1 1197 (2) 2ev (1-24)%P(1-v®) 4z dv =
-1 -1
N e I T i
= flg ' {z)v1-z"1 (1-27) dz f1vp(1-v ) dv <
-1 : . -

] Y1) Lo
*-...(16 jlg'(z)\/l-z'jll(l-z') ds.
-1

Pra,
1
x - Tt 1 : LabP =
S, <C, fk(t,m,a,a)(sint yoaEl by flg'(z)\h-z‘l.pu-z") dz1P du dt <
o -1

0
p 2 41 ' 5P 2aP &
*207.Ik(t,m,a,a)(sint) t dti J g~ (z) | (1-z°) dz]
0 ' 1 -1
C

8 :1 2 '
- lg" (z2)V 1-2 Iy, asa

Teorema u vertetua pé&r a =8 2 - 5— -
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Par p =« , a =8 > 0 teorema vértetohet né meényre
analoge sikurse n@ rastin e méparshem.

gﬁ . Né kéte rast polinomin
1

Q(x) e zgjedhim té tillé qe a« = v , B » udhe » > pu = - 7 -

3) Le te jeté a > F = -

Pra, kemi:

q .
S(x) = g(x)f K(t,ma,-3)g(x,tsa,-z) (sint)** " at -

Q :

T .
/ k(t,m,a,-,'z)[g(x)-g(x,t,a.-wlr}](Sin %)m”dt -

q 1
: ) k(t,m,a,-%) fIg(x)-g(xcost+r sint /1-x" -
r{a) o -1

1
a - 2a+1
2.('s,in t)

— dr dt .
Z

- (1-r%) (1=x)sin® 3)5 (1-r%)

lévendésojmé x = coss , fitojme

: t _
g(x)~g(xcost+rsint~/1- 2-(1-r2)(1—x)sinz %)=-2fg'(2vdu1)yv1du
0

KU v =2 CcO0S % +r\/1-zzsin*%, v = =2 S1n %.+ r 1—22 COS % .

N két@ rast, kemi:
L

5 ¥ 1 1t y -2'1-72 .tZu+1
S{(x) = ;TET.ﬁk(t,m,a.-EJ S 597 (2v-1)jvv,du(l-r ) (s1n§)

-1 0

Shqyrtojmé tani normeén:

= Ilg(x)—Pn(x)llp R

Sg = HSQ) v

3 a,f

dr dt.
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Pra, né barazimin:

1

, . 1 1 £ y 2 ﬂ._z_ £ 2&'*‘1 :
_ F - - 1 + ‘

zbatojmé mé paré jobarazimin e Minkovskit e pastaj jobarazimin
e Holderit, fitojmé:

1

S, = K(t,m,a, ~5) (Sinx) FHsg (2v =t (i—r ri| _ udt <
3 7 (o) f0 ( | Z)( 4 0 -1 L Psats 7P
. i

< 2 Tk(t.ma,-B)(sind) g0 5 gre@vi-lvwniP-r?) 2
r(e) 2 o -1 -1

1 1
.(1-x)“P(1+x)fzﬁxdr]pdu dt.

Béjmeé zévendesimin > = c0S® , 2 = COS % , kemi:

2a+t t 1 1 3

' 2 7 | s 8 —
53 < ?TET'gk(t‘m’“’-?)(S1n?) él-{ _{[g (2v 1)vv1|
2 “P"% 2, P 1

c(1-r8) T Z(122)7 4z drP du dt

N integralin e mbrendshém te dyfishte bejmé zBvendeé-
simin e ndryshoréve sipas formulave:

Z =V COS o +R\/1-_-v2 sinfj

2 2

S,
-
|
<
| ™
o
o~
iy
|
ot
()
e I
I
— i
-
in
. by
-
=
]
m |
gyl
|
< i
.
)
o
Py
N F=
p —
™o
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dhe duke pasur parasysh ge v,/ < kl-vz , fitojme:

' : _ 2041 t ] 3 2ap+.2F.’ !
S., <C, J k(t,m,a,~ =) (sin %) [f SF1g (v =1) I3(1-\: ) | Vi pdV] P qu dt.
3 779 2 2 s

Pas zévendésimit v =-¢4£%l , Kemi.:

-1 1
- 2e+1 t ] u:p+p P —
n' ) | "
S, < Cy Jk(t,mas-1)(sink)  Frgig i Pri-w) F(iew) T dw) Rudte
. 9 0 c 2 o -1
2o +1 1 D 1 :

< Cq Fk(t.m,a,-%)(sin%) t dt{ 19 (W} 1-w2[p(1-w)UE (1+w) an]ﬁg
0 -1

C
<——%—9ug'(w) "“2“;:& 1
: b ) 2p

Teorema u vértetua pér a >3 = - T dhe ] € p < = Per
P =, «a>8 =0, Kem::
= " | i1 y
S, = IS(x)(t=x) |- 1S kK{t,mya,=p) J Jg (2v =1)vv,-
3 2 1
0 -1 0
za-l 1;2m+1_ a
- (1-r€) 2(sin ) (1-x) du dr dt

Megé |v,| < 1-vé | (1-r2)(1-x) < 2(1-v2), atéhere shenojme

W = 2vz-1_, prand;j'kemiz

7 1 t 1 2 %— Qa 2 "".]L, t2&+]
S;< Coq Sk(tmaa,=y) £ £ g (w)(1-w)"(1-w) (1-w") “(sing) dwdt<
0 o -1



29

| - - w -. | C2a+l
< 511llg’(w)1/1-w2[|m v B fk(t,m,a,o)t(sin%) dt <
| s & 0
C
| § P 2
"-—-ﬁ—"g (W} 1-w “nu,a,(}

Nga jobarazimi i fundit rrjedh vertetimi 1 teoremeés per p = =

dhe a > 8 =0

e o i > 8 > -
4) Le té& jete « g 75

Q(x) e marrim té tille gq&¢ v, >y > -

. 0
S(X) = f k(t,m,v1,#)[g(x)-g(t,x,v1,u)
O _

| ‘ 1 1
1 v/
= K  JLLLIE % { =
TR g (t,m,v,,u) é _{ g{x)-9¢{

v,-u=-1 K+

(1-rdya-xysin? Hredy o r
t Zu+l ’ : n
'(CGS—Z") dt = _;—(ri':—p—)- {{‘k(tymiuils“)(

i
.rd“+.(1-zz) 2(sin%) 1 (CUS%} d

2

ku, y

1

1 1t

; . 2
x cosu+rz sinu vVi-x" - (i-r

Né keéte rast poelinomin

% , pranda) kemi:

2v1+1 21+ 1

](sin%) (cos%) dt

¥ cost+rz sint V1 -x~ -

] : :

(1-22) zdzdr(sini)

v _;1_1
1
) f(fg‘(y)y1(1-r2)

o -1 0o

u dz dr)dt

){1-x)51n2 ;

Yq = X sinu-rz cosu*\M-xz +;(1—rz)(1-xjsinu

Tani vlerESojm% normeén : 5y © HSLx)Hp

Pra:

sﬂ!ﬂ.

axB lIg(g)-Pn(x)IIp

!
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1 t 2P1+1 t i+
S, = ———— fk(t m, ¥ ,;.t)f(Sll’I ) (COS =)
4 1 2 2
7(vy,n) O
1 1 g 5 PT'p'1 2u+1 z-u-%
‘W 5 ff (y)y1(1-x) (1+x)" (1-r") r (1-27) drdznpdudt.
' -1 o

Tani dallojmé kéto raste:
a) Shqyrtojme me pare® rastin p = 1. Ne kKét® rast zgje-

dhim numrat v, dhe u t& tillée q'éli vy = @y K = 8 . Pra, kemi:

| t 2a+1 " 26+1 1 1 1
Sg = ——— fk(t m,a_,ﬂ)f(s1n --) (cos 7 [ 5 119 (Y)Y,
y{e,8) 0 -1 0o -1
a 8 2 ﬂ-ﬂ-] 2ﬂ+1 """""
«(1=x)} (1+x)" (1-r") r (1-Z ) dx dz dr du dt .

N3 intervalin e mbrendshém té& trefishte bféjm'é zévendé&simin e ndry-

shoreve sipas .formulave t@ dhéna né lemen 1.4, kemi:

HC‘IZ | t | 2-‘-!+1 t 28+1 1 1 1
Sa < — sk(t, mm-ﬂ)l(“" -'-) (cos *2-) l 5 19 ly)
7(“:3’ 0 -1 0 -1
a+%- . 5+%- 9 a-g=-1 28+1 a - ']Z'
(1-y) (1+y) { (1-R") R (1-v ) dy dR dv]du dt
(:1 2% +1 ' Zp +1 T i
< [;k(t m,x,8)(sin 2) (cos 3 tdt] f1g” (y ) V1-yI-
v(«,8) 0 -1
g '°13 2
(1-y)" (14y) dy < == 19" () V1-¥7, | 5 -
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b) Le t@ jete tani -1 < p < = Né kete rast Zgjedhim
numrat 2 dne ¢ te tille gé o < ¢ < v-# s1 dhe vy = o te

ndeérsa u = §.

Né integralin:

T t 2u1+1 2u+l 1 1

Sq = ——— fk(t,m,vLe)f(sin 5) | (cos z) 0 £ 19T (Y)yy
7(”1:#) 0 Q -1 0
o 8 , Y -u-=1 2u+1 ‘ 2 p-;—

«(1=x) (1+x) (1-r") r (1-27) drdsz dudt,

2 Zbatojm? jobarazimin e Minkovskit, kemi:

1 | t t 21!]'1'1 t 2p+1
Sy = —— JK(t,m, wesp) (SN EJ (cos ) [, dudt ,
o p1l#) 0 0
 ku
| | . f 1
1 11 | Loete -3 =1 28 +1 . - i
g | Vd |
1, ={ 11'[ { flg (y)y1(1-)<)"(1+>t)“|(1-r ) r o (1-2°) “drdz] pdx}p=
wl] e 0
1 11 . 8 , ~fs -?_l—- 2 |2L , B -.2.!._
= LU gty (10" () () 2P e EP (1% P
-1 =1 o |
1 1 1 1
., €tme=T 1~ - il
‘(J'Td) Py p[1-22)zﬁthdzdrlphdx P
Ne I1 zbatojmé jobarazimin e Holderit, fitojmé:
' 1
) t v 1. pe 8 2 a-f-_ 1 ] 1
: % ] -y V. %@ P § + y B == =
1_1< ('13{_{1 [_{ glg(wh“ xy- (1+x) (1-r") ’ p(]_zri 2D} Py 7d rdxt P
: L 1 g

| - 1 1 1 ol
11 LS B E~ p P
o { f “_(l-rz) P p(‘l-z‘: Zp Tl 1dzm} <
2 1%

sS4 g O Tr S T o e

“u ; ﬁ"' 'F ;‘i' "" > ‘r. e

: I'I:‘rl o --.. !. . *.;- = .- ¥ s A ‘
. 4 F _; m [ £

5 -
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A
|

] 1

1 11 Loa=Boo 2B+ ,;;-L.T:_ ) L)
< Ch,, LU flg"(Y)y1_(1-X)“U+X)B(1'rd) P p(?-zzﬁ “R Pazdrx
-1 -1 0
| i
ku, & A o = T,
P P4

Tani né integralin I1 bejmé zévendésimin e ndryshoreve

sipas formulave té dhéna ne lemén 1,4, kem1:

111 avh Bz o, pla=p)-1 28p+!
I, < C [ 55 fg (y0-y) “(+y) “1701R7) R -
1 185 9 4 - _
1 1 1 i
Bp- = a + g+
(1-v%) " “dydrdvl® < Cyslig” (y) (1-Y) 2(14y) zup -

Prandaj kemi:

t ' 2 v, +1 ' 2u+ 2

7
| : \ | = L - ' [+«
< E!_E'" = ( ) 1- 2“
n 9 \Y Y ¥ p,a,8
) e e get™ o N® FPOUE ot cgjedbim o r es B

te tillé.q@: 0 <€ < pyTHs ¥ T« t¢ , B = p . Né& integralin:

t e v, +1 t23+1_1'l

|
- - 1 -
< Cyg LR(Eam, ya)] (sin 7)) (cos Z) 1197 ()

>4
-1 o

]

a+€ "'"ﬂ"1 2
g+1 o B
J _(1-2’:) Zc:hr~ dzuc du dt.

-(l-x)&(1+x)ﬂ(1-r2)

E zbatojmé lemén 1.4, fitojmeé:

2 v, +1 2u+t 1 1 a+%

.. Lt t ..
Sg < cm_ék(t,m,ﬁ.u){)(sm 5) - (cos x) R (y)(1-y)
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1 1
g+ , %= 2B8+1 . € -1 - |
+ (1+Y) 2(1*R£)' R (1+vd) qu(1;r2J h r(1-22) Sdr dz dv dt <
t ot ZP1+1 t du‘l"‘ ) 2 [3
= 19 !k(t e Wi 3 SED 7) (cos ») g (¥)V1-y"(1-y) (1+y) ndt <
C.
20 , . 2
S—— 1" {Y)Vi-yl, 5"

5) Le te jete g > % >- 213 . Atedher® kemi:

1 1
1 o 1 1]
I=1 fgx)=-x)%(1+)P 1P axg? = ﬁlg(-x)(1+x)a(1'x)ﬂlp dx1F =

]
1 -
=1 1) (1-x)2(1+)*1 P dx1? = IF OO
! .

s 3 P

: 1 : i
ku g(-x)-= G(x). Meq& G(x)e Lp,ﬁ," dhe g > a >- 5 atéher®?

zbatojme rastin 4), d.m.th.

s

T LT R O P T R S I

Cat >

_ _ ' 2 R -
= 1 G(x) -Pn(x)llp‘mﬂ < —— I1G"(x) "p.a..ﬂ ——1g" (x) vV 1-x b .8

6) N’é ményreé ana]oge mkurse né rastin 5), me zévende-

simin e x-1t me -X rasti 6) shéndrrohet né rast1n 3). Pra teorema

u vértetua né teérsi,
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leorema 2.4. Le té jeté ft(x)c€ Lp,u,g ku a = - 75

g » - 75 | < p <=, atéhere vlene jobarazimi:

< G(p,a.Ba-p)B(F,n"1)

En(F)pa s N

vértetimi: Le té jete g(x)arAp «. 8" Shenojme me Pn(x)-
polinomin algjebrik té shkallés jo mé teé larté se n-I i cili éshté
polinomi i pérafrimit mé témiré per funksioni g(x) né hapsiren

.Lp,a,ﬂ‘ Prandaj, shenojmé:

< §f(x)-P (x)i 0,08 If (x ) -g (x) +g(x) =P, (X )i —_ <

E“(f)Pm ' B » B

AT -g(x)y o g + HG(X)=Pp OO < "f(x?-g(x)"ma.ﬁ HECAL TN

P& s

Tani zbatojmé teoremén 2.3 dhe duke pasur narasysh qé ana e majte e

jobarazimit te mésipérm nuk varet nga g(x), kemi:

i, - /4 _y2
En(F)y o g B g0, g+ o7 (VXTI

Ne baz® t® teoremds 2.2 rrjedh, jobarazimi:

. L~ ~1
En(f)p’ < Clpsa B h-p) w(f,n ")y, g

Vvérejtje 2.1. Né& bazé té teoremés 2.1 dhe teoremés 2.4

rrjedh drejtépérsiédrejti relacioni:
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0(s7) <=> MEFH =0(n7), 0<7<1

N Y

;(f,ﬁ)p,n‘ﬂ

qé paraget njéherit karakteristikat e klasés Lip(v,p.a,8).

Vérejtje 2.2. Pér p = 2, A = %; teoremat 2.1 dhe 2.4

jané vértetuar ne punimin | 2Y].
Vérejtje 2.3. Pér A =0 , moduli i tillé eshte per-
kufizuar né¢ punimin [ 30] dhe jan? vértetuar teoremat analoge me

teoremat e mésipeérme.
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[11. TEOREMA E DREJTE DHE TEOREMA E ANASJELLTE PER
MODULIN E VAZHDUESHMERISE ME TRANSLACION

Né kété kapitulil do té pérkufizojmé njé tip tjeter te€
modul it té vazhdueshm@rise me translacion dhe peér nj& modul t#@
tilié do té vértetojmé jobarézimet analoge me jobarazimet (2.1)
dne (2.2). '

Pér funksionin f(i)e—L pérkufizojmé modulin e

Pya»f
vazhdueshmerise me translacion né kéte ményre:

=X
w(f, = § f(cos(a+t)) -
D R q{[éli (cos(a+t))

¥ 1
- T —
_f(cose) Ph(e.t)de1” + L1 f(cos(a-t))-F(cosa) Ph(a,t)ds1P] .
A

Shenojmé me Eﬂ(f)P,a.ﬂ.ﬁ " pérafrimin mé té& mire

me peshé té funksionit f(X}tst all me ané té polinomeve al-

gjebrike Pn(x) td shkalleés jo mé te larte® se n-1, né metriken

Lp.a.ﬂ , d.m.th.

p

2)p 2
I Pra sf3

I Y | -2.\"1 -2
Eﬂ(f)P.a,ﬂ R = ;nf"[f(x)-Pn(x)] (1-x+n (1+x+n )

n
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3 1. TEOREMA E ANASJELLTE PER MODULIN E VAZHDUESHMERISE
ME TRANSLACION

Pér modulin e vazhdueshm®rise Jﬂf,&)p as , do
s P s x s

td formulojmé dhe vértetojmé teoremén e anasjellté né teoriné e

pérafrimeve.

Teorema 3.1. Le té jete f(x) el 1 <p < o

Psasp

2pa:+1_"> 0, 2p8+1 » 0, » dhe », numra reald té gfarédoshém.

2

At'dher® pér ¢do numér natyral n viene jobarazimi:

P "'"1 -
w(f,yn <
( ' )p‘ﬂ!’ﬂ’ﬂl *P

3O

n
z E_(f
g =1 5( )ptalﬂipl ’ P,

ku konstanta C nuk varet nga f{(x) dhe n.

Vértetimi: Shenojmé me Pn(x) polinomin algjebrik te
shkallés jo‘mé td lart® se n-1, i tilld q& ky polinom éshte po-
1inom i pérafrimit mé t¢ miré me peshe p&r funksionin f(x) ne

metrikén , d.m.th,

L.
pﬂl :ﬂ

| | -2 P, -2.°
_En(f)p = Hlf(x)-Pn(x)](l-x+n ) L (1+x+n )"Hp‘u’ﬂ

» X Iﬂ Ipl iﬂ:

Formojme vafgun e polinomeve algjebrike sz(x) né kéete

ményre:

(X)P () K> 1 Q) = Py ().

Q k(x) ? P

2 2

2

t
!
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tshté e garté se vliene barazimi:

N
T Q (x) =P y(x)
=0 2K T oM

0 2

vierésojmé tani modulin w(f,5)

p:ﬂ:ﬁlpi !Pz

Shenojme:

Ku
g =X\ P

1
J. =[ § 1e(a+t)-p(e)iPn(a,t)de1? =g 1elo+t) -
0 O

1
- TZN(6+t)+TdN(G+t)-TZN(6)+T N(ﬂ)+¢(a)1ph(6,t)dﬂ]p <
1
x=A — =2 D
S| f Je(0+t)-1 Nwtt“ph(ﬂ,t)dup L g5 e {e)-T N(ﬂ)| h{a,

0 4

1

N
'I I. ¥ : A
Ll L y@oah)-1 o h Th(e,L)de] < N IR T D B
- N TN l | ]
Lgjedhim N t@ tille q& —pgr <t <. Per Nt tilie,
2 2
- Jy < AE (f s on
! 1 2"( )Psﬁaﬂ:R,:R,

Née inteéral1n 'Jﬂ,'zbatojmé | emén 1.7,.fitojmé:'

1

T ~A )
|¢(0+t)-T2N(6ft)lph(3+t,t)d8]p .

J"< A, S
1 2 f

kemi :

t
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géjme zavenddsimin v = 8+t dhe meqe 0 < t-ﬂ'Z-N7{ A, kemi:

' T =X+t D ]E n
< ALlS e (V) =T o(v)ITh(v,t)dvl® <A irielv) -
1 3 4 5N 4t

J

1

- T N(V)lph(v,t)d’u']p < A4 E
2

f
ZN( }Dsﬂ‘-:ﬁspl 5.02

Vierésojmé tani J:, kemi :

T =X\ 1 m-x L
3 =05 4T y(ert)-T (@)1 Phe,t)de)? = (s LLJT
0 0

ENCELRE
] 0 2 2 N

2

]
-Sin{ﬂ+u)du]lph(ﬂ,t)d8 P

Zbatojmeé peérgjithésimin e jobarazimit té Minkovskit, fitojme:

t a-A ]

Po< A gL S 1T Lsu)sin(o+u)i Pr(o,t)aer P du
- 0 0 2

LthUJlné |l emén 1./, kewi:

t #-A - 1
J? <A, f[5r T (ﬂ+u)S1n(8+u){ph(ﬂ+u,t)dﬂ]p d u
1 . 0 0 2N '

- péime zévendésimin v = 6+u, dhe duke pasur parasysh qe

0 <u<tg Z_N-d A, kemi:.

x T N _ D ‘.
J1 < Ast L f1 2 Q‘k(v)s1nv| h{v,t)dv]
o k=1 2

L]
p -
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Zbatojmé jobarazimin e Minknvskit, Kemi :

1
N | e
J1:< ABt 2.1[ f|Q£k(v)S1nv|ph(v,t)dv]p :
k= 0 |

N& bazé te lemés 1.5, kemi:

s < at z 25510 o (v)1Ph )dl%A PLN
J t = [ S1Q v)1Th{v,t)dvl" < t 21T V)~
17 79" kot o 2f ' 1071 o 2F
]
Py P . R
- TZK_1 (v)1"h{v,t)dv} <A10t2_ 21 M7 k(v}-v(v)+¢(v)-
| k=1 o 2
‘ N
- T Py t)d#]ﬁ <A, tZ 2*E (f
zk_“(V’l ( ] 11 k=1 zk_'! )P*“'ﬁipl 'pi -
Duke pasur parasysh jobarazimin:
. K
k._ f
2k | f < X E_(f
Zk'1( )p'ﬁ’ﬂ'Pl'Pz S__zk--1 s | )p'u'ﬂ*p;'pz
do t@ kemi:
J; < 4
A T E_(f
1 12t g =1 5( .)P:a:ﬂ:pl *P,

Meqe, 2" <n< ZN'H dhe 1 <t S 1 , atéherée
. n+1i | n |

. -
3P <A Lz E_(f
I - 13 n =1 sl )P:a:ﬂrpl ‘pi

Ne ményr?® analoge vierésohet edhe integrali J,. Késhtu teorema U

 vértetua plotésisht.
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3.2. FUNKSIONELA DHE MODULI I VAZHDUESHMERISE ME
TRANSLACION

Shenojmé me .Ap - bashkésiné e funksioneve g(x)

te tilla q& g(x)e Lp , g(x) absolutisht 1 vazhdueshém ne

sqs f
¢cdo segment [a,bl < (-1,1) dhe g'(x)x/1-125'Lp 5
* o ?

Per funksionet f(x) el g 1 < p € o pérkufizojme
ry?

funksionel@dn né Kéteé méenyre:

P p

e " - - 2 l AR 2 ’ !
K(f.5) = inf {HF(x) =g OO T (1-x+87) - (Mex8 )i, g

p’ﬂ:’ﬁ’Pl "h g(x)EAp:rx:ﬂ

| , g °
+ 6ug1x)~/1-x2(1-x+62)1 (1+x+52)I I - ﬂ}

Teorema 3.2. Le t@ jete f(x)E'Lp g ] < p € o,
'Y

2px+1 » 0, 2pf+1 > 0, atéhere ekzistojné konstantet pozitive B,

dhe B, gé nuk varen nga f(x) dhe & teée tilla qge:

o(f,8 ' < 5 < B,&(f,
B, w(f,3) K(f, )I:,”Mﬁwl”,2 B,3(f,8)

p:a:ﬁ:pl * P, :a;ﬂsﬂi * 0,

-m<p={lﬂﬂ 0 < 8 < p < A

)

ku -m<pl<““ 3

Veértetimi: Le te jete g(x)efkp a8 Vierédsojmé modul in

e vazhdueshmérise “(f’a)p,a,ﬂ,g P Shenojmé:

W <
w(f’a)P:ﬂrﬁ ’pl :Pz T1 ¥ TZ
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Vierésojmeé integralin T,

T -A %
T, = U lo(8+t) -9 (8)1 Ph(o,t)de]
0

"%

+ d(e+t)-d(8)+d ()~ (0)1Ph(a,t)do]

1

. Pra, kemi:

T -A
15 le(a+t)-d(o+t) +
0

T =X lp
<[f 1d(8)-¢(8)1.Pn(o,t)do1" +
()

P

1
+ 1S lw(9+t)-d(0+t)lph(ﬂ,t)de]p+[f Id(ﬂ+t)-d(ﬂ)|ph(6,t]d9]p “
0

‘I"-l —_— JmA
0
1 2 3

< T1 + T1 + T1

Esht® e qarté se:

1
T

Nt iuluqruliu l]‘

T =A
T1 - ﬂqlr | {(tHo 0} {0 4]
| :

P

' P 2 JFa o B
< Byl f(x)=g(x)(1-x+3 } P (14x+C) I e ° ku g{cosg )=da ;.

atodme bemedn L0 T Lo fme

1
M P 0yam P

Béjme zévendesimin v = 6+t dhe meqé 0 <t €8 < g <A kemi:

x -A+t

Ty < BylJ 1o (v)=d (V)1 Ph(v,t)dv)P < 34[II¢(v)-d(v)|ph(v,t)ﬂu]
t 0

2 P 2
< BN f(x)-a(x)1(1-x+7) ~ (1+x+5 ")

Vierésojmé tani integral

| !
P &

P

2
“p

2 o f8

in Ty. Pra kemi:
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=N\ | 5
Ty =S | fd” (cos(8+u))sin(6+u)dul Pr(e,t)de]" .
o 0

Zbatojmé pérgjithésimin e jobarazimit té Minkovskit, kemi:

1

t m-A £
1g-(cos(6+u))sin(e+u)IPn(a,t)da]” du

T2 < B IS
1 50 ?

Tani zbatojmé lemén 1./, fitojmé:

1

t 7 -A D
T? < Berils lg’(co5(9+U))51n(ﬂ+U)lph(ﬂ+U=t)dﬂlp du .
0 O _

Béjmé zévendésimin e ndryshoreve v = 8+u dhe meqe O<u<t <8 <A,

kemi :
T 7 -A+y ~ l t =
T? < BgfJ lg'(cosv)sinvlph(v,t)dv]p du, < Bef[flg'(cosv)siHVIp-
0 U O O "
L 1 | 1
.h(v,L)dv]“ du -. lijlJ'lg'(Lu:.v):,inw li’h(v.ur.,.l.)d'o.!]Ilr du
0 )
i : RO i G4
Meges 181 - 6 due '.inlvh(u_lj '.IHIU('.III oip (ru'.f:)
p o P Zpa+p+1 2pg+p+1
. (sin? ;.+52) ‘ (c:crs_2 ;-+BZ) Po= 2(sin %) (cos v})
p p
-(sinz*;+t2)"(cosz-;+t2)’
Né integralin Tj béjmé zévendésimin x = cosv, kemi:
, : platy)  PB*) 50 X
Ty < Bys | f1g” (x ) P(1-x) (1+x) (1-x+6°) ' (1+x45 )’dx]p :



74

Késhtu, kemi:

3 . 7 2 Py 2"91
T1 < B?Eilg (x) V1=x"(1=x+8") (T+x+d ) llp’a’ﬂ.

Né ményré analoge vieresohet edhe integrali Tz' N'e

kéte® ményré ‘éshteé vértetuar jobarazimi:

a(fys)p < BBK(f,B)p

' 5 B :ﬂt s P

A ' & 4 P :Pl » P

2

Vértetojmeé tani jobarazimin e anasjeilte. Marrim pér

shqyrtim funksionin ¢n(9) td dhéné me formulén(2.8) Shenojmé:

x b Z 2\ ¢ ‘Uz
.F1 = H[*n(X)-f(x)](1-x) (1+x)P ¢(1=-x+t7) (1 rx+t") T,
ku w"(x) = wn(arc-cosx). Pra, kemi:
i 8 1

: ‘ P " p P
Foo= [flwn(&)-w(ﬂ)lph(ﬂ,t)dﬂ]p =[5 1¢,(0)-¢(8)1Ph(e,t)do 1" +

0 0 |

1 |
1 =0 1

" — - 5
5 [£|¢n(a)-w(e)|ph(a,t)da]p <.2n‘{[f y¢(e+t)-¢(e)|ph(o,t)da1pdt +
0
" n
i 1 1

e [ y P, P
+ 2nf(f |¢(6-t)-¢(ﬂ)| ph(e.,..i:.)dti] dt + pn{a[[h(ﬂ,t)l do | :
1 ﬂn n
Zn

Duke u bazuar ne jobarazimin (2.6) dhe pérkufizimin e moduiit te
vazhdueshmérisé, fitojmé:
F. < Bo@(f,n ")

1 8 :

P ¥ ,ﬂ ’pl ’p‘l
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Funksioni wn(x) esht® absolutisht 1 vazhdueshem ne
¢cdo segment [a,b] C (-1,1) prandaj edhe né ¢do segment te¢ tille

ekziston derivati i ti] ¢h(x). Né kété rast, shenojme:

X ) p 0 ’ p B
F2 = nwn(x) 1-xé(1-x+t2) l(1+x+tz) ‘Hp!a!ﬁ, = lie (arc COSX )"
] -, p P
-(1-x2) 2(1-x2) ?(1-x+td) 1(1+x+t2)2up arf "

P
le” (arc cosx)(1-x+t2)p‘(1+x+t2) 2 :
n | Psasp

Bejme zéevendésimin x = cosf , kemi :

P# P

2pé+] ; .
23 zdﬁ]p:

X Lpati p 2
(cos ?J (sin® 5+t )

e .8 26 2
F, < [{an(ﬂ)lp(sm ) (cos” +t°)

H“ ] f |

by |¢'(0)|“h(ﬂ,t)dn|“||1 | (u)l“h(u,L)dulp
5 n %1 n

Jevendesogme Lant formuldn poér derivalm e tunksionid ”\;ﬁj)‘
fitojmé:
- 1 m

F, < 2n[£ l-,o(e+;_)-sa(o+;—ﬁ)lph(ﬂ,t)dﬂ]p t Zﬂlgn'*ﬂ(“'%) i

1
14, P P < P -1
- a___ ;
‘P( Zn)l h(elt)del Bg h(f’n )p,ﬂ,ﬁ 191 ' 0

2

. 1
Le té& jete tani *H?T‘< § < = né kétéd rast kemi:
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< K(f,n") ﬂu[f(x)-wn(ﬂ](l-rww——]g)
n

2 p,a,’ﬁ,‘pl ,pz

K(f B)D:ra:ﬂ:p s P

~(1+X+1 )p’ { v Ly (x)(1-x+1 )ﬂ1 (1+>~t+—1 )p’sﬂ-xzu
;z Pya,f n n ;]_2' nz- Psas s

Ku ¢n(x) dshtd funksioni i shqyrtuar mé par€. Pra, kemi:

: -1
B, nas(f,n | B f,

K(flst,a lﬁ ,pl ’p:

~ 1 < B, ,5(f,5)
< B1 .[(d(f, 1)P:a B sP, 8, ¥ Al P 2P

D.m.th. teorema 3.2 u vertetua.

3.3. TEOREMA E DREJTE PER MODULIN E VAZHDUESHMERISE
ME TRANSLACION

Para se té vértetojmé teoremen e drejte pér modul in
w{f,5) do t@ vértetojmeé teoremén e cila paraget
plalﬂ:pl »P,
vlierésimin e perafr1m1t mé té mire te funksionit té derivuesheém
né intervalin (-1,1), me ané té normés s& derivatit te két1]
funksioni.
Teorema 3.3. Le t@é jete g(x)eA 1 < p K oo,

Psa iﬁ »
2«p+1 > 0 , 2ap+t > 0, atéhere viené jobarazimi:

~ ' A | o P
En(f) < B ng (x) 1-x (1 -x+n " (1+x+n 2):’u ;

Psa »f lpl :Pa Pra 5 f

ku konstanta pozitive B13 nuk varet nga f(x) dhe n
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2

Vértetmi: Le té Jjene p dhe » numra real te ¢gfare-
doshém. Zgjedhim numrin natyral q te tille ge ¢ }ix+iplliﬂpzl.
Pér ¢do n zjgedhim numrin natyral m, tée tillé qé té plotésohet

kondita:
ol AT ) < D 41 | | | (3.1)

Shqyrtojmé polinomin Q(x) te pérkufizuar né lemén 1.3.
Polinomi Q(x) ésht?d i shkallés jo mé té larté se (q+2)(m-1) < n.
Pér cdo n , qé plotéson konditen (3.1) né vend t@ polinomit

Pn(x) marr im polinomin Q(x). Atehere:

T | ' 2y +1 ;:"p+1
'M(X) = g(x)-Pn(x) = Q(XJ'Ik(tams”:ﬁ)g(x:t:“n#)(Singi (CDSZ) dt
| 0 )

Pér vértetimin e teoremés do té dallojmeé kéto raste:

-1J.ﬂ:’ﬂ>_—-_1_’2)ﬂ=ﬁ>-._1_,3)&}‘3:-

2p 2p 2p
1 1 1
4J¢=5=“'—2—E.5)5>a=-§5,5)ﬂ>a>-2—-5.

rast polinomin Q(x) e marrim per rastin » > u > i Pra, kemi
| T ot 2V +1 N 24+
M(x) = sk(t,m,»,e){g(x)-g(x;st,v,u)y(sinz) (CoSw) dt =
- +
o 1 1t vl g ,umy 21 e
. FR@mr ) Ig )y (1of)  rT(2%) Csing cosy dudzdrdt,

_7(":"') O o -1o
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ku y = Xcosu + rz sinu 1-x2 - (1-r2)(1-x)sin22u—

Yy = Xxsinu = rz cosu 1—x2 + %(1-r2)(1-x)sinu

: | _y P _p b
Shqyrtojmeé tani normén: M = IM{x){1-x+n d)‘ (1+X+n 2)2 np e

Né& M zbatojmé jobarazimin e Minkovskit, kemi:

: " t ¢ 2y +1 ¢ 2u+! 11 o
M < Sk(t,mw,u)f(sin ) (cos ) s sf (y)y, (-x) -
y{v,u) O 0 -1 0
1
P 5 P . v=u=1 2v+1 [T
(14x)P (1-x+n 2):I (1+x+n £y (1-r°) r (1-2° ddrdznpdudt.

Tani do té dallojmé kéto raste:

a)lPo shqyrtojmé rastin p = 1. Né& kete rast mary \m
numrat v» dhe g té tillé q&¢ » = @«, p = h . Né mosbarazimin e
mésipérm bejme zévendasimii; e ndryshoreve né integralin e tre-
fishte sipas formulave té dhéna né Jemén 1.4. Duke u bazuar née

lemén 1.4, kemi:

t Lt 2v +1 t 2p+1 I 1 2(|ﬂl 1+|p2 )
M < B,, gk(t;m,p,p)ﬁ(sln 7} (COS 2-) [1+(nis1n§|) ]-
1 1 o
v “'e ﬂ+§ -2 2.0 2 V¥ 1
- { f {lg'(y)(1-yl (1+y) <(1-y+n °) " (1+y+n ") " (1-R"7)
- n .

1 /
2 H+_ B e ﬂl . p
. R2ﬂ+1 (1 _vd) 2dyde V]dl.ldt < _.%_5_“9' (y} 1-y2(1"y+n d) (1+.Y+n d) 2 |lp a ,f

b) Le te jetd p e tille q¢ 1 < p< = . Ne kete rast

zgjedhim € te tille q¢ 0< e <v-p, v =a+e€, p =§.
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Vierésojmeé normén:

1 T t 2v+1 2+

M= —— Jk(t,m,v,u)f(sin 5)  (cos 5
T(p:ﬂ) 0 0

t 1
J IQTY)Y1
-1

P

X

2 Vo=l 5 2 M7y

'(1-x+n_2) ) r (1-27) dudzdrdt

. -3
' (1+x+n 1 -
( ) ( ¢ p!ﬁ}ﬁ

‘Zbatojm® tani jobarazimin e Minkovskit, kemi:

1 T t 2v +1 Zu+tl 1 1

M < Fk(t,m,v,p)y(sin %) (cosPZ) 5 r9{y)y,
7(":“) o - 0 -1 o©
y y ) vl 2utl o, gt
» (1-x+n ):I (1+x+n )2 (1-r") r (1-27) dr-dzup N dudt =
' : v { t ¢ Zv +1 ¢ 2y o+
2 e fk{t,m,y ,u)f{(s1n 2) (cos E) 'M1dudt ;
- Y(v,u) O - 0
k4
Ku -
11 - P _9P, A VeB-1 2841 ) pﬂl
M, =l f SFg(yly(1-x+n )" (1+x+n °) (1-r°) r (1-r°) “drdz
I _1 0 1 D,Et',[j
Né M1 zbatojmé jobarazimin e Holderit, kemi:
11 o P I u-ﬂ—l
My < 0T gy (=) (100f (Tax#n ™) (1exan™2) 2 (1-¢2) P .

-1 =1 0

Zﬂil 2 ﬂﬂi- p e +1-1 1 L.l P

] 1
= 11 - = 1
r Pl-z ) Py dzdrdx P [ ; f|(1-r2) P p(1_22)?p 2-| dzdn <
. " G ;

a-p.l

(1-r2) .

i 11 | 5 P o, P
| <'B16 | ﬁ flgly)y1(1-x)a(1+x)ﬁ(1-x+n 2)l (1+x+n 2)z
=2 -0 .

U 1 | 1
28 4+ , B=5— P =
or Pr1-2%) 4P "dzdrdx P .



N integraiin e fundit béjmé zeévendésimin e ndrysho-

reve sipas formulave te dhéna ne lemén 1.4, pranda] kemi:

y I'_‘(l.ﬂ1 | +ip, 1} LI ¢+,;. 5+%- )
My < [1+(nlsini) 1L ety (ey) T0ey) ST
= o - %
g ‘i
pP .o Pp , Pla-g)-1 2pg+] pB - =
-(1-y+n'2J L (1ey+n ) (1-RE) R (1-v%) Z4ydRdv]P <

| | 2¢lp 1 Hp 1) / _2 P 2P
< [1+(nlsin"24) ‘ oley) 1-y2(1-y+n 2) P(t4y+n ) ‘upm,ﬁ-

Shprehjen e mésipérme pér M1 e zévendésoimé né M, kemi:

t 2v +1 dut] 2(1g 1*in, 1)

-
M i:B1ng(t,m,p,g)g(sin%) (cosz)  (1+(nLsingl)

s f§

~ 4 -2 P -2 P |
g7 (y) V-y2(1-y#n 8 (tayen ™)y audt <

B,, -2 P 2P
< 7 ygqy) S1-y2(1-y+n %)t (1ayan TS * ~
n P:a:ﬁ

c) Ne fund po vértetojmé teoremé&n p = « . Né kete
rast zgjedhim e te tili2 q¢ 0 <e <P?-# , v =ate, yu =8.

Pra, kemi:

| P . T . v +1 . 2u+l 11 W
M < B, .fk(t,m,p,u)f{sinx) (coS=) f Mg{y)y,(1=-x+n =) ' -
187, LASTgE Z 3 F 1
: 1
_o P ate~B=-1 Z2B+1 g-
C(1+x4n8) 2 (1-r8) r (1-2%) fdrdz _  , dudz
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Tani béjmeé zéevendésimin e ndryshoreve sipas formulave té dhéna
nég lemeéen 1.4, kemi:

t 2v +1 cv+l 11 Ct+1 ﬂ+%

T
1< B rk(tmr,un s (sind) (cos) g fig(y) (-y) S0
70 0 -1 o0

P L e = 2 +1 T
- (1-y+n é) I (1+y+n z) l U—RZ) R (1~vz)_ vii -

! t 20 +1 e

2 t

2 € - ) p -
. (1-R%)¢ "R (1-2)%dRdzdvat < Bzogk(t,m,v,p)£(51n?) (cosy)

Z(IP I'szl) ﬂ+1 ﬁ+1 _2)»01

(1+(nlsingl) 1 gly)(1-y) “U+y) S(1-y#n

9 P By, > P y P

(1+y+n %) P dt < —— 1 gly) 1=y (1-y+n )8 (J+y+n 70 S0 oy

Ne ményrd analaoqe vértetohen ecdhe racroet 2)Y-4) por
veboem dubel bere zgjedhge l.\ji:l,.'(:r Le polinomel (x) varcsanhl
nga funksioni 1 translacionit te pérqjithsheém f(x,t,r,p¢). Me
sevend e bmmin o me c orantbi by ey ohed o ne aasban b oaebe

sa rasti 6) né rastin 1),

Teorema 3.4. Le té jeté f(x)el ., 2pasl >0,

2pg+1 » 0, 1 < p < « , atéhere ekziston konstanta pozitive 822

g& nuk varet nga f(x) dhe per teé cilen vien& jobarazimi:

: ' | -1
En(f’p.a,ﬂsp, > 0, * BZZ(p’“‘ﬂ’l'”)w(f’n )

P, B s »0
1 p



¥

Vértetimi: Le teé jete -g(X)e'np Wk Po shenojmé me
: » X

Pn(x) polinomin algjebrik te shkailes jo me te larte se n-1, 1

cili ‘ésht® polinom i pérafrimit me te mire me peshé pér funksi-

onin g(x) né metriken Lp B Atehereée kemi:
E(f) < nLf(x)-P (x)1(1-x+n'z}”' (1+x+n"’3;“" I
n P:q:ﬁ:ﬁi :ﬂz n | Poasf
-7 Py -2 R,
= NEF(x) =g (x)+g(x) =P (x)](1-x+n"%) " (1ex+n™ %) 71 <
pqﬂlﬁ
' 2.7 -2. 7
S UEF(x)-g(x)F(I-x+n"7) ~ (P+x4n 7)) M o ¥ g (x)=-P, (x)]
_ 4 N | . £
- (1=x+n 2) P (1+x+n 2)’ ! = BLf(xj=g{x)}] (1=-x+n 3)‘
P:u:ﬁ
"I i';
{H1=-1n ) Hllt"‘l” ' lnilljli‘ﬂ'li"“! T
Chatojme teoy vpen LB e e
£ (f < B GLf(x)-g(x)1 (1-x+n"2)" (1ax+n”8) "
nil) 24 M g AT

P:a:ﬁsﬂl :Pz

- ) -2 P -2.%2
+lg(x) V1=xT(1-x+n 7)) © (1exdn 0) T g

Ana e majte e jobarazimit te fundit nuk varet nga g{x), andaj

né bazd té teoremés 3.2, kemi:

1

En(f) """ Bag (PsashsA w) (f,n mesﬂ:pl ' 0

p:ﬂ:ﬂipl 2, .
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Vérejtje 3.1. Nga teorema 3.1 dne teorema 3.4 drejté-

pérsédrejti rrjedh relacioni:

~a Y B |
= o &= Az
w(fia)pialﬂ!pl ’pl 0( ) > En(f)psﬂ:ﬁ:pl :ﬂz O(n )

ku 0 <7 <1, relacioni 1 mésipérm éshté ekuivalent me rela-

cionin e njohur té Salem-Stegckinit. Per b =P, = 0 , fitohet

relacioni 1 ahéné nd vérejtjen 2.1.

vérejtje 3.2. nNé qofte se p, =P F 0 dhe p = 2,
ndérsa A = %;- teorema 3.1 dhe teorema 3.4 jane vertetuar

né punimin | 29].

Vérejtje 3.3. Pér A = 0 , modul1r 1 til1le &shté pérku-
fizuar n@& punimin [ 30] 1 ¢ilr moaul nuk esrtée i fundéem pér ¢do
rast.

Vérejtje 3.4. Peéer p =P 0 dhe p =1 teoremat

ol

e m%sip%rme janeé vértetuar ne puniﬁin [ 33].



PE3WNMNMLI

B pmaHHOU padoTe PACCMATDUBACTCH 0600 WeHH N MOLYNE
HeMPEepPHRHOCTH, ONpeneneHHH 4Yepe3 ofSofmeduM CXBuUr LelHme-
BCKOTO TMUII& , HE IABUCANMU OT BECa UIYUALMOTO IPOCTPAHCTEA.,
NlOK83HH CBOUCTB& KOTOpHE OOJABRAET 0600mMEeHHNY MOAYAL Henpe-
PHBHOCTH. Hna 2TOT MOAYIbA HeNpPepPHBHOCTY HNOKA3JAHH npaMman U
06pATHAR Teopeua TEeOoDHM MPUGANKEHNA B BUACHEH BOMPOC O
noncrpyannﬂon XapaKTepUCTHKe Kuacca 5jnmnnu YO0OBNETBO=

papmEx Gonee odmeMy yCJHOBMD UEM YCNOBME JAaHO paHMme.
Taxxe B pafoTe BBefeH eme OXMH oGOCmEeHHNT MONUYNID HeIlDe-

DHBHOCTY ANA KOTOPOTrO .CNPaBeiIABh npsaMag 1 odparHad TeEeOpeMH

TeOpHMR NPUOGAUXEHUH.
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