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Iinearni funkcionali u normiranim prostorima su jedno
1ajmoénijih sredstava koja sluZe za proucavanje tih prostora.
: toga Je Hahn-Banachov gtav o0 produzenju ogranicdenih linearnih
¢:cionala na normiranim prostorima, zajedno sa svojim posledica-
odigra0 fundamentalnu ulogu u razvoju funkcivnalne snalize. 0Od
sbne vaZnosti su funkcionali od dva argumenta koji su linearni
po Jjednom argumentu i koji zavise od norme prostora. Najznalaj-
L medju nJjima Je svakako skalarni proizvod, na kome bazira cela
*ija unitarnih prostora. Prostor ima bogatiju strukturu u geo--
*1jskom gmislu u koliko se na njemu moze definisati neki odre-
11 funkcional, kao Sto je skalarnl proizvod (unutarni prostor),
11 prostori u kojima se svaki linearni funkcional moZe pretsta-

L kao skalarni proizvod (Hilbertovi prostori) su od posebne

msti.

Zbog toga je, joS od samog pocetka razvoja funkcionalne
lize, postojala teZnja da se vkarakteriSu prostori sa skalarnim
| .zvodima preko norme tih prostora. Tako su, jo¥ 1935, d., P. Jor-
i J- V. Neumann u .25 dali potreban i dovoljan uslov da norma
stora 1izvire iz nekog skalarnog proizvoda na tom prostoru. Ta-
je je, iste godine, i M. Freciiet u 14 na svoj nac¢in, oka-
'erisao prostore u kojima se moZe definisati skalarni proizvod.

1S lma visSe radova koji su posvedeni tom problemu.

Prednost uniternih prostora, nad ostalim normiranim pros-
-ma, se ogleda najvise u tome, Sto se geometrijski pojmovi kao

su ortogonalnost vektora, ugao izmedju vektora, projekcija vek-
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~a na vektor, zatlm konjugovanost operatora 1 spektralna teorija

,ratora na tim prostorima, lako izudavaju.

Prvi pokusa] da se u neunitarnim normiranim prostor:ias
sdu neki geometrijski pojmovi, kao 8to je vrtogonalnost na pri-
-, pripada G. Birkotfiu, koji je 1935+ g« U G ; definisao crtogo-
inost vektora prekc norme prustora (Defe le2.2.). On Je tada po-
a0 da se preko tako uvedene ortogonalnosti mogu okarakterisat:
<1 unitarni prostori- J. R. James je 1947. g. 1 221 pokezac
Birkoffijeva ortogonalnost kao 1 ostali geometrijski pojmovi -

najbolje 1 najobukvatnije proudavati preko izvesnih linearnih

akcionala na datom prostoru.

Kvalitetan akok, u tom smislu, je napravio G. lLumer

31. g. On je u '3li definisao jedan specijalan funkcinal {(lLel-
1.1.) na normiranom prostoru, koga Je nazvao poluskalarnl pro.z-
i3 ili s.l.p a koji prelazi u akalarni proizvod kada je prostor
itaran. To je u stvari jedau funkcional sa dva argumenta, kojil
linearan po prvon argumentﬁ, iz koga izvire norma 1 za koga Vva-
Canchy -Schwarzova nejednakost (Téor. 1.1.1.). On je pokazac u
som radu, da i tako dosta jednostavan funkeional, za kojl se sa-—
zna egzistencija. moze da posluZi za uopstavanje raznih pojacvn
unitarnih prossora. ze resavanje najslofenijih i najsavremenij:n

~blema kao &to su prcblemi C -algebra i drugi.

E. Berkson je 1965. g. u |4 pokazao da su s.i.p-ovi fec-
vrsta Badeovih funkcicnala (Def.4.1l.16.) preko kojlh se mog. a k-

izudavabi Zerritski operatori u Banachovim prostorina.

J. R» Giles Jje 1967. g. u 117/ posmatrao s.l.p-ove i
jatnir csobinama i u neku ruku izvrsio klasifikaciju prosgtora nre

Ssil.r~0ovima na nilma-
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Nas prilog, u ovom radu, je u okvifu teorije samog po-
skalarnog proizvoda i u okviru novih rezultata koriSéenjem polus-
Larnog proizvoda. Posebni prilozi su ako poluskalarni proizvod

2dje u skalarni proizvod.
Prelazimo na kratku analizu pojedinih odeljaka.

U odeljcima 1l.1l. i 1.2. su date osnovne definicije i re-
-tatli u vezi sa s.i.p-ovima koje su dali Iumer i Giles. Giles je
‘azao da postoje funkcionali koje je definisao Iumer a koji ima-
dodatnu osobinu da su homogeni po drugom argumentu (Def. lelo2.).
'ZV. Deprekidnim s.i.p-ovima (Def. l.l.3.), ortogonalnost koju
uveo Birkoff, se lako izraZava preko s.i.p-a (Teor. Le2ela )is
vazniji Gilesov rezultat u ovom paragrafu je teorema l.2.4. koja
orli da se u neprekidnim s.i.p-ovima koji su uniformno konveksni
Lo le2e4.) 1 kompletni svaki ogranideni linearni funkcional mo-
prikazati kao s.i.p. (Analogno fundametalnoj Fréchet-Rieszovoj

rimi).

U odeljku l.3. navodimo Gilesovu teoremu koja daje vezu
edju neprekidnihk s.i.p.s-ova i G8teau deferencijabilnih prostora
fo la3.1.), sa nasSim, nesto Jednostavnijim, dokazom od Gileso-

dokxaza 1z ‘17! . Teoremom l.3.2. prenosimo da Sel.pes—~ove jedan
chetov rezultat iz 147 kK0Jl se odnosi na skalarne proizvode. Na
ju, na osnovu Gilesove teoreme 1.3.1. i nase teoreme 1l.3.2., da-
0 Jedinstven postupak kojim se na izvesnom normiranom prostoru

Inlse Jjedan s.i.p. Navodimo i konkretne primere s.i.p-ova u real-

prostorima 1P i .

U odeljku l.4. gmo, slidno u lnitarpim prostorima, oka-
serlsali linearnu nezavisnost vektora pomo¢u s.i.p-a, uvodedi

stenu Gramovu determinantu (LECT. dleale)s Takodje smo (Teor.
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4+.2,) okarakterisali linearnu zavisnost vektora u s.i.p.s-ovima

aditivnom transverzalno$éu (Def. lelba2e) e

Teoremama l.4.3. i l.4.4. dajemo neke dovoljne uslove,
ratene preko transferzalnosti 1 ortogonalnosti, da bi niz vekto-
bio linearno nezavisan. :eoremom l.4.5. dajemo Jjedan dovoljan
1ov da za svaki zatvoreni potprostor nekog Selepe.s—a postoji vek-

r, razlilit od nule, transferzalan na potprostor.

U odelijku 1l.5., koristeéi Gilesove resultate 17’ daje-
veoma jednostavan dokaz jedne Jamesove teorema [22; u slucaju
je normirani prostor jedan neprekidan Se.l.pe.s. Takodje poJjed-
stavljujemo dokaze Leduca ‘29. za ranije poznate teoreme O egzls-
1ciji skalarnog proizvoda u realnim normiranim prostorima. Foka-
jemo, dalje,da Je jedna Jamesova teorema 22! 0 egzistenciji ska-
-nog proizvoda opitija od jedne Fickenove teoreme iz '11: . Na
ju dajemo jednu novu teoremu o potrebnim i dovoljnim uslovima
0re le5.1l.) da jedan s.i.p.s bude unitaran prostor. Posledicon
, teoreme se pokazuje da se aksiome skalranog proizvoda mogu da-
drukéije od uobilajenih.

Odeljak l.6. posveéujemo takozvanim problemima "dualnos-
, problemima oko minimalnog rastojanja nekog elementa od datog
prostora jednog Banachovog prostora. Uvodeéi pojam relativne
Stene dualne norme preko s.i.p-a (Defe le6.3.), koristiéi jedan
ultat A. Le Garakavija :15! i rezultate Gilesa ‘17 , uopstili
rezultate N.H. Vinha iz !45 . Uop3tenja se odnose na n-dimen-

nalni prostor Cn, koji se zamenjuje sa uniformno konveksnim 1

e,

.

pletnim s.i.p.s-om. Dimenzija moZe biti proizvoljna (Tepr. l.o.
Teor. le6s3., Teor. 1l.6.4.). To nam omoguéuje da teoreme, iz
, 0 polinomima op3tije iskaZemo i dobijemo dve teoreme (Teor.

5. i Teor. 1.6.6.) ¢ analitickim funkcijama.
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U odeljku 2.1l. uéinili smo pokusa] koordinatizacije ne
1 Sslep.s-ova. Naime, pokazali smo (Teor. 2.l.l., Teor. 2.l.2.,
e 22le3s, TeOre 2elelds, Teor. 2.1l.5., i Teor. 2.1l.6,) da u iz-
snim s.i.p.s-ovima postoji takozvana orto narmirana baza prosto-
, tde. takav skup uzaJamno ortogonalnih jedinicnih vektora preko
iih se svaki vektor moZe izraziti u obliku linearne kombinacije
1 vektora, sliédno Hilbertovim prostorima. U odnosu na takvu ba-~
vazi uopStena Besselova nejednakost i uopStena Parsevalova jed-
0st. U takvim se prostorima olakSava rad jer se svi metodi ba-
sa 1z Hilbertovih prostora mogu koristiti u tim prostorima. To
gucava uopStavanje raznih problema iz Hilbertovih prostora.
remom 2J.7. pokazujemo da u nekim s.i.p.s-ovima sa bazisom pos-

‘1 Jedinstveno razlaganje vektora preko vektora potprostora i vak-

‘a transferzalnih na taj potprostor.

U odeljku 3.1. prosirujemo vaZnost rezultata Ljubida

sa realnih n-dimenzionih prostora, i na$ih rezultata 34 na
1ne neprekidne s.i.p.s-ove, dokazujuéi pri tome strozije jedan
glavnih fakata iz (33! i i34 . Naime, u skupu svih normi opera- -
a na L(C) (Def. 3.1l.1l.) uvodi se parcijalno uredjenje %= (Def. 3.
.) i pokazuje se da je minimalna norma, u smislu ovog uredjenja,
ratorska norma (Def. 3.1.2.). Takodje se pokazuje da su dve raz-
lte operatorske norme na L(C) neuporedive. Za kompleksne ili rea-
Hilbertove prostore pokazujemo (Teor. 3.l.2.) da su dve opera—

ske norme, koje su inducirane normams vektora a ove izviru iz

larnih proizvoda, Jjednake.

U odeljku 3.2., preko s.i.p-a u neprekidnonm Selape.s—-u C
11mo dve vrste konjugovanih operatora (levo konjugovan A Def.
2. 1 desno konjugovav AT - Def. 2e2¢3¢)e Dajemo dve teoreme o

operatorima. Prva daje direktnu vezu lzmedju tako konjugovanih
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sratora i obidno konjugovanog operatora A (konjugovanl operator
sratora A u Banachovom prostoru). Druga teorema pokazuje da su
-me levo konjugovanog operatora, desno konjugovanog operatora 1

3no konjugovanog operatora jednake.

Odeljak 3.3%. je posveéen Lumerovim rezultatima :512 koJi
odnose na specijalne funkcionale na L(V), tzv. numericka polja
ratora i numeridki rang operatora, i funkcionale na V tzv. stej-
‘S

U odeljku 4.l., prvo se daju osnovne definicije koje do-
e do pojma C-algebre. Navodi se definicija I. Vidava 44} koja
Siruje pojam hermitskog elementa sa simetriédnih algebri na nor-
ane algebre, navodi se nova definicija hermitskog elementa na
ebri operatora L(V) Banachovog prostora V, koju daje Lumer 1
erov dokaz da su te dve definicije ekvivalentne na algebri IL(V).
odje 1 mi dajemo Jjednu definiciju hermitskog elementa na elgecr.i
ratora L(C) neprekidnog s.i.p.s-a C, ali ne uspevamo da poipuio
ovorimo na pitanje odnosa ove definicije i predhodne dve na al-
ri L(C). U drugom delu ovog paragrafa daju se rezultati Berkso-
57 o skupovima operatora koji su hermitski ekvivalentni,'tj. re-
tate kojli daju odgovor koliko hermiticetet zavisi od karaktera
ne operatora, odnosno da li se menja hermiticitet prilikom ekvi-
:ntnog renormiranja prostora na kome se posmtraju operatori. Ta-
Je se navodi 1 jedan njegov rezultat koji daje vezu izmedju

.p=ova, Badeovih funkcionala i projektora.

L odeljgu 4.2, prvo nevodliud vezu izweiju stetovs i dozitivian
Junxelonale na-jﬁélgebrama e z=ztim Lunerov doi2z soznatoy clava
iu B ~algebre C -algenre. Taj dokaz Jje zasnovan na &injenici, da
" karakter "lokalan"- to je uslov koji vezuje involuciju i no: -

. blizu Jjedinice - u algebri. Posto Jje i1 ovde za dokaz koridsten

pP. algebre, istiéemo ga.

5
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U odeljku 5.l. proSirujemo nase rezultate iz 36! koji
su bili dati u Hilbertovim prostorima na telu & gde .7 wmoZe biti
;0lJe realnih brojeva, polje kompleksnih brojeva ili telo kvater-
:jona, na s.i.p.s-ove. Naime, u {36! smo definisali f-izometridan
. f-unitaran operator (Def. 5.1l.1l. 1 Defe 5¢lse2.) na Hilbertovom
rostoru nad telom kvaterniona. Pokazali smo da takvih operatora
.ma 24 1 da su okarakterisani preko endomorfizama tela kvaterniona
:0j1 odrzavaju apsolutne vrednosti. Trima teoremama pokazali smo da
‘a njih vazZe slidéne osobine kao i za obidno izometridne, odnosno
nltarne operatore na Hilbertovim prostorima nad poljem kompleksnih
rojeva. Sada smo dokazali da se prve dve teoreme prenose na sS.i.

'« S=-0Ve zajedno sa dokazima.

Ovi pogmovi, f-izometricnog (f-unitarnog) operatora, su
pravdali potrebu njihovog uvodjenja rezultatima sledeéeg 5.2. pa-
‘agrafa.

Razvoj kvantne nehanike uslovio je potrebu karakteriza—
ije bijektivnih operatora na Hilbertovim prostorima koji odrzZavaju

4
psolutne vrednosti skalarnog proizvoda, tzv. W-operatora (Def. 5.

+l.)e. Prvi je E. Wigner 46. redio taj problem za neke specijalne
rostore. Njegove rezultate su progirili R. Hagedorn 18 i “195 i
- Artin {2 , da bi 1963. u 30  taj problem potpuno resili J. Lo-
ont 1 P. Mendelson za najop$tije Hilbertove prostore ha polju kom~
leksnih brojeva. Mi smo u ?35} resili taj problem za proizvoljni

ilbertov prostor nad telom kvaterniona, koristeéi ideju i rezulta-
e dokaza Lomonta i Mendelsgona i reziltate predhodnog paragrafa.

ored tih rezultata, sada dajemo, u izvesnom smislu, uopsStenje toga
ada na izvesne uniformne prostore, koji ne moraju biti Hilbertovi.

2 to nam je bila potrebna jedna teorema o slaboj kompaktnosti
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ih prostora, koju smo dobili a koja Je od opsSteg inferesa. Ina-
glavni rezultat o reprezentaciji W-operatora u svim slucajevi-
nrostora H moZe se jednostavno ovako iskazati: Svaki W-operator
fazno ekvivalentan sa nekim f-unitranim operatorom i zavisno od

-a 8ta je ¢ 1 §ta je £ dobijemo sve ranije rezultate te vrste.




1. POLUSKALARNI PROIZVOD NAD NORMIRANIM PROSTORIMA

l.1l. Definicija s.i.p-a i osnovne osobine

Definicija l.l.1. neka Je V realni ili kompleksni vek-

rskl prostor nad telom + . Funkcional

F: VXV = |
nacen sa {x, yi, je poluskalarni proizvod na V ako ispunjava

love:

i
~_ ey '
[

l. za svako x,y,z, £ V je X +y,2z = ‘x,27 + - '5iZha 5
Za SVako x,y <V i svako a=3 je Dx,yt = A X,y

e v it

2e Za svako x = o je i XyXi > 0,
5. 2za svako x,y< V je JiX, 7] 2.:__._._ (X,X; [y,f].

m poluskalarni proizvod se naziva kratko 4.¢- 4 | od semi-inner
oduct, a prostor V zajedno éa jednim poluskalarnim proizvodom nag

emu 4 L P-4 , od seml-inner-product apaces.

Ovu definiciju i oznake uveo Je 196l. g. G. Lumer u svom
1damentalnom radu "Semi-inner-product gpaces” 31] . S

G, Lumer je, u citiranom radu, pokazao teoremom 2 da je
ikl 4.¢.p° 4 normirani prostor sa nornom Jxi = {5:,3;_".-’1/2 1 da
K1 normirani prostor moZ¥e Liti predstavljen kao jedan < ¢p 4 i
U opstem sludaju, na beskonadno MROgo nacina. J. Re Giles je u

' pojatao ovu teoremu uvode¢i jo$ jednu osobinu 4-€ pr-0y Zato ée-

Navestl njegovu teoremu 1. Predhodno

Definicja l.1.2. Neki «.. £ 3 V lma osobinu homogenosti

» Je ispunjen uslov:

!

4. za svako x,y= V i svako fE ® Je (X, Ay = X, 5

F

foubinovana teorema 2 iz [3I) i teorema 1 iz 1

el

Je

Feorema l.l.l. Svaki 4.0 L3 T Je normirani prostor sa
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rmom X = [__x,xj /2 i gvaki normirani vektorski prostor moze
ri pretstavljen kao Jedan A-¢-P-% sa osobinom homogenosti 4.

. : ‘ o i
<az. PokaZimo prvo da je jixil = [X,X. norma.

Na osnovu osobina 1. i1 3., za svako x i y iz V Je

+:?'H2 = X+Y, X+7) = r.xix"'YJ + Yy XHY e ( yxit + Hyl) Hx+ys;
je HxX+yy & hxIt + Hy§ -
1je je, 2a svako xeV 1 svako Azd

axl 2 = AR, Ax] &« [arix ) daxd

aikle Je
IAX] = Al Xl

red ovoga je, za X F* U,

it Xl ="%;— AXll 4 %)TI Woaxl

o zajdeno sa gornjom nejednakosti, za svako x=V i svakoAe <%

1 Izl = (x[4xi -
ka je sada V .normirani vektorski prostor. Na osnovu Hehn-Banachove

oreme za svako x=V i #yxif = 1 postoji bar jedan linearan nepre-

dan funkcional fx&V*, 1 mi uzimamo samo jedan, za koji jJe /7 I}

1 i - y
fx (X) = 1-

sxeV 1 uxtt = 1, gde je A proizvoljan element iz 4 , odaberi-
£, iz V" tako da je

fax = ;fx
ovaj nadin se definise Jjedno preslikavanje sa V u V"« Naravno
postoji, u op3tem sludaju, beskonactno mnogo takvih preslikava-
2. Lako se proverava da funkcional [x,y] definisan sa

7] = £,
iovoljava uslove l.-4.

Mi éemo u buduée pod 4-¢-p $-om V podrazumevati normira-

prostor (V, #-i{f ) sa jednim s.i.p-om na njemu koji Jje saglasan

normom /i-# tj. za koji je za svako xeV [X,x] = (ix} 2.



11

Odmah je prirodno postaviti pitanja: kada Je jedan s.li.
s biti Hilbertov prostor i kada postoJi jedinstven s.i.p kojl Je

-lasan sa datom n:rmom prostora? Odgovore daje

Teorema l.l.2. Hilbertov prostor B mozZe biti pretstav-
sn ka0 S.il.p.s na Jedinstven nacin, a Sel.p Je skalarni proizvod
o 1 samo ako njegova saglasnag norma zadovoljava pravilo paralelo—

‘308

kaz. Neka je na H , pored skalarnog proizvoda (.,.), zadat jos

dan s.i.p %,.] . Tada je, za y %0, ‘X,y. ograniden linearan

nkcional na H pa Jje na osnovu Fréchet-Rieszovog stava o repre-

ntaciji ograniCenog linearnog funkcionala, [x,j} = (x,2), gde je
fiksiran elemenat iz H, za koji je lizit = liyh . Pored toga je
2

7 = (¥,%2), pa na osnpvu striktne Schwarzove nejednakosti mora

ti z = MNy. Prema tome Jje (y, Ay) = Hyﬂz, odnosno 2 i B

(X5 = (x,5).
laze¢i od unitarnih prostora, njegovim kompletiranjem dolazi se

istog rezultata.
2

G. Lumer navodi, na kraju ove teoreme, da se uopste, nor-
rani linearni prostor moZe pretstaviti kao jedan s.i.p.s na jedi-~
Cven nacin, ako i samo ako postoji jedinstvena oslona hiperravan

3vakoj tackli Jjediniéne sfere toga prostora. Dokaz ne navodi.

L.2. KLASE PROSTORA SA POLUSKALARNIM PROIZVODIMA

S«~1.p koji ispunjava uslove l.-4. je toliko op3ti funkci-
1l da se sa njime, u normiranim proszorima, ne mozZe mnogo vise i
"1stije raditi nego Sto se to radi sa obidnim linearnim neprekid-
i funkcionalima. Zato je J.R. Giles posvetio svoj rad {17! speci-
lnim s.i.p.s-cvima. Navedimo njegovu definiciju koja specijalizu-

sei.p dajuéi mu jos jedan uslov.
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Definicija l.2.1. S.i.p.a C Je neprekidan ako Jje 1lspl-

jen uslov 5. za sgvako x,y& S / S Je jedinicna sfera/ i svako

~R Je X
: = 3 ‘ }
]‘iimeRe {Ly,x +)\yJI = Re {[y,lg} .
.i.pes C je uniformno neprekidan ako je ispunjen uslov:
3 )
Su. za svako par (x,y) ¢ Sx3, Re -g-[y,x A ﬁ}

o ) o 03
1iformno tezi ka Re {fy,x]j

Da bl se u jednom normiranom prostoru mogla izgradjiva-
L bilo kakva geometrija, potrebno je u tome prostoru imati pojam
togonalnosti. G. Birkoff je 1935. g. u [A] prvi uveo taj pojam

normirane prostore sledeéom definicijom

Definicija 1l.2.2. VYektor x normiranog prostora V je
‘togonalan na vektor y=V ako i samo ako je za svako Ae .
lx+ ATl = Hxil.
snije autori ovu ortogonalnost zovu pseudoortogonalnost. I mi de-

» je tako zvati.

Naravno da, ovako definisana, relacija ortogonalnosti , u
nije,u opstem slucaju,simetriicna niti aditivna. Ovu ortogonalnost
lscrpno proucio R. C. James 1947.g. u svom cuvenom radu "Ortl.o-

nality and linear functionals" [22].

U Selspes=u V J.R. Giles je uveo pojan ortogonalnosti

cko poluskalarnog proizvoda. Naime imamo

Definiciju 1l.2.3. U s.i.pes-u V vektor x je ortogo-

lan na vektor y i vektor ¥y je transferzalan na vektor x ako i
10 ako je (y,x] = o. Vektor x je ortogonalan na skup E .V i V
transferzalan na x ako je vektor x normalan na svaki vektor

T
Lie

Lako je zakljuditi da je vektor x ortogonalan i trans-

*zalan na prostor V ako i samo ako je x = o. Isto tako lako se



s,

x1ljuluje da relacija ortogonalnosti u ovom smislu nije simebri&-
. ali da jeste aditivna. To pak znaci da ovako uvedena ortogonal-
st nije ekvivaletna sa pseudoortogonalnosti. U neprekidnim s.i.
s-=ovima Glles Jje pokazao sledeéom teoremom ekvivalentnost te dve
finicije.
feorema 1.2.1. U neprekidnom S.iepes-u C vektor x
ortogonalan na vektor y ako i samo ako je vektor X pseudoerto-

nalan na vektor y.

kaze. AkO je vektor x ortogonalan na vektor y tada je, za sva-

— R

red,
BX+ 2yl Rk = [fx+ )\y,le = !ilx"2 + )\[y,y}"! = llxll2
akle je, za svako X & P
i X+ 23l > > d
rnuto, ako je za svako A€ P ,fx + zyli ~ Jx!l> o tada je
bxe ATES - fxf fixepATH 2 o
og toga Jje, za svako AE-’f?)
Re {lj_{,x+>y]j. + Re {,\[y,x+,\ yj} - l{x,xaﬂ! > 0
> lmplicira da je, za svako A e« &, -
Re {,\ [y, %+ \ ﬂ*}— = .
> pak implicira sludaje, kada je A realno:

Re *-'ny,x+,\;ﬂ_}.> 0 Za A 0O )

o
Re {[y,x+)\yjj < 0 za A < ©

je
lim Re{[sr,x+ AyJE = % 6.
A= 20O . "
P : , - . ) e .
0 Je Jjos rlhl_riloR? i_[jr,x+,\;5j‘} = Re {_[‘y,x); zakljudujemo da je
Re {[v,x]¢ = o.

A= i Ay 8de je A realno imamo

Re {A[;Y,X+A§'j} = A7 Re {@.y,x+i,\lﬂ }‘ = 0
» ponovo l1skoristimo uslov 5. dobijamo Re {ﬁy,x]} = 0

0 znadi da je
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J i‘?’f" = 0,
je

Fixt =0

Da bi se u neprekidnom s.i.p.s-u C mogla izgradjivati
orija, sliéna teoriji u Hilbertovom prostoru koja bazira na orto-
asalnosti, predhodno je potrebno prostor C specijalizirati tako
u njemu na svaki zatvoreni potprostor postoji vektor ortogona-

1 na taj pptprostor. Zato predhcdno navodimo definicije nekih

scijalnik normiranih prostora.

Definicija l.2.2. Normirani prostor V je uniformno kon-

tsan ako za proizvoljno malo : .- postoji broj;?ﬂﬂ: takav da Je,

gsvako X,¥y¢€ S, i} X+y¥ /’/2 £ l- éq(;_) kad god je ix=¥i>¢
Definicija l.2.5. Normirani prostor je striktno konvek-
1 ako za x 1 y razlidite od nule iz fx+y)j = ixil + {yj sledi

: "X 2a neko realno pozitivno A .

Unifermno konveksne i1 striktno konveksne prostore je

;ta proudavao R. Fortet u {12! i [15:1 . ' Y

Dobro je poznato da su iniformno konveksni prostori i

‘iktno konveksni. Osim toga navodimo i sledeée dve teoreme.

Teorema l.2.2. U neprekidnom s.i.pes-u C koji je unifor-
» konveksan i kompletan u odnosu na normu kojJa je saglasna sa

«p~oOm, postojl, razlidit od nule, vektor ortogonalan na svaki

voreni ppotpsrostor N prostora C.

az. Neka je N zatvoreni potprostor Banachovog prostora C i

N. Tada na osnovu {47, P.1llQ{ postoji jedinstven vektor X, € N

¥ Q) takav da jJe

Hy-x i = 1inf j Hy-xiE
XN - -
vimo 1li 2o = J=Xg,» tada Je za svako x= N
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Nz i € 2, + X §

jo Zo JE€ ortogonalan na N.

feorema l.2.3. S«i.pss V je striktno konveksan ako i sa-
> ako za x 1 y razlicite od nule iz X,y = §xll jyl] sledl

= AX 2Za neko pozitivno A.

>kaz. Sledl iz rada E. Berksona rB,,p.38£].

Lako je videti da Jje unitarni prostor striktno konvek-
ne. U Hilbertovim prostorima postoji bijektivno preslikavanje iz-
idju vextora 1 ogranicenih funkcionala, koje ostvaruje Frechet-
liesz~ov stav. James E2%] je pokazao da i u uniformno konv¥eksnim
kompletnim prostorima ¢ija je norma GaAteau diferencijabilna .(Def.
.3.1.) postoji sli¢no preslikavanje. Giles je tu teoremu dokazao
terminima s.i.p-a 1 iskazao je analogno iskazu Freéchet-Rieszovog

.ava. Bvo tako adaptiraﬁe teoreme:

Teorema l.2.4. U neprekidnom s.ie.pe.s-u C koji je unifor-
10 konveksan i kompletan u odnosu na njegovu normu, za svaki nep-
kidni linearni funkcional f& C"postoji jedinstven vektor ,y = C
kav da je za svako x-. C

£f(x) = x,y7

kaz. DokazZimo prvo egzistenciju vektora y.

Ako Je, za svako x+C, f(x) = 0, uzmimo y = 0. Ako je

neko xeC, f(x)=#0, tada je skup N = x| £(x) = Oﬁ zatvouren

throstor prostora C. Na osnovu teoreme l.2.2. postojl, razlicéit

nule vektor y, koji je normalan na N pa je, za x=N f(x) =

X,y; gde je ¥y =#y. za svakoxe d . AkO je x

Yot tada Jje
£) = £(y) sde je

y = (£(rg) /iy gD y,
3to svako x&C moZe biti pretstavljeno u obliku x = z +A Y

e zeN i ).::f(x),"f(yo), imamo za svako xé¢ C
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x) = £(z + x3,) = £(2)+8(F,) =02,7 +,[FooT = 2% 3’;"; 4t
PokaZimo sada jedinstvenost vektora y.

~edpostavimo da postoje vektori y i y’ iz G, y+y', takvi da Jje,za
ako x C, £(x) =%,y =X,y’s Tada je 7y,y% =[3’,¥! ¢y iy vdakle
\ :ypdauy-ﬂ. Slié¢no se dokazuje da Jjeljy’ll = lyllpa Je 1yl = ||y%es Pre-
, ovone je {iyfiiy? ﬂ=[y,y{], a ¢va jednakost na osnovu teoreme l.Z2.Z2.
»licira y = y'. Prema tome je preslikavanje X*ﬁfx, inducirano
i.p-om bijektivno preslikavanje od C na C .Jednostavno je uvidetl
. ovo preslikavanje odrzZava normu.

Da bi napravio dalji pregres u teoriji dualnosti s.i.p.
.ova Giles ove prostore i dalje specijalizira uvodeéi pojam uni-
PMNOE SelePeS—a.

Definicija le2.6. Sei.p.s M Jje uniforman s.i.p.s ako Je
iformno neprekidan i ako je u odnosu na njegovu normu

uniformno kunveksan 1

kompletan.
Teorema l.2.5. Za uniforman s.i.p.s M, njegouv konjugo-

ni progstor M Jje uniforman s.i.p.s sa sS.l.pvom definisanim sa

rfxf; =y, %

kaz. L. [fx+fy,f;1 = (f +fy)(z) = £ (z) + fyCz) - Li‘x,_fz} + [;y f“'

sna distributivnost poluskalarnog mnoZenja u M inducira levu dis-

y

itutivnost poluskalarnog mnoZenja u M u odnosu:
ffz,f;fl‘ + l:fz’fy-i s (X,2] + [¥,2] = rx+y, =[f_,f x+:5r_

tale osobine od 1. do 4. slede ir ogovarajucih osobina se.i.p.s-a

1 definicije selepe-a u M .

43, p. 647] je pokazano da je Banachov prostor uniformno Fréchet

ferencijabilan (Def. l.3.l.) ako i sako ako je uniformno konvek-

2. To znadi da M° ima osobinu 5u. i da je uniformno konveksan tj.

ima osobinu 6. Kako je konjugouvani prostor svakog Banachovog pros-

*a Banachov prostor to je i osobina 7. ispunjena pa Jje dokaz

rsSen.
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Interesantna je dinjenica da ortogonalnost u M prilikom

sslikavanja x-anfx'prelazi u transverzalnost u M 1 obrnuto.

Kod konaé¢no dimenzionalnih prostora uniformna neprekid-
.t i kompletnost nisu potrebni da bi prostor bio uniforman. Pre-
-nije.

Peorema l.2.6. Svaki konadnodimenzionalan striktno kon-
¢(san, neprekidan s.i.p.s je uniforman S.l.pPeS.
:az. U neprekidnom s.i.p.s-u C funkcional f(x,y) = Re Yix], de-
\isan na SxS, je neprekidan u smislu da Rejy,x+ )y Re {y,x, za
3ko realno X koje teZzi nuli. Ali u konaCno-dimenzionalnom pros-
~u jedinicna sfera S Jje kompakbtan skup pa Jje kompekbtan i1 SxS u
Je Ovo znadi da, za svako realno X koje tezZi nuli

Re ly,x+ Ay} — Re [y,x]|
.formno za (x,y)< SxS. Osim toga dobro je poznato da je svaki
"lktno konveksan konadnodimentionalan normirani prostor uniformno

= = : z 2 ; : : : :
weksan |47 , pelll; 1 da je svaki konaCnodimenzionalni normirani

)stor kompletana

y
Giles Je u svom radu naveo 1 konkretne primere uniform-

. Sel.p.s—ova. Pre nego sto ih navedemo definisimo afini prosgtor.

Definicija l.2.7. Neka je X =.{x,y,...j;n—dimenzional—

vektorski realni prostor i neka je A =JEP Qe eee j—naprazan skup .
lp A zove se n-dimenzionalni afini prostor a njegovi elementi ti c-
afinog prostora, ako postoji funkcija*?l AxA—>X sa osoblnama:
' za svaku tadku P,Q,REA je ¢ (P,Q) +%(Q,R) = ~(P,R), (II) za
ku taCku Pe¢ A 1 vektor xe X, postoji jedna i samo jedna tacke
A takva da Je

x = 1 (P, .
vim prostorima se nalazi detaljnije u [28, p.507].

» Je prostor X normiran sa normom }!-§ onda se u prostoru A uvodi
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:rika sa

d(®P,Q) = 11,
y je A = X i-Z(x,y) = x-y, oLda Jje X zajedno sa 4 jedan afini
1gbOl e

Definicija 1.2.8. Afini n-dimenzionalnl prostor A je
sstor Minkowskog sa metrikom d(x,y) = F(x=y) gde je F funkclonal

kowskog na odgovarajuéem vektorskom prostoru koji ispunjava us-

‘e
I. za x=%=0 Jje P(x) > Q,

ITI. za svako x€ A i realnoa je F(Ax) = JAIF(x),

III. za svako x,y& A je F(x+y) = F(x) + F(y),
nakost se postiZe za x,y=# 0 ako i samo ako je y = AX zZa nekoAa:n.

IV. P(x) Je klase cg'po svakom od n argumenata komponenata

tora x.

Ako se stavi gij(x) = %'inxj (x) onda se s.i.p na Min-

skievom prostoru mozZze definisati sa

7,X] = 83300 x*y?,

se usvaja konvencija o sabiranju po ponovlgenlm indeksima.,
F :
Takodje je realni Banachov prostor [ (» <eecjuniforman
:Pe8 Sa S.1 p-am

[9.x] = T, f’gm sgnxci K

Okazi za oba ova primera nalaze se u ri},p.###].

le3. GATEUV IZVOD I S.I.P.

Dobro je poznato da se u unitarnom prostoru skalarni

izvod efektivno moZe izraziti preko norme:

(x,3) = & [yt 2 = iy ® ]

je ¢ telo realni.h brojeva i
(X,3) = z;' ,_um:r”: = HX—.‘)TJ[ ~ T [ulmyﬁ - L1x-ylf 7
je 4 telo kompleksnih brojeva.
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Tumer-Gilesova teorema l.l.l. Jje egzistencijalnog karak-

ra. (na pokazuje da u svékom normiranom prostoru postoji polus-
1arni proizvod iz koga izvire norma ali ne da_Jje postupak za dobi-
nje jednog odredjenog s.i.ps-~a. Zato bi bio od interesa bilo ka-
+ postupak kojim Li dosli do jednog poluskalarnog proizvoda. Mi
=0 ovde dati Jjedan takav postupak u izvesnim GAteau diferencijar
lnim prostorima. Tim opsStim pustupkom éemo posle definisati s.i.
ove na prostorima {Fiifz, KO0Ji ¢e nam biti potrebni za dalje iz~
zanje.

bDefinicija l.3.1l. Normirani vektorski prostor je Gateau

rerencljabllan ako za gvako x i v iz jedinidne sfere S i svako

alno A postoji

o KX+ AYN) — Xy '
lim Y

A=
rmirani vektorski prostor je uniformno Fréchet diferencijabilan

o funkcija - )‘Aﬂ -2 3 ,kad A+cCc , teZi svojoj granici unifor-
0 Za (X,y) € SXSe

Lako Jje videti da u svakom GAteau diferencijabilnom pro-

oru postoji tzve. G8teauv izvod norme 7
Def,
A>O A

Teorima 1.3.1. S.i.p.s. C je neprekidan (uniformno nep-
‘1dan) ako i samo ako je GAteau diferencijabilan (uniformne ©ré.-
>t diferencijabilan).
:az. Neka je Arealnc i x,ye& S. Tada je

- 2
X+ A7l - ﬂxﬂéw

x|
~ Te[X+ay,x] - Uxli 2
= ARe [¥,x]

X}
tvde Je za AS>C:

) Ix+ Ayl = hxy ~ Re[v,x]
A XY
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za A7V

fx+ Ayy = hxl, Rely,x]
-

%) A X
., druge strane je

X+ AFH = HXI , UX+A L X, X+ f

A = A X+ AT
- “z,x-i-éj[i + MRe ‘{z,x+éﬂ - l-"{x,x+)\ z!f
- FX+A TR

) = Re |'z,x+;\z!

X+ AT

0 je Sei.pes C neprekidan (uniformno neprekidan), iz nejednakosti

) i (3) sledi da je norma GAteau (uniformno Fréechet) diferenci-

lbi 111& &
Pretpostavimo 1li da je C G&teau diferencijabilan, iz

D) a (2) sledi

) Rely,xJ _ 15, 4x+A¥d = Uxi
VX A—» C A

osnovu (4) Jje, za t realno
Re(y,x+ty} = lim Yx+byj bx+b +’; LrSind/
AL

me 1li se limes leve i desna strane, kad t->o, lako je videtli da

desnoj strani limesi mogu razmeniti mesta, Dpa j?

£3>0 A>C €»C A
= lim fixl IxAylil = 4xfl _ Re[y,x]
APC

eSeiepes C je neprekidan(uniformno neprekidan) zavisno da 1li fun-

ija P50 ;' = tixil , kad Mo, tezZi svojoj granici obicdno ili uxni-

rono za (X,y) € CxC.

Definicija le.3.2. Healni poluskalarni proizvod na komp-
isnom prostoru V je realni funkcional $(x,y) koji ispunjava alzsio-

2.1 3, kao i1 aksiom 1. za realne skalare poluskalarnog proizvoda-

Ako Je prostor realan onda se realni poluskalarni proi-

°)d svodi na poluskalarni proizvod.
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Posledica teoreme 1l.3.l. Na GEteau diferencijabilnom

ygtoru Je Def
| = . ExaATH - X!
) % (7yx) = X4 i]_;ni A

.an realni poluskalarni proizvod sa osobinam homogenostis

.az. Treba jos samo dokazatl osobinu homogenostil.

___*-

Neka je Arealno i razlidito od nule. Tada Je

ek = tyf —
G (Torx) = AN 58 "&—M
&
= 32 il lip Lxex yh = xE
t =0
&
= X lfxglim I X+ +’ - "K” zAj(ij) '
L0 N

A
A =C  1mamo

5(?:0}() = O} lim ”g i = O 3 (74X),
. >0
. je, za svako realno A 1 svako x,y€ V, Z (F3AX) =A§ (7,%) .
ko je videti da je jo3, za svako X,y& V,
) (ix,ix) = g (7,X)
. Frechet Je u fi{] dao sledeéi rezultat: Ako je (x,y) realnl
y :

calarni proizvod na kompleksnom prostoru V sa dodatnom osoblnom
¢ if) (ixl iy) = (x!y) 3
1da Je

. Def

(x,7)) = (x,3)-i (ix,y)

ompleksni skalarni proizvod na V.

Prirodno je postaviti pitanje da 1i se ovaj rezultat
renosi na s.i.p-ove i da li je realni deo kompleksnog S.le.p—3a Iea-
ni s.i.p. na V?

Nismo sigurni da je odgovor na prvi deo pitanja poziti-
an ako se neSto vide ne pretpostavi za prostor V. Za sada, 1mamo

ledeéi rezultat

Leorema 1.3.2. 1) Ako je (%,y] s.i.pe. na V tada je

olv.v! realni g.i.o na V. Ako s.i.p {x,y| ima osobinu homogenoss..
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2) Ako jeg(x, v) realni se.i.p, definisan sa (5) na nep-

-jdnom S.i.p.s-u C, tada je |

Def
X,y] = % (x,y)-1 g(ix,7)

:,p na C sa osobinom homogenosti.

3) Ako je C neprekidan s.i.p.a kojl je, uniformno kon-
-san i kompletan u odnosu na njegovu saglasnu normu, tada je (b)

{instven s.i.p na C.

1aZ e 1) Neka Je Re;’_ic,jﬂ; 9 (x,y). Na bsnovu toga sto je [x,y] li-
yran kopleksni funkcional po prvom argumentn sledi da Je
Y] = g(x,y)—-ig(ix,y) i da je @(x,¥) realni linearni funkcional
pTVom argumentu ( [9 ; p.l}}{}).-ﬁrema tome je aksiom l. 1lspu-
ne Iz [X,X] = ﬂxﬂz =j(x,x) — ig(ix,x) gsledi da Jje, za svako
Vy 9(ix,x) = 0 pa Je

. g(x,x) = T

. 1 aksiom 2. je ispunjen. Posto je [x,y] Sei.p, to Jje, za svako

re V

PP lmal 2 = Fene g R,
e 32(1‘5:5’):5. 1120y i f
| |5(x,y)l‘2ﬁ g (x,x) 2(7,7)-

Lije Je:

Y] = 9 (x,0y) = 13(1x,ay)

AE,T] =ag(xy) - 1aglx,y)-
) sei.p [X,¥] ima osobinu homogenosti, tada su leve strane ovikh
lnakosti jednake, 1 kako je SCX,y) realni funkcional, to Je za
Ko x,y&V

2 (x,A7) = A3(x,7).

2) Prema teoremi l.3.2. 3(}:,3{) egzistira. Posto Je

‘%x,y) realni deo linearnog funkcionala po prvom argumentu, %O je

osnovu (4) i E9, Pe 15311
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[x,7] = 3(x,5)- 1 3(ix,y)

i.p na Ce. 3(:{,3:) je realni linearni funkcional na C pa je, za

2k0 realno A, E}(*\X,}’) 22\3(}{,3?)- Za kompleksno A imamo @ (X, \y) =
iyl lim Irxy+txh - Ayl

t—0 ¥
X -
oyt SRl - 2 6 Ghy) = 9w,
> 4

Fx, AY]=  (x,27)-1 9 (ix,A7)
Cr %, 9)-19(0%,y) = [ax,5] = Alx5]s

5 znac¢i da je za svako x,ye C i svako A€ ¢,

Eoayl = A [xy)

3) Na osnovu 2) (6) Jje se.l.p na Ce On Jje ogranicen li-
aran funkcional po prvom argumentu, Jjer Je za svako ygC

&3] 2 ayinxd
a jJe [x,ﬂl jos neki s.i.p na C sa normom {.{f . Tada, na osnovu
reme l.2.4 gvakom vektoru y odgovara Jedinsgstven vektor z takav
By = B ,-
wimo z = Sy. 8 je jednoznaéno definisan operator na C. Prema
1e je, za gvako x,y& C,
) 501 = [%:5)
x 1z ove Jednakostl sledi ﬂxtlzzﬁc,&{]g_lpcﬂ iSxll pa Je

J
‘I i1Sxil = fx{

Sy iz (7) sledi !syy° = [Sy,y]y < syl Uyi.

> de ovde smesto y stavi x, dibiée se

Haxf <llx /.

r
1l

(8) 1 (9) sledi da Jje, za svako x,y< C

108no
[x,5x] = itxl Nexll
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imeni li se teorema 1l.2.3 i (10) dobija se, za svaro x¢C
\X = X,

~e je dokaz zavisen.

Posle ove teoreme i nekih rezultata iz (22; smo u sta-

1 da navedemo neke konkretnije primene sS.i.p.s-ova.

Iz {22} primer 8. l. i primer 8.2.] sledi da je

Y" X
X = o SR 4P
N GGy é—-‘ Hx i °=%
teau izvod u ¢ fp;) pa je, na osnovu (4) teoreme l.3.l.
- \" *'_L
. C?;*] -‘“”_ ‘(”' I'."'"- 5
<= 1 ¢ nije G&teau dlferenCLJabilan jer je
< 35_&_; ~ g ' - X Y, = S 1wl
. J) - & irf"-’ ’ +J:"_::.. . L ’ ,’V_ "‘f,:?t) — ;_’__?' .'r"‘-f i ;::c

‘(‘F'L
se na { ne moZe definisati s.i.p preko (4)-

5o ; F
idno je za Banachove prostore L (i,-)-

> 1 Je
1 f"l

!ffnggdt,
- ,

N(E,5) = fiff
Je 5
[g,£] = 18" f e =2 £ dt.

p= 1 je )
T (£,5) = _f—wfdt +l:3 N_(£,5) = &2 at - ’ijldt

: Je A skup elemenata iz (0,1l) za koae je £ &0 a R njegov kom-

y

lf_'fintn
Problem 1l.3.l. Ako jei, ] realni s.i.p na normiranom

ictoru V nad poljem kompleksnih Trojeva, da li Je

[x,5] - 1 [ix,;ﬂ {x,y&V)

Lleksni s.i.p na V ?

Problem l.3.2. Da 1li je s.i.p na V jednoznacno odredjen

svojim realnim delom?
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l.4. UCPSTENA GRAMOVA DETERMINANTA I LINEARNA ZAVISNOST
VEKTORA U S.TI.P.S~-0OVIMA

Definicija l.4.1 Uopstenu Gramovu mabtricu vektora Xy 3

.yee3 X, definisemo sa

i

:E.*cl,xﬂ "E{l,xzj B et v in [Xl,x;!;

Body] Borxg] -or Pordy)!

|

! n’xﬁ ?n’x "t Ecn,:{;]‘j

. o

(}(Xl‘X2’lli ,Xn) — ¢ & @ 2

-
L

Gramovu debterminantu istihubektora sa
r‘_l
: (Xl,Xz,--, Xn) — d@t e*(xl,xa.---,iﬁl)

Dokazatemo da u s.i.p.s-u V vazi teorema iz unitarnil.
rostora koja daje potreban i .dovoljan uslov za linesrnu nezavis-

o5t vektora X13X5y eey X, DPreko Gramove determinante. Datemo ta-
odje, potreban i dovoljan uslov linearne zavisnosti tih vektora

ncwen specijalnim s.i.p.s-ovina.

Ieorema l.4.1. Da bi konaCan skup vektora.xl, Xy seesX,

- Se«lepes—a V bio linearno nezavisan poiérebno je i dovoljno da se
pstena Gramova determinanta Fkxl,xz, 3 86 o xn) ne anulira.

’xaz. Posmatrajmo jednakost

wnozimo je poluskalarno sa desna vektorom x, « Imamo
1y & 7 i
.7 L:ll}{l 7 Agxe + e e + ,\n}{n, xk J_ = O

;
A

9 - _ i -
: ) )l{-xl’xk] + )2[_}{2’:{1{_! + aeow -+ ,\n;_]{n,}{k] _ O (K =l,2,--’ Il).

- bl ovaj sistem imao samo trivijalna reSenja po nepaznatim A

ey

= L,2y..., n) potrebno je i dovoljno da bude determinantna sis-

~a razlicdita od nule tj. da Je

f (xl,}cz, xn) = 0.
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Befinicija l.4.2. Bazaéemo da je U s.i.p.s-u V transver-

,lnost aditivna ako je ispunjen uslov
_ za svako X,y, z:V, za koje jelzex] = 0 1 [2,y] = O, sledl
2,x+y] = O,
Teorema l.4.2. Neka je V SeleDesS sa osobiriom homogenosti
. i osobinom aditivne transverzalnosti 8. Potreban i dovoljan uslov

1 je konaCan skup vektora X11X5y ecoy > iz V linearno zavisan

.ste da se uop3tena Gramova determinanta anulira.

okaze. Ako Je skup vektora Xj,Xy, -eo X, linearno zavisan, onda
igtem (2?) ima netrivijalnih redenja pa determinanta toga sistema,
jo determinanta r}xl,xz,... ,xn), mora biti jednaka nulil.
prnuto,neka Jje
fﬁCxl,xz,..., xn) = 0,
ada sistem (2?) 1ma.nefrivijalnih reSenja po Ay (L = 1,24000y )
mo%Ze se napisati u obliku (2). Ako Je vekbor y = AXj+i X+ eee
}nxnxio onda je v transferzalan sa svim vektorima'xl,xz,...,xn
a je na osnovu osobina 4. i 8. transfﬁfzalan sa vektorom y =

lx;+32X2+ eos +)N X, tj. tada Je [},j] = 0 odakle sledi da Je

= O, suprotno pretpostavci.

Peorema l.4.3. Neka Su X;,X,jeeesX, lienearno nezavisni

sktori i vektor x transferzalan ili ortogonalan sa njima. Tada

> gistem vektora X,XqsXasess linearno nezavisan.
1 X19%2 *n

>kaz. Posmatrajno jednakost

2

-") AOX+A1X1+ )2322+- ® -‘l')nxn - 0
mnoZ¥imo ovu jednakost poluskalarno sa desna redom vekbtorima X,
le2, eoev oy Xn’ dObiJaIIlD

2

)0 'J{!f +Alfxl,}{7 +)2E{21}§-{ + oo +>HE{n'xj = 0

)lﬁl’xﬂ*‘ ;\2[}{21](]]"' ees + >nfxn'x]j: O
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o

»

E
I

‘a je jednalina (5) zadovoljena jedino kada Jjed1 =),

4@ dokaz drugog dela teoreme, posmatrajmo ponovo jednadi-

w (1) Ako mnoZimo sa desna vektorima'yl,yz,...,yn, redom, dobiée~
o homogen sistem od n jednaCina sa n nepoznatih ¢ija je determinan-

g
a,?[;,ﬁn] y raz}icita od nule, pa ¢ée Jjednadina (1) biti zadovolje-
-t

T e
i

a4 Jedino trivijalno. Time je dokaz zavrsen.

Neka Je C neprekidan, uniformno konveksan i kowpletan
-1.pes 1 pravi zatvoreni potprostor od C. @eorema l.2.2. tvrdi

1 postojl vektor iz x (C- ortogonalan na 8

Umesno je postaviti pitanje da 1i postoji transferzalan

-ktor na potprosto ?

Teorema l.4.5. Neka je kaonaéan neprekidan, uniformno
onvensan 1 kompletan s.i.p.s sa osobihom aditivnosti transferzal-
2sti 8. i neka je s pravi zatvoreni potprostorod C. Tada postoji

-l
-

ktor iz C-S koji je transferzalan nNa & e

dkaz., Yeka je X19Xpsee0,X, 1 niz vektora koji razapinju prostor < .
t osnovu teoreme l.2.2. postoji vektor x ortogonalan na ovaj niz
i Je na osno?u Ceoreme l.4.3%. niz vektora X’Xl,XQ""’Xn—l linear-
> Rezavisan. Stavimo 1i u (4) umesto X, 9X 1 umesto i, n dobidemo
:Ktorp Y,» KOJ1l Je transferzalan sa X11%oreeeyX, 1 1 ;azliéit od
tle jer JE [:_yn,x] = ;F(xl,x2,..., xn_l,x);t O1 x# 0. Prema teore-

- le4, 3, Yp#: O« ZDog osobine aditivnosti transferzalnost 8. i o3y~

Tl =

& homogenosti 4. iz ;"yn,xi]' = 0 (i = 1,240y n~1) slediée



Lako je videti da Je ;kal,xg,.., ;n)T‘O ukoliko su i

> 488 uzajamno ortogonalnl.

_‘,l'.’

il

Problem l.4.1. Da 1i u svakom s.i.p.s—u 1z linearne ne-

rignostl vektora Xj,Xs5ye«-«1Xy sledi pozitivnost uopstene Gramove

+erminante?

Problem l.4.2. Da l1 se konadnost u teoremi l.4.5. moZe

o — ———il —m e

~aciti pa da teoreme ostaju u vaznosti?

1.5, EGZISTENCIJA SKALARNOG PROIZVODA U S.I.FP«>~0OVIMA

Rez namerc da damo neki iscrpniji spisak rezultata ©
rzistenciji skalarnog proizvoda u normiranim prostorima, navodi-

~» ncke koje éemo koristiti 1 diskutovati u nasim terminima:

Teorema a. (Jordan i Neuman :25')e Potreban i dovoljia
;lov da normirani prostor V bude unltaran, jeste da Je, za svako
1y53v

2

) a2+ =gl = 2 4x® + 2 g3y °

aorema b (Birkoff EETL Neka je dim V= 3. Potreban i dovol;an
slov da realan normiran prustor 1 bude unitaran, jeste da je pseu-

sortogonalnost simetrié¢na i aditivna. To nije tadno za dim V = 2.

sorema ¢ (Ficken fiIE.'Potreban i dovoljan uslov da realan normi-
31 pI‘OStOI' V buve unitaran jeste da je, 72a gsvako "R i svako

7=V za koje Je !'xll= ¥,,

2) I \X+5!' = [ X+)1Y]

sorema d (James _227. Realni normirani prostor V je unitara ak o

samo ako je, za svako X,y:V,

z

2 .N+ CX,HXEF) = N+(y:ﬂyﬂx)
t 4T - X

le Je N, (x,y) = lim

" -
B - = 1 f!

e TEURNLAA

20rema_e (James 22}, Neka je V realan prostor, za kojl je€ dim Vi



ip unitaran ako i samo ako 1z

N+(X’F) =8 N+(y,:{) = 0 (Xsy«.-:V—fO_j)

wrema T (Joichi {EEﬁ. Ako za svako x,y-V za koje Je
- = min x+ay) sledl
) i X+ = L=y

1ia je V unitaran.

orema g (Joly {24%. Neka je za realni normirani prostor &im V . 3.

,treban 1 dovoljan uslov da V bude unitaran Jeste da Je

- } ,3 L»'L}':- {?“-‘? H}C” + F:'r S l 'é-
XY NeE X + AY

te X1y oznalava da Jje x pseudoortogonalno na y.
Leva strana u (5) se zove konstanta trougla.
Me Leduc {30] je dao nove dokaze teorema a, b, ¢ 1 e

wrigteci GAteauvizvod norme i teoremu a.

Mi éemo, dati prostiji dokaz od Jamesovog teoreme d. 1
rosti¢emo Leducove dokaze teorema b, ¢ 1 f. Pokazademo da e
orema d. dpsStija od teoreme c¢. 1 takodje da je teorema b. speci--
lni sluCaj teoreme e. Na kraju temo, koristeéi teoremu a, dati
dnu novu korakteristiku unitarsnih prostora preko tzv. subativ-

*Jt:l S.i-p-*& (Def' 1'5'1')'

Za dokaz teoreme c., Leduc iz uslova (2) lemom 1. pokea-
. da norma [-#ima Ga&teauv izbod. Zatim pomoéu jos jedne leme koia

Wt vezu izmedju lzvoda norme u dve razlidite tacke, uz pomod teo -

wZ a, dokazuje teoremu c.

®edjutim, posle njegove leme 1., na osnovu (&) teoreme

Zels dobijamo da je, u ovom slucaju, za svako x,y:V

—

* upotrebljeni s.i.p. .. ima osobinu homogenosti 4.

~“to iz !xj= 4y sledi Ix+)yil = IfAx+yill za svako \e&R, to iz




21,

;).neposredno dobijamo da je, za svako X,y:V, 2za koje Je X! ="7,

e ]

x,y! = Ty,xi.

\3t0 e s.l.p.zj;lhomogenjpo oba argumenta onda (7) vazi za svaxo

o

eV, ti. =, je skalarni proizvod. Time se znatno uproscava

sducov dokaz.

7a dokaz teoreme f., Leduc ponovo dokazuje jednu lemu ko-

. tvrdi da iz uslova (4) sledi diferencijabilnost norme.

Medjutim, iz uslova (4) sledi da Je x pseudoortogonalnro
.y, pa je, na osnovu teoreme l.2.1l. [y,x; = O i ortogonalnost

, aditivna. Osim toga je, na osnovu (4) teoreme f. 1 (4) teorem:

13.'1' ;
oyl _ 1ip My Axi= 036 gy, A¥o2XE - 13 _ 1im :—z+lxw i e A
0 A~ A - A= O ’ A=
_ LXe=yi o X, V]
IV Y
iakle je [x,y/ = O &to znaCli da Je ortogonalnost simetricna, pa

v teorema svedena na bteoremu bd.

7a dokaz teoreme b. Leduc tvrdi, ne navodet¢i dokaz, da
. ona mo¥e iskazati ovako: Neka je dim V 3 i neka je norma
iferemcijabilna. Tada, ako iz N(x,y) = O sledi N(y,x) = O za

y V20O , prostor V Jje unitaran.

Medjutim, to je specijalni sluca] Jamesove Teoreme e.

r se u teoremi e. ne pretpostavlja diferencijabilnost norme.

Pokazali smo da se Leducov dokaz teoreme c. moZe skrabhii-
. np koristeé¢i njegovu lemu 2, koja glasi: Ako jei-# diferencijn-
1na i ako je ispunjen uslov (2) teoreme c., onda je za svalc
y-V - 30¢

N(x, xjy) = N(y, i %),
) pak znadi da su dovoljni uslovi teoreme c¢. za egzistenciju uri -

rnosti jadi od dovoljnih uslova teoreme d., odnosno da je teore-
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d. opstija od teorenme c.

L
¢y

U vezi teoreme f. postavimo
‘roblem 1.5.1. Kolika je konstanta trougla u neprekidnim S.i.p.s-

wima?

Na osnovu Gilesove teoreme le3.le. sledi da u neprekid-
.00 SelsDP.s—u postoji N(x,y) a time i N+(x,y) za svako x,y.=V 1

! je s

. _ _ Re.y,x’
;N+(th) = N(x,y) = X ]

" realnim neprekidnim Sel.pes-ovima ovo se gvodi na

3) N(x,y) = “LaXi

) X if

X0 Je ispunjen dovoljan uslov teoreme c. tj. ako Jje za svaki par

Ky ¥ )

3) N Xy X0 7) = N_ (3, #y) %)
ada Je na osnovu (1), za svako Xey¥ - V
10) Ul 7ox]  _ [IyH_x,y]

i X I yit

; 4
‘Inosno za svako Xy Y&V Je

11) (Tox | = [X,y]}
a Je prostor V unitaran. Obrnuto, ako je prostor V initaran, onda,

* (L1) Jedna za drugom, redom, slede jednakosti (10), (9) i (3).

U cilju jos vede specljalizacije sei.pe.s-ov i priblizag-
Mja unitarnim prostorima, ¢ini nam se prirodnim sledeé¢i pojam

iaditivnosti SelsDs~a, koJji uvodimo sledeéom definicijon.

Definicija 1.5.1. S«1.pe[,-] 32 0sobinom homogenosti 4,

¢ subaditivan ako j€, Za svako X»Y 12 jedinidne sfere § i svako

-alno 5

7 Re E_‘y,xt}\ﬂ Z. Re [y,x:? + )\gy/]_z

Kao Sto ¢emo videti iz sledeée teoreme, ovom definicijon

0 stigli do unitarnin prostora.
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Teorema l.5.1. POtreban i dovoljan uslov da jedan Sel Do

.. skalarni proizvod Jjeste da je subaditivan.

-

aZe DokaZimo, prvo, da je za svako X,y V 1 realno

--ﬂ‘

1 -y 2
Re [y,x+ »¥, <Re [7,xi + XTI

.4 su X 1 y razli¢iti od nule. Oznadimo li y//yj sa ¥, 1 x/lix|

tada Xq A pripadaju S pa Je

XA
o
- . MY
< ixi iyl (Re [Tor%g + G )

= Rely,x] + j\ny}]?
;1¢ ovoga imamo, za svako X,y¢ \'
ix+y) = [X+y, X+y] = Re[X+7, X+y]
- Re {Ex,x...y}'_ + [y,x-:-y]} ~ Re [x,x+y] + Re [Fyx+5]

“= Re [x,y] + ﬂx:ij:2 + Rely,x] + Hyﬂ2
2) ﬂ,x+;y‘52é_ l|xﬂ2 + ”yuz + Relx,y] + Re[y,xj.
todje Je

i x-yIl° = Re[x-y,x-y? = - Re[X,y-x] - Re [y, %=y}
2 -~ Re [_-x,y} + llx;2 - Re[’y,x] + ||3r|]2

5) §x-y$2> Ix® + kyI°-Re [¥,¥] - Re(¥»x],
> se u (12) umesto y stavi -y, a (13) umesto -y stavi y, (12) i

3) prelazi u

) l!x-yﬂ2 £ i:'x;!z + Hy”z - Re[x,y] -'Re['y,xj

5') llX+3'u2-é llxi!2 + HS'LI2 + Re [X,y] + Re[;?,x}

Y 1 (13*) daju, za svako X,y&V

i JlX+3'i12 = HXHE + !i:‘}'ﬂe + Re [_ic,y] + Re [;y,xj

13) 1 (127)

5) 2. _ 2 Lol = .
| x=i|~ = IXIl™ + fyli~— - Re LX,:?‘] - Re [__y,xj_

ir (14) i (15) daje, za svako X,yeV

[ xayy? + ix=yi° = 2ix1® + 20yh°
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. osnovu [25, Do 721] postoji skalarni proizvod (') takav da je

%) 1xI° a teorema l.1.2. pokazuje da je [+ 1= (-y-) »

osledica teoreme l.5.3. Funkcional (x,y), definisan na V je ska-

_—,.—. e il S SRS S U S wp s el sl il e SN N T S E—
el A

-~ni proizvod na V ako ispunjava uslove l., 2., 4 (z2a realne ska-

re) 1 9.

1.6, UCPSTENA POLUDUALNA NORMA NA SeIlePesSe=0OVIMA

I NEKE PRIMENE

Nekoliko autora: M.G. Krejn 27, M. Nikoljskij [39;
. Eidelheit [10], W. Rogosinsky i H. Shapiro [41l], S. Havinson
7. Bonsall [8] razmatrali su problem rastojanja vektora x iz Ba-

chovog prostora V od nekog njegovog-potprestora.vl. Dobijene teo-

me ¢esto se nazivaju teoreme dvojstvenosti, '"dualnosti. U njima
- daje veza izmedju minimalnog rastojanja vektora x od potprosto-
. Vlﬁ'V 1 vrednosti linearnih funkcionala na tom vektoru. Najbo-
¢ rezultate u tom smislu dao je A.L. Garakavi [15] kojli Je pot-

ostor V, Zamenlo konveksnim s';upom.

N.H. Vinh [45] je definisao na c® tzv. relativnu uopste-
dualnu polunormu neke neeuklidske nerme i preko nje izrazio mi-
zalno rastojanje po toj neeuklidskoj norwni, nekog elementa x iz
od potprostora = 7 c®. Relativnost Je vezana za proizvoljnost
tprostora (5 . Takvo prikazivanje rastojanje elementa x od potpros-
raz, mu Jje dobro posluZio da odredi minimalno rastojanje jednog
linoma od skupa polinoma koji imaju jedan koren &ija je videstru-
3t manja ili Jjednaka T .
Ml éemo ovde uvesti jo3d opstiji pojam od relativne ucps-
1e dualne polunorme iz [45}, 1skoristiti Jedan rezultat Garakavi-
{15] 1 neke Gilesove rezultate da bi dokazali ops§tiji rezultat

glavnog rezultata iz [45] i da dobijemo dve teoreme o analitidkin
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. . . o =t
qikcijama koje su analogne teoremama o polinomima 1z [45].

Definicija l.G.l. Neka Je E potskup Seiepes—-a V.

5" je skup svih elemenata iz V ortogonalnlh na B.

el

2" je skup svih elemenata iz V transferzalnih na E.

o

- je skup svih linearnih funkcionala iz V koJi se anulira-

il

na H .
i

ortogonalan na E (desno ortogonalan),

Kazaéemo da Jje E

je transferzalan na E (levo ortogonalan) 1 da je E* anulator
upa K.
Iz ove definicije slede simbolicke jednakosti:
| T o R S L . _
{L-E’ ]E = 0’_ \EE % J‘_I__i — O, E (."..J) e O -

Jednostavna je &injenica i dobro poznata da Jje Ei'zat-

T

ren potprostor prostora V f}B, p.8§}. 4a EL'i E- vaZzi

Teorema l.6.l. 1) EJ je zatvoren potprostor prostora V.

i 4

2) Ako je V neprekidan, uniformno konveksan i kompletan

{.pes. onda postoji bijektivno preslikavanje od E- na El'.

3) B~ (B') . ;
4y E (B ) .

U

Y

taz. 1) Neka su x; i x, iz E". Tada je E?EEJ =0 i [kz,j] = O

i
k

Jdatle Jje EK1+X2,E] = 0 8to znacli da Jje xl+x2egE“.

43 ne dsgledi NX,E] = 0 tj.[A\x,E] = O pa je Ax:E .

X E
‘2 Je dalje, XDEE-J" weV i X,> X kad n 4“+oz . Tada je, za sva-
n, [Xn; EJ = O, pa lim EXD,E__ = O odakle je Elgﬁxn,'ﬂj = Q.

' A = oy

— —¥
of

1 da X &

2) Neka je feE*. Na osnovu teoreme l.2.4. postoji jedin-

’en vektor v takav da je, sa svako xz2V, f£(x) = [x,y]. Podto je

) = 0 to je [E,y] = 0 Sto znadi da Jje yeEg".
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=]

3) Iz ‘B ,E| = O sledi E- (B)-.

4) 1z [B,B-]= 0 sledi Ec (E-) .

i

I

5) Ako je (E°) = E tada je [E4E°7 = O a ovo znadi

* = E* tj. da je ortogonalnost simetridna. Na osnovu teoteme

)

je |
i teoreme l.l.2. sledi da jel, . skalarni proizvod. Cbrnuto, ako

ol

"] skalarni proizvod, tada je ortogonalnost simetridna pa je E” =

=

gt i prema tome (FE )- = :

Sliédno se dokazuje za jednakost u 4).

Definicija 1.6.2. Neka je & potprostor prostora V, x<V,
Dizitkess AkO je x = x' + £, onda x' zovemo projekcijom vektora
na potprostor ¢ i obeleZavamo ga sa x. , af projekcijom vektora

L. v
na skup ¢ 1 obeleZavamo da sa =X .

Ako Je & zatvoren potprostor neprekidne uniformno kon--
Ksnog i kompletnog s.i.p.s-a V tada postoji Jedinstvena prijak-
Ja x¢-(Teor, 1l.2.2.) i jedinstveno razlaganje
) X = X; + X,

) X:Xq.-+}[f

LR
{= C A y

lmetimo odmah da je
) Fx ol & ixh

1sta, ako se (2) pomnoZi poluskalarno sa desna vektorom X

01jamo EX,X(EJ.)LE = /{FXLﬁJj‘-ﬂz odakle, 1 zbog aksioma 3. sledi nejed-

kost (3).

Definicija 1.6.3. Neka je E potskup od V i n(-) proiz-

lijnae norma na V ekvivalentna sa normom W koJa 1zvire iz s.i.p--2a

V. Uopstenu poludualnu normu na V, u odnosu na B, definisSemo

|, o7
ny(x) = sup 'ﬁx5
He 4

Ako je [, ] skalarni proizvod ova se definicija poklapa

i

definiecijom iz !44 ;. Osnovne osobine uvedene uopstene polunore

Kazuje
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Teorema l.6.2. L) n{r(x) = n' (x) Jje obidna dualnas norma

2) Ako Jje ExE, T ... <F,e tada Je
n: (X)

(x) £ swes D:

‘L-'-J ™

n.(x) =
.I.-J“

3) n(x) je polunorma.
5) Ako X . 5 tada je (ng )o(x) = n(x=pP

6) Ako x._i'c .5 tada je (n”); (x) £min {n(x),n(xyj},

waz. 1) i 2) neposredno slede iz definicije l.6.5.

"

je,y na

3) Iz nj(x) = 0 sledi x,Ej = 0 tj. xe E', a E

snovu 1) predhodne teoreme, potprostor prostora V. Osim taga je

; Dx, vt [ {x,vi *
{ A = — =
2N X) Supﬁ# By Sup —nz-:;'_%— A ‘HE(X) .

Y<E- YeE-dul
TXy+X5,7 1 [Xq, 7] X5y Y]]
1+X0s7 17 | (X017
,(Xl+}: ) = sup l £ sup + Sup
) L BT, BOD) glEoge; B ycBojey P

4) Napisimo x u obliku x = X .. + Xy, 1.)1._ Pogle ovoga Je
| IFX o F XﬁH" Y|l

L lix,y1| _

Yz B =
[[ Xt 2T .
Sllp W— e nE(XfGI}I')'
“ \ \ ¥

5) Na osnovu 4) je (1‘1;;_ (x) = (0%, (x(') =n (X1t
6) Na osnovu 2) Je n (x) = n'{f(x) . n:(x),

l je £ N
% _ X, ¥l L AKX G Y X0 )|
(I’l ){:_‘,‘ (X) = ’JTup Eg_tlr v rBuP I'l 7 ——FESCHBDW

= (n))g (x(gy) = nlxpqjt).
kodje Je (n*IZ(x) = (n%xg(x) < (ﬁ%f%(x) = n(x)-

‘ema tome Je

(n*); (x) £ min{n(x), nlxgjo)J.
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Teorema l.6.3. Neka x4 é;, Stavimo <.(x) = inf n(x-y)
JE R

ida je:

1) op(x)

2) 8 .(x) ako je dim & = dim V - L.

swaze. 1) Iz teoreme 1 Garakavija [15] alede rezultati koji se

1laze u [271, [39], [10], 81}, (20] 1 [8] i koji se odnose na rasto-
iynje vektora od potprostora Banachovog prostora. Taj zajednicki

»zultat moZe ovako da se iskaZe: Za svaki potprostor Banachoveg
-ostora V i elemenat x eV koji nepripadaZ (Z je za%vorenje od |

121 jednakost

) inf |x-y# = max (—p—) = max |£(x)!
€ G £& et ! Ta &*
f(x)>1 ffh = L1 -

¥to je norma n(-) ekvivalentna sa normom /-#to je, na osnovu ()

g;(x) = inf n(x~-y) = max [£(x)!
| s £feaT
T

le Je Hf”n norma funkcionala f inducirana normom n(-) vekbtorsa-
*imenimo li feoremu l.2.4. 1 2) iz teoreme l.6.l. zakljucujemo do
8st0ji jedinstven vektor y« ol takav da je IfM = {yf i da je, z12
rak0 xec V

£(x) = 'x,3].

sim toga je po definiciji

Hf"n = 82D l%%%%L'ZXEBPi%%§¥l = n* (y),

X0

1 se moZe pisati

be (0 = max |3l = max g2l - @)% (o)
Y€ & J& 6o} ..
n*(y)=1 |

2) Ako Jje dimé& = lim V-1, tada postoji jedinstven wr<lk--

L b ey d L‘ 4
T X ..takav da Je x = x _+ X ... U tom sludaju jeg={ix [ el
" h ': ~ -t

L Je
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5 s | A
eaal Xy X g |
1ax = . = DaX 757wy T n (Xen)
s "0 s o (X,..
5=20] J Ye &= IC d o
g f*

o) = n(xXg)
Ako je [. ] skalarni proizvod 1 V = Cn, onda 1) i 2)

re teoreme daju redom b. 1 a. teoreme le 12 [44]'

Teorema l.GC.4. Neka je V saparabilan Hilbertov prostor,

1 2 1 2
= (yllyll‘"')r Jo = (5'2132:-'-): ceey Jp = (yk’yk"")

sktorl iz V1 ¢ = (01,02,..,ck) vektor iz progtora Ck. Tada je
. Def | - x
8 = min.fn(x)| Vx = C- = (0*)_(X)s

< ! : 5 Y

le jeY matrica ¢iji su kolone vektori yys¥oseces Ji 2 C jednoko-

»na matrica sa elementima 01,02,..,ck.[5je'potprostor nad vak-

rima ys¥osee s ¥y i x, Jjedno resenje jednacine

>} Yx = C.

kaze PO svojog definiciji.g nije nista drugo nego minimalno ras-

yjanje O vektora od skupa X svih resenja sistema (5)« Oznacimo

1 N jezgro matrice17’tj. skup svih resenja jednaCine w/x = O.

ko je videti da je N potprostor V. Ako Je X vektor kojl zadovo--

s _
iava gistem (5) i x&¢ N, tada Je X ,~X reSenje sistema (5). Osim tc-
. bilo koje reSenje sistema (5) moie_da se napise u obliku X,—X

le x&eN. Zato Je

P
¢ = min n(x -x) =g (x,.).
< N O N*"0o
. ognovu predhodne teoreme Jje é N(x.) - (n*);g(xo).

0 (i=1,2,.e9k), to je za svako

ko je, za svako XeN,(X,y;)

L

= 1,2,..,k ygEN© . Stavimo i N = & dobijamo da je

( *
_ *
$to je N potprostor Hilbertovog prostora to je 1 Nl'potprostor,
nosno & Jje potprostor nad vektorima T o0ese Jie

Specijalan sludaj ove teoreme je teoreme 2 iz (45 ikada



4.0.

,» umesto V uzme Cn.

Navesdéemo jos teoreme koje iskazuju primenu ove teoreme.

Teorema l.6.5. Neka Je £(2) =E:a% zk analiticka funkci-
=0

= 2

'« vektor a = (ab,alae,..)gg 1 neka su 7, Tosees Iy komp leksni

ojevi iz obtvorenog jediniénog kruga k ={Tz]5zh:%f. Oznadimo sa

DEf . i : r 2
{f,g) = n (a-+%) gde je #=(~ x,.. Del” takav da su T19 Io9 00Ty
le funkcije g(z) :E?i@ﬁ¥. Tada je

~ _Def = | _ < 4
¢ (£f) = min{é (f,8)] 8{%3) = 05 1 = 1,2y0000kr = (n )G (a)

. 2D i
e je 5 potprostor prostora 4~ nad vektorima

-y

< i
J1 = (Ly 71y 71, «os)

kaz. Vektori Y19T 59000 SU iz{f2. Uslov g(fi) = 0 (I = Lylynw 45

7¢ da se napise u obliku
) \if&= O,
e je\”beskonaéna matrica éije su vrste koordinate vektora
s YoseeesV) @ 2 vektof, jednokolona matrica. Skup N vektora lo-
zadovoljavaju (7) Je potprostor prostora 452;pa je na osnovu
edhodne teoreme

§) =6y (a) = (o™

=6y (a) = (0™), (a)

e Je G-ortogonalni komplement prostora N.

Ove teorema omoguéava da se nadje minimalno rastojanje
Ce analiticke funkcije koja ispunjava uslov (6) od skupa svih
alitickih funkcija koJe ispunjavaju isti uslov i imaju nule u
Ekama.7§l,f$2,...,§k iz unutrasnjosti jedinickog kruga K.

{?2

Ako se u ovo] teoremi umesto prostora uzme prostor ‘

0ija se teorema iz [44] koja daje odgovarajué¢li iskaz 0 polinominma
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Lji Jje stepen “ n-1l.
Sledeéa teorema daje minimalno rastojanje jedne anali-~
Eke funkcije od skupa analitickih funkcija koje imaju r-tostrukil

yren u jedinidkom kpugu i koje zadovolJavaju uslov (6).

Teorema l.6.6. Neka je f(z) funkcija iz predhodne teo-
me i g(z) koja pored uslova (6) ima r-tostrukl koren i promenlji-

yj tadki 5 unutraSnjosti jedinilkog kruga k. Tada Je

- Def ., | _ .
¢ p(£) = min - (f,g)" = oin (n)- (a)

le je #-, potprostor nad vektorima

-~ -~ I
yl=(l, ;,:,? A B ,-l)

) 1
y2 = (0,1’2.1 gy oo Il'-'n ,--)

— —-— s T

yr= (O’O,---. O, (I""l)!,--l, n(n—l)--.(n—r+2)?L-r,.--)-

kaz. Vektori Y13FosecsVn pripadajufiz i dokaz je analogan doka-

- u predhodno] teoremi.

) In 2 i & .
Ako se 1 ovde umestoii2 uzme C dobija se slicdan 1skaz

polinomima iz |44.

A

- f | - - - . ' -
Napomenimo da se u Hilbertovim prostorima O.(x) lako iz-

cunava formulom

g = L

. ff(X:y1:Y2,---:yk) ; /2

N e rerrrrs wepad
DA RRRE AT _

e je 7 potprostor nad vektorima y;,¥osssss¥y a ~ Gramova deter-
nanta ovih vektora.{;27 o) 3811}

Problem 1.6.1. Da li formula (8) ostaje u vazZnosti, sa
zirom na definiciju l.4.l., u neprekidnim, uniformno konveksnim

kompletnim s.l.p.s—ovima?
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2. KOORDINAMIZACITA S.I.P,S-0VA

2.L1. ORDTCHCORMIRANA BAZA U SeleP.30VIMA

U svakom Hilbertovom prostoru H postoji tzve. ortonormi-
‘ane baza prostora $tj. najvise probrojiv skup jedinidénih nzajamno
ormalnih vektora 1z H preko kojih se svaki vektor iz H.meze i~
1it1 prek¢c tih vektora, u obliku linearne kombinacije tih vektora.
‘0 u mnogome olakiava resavanje raznih problema, a mnogi problemi
‘e mcgu resiti jedino metodom koordinata, koja se zasniva na oso-

inama ortcernormirane baze.

Prirodno je postaviti pitanje da 1li u jednom s.i.p.s-u
ostoji skup vektora koji uopstava pojam ortonormirane baze iz H-
rostora. U ovom delu naSeg izlaganja ¢ilj nam je da odgovorimo
.a Uo pitanje. Pokazatéemo da uz izvesna ogranidenja, uvodesi wpdhi-
¢ pojmove, teorija koja uvodi ortonormiranu bazu u H-prostorima
nstaje specijalan slucaj slidne teorije u nekim s.i.p.s-ovinms,
<0 poluskalarni proizvod postane skalaran proizvod. Pri tome ée-
0 e koristiti standérdnim postupkom dokaza postojanja baze u H-
rostorima. Specijalno, ovde smo izabrali postupak dokaza koji je
zloZen u knjizi S, Aljardiéa ‘1., Neki stavovi se bitno ne razli-
1ju od odgnvarajudih stavova u F-prostorima, ali neki zghtevaiu

Ocebnu paZrju zbog nesinetridnosti ortogonalnosti u Selepoes~0Ovimz.

Def.nicija 2.1, Skup vektora -- ... u s.i.p.s-u V obrazi-

crtonormiran sistem ako je, za svako i,j- i

‘1 ako je i = j

I—"* ' —rtg

ity it T L .
- J 0 ako je 1 = J
7o indeksa I moZe biti konadan, praebrojiv ili neprebrojiv. U rne-

im s.i.p.s~-cvima postoje ortonormirani sistemi. Tako u - il o o

agktora
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(L,P,0y oo )
(0,1,0, «ce)

e -

¢ i_. {
S B
il l

- -

(040,04 a5 0, 150 s 0

e 1 - el

T
Il

n

mrazuje ortonormirani sistem, Jjer iz
' e

\ "‘Xi
8 e 5 _X,“*z 1v 1
L=t L A

isim toga ovaj niz Je fundamentalan u 7 ( 1, primer 4 ). Ozracimo

. -
vaj sistem sa .

Yektori iz jednog ortonormiranog sistema su linearno ne-
avigni. Zaista, kada bi vektori bili linearno zavisnl postakale

i konstante, na primer Ay =0 , takva da Je

; e R o P N . = O
S R B - - A *“n-n

nozeéi ovu jednakcst s desna poluskalarno vektorom =y GuUDLJans

£ | -

*—:: (o ‘ \ i e ' . {' _ .= O
\"l:'__!._.l' -1_! + _r2!_;._.2, l; > aeoe + ) nf-—‘hﬂn, -1_‘

dakle sledi da je 3»; = O sto je suprotno pretpostavcl.

l

Definicija 2.2. Neka je == 4. I ortonormirani sis-

M U Seil.Pes—u V i x-V. Leve 1 desne Fourierove koeficijenve velr-

. f « _x o . '
ora x u odnosu na sistem - definiSemo respektivno sa

o r~ el T
T, = |C.oqX
Xl L“-’l’x-.f o
unitarnim prostorima je ii = (xi) gde =~ oznafava konjugaciju.

Teoremg 2.l.1l. Neka Je 71,*2,..., Ln ortonormirani =.--

M U S.l.pes-u V 1 neka Je

o
- ‘
- il o - "'It
i "?21; 1 "1
da je b. o= % i 1= = T XX
3 i A s i 1
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4
ykaze. PomnozZimo s desna jednakost x =}=;i€i vektorom &j' Dobija—
1, 1) e
) = — = = AT = =
: sl =0 NN, “ . = ; ! = S, =
L-Xi tJl -i_. ._{.:_*Al_l, .rJ i ;i-/)‘l_“ 1’\___;]* /\J'

'E:.'

jp. Zaj:l,2,.a.,n je J\jZXj

vy
wzell sada s desna Jjednakost x =3}.E. vrektorom x dobLijamo

Ay
™
I.r’

-
-

p— TRy 2 I;\ 2 - : P - I:: -
E_X,Xl —_ "',-’XF_! ﬁ_’f_X, Pi,X :-' — '_F_X,t..-*j]_\..i,]{_f —_ e Xixi _
¢ - 2 T

Definicdja 2.1l.3.Neka je —~ortonormirani sistem u s.i.p.
.uV, koji ima osobinu 4. Kazacemo da je se.le.pes V transverzalno
imetrican u odnosu na sistem E:ako se gvako x-V, za koje Je ii=o,

ledi ﬁi:O i ako je, za svako x+: V, 'ﬁiii-a O.

Postoje s.i.p,s~-ovi koji imaju osobinu transverzalne

imetri¢nosti u odnosu na odredjeni ortonormirani sistem. Ponovo

> to prostor s (p>2) 1 njegov ortonormirani sistem¢ . Zaista,

-

L] " P &

GO e 5 = (xl,xg,...) vektor iz { tada Je )

» v r ) xs

= g, i = . | . o= (%, I =

Xs Xy Ty x; 1 i =710 - Xs
1 iz xi = 0 sledi x; = O za svako 1 = 1,244, .
" & v = T = N e lXill \
31m toga Je, za svako 1 = 1,2, eee gx,iiicl,xj = XXy =I5~ C

e

P

y ye -
Teorema 2.1l.2. Nekaﬁpi,ﬁg,..,fnﬁ ortcnnrmirani sistem u

«i.pes-u V u odnosu na koji Je V transverzalno simestridan. Tada

'E, Za X'-'.; V’

-F"“‘*_-_.- " 2
. X.X. & 1xi
i s |
i
. ¢ = L, :
dkaz. Stavimo /= x -, X;*; . MnoZeéi ovu jednakost s desna vei-
210 fj dﬁbijaﬂlo %fﬁ,':tj‘! - O, j - l,?.,lll,n, pa je;‘{__,j,“_:Ol
rema tome Je ﬁl’hé""’gn ——— ortonormiran sistem u V. AkoO se
¥
ada Jjednakost x = ﬁ+[*kiﬁi pomnozi s desna vektorom - dobijaro
F—-_F ir“f :2 - » :K - r -l! » F ® » ¥ W o=
Xy % | =1 ili 1&i= | x, — ] Koristeci ovu jednakost napisimo
NN )
sktor x u obliku
g — !
< . A . I~ "‘; ™ z
X:_r + 1 e +H-"f‘!_ = . = D LX, wv— | ep———
Pl i A R § band o
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. _*1:'_3% v, ix Lo T g
i X! "'{;::_. i T | 2! ”lj_-r'”.i i Hr’ i
e (— }‘ ——
y ] e =
S05t0 je (X, =— i |=—=yX;= 0, dobijamo da Je
- Halii Lhsi -

Teorema 2.1l.3. Neka je{fi%i&I ortonormiran sistem u

s.iepes-u V u odnosu na koji je V transverzalno simetrian. Tada,
,a svako x<V, u skupu [ X;X;; 4.7 iba najvige prebrojivo mnogo ¢la-
<ova koji su razlid¢iti od nule, lez obzira kakvog Jje kardinalnog

sroja skup indeksa I.

v . =N g Rl T l :’i
Yokaz. Uodimo skup B = iX:X: ' X:X:> =57 (n =1,2,...) Predposva-
_____ n CTLL e T n2J
imo d X. ¥ E.. Tada Jje
’ }C. PR X . 22 -
;1m0 da Xl 11 , ® 9 lk lk = S _
f.
1 T‘” -
—E- FXs XsooL 12
;s i. & ixi
= A4 J J

G J
k £ n2 Hxﬂg

Nnakle za fiksirano n, postoji samo konaCno mnogo elemenata u E_
L

ya time njih najvise prebrojivo mnogo u E » Tim pre Jje konacno

1,-_

mnogo razliditih od nule levih Fourierovih koeficijenata xi.

dgsledica teoreme 2.l.3%. Sune

T o :‘L Flthx - -
e L 8
6] he ol

yosle izostavljanja sabiraka u kojima se Fourievovi koeficijenti
jednaki nuli, i uredjivanja preostalih, mogu da se napisu, respek-

tivno, u obliku

- T: s - “ :
~ 1 X . g
: ) z_ xlxl 1 .f;*xl“'l .
(=1 =4
. 2] : : .
Teorema 2.l.4. Neka je'zs; ortonormirani sistenm Uu
g

Seispes-u V u odnosu na koji je V transverzalno simetrican. Tada
je

p . -\
'kz) ! x
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sludaju da je V unitaran prostor nejednacina (2) je Besselova ne-

sdnacina.

-—_--“‘“ =il S . N e e - S ——
i

Y,
S X%, ¢ ixi
i*i
{ =+ .
3, s delimicne sume reda Eixlxl ogranic¢ene. Posto Jje to red sa
L o i
szitivnim ¢lanovima, on bezuslovnc konvergira, pa ¢e vaziti
o
> X Fysoxf

{ = 4 .
rimer s.i.p.s—a ¢ (> 2) sa njegovim ortonormiranim sistemom

okazuje da postoje netrivijalni s.i.pes~ovi sa ortonormiranim sis-—
emima u odnosu na koje su transverzalno simetric¢ni, i1 odnosu na

0ji, za svaki vektor x, konvergira red

e i’
‘ T L | - L}
5) P A

=4

e

aista, u 4 delimidna suma reda (3) je

E Vi
N B SR T S
n £;L- 1) ey "L;fi&i (lexe,---fxn,O,---)
W \1/ :
1 je -, ’ =(§ixJFp - odakle sledl da Je llmﬁ - Xfj=G-
- Rt il y NS
Definicija 2.1.4. Ortonormirani sistem % 13 Je maksi-
ol |

1lan u V ako nije pravi deo nekog drugog prtonormiranog sistema

Ve

ua 2,1. N¢ postoji vektor razlidit od nule koji jo transverzalah

1 potpunl ortonormirani sistem E 1 odnosu na koJi Je V transverzal-

> gimetricdan.,.

M

okaz. Neka je x 0, x &V takav da Je thfrj

2382 i

H

O tada bi bilo

.sX! = O a to znai da bi sistem

x_ 1€
( 0y + 7
L0 potpuni ortonormirani sistem u V a EfnjagGVjpravi deo, suprot-

> pretpostavci.
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Teorema 2.1.5. U svakom S.i.pes-u V (V= :0) postoji pot-

yn ortonormiran sistem.

skaz. PoSto svaki s.i.p.s ima ortonormiran sistem, jer Jje takav

. primer jedan jedinicni vektor, dovoljno je pokazati da je svaki

iy,

~tonormirani sisgtem . iz V sadrzan u nekom ortonormlranom siste-

1 ~* 1z V. Neka je # skup svih ortonormiranih sistema iz V koji

adrief?. Kako je.? delimicno uredjen skup u odnosu na relaciju
nkluzije ;- , na osnovu Hausdorffovog stava, u njemu postoji je-

an maksimalni lanac ... Neka je >~ ' unija svih elemenata lanca i«

igurno, je, prema tome, f <.’ ’, pa Je dovoljno pokazati da je ..

b

otpun ortonobmirani sistem. Uzmimo dva proizvoljna elementa 51,
. :“‘ t ¥ : - {: ¥ 40 - ;1 . f;‘ . g T
2! - ® ‘b}eka Je T 1= “ 1 8 S 2 "C.'E2 gde SUu 1 L L D ortoneormliranl S1isS
, S & y : = o . B
emi 1an£aﬁL4 To znati da moZemo pretpostavitl da jecC 1% “ay odak-

e sledi da Je elféjz pa Je
_ Jl ako Jje € th

'- i -r—I| e i
N, i

A

J =|.- - J = ;
ol 2 { 0 ako je E‘zé- E2

nadi da je £? ortonormiran sistem. Ako &' ne bi bio potpun, ondx

]
L r~ -
i postojao ortonormiran sistem £ takav da je &7 5 (£0=F “)

. L A
1i to bi znadilo da . nije maksimalan lanac, jer biﬂ;(;:;'{bio
anac. To je u suprotnosti sa pretpostavkom pa Je F' maksimalan

rtonormirani sistem u V, $to je i trebalo da se dokaze.

Sada smo u moguénosti da dokazZemo glavnu teoremu oOvVOg
zlaganja, O reprezentaciji norme i peluskalarnog proizvoda u ne-

im s.i.p.s~ovima.

Teprema 2.1.6., Neja’ “= ] {7 ortonormirani sistem s.l.
,s-a V u odnosu na koji je V transverzalno gsimetridan i u odnosu
a koji, za svako x <V, red (3) konversira. Tada su medjusobom ek-
ivelentni iskazi:

0 . . . .
< je maksimalan ortonormiran sistem u V.



Qo i : X
] s ; je fundamentalan niz u V.
.0 : . . N = w
57 Za svaki vektor x iz V je x =/ x.t.
5 251-'-.'.' 11
-~ 4a svakl vektor x iz V je iix '=E_§iiii+

O g . ,'.-— t - e N W
Za svaki par vektora (x,y) iz V je 'x,¥y =‘;_%_yi
i — 1+

'L'-(--.'_

‘birovi u 50,40 i 50, posle teoreme 2.1l.3., moZemo smatrati da ima-
iu najvise prebrojivo mnogo sabiraka razliditih od nule. U slucaju
.a Je V Hilbertov prostor jednakost iz 50 se svodi na Parsevalovu
ledngkost.

0Kkaz Teoreme 2.l.6. Pokazaéemo da lO:ﬁ; °=%2%= 71 3

= . TERY S S e S i e S wile W SR S SR ‘--__

- “-“—'—".*-‘-*-50:;. 57 = 18

O o ‘o e .
1 == 3", Napisimo razvoj thifi sy pPosle uredjivanja

———————— i

te?1

ourierovih koeficijenata koji su razliditi od nule, u niz, u ob-
lku oc:
zz_xiei_.
f=1 O
z konvergencije reda (») sledi da je » Eif_i vektor iz V. Oznadi-
= (= 1

O;géysa y. Neka je Jos fij XﬁyZX?gi_XiEi- Tada Jje za svako n > j
- A3 5 | I T Nl P o 3‘" <
JI i_ & P , “‘l o

EK-—'Zintl,Ej; = )
zumaJucl limes po n i koristeii neprekldnost s.i.p-a po prvom ar-
umentu, dobijamo za svako j = 1,2,...

- IR

| S oA L
1i =

A )

Lﬁ!ﬁ%i O
vo znali da je ¥, transverzalan na t,pa je na osnovu leme 2.1.1.
: O
?i = Q. Druginm redima je x = D~

. — 111 e
3 Yy S 2;X1Q1

ol 0 :
=>2". Neka je l_potprostor nad.E?i Xw Ve Tada za svako n vektor

. e g T oy Ve

# g : ] .
> Xj65€ (. pa za proizvodljno ¢> O postoji takvo n da je

Il x -‘Z_:’Eie.l < 7 -

L% 4
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Ovo pak znacl da jel svuda gust u V.
20 =1, Pretpostavinmo ﬂaf" nije maksimalan s:l.stem, tje da postoji

vektor ﬁ#:O (feV), takav da Je | /, f‘fz O 1_,_.;_, ,ﬁ_{_ O . Tada

jeL!__ L 1= 0, gde je |. zatvorenje od & » Kako je, na osnovu 2,

r

;,“:2 = O pa Jje %4 = 0, suprotno

E: V, zakljudujemo da je E , § | =

pretpostavci,

50 =>5°. Neka je v proizvoljni elemenat iz V., Tada je za svakil

prirodni broyg n -
Rt A L2 4 BV SR A
L= (= 1

Uzimajuéi limes po n, u ovoj jednakosti, 1 koristeéil neprekidnost
Sel.pe—a poO prvom ergumentu dobijamo
=
ESE Z x; ¥5 .

Ako se zbiru na desnoj strani dodaju i oni sabirci za koje su Fou-

=y

~
[ f;J%Uei,y'; s
=4 -

1

rierovi koeficijenti jednaki nuli, zbir se nele promeniti pa Je za

svako X,yeV
. AV
[x!YJ = % Jq .

50 = 4%, stavimo u poslednac:;j jednakostli umesto vektora ¥ vektor

__-*-u—.-l—"—— — e

x, dobiéemo

- 2 N AN Vv
x,%X] = x| =7“le .

(€

Pretpostavimo suprotno tj. da postoji vektor Hh = O

]

i, B >
TR

wlfpm - F [ S

prtpgonalan na & . Tada je

1412 _é‘[ €51 2500 = O

tj. 4= O suprotno pretpostaveci.

Teorema 2.l.7. Neka je V konalno-dimenzionalan s.l.p.s
sa osobinom aditivnosti transverzalnosti 8. i neka u njemu postojl
ortonormirana baza. Neka je & potprostor od V. Tada, za svako x:V

postoji Jedinstveno razlaganje

(3) X =Y + %
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~de Je y transferzalan naf(s a2z iz &

Dokaz. Neka Je C11tnyeeeyty ortomormirana baza prostoral . Za dati

___-.———

yektor x iz V, potpuno su odredjeni vektori
13

\T_- - -
2 = LX,-- 34 y = 3, et B

o= k k

rako da je z ¢ &. Osinm toga Je _
e e i s , i e L o . T by B

‘.fi‘*.i_: = .’__X'Z:rHiJ = XKyxil =Ly —ixrej_j 'i>:1_xl-k L""'h !-1| = O,
520 znacl da Je Ey,fi] =0, (i =1,2,.e.4 n). Zbog osobine 8. 1 oso-
cine 4. sledi da je [y, &f=

J—

DokaZimo jedinstvenost razlaganja (3). Neka je x =y + 2
= y? + z' gde suy i1 y' transferzalni na & a z,z’ iz & . Tada je
y=y? = z-2? pa Jje [y— y—y _[}-y z-z;? = O, §t0 znadi da Je
y-y?' = O tje ¥y = ¥?. Posle toga je 1 z = z?.

Posledica 2.l.1l. AkO Je V sali.p.s iz teoreme 2.l.7. i1Gpravi pot-

rostor od V tada postoji vektor x iz V-(> transverzalan naég.

>roblem 2.1l.1l. Neka.je;}ﬁ.i ortonormirani sistem y kompletnon

il 1€T

SelePesS-u V u o0dnosa na koji Jje V transverzalno simsteridan. Da

li red (3) konvergira za svako xeV?

4

-

2e2s KARDINALNOST ORTONBRMORANE BAZE U S«I.P.5-U

f i
2.1, " Cueh L, E-18f
Teoreme 2.2 Dve ortonormirane baze‘_:-14(-},_]&_1 C. g‘_t} ’ef
2 odnosu na koje Je s.l.p.s V Transverzalnc sinsteridan i u odnosu

1a kzoji red (3) konvergira, imaju isti kardinalni broj.

Dokaz. Kako Je %ﬂg;e]_ ortonormirana baza, to Jje na osnovu teore-

7 ‘_f .-;_)
o= ) K,&l%
el

‘rema teoremi 2.l.%., najvise prebrojivo mnogo elemenata[%:;@ﬁ;
lna razlicitih od nule. Oznacimo sa I;C I skup svih indeksa i za

t0ji se to ostvaruje. Pokazimo da je

1) U I; = I
Je ]
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. -2 naime, neko i v T ne bi pripadalo ni jednonm od 13! tjs &0

e
~i smo imali, za svako J¢

Fr"' T om . -
. T O
L_.-'J 2 -] J ;

ro bi znagilo da je T; ortogonalan na L. o Kako Je

.
-
[

io T -

- O ﬂ !-:-:""' *2 \:ﬁ [ﬂ *fT = " T P P
to je, na osnovu 4  teoreme 2.1,k 17545 =, e | ]_ﬂj,fft_,__!--u.-

. I L _
suprotno pretpostavci da e v, jedinicnl vektor. Skupovil Ij su

najvise prebrojivi pa 1z (1) sledi

Cl

I"'“:;J+J+lll =
Na simetridan nacin 7, ak=

g
- -

cde I oznacava kardinalni broj skupa l.
ljudujeno da je
J = 1

o=
L ]

pa S€ na osnovu Gantor-Bernsteinove teoreme 1

e

NE S.I.P-0VA NA PROSTOR OPERATORA L(V)

L]

3, NEKE PRIM

TKIM SelePeS-O0VIMA

F

3.1. APSOIUTNE NORME OPERATORA NA N
Neka je V realni ili komp leksni normirani prostor 1 .

I{V) skup svih ogranicenih linearnih operatora sa V u V.

L(V) je takodje normiran progtor sa normom

; |
(1) Ajj = sup ziﬁh (A< L(V))
X =0 -

koju inducira norma vektora na V.

Funkcional n(aA) definisan na L(V) ko-

Definicija 3.l.l. .

ji ispunjava uslove:

O

n(a) >0, A=0

O

1
2Y n(\A) = irjn(A)

3° n(a+B) < n(a)+n(B)
4“" n(AB) <. n(A) n(B)
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-ove Se nhoria operatorae.

Definicija 2,1.2, Norma operatora kcja je definlsana

sa (1), preko neke vektorske norme, zZOVe S€ operatorska norma na
1.(V), Norma operatora koja nije definisana sa (1) ni za koju VeK-

rorsku normu, zove sSe apsolutna norma Ina L(V) .

7Za svaku norm£ 5beratora na L(V) postoji norma vektora
na V takva da Jje norwa operatora n(-7) saglasna sa nNOrmon vVer-
tora §i-i,tj. da Je 2a svako A=L(V) 1 gvako X €V,
i axjl < n(A) ixf
7a dokaz videti zadatak 58 [QB;p,416E.

Definicija Zel.5. Dve vektorske norme iy i fli, sS4 pro-

porcionalne ako posto]l ronstanta C tavka da je, za svako xXEV
xfy, = C Ixll, .

Definicija 3.1.4. Dve operatorske norme I, in, su

uporedive ako je, za svako Ae L(V),

%}(A) £- n,(A)
111

n,(A) < n,(4) -
Definicijom 3.l.5 U skupu fy svih normi operatora uvedeno je Jjedno
parcijalno uredjenje. U ovom paragrafu Je okarakterisana minimalna
norma u smislu gornjeg'parcijalnog uredjenja, kada Je V realan nep-
rekidan, uniformno wonveksan i kompletan SeleDPeSs Ovaj problem je
razmatran u [35; gde je V bio realan n-dimenzionalan prostor B 4
u (34 gde je V bio Hilbertov reaian separabilan prostor. I ovde
se kao 1 u [34}koristi metod JU.I. Ljubica 1z [35] sl U [35}1 u
{}4L g dokaz glavnog rezultata bitna je bila lema koja odgovara
sadasnjoj lemi 3.l.Z2. ] [}j]i [}E} dokaz te leme se oglanja na geo-
metrijsku intuiciju. Ovde dajemo nov strog dokaz za opstije pros—

tore. Osim toga, ovde dajemo dokaz Jedne teoreme 0 qporedivosti
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operatorskih normi koje su inducirane odgavarajuéim.Hilbertovim

normama ako Je ﬁrostcr V woupleksan Hilbertov.

Neka je V s.i.p.s sa norico ./ « Neka su, pored ove
norme, na V definisane jos dve razlidite norme I { 1 b ﬂﬂz koje
su ekvivalentne sa normonl | & » Primerl za takve norme su navede-
ni u {34} zajprostor'{z. 7a op3tije prostore egzistenciju takvih

normi obezbedjuje teorema (3.1.) 1z (5],

Pomocéu dva fikecirana vektora X iy iz V (x=0, y==0)
u [55} i f34] je definisan Jedan operator T koji Je imao presudnu
ulogu za dokaz glavnog rézultata. Tamo je za nJjegovu definiciju
korisiéena separabillnost prostora. Ovde cCemo takodje definisati ta)

operator na realnom neprekidnom s.l.pss-U.

Definicija 3.1l.5. Neka su x,y& V (x=0,y% 0). Oznacimo
sa T = T(x,y) operator koji zavisl od x i y, definisan sa
(25 T2 = T(x,y)z = 'z,y;x (zeV).
Neka jejﬁgkup gvih takvih operatora. Videcemo da za ova) operator

vaze sve vdobine koje su vazile za T-operatore u [54} i E}j}.

Lema 3elel. VaZe osobine:
17 < .
2) T(A&x,¥y) = AT(%,5) (TET: Ae L(V) ) .
3) 4y = kxhy Hyfy (B = 12

gde jendfdualna norma norne H-/-

Dokaze. 1) Na osnovu (2) 1 osobine linearnosti s.l.p~a po prvon

argumnentu, imamo

——

M el x ¢ ap i

H

T(Ay21+ ApZp) = [M121+ A2%207] X
\1Tz 1+ AoT25

;"*1:,)‘2€Cb 3 27925 APK

S

Usim toga je NTz ! (2,71 x! < |[z,¥]| =l < hzi jyi Izl
tje TN £ lixh iy ll.
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2) T(A,Xy)2Z = EZ:F-IAX = A[Z,ﬂ‘x = AT(x,y)z (3 ¢ V)

2 jia ﬁTzﬁi HZ,yTxﬂi — Ifz,zjl -
| . = =g8up - - = Xk, SW =
3) uTIll zi}h.l% 170 s ;% 727 XN 5 z.:-—% 2zl 5
- ; A
= ixi, sup |iz,y]l = iixly 73 .
ﬂz”i:l

seka je sada V realan neprekidan s.l.ps C koji je uniformno kon-

veksan u odnosu na njegovu norsu

Lema 3.1.2. Ako su dve operatorske noruae [y i -1 5 uporedive na

skupu.j#prostora L(C), tada su odgovarajuce vektorske norme pro-

porcionalne.
Dokaz. Uocimo koveksan skup K ='{z { ﬁﬂbéauxﬂﬁ, gde je x fiksiran

vektor. Neka je f(z2) = C (C »0) oslona ravan (suport ravan) ovo-

ca skupa koja prolazi kroz tadku x. Tada na osnovu teoreme posto-

ji jedinstven vektor y takav da jJe

[ij] = C
gde je C = [x,y - Osim toga je [z,y/<[x,5], 2a 2€ K,
pa je

dup [z,5] = sup [2,¥] = sup [ixlyz,y] = Ixiy I3 5.

EST A gl =1
2l =

ﬁzﬁzé{xug Hzn2=ﬂx#2

Posle ovoga 1 nejednakosti Ex,ih;”x”l ”F”T koja sledil iz definici-

E
—

je dualne norme kao i osobine 3) iz leme 3.l.1l. imamo [X,y

= Jlx”z leﬂ;‘?’”x”lﬁy”ﬁ} LX,:')T:{, odakle je

(3) Ixpy vy = hxip 4TS = (X3
Sada Jje«dovoljno pokazatli da su norne mﬂi'ilwﬁ; proporsionalne a
2bos homogenosti norme dovoljno je pokazati da su proporcionalne

na jedinicénoj sfera ﬁyﬂ% = 1. Neka je, dakle, ﬁyﬂ; — 8

Tada Je
<5’) !:-le_; - ”X'Jg - 'ffx,”]_ f’f}’;'f'f ;
Iz ekvivalentnosti normi jy; 1 j-4s sledi da, za svako X. C pOstoj.

konstante Cq i CH takve da Je

Cy Ixl< %)y < Cp Uil
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ovde je C, = sup pa Jje, na osnovu (3?)

= s

=X Z_n F-‘f
02 Pt Stlp 'ﬁ = :th’l

-+

L

rrema tome Je za svako y, za koje jef)ykg = 1j H?Hi = 02 pa Jje
na osnovu (3), za svako x:- C

1Xlis = Co Xy -
Posledica 3.,1l.1. Da b1l dve operatorske norme Ina L(C) bile Jjednake

potrebno Jje 1 dovoljno da su odgovarajuce vektorske norme propor-

cionalnee.

Posledica 3.1.2, Dve razlidite operatorske norme na L{C) nisu upo-
redive.
Lema 3.l.3. Postojl na L(C) jedna apsolutna norne.
takvih da je, za svako A L(C),
sup [/A /. & 7%
Takve familige‘postoje ( [33? Yo Tada Jje& sa
» nfA) = sup A, (A€ I(C)

o

definisana jedna apsolutna norma. Zalsta n(A) ispunjava uslove
1949

Ako bi n(-) bila operatorska norma, tada bi na osnovu posledice
2,1.1. bila, za svako A-L(C), n(A) =ffAh,, 5to je suprotno naso]

pretpostavei da su sve norme familije fd-t{j razlidite.

Na skupu Hilbert-Schmittovih quratoraj:sa

:‘ i oy e T

2

Vi
n(A) = /AL

(=1
je definisana Jjedna apsolutna nornma, gde Je

- .
ﬁuyi_; bazis u prostoru

H.  Leko je pokazati da jeijpodalgebra algebre L(H).
Lema 3.l.4. Svaka norma operatora n(-) ima bar jednu minorantu ob-—

lik
-0 I Axcii ?
fal? = suwp 5
xi0
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~de norma ##?! vektora ne mora biti u opstem slud¢aju ekvivalentna
sa normom /¥ .
Dokaz. BSa flxf. = n(T(x,y)

_____ v |
ic definisana jedna vektorska norma na C. Sada je, za svako AcL{C)

AX] .
I x=0 1%y x+ 0 yJJ:

Foristeé¢i 2) iz leme 3.1l.l. 1 49 iz definicije 3.l.l. dobljamo

odakle Jje, za svako A L(C)
Ay < n(a).
Teorema 3.l.l. Da bi jedna norma operatora na L(C) bi-

la operatorska norma potrebno je i dovoljno da ona nema netrivijal-

nih minoranti.

jednu minorantu norme m!;ahsa4yuﬁednu minorantu norme n(-). Tada
je za svako AeL(C)
hAlY < n(A) < Al

Na osnovu posledice 3.1l.2. dobijamo, za svako A L(C)

o hAr = dad, | .
pa je, za svako A¢L(C), n(A) = llAlle Zraci da Je norma /- fjednaka sa
syakom svojom minoranﬁﬁm. . o
Cornuto, ako je norma ji./j jednaka sa svakom svojom.minorantom, ona
je Jednaka 1 sa svojom.operatorskom minorantom, sto znacl da Je

norma - fjoperatorska norma.

Posledica 3.l.3. Minimalna norma operatora u skupu N Jje uvekh defi-

nisana sa (1)1

U dokazu leme 3.l.2 botno je bilo da Jje prostor C rea-

lan, tako da se Ljubilev metod ne moZe primeniti u sludaju da je C

koapleksan. U sluaju da je C kompleksan dobiéemo nedto ‘slabijl
rezultat.



D7

Neka je, sada, H realan ilil kompleksan Hilbertov pros-
ror sa normom J-; ,k0ja izvire iz skalarnog proizvoda (-4 ) na H.
73 H se na vide nadina moZe uvesti skalarni prolzvod. Na primer,
ako je A samokonjugovan pozitivan operator iz L(H), takav da Je
4%,%) >0 za x =0, tada Je funkcional

(%37) , = (AX,7) (xyyeH)
jedan skalarni proizvod na iH.

Neka su fijy 1 542 dve norme koje su ekvivalentne sa nore
~om . /i na H i koje su inducirane sa odgovarajucim skalarnim proiz-

vodima (-,-)q 1 (-,-)2 na H.

Definicija 3.1.7. Oznacimo sa Hj Hilbertov prostor

(H,jp”i) (1 = 1,2) i sa ﬁ; operator konjugovz=n operatoru A(AeL(H)

g

na H, prostoru, (i Lig2 ) s

Lema %.1.5. Postojl jedinstven operator SeL(H) takav da Jje, za
svako X,ycH,

1) (x35)5 = (%,8¥)q

2y st ) .

5) 8 = 85 = 8,

4) A7 S =58,  (AL(H))-

ji ogranidenih linearnih funkcionala na He.

2) Primenimo 1li ponovo Fréchet-Rieszovu teoremu zakljucu-
jemo da postoji jedinstven linearan ogranicen operator T na H, ta-
kav da je, za svako X,ycH

(313)1 = (X’Ty)g
3a druge strane, iz 1) je

(X,¥) 1~ (er—lY)zr

Sto znadi da je T = gk



L
o

3120 je H ¥omplekeun Hiloertov prostor. Iz 1) se dobija
(X,SX) 1==nx)|2 , tJe. @7 je za &Val0 X H, (x,Sx'}l realsn oroj. ba
oLIOVU f4G,p.22'Gslec1 de Je S sanogonjuzovan u Hl tj. 9=0o

ll
Stavizo sada u 1) uwiesto x, EX a aceto y, x p2 éelo dooitl (Ex,x)

IR
e

I}SXHZI, tj., na osnovu 1istog ctavi, ST Sne
vo3e se poxezeti,lrusli 0¢e tupkan,
<n@z Je H realan Hiloveriov orostor.
y > o W . e
4) (ﬁx,}*) 2::{3](";_;3) 1-—(3’.,;1.1-.33)1 (K,)ed) .
Sa Aruge strane Je
A o
(Axl 5"}2:: (x, f'-;..zj):':: (x, '34*23)11
: "“r- - % - *'*
33 Je, ZBn £V2Ko X, 5 &1, ‘{X,(.‘:hl-ﬂ'bﬁz) y)= v tJe &18=:.u.-.;2.
Lolg 3.1.6. Posto]l Vo =K i US-]'. K Je saucogonjugoval u 4, L Bs

i vate jednpkostl
[4 ) Vs = e,
(5 quz - ﬂsﬁxﬂl {XGH).

Do.52z. kego /€ [Sx,x)lmﬂxﬂs 3 0O, eledi da je S sozitiven si-
e triXa. operator. I'n OsLOVUY [38,9.33@ nosetajl E k0o 1 ge taso-
Zje pozitivan 1 gimetrifen. Pro.e toue (e

hx“%:—_ [Ex,x)l"—“-‘ {V_Ew VEX, 1’)1'""'" (\Eﬂx,\réx)f" f er%

T, ”xuz.: HKxﬂl (xelﬂ.

Velde Jednozostis

iR+ = kK,
= S
Fx 1yl = hahy

2



el

)im%e
~ LAl uh fﬁsxﬂ2ﬂ SUD Hﬁl}hfﬂl = | fé“
th J‘-tuB "K“f - AF0 ﬂl&xlll 1HYT
yrictedl 4}h lozi 3.1.5 1memos
=l
A & iRRa, o AKag xhy
fxrAck], = sup T T EU) e
- w0  Hx x£o0 || x|
1 1
9 ﬂfzi:ifﬂz-i—— uf¥“

21, xoji u ovox prostory 0dLoVil

2. 1835 5L “-u1 y ! ”'”2 vestorske LOraEe g05e Hu

inducirnae odpovars 2 Sué Lik 5$ﬂlarnim.proizvodima re 5. 186 12

}}A“l HAH2 zu svakod A € L(H) sledi ilAﬂl== l{&"z .

JOLre 12 ll%"l llaﬂz Zn SVE£0 A 3% LLH), gledi da Je,

B

il £ trxma gl (s € Llr))

T e, geOVU OVOZS 1 ;ndnakasti{T) i {&) dovigjemo
Al >
I, & lagl (aeLls))

A : IR —
L sutia ge ‘A]_H]_ --I!A“l HJ-QHZ -*”_&u.z, aa jo, Za svasxo mE'uLi-t) :

) ally — Hak,

coko Je Jo3, 2% svaso & € L(L'.) ) I .-L\ll “All?, dooijnwo <& Ji,

Lo €va<ko .-?..GL('Z-;], ﬂAle UA_HZ , Sto ge 1 trzozlo doss2uatl.

Dysledica .1.4s JVE paglizite operstorese NOLUC, 2z koje €U OUpd-

varsjude vegtorssge LOIE inducirane gxkalaenis 2101 4VOGL LR, rilsu

ul0or2dive.
€ Tl

Jnerator X iz loae 2,1.6 a <0Ji J© & 1lnual

%,1.2., poctoji uniterni ooerstor U 1 <orgta-




Problem 3.l.1l. Da li teorema 3.1l.1 vazi i w kompleksnom prostoru

e ¥e

3e2« O KONJUGOVANIM CPERATORIMA IZ PROSTORA L(C)

Prirodno jé postaviti pitanje da 1li se definicija ko-
njugovanosti operatora u Hilbertovia prostorim . mcize pranchbi u

SeiePesS—~0ve 1 gde moZe kakva se dobijaju uopsStenja?

Neka Jje C neprekidan uniformno konveksan 1 kompletan
Se«lepes 1 neka je L(C) skup ogranilenih kinearnih operatora sa
C u C. Na osnovu teoreme l.2.4, postojli bijektivno preslikavanje

X ¢ ﬁx prostora C na prostor C .

Definicilja 3.2.l. Oznadimo sa S operator sa C na ¢ de-

finisan sa
Sx = fx

Operator S ne mora biti linearan. Naime, ako Jje s.i,p
-4/ Sa osobinom homogeniteta, on je antihomegen . Ako Jje S aditi-

van, tada Je s.i.pe. [, -] jedan skalarni proizvod.

Lema 3.2.1l. Za svaki operator Ac¢L(C) postoji jedinstven operator
2% takav da je, 2a svako x,yzC
(1) Hﬁxii; = :X:AXYT -

Jokaz. Za svako fiksirano y< C, [Ax,y/ Je ogranifen linearan fun-

e EESie sl sificies sEmyy iy

kcional na C., Prema teoremi l.2.4 postoji jedinstven vektor z iz

- —

TAX,y] = (X,2)s 2 Je jednoznadno odre-

C takav da je, za svako x«(C,

djen vektorom y. Stavimo z = & y.

Definicija 3.2.2. Operator A" zvaéemo levo konjugovan operatoru A.

Lako je videtl da A" ne mora biti linearan.

vefinicija 3.2. Alko za operator A<L(C) postoji operator A" takav

da Jje, 2za svako x,y =C,
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(2) [X! ij = EA* Xy 5’_? ’

razacemo da je on desno konjugovan sa operatorom A. AkoO postoji
a* onda je on linearan. Za Jednacinu {identiéni}qurator I je
1 =17 = I.

Definicija 3.2.4 Neka je £ C° i AL(C). Konjugovan
operator opertora A Je operator A° : ¢ =—> (CVtakav da Jje, za sva-
o x¢€ C
() ATf(x) = £(4ax) -

Dobro je poznato da ~ =konjugovanost ima osobine:

1) A% L(C™),

2) AT = PAll,

3) (AK" = MAT,

4) (A+BY = A +B”,

5) (AB)' = B £°.

alede¢a teorema daje vezu izmedju operatora Ax, AT 1A .

Teorema 3.2.l. Neka za A:L(C) posto]i AT. Tada je:

1

2) A = sHAYY s -
Dokaz 1) AkO yi.—-;rf'y, tada je, za svako X« G, %'(X) =[x,y] Pa

iz (1) sledi %ﬁ(Ax) = fﬂxy (x), za svako x-Ce Na osnovu definicije
(3) dobijamo Aﬁfy(x) = foy(x) ili, zbog fy = Sy, za svako y<= C,
A“Sy — SAxy. Odavde Je AX = S_]‘A'*S.

2) Iz (2) sledi £, (x) = £ (a"%) =(A+iﬁfy(x)-

Odavde je f =(Af)”fy i1i say = (A5 gy, te je sa = (A7) s, od-

]
nosno A = § “(AY) S

Lema 3.2.2 AkKO Za operator A L(C) postoji Aa, zada Je:
1) #4% = sls"lA*J,
2) fia*l] = lisall,

3) HS” = 58 ko= )
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Dokaz. 1) Iz teoreme 3%.2.1l. lako Je primetiti da Jje za éﬁako'xac

iSxi! = fxy Korisbeéi 1) iz predhodne tcoreme 1mamo
i %% ] gL A¥ sx IS te sx
1A% = sup ~—===t= = guUp ——t———:3U :
A w% X Kiﬂ X0 xj-_ = - 4
= ﬂ S-lA% j‘r

2) Iz 2) predhodne teoreme sledi SA = (A+TS,jpa je

- 1 ! (A"~
HSA = sup 1saxfl sup AR BHE H(A%T*”*

ez 1] i SX g

Imajuéi jo3 u vidu osobinu 2) x ~konjugovanosti, dobijamo |iSAl=

= LATY .
3) Stavi 1i se u 1) i 2) umesto A,E dobice se
Ish = 4% = 1. 2%
Teorema 3.2.2. AKO postojl AT za operator AcL(C) tada
Je GA% = AT = Al

Dokaz. ﬂMz = sup iAxi® = sup Ax,AX] = sup [ATAx,x] & sup AT AXE X
ixe =1 ixi=1 yxi =1 yxh =1

= JAYA & 4atilial.
7naéi da je
(&) INESIN R
Isto tako Je

e —sup [AX,AX] = sup [X,ATAX] </ATAN = fAT0 DAl

ixy=1 rxi =1
odnosno
(5) fAail < Na%). | _
Sa druge strane iz 1) leme 3.2.2. dobijamo #A™) é;NS;¥? bﬁ%,'a'iz
2) leme 3.2.2. JIAY/ & ISl /IAY Kako je jos [S) = f!SﬁlH = 1 i"mamf_;

18 %) < #Al 1 Nati<yan. Tz ovih nejednakosti i nejednakosti (4) i
(5) konadno se dobija /ATy = na%y = 1AW | -
Problem 3.2.1. Koji od uslova 1) - 5) obi&ne konjugovanosti’"a"

w . . P
vaZze za konjugovanost "+" 1 "x"§
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3,%, NUMERICKO POLJE (QPERATORAe. STEJTOVI

Meka je V s.i.p.s sa s.i.p-om [, 1 neka je L(V)
skup svih ogranidenih linearnih operatora sa V u Ve

Definicija 3.3.1. Za T< L(V) skup brojeva
- 1 1
W(T) = {[Tx,xj \ ixlh = L1/
se naziva numericko polje vperatora T.
Oznacimo sa IW(T)’ = Sup 1{' [Tx,ﬂ ( x|l = l}.
Ako je I jedinidéni operator i ako su T,T?¢ L(V)

adsned, 8de je ¢ skup skalara prostora V, neposredno se doblja
1° Jw(m)| <« it

(AT = o W (T
[W(D+T? Y| 2 W(TX + [W(T*)].

2
2

0

1z 2° 1 30 se vidi da jJe [ﬁ(f)i polunorma. U stvari, posle tecre-

re 3.3.1l, videéemo da jJe ]ﬂ(-)‘ jedna norma na L{(V).

Teorema 3.3.1l. Za svaki TeL(V) je T} & 4]W(T)f . Spe-
cijalno ako Je ]_Tl‘x,xj = 0, tada je T = Q.

Dokaz. Ako je € (T) spaktar operatora T, nije tesko pokazatl da je
gj(T)IQ;[W(T)[. Tada je operatorska funkcija kompleksne promenlji-
ve F(\) = (I+ﬁkA)"l definisana i analitidka sa|\ ¢ 1/IW(T)} , tim
pre zaix|£R = 1/2|Ww(T)| "21,p.106] . Za xeV, Jxj = 1 i ako je

INl 4 R imamo flx+ \Ti > t[(}wJI‘)x,x]‘ = |1+ X E['x,x}‘ > L/2.

Otuda je za [N £ R, za svako xe V, [(I+\T)xfi > ixk /2.

To znaci da je_ﬂ F(x)Hl <2 za Al & Re

Sa druge strane je F(n) = I - Tx + T2)\2..., ra Jje na osnovu Cauc-

hy-eve procene ( [ 21,p. 110))
HTR <2/R = 4 | 9(D)]

Bitno je u ovoj teoremi da Jje V kompleksan. AkO Jje V

realan s.i.p.s teorema ne vazi ([31,13. 35_‘_?‘;}.
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Definicija 3.5.2. Tadka x¢ K je ekstremalna taCka sxu-
pa K prostora V, ako nije unutra$nja tacka nijednog odsecka ko]l

sripada K.

Definicija %.3.25. Tacka Xy HX” - 1 se naziva vrh Jedl-

niéne sfere prostora V, ako familija linearnih funkcionala £ tak-
vih da je Ifl} = 1, f£(x) = 1 1 ako iz f(u) = O, za svako f 1z Te

familije povlaci u = O.

Teorema 3.2.1l. Jedinicnil operator I je ekstremalna tz2-

ka jedini&ne sfere prostora L(V).

Dokaz. Dovoljno Je pokazati da za T€ L(V) 1z I I+7)l = ||]I=T} = X
proizilazi T = Q. Oznac¢imo sa D :;h})@i*Dﬁg. Tada IW(T+I)I4-1 da-
je SLW(T) + 1"}.-_ 5. Otuda sledi W(T) c.(D+1)N (D-1) = J0% pa je na

osnovu predhodne teoreme T = O.

Definicija 3.3%.4. Ograniceni linearni funkcional& na
(V) se naziva stejt (engleski: state) ako Jejuwdl =3 (I). Ako Je

fwit= 1 tada se stejt «) naziva normirani stejt.

Definicija 3.%.5. Stejt oblika ) (4) = [}x+ﬁ], Za NneKo

fiksirano x iz V zove se tackastl stejt.

Jasno je da tadka stejt na L(V) Je tadka stejt na nje-
nom kompletiranju L(V) 1 da stejtovi od L{V)~ su formirani pomo-

su svih pro3irenja stejtova od L(V).

Jednostavno je dokazati sledecu cinjenicu.
Y
Lema 3.3%.1l. Neka je-C skup svih stejtova na L{V) ijzﬂskup svih
normiranih stejtova. Tada jej? konus slabo kompaktne kcnveksne baze
g R
feorema 3.3.3%3. Neka je V realan ili kompleksan s.l.p.S,
A neka normirana algebra ogranidenih linearnih operatora na V ko~

ja sadrzi T. Neka S0 oznadava konus od stejtova na A ,o X skup svih

tadaka stejtova. Neka \RQ oznadava bazu odR i Koskup svih normi-
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ranih tadaka stejtova. mada slabo zatvorena konveksna ljudska oc

o de 520. Silicno ..R je slabo zabtvorena konveksna ljudska od i

Jokaz. Prvo pretpostavimo da Je V kompletan. Tada je 1 L(V) kom-

l—_-ﬂ'-_-_

~letan prostor. Za Te A uvek postoji

E 1im M_tf:.‘.—.?_‘“‘_‘:_l__ - SCT)
” - +0 A

rde je X realan broj. Egzistencija ovog izvoda sledi, na prilmer,

iz &injenice da Je NI+ AT | konveksna funkcija od¥ . Prvi deo do-

raza bide sadrfan u uspostavlijanju veze jzmedju C\ (T 1 4(T),

sup ReW(T). Za xeV 1 [[X]] = 1 imamo
c

naime pokazalemo da jeg(T)
KT+ oLD)x I 2 Ex+aTx,X]| = ll+o([TX,}_cj| = l+2dRe [_TX,XJ +i.
’—T:{, '"" 2)]'/2 > (l+200 :'i.nfRe(W(T)))l/2 , gde je ReW(T) = infRe{_,\{

e W(D){.
7o of blisko nuli, egzistira funkcija F(x) = (I+cJ!‘I‘)":L i zbog gor-

nije nejednakosti Jje, za svako X&'V,

1 ﬂ(1+d T)xﬂ > (l+2o 1nfRe(.rJ(T)))l/2 x ||

1

PO € TasTorRe T 72

Sa druge strame, koristeli da Je F(+) = 1=-0T+ Q?TzF(y) imamo
r‘ - ]
a (-T) = lim IT e T =L _ 1ip HPGM =1 1 =1
a0 % 4 >+0

L 1im .._.. (W?ﬁln L EICIE e l)_laneM(TJ :

Jada zamenimo T sa -T i'prlmetlmo da je -infRe-(T)= sup. Ref(T).

Odatle Ge proiziéig (T) £ sup W(T).
Obrnutu nejednakost ¢emo takodje dobiti:

Re [Tx,x] = lim L ((1+2 Rerx, ]+ o l('cux, | s 1}
o> 4P

ke l—
élim“l v D= 1)
oL =>+0 oL

ada ¢éemo iskoristiti jednu opsStu lemu 12z Banchovih prostora, zas-
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avanu na [7]. Neka Je By slabo kompekxtan konveksan potskup od

gnachovog prostora B*, koii'je konjugovan Banchovom prostoru Z=,

L]

akav da posto]l X405 B da Je (XO,S) = 1 zg sve EfiBl. Neka je

slje, S potskup od Bl takav da Je s&p[(x,s){ =émaxf(x,é)/ Za
i€l e Bl

.ako X & B. Tada slabo zatvorenje sadrzi ekstremalne tacke od

Sada fa svakl ste]jt We Jlol svako T e L{V) imamo

ll
() . Ll -
W (T) = w (I+94.T)-1 e ”_I_'*‘.‘;’“__.T_.!___l._ (> 0Q),
A ol
yiakle Je
& T . -

ax ﬁ’(THﬂ) = Supfi(eleT) = max Re 'N(el T) =

ax Re (el W({T)) = IW(T)( = sup[[Tx,%” = Sup f(ﬁ,T)j.
<027 b=l Wl

05t 0 ,je\.ﬁ_okonveksan slabo kompaktan i normiran na I, moZe se

rimeniti gornja lema. Kraj tvrdjenja sledi iz Krein-Milmanove
eoreme ]:58 Pe 85].

Posto se na jednom normiranom prostoru moze na beskc-
acno mnogo nacina definisati s.i.p. koji je saglasan sa normon
rostora, a numericko polje operatora se definise preko s.l.p-=a.
ostavlja se pitanje kako zavisi numeridko polje od s.i.p-a? 0Od-
ovor Ce slediti iz teoreme 3%.3%3.3. a kojl éemo formulisati u ob-

1u teoreme.

Teorema 3.3%.4. Sve determinacije numerickog prolja jednos

eratora imaju istu konveksnu ljudsku.

dgledica %.3.1l. Ako Je numericko polje jednog operatora sa Ea-
1chovog prostora realno zz Jjednu determinaciju, onda je ono real-

Y za svaku determinaciju.
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~ PRIMENA S.I.P-OVA NA NEKE PROBLEME U NORMIRANIM ELGEBRAMA

4.1. OPSTI POIMOVI. HERMITSKI OPERATORI
Navodimo prvo nekoliko 7obro poznatih definiclija v V7 -
i sa pojmovina koji ¢e nam biti potrebni.

Definicija 4.1.1. Ldinearnl prostorA nad telom ¢ v ko:ze

‘e definlsana operacija mnozenja, sa osobinama:

1) MNxy) = Gy = x(\y) (Zed s X, 764 ),
2)  (xy)z = x(yz) (X,52 )

3} (X+y)zZ = XZ + ¥Z,

4) x(y+2) = Xy+XZ

.ove se algebra. Ako u A postoji elemenat e sa ‘@sobinom

X (x &)

onda se on naziva jedinica algebre A o

ex = X¢€

Algebra 4 je normirana algebra, ato

Definicija 4.1.2.
jeff normiran prostor sa normom iI-l koja ima osobinu
syl < lxiyll  (yeh)
i ako A ima jedinicu da je flefi = 1.

{ompletna normirana algebra zove seé Banachova algebra (B algebre. .

%76 je V Banachov prostor onda je L(V) Banachova algebra.[BS,p-

211].

Definicija 4.1.3. Algebratﬁ je ¥ =algebra ako je ria s

"w";.,'

jefinisana jedna unarna operacija koja primenjena nag elemerat X:

laje elemenat X ¢ # teko da su ispunjeni uslovi:

ATy,

1) (u'x+,-3:5f)* = x¥ +Ey”*‘ (A,r.,ed:; X,J€W)
) (x)F = (xeA)

- e
3) (xy) = v (x,yeh) .

peracija x — x~ se zove involucija.
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! Flementi x i x* su medjusobno konjugovani. ¥ 7

g

_ : e X :
Rlementi xeA4za hoji je x = x zove se hermetskl elemenat.

~afinicija 4...4. % —algebraA sa jedinicom je sim~”

wd i

- T . ; )
3 a}gebra(ﬁf ) sko alemznat ¢ + ¥ x ima inverzni elemeaat 7z~
zko ¥ €4,
Definicij§.4ﬂl,§L_;@—algébra;ﬁ-u kojo] je za svaxc

G Hx*iﬁ = ﬁx”z zove ge B%;algebra,

Definicija 4.1.6. Simetricna 1 kompletna.B*’algebrq
€ se C%;algebra.

-

U zadnje vrer.e poiav.i’ su se rezultati koji prosirv-
ju pojam Bermitskih elem~n.tr sz gimetriénih algebri na Sire al-
gebre.

Tako je I. Vidav [#4] dao aledeé¢u definiciju hermitsk 7

elementa u Banachovim elselbrama:

Definicija 4.1.1.. TElementlh Banachove algebre B sa

jedinicom e je hermitski ako i sam” amo, za realno) ,

e + iXhfi= 1 + c(A) @— 0).

Lumer [}l] je hermitski elemenat u algebri L(V)_defini—

3a0 na slede¢i nadin:

Definicijs 4-.1.12. Cperator TeL(V) je hermitski ako
jie W(T) reaino.
Sledeéa lema pukazuje ekvivalentnost Lumerove u Vider -

ljeve definicija na L(V), 5ie je V Banachov prostor.
Iema 4.l.1. Za svalki cperateor TeL(7) na seilepe.s—-u V je

’ 4+ s i"‘.'1': e -
1lim "__I..__...}....ﬂ:l..___._l.._,. e sun RQW(T)
o

A= +0 A

Dokaz. Jednoznadnoss “2f:nicije 4.1.12 sledi iz posledice .)

Dokaz ove leme sledl v d2kanma GEOreme Jedee

W(T) ée Misi rorine gko 1 osamo ako je Re(iT) = O LJ.



09 .

sup Re(~iT) = O, na osnovu ove leme, &e biti

ako Je sup Re(iT)
T + iXT) = 1 + () (A= 0).

Nama se ovde nameée jod Jedna definicija hermitskog
operatora koja proizilazi iz s.i.p.-a. Radi jedniznaCnosti defi-
nicije ogranifiéemo se na prostor operatora sa neprekidnog s.i.p.
s=a Coa |

Definicija 4.1.13. Operator HeL(C) Jje hermitski opera-
tor ako Jje, 2a svako xX,ye C
1) [ﬁx,i] = E?,Hj:

U oznakama iz definicije 3.2.2. 1 definicije 3%.2.3%. oOperabtor Je
Lermitiski ako Je

%

Prirodno se odmah nameée pitanje koliko je ova definicija sagla-
sna sa definicijama 4.1.11l. i 4.1.122 Nemamo potpun odgovor na
ovo pilitanje, ali neki pércijalni odgovori neposredno slede:

1) Ako Je V = C Hilbertov prostor onda se sve tri defi-
nicije poklapaju.

2) Ako Je H hermitski u smislu definicjije 4.l.1l3. onda
je Hgﬁhermitski u smislu definicije 4.1lelle. 1 4,1.12. To sledi

ako se u (1) umesto x stavi Hy.

Sve ove definicije uvode pojam hermitskog operatora, u

sustini preko norme operatora, odnosno norme algebre. Zato je E.

Berkson [5] ispitao koliko hermiticitet zavisi od karaktera nor-

me, U tom ¢cilju on daje sledede definicije:

Definicija 4.l.1l4. Neka je F komutativan skup operatora

na Banachovu prostoru V i oznadimo sa L(F) realni prostor razapet

na F u prostoru operatora IL(V). Eksponencijalna grupa od F je skup
£ 1 5 o i
.;elTl TFL(F);}. Oznad¢imo taj skup sa G(F).

C
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Definicija 4.1.15. SKup S operatora na Banachovom pros-
toru (V, . l}) je hermitski ekvivalentan (hermitijan) ako 1 samoO
ako postoji ekvivalentno renormiranje prostora (V,]-/) u odnosu

na koje su operatori iz S hermitsi' (S se sastoji od hermitskin

operatora).

“ ; .
U vezi ovih pojmova u_[BJ nalazimo dve teoreme koje na-

vodimo bez dokaza.

418

Peorema 4.l.l. TF hermitski ekvivalentan ako i sazo

ako je G(F) uniformno ogranicen.

Peorema 4.1.2. F je hermitska familija ako 1 samo ailo

G(F) je grupa izometrija na (V,{-I).

Definicija 4.l.lb. Neka je F komutativna hermitskl ek-
vivalentna familija od operatora na Banachovon prostoru (V, /) -
Norma na V ekvivalentna sa [I-f u odnosu na koju je F hermitska
familija biée nazvana F-norma.

Neka G opnafava uniformno ogranidenu, komutativnu, multiplikativ-
nu grupu operatora na Banachovom prostoru (Vo 1L J1) e Oznaéiﬁo sa
B(G) skup ogranilenih kompleksno vrednosnih funkcija na G 1 sa

J linearan funkcional, na B(G) pozitivan, invarijantan u odnosu
na translaciju grupe G i takav da je J(1l) = 1, gde 1 oznadava
funkciju identidki Jjednaku 1 na G. Berkson [5] dokazuje sledecrt
rezultat.

Teorema 4.l.3. Neka je l €D« u TeG fikeiran elemcnavt.
Tada Je sa

| Yo

!XL* = [?(ﬂTxﬁ7) (xeV)

definisana norma na V ekvivalentna sa normom Jj-#i u odnosu na ke Q-

ju je svaki operator TeéB izometrija.

W. Bade je u [ 3] proudavac algebarsku strukturu projek-

tora u Banachovom prostoru V. Oznacimo sastkup komutativnih pro-
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jektora na V kojl gadrzi 0 i I. U odnosu na operacije Vi1 / , de-

finisane sa

Lt

ain| | Tt
P, EAR = B

+ F - ]

=

EVE =

ikéé jedna Boolova algebra, a takodje i mreza u odnosu na uredje-

nje za koje Je E<¢F & EBAF = B
Definicija 4.1.16. Neka je xeV ijﬁBoolova algebra pro-
jektora na V. Neprekidan linearan funkcional <V takav da Je:

1) x* Bx »0za B €k

>y x* Ex = O za E€F, implicira Ex = U,

zove se (po RBerksonu) Badeov funkcional kojl odgovara skupu E

Da bismo dokazali glavni Berksonov rezultat, kojli nas

interesuje, navedimo predhodno dve njegove leme.

Lema 4.1.2. NMeka je u idenpotentan hermatski element u Banachovog

algebri (A, f-1) sa Jjedinicon. Tada je Hulf = le

Dokaz. Jasno je da spektar od u ima maximum l. Na osnovu leme 3%

u [F#} jeffetuﬂ - o' za t>0. Lako je videti na osnovu idenp o~

tencije u 1 reda za eksponencijalnu funkciju da Je

etV = 1 +_(et - 1l)u

pa je Ill+(et-l)u){= et. MnoZesi ove jedrakost sa e_t, dobijano

ﬂe_t+(1-e_t)uﬂ = 1, Uzimajuci da t —>» < dobijamo f ull = le

Lemna 4,1.3. Neka je u odnosu na i B hermitski projektor na V 1

neka je ;-] SeleDo saglasan sa normon {-f « Tada Je

2) ako je (V, 1 ) struktno konveksan Se.i.pes, tada [ExyﬁT = 0

ibmplicira Ex = O.
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Dokaz., Na osnovu leme 14 u [52] infimnum numeridkog polja od E

ol sl ol
y %717

i minimum spektara od E du jednaki. Tako Je nuneridko polje od

E nenegativno. Na osnovu EeOTEmE 3e5e¢3ey aKO J€ numericko polje

operatora T nenegativno, tada je [Tx,%x]> O za svako XeVe Time Jje

prvi deo leme dokazan. Pretpostavimo sada da Jje [mj = Q. Tada

za 0 <t =l neka je ¥ = tx + (1-t)(I-E)x = x-(1-t)Ex. Na ovaj na-

-

in je [yt,x] = [ic,i_] = H}«:l{z. Odavde je ”yt”,}_H}dL Podto je I - =

hermitski, imamo na osnovu 4.l.3, da je || Yol = H(I-E)xu{-_ix,ﬁj. T¢
povladi da je NI-E|f ixfi = lyg) za svako t. Na osnovu striktne

ronveksnosti je x = (I~E)x pa 1 BX = Oe

Teorema 4.l.4. Ako je (V, Jj-j}) uniformno konveksan Sele
p.S 1 neka su El' (BZ’“' ; ‘Bn romutativne ogranilene Boolove algeb-
re projektora na V, tada postoji norma}-fna V gkvivalentna sa nor-
moa {{-§ » takva da Jje (V, {1 ) unifiormno konveksan i da je 'K =£IT,II}: i
hermitska familija. Sto vide, ako jeE;'] se«i.p saglasan sa n;:':*—

mom {-| , tada je za svako XeV, [’,x] Badovy funkcional u odnosu

na SVaki Bi, — 1-2-,,11-

Boolova algebra hermitski ekvivalentna. To sada pokazuje, na OS-

nov teoreme 4.l.l. da jejﬂhermitski ekvivalentan. Na osnovu poOs-
ledice 4.%. 1 [5]postojiB—-n0rma || takva da Je (V,|1) uniformno

konveksan S.i.p.s. Za kraj dokaza treba primenitl lemu 4.l.3-

4.,2. O C «-ALGEBRAMA

Cilj nam je da ovim paragratonm prikaZemo koliko se uspes-—

no mo%e koristiti s.i.p. u reSavanju nekih prohlema GJalgebri..

—
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~inisana pomoéu konusa od stejta / od A ili A?'/, zakljucuJemo da
su samo konjugovani elementi od A elementi koji imaju numerickil
rang realan i koji su determinisani pomoéu stejtova (otuda pomo-
su norme). Prema tome involucija Je definisana pomodu nNOIME.
Tumer [31] je takodje dao jedan nov dokaz da su B* al-

cebre ¢ algebre.

Iéma 4.2.1. AkO je A nelks B algebra sa jedinicom e i x<A Uakav

ia je x¥ = x, onda je numerilki rang ¥(x) od x realan i ima isti

l,u.b 1 g.l.b kao spekbtar s(x) do X.

Dokaz. Ako je x” = x onda je ue+i}xH2 = (e+irx) (e - WAX)| =
e X2H = 1 + (X)) za ) realno. Otuda, na osnovu leme 4.Ll.1Ll.,
ReW(ix) = O tj. W(x) je realan. Sa druge strane, koristeli
1% = leﬂ2 imamo x| =)6(x)| £jw(x) %”g:!it.njenica da je/73 (x)| =
= |w(x)jkada Je primenjena na X e+X, za velike realne vrednosti
od ZWi =Dl zajedno sa G (ae+x) = A+6(x) 1 W(xe+x) = A +W(x) po-

kazuje da§ (x) i W(x) imaju iste gornje i donje medje.

Lema 4.2.2. (Fukamija) Ako je A neka B algebra i x,yeA, takvi
da je x* =x, y =vy,5&x)> 0,5(y)> 0, onda je 8 (x+y) > O.

——

Dokaz. Neka §,oznalava skup svih normalizovanih tackastih svejtoe-

e B L

va od A. Na osnovu leme 4.2.l., za neko e fmje w (x) > 0,

W (y)x 0O; otuda

~.1.44(x+y) = g. 1. @-q“(*x+y) = g LB (x)+(y)) = 0.

Predhodne &injenice sugeriraju, a to ¢e biti 1 dokazano, da ™ iz
rakter od A" zavisi samo od "lokalnog diferencijalnog uslova" ko-

i1 vezuje involuciju i normu, tlizu identiteta.

Neka je A Ranachova algebra sa jedinicom e. Neka H bude skup gvih

hermitskih elemenata u A, tJ.

Ho=i [ fevidhii = 1 +0(a), le 4}
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Uzmimo da Jje: a) Svako ag¢ A ima reprezentaciju a = u +iv u wH,

veH. b) Akofé H tada postojl reprezentacija 52 u + 1v tada d4a

je ueH 1 veH. Onda Je A (bez ekvivalentnog renormiranja) neka

C* algebra.

Teorema 4.2.2. Neka je A »-algebra sa jedinicom takva
da uslov fx"xf / ixyxh = 1 +o0(x), * = fe-xl , vaZi blizu jedi-
nice e. Tada Jje A (bez ekvivalentnog renormiranja) neka Cf'algebh

ra.
Dokaz. Neka H bude skup svih hermitskih elemenata iz A i S skup

svih samokonjugovanih elemenata iz A. Teoremu éemo dokazati ako
pokazemo da je H = S.

Neka je d¢S, u=%0. Imamo

e+ 32u

perhane-Luay - T+ @ (A 0)
ir=X\\ufl , tako da je fe+ %y / l+c(r) = 1 +c ().
Sledi da, oznadujuéi numeridko polje od u sa Ww(u), 1 koristeédi

lemu 4.1.1,

sWD1EéW(iu) = lim tetiruil -1 = J1im iliﬂﬁlléiﬁ:iﬁﬁi:_l_

A= +0 - > +0 N
: —irul - . : ;
.= = lim L€ 1,9” LI sup ReW(-iu) = infRew(iu)
2> +0 4

Aki Jasno je da Je spektar od 5 (u) simetridan oko realne ose, Da
je po teoremi 4 [31] sup ReW(iu)> O, iufRe#(iu) £0. Sledi da je
Y(u) rdalno odakle je ue H. -

Pretpostavimo obrnuto, da je he¢ H i stavimo h = u + iv.
ﬁékaff;bude skup svih normalizovanih tadka stejtova. Podto j=
heH, W(h) Jje realno i posSto smo veéfpokazali da Je ScH. takodjs
sutd (u) iw((v) realni., w €l,y 0otuda za neko wWeky, wW(w) = 0, iz ovo-
ga 1 na osnovu teoreme 3.3.1., je v = O tjJe h = ues 1 dokaz je

zZavrsen.
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sogledica 4.2.1. Ako Je A % ~algebra sa jedinicom e, takva da

je | X*Xfl/&xwxxﬂ -1+0 (), * = Jje-x{, blizu e, tada je A slimet-

ridna algebra.
Otuda mi jo¥ dobijamo, bez koriSéenja Fukamiyeve leme, glavni re-

zulteta:

. * -
Posledice 4.2.2. B =algebre su C%ialgebre.
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5. REPREZENNTACIJA CPERATORA WIGNEROVOG TIPA

5.1l. UOPSTENT IZOMETRICNI OPERATORI

U [36] je uveden pojam f-izometri&nog operatora sa jed-
nog unitarnog prostora U; na drugi unitarni prostor U,, gde su
unitarni prostori nad telom kvaterniona Kv' Tal pojam se pokazao
veoma pogodnim za karakterizaciju operatora Wignerovog tipa na

Hilbertovim prostorima koji su nad telom kvaterniona (Def. 5.2.1.)

Ovde cemo ta] pojam iz unitarnih prostora progiriti u

normirane prostore, tj. u s.i.p.s-ove.

Predhodno ¢emo istaéi neke osobine endomorfizama koji

odrzavaju apsolutne vrednosti na telu kvaterniana([BSU.

Lemg D+l.l. Jdedini endomorfizmi tela kvaterniona Kv koji odrze-

preslikavaju u skup {i,j,k,— i,-j,-@f.

) {1 3k /J1ijk i jk
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1 J k 1 J k 1 kK
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/i i k) (i jk) [i i k
fo = f = £ —
8 "4 -k -3 16 %{_5 _x 1 D4 k -j -1

Dokaz., Neka je a = a; + iaP + ,ja5 + ka, a Kv i f Kv-ué Kv

g ¥y

andomorfizam tela Kv koji odrzava apsolutne vrednosti. Na osnovu

leme 1 iz [29] sledl

f(a) = a; + azf(i) + an(j) + aaf(k).
Sored toga Je
£(12) = £(32) = £&2) = £(i) 2 = £(§¥ % = f£(k) © = £(-1)
- - ]

Iz ovih Jjednakosti sledi da su

£(1), £(3), £() € fi,3)k, ~i, =3, =k ] .
Ali, ne moZe se desiti da slike od skupa §i,j,kf budu trojke u

kojima neée biti svi od i,J u k, bez obzira na njihov znak.

Zgista, ako je na primer

£ i {i,d,k] = |3,

2 2 2 2

tada Je [a|” = a;” + a, + az  + 342 = (I&Qi33)2 .

+ 8, Sto je
nemogut¢e za proizvoljne a_(e = 1,2,3,4)e Isto tako ne mozZe da se
desi da slika od 1i,j,k Dbude identic¢na permutacija tog skupa u
kojod Je bar Jjedan e}egenat fiksan. Ako bi, naime, to bllo; na
primer ako bl bilo (; g ?) tada i iz ij = k sledilo J = -3,

5to0 je nemogule. Nije tedko proveriti da od presotalih funkcije

koje ispunjavaju sve zahteve ostaju samo one koje su u skupu

£, t

2, ll'l,.

Lema 5.1l.2., Za funkcije iz F vaZe sledeée osobine:

1) fe F je bijektivno preslikavanje, tj. £ Jje izomorfizam telai,

2) f_l je izomorfizam tela K.

3) £(a) = £(&), £7(a) = £77(a)  (aeKy)




2 i o8 _ o3 _ o B_.B_ B _ .8 .
+) L7 = L7 = 57 w7 = fg7 = £y =, = f5 = 0 =0
a2 5 e 5 5 5 5 _
f15 2 f15 =515 = f15 = f15 = §15 = f5 = £
g 4 T
Lg == 1n =15 =1fj5=1y, =155 =1 £y

N
\N
BT

ookaz. se izvodl proveravanjen.
Oznacimo sa EE skup furkcija 3z P ¢iji je kvadrat [ecd-
1k £, sa P’ skup funkcija iz F &iji je treci stepen jednak £,
L sa F4 skup funkcija iz F ¢iji Je cetvrti stepen Jjednak fl¢
‘ako Je

F = F° UFOUF
'rinetimo, iako nsca to ovde nede biti potrebno, da je grupe F

-zomorfna sa gruponm zctacija kocke([?jﬂ.

Neka su v, 1 V, s.i.p.s-ovi nad sistemomqtygdect~ﬂoiu
161l realno polje R. kompleksno polje K i telo kvaternions Kv"
leka su [-,-]; 1i[- ], Tespekiivno s.i.p-ovi na Vy i V,. Neka je.

f

aljey S : Vi — V, bijektivnl operator od V, na V, 1 F :#r-“}Q‘
ndomorfizam sistema ¢} koji odrzava apsolutne vrednosti. Dakle
£,

Definicijé 5«1l.1. Cperator S : Vi — VP Je f-linearza
a Vy ako je, za svago x,yp<V; i svako ). Hed

Definicija 5.1.2. Cperator & Vl — 'V2 Je f-lzomnatGr ' -

e . o etk e e ol

an ako Je, z& svelzo xeVy

2) [ijb 2 o= f\(!r:l‘{:?jl)'

’r
Lc:iJ

10 Je, jog, V., = V, tada Cemo ovaj operator zvati f-unitsasraa.

"0 Je £ identidéno preslikavarje, onda éemo S zvati izcretrican.
N = ] - » & e . . . - s . —
0 Jde ¢y =Lk L L gonjulicija uw K & Vl = V2, onda ¢emo cnerator ©

7atl antiunitarnim,
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AkO su V4 i V2 unitarni, onda dobijamo uobilajene defi-

icije izometridncg, unitarnog 1 antiunitarnog operatora.

Sledeée teoreme ée podsetiti na analogiju izmedju f-i-
smetriéninh (f-unitarnih) operatora i uobicajenih izonetricnin

mitarnih) operatora.

Teorema 5.l.1. Neka je fe F. Ako je S f-izometrican cpe-

ator sa Vy na V2 tada je on f-linearan.

okaz. Iz (2) sledi [S(hx+;«y), 54]2 = fGEx+jvy,zjl) za svako

Y92 & Vy 1 svako \ red Koristeéi osobine f i osobine s.1l.p.-a

1 imamo [SOx4py),Szi 5 = £(0) £([x,2)4) + £(°) £([y,2] )

= £() [8x,sZ] , + £¢) [sy,s2],
= [£(A\)sx + £()Sy, 82},

jo [S(ix+py)-£(A)Sx-£(r)Sy,82] , = O, za svako z¢ V . Posto je
Sz]ze-vlﬁ = Vs, dobijamo da je S(Ax+py)-f(A)Sx-f(s)Sy = O za
vako x,y¢ V; 1 svako A, J- € Cb

EEEEEEQ_ELL;Q; Ako je S f-izometrilan onda Jje S"l f“lﬁ

izometridan.

okaz. Neka je x = Sx} y = Sy’. Tada Je

o r = - - ~ -1~ i
3 lXIS ly]l = [é lSX;S lSYijl = [X;F{Jl = £ (Sx; Sy,Tg = £ {xgyja

|

to je i trebalo dokazati, Jjer Jje f'%:F (lema 5.1.2.).

ieorema 5.1.3. Neka su Ul i U2 unitarni prostori nad
:istemomwjp. Ako je S f-linearan operator sa Ul na U2, za Kolili jc.
a svako x Uy, (SX,SX)2 = (X,X)l, onda je S f-izometridan od

"

;l na U2.

Jokaz. Zavisno od toga da 1li Jje < =R, & = K ili ¢ = K. s tkalarni

roizvod Je redom

|

(23370 ¢ = Po(X,7)

P(x,y) + iP_(x,1y)

(X!Y)e
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s Vo = Pe(x,y) + iPe(X!iy) + jPe(XsJY) a5 kPe(K!kj) (e = 1,2).
o Je p(x,y) = % r'q(x-i-y) - ‘q(:{+y)_[ a q(x) kvadrat norme elemen-

<. Na osnovu leme 5.1.2. i teoreme 5.1l.2. za S vaZe slede‘e
inakosti:

Sx = gy = 8(x = )

sx * esy = S(x ¥ £75(e)y) (ee{i,j,kj)_
svako X,y¢ Vqe Prema tome Jes .

(5x,8y) = 1/4 [qy(Sx+8y) ~ qo(sx=Sy)] = P3(x,¥)

{Sx,eSy) L/4 [QZ(SX,*I'ES?) - qz(Sx-eSy)] =

/4 [a,(Sx+£71(e)y) - ap(SG-£71(e)y)]
- 1/4 [ql(x+f-l(e)y) - ql(x-f‘lre);y)_'[ = P, (x,£ e)y)
€1i,d,k ] ).
sle ovoga Je
X,57), = Po(S,Sy)+1P,(Sx,157)+3P,(Sx, §5y) +kP, (Sx,ksy)
= Pl(x,y)+i;1‘l(x,f'l(i)y)+:]Pl(x,f'l(j)y)+kP1(x,f"l(k)y)-

imetimo jos da je Py(X,-y) =-P;(X,y), za svako X,y¢ V;. Osim

ra, ako je f-l(e) = e’ tada ge u skupu {i:j}k’] moraju nalaziti

i od i,j 1 k sa znakom + ili - (lema 5.1l.le 1 teorema 5.1.2.).

da Je

X,5y) 5 = Py(x,y) + £(0)P1(x,1’y) + £(J")P4(x,J’y) + £(k’)

(x,k?y) = £]P1(x,y) + 1'Py(x,1'y) + §'P(x,§'y) + kK'Py(x,k"y):
= [Py (x,7) + 1P1(x,17) + §P1(x,3¥) + kP (x,ky) |,

- svako x,ygvl.

Neka je S f-izometridan operator sa V, na V5. Imajuci u

du lemu 1 izE‘;Qﬂi nasu lemu 5.l.1l., imamo:

sledica 5.1.1. ako je P =R, S je izometridan operator, tada

- [S:(,Sng = [X,y}l za sSvVako X,ye Vl'
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>osledica 5.1.2. AkO jedﬁ = K, S Je 1ll izometricdan ili antiizo-

1etrifan operator, tj. ili je [?X!Sjjg = ik,j}, ili je
ZSX,Sng = [}c,yjl za svako x,erl.

"0sledica 5.1.%. AkO jejv = Kv, postoje 24 f-izometridnih opera-

sora od V4, na Vs ali u ovom sludaju ne postoji antiizometridan

Jperator, tj. takav operator 3 za koji je [SX,Sy]z =[&,yfl, gde
~ oznacava konjukciju kvaterniona. To sledi iz leme 5.1.1. P oS-

0 u F nema konjukcije.

'roblem 5.1.1. Da 1li teorema 5.1.3. vazi i u nekin neatrivijalnin

Je i-p . S—OViﬂla?

2«2+ REPREZENTACIJA CPERATORA WIGNEROVOG TIPA

Dobro je poznato da je matematidka teorija kvantne me-
.anike formulisana u terminima kompleksnih separabilnih Hilberto-
'1h prostora H. Primarno mesto u toj teoriji igra, ne skalarni
roizvod, veé apsolutna wrednost skalarnog proizvoda. Stoga je
05 odavno postavljen problem 1zuc¢avanja bijektivnog operatora

! &
3 [

H-— H, koji ne mora biti linearan, sa osobinom da Je, za
vako x, ye H,

1) (8%,8y) = (x,y)

aj problem je doveo R.P. Wignera do njegove ¢uvene teoreme "Uni-
arnost-antiunitarnost®, teoreme koja daje reprezentaziju ovih
peratora na nekim specijalnim Hilbertovin prostorima, a koja je
rgli put bila nagovestena u njegovoj knjizi|[46]'i onda razvijeng
otpunije u njegovim nepublikovanim Leydenskim predavanjima 1957.

. Teoremu Jje diskutovao R. Hagedorn [iS]i [lé} a takodje i E.
rtin [2].

Svl dokazi ove teoreme su bili veéinonm geometrijski i

aZili su samo za gkonacnodimenzionalne prostore na polju realnih



3%,
wrojeva, sve dok Je J.35s Tomont i P. Mendelson u [30} nisu naj-

stroZe dokazall metodama analize i to za kompleksne Hilbertove

prostore, u opStem slucaju, neseparabilne i beskonacnodimenzio-

nalne.

Prof. S. Kurepa je jednom prilikom istakao da Dl za

iy

wvantnu mehaniku bilo vaZno da se da reprezentacija operatora
koji ispunjava uslov (1) ako je H Hilbertov prostor nad teloxm
kvaterniona. Taj problem smo resili u [55} koristeél osnovnu ldc--
ju dokaza 12z [30} TzloZiéemo sada taj rad 1 na kraju ¢emo dati

jedno uopdtenje toga rada u izvesnom smislu.

U daljem ée nam H biti Hilbertov prostor nad sistemou
3% gdef¢>moie biti realno polje R, kompleksno polje K 1 telo
kvaterniona K, , i S : H— H bijektivan operator na H koJi isnu-

njava uslov (1)

Definicija 5.2.1l. Bijektivan operator S : H — H koJji
isounjava uslove (1) na H zovemo operator Wignerovog tipa 111

W-0operator,
Bema 5.2.l. Za operator S Wignerovog tipa vaZe osobine:

1) S odrZava norme.
2) S odrZava ortogonalnost.

3) Sx = O ako i samo ako je x = O.

4) S preslikava potpune ortonormirane sisteme vektora u
potpune wvrtonormirane sisteme.

5) S_l ima sve predhodne navedene osobilne.
Dokaz ove leme he predstavlja nikakvu teskodu.
fiema 5.2.2. Neka S W—operator, Tada S preslikava konacne linearnc

nezavisne skupove u konadne linearno nezavisne skupove vektora.

===222 Vektori X13Xnyeeey X, SU linearno nezavisnl ako 1 samo




4.

iko postoje vektori yl,y2,...,yn‘,takvi da je(x%,yﬂ) = 0 ako 1
samo ako je i=J. All onda dva skupa {lessz,...,an‘} 1 -,{Syl,..”,

3y imaju istu ogobinu.

Befinicija 5.2.2. Bijektivna preslikavanja S : V —» ¥
i § + V —> V realnog ili kompleksnog vektorsxog prostora su fat-

L &

10 ekvivalentna ako postoji skalarno vrednostna funkcilja . (X) 2

7 takva da Jje, za svako Xe V.

L. e (x)] = 1 2. Tx =« (x)’x.

Neka je x,y< H. Kazacemo da je x u relaciji sa y 1 pisa-
.em0 X~y ako postoji A,A®0, takvo da Jje y = Ax. Jasno je da je
~., relacija ekvivalencije. Neka je H/~ skup klasa ekvivalencl ie.
] svakom razliditom od nule elementu iz H/~L izaberimo njegov I'ev -
rezentativni jedinidni vaktor. Ovaj izbor nije jedinstven a-i

remo jedan Tiksirati. Neka E bude skup svih ovih reprezenvanata

vajedno sa nulom. Svakoj sadki x iz H odgovara jedna tacka 1z L.

znacéimo ovu sa e(X).

feorema 5.2+l Neka je S W#-operator na prostoru H- T~

la postoji bijektivan operator T : H —» H takav da Je:

1) Thx = ATx za svako x€ H L svako A€ I3
2) T odrzava apsolutne vrednosti skalarnog proizvcda.

2} T je fazho ekvivalentan sa G.

Jokaz. Ako je xx 0, x¢ H postoji jedinstven skalar q takav d»

je x = qe(x)e.

H

Jefinisimo T : H — H sa
fﬁ}_’Se(x), x 7 O
e =
i_ 0 » X — O =
dokazacéemo da T ima navedene osobilne.
L) VazZi TAO0 = MO = 0. Za x=0 Je px =)\%e(x), pa Je
A(ySe(x)) =A2Tx -

ThX =49 Se(x)
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2) [(T0,TO) = }'(O,,O}J = O. Ak0 je xx0 1 yx0 tada je x = Ge(x),

ey

r = Te(y) pa Je

-

(Tx,Ty)! = [(qSe(x), y8e(y))| = [5¢

L

| | (se(x), se(y)]

= |22] [(e(x), e(y)] = [(e(x), €e(y))] = [(x¥)]
ecijalno T odrzava norme 1 ortogonalnost.
YokaZimo da je T injektivan. Iz Tx = Ty = O sledi x = y = O.
‘retpostavima do je Tx = Ty = 0. Tada je x:’_O-i v= 0. AkO Je

.4y, tada e(x)~-e(y) i na osnovu leme 5.2.2. Se(x) *Sely,.

Jtuda Tx = < Se(x)~~°Se(y) = Ty. suprotno pretpostavci. ZxaCi da

je » = Xx pa je Tx = Ty = \Tr, odaklc je A= 1 tj. y = x. PokaZi-

10 da je T sirjektivan. Neka je 7 = O« Tada postoji x takav dau

je x = S"ly. Jasno Jje da Jje e(x) = 0. Neka e(x) zajedno sa{c:;r :

-

*ude ortonormirani bazis u H. Tada Sx, zajJedno sa B'Se:v' j Je Jadar

rtogormirani btazis u . Posto je x ortogonalan na sve ; evf, Il

je€ ortogonalan na sve 3535 f, otuda postoji jedinstven skalar A

;alzav da Je ¥y = Sx = ASe(x) = ATe(x) = Tie(x).

‘eka je X, = xe(x). Tada je y = Tx,.

a X = 0 gsledi Tx = Sx = O. lNeka je x=0. PokazasLi smo da Je u
iom sludaju Sx = A Se(x) za neki skalar ). Sa druge strane je

c = Qe(x) 1 Tx =5 8e(x). 3toga je Tx :f;i_le.éta vise je N Txl) -

- Isx |l =lixit odakle sledi]?‘)\"]! = 1, $to je i1 trebalo dokazati.

Definicija 5.2.3. Ncka je x iz vektorskog prcscora V
x=0). Oznac¢imo cz p(x) skup svih vektora \x gde jeleH(Az0).
rugim red¢ima pix) Jje klasa ekvivalencije koja sadrZi x- Sa V

eme dovestl u vezu skup

e { . :;
) vV =-zp(:-:) {l X eV, X:F'O_;

" Je projektivan prostor asociran prostoru V.

“eka je T : V —» V bijektivan operator takav da jo

e R
= / » - - - e .
ax =#xTx, za svako x 1 gvako¢:» Tada $z Tx = O sledi x = C-
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= [ (x)

Sta vide ako je p(y) tada je p(Tx) = p(Ty) pa Jje preslikavanje
?: Vv — ?, dato sa

P

Tp(x) = p(Tx)  (P(x)e V)

daobro definisano.

! B

Lema 5.2.2. T je bijektivan operators

Dokaz. Pretpostavimo da je p(y)c V. Tada je y=O. Podto je ' prec

likavanje na, postoji x¢V, x=0 takvo da Je ¥y = Tx a ra 0snovu

toga p(y) = Tp(x) pa Je T sirjentivan. Neka je sada Tp(x) = Tp{y)
£

Tada je p(Tx) = p(Ty) odakle je Tx = ATy = T y. Posto je T bijektil’

van sledi x =¥{1{? i p(x) = p(y)s

Definicija 5.2.4. Neka su p; p(xy), p(xz), ooy D, (7
év. Oznacimo sa p(xl) + p(xz) + oot p(xn) prostor razapet nzd

vektorimg X13X59++; X, - Oznaka Ppcp(xy) + p(xz) +oe o p(xn) SN

n
se podrazu,evatl u smislu skupovne inkluzije.

Teorena 5.2.2. Neka je T : H—» H W-operator sa osobianosw

T)x = XTx 2za svako x€H 1 svako \=bh Tada postoji f-unitarni cp~ -

rator U rakav da Jje T = U, gde je f T,

43 dokaz ove teoreme ée biti potrebno nekoliko pomcéar™

rezultatsa.

F o

Lema 5.2.3. AkO je PePy + Pp +---+ P, tada je Tpc Tpg+..-+Tp,

a ""‘l » - el & -
Dokaz. T T 1 T ™ preslikavaju konadne linearno nezavisne skimno:

R PO ST

na konadne linearno nezavisne skupove. Neka je x ¢« p, X1EP s c« s

X, £ P,y tada je x =}_>\ixi gde je m ¢€n i.predpostavimo da su
(=4
X19Kos 000 9%, linearno nezavisni. Tada su Txl,sz, ...,Txh lLir-a

rno nezavisni, ali su 7Tx, Txl,...,Txm linearno zavisni pa

P(Tx) € P(Tx))+eee4n(Txy) 1 p (TX)C P (TXy)+e0e+ P(Tx)

Neka N = {v} bude skup indeksa koji sadrZi O i neka jJjs

4
N '=N\0. Neka {ev[ ve N j bude ortonormirana baza prostora H.
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Onda je {Tev} takodje ortonormirana baza.
Lema 5.2.4., Postoji jedan ortonormiran bazis %é ] veh{ u H ta-

kav da je € ,~.e, 1 Tp(e0+ev) = p(TéO+Tév) (velN).

Dgkaz. Vazi p(e,+e. ) cp(ey)+p(e ). Otuda na osnovu predhodne le-
ne Tp(e +e,)C ﬁ(eo)+ﬁ(ev) 1li pT(e +e, ) p(Te )+p(Te ) pa je

T(e +€ ) = (Te +t Te )

gde su, 17T, skalari: (T(e e ), Te )

.= Ty = (T(ey+e,),Te,) (T(e +e,), Te )™

takvi da je |oy] = [Cy[= 1. Stavimo & = e_, & (v£0).

o By = UySy
Jasno je da ¢ée ovako definisan skup { evi biti bazis sa zahteva-

nim osobinama.

Lema 5.2.5. Neka je ve M’. Tada postoji preslikavanje ‘f'f‘v -*’b - P
takvo da je Tp(eo+)\ev) = p(TeOHf«’v(,\)Tev) za svako Aezh « Sta vi-
Se va odrZava apsolutne vrednosti.

Dokaz. Iz p(e0+ Ne,) T p(eo) + p(ev) = P(eo) + p(ev)
sledi T(e0+ )\ev) =g(v(Te0+ ?V(A)Tév) gde je

Ly = (T(eo+ )\ev), Teo)

Pe(N)= (T(eg+re,) T8y,

Tako je'  (A) dobro definisano i imamo

. -l

[Py (V)] = [(T(ey+ Ney), Te)| lotv T =1Al
Primetimo jos da je, za svako veN’, ¥ _(0) = 0, ¥ (1) =

Lema 5.2.6. ‘{Dv ne zavisi od v.

Dokaz. Neka je v,v’eN’, v # v', A+ 0. Jasno je da Jje

p(ae, = Xey ) cp(e,) + pley,)

p(ae, - e, )cp(e, + Ae ) + p(ee + )\ev'). Otuda i na

osnovu leme 5.2.3. 1 leme 5.2.4, imamo Tp( e,~ e ,)
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 Tpley) + Tpley,) = To(8,) + Tp(&,,)
Tp ( Ne, = Aev,)c?P(eo +heg) + ﬁ(eo * Xyl .
Uzimajué¢i u obzir definiciju operatora T i lemu 5.2.4, imamo
p(T( e, = Aey,))C p(T8,) + p(Te,,)

P(T(xe, = aey, )P (Tey, + P (AT )+ p(Te, +¥ y(A) Té,) .
Zato je A\T(e, - e,,) =xXTé + 0O TE,

= y(Te, +¥,(A)Te,] +5§*Tep + Py () Tevﬁ
cde su <L ,2, Y, 5 pogodno izabrani skalari, za koje mora biti

Y+ 6 =0, d=¥V"F, (N, A=EF,0) =Y ¥,W

pa Jje

AT(e, = e,,) =X[F(M)Te, - ¥, (A)Te,,
L Th(hey = Xey,) = p [F,00Te, - oy, (OTe,]

Za M= 1 Je E5(ev -e.,) = ptfv(l)Tev "{Fvl(l)Tévzjz

— p[TéV . Tév’—]- Ali kakﬁ je P(ev — ev') - P()\ev - Aev!) -"\ﬂ 0

dobijamo p[Té - Te, 7 =P Y, (MTe, -, ()T, Sto implicira
4
o (A)TE, ~ ¥, (A)Te,, = M(Te - Té,).
Tako je p=¥ (X)) =¥ ,(}) za A= 0. Takodje je ¥ _(0) = ‘{‘v,(O) = 0
pa Je (fv = ¥y, 2ato ce u daljem indeksi na Y biti izostavljeni.
Lema 3.2.7. Tp(ey+ha,ey) = p(Teg+  ;  (AJT&,
'E ¢ vel

gde su obe v sume konadéne 1 uzimaju vrednosti nad istim skupom

indeksa.

7a dokaz opSteg sludaja upotrebiéemo indukciju i uzeéemo za vred-
aosti indeksa pozitivne cele brojeve. Pretpostavimo da lema vaZii

¥ad v uzima vrednosti od 1 do r - l. DokaZimo da vazZi kad v uzimsa

vrednosti od 1 do r.
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“"i

VaZi p(e, +> \ 3335) < p(eg +\‘>\aea) + p(ep)
i p(e, + /__}Je;l) ple, + Ayen) + ‘z'p(e ) o
Aq-a

Odavde je Tp(eo + L_)jej)CTp(eo + '}:Aaea) + Tp(e )
r

=%

= p(teo + Z (l.j)Téj) + p(Tér)
7-4

i Tp(eo + i)\jej}cpT(eO-i- )rer) + Z' #Thp(ej)
A

-4

= p(Te, + (A )TE) + Z"__ p(Té;) -

r

TraZzeni rezultat sada sledi iz ove dva inkluzije.

L ™ o r :
Lema 5.2.8. Tp( ) xee,) =0 (/ @(ITE)
Vel ¥ =0
gde su obe sume konacne 1 uzimaju vrednosti nad istim indeksima.

v
Dpkaz. Jesno je da p( Z)\Jea)c_ )___ p(ej)
1
0

1 da p( z_,\ae ) p(e + Z k,je;j) + p(eo). Stoga i na osnovu
A

leme 5 DD leme 5:2.4, 1 leme 5.2.7, imamo

'1
Tp ( Zkaea) c v a p(Tey)
n? <
Tp ( N\:€:) C p(Te. + Pr)Tes) + p(Pe ).
2‘4 J J 0 Ej, J N O

Iz ove dve inkluzije kraj dokaza lako se vidi.

Lema 5.2.9. ‘f:dp - (> je antomorfizam.

Dokaz. o .
ot 3 Tp(e, + [A+ ) e, + e,,) =p (Te, 0 E g e )Te + Te, ).

Ali p(e, "'D‘"‘J"] e, + €,,) CTple, + Aey) +p (ve, + e )
podto jJje Tpdeb +[A+;} e, + ev,) C p(TeO +(.*’:’(A)Tév +

+ p(r*_-j(f\) ‘I‘éur + Tév,)_

Zato jJe T(eo +p\+j‘ﬂ e, + €,,) = O(Te, +‘f’(>.,+;*)Tev + Té,, )
=5 (Te+@ (A)T& +Y (T(MTe + T ),

Sto implicira « =/3 =¥ odnosno vaZi, za svako A\ , ;v € P ,
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@A+ = YO + P
Za dokaz jednakosti@(Ap) =¥(A) ¥ (p), za svako A, €P
podjimo od jednakosti Tpfe, +\jre, +Aeys) = p(Te  + F(Af)Te, +
+P(N)TE,,).

Kako je jos p(e, +Aje, +Ae,,) C ple)) + plre, + e,,)
to Je ﬁ(eo +Aj‘f ey +,\ev,)cr'fp(eo) +%(ﬁ-ev- + ev,)

= p(Te,) +p (P (M))TE, + TE ).

Kraj dokaza sledi iz prve Jjednakosti i1 zadnje inkluzije.

Posledica 5.2.1. Ako je:p = R onda je ¢ identi&ko preslikavanje-
Ako je.«j) = XK onda je'f ili identidko preslikavanje ili je komp-
leksna konjugacijaes AkoO Je (_p = Kv onda ‘Pe‘- F, gde F oznacdava skup

endomorfizama iz odeljka 5.1,
Lema 5.2.10. Tp( » j,e,) = p(L¥(r)Te,),
A v

gde su obe sume konacdne i obe uzimaju vrednosti indeksa na istonm

skupu. Indeks O moZe da se javi.

Dokaz. Za Ag = 1, jednakost Jje bila dokazana ( lema'5.§.7. i lem:

T . S . —

%(Ev Ayey = Tp (eg + Z—_lv do  Ey)

I
‘e
o

3
D
+
v
G
Vi
>
<
-
O
e’
3
(>
<
L

=D (Teg 35 6 nyY O,"HITE)
v0
p (PCadre, + M YO TE)

= p () ¥0,)Te)

Lema S5.2.1l1l. ?‘p(?_;\vev) = P (E‘;?(,\V)Tév), gde su Vv sume uzete
v L 4

da budu prebrojive i > A 8y konvergira po normi.
v
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Dokaz., Izrf( B fA | slédi da kovergencija ZE Ay, implicira
konvergenc:LJu reda %.V(A )Te . Iz leme 5.2.10. sledi da je

l“I

T( ‘Z}ve ) _.:Xﬁ /__ (,\ )Té ) i lako je videti da je {of \
Pokazaéemo da leva strana teZzi odredjeno]j granici kad n — O .
Dokaz ée biti baziran na &injenici da je svaki ogranicen podskup
Hilbertovog prostora slabo relativno kompakban. Stvarno, vektorl
Iq = T( Ei )vev)(h = 1,2,...}su ograniéenih normi i moZemo zbog
Coga izdéojiti'podniz Yn, Uakav da slabo konverglra ka y, Neka

je z& He Imamo .

lim l(yn ,Tz)( lim ‘<T;Elkv v,Tz)}

N = oo i ox

Lin | ( S Sy 2) |
I ( g }weviZ)I
. - = !(T ikvev'Tz)l -

Sa druge strane, posto je (x,Tz), za fuksirano z, jedan nepreki-

il

dan ogranic¢en funksional od x, imamo

lim [(y T2) | = l(y,TZ)f
r,r":)t’.".ica .4 4
pa Jje, za svako z ¢ H, [(y,Tz)[ = }(T Z)(vev,Tz)]_
oo z

Odavde jey =WT gde je fw|l = 1.

;Av v
Prema tome je T L/\v o= wThy Z_&?(xv)Tev, Sto je i trebalo
dokazati.

Dokaz teoreme 5.2.2. Neka je x —Z_Avevgpr01zvolan1 elemenat iz

H, \y Se anuliraju osim njih prebroalvo mnogo. Neka je R : H - I

operator na H definisan sa

Rx = ) £(x,de, (xeH, ), e sf€ F)e
v
Lako je videti da je ovaj operator f-unitaran. Zaista je: [|Rx|| =

for)
R(ﬂe’lx+ g(zy) = Zf(:_:(l)‘v+ﬂ(2jﬁ v)e ‘L f(dl)e + f(u’2)f(j‘:v)-.':

v

= fxji
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——

= £(cq) _TOgle, + f(“{2)2‘f(rv)ev = £« Rx + £(45)Ry

Y

za Svako X,y¢ He(Suna E_f(u’l Ayt o Jw?)ev je nad prebrojivim sku-
v
pom indeksa jer su takve E'_f()v)ev i i—f(ﬁv)eu:) Posle Cega tre-

ba primeniti teoremu 5.l.3.

Prema lemi 5.l.2. posmatratiemo sledeca tri slucaja.

Le F5 F2. Neka je G unitaran uperator na H takav da Je Ge, =

T 2

= RTg§ za svako vep . Neka je, dalje, U = RGy, Tada Je Uev = R Tév

(VGN)' 0dnosno Uev = Tev (ve N ). Osim toga lako je videtli da
LS fente =20 )T
je U f-unitaran, pa je U(E‘_ r’fv)::zk'r("‘r Y e

Up(ZA&) = p( 3, FAITR)= Tr(Z n6) § T=U.
>, € F2. Neka je G unitaran operator na H takav da je Ge =

R°Te, (ve N) i neka je U = RG. Tada je Ue, = RGe, = R°T&_ tj.

Uev = Tev za gvako e Ne I sada je U f-unibtaran, pa se kao u

sluaju l. pokazuje da je T = U.

De feFZ‘L. Neka Je ponovo G unitaran operator na H takav da jJe

i

GE, = R°Té_ ( ve N) i neka je U = RG. I za ovaj sludaj , kao u

predhodna dva, lako se pokazuje da jeh'f = ﬁ.

¥
Teorema 5.2.3. Neka je S : H — H W-operator. Tada je S fazno

ekvivalentan sa nekim f-unitarnim operatorom na H, gde Je f< F.

Dokaz. Iz teoreme 5.2.l. sledi da je S fazno ekvivalentan sa T,

koji ima sve osobine kao S i dodatnu osobinu Thr x = ATx (X H,A

ey

c \b ) ispunjava uslove teoreme 5.2.2., pa Jje T = ?J: gde Jje U ope-
rator definisan u teoremi 5.2.2. Neka je x = gAveve Hs Na osnovu
leme 5.2.11. sledi da je Tx =&} f(3,)Té . Iz teoreme 5.2.2. sle-
di jos Ux = Zf(}\;)Tév pa je Tx ={(x)Ux. Posto T i U odAriavaju

norme imamo ¥xil = I Txy={d U = |d] §xli odakle je |¢/(x)] = 1.

Posledica 5.2.2+ AkO jed? = R,S Je fazno ekvivalentan sa unitar-

nim operatorom.
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Posledica 5.2.5; Ako jecb = K, S Je fazno ekvivalentan sa unitar-

nim ili sa antiunitarnim operatoron.

Posledica S.2.4. AkO jqu = Kv' ne postojli antiunitarni eperator

koji odrZava apsolutne vrednosti skalarnog proizvodae.

Teorema 5.2.4. Neka je S ¢ H = H W-operator. Tada S

ne moZe biti u isti mah fazno ekvivalentan sa dva razlicita f-uni-

tarna operatora.

Dokaz. Neka je, suprotno tvrdjenju, S fazno ekvivalentan sa U;
i U2 gde su Uy i'U2 medjusobno razli¢iti. Tada su Ul i U2 fazno
ekvivalentni, tj. postoji skalarno vrednosna funkcija Q)l(x) cak-

va da Je, 2za svako x¢ H,

Uyx = lDl(x)sz (If()l(x)[ = 1),

Iz teoreme 5.1l.2. sledi da je UEl f-i unitaran, pa je na osnovu

toga x = £7HW (x)] U7 'U,x ili £ [wy (0] ~F x = U7 Ux. Oznadi-
mo f?lfgl(x)_] "]jsabd(}c). Jasnho Je da Je ((fd(x)[ = l. Prema tome

Je operator W definisan sa Wx Uianx skalarno unitaran, tj.
v .

Wx = W(x)x., Lako se pokazuje kao u teoremi & [3@] da jetwW(x) =

2 const. = C. Znafi da je UJ'U, x = Cx ili Ujx = £(c)Uyx. Ali

jos Je (U2X:U2.Y) = %(Xﬂ’) = (f(C)U]_x:f(c)Uly)

2 f[(x,y)]

il
I—.l:
N
o
g’
5
o
¢
S
N
-
l_.l
"
HC:
ad
L
¥
Y
N
0
o —_

(e F)
tj.‘?[(x;y)] = f[(x,y)]éto je nemoguée za svako x,ye H i f£¥F.

Da bi smo ustanovili da 1li se dokazi teorema 5.2.1,
5.2.2; D262 1 5.25 mogu preneti na sludaj ako se Hilbertov pros-
tor H zameni sa nekim se.i.pe.s-om V, odnosno ako se skalarni proi-

zvod (-,-) zameni s.i.pe-om [ ,+*] , nuodimo prvo gde se bitno

koristi skalarni proizvod i kompletnost prostora H.

Posto se ovde kao obavezno koristi bazis Hilhertovog
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prostora, %o za nasa uopdtenja dolaze u obZir Se.lepes—0ovi u ko-
jima postoji ortonormirani hazisi i u kojima vaZi Parsevalova

jednakost (Teprema 2.l.6.).

LFako je proveriti da lema 5.2.l. Ostaje u vaznosti.
Lema 5.2.2. je bazirana na Jjednoj teoremi koja vazi za linearno
uezavisne vektore u Hilbertovim prostorima ali koja ne vazi u

Teorema 5.2.l. 0staje u vazZnosti. AKO operator S is-
punjava uslove leme 5.2.2. na nekim s.i.pe.s-ovima, tada 1 opera-
tor T iz teoreme 5.2.l1 ispunjava uslové leme 5.2.2., te vazi lena
5¢2¢3¢ U lemi 5.2.4 1 5.2.2 se koristi samo linearnost skalarnog
proizvoda, pa te leme ostaju u vaznosti. U lemama 5.2¢0, 5.2.7,

5628, 5.2.9, 1 5.2.10 se ne koristi akalarni proizvod.

U lemi 5.2.11 se koristi linearnost skalarnog proizve-
da po prvom argumentu i osobina da Jje svaki ograniceni skup Hil-

bertovog prostora slabo relativano kompaktan.

EEUPEEG 5¢2.3% i 5.2:4 bitno ne koriste elemente Hil-

bertovih prostora.

Pre no sto budemo kazali u kojoj se meri rezultati o ra.-
rezentaciJi W—operatora iz Hilbertovog prostora mogu prenetl Da

neke seie.pes—-ove, potrebni su nam neki noroéni rezultati.

Lea 5¢2012. Neka sesiepes V ima osobinu aditivnosti frrr-sversnelnonts
Se 1 neka je S : V—> V bijektivan operator takav -da je, za

(sx,87]| = |[xd] |
Tada S preslikava konacdne linearno nezavisne skupove vektora u

konaé¢ne linearno nezavisne skupove vektorae.

Dokaz. Neka Je Xy, X5yeee,X, niz linearno nezavisnih vektora-

e n
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Tada nna osnovu bteoreme l.4.4, postoje linearnc nezavisnl vektori
Y1ToseeesTp takvi da je [yi,xﬂ - O ako i samo ako je i * j. NO,
tada Je 1
(2) [Syja8%5) = O
ako 1 samo ako Je 1i=].

Prétpostavimo da Je niz le,Sx2,...,an linearno naza-

visan, tj. da jednacina

(3) N1SX] + AoSXo + eee + A 8%, = 0
ima netrivijalno resenje po nepoxsnatim )1’*2""*-3n' Napilsimo

jednadinu (3) u obliku
A2SX2 +>\ 381{3 + se e +}\nS]{n ='/\lS}(1

i pomnoZimo je poluskalarno, sa leva vekbtorom Sy,;. Zbog osoblne

aditivnosti 8. dobijamo

(710 pS%p + N3SXz +eeet ApSX] = 0 = = Ay [By125%,) .

= \,=0- NapiSemo 1li jednacinu (3) u obliku

— N
i pomnoZimo li je poluskalarno sa leva vektorm Sy,, dobicemo
)\2 = 0., itd. na kraju dobijamo A, =A2 = ees =) 0= O, suprot-

no pretpostavei da su vektori Sx;,3X5se«.«,8%, linearno zavisni-

Yeorema 5.2.5. Neka je V uniforman s.i.p.s koji ima osc-

binu da na svakil njegov zatvoreni potprostor G pastaje vekbtor trasi-

Vv

sverzalan na G. Tada Je u'svakl ograniceni skup slabo relativno

kompaktan.

Dokaz,., Neka Je V*Lkonjugovani prostor od prostora V. Na osnovu

teorema 1l.2.5. a8 je uniformni s.i.Des u kome se moze defi-

nisati s.i.p. preko s.i.p-a iz V sa
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[fxsf'y—l = [_F:X] (X:YE Vs fx:fyé Tf)!
gde x &> fx oznacava bljektivno presiikavanje prostora V na ad

definisano u teoremi l.2.4. Neka Je ‘{Xh proizvoljni niz koji

-J

pripada ogranicenom skupu E u V. Tada postoji konstanta C takva
da Je ”xn”é:C. Oznac¢imo sa Ve sliku od X pri preslikavanju

X & f_. Tada Je 'ﬂ‘xk” = jyk” pa Je niz{yn?j ogranicen u V .
Posmatrajmo niz

(4) [5’]_’31{] (k
Ovaj niz Jje ogranicen Jjer je][&l,yélIézjfylnﬂyk"5:023 Zhaci da

LR man B,

postojli konvergentan delimidan niz Eyl’ﬁk takav da postojl

o Hn (51551,

k 2c0
Polazeéi zatim od ograniéenog-niza.[jé,ylgj izdvoJimo delimicdan

niz Syzkgiz niza.Sylk} takav da postoji

(6) Linm [32070¢] |
K =2 oo

Produzujué¢i ovaj postupak, dobijamo niz nizova '

(7) {Ylk‘] ’ {ngii ©e .
tako da za svako r = l,2,... postoji lim [?r:yré]_

k = o
Kako Jje svaki od nizova (7) delimidan niz predhodnih, postojace

28 § = Y13Y59++ +¥y, 2ato Ce postojati taj limes za dijagonalni
niz gykk} tj. postojade

O ol LA I 8

znacimo sa G, zatvoren prostor razapet S& Y1ayoseee ZbOg linear-
nosti s.i.p~a po prvom argumentu i zbog njegove neprekidnosti,

postojade limea u (8), za svako y€ Gye Ako Je Gy = V*bnda (8)
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postoJi za gvako yggv*} Ako Jje Gy pravi deo od VX tada ¢e (8)

. : J : ; ] —
postojatl za svako y< Gy, Jer je LGl’ yk”l = Q. Oznacdimo G2 = Gy +
+ G;. Pogto je Gi zatvoren potprostor (l) teoreme l.6.1) to je i
G, Zatvoren potprostor od V¥1i limes u (8) ¢e postojati, za svako

y&Gye AkO G, nige jednako v, stavimo: G3 = G, + G,y Gy = G3+G;

2
itd. Jasno je da je Gy C Ggf_’__, .o ¢V 1 da e postojati k za ko-
je ¢e biti G = V . |
Prema tome kimes u (8) postoji za svako yg;V*.
= o .
Sada, iz egzistencije 1lim [},ykk; gde su y,¥,, €V ,» sledi da
i

K= 0o
postoji limes

11
o i[xkk‘xj

za svako x&V, TJ. X je jedan slab Gauchyev niz u V. Kako Je
V refleksivan, to je on slabo kompletan, a to zna¢i da nih X
delimican niz niza X, » slabo konvergira nekom vektoru iz V.

Time je dokaz zavrsSen.

Vratimo se sada W-operatorima. Na osnovu onoga sto smc
rekli posle dokaza teoreme 5.2.4., zatim na osrovu leme 5.2.12 i

teoreme 5.2.5, imamo sledeéi rezultat:

Teoreme 5.2.6. Neka je V realan s.i.p.s za koji vaZi
prethodna teorema. Neka, pored toga, V ima ortonormirani bazis i

neka Jje S ¢+ V- YV bijektivan operator takav da Jje, za svako
XyY € V;

|[sx,57)] = | D] |

Tada Je S fazno ekvivalentan sa unitorninm operatorom na Ve

Problem 5.2.1. Mogu li se uslovi teoreme 5.2.h. 0slabiti?
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