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KunemaTHrka 4BpCTOT TeAa KOje ce KOTpba MO
CTAaAHO] IOBPUIMHH. |
§ 1,1. Kperame no mospummum Darboux-osor Tpmjempa . . 1
§ 1, 2. Kuuemaruuxu enemenTn uspcror Tena, Koje ce I{OTPIba,
y Neumann-osum koopausarama . ., . . ., . : . 3
§ 1,3. Cnyuaj xorpmamwa 6e3 knusama 6
| | ~ TJIABA I

Jeanauune xperama umpcTor Teaa, cBeieHe Ha
HOKPETHH KOOPAHHATHH CHCTEM, KOJH HMAa IPOH3~-
BO.HHO 33AaTO KpPETal€ IPEeMa UBPCTOM TEAY.

7 s X7 R Y o
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VI

V rnasu Il korpmame ce pacmarpa, Kao cneudjasaH Ccayaf e
kperatha HexoloHoMmHor cuctema. Y §3,1 uanaxe ce npuHuMn, KOjK
ie nao mpodecop Boponeu® u xoju je cnuuan XaMunrToHOBY NpuH=
IUIY, @A C€ MOYKE NPUMEHUTH MY Cliydajy HeXOJIOHOMHHUX CHUCTeMa.
Y §3,2 oBaj npuxuun ce npuMemyje 3a U3HANAKewme AufepeHun=
janHNX jennayuHa KpeTamsa Tena, KOje ce KOTpiba. |enHadyuHe cy y
HaBe[eHOM OONuKy nare y sefi nmomenyTom neny npod. Boponua:
Uber die Bewegung, eines starren Korpers, der ohne Gleitung
“auf_ einer, behebigenr Flac,he rollt. Hajsan, xpaj rnase [II noceetien
-je. yonm'rerby,,,. gqénneﬂﬂi u3BONA 3a CIyuaj, xajga <e y yﬂy‘rpa-
HILOCTH Tena, hﬁéje Gg, KOTpIba, HAlas¥ CMPOCKOIL.

Y FnaBy I\Z HEIBEJIEHEI 1e y rnojeauHocTuMa ncropuja npoﬁnema
O xorpmamy,ﬁ HQEB J{npaarba PUPOCKOIICKE .JIonTe MO cepy, Te je
IaTO ILeroBo.. cmbeﬁ.e ua ksagparype. lako .je opaj npoSnem

HermocpeaHa npnmena Teopuje HaBeleHe. y NMOYETKY, MNAK HEroBO
pellerbe uMa MoTnyHo caMocTalaH KapakTep, He ‘ocnawajyhu ce
Ha napone IIPBEPIX ‘i*nfga"’ o s

.. Tmasa V caﬁ,pmu pememe npodneMa O KOTpIbay I'MPOCKOMN=
cke nofnTe y eﬁﬁn%ﬁ‘ﬁgum ¢pyHxunjama. Ilpu Tome wopuctunm cmo
ceWeiéréirass q'ByiM (i)ymcumama KOje V NPUMEHHA UMAjy [peXHOCT
pen, JaCObl !etﬂgpp_? Q)yli_fggujama Y npBoj nonosuHu OBe riaBe u3Bes

nede, cy jenﬂaqnﬂe Kberé,iha rIIPOCKOIICKE JIONTE ¥ KOHAYHOM OBIMKY .
(§§5 1—5,32). Hpyra je nonosuHa nocsehena AUCKYCUji KpeTara |
Y, onuTem, cnyqa]y (§§5 4——5 ,3).

v raasu VI péCMOTperIM cy CHED;H]E:IJIHH cly4ajeBu KpeTama !
rnpocxc;ﬁér{e 'nonn‘re HauMe : perynapha npeunecuja, ncepgoperyiapia | !
_”npeug:cma KOTpmamé' 06HQH€ JIONTE M CTAUMOHAPHO KpeTame. Y
'CBHM OBHM cnjanEBuma nperpecaHa Cy nepTypSaiMoOHa KpeTama
y Be3l Ca MUTAMEM O CTAGMIHOCTH kperawa. [Ipn Tome cy mcko-
puwfiene npudnwkne popmyne, Koje Cy u3BeneHe y §6,2, a Takobe
Heke omuTe  TpaHcpopmauuje, koje Cy nare y §6,1. Ha «xpajy
[naBe ‘je HaBeQeHO pelleie NuTaka O ommuuuTuM (remarquable)

quﬂ}éﬂ'@pﬂ]&Mﬁ;, wm:r,[a eﬂraﬁapa)y HaIeMy npoénemy Behn 1eo

o R B

r.‘r- . T‘i.|:~ . h—h"

Ao BGPGHEIL‘I: Om; .YPaBHEHISX'D . ,IlBH}I{EHlﬂ HEeroJIOHOMHBIXD CHCTEMB 1902
METEMRTH‘{ECHIH CBopHUK'D.

- Cycnoss. Bu,ﬂ.@uﬂm*‘ﬁﬂeme Hauana ﬂanamﬁepa 1992. Ma‘femarnqecrtiﬁ
"‘Coopunks “"" CHETGRET mDEE o g | |

** Datiileve: Sty Tes Wouvernents et les irajectoires rééls des systémes.
Bulletin de:la societé.mathématique de France. 1894. Paris.

 Bilimovitch. Sur les trajectoires. d’un systéme nonholanﬂme Comptes
rendus. Séance du 1er mai 1916. .
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IIHCK)VCHJE OBE I‘J’Iaﬁe n3BEJEH ]E HPEMH ME‘.’I’OIIEIMQ KO]E HPHMEH:Y])W

Klein u Sommerfeld y neny: Uber die Theorie des Kreisels. 1897.
s ouor ne senukor Gpoja mpotiiema O KOTpIbaisy jelHe Mo=

-

BPIIIHHE: no Jpyroj, xoju cy Ounm [0 caj nperpecaHy, Behpma ce

ONHOCH Ha TPpM CHeLMjanHa cnydaja, HauMe: Ha KOTpIhame JIONTe
Mo NpOU3BOJBbHOj INMOBPHIMHHM, HA KOTPJ/balhe INPOM3BObHE IOBpUINHE
No paBHU M Ha KOTpIbaibe MpPOW3BOIBHE nospuune no cgepu. Ha
sagU ce ciydaj omHocu u Ham npobnem. Ha mera, xao na unre-
pecaHTaH NpUMep, KOju Ce CBOOM Ha eNUNTHUYKE KBAaApaType, NpBH
nyT je oBpatuo naxwy npod. Bopouen®. Oraj npoSnem ce nanasu
y TecHOj Besm ca HKpa JApyra npotnema, Koje Cy PpeunIn pyCKH
nayununy npo¢. Bobunes** u npod. IKyxoscku™* u xoju ce Tuuy
HeKMX CHeLMjalIHuX CcliyuyajeBa KOTpJbalkbha TIHAPOCKONCKE JIONTE HNO

pasiun. Opa oBapnpa mpoflema Cy pelieHa Ha OCHOBU pacyhupama -
' CACBUM Ppas3IMYHUX OJ OHMX, KOjUMa CMO €€ KOPUCTUIN Y OBOM
neny, Koje CIy>XM yOmuTermy OBMX npoOnema 3a Clyuaj, Kajn ce

paBaH nperBapa y cgepy.T
| Hajny6me saxsambyjeMo HaumM NOUITOBAHUM yunTenbuMa npod.
[1. BOPOHH_y n npod. An. Bunumosnhy 3za nomofi u caBeT  1pu

nasofjersy oBOr papa.

-

* Woronetz. Uber die Bewegung eines stﬂrren Korpers.. Band 70 §15

Math An.

** boowinern. O map”fa C’b TMPOCKONOM’s BHYTDH, KHTHHLEMCH o ropu~
3DHTaJIhHoH IocKocTH 6e3n cxonbxeHis. Maremaruueckin Céopauxs XV1 1892.
N }Kylconc:mn O rupockommueckoms wapbk boSmnema, Tpynm n’rﬂ:ﬁna
cbuanqecn:ﬂx*h nayxn. O. JL E. u 3. VI 1898.
T Buau § 41.. |
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KMHEMATUKA UBPCTOI' TEJIA KOJE
CE KOTPJbA 10 CTANHO] ITOBPIUMHIL

§ 1,1. Kperame 1o noBpmiaHH Darboﬁx—oﬂor TpHjeapa.

Hexa je sanara HOBPH.IHHEI S,, unje jemnaunue TipeMa CTallHOMe
KOOpIMHATHOME CHCTeMy O; %y 7, uMajy oBmux :

(1) X =X (U, vq) Y1:Y1(U1:V1) 21:731(111:"1)

YV taunn M ose moBpumme KOHCTPYUIIMMO = KOODIAMHATHIM
cucreM Mu;ving, unje ce ocosuue uoknanajy ca MO3UTUBHAM
npasuuMa nunuja U, (v; =const) u v; (4 =const) u ca nopmanom
N, Ha nmospmuny S; y Tauum M. Ilosntusum npasau ma ocosunu n,
ONPE/IUMO TAKO, la OCOBUHA Ny MMA UCTH NOMOKA] PeMa OCOBHHAMA
U; M Vi, KAO OCOBMHa Z; NpeMa OCOBMHAaMa X; M Y.’ * I'naBue penu-
UMHE NPBOTr M NPYTror pena nospumune S; odenexumo ca E;,Fy, G,
Dy, DyY, Dy, 3a nuuuje kpusume nospmmse S, y3mumo nuHUje
1y =const u vy=const. Onna je F;=o0D;'=0. Kocunyce yrnosa
mMehy ocosmmama O;x;y,z; u Mu;v,n, ossmasumo pemom ca
a, o', a’, 8, B, B, ¥, ¥, Y’/ npema wmemu: (2)

l l i Kaxo je mosmaro:
4 U \Y n g 0T
1 9x l ax
X | i I }?} T f —= - ] - H B bE—— 1

(3) V E{duy | VG 6v1

1 ay1 a Z_[“ aZI E)YI .,.i_:' hkk

"f._._._ ) .1 asa T
I E, G\ duy Oy, Juy 0vy

* Ilpasau ocosuue O, z, ojpenuMo Tako, na HOCMATpay, KOju Jemu y
upaBuy ocosute O, z; ca wmorama y O, u rnena y npasuy ocoBure Oy x4, uma
GC{}RHH}’ O,vy, c JleCHe CTpaHe. |

** Buan Stahl und Kommerell. Die Grundformeln der alilgemeinen Fla-
cnenihearie. 1893,

Hermuerko: Korpmame 6¢3 gnnsama. 1
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3a wooppuBaTe HenpomesBUBOr cucrema M uy vy n; ysmumo
['aycose xoopmuuate uy u vy Tauke pommpa M. Napauynajmo cama
KUHeMaTyu4dKe eneMeHTe, KOjuMa Ce KapaKTepuile Kperawme cucremMa
Mu, v;n, y OBEM KOOpIMHATA.

O6enexxnmo Gpsuny Tauke M ca w, a TpenyTHy yraody
Spauny cucrema Mu,v,;n; ca w. I—Ipo;emm;e OBHX BeJMYMHA HA
IOKpeTHe OCOBUHE O3HAuYMMO Ca
(4) wcos (W,u)=w,; Wwcos(w,v))=W,; Wwcos(w,n)=wy,

[Tpema ¢popmynama (3) maxo hewmo Hahis

(5) Wuiixla —I_YI U.f _E_Z-[ L‘i” == ]*'_ El UI ‘Wﬂ.“‘-—-—— VG] Vl Wnl———“ O
dx |

Ospe je x == -Et-— n 1.0 llpema kunemarnukum dopmynama™ nodu-

1emo 3a S, HM3pas

o Siv6—u, S B+V127‘“‘“ tae je 7B =1yp -+ v'p + 1’8"

ouy
U T.I Cyncrn‘x‘yupama nu (3), Hanasumo, y3eBII y oB3up na je
F]_:D Dl == Q '
o Dlu 5 :
(6) V—-———VI M CINYHO 3d T
| s T
(7) Tl; -—] Uy
- /' E, . |
| | | | ~ u dXx 1 062x
Wspauynajuo jomr nj: ng= > Bo =——m— 1 L
: e 1 1 ]Ir/- Gl 3\71 [( aﬂl .

ox, 0 1 v <1 0x 1 2x,. = 0x 8 1
—I_ s : M~ _[_ r*—l—z : [—“‘"‘ - _]_ :
du,0u, | E, ¥V G, dv, \V E,; 0u, dv, 0du,0v, I'E,
Opasne ysesmn y oOsup na je '

28}11 a‘xlm_‘z 62-}{1 ?'}{1:“—;1 9E1 B
avl aul aV]_ Qul 3111 2 3V1 '

v, Ou, By, 20w,
- 1 2G, . O0E,.\.

1 — Ly 2t
®  mTOVES ( ou, 1 By, )

CDopMyHe (5), (6), (7) n (8) majy nam peweme nawer npodnema.

L g

* Bupu Appell. Traité de mecanique rationnelle. t. 1.

) ' ' -
e, T g vl A gy oy e B, " L A e s g o W e L e A el i . ..
.
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§ 1,2. KuneMarn4kH €JeMEHTH UYBPCTOr TeJa, Koje ce
ROTpJba, y Neumann-OoBHEM KOoODJAHHATaMa.

[To crannoj riospwuHu S;, uyuje jefHAuMHE NpeMa CTANHOME
xoopansarHome cucremy O, X,y;Z; umajy conik (1) § 1,1, Korpma
ce uppcto Teno I, orpanmueno mospurmbom S. Heka cy

x=x (u,v) y=y (u,v) z=z (u,v)

jelHayMHE OBE IOBPIIMHE S NpeMa IOKpPeTHOME KOOpHUHATHOME
cucremy Oxyz, xoju je y Besu ca Tenom T. |
Koucrpyumusmo y Taunm nogupa M npema fipasuny HapeneHok

v 81,1 xooprunartae cucreme Muvn u Mu;vyn, (rn. criuky). 3a
koopauHare Tena I '
"Neumann-ore koopaunare:¥ -
["'aycose kpuBOnMHujcKe KOOp=
nuHarte U u v Tauke M ma no-
ppuiau S, ['aycose xkpusonu=
HUJCKe KoopouHare u; 1 V,
tauke M na nospmman S,
yrao ¥ meby ocosunama v, u u
(rn. cnuxy). | -,
| - Ofenexxumo riaasHe BeNm= .
qiIHE TIPBOI' M APYror pefa Io-=
spmuHa Su S, ca E,F,G,D,D’, D"
n E,F,,G,D,D{, D, 3a nuuanje u,v,u; u vV, ysMUMO JuHHje
- I XA S u S;, To jecT npernocrasuMo pa je F=o,
D'=o0, F;=0, Dy=0.

| I/Iapaanmo 'y Neumann - oBum Roc)p,uuﬁa'raua KMHEeMaTUyKe
ejieMeHTe, KOjuMa Ce Kapakrepuiure KOTpibame upscrTor Tena 1. Heka
cy: w — G6psuna noma O, w m w; — TpeHyTHe yraone Opsurie
cucrema O Xy z npema O, X1Y1% 1 rpema Muvn Wy — TpEHyTHEl
yraosa 6p3HHa Muvn npema Mu, v, nl, w; — TpeHyTHa yraoHa
6paiza M, v;n, npesa O;X,V,Z;; v!, b 1 v HeKa Cy ancony’ma
penaTuBHa (peMa cucremy Oxyz) n anrpennpajyha ©psuna Tauke
M. llpojeriuje osux Benuuusa Ha ocosuse Muvn 06€H3}I{HMO.

, M

.CAHHH'. 1.

(1) LLI » a o Sj T} n L_LJl . e Sl’le n1 wﬂ e 82’ T2, ng wg;-. 83, T3, n3

- -Wu’w'v,w“ m--.lgu;mv! mﬂ _ Dl+++n_1u;b1v, biln -. ﬁ{i*ﬁu,b?j n“

~ * Buagu C. Neumann. Grundziige der analytischen Mechamk meznger
Berichte. 1899.

11‘




Vmamo mse &cHOBHE ];HH‘IHHE I | |
(2) (w)= (w 1) T (UJ 2) T (UJ,-z) (3) (v t) — (b) + (10)

s popmyne (5) §1,1 noémemo 3a p! ¥ v u3pase:
(4) nu:Viu | v—[GV b, —=0 |
(5) i, VE, u, sin 8+ Gv,cos s vt, — | E,u; cos & -+
—+ VG_1‘}1 sin 9 pl, —
Cyncrurynpamo y ¢op. (3)
6) w.—=—}E;u;sin? —I—j,/G_l{rlcos s —JE.u
mv T .I/IE_]_:{I]_ COS ‘3 + }@-‘}1 SiIl ‘B‘ E— V’-—G_"{r | 0, = 0

Kopucrehu ce d¢op. (6) (7)) u (8)$§1,1 nobujamo 3a s, T; N; n3pase:
(7)- Sy = D~ v oot ———];)*1'1 'n* . (GE Lt 1})
T Y6 Y VE T 2/EGlv eu )

W cnmubo- 32 w,;. Yraona Op3uHa wg je MCTOT CMUCIA KAo U

OCOBYHA Ny ¥ MA ANCOJIYTHY BEIUYUHY & = 3t Ilpema TOMe, ua
dopuyne (2) IIOﬁHjEMD cnenefie uspase 3a s, 1, n

s =— 2 tZLvlsmB [._)_1_1}10038
(8) V U V El

D . Dl b Dl.u *

T — __.:..*'u-— UISIH{;} i e—— V3 COS U

- TTE e
- - 1 oE, - @3, -
9) n=——39% Ly 1 )
( ) +2 VElGI (avl ' aul ?1 _l_ -
. 1 (3E 5 6GV it
2VEG\ ov du )

Hamnn cmo S, T, N, Wy, Wy KAO XOMOTeHe IMHeapHe q)ymcume_

M3BOKA W,V, Y, Uy, Vy (¢pop. 6,8,9). Pemasajyhm mobusene jemmaunse,
o6paTHO Moxemo Hafim u,v,9, ul, Vv, Kao XOMOTreHe TuHeapHe gy HKuje
OpamunHa S, T, N, Wy, Wy ¢

Taxko u3 cucrema (6) Hanasumo:

10y VEit=—Co. +VE D) sin® + (w, - GV)cosd
_ VG vy ==(w. +VEu) CQSB.+'(W?'+VG{7)Sin3

l'+1

' Bupn Woronetz. Uber die Beweguug eines starren Korpers, ..
Math. An. 70, B, 1911. - |

-t
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- =,

Cyncruryupamo nua y (8) ope m3pase, HanasuMo faa je:

an o -’T"l N —=Gv A —w
T == A VEu AN erva—I— w'’ rae je
A= D-I——D—‘ “8—|—D ”c s29 A7 (Dln R )sm{}cos{} |
TR TE YT 8 AT G T
(12) I F ¥
B 4 —I—D]l sin® 9 -[)—c0523
s <L < TE,
(13) | ?UI-_—"_— 1 ﬁ‘ —I— v, (A” ]:é”) | m”-m—mu( —%)**“ AI I, |
| E! ]EIIH&'—IHH& (11) ﬂoﬁﬂjamo -
'Eu==— [(S 4t w) A+ (r— ) A"] |
a4 . -
FGv =—"——+[(3+m‘) A —+ (T — w") zj},‘] roe je
o _ ) n___,_[l]_:_):: D, D,“ Dl.D” D'Dl;j 3 , -
(15) D=4 A% — 4= +GIE1+(EIGJEEGI]sm Bt

.D.lan | DD1 .
+( G, G +EE1) Cos™9

Cync*mryﬁpaim"o OB€ HSPHIBE: y (10) - |
'l"!rgl 1-11=1U41 uln [( __I_ml) ,£3"—I—(T—h}”) AH]

_ﬁCOSﬁ' | __.u  :
(16) ' D [(S“L"’)AJF(T- “’)A]

| ]IEWI“mVI+ COS‘E}[( —I—W)&'—{-(T—m“) &u] .
Slni‘}[( +m)&+(T_mJJ) AJ’]
. THe je W, = - 'mdsin{}—l—mv cos & v, ————-mucos%}-{—msma‘}

Kan cey (9) samenn ns (16) u (14) u v, u, u v; umahemo
113pa3 3a 9 : |

st . 1 @EI 1 | é_l_ " . ;i

4—.('1'.—“ *) A“] ' %[(s+m') A+ (T— m"‘) .é.']
1 olgE sin SadlgE, - cosd dlg GG, |
VG v VG, avy VE, oy
1. algG sin 8 d1gGy - ~cosd 0lgE,
VE ou VE ou, VGI dv,

o Ly 7=
(18)
2 N, ==




H. Ir‘
T
i

- . = e - R P el mde ledy ol tem = e ad o= -
e e e T L SRS, _acte ot PRSI IR S
; .

Cyncruryupamo na (14) y (4), nodufiemo : T
1 | - *
(19) vu= D [(5 +w') AT (T—w) A

o=l (otw) o+ (r—w) a7
Hajsan us ¢opmyne (7) umamo:
DJ‘ | | u D F | ‘.i"
(20) Slﬁ_GB[(S +-w) A+ (T—n") Zi*-"'J = ED[(S_[_m f e

| 1 1 0E
"|—___(T—m") [_\"] HIQVE‘G[VE 01(5+w AN+ T— ¥ ,‘Q\“)—F

1 946G PERNAY IS
+]/T;“au(8+m A Tw ,Q.)J.B

Mopuyne (14) — (20) ompebyjy seauuude u,V, 3, Uy, Vi, bu, by
S, T1, N; KAO NMHeapHe XOMOreHe QyHKIUHUje BenudnHa 8, 1,1, W, W, .

WMspasumo jom npojekuuje Wx, Wy, We 8psune w noma O n npo=
jekumje p, q, ¥ TPEsyTHE yraoue Opsuiie w na ocosnde OXyz kao

byHKumje BenuuuHa w.,w.,, s, T, n. Kocnsycn a,a’,a”, 8,88 1) ¥

yrnosa meljy ocomunama Oxyz u Muvn onpehenun cy wemom (2)

u $opMynama (3) §1,1.
- Qdenexumo BexTOp OM Ca p. Hexka CY Pu,Pv, 1 € IErOBE NPO=
jexnuje Ha ccopnHe Muvn. Onpa je

P p dp p dp f )
@) p= 2 it e=xrtyr e

VE ou Vcov

rae cy X,y,Z KOOpAWHATe Tauke M.
3a mpenas of p,q, I, Wx, Wy, W5, Ka S, T,Il ., 1, IMAMO

'(22) P = So +TB+nT q=so’ T 1f Fny’ r-“sa”-l-*rﬁ”—l-ny

(23) Wi ——Wu&-i*WvB—FWnT

W= Weat' |+ W, B”—[—wnT I‘,u;e je

(24) Wy=mw,— te -+ np, Wy=f,— NPy} S€
(25) Wo=-—spytTP0 |

§ L 3 Ciayuaj ROTp.TbaH:a 0€3 KJaM3ama.

Y cnyuajy koTpmama Og3 Knusama auTpenupajyha Opauua

| Tauke M je nynma, mau w,=w,=o. llpema Tome, u3 ¢op. (10)
s Pk B e 2 noSwujaMo ycroBe KpeTarsa YBpCTOr Tena, KOje ce KOTpmba Oe3
e _"_;-'.-_.';Rnnsafba no cranuoj noppwmay, y Neumann-oBum koopuusaTama :

b L. 3
e ! f v B
R o iy e e i it B TR CSTE



(1)

VEow, —— J Eusing-[-J Gvcosd

/G,y =VEu cos 3+ Gv sin 9
Axo y (popuynaua (1) —(20) n (24) § 1,2 cmednmMo W, w,, o', 10

ca .= wi=—mw’ =— ' == o0, nodufiemo Huz obpaszaua

(2)
(3)
(4)

()

(6)

Nl

8

Wy "—“npv—-re |

AVEudA" Vﬁ{r

s———VEuA"—)/GvAY 1=A

1/Eﬁ—;(sA‘+-r AY) VCv= ;(ngﬂA)
VE, v —- sinf}(s AN A”)—COS.{;_}(SA—[—T AN)
VGI r-cosa(sﬁ +r A7) Sln%(S&+TQ)
9= j(sﬁ;" T/;”)+A2(SA+T&)

nu#d(SAI+TAJI) bv: D(_S[j‘:—{'_TA )

sl——D” (SA-%—TLX ) D T(SL\’%—TA‘.&)

1 [ 10E, 146G

w —Se— NPy W=

ny =

p; |
(MDopmynama (3)—(8) onpebyjy ce penmuune U, vV, U Vi {'} S1

T4, Ny, Du, By, Wy, Wy, Wy Ka0 JTIMHEapHe XOMOoreHe $yHKIIMje BenuyYnHa
s, T, n. Hajzag, dopmynom (2) u jenHayaHoM

®)

n-ﬁ“—{;}—l— Aq Y Eu— N} G Gv

KO}y fiemo nako masecTu us Hop. (5) n (3), uapaxasajy ce Opauiie
s, T, 1 Kao JuHeapHe xomoreie ¢yHxumje usponxa u, Vv, 3.

L p—
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TJIABA 1L

JENHAUMHE KPETAIbA UBPCTOT TEJIA, CBENEHE HA
NOKPETHMW KOOPOVHATHU CUCTEM, KOJM MMA TIPO-
M3BOJbHO 3AINATO KPETAHSE MPEMA UBPCTOM TEIY.

§ 2,1. Jepmaduge kKperama CIO00JHOT YBPCTOr Teaa
y HOKPETHOM KOOPARHATHOM CHCTEMY. |

Hexa cy O, x;y,7 cranie ocosute y npocrtopy, Oxyz cy
‘cranase oce y Beanm ca uspcrum Tenom 1. Tpaxe ce jennaumne
‘KpeTama OBOI' YBPCTOI' Tejla, CBeJeHe Ha NOKPeTHW KOOpANMHATHHU
‘cucreM Muvn, koju MMa NpOM3BOJLHO 3alaTO Kperarme IpeMa
cucremy Oxyz. Obenexxumo: ca o' — anconyruy Op3uHy noyerka

M, ca v — ©pauny Tauke M mpema cucremy OXyz, ca w -—— an=
Tpeunpajyfiy Gpsuny Tauxe M npema cucremy OXyz, ca &' —
yraony &pauny cucrema Oxyz npema cuctemy Muvn n caw —
yraony Opauny ucror cucrema npema cuctemy O Xy 7;; Hajaarn,
Heka Cy: p — BexTop OM u w — anconyTHa Opsuna nona O. llpe-
jekuMje oBMX BenuumHa Ha ocosune Muvn odenexumo kao u'y § 1,2.

Kocunyce yrnosa mehy ocopunama Muvn u Oxyz ossaynmo
npema memn (2) § 1,1. [lpojexuuje BexTOpa W M W Ha OcCOBHUHE
Oxvyz oéenemﬂmo ca Wy, Wy, Wz U P, q, Y. ‘Benuuune va, be, bo,
Sy, 1,y o, o a’’, B, B, B, v, ¥, ¥’ saMulIbaMO Kao 3anare.

Be.'rmqnﬂe wu,w.,,wn,s T, 1 MOXEeMO W3pasuTh Npojexuunjama
Wx, Wy, Wz, P, Q, ¥ 1 00paTHO, kopucrehu ce $opmynama (22), (23)
n (24) § 1,2 u tjaopmynom

| (1) wn:mn-——-sm—%—'fpu

Hexa cy: 9t — xonuuuHa KpeTama UBPCTOTr Tena; GO) y G
—~ MOMEHTY KOJMMUMHA KpeTama YBpCTor Teia oxitocHo nosnosa O nu

IL1; F — pesynranara cuna, xoje nenyjy Ha uspcro Teno; L9 n

L™ _ yomenrn oBux cuna opuocuo nonosa O m M.

[
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| ceomsp B T

Axo je T sxusa cuna uysperor Tena, koja je H3pa}K€Ha Kao
pyHKUMja Wy, wy, W, D, Q, ¥, OHHA je

0T | 0T 0T

(2) 0t cos (?]R, X) — awx : St cos (EDE, y)_"awy y N cos (EDI, Z)—u awz .
0T 0T oT
oy GO (O O, () Nl l O O
@ GO (G007 GO (GO, y) = GV (G0~

5w Mapasumo T y dysrumjn wu, wy, wa, S, T, n homoﬁy dopmyna
- (22),(23),(24) $1,2 u ¢opmyne (1) osor naparpada, na odenexumo
pesyntar cyncturyumje ca T. Hokaxumo cama, ma je -

0T oT AU s i

(3) ® AN cos (ED?I; ll) — a_f;: L IR cos (E!R: V) — amv 5 @ M cos (E!R) H) - at'vn

el My oM M) ) — M A(G™ )=
3 GW.u(G =", GVeus (G™, v) 5 G (G™, n) -

' Dopuyne (3) HeNOCPpeHO ‘Manaze N3 jemHayuHa :
0T o7 ow, 0T .ﬁw]‘,_!_ 0T ow,
Jip, 0w, Ow, Owy dwy dw,  dw,

—mcps (E[R,'Ll) n T. 1.

3a M'mo,ue e u T. 1. DodujeMo cue.uehe n3pase
0T 0T Ow, 0T ow, 0T ow, 0T dp 3T 3q
s = he P et o SRy S A
ds ow, 0s Jdw, ds odw, 9ds 9p dq O0s
0T  Or -' 0T 0T AT 0T
_|_—:_ : as___G(O)m(G(O) “Haw,.. €E— E Py M CIUYHO 3a E 54 'EE

Oﬂaﬂne n3nase ¢opmyne (3.

I—Ipe:*rnocraﬁnmo na nocroju ¢yHurnuja cuna U. Yauumo noT-

d
nyau uspon ox U no Bpemeny p tU na ra napasnmo Kao QyHKIU]Y

Ol Wyx, Wy, W,, D, Q, . Peayn'ra'r cym:*m'ryu;me obenexumo ca U. | |
Kao wro je nosmarto, Tapa je:

U oyU - oU

(4 == F cos F - —= F COS F, y — F cOS F,

U - 718 90U
4 y Il 2 (8 ) Q __ (O)fms O e (D)cﬂs O |
( ) ap L cns(L 3 )3 aq . L : (L ,_Y)jan L (L , Z)

- Axo ce y U cmene renuuune p, q, r, Wy, Wy, W, CBOjUM Bpex=

nocruma (22), (23), (24) § 1,2, a pesynrar 3aMeHe o3Haun ca U,

0T

no6ufiemo n3pase, cinuyde uapasuma (3) u (3) 3a n3Boe PONCER




10 -
-__-.-.z_miu..'-_ e et g @ me - e . e
= - U oU ,

: | (5) .U ==} cos (F, uy, 22 —F cos (F, V) § = | cos (F, n)
- J a Jdm., - d 10,
, a0 - { : 718 M L OU M (M
{5)! E—- == IJM) cns;(IJ(M) ’ u) » — L( )cqs (IJ(M)-; V) ’ dI; — ]J( | )‘cns (Li( ) )-; n) -
S | T | .

3a usHaNaXKeme jefHadnHa Kperamna kapucTufieMo ce 3aKOHOM
KONMUMHE KpeTarma U 3aKOHOM MOMEHAaTa KONMUiHA KpeTatba. [Ipena
oBuM 3axoHmMa nodufiemo, ako ysmemo 3a 1101 NOKpeThy tauxky M™:

®) (@)==(F) (7)™ - [orm] =L
re cy 9t 1 G reomeTpujcka M3BOJAU Ol BEKTOPA KOJINYWHE Kpe=
Tama M BEKTopa MOMeHaTa KOInYdiia xperamna, a [t M] je BexkTOpPCKU
MPOAYKT BEKTOpA bl — anconyTHe Gpaune Tayke M u BexTOpa M —
H@HH‘IHHE KpeTama CUCTeEMd. | o ,

Kopucrehn ce dpopmynama (3), (3), (5), (5) u ysesmu y od3up,
na je TpedyTHA yraoHa Spausa w, Tpujeapa Muvn ongocno O;X3¥1Z;
[I3HOCH : (lU-z)_F——:(LU)""_(UJi) To jecT jeanaxka je C TIeOMeTpHjCKOM
pasNMKOM TpeHyTHE yraone OpsnHe Oxyz omuocho O xyy1Z; ¥
TPEHYTHE yraone ©Opsune OXyZ OXHOCHO Muvn, poduhevo n3
(6) ieuﬂaqmlé KpeTamwa, akKoO OBy TeOMETPMjCKY jefHauYnny npoje=
umpamo Ha ocosune Muvn ' | |

Top T S (=) o = ;}’;
(3) ddt aa:v - (o—n) aa:u (s —s1) aa; *“5};
c;it aa:t - (s — s1) ;: (r—11) aa:u ' gt{j _
a(it%is i Tl]gz (n_ni]g—: | T(.ermati:ﬂ ('mm”"'*‘]aar:r:.r -_ da:;;
O draet () g — (651 -3 (wn+”ﬂ’;:u _ (maﬁrnu)aa; &
:t 31 | (s_sllg_f (T—Tl]%—Z-—{- (104 +ﬁ“)d; (i b“]aa:u adt;i-.;;-.-,:

* Bunu wa npumep Anr. Bunumosuh. llpuponue jelHAUMHE KpeTaka
4BPCTOT Tesa. XCIX xmwura »naca« Cpncre Kp. Axapemnje 192z T. €Tp- 7. -
- ** Bumu opo¢. Boponews. H,chcbepenuianhﬁhm'ypaBHeﬂ'iﬂ I BHKEHIsI TBEp=
naro Thna no OTHOWEHIO Kb cpexh, mrbomeit Mpou3aBoOIbHO 3aAHHOE HBIHIKEH €

Kiess. 1911. nnmu P. Woronetz. Uber. die Bewegungsgleichungen eines starren

Ksrpers. 1911. Math. An. 71. Band.
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Axo ce cucrem Muvn Moxjana ¢a CHUCTEeMOM Oxyz M3
oBUX $OpMyaa wnanase, 'Kao rnoceduu caydaj, rosHale jegHauuie
KpeTarba UBPCTOF Teja OMHOCHO OCOBHHA, KOje CY Ca MM CTANHO
pesaHe. |

Axo ce cuctem Muvn noknana ca cucremom O, X,V Z,,
113 OBUX (QopMyNa H3nase, Kao ApYru nocedHH Clyuaj, IosHare
jeAadute Kperatba YBPCTOT Tela OJHOCHO .HeNOKPETHHX OCOBHHA.

Hanomumeno, na nam sa peweme npodneMa Huje noTpedHo
na 3HaMo HEHOCPLI{HO kpeTame cuctrema Muvn npema cucremy
OXxyz; mocra je, ma 3uaMO OBO KpeTame CaMoO Kao tbymcumy
[lapaMeTapa uYBpCTOT Tena, hbHXOBMX M3BOAA U BpeMeHa.

§ 2,2, JegHauuHe KpeTalha HECJO00XHOT YBPCTOI TeJa.

Odenexnmo ea qy, Qs, Gy, U4y Uiy §; KOOPAMHATE UBPCTOr TeIA.
Axo je OBO Te10 MOMIOKHO Ke3aMa koHauumm fj=—o (i=
nudepenusjaniaum @;—o (j=1,2,.%;), nojasuhe ce y NEeCHUM CTpa=
HaMma jensauuda (8) n (9) ¢ 2,1 jow u peakumje osux pesa. Mi-
PauyHajMO  HHUX. Cmenumo  y  jenHauuHama f.—o* Il @;=0 u3BOLE
qi (1=1,2..6) Benuuunama p,q,r, Wy, w,, w,. OBenexumo pesyn-

TAHTy Cwia peakuuja pe3a ca R, a momedTe cuna peaxuuja Besa
ocgocHo O n M ca A u AM. Kao wro je nmoswaro, Tana je.

i—k . i:kt

(1) chs(R,X)':::Z - hl+2 e M uT. O

dw,

- Ie CY A MYJTUIIIMKATOPU KOHAYHUX BE3a, a Mj — MYNTANNAKATOPM
- JudepeHuuvjaniux pesa.

Cwmenumo y f; u @; npojexuuje p, q,1, W.. wy, W, npojekuujama

S, T, M, w , W

v?

je moxazaTH, ja je

" Ogpne je ca fi osnaven noraynm mnssoxn on {i no Bpemeiy.

w, U obenexumo pesyarar samene ca f; y .¢;. Jlako




& TR T LT LN Or-JLI AR . a2 F- ) = LR T e ot el T it W " . -

=k o ==X, —
. of; . 0 @i
{2) Res(R,u)== ' o A —[—Z el SR T. It
T = -
< of S 0o
2A N (M)cus (M] e i : i
{(2)" (A , U} ﬂsh—l_z e M T I

Jennaunue (8) m (9) §2,1 nodujajy y osom ciayuajy oOnux

d 9T T 0T - 8[j
(1—74) It (n—-~n1) == - |

(3) d-t timl.l - dm; - dmd :
x k =
> af; 2 Py
) L . X .
i1 5 w, I_ - H] 01w, wr A
d oT oT oT T
. : B SR § ) Gl £ | — .r+ v § -
(4) dt 'ds+(T 2 dn ( 1) 3T+(m ’ )ﬂm
| = & * .z K _

, 0T aU of; Ip;
f(w"+b“) dw, 0S5 Z h'_i"S t Zui os %

$ 2,3. TlpuMeHa Ha KOTp/bambe 0e3 Fausamba YBpPCTOor
TeJa N0 CTAJHO] NOBPIIMHM.

Mpumennso nobusene jenHauuie A H3HANAKEIHE jequaunHa
Kxperatha YBPCTOT Tena, Koje ce KOTpiba fe3 waniarkba No CTalHo|
noppmaHu. YsuuMo 3a noMohin koopaunarii CHCTeN Tpujenap
Muvn rnase L. 3a noueraxk O xoopauHaTHOr CHUCTEMa y BE3l Ca

YBPCTUM TENIOM Y3MUMO Texuire Tena, akKo cy: Oxyz raoasuc

ocopunie nemwnsoctu, A, B, C — msomenTn newuBOCTH Teaa y
OJHOCY Ha Te OCOBUHE, M — mMaca Tena, OHHa Ce JXWUBa CHI
tena T wuapaxaBa (OpMYIOM |

(1) 2T-—M (w3 +“24w2)—|~Ap3+Bqﬂ+Cr~

CMEHHMO W;, Wy, Wz, Py q,r 6p’%ﬂiiakia iv,, v, w., S, T, I. OHIL& ]C .

_(2). 2'l'—-~—2T(nuu,. ., 0., S, T, N) = M(w2+w2—|—w2)_|_
‘}‘A(SQ‘T TB+I‘1T)3—[~B(S(1 + T8 +HT)2+C(S{1 —rTB"+nT")

Opae Baba 3aMeHUTH Wy, Wy, W BUXOBHM BpeRHocTuMa u3 ¢op=

MY J1€ (1) § 2,1.

e el B N g g r "
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S —— 2 S, i O e - 3 _ T

Y cnyuajy xoTphama Ges knusama Teno je MOMIOKHO jenuoj
KOHayHO] BE3W, KOja H3paXasa, na Teno ponupyje y Taumnm M

CTa/lHy NOBPWIMHY, ¥ ABeMa HudepeHIUjanHuM Besama, Koje u3pa=
KaBajy, Na KOTpibawe npousnasu Oes knusama. llpema § 1,3 jen-

HayMHe OBUX YCNoBa NpUMajy OOIUK

61:“311:0 62:mv:0 fl_—_—_wﬂ:(j

Vaesmu y 0B3up ose ¢popmyne, nmakemo npema (8) § 1,3

(3) 2T=20 (s,1,n) = M [[npv“TE]E+'(Se—Dpu]2+ [fpu—spv]ﬂ] i

~+ A {sa-+18+ny)2 -+ B (sa’ + 18+ ny’)2 - C [Stx” + TR 3 ny’‘)>

rae ce pu, py, € onpelyjy dopmynama (21) §1,2. W APYKYHje
(4) 20=Mp*(s>+2+n%) -+ A (sa+1B+ny)2LB (sa’+ 1B +ny’)2
| —_—,—C(.S&”—P-TB”*FHT”)E — M {sp. -+ tp, +ne)2

0T
div

- 3Ja napuujanue M3BoAe
myne (1) § 2,1
; 6T 0T ow,

= | _M v, — E—I—H v
. ow, O, (. T .P)

(5) OF M (1w, —np,+ s6)
O,
,aT =M (o — spy -+ Tpy)
dw,

Cwmenumo caga y jennauunama (3) u {4 § 2,2 BPENHOGTH
BEMMUMHA. Sy, Ty, Ny, Du, By, b2 U3 Popuyna (6) u (7) § 1,3, a Bpe /=
HOCTH JXUBe cuiie | W mbeHux napuujaniux ussona ua ¢op. (1) — (o)
OBOT' naparpaga. Ysesuu y obsup, na Cy napupjanHu M3BOOM %
u T. 1. jepHaxky aynu, noduhemo jeqnaunue KpeTara YBPCTOr Tena, Koje

Ce KOTpiba Oe3 KIu3aiba No CTalHoj NoBpumAHwH, y cnenehem obnuxy :
: .

doe [ D, . 10 |

| dt s +[T““ Ep 80 HTA ]]5;'_'_“_
(6 1.____( LaE . SQ"—;LTA”* *_I_;'aG : SA+T&‘)J39
2DJ/EGV\/E oy TV Gou Jp
1 U |

... n1ako femo nodutm wus pop=
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— SR

doo [ 1 (1 IR ey 1 LS i ;’Ha@
Gtac 1T T 2DVEGUEav A TS Y Gou SATTL )| g
- e / menPs o v sl -'_11__ i L — ) e==
[s an (sA+TA )] PR CYA TA) (Tpu—Spv) 5
doo | D 1006 D 106
e me—— A ;0 L e, == W f J+ i o
e | ) | 5

q _[sg%—TA‘) (npy — TE_]—'— o

QOspe ce xwupa cuia © onpelyje gopmynom (4), a Bennuuue
A, A AP D — dopuynama (12) (15) § 1,2. Kag nema dpyuxuuje
cnna, Bayka JecHe CcrpaHe jenuaunua (6), (7) n (8) cmennTu n3pa=
3uMa 33 MOMEHTE CWIa OJHOCHO OCOBHMHA Muvn.

Ha Taj naunu npodsieM O KOTplhbakby Oe3 KNl3ama 4YBPCTOT
rena MO CTajHOj TOBPUIKHM pelrasa Cce UUTerpucamneM cucreMa Ol
8 nudepenunjasHuM jenHayuHa NpBOT pena, na ume: jenuauuta (6),
(7) n (8) osor mnaparpaga, jenxauuha (3) u (5) § 1,3, xoje najy
u,v,¥ y $yHkumja S,T,N, ¥ jeaHauuHa Bes3a (1) mncror mnaparpada.
Osaj cucrem onpeljyje ocam HenosHaTHX QyHKUMjA BpeMEHA t: u, v,
9, Uy, V4, S, T, . AKO npu ToMme [IOCTOjHI MHTErpan >XX#Be Cuie

T=U-+h

MOMeEMO MabaliBalbeM BpeMena CMamUTU pen cicTeMa 3a Abd.

+‘E(S&'+T,&.“} [SE*-'ﬂpu.]-F

§ 2,4. lloceOHH caydajeBu.

Kap je cranha MoRpIiMHaA S NONTa, OHAA BelNYMHE D, A, AN

HUCY 3aBUCHE OJ, KOOpAuHara U, Vi, U, Koje mocTajy »UMKInYHEeS,
AKO He ynase y hapase 3a NpUMemeHe cuie. TIpobnem ce nenu Ha
nsa jela 1) HHTerpauujy cucTeMa OX 5 jeaHayuHa NpBOr pepna
[ien. (6),(7),(8) §2,3 u jen. (3) 8§ 1,3] u 2) nanaxeme Uy, vy, $ 0o
pop. (4) u (5) §1,3. Marerpauwja TPUjy 3alEbuX jeflHaYWHa CBOOM
ce ma wunrerpauujy Riccali-jese iennaunne. Osaj npoOnem je
pacMOTpuO TNpo. ‘Boponen®, xoju je mnoxasao, pAa ce sehuna
peaynTaTa O KOTp/baiby Tena MO paBHK MOXe MNPOWMPUTH M 33
KOTpibame Mo JIonTH.

' *

* Bunu Woronetz: Liber die Bewegung eines starren Korpers... Math.
An. 1941. 70. Band. '
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—_— |
Kan je~cranma noppuinHa S pagaH, Tmaane UG A,
u,, Vy, 9, KOj€ MOCTajy 1y OBOM

oner HUCy 3aBuCHE OXA KOOpANHAaTA
cnyuajy »UMKIMYHES, AKO ne ynase y wuspase 3a npUMerbeHe CHIe.
Benuuuie S, T, I, U, V Hamase ¢ pnTerpucameM CUcTemMa on 5 jen=
auuna npsor pega. Onna ce g Vi, $ onpelyyjy xsanpaTypama M3
em. (4) n (5) 8 1,3, nowTo y OBOM crnyyajy BenuuuHe AVER ' QAT

xoje ynase y ropme jenHaunHe, He sapuce O Ui, Vi, V.
Turate © KOTpbamy Tena Mo paBHM HajsuuIe j€ obpahen 5

npo®rem 3ajefHo Ca npoBneMoM O KOTpIHAMY j0nTe MO NpOou3~

BOJbHO] TOBPIIMHUL"

Lr—r—_———
. ]
: —_————rm

* Bunu Ha npusicp Routh. A tréatise on _fhe'dyn&miés' of a system -of |

rigid bodies. Chap. V Part. 1l




TJIABA 1IL

BOPOHIIEB ITPHUHIIVII.

§ 3, 1. llpuaumn caumuan Hamilton-oBy unarTerpany, Kojn
CE MOKe IIDUMEHHTH HAa HEXOJOHOMHE CHUHCTEeMe.

MHTerpanHH NpuHLMON  CY HA[NOLECHUH, MNOUITO BUXOBA
MpUMEHA 3axTeBa CaMO Halaxewe AudepeHuujanHnx M3pasa npBOT
pena, IOK Kam ce KOPUCTUMO InuepeHUMjalHUMa nPHHLUITAMA
(D’Alembert-osum, Gauss-osnu), yBEK HMaMO nocna ca nudepeds
URjaniamM u3pasuMa Jpyror pega — npobieM, Koju je uvak 'm y
HaJjeIHOCTABHUjUM ClyYajeBUMa NOCTA KOMITIMKOBAH. "

Kao wro je nosuaro, Hamilton-os, Langrange-os u Helm-
holtz-es wnrerpanun npunnunm ue MOT'Y C€ IPUMEHUTH Ha HexXO-
JIOHOMHE CHCTeME, TO jeCT Ha CUCTeMe, KOjU Cy NOmJIOKHM Audeper=
‘mjanaum Besama.* Mebytnm je npod. Boponeu®* nao jepan unre-
' T'pasiHd II'p.IfI'HIJ,HH BPJIO OHIUTEr KapakTepa, KOjU ce MOXxe jenHaxo
PUMEHNTH Ha CHCTeMe M XONoHOMHe M Hexononomue. Masemmmo
oBaj mpunuun us D’Alembert-opa npunnuna.

Hexa HMaMO MarepujaylHi CUCTEeM, 4YHje KOOpAMHATe odee-

 KUMO €2 (3, Qs-+.(Qn....Qn4x M KOjU je momroxan k nugepess=
UMjanHuM BesaMa |

D) @t.=—Saigi+a (v=1,2...k

=1

rae cy q; u3Boau o qi no BpeMeny t.

. ¥ Mirnopucame ore wmmenune noseno je MO NO3HATUX JIOTPEUIHUX pe3yJi- i

Tata. Ha npumep: Neumann. Uber die rollende Bewegung . . . (Math. An. XXVII .' §

1886) unu Lindeldf. Sur le mouvement d’un corps de revolution roulant sur [
~un plan horizontal. (Societ. scient. XX, 1895)

** Boponews. O8% ypasHenisxd nswxenis HEroJIOHOMHEIX'B CHUCTEeM'b, MM
Cycnors. Bugousmbuenie nauana Hanambepa. 190z2. MaremaTuuecxiii CBopunxs.
unu Bopouews. Ypasuenis ABYOKeHIA TBepHaro Tbhma, karamarocs 6esh CKONb=
JKEHISL NO HemoNBUWHOH IIIOCKOCTH. Kieps. 1903.

n armm = L= a7, _.-|-1:q:|_.-:|.!u h_.,::;_?ﬁwq?_r_.qw-r -:;.:..,...p;—.—..! = ,.— = e e —— = . - s, I S . TR oR LITI s
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- OBenesnmo ca Q, yonmrene cune, xoje OAroBapajy Koopnu-
Harama .. Bapryenue papujanuje xoopausara q; : 04, 0(s... 8(,. ..
0 Qn--k MOpAjy 3a00OBOILABATH Y CJIOBE ;

() dqut.=a,idq  (v=1,2..k)
i=—1 | |
iIpema D’Alambert-osou NpUHUMIY

t==n—k 0T d 7T
;- — —{0Q;—
(3) Z (Q Coq; E‘?qi) Gi=0

=1

rae je T=T (q;,c';;, t) sxuBa cmma cucrema. Mnu -

=atk oT 0T d . d[oT_
| 4 ' I | O i 1 - O j———]—0 i —
= 2 l[Q | aQi) = 0q; dt o dt(a(]i )]

N "X T (d -\ d(aT . -
5 5T : = : 0q; — 0q; —0q; || ==
- +2[Q °q I__'?Qi (dt q_ q) dt(aqi q)] %

1=}

Yamumo camo OHe Bapujanuje, koje cy jemnake mymnu sa rpa=
- HUYHE TDEHYTKE BpeMmeHa 4 n ty. OBa npernocTaska ce chnae ca

ycnosuma (2) sa eupTyenne sapujanuje. '
[ lomuoxumo 1eBy CTpany jennakoctu (5) ca dt u UHTerpa=

JMMO je usmeby rpanmua t; u t,. [Joduhemo:
ty

n+k n aT d .
(6) f[bT+2leql+ j"é*(*f)q,—“bql)]dt:()
. _ | . | {: dt | -

t,
llomro cy papujauuje 0q150Qz...d(Qs NOTHYHO NPOM3BOIBHE,
MO3KEMO NpeTHnOCTaBUTH, Ia je

(7) aquqi—bdi=0 i:1,2...n—1,h.

Pasnuke -mbqn_,..,bcin_;_._, v==1,2...k nanasumo npema ¢gop-

dt
(1) un (2), ako IpBE€ ON TOPWUX jefHAYMHA Bapupamo, a npyre
NAQEpEHUNjANMMO U 3aTUM [TOCTEICHO ORYy3MEMO INpyre of IpBUX.

T .
: (v=1, 2... k) zaBucue
aqn—’—y g

Op3uHe Ein_j_u nomohiy jen. (1) u obenexumo

WMsBaunmo w3 napasa 3za T u

Hemaenxo: Korpmpame Gea KId3aHa | 2
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____i#_ - -rr = ———————lr TET

8 T—0( a1, da-e- Antlo Gieve Go).

(9) a(:laT#——“K"* (t!q]_"' Qn-{—k, d]_} qg--qn) "’U':].,Q.. k-
n— v
Cana jennauuny (6) MoxxeMO HammcaTd y cnenehiem ofBnuky :
t, -k - e d | |
] 1 9 — 0 n u_""'b n-+v — 0
a0 [[pot+ > Qiva+ 2K (550 —das )

T
Mopuyna (10) mspaxkasa Bopoies NPUHIMAL.
Henumnqﬁom MHTerpauyjoMm ce Mapas (10) yBex MOXe nomohy

ien. (2) Tako TpancdopmucaTH, 12 fie mcnoa MHTErpajHOr 3HaKa

ocTaTH caMo nuHeapHa (yHkluja Bapujanuja 0qj, dQs-:. OCn- Axo
koeduLMjeHTe OBUX BapHjauuja YjelHAYAMO C. HYJIOM, noé:nhemo
Ho3HATE jeHaunHe KpeTama HEeXONOHOMHOT CuCTeMa, M3 KOjuX cy
e IMMAHMCAHN MYJITUIINKATOpU BE3a.

3ancra TpancHOpMUIIAMO Npe CBera nipsa 1Ba unaHa ¢op. (10). |

Kopucrehn ce jen. (1) u (2), noduhemo:

ty

. n n-+k
(A1) j(be+§Qi bqi)dt::J [; (*221 | Qi)bqi+

'['1 tl

» 50 . 1. (R3] doee o |

i |
1> au (5 Q.+ |dtoa

apauynajmo cana '~ nocnenmn  unaH ¢dop. (10). Oéenex{lnmo

aavi k aa,,; E?a.,~ k . | Ba,,-
A =4 3 i) G+ 3 o

. Bq] == aqn—\—-p. aql =1 aqn—l—p_
(12) ol da,; i Ba,,i) (Ba., | i R da, )
St S a | i

: ( ot | n=1 d aq“_l_P- aql i = 4 aqn—[—p.

Kaxo Bup#umo, Ai("i") r A®) cy nosusare ¢ynkuuje on Ji, qs---
- On4-k- I/IMHEE’:MD: *

- ﬁ- Iﬁ“—‘hl&-;-’l’i—- : v
s

T LT gy

5 h’f

= b, W T ol A 17 e T b .

d L p e
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Ms (10), (11) n (13) naxo hemo nodnrtu cnepehie jemuauume
KpeTama HEXOHOHON“{OP cucTeMa

d 5'@ 00
dtaql E}ql Q _l_za (aqn

s Kl,(ZA“‘) q,—l—A(‘*)) i—1.2..n

ve=1 j—1
Jennaumna (10) moxe ce TpaHcdopmucaTy y joill IOAECHUjA
oOnnK, vaepun y od3up, na je

d

— 3Quty — 0Qy 4y =0| Qut- a,; q;— a,
i 2Gnts — ¥t (q+ ;1 q )
d

ako NpeTnoCTaBuMO b‘;:ln+,,, at —oq,., 3a v=1,2.. k.

+ Q)
(14)

Ha Taj naums Boponues npuHmmm MOXeMO H3pa3uTA OBAKO:

sHexa ¢y qq, Qs... Qo--- Qn-tv KOOPAMHATE MaTepHjanHOT
cuctema, T — meropa xusa cuna n (Q, — yonurene cuwie, Kojes
onropapajy koopaunatama Qs. Cucrem je nomnoxan k nudepen=
LvjaZHyuM Be3aMa _
n
qn—l—v — 21 a,; q|+ av
| =
Napasumo nomoﬁy OBMX jenHayuHa JKUBY Cuily cucTeMa i

YOINIITEeHe HMMOYJICe, KOjU OArosapajy OpsuHaMa Qnil, .-.. Jn-j-k
Kao (QyHKLHje BpeMeHa t, xoopaunara qi,... Qa... Qn+4k H He3a=
BCHUX Op3nHA (Qy, (g.-. On-

T—06 (t, Qi3+« Un--- n-+ky ‘31,1! E],ﬁl El“)

T .. :
=K, (4, Q... Gne - Gatis Gy G2 Gn )
Un-}-v
Tana spenu oSpasau

. (15) J-[b © +EZE stb q,—F Z:ka b(qn+v—§aﬁ Qi — ay]] . dt%o

3a cBe BapHjalyje d (i, kOje HecTajy 3a TpenyTke Bpemena iy u L.
IIpu Tome cy Bapﬁj’auuie dQut1--- OQn+tix Onpehene jemua=

SR E::qm+w—El.a.‘,,bq1 v=—1,2..k
d N - _
a CBE Ce pasjIfKe btj.—a—ibqg (s=1,2.. n,... n+-k) mopajy yjen-

HAQYATHA C HYNIOM,€
2" 3
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s —— TR

e . .
Uecto je vy npobnemuma Mexannke KOPUCHO y3eTH y MECT
@psuHa (, HUXOBE JMHEapHe QyHKUUE. [opmu npuHumn ce Moxe
nako npeobpasuTH Ha Ofrosapajyfiu HaumH TaKo, Na NpUMA OONHUK

&
BpJIO nogecan 3a IIpHMEHE,

§ 3,2. IlpuMeHa Ha KOTP/bAbE 0e3 KaAu3armha 9YBpPCTOT
TEJA3 IO CTAJHO] NOBPIHHHM.

[Tpumenumo TOpM MHTerpanH¥ DPMHIMI 32 H3HANAXKEHe
jenHAuMHA KpeTama YBPCTOr Tesa, KOje Ce KOTprha 0e3 KIM3ama
10 CTANHOj MOBPLIVHM.

Vauumo 3a saBucHe Opaume uspome Uy u V. Vlspauysajmo
npe csera oxrosapajyhe mwuma yomureHe mmnynce Ky, u K, Ms-
pasumo xuBy cuny Tena 2 T [¢op. (2) § 2,3] y dynxunju u, v, 8, Uy, vy
nomofiy dop. (6), (8) n (9) 31,2 | |

1) 2T=2T (4 v, 9, v, vy)

Ouna HanasuMo:

i

[_?_1] :[a—f‘am ] a:r*.am‘"’*i@T-@S |
Klﬂ_ 8111 0y =—0 awu al-ﬁll | Oy aﬁl | ds aﬁl |

mv:'o
ST. E;?T_ ] oT on
0T 31.11 | 6_11 afll]wu:_—o

|

7031
, wy == 0
(2) K1:’MVE;[(€S——pun)COSB ~+ (e1— pyn) sin{}J—I—
1 09E, 00 Dy (90 00 |,
e e GRSl T S T
T 3VE, G, 0v, on VEI(E?S S ‘?')

'Ogpe je xusa cuna Tena y oOmuky (4) §2,3. Ha cnuuan mHauun
no6nheuo s3a K, oBpasan: |

3) ngMm{(es—pun)sinB—-(er—pvn)cos%}]-—
1 96, 90, D{ (?..Ecos{‘} il 3)
2VE;G,;0u; 0n "V G\ ot | as oV

VYV mecro S,T,n MopaMoO y oBuM (OpMylIaMa CMEHUTH U3pase

2) n 9 § 1, 3.

ke F—

* Bopomens. YpaBHeHis IBWKeHis TBepaaro Thna... 1903 r. cr. 18. Kiess.

-

— i - W Mg 4 !




— —

21

T Roepmumenta kon K, u K, y ¢op. (15) sammer naparpaga

umajy npema ¢op. (1) § 1,3 obnux: _
6(1'1 -—~VEusm3—|—Vle COS {}) b({r Vflicos%}—l—l/ﬁt}sim})
17 T ’ i ) S

VE, VG,
Vaesmu y oBsup, na je
@ VE,6u;=—=—VJE bu sin | 'Govcosd
lfr—G_lbvl — ,/E OU COS U~ ]fr_(_}_ OV sin ¥
npeodpasrMo OBe KoedHiUjeHTe OBaKO |

1 e .
TE [VE(nbu —un’)cos &+ /G (nov — \}n’)sinﬁ]
5 E
y B |
V-(—fl]fE(nbu—lin’) sin&——l/G(nbv—i}'n’)cosf}]

. | - | | |

Eg)e Jenfzmba 1 (BE u—aG v)—i— ) (BE du. A —2

IQI/GE 0v du 2]/(3 E,\0v, s du, Vl)

CDDPM yny. (15) sammer naparpada npenumumo na crepehn nauun

(7) j{bé-f-bU—l—K;V‘E(nbu-* ﬁn")*l*K’gVE(nbu —\}n‘f)]dt:o

Osne cmo oBenesxunm: -
T U, v, 9,uy,vy) je dyurumja cuna
e 9 -+ s 9
1= T7==COS ——-sm
- VE, VG,

® K, K,
Kg:VE sin 9 — V—-—— cos 9

e je n3pas xuBe cuie, Koju nodujemo, axko y dop. (4) §2,3
Yy MecTo S,T,N cmennMo muxose Bpenmoctu (2) m (9) § 1,3 y

dyukuujn u, v, 9

(9) O(u,v,9=0
Enumusmmmumo cana ws ¢op. (7) n’ nomohy ¢op. (6) dUy ¥ dVy
— nomohy ¢op. (4) u, Hajsan, du,dv,d 9 — nomohy npenumuune

ngrerpanuje. CrasuMo 1 ga cy paBHM HYIM kKoedHUIUMjeHT: Hesa=
BUCHMX Bapujauwja du, dv, d9, Aobuliemo jenHayMHe KpeTarma YBpCTOor
Tena, Koje ce I{OTpra Ge3 xknu3awa MO CTAHOj] IOBPIIVHY, Y Clle=

neh eM oOnuky ;¥

*Oge cy jennauune pate y geny npod. Bopouma: Uber die Bewerung
Math. An. 70. Band. § 16.
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d 60 9(6+U) /"E[ - 9(0+U) sind +8(é—I—U]§asﬁ_
dt ou  ou du;, VE,  ov, TG,

—Ki $|— (A,Ki+ A, KD VEG v

(1) d aé_a@}U)_ [ﬁ[@[eﬂ—U] cis_ﬁ { 3[§+U]'Sifjm
dt ov ov ou, | E, v, VG,

K3 $|+ (4,Ki+4,K) VEG o

| 0 s, , S
(12) %5’%-— (ea_{l;U]—Kﬂ/_Eil‘lLKzVG\}'

- Osne ce A; u 4, onpebyijy dop. (18) § 1,2, Kin K, —
$op. (8) osor § uxuea cuma © — ¢op. (9). lIpoBnem ce pemasa
JMHTETpauujoM cucTeMa On, NeT jexHauuna [Tpujy jen. (10),(11), (12)
M 1Bejy jem. ycnora pesa (1) & 1, 31. On osux Cy jenunadyvHa Tpu
(10), (11) » (12) npyror pema mo u, v, 9, a nse — npeor. Ogaj
cucTem ofpebyje 5 Hemosmwarmx u, v, 9, u;, v, y ¢yakumnju Bpe-
mena t. Jacmo je, nma cy cucremd § 2,3 u oBor § exBusanenTHU.

(10)

S 3, 3. RoTp/parhe I'HPOCKONCKMX TeJjA.
IR 1 X 3 S !
HoGusene jennaumne xperama uspcror Tena, KOje Ce KOTpiha
Oes wiusama IO CTaNHOj NOBPLIUHMU, MOI'y Ce JIaKO YOIMTUTH 3a
Cnyu4aj, KaJ Ce y YHYTpalllhOCTH Tena Halasn CUMETPHYHU FHPOCKOIL.
IIpernocrasumo, na ce ocosuna CUMETpHje I'MPOCKONa NoKIana
ca ocom OZ, a Texumre FpOCKONAa Ca TeXMIITEeM Tela, Koje ce
‘xoTpipa. OcuM ToOra HeKka IpUMerbeHe Culie He Najy MOMeHTa o=
HOCHO ocosune rupockona. Onpa fie ce rupockon o6prarm ca
CTalHOM yraoHoM OpauHoM oxo ocosue OZ (ako ce 3aHeMapu

= =

Tpemse). Obenexumo oBy &Gpanny ca w.
Hexa je T sxupa cmna cucrema on TMpOCKONa I Tena, Koje

ce xorpma. Osa xusa cwia uma oBnuk:

(1)  2T=—2T+Cge

rae je C momenar nemmsocTH F’MPOCKONA OLHOCHO OCOBUHE CUME-
Tpuje OZ, a 2T ce onpebyje ¢opmynom (2) § 2,3, y kojoj cy
cana M, A u B maca m rmasau mMomenTy JICEHbUBOCTH OHHOCHO
ocopuna Ox n Oy unrasor cucrema ox rupockona u THPOCKONCKOF




MeHara xonnunba kperama G cucrema opmocno moma M olpe-
nahe ce nomohy ¢opmyna | |

0T s 0
(2  G™cos(GM™, ) — a: o G cos (G™, v) :-5-} +-xp
., oT ' '
G(M; COS (G(M),n): a;'; g KTH

rae je k = C W, a o, 87, v mpema § 1,1 rocunycn YyIrioBa, Koje
oca OZ ckiana ca ocosunama Muvn. Kopucrefiu ce saxonom
MOMEHaTa Kkonuuuua xperama (6) § 2,1, noBuhemo, xao u y$2 1.

d ae Fi | ae ¥ ‘ ae F |

O Giloet e +a—m (B4 J=ta—n) (G244
oT aT o0
- 0y -— Yn —_
+_ " 0o, dw, O0s

- d O das o _
- o T i H Y HCTI 1
K CIIMYHO 234 dt o+ 41 dt 7n BIE CIOBa MIMajly HCTHM CM caQ, Kao

d
nefiu o8nux - |
d 00 | ( | )_@ ( )ae 0T
dt os V7 W T TR e o
T o0
—— P Sora——mal o Jr— ”
Dy amv (}S { K(nﬁ TY )
x d 90 00 00 N
4 - — A Y— s e —— _
(4) B -+ (n nl)as {s —s;) on " o |
T aU
— by = -+ KkK(sY'—na")
d 1w, ot
d 96 0 T &t
& B +(s—s,) - (t— 1) 5o T o o
7 00,
—p, 1. —r—an—l—lc(’ra ——~_Sﬁ )




" e

24

Ospe jenwmaumne Moxemo moButu u Henocpenuo us jen, (9)
$ 2,1, yseBummn y ob3up, ma je porauuia rrpockona npema Klein'y
u Sommerfeld'y* uspop cnpera cuna, KOJU IesIyje Ha Ir'MpOCKONCKO
Teno. Mowmenar je osor chpera mo BemmumEEm w cMuciry onpeben
BEKTOpCKUM nponykrom [C w.w], rae je w yraoua Op3uHa Tena,
KOje ce KOTpIsa. |

llnrame o korpmamy rupockomncknx rena TPETHUPaHO je Buule
fyTa y kmmwkesdocTn.*® Ilpod. Boponen nao je HOBM Ciyuaj
KOTDJbaHwa I‘Hpoérconcr{or‘ Tela, XOju ce CBonu Ha €UNTHUYKE KBa=

* Uber die Theorie des Kreisels“ Heft I, Kap. III, 1897.

** Ha npumep: Uanmbirams, O ABWKCHIN TsoKenaro thna Bpaimenis mo
ropusonTanshol mmrockoctu. Tpyan Ora. ¢us. Hayxe. O, JI. E. A. u D IX
1897:(¢ 5. rm. III — KayeHIe “THPOCKONNYECKATO RUCKA) MIIH

BoBuiness. O mwaph ¢ PHPOCKONIOM® BHYTPH, KaTAWEMCSH MO I'OPU3OH-=
TaJbHOH INIOCKOCTH Be3h CKOMbKeHis, Marem. C6opuurs XVI 180z. minn

HKywopekil. O rupockomuueckoms mapb bBobeuresa, Tp. Oty ¢pua.

Hayks. O. JL E. A, »u © VL 1893.

Cycnoss. [pumbpn newienis FUpOCKONHYeCKuXs TEm's. Yuusepcur, Ma-

Bbcria. Kiesn. 1803 r. |
*** Woronetz, Uber die Bewegung .., Math, An. 70 Band. 1911. § 15.



[MIABA TV

CBO'BELE HA KBAJIPATYPE.

- § '4, 1. lipoGiaem Bo6uaeBa M HEroRo yYoumreme.

I'onuue 1891. je npo¢. Bobunes® Pewo rpodnemM o KOTpiharsy
Oe3 wimsama 1o XOpH3OHTaHHOj paBHU JIONTE, Yy KOjOj Cce Hanasu
TApockon, koju ce obphe oko ceoje cumerpujcke OCOBMHE, YuYBp=
mfiene npema nontu. Bodumnes je 3aMUUIba0 N1a MpUMemeHe cuje
MMajy BepTHKalHy pesyNTaHTy, umja ce Hamajgua Tayka Hamasu y

3ajenuuukoMe Texuwry. Texwmre nonrTe noxnama ce.ea reoMes

TPUJCKUM CPeNUIITEM M Ca TEeXKUIITeM rupockona. llenrpannn je
eNUICON nHepuuje JsonTe — cdepa, 'MPOCKOIIA — PEeBOJIYIHMOHM
€IANCONN, Ymja ce OCOBMHA MOKIAnNa ca OCOBUHOM FTUPOCKONA.
boBunerbes npobreM pemasa ce Y eNUIITHYKMM KBaJpaTypaMma.

Tonune 1893. je npo¢. yxosckn®* nokasao, na BoBunesmes
Chyuyaj nuje majnpoctnju. IlpoSnem, xoju je nocrasmo Do6unes,
pelliaBa ce MHOro npocrtuje, kapa je LEHTPANHU eIUNICOUT, NHEPIHje
Crieuujanan PE€BONYUUOHU CIHNCONN, 4Yuja C€ OCOBMHA NOKIana ca
ocosntiom  rupockona. llpu Tome je momenar nemusocTm nomre
ONHOCHO pOTauMOHE OCOBHUHE TI'HpOCKONA jerHax 30upy MoMeHaTa
NewUBOCTH JIONTE U FUpOCKONA ONHOCHO OCe, KOja je HOpManHa Ha
POTAUMOHY OCOBHMHY IMPOCKOIMA. | |

Hame cy pacnpase o KOTp/baky jeJHe IOBPHIMHE 1O IPYIoj
Nokasane Ha Moryhnocr yonmrema BoBunesmena npobrieMa U Ha
BBbUXOBY Temxohy. YsMmumo 3a MOBPIUIMHY TUPOCKONCKOr Tena OBpTHY

-

HOBPIINHY, 4Yuja €€ OCOBHHA HOKIANA Ca OCOBUHOM rupockona, a

* II. K. BoGuzess. O mapk cb rupockonoms BHyTPH... Mar. Coop,
XVI. 180:1.

" H. E. Xyxosckiil. O rupocKonimiecions mwapbs boBemesa. Tp. orn.
¢us. nayks. VI, 1893. 3
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jecT, xap je

- - - ————  — - . . -
[

3a cTanHy TOBpPLIMHY — NOITY. Hexa je uenTpallHil €NUNCON, MHEp=

[14je THPOCKOINICKOTr Tena peBOIyNnroH enucony, unja ce OCOBMHA

nonyxapa Ca OCOM CuUMeTpHje Tena, Koje Cce KOTpa. Texumre
PUPOCKOTICKOT Tella MOJyfapa Ce ca TeXMUITEM rupockona. Ilper=
[oCTaBMMO joul, . fa IpHAMEmeHe Cliic uMajy PesynTaHTy, uuja ce
HamagHa Tauxka Hanasum y 3aje[lHMYKOME TeXUWTy, H KOja je 3aBHCHA
camMo OJl OJiCTOjama TeXNImTa CUCTeMa OJI cpenuirra HEeIIOKpeTHE JIONTE
1 uMa CMep IpeMa OBOMe CpejpulTy. Ogaj omuTH npodreM CBOAK
ce Ha HHTerpauujy jenHE HexXOMoreHe JuHEapHe pudepesnyjanse
jelHauWHe ppyrora pena, jenne Puxarmjese jemHauMKEe M Ha KBa=
nparype.* Kapm je rmpockoncko Teio nornTa, 4YWje ce TeXMIITe
noiynapa ca reOMeTpHjexuM CpenumTeMm, OHAa CC npo®neM pelasa
nomohy xsazpartypa. Hajsan, xan nonoxaj maca nonre 1 rupoCcKona
sanosomasa ycnose JKyxosckor, oHna ce mpodnemM CBOAN Ha eNur=
truke xpapgparype. O sammwem npobnemy paciipabbafieMo y OBOM
YJIAHKY. L ' |
Tlaxne peuwasafiemo crenefin npodneu. [lIo noppuimHuM HEno=
xpeTHe nonte pammyca R; xorpma ce nmpyra sounTa paguyca R,
y KOjOj Ce Hanasud TIMpOCKON, 4Mja je OCOBUHA HBPCTO BesaHa ca
MOKPeTHOM JIONTOM. | exumre MOKPETHE NONTE, HEHO reoMeTpHjCKO
CPeNMIMTE M TEeXMIITe MHpockona MoKnanajy  ce. QOca rupockona
momyfapa ce ca OCOM UCHTPANHOr €IUNconia pHepLuUje JonTe
(o8prHOr emuncoupa). OsnaunumMo ca C,,C, u C=C, + C,; rnasne
[eHTpalHe MOMEHTE JICHUBOCTH JIONTE, I'MpOCKola U crncTeMa JIONTa=
FMPOCKOII ONHOCHO OCOBUHE I'MPOCKONA, a ca ALA u A=A+ Ao
[TaBHE LeHTpalHE MOMEHTE JICEMBOCTH JIONTE, TMpOCKONa 1 CHCTEMA
JIONTa-TUPOCKOI OHOCHO OCOBUHE HOpMAJIHE HA OCOBUHY TMpOCKONA.
Tpaxufiemo Kperame OBE FMPOCKOICKe JONTe y Ciy4ajy, Kaj npu-
MeHeHEe CHie He ajy MOMEHTa OJHOCHO Tauke XOoiupa NOKRpeTHEe
M HeNMOKpeTHE JIoNTe U Kaj je 3a/0BOJbeH yCIIOB *Kyxosckor, 710

(1) G =A

« P Woronetz. Uber die Bewegung eines starren Korpers... Math. An
70. Band. 1911. § 14. pnu [I. Bopomeuwsn. K zanavrh o xadeunin 0e3h CKONbL=

skeHig TBeplaro Thia mo naHHoH NOBEPXHOCTU IOAD wh¥CcTBieM s JAHHBIX'E CHII'B
Kier’s. 1909. |
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8§ 4,2. KmHeMaTHYKHd €JIEeMEHTA ¥ H3pa3s 34 HKHABY CHIY.

3a KOOpAMHATE THPOCKOICKE IIOTNTe Y3MUMO MpeMa Neumann'y™:
[aycoBe xpusonusujcke KoOpAWHATE U M V. Ha IOKPETHO] JIONTU
one rauke M, y xojoj noxpersa nonTa AOAUPYjE HENOKPETHY,

[aycoBe xpuBOnMHHMjCKE KOOpIMHATE U; W Vy HCTE Tadke M na

HeMOKDETHO] JIONTH 11 yrao v nameliy nuumja v (V= const) u v,
(u; = const) (rn. cmuxy 1 § 1,2). llecrn napamerap, KOju Ofpe=

ﬁyie nonoaj rHpoCKONa, Hac He 3adnma, na ra npema ToMe nehemo.

M YBOILUTU y HalIe pauyHe.

3a xooppuHaTe U, V, Uy, V, Y3MBMO KOMMUICMEHAT MMpUHE 1
nyxuHy Tadke M Ha MOKPeTHO] M HEMOKPETHQ) HONTH. Koncrpyn-
wumo koopmuuarau cuctem OXyz uBpcTO Be3al Ca IOXPETHOM

ronToM Taro, na ce ocosuna OZ oBor cucresma nogiana ca ocos

puHom rupockona. ¥ cpenuwty O HellokpeTHe j0NTe CMECTMMO

ienokperan xoopnunatu cucrem Oy X; vy ;. OBenexuamo  koop=
rmaate Tauke M oppema ocosmamama Oxyz ca X, ¥,Z, a npema

ocopunama O,X,v,z; ca %,,V,,Z;. laga hemo umarn:
. x=—Rysmucosv y=R,sinusmnv z—R, cosu

(1) : . . - '

X == Rl Sin uy COS Vv, Vi —= R1 sinuy sinvy - 4y = Rl Cos uy

JennauuHe HEXOJIOHOWHHX BE32,..XojuMa Je OANONKAY HALE

cucrem, umajy chnepehn obnux

(2) ;= —uy'usin9-|p'vcosdsinu

(3) . v-sinu;==p'tcos - wvsinusind rae je ==

Yenosu (2) n (3) uspaxkasajy, Ha je aucoayrTaa OpsuHa TayKe

M jemnaxa penaTuBHOj Op3uHU.

Ocnm xoopamratanx cuctema Oxyz u O;x,y;Z; 3aMucnumo

jomr Tpefin koopauuaTau cucrem Muvn, KoOj# HMa NOYETAK y TaulX
M. Ocosuta U OBOF CHCTeMa Heka Ce MOKjana ca TAHIeHTOM K
auarin u {(v=const) y Taunu M, ocoBuna v — ca TaHF€HTOM K
nuuuju v (u—const), a ocosunHa n ca HOPManOM Ha TNOKPETHY

nmonty. Csupcao ocoBuHe N OHOPEAUMO TAKO, Na OCOBHHE Muvn

UMajy MCTH y3ajamHM TIonoaj, xao u ocosune OXyz. Kocunyce

yriosa usmeljy ocosune Oz u ocosmaa Muvn ofenexHMo ca.

a, B, v {rn. § 1,1). Vimahemo |
(4) o“=—=—sinu B“==10 y'/==cosu

* Neumann. Grundziige der analytischen Mechanik. Leipziger Berichie..

1896.
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QObenexumo npojekimje TPEHYTHE yrdoHe ~SpSUHE TIONTE ~/Ha™ "
ocopmie Muvn ca s, 7, n. IIpema § 1,2 Benmuune ce s, T, N u3pa=
swapajy Ha cnenefin nayms nomohy Neumann-osux KoOpAuHaTa
u, v, &, uy, vy | |

(5) s==sinu.vVv-{-sinu; cos . v, -+ cost . 1

(6) T—=—u-|snv. i1, — siny; cos ¥ . vy

(7) n=—=—%-—cosu.v-—cosly .V,

CyncruryupamMo Ny jefHayuHe Be3a (2) u (3) 'y ose wnspase,
nmafiemo B

(8) s=—pusinuv

(9) T=——pnu
R,+}+R R | |
Ospe je  u=— 1—11_ - —ﬂl—[—ﬁg:l—l—u’. 3anaMTuMo ONHOC
1 1 |

(10) u—pu =1.

Obenexxumo TNpojexuuje TpeHyTHe yraoHe OpsuHe JonTe Ha
ocopuiie OXyz ca Py, Qy, Iy, SAMACTUMO jOUI KOOPANHATHM CHCTEM
QEnZ, xoju je UBPCTO Be3aH Ca I'MPOCKONOM. Hexa ce oca OZ osor
CHCTeMa MOKIAana ¢a OCOBMHOM THMpOCKOINa, TO jeCT ca OCOBHHOM
Oz. ITpojekunje TpenyTHe yraoHe Op3uHe I'MpOCKONa HA OCOBMHAMA

QEnl odenexnMo ca Pas Gz, Yo |

Peakunje Besa u cune, k&5 genyjy “fa' rupockom, He aajy 7
momenra onnocuo ocosune Oz. Ilpema ToMe nmmamo: |

(11) C,r,=—=x—const.

[‘eomerpujcka pasnuka TpPeHYTHHUX YIaoHUX Op3uHa onTe M
rupockona ¥ma NCTU Npasall, Kao M OCOoBUHA Oz. llpojeuupamo

N OBy pasnuky Ha pasaH Oxy, nodufiemo

(12) pi+qgi=p;T%

YWupa cuna cucreMa uMa OONUK
(13) 2T—Mw? A, (o2 + ¢+ Ci 2+ Ay (0] + @)+ Corl
rie je M mMaca nmonTe m rHpocKona, a W Op3uHa CpeuliTa JICHTE O.
Kopucrehu ce ¢op. (11) u (12) noduhiemo 3a sxusy cuny unspas

14) 2T—=Mw2-+A @2+ q})-+ Cir - xry=
—Mw? -+ A (p?+q? 1)+ (G — A)ri -k
IIpema ¢op. (8) § 1,3 |
(15) w2=R2(s* 1+ 1%)

jep je y oBOM ciydajy pu="py=—0 €=Rs. Osnpa, yaesmu y o03up
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o |

o

ycnos (1) § 4,1, nobuhemo mapas sxuse cume y cnenchem jemmox
CTaBHOM OOINHKY : | |
(16) 2T=20-}C,r? THEe je
(11) 20—=P(s?-} 13-} An?2
Osne cmo obenexunn
(18) P=I}A
(19) I=MR?

3a MOMEHTe KONMYMHA KpeTama CHCTeMa ONHOCHO OCOBUHA
Muvn npema ¢op. (2) § 3,3 umamo napase

(20) G™ cos .(G(M} ,W)=Ps+«xa” G™cos l(G(M) , V) = P1-+xp’*
- G™cos (G™, n)=An 4y~ '

§ 4,3. lndpepennujanne jegnagmue Kperama
¥ IIPpBH HHTErPAIH.

| |

| i

3aKOH MOMEHTa KONMYMHA KDeTama 3a Cyyaj MOKPETHOr MO \

M wuspaxaBa ce reomerpujcxoM jennaunuOM |

(1) Gt [om] — L " -

- f
- . an - _i-h - [
| I

“LE je GW I'eOMeTPUCKU H3BOL IO BpeMeHY O]l MOMEHTAa KOMHUKHA I [
kperama onnocuo nona M, L™ — uomenar npumemennx cuna on~ O
HOCHO mcTor nona M u [vM] — BexTopcku nponykT BekTOPa b pena-
TuBHe OpsuHe Tauke M u Bexropa R womuuuue kperama cHcTema o J
nonta~rupockon. Jaxo je moxasarm, na je [pM] = o. 3aucra, upema (
¢op. (5) § 2, 3 3a npojexunje KonUUMHE KpeTama CHCTEMA HA OCOBHHE | | &
Muvn gobujemo uszpase . ~ s | \k

(2) mcos(Mm,u)=—MR,T, Mcos(M,v)=MR,s, Mcos(m,n)=0 o ‘

Kan ysmemo y oBamp, na je Tauka M Y CTawy TPeHYTHOT
MUpOBama, HalasuMo 3a Npojexuuje sexropa [pM] va ocopune Muvn - | |

3) [bMle=0 [om},—o" [oM]a=MR,; (st} rVsinu)==o0 R

npema ¢op. (7) § 2,1 u ¢dop. (8) u (9) § 4, 2. | | - {

llomro npema ycnopy npumemene cune e 0ajy MOMeHTaA |
onrocro mona M, To jecr, nmomro je L™ -0, ua ¢dop. (1) usnasn, | |
naje G™=o, umm na je MOMeHaT KOIMYMHA kperama G™ cranan | 8
(IO BENUYUHA KW OO NpaBlly | | '

G™ — r— const.
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Herka ce oca ;z; noxnana ca npasiieM OBOI. CTaJHOI=BEKTOpA.
Ha 1aj sHauun uckopucTmiv CMO TpU NPOHU3BOJbHE KOHCTAHTE NO=
spunaa. Osuaunmo yrnoBe xoje cknanajy ocopuHe Muvn ca ocom

’ i
Oz, ca a, 8, v. Oupa je

1 y

(4) a — sinu, sin ¢ [-3 — — Sin Uy COSs 9 T;:‘— — COS 14
I/ICKOPHCTHMO ¢dop. (20) § 4, 2, KO]E najy

(5) Ps—« a”-—-—l'a” P14 kB"“— I‘B” An-xy"’ = l'“{”

WM, Kag cyncruryudpamo ¢op. (4) § 4,2 n ¢op. (4) osor §, no-

Oujemo |
(6) TIsinu,sin% — Ps—«xsinu
(7) —Tsinu,costt = P
(8) —Tcosu; —= An-}«kcosu

Jennaumnue cy (6), (7) u (8) Tpu npBa unTerpana kperama.
Axo mx nogursemMo Ha ksajgpar u cabepemo, goOuhemo HHTerpan
NOBPHINHA Yy OOIUKY :

9 P2+ 4+ A%n?=02—«®+2«x(Pssinu—Ancosu)

3anma jeqHayMHa M3pa’kasa, Ha je BEKTOD G(M) ¢ranaH no
BEJIUUMHI. |

OCHM TpU HUHTerpana NOBDHINHA MU pacnona}fcehm jolll 4eT=
'BPTHM MHTerpajloM, HaiMe UVHTerpanoM XKUBE CHJIe, KOju Cce u3pas=

- JxkaBa Ha cnenehn Hauyuu
' (10) P(s?+19)+ An®*=2h
riae je h xoncranTa xuse cuse.

1 axo ce uarerpanuma (6), (7), (8) m (10) moTnyxo peumapa
npobneM O KOTpibakhy FUPOCKOINCKE JIONTe Nno cdepH, UNnaxK u3BeguMo
jom n pgudepeHuyjanHe jegHAYMHE KpeTama, nomro he HaMm ohe
6utu ox kopuctu y mayhumm riasama. ,[[mimpenunjanﬁe jennauuHe
noduhemo emumunanmjom npoussosbHe koHcranTe [ M3 MHTerpana

noppmuaa nomohy pudepeniupana.
Hundepennupamen jen. (6) nanasumo:

ds
(11) P-a;wxcosu u—-—l"cosuismd-ul——I'smulcosd =0
unmy, axo cyncrurymnpamo ¢op. (2) u (7) § 4,2:

ds |
{12) P*dt Fu'cosuyy sind(—sin¥ .-}t cosdsinu. v)4+

- Isinu,cos¥(n-4-cosu . v} cosu, .vl):xcosu ¥
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s i -
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sGawmpamen [ nomohy (7) u (8) modmjamo

i .
(13) Pi-{-(An—I—Kcosu)p sint {(—sind-tu-cosdsinu. v)—

—P1(n—+cosu. V)— (An-xcosu)pu’cos #{cosd-u-}
—+sint¢sinu . v)=—xcosu . i

Kan ce ocaoBonumo sarpama m kopuctumo opnocom (10)
Q% 4,2, nonasumo 1o jenHauuHe :

d
(14) P-—(ﬁ-—p Anu—PT(n—i—cosu V)—xpucosu

Ha cnuyan mauun pobwuhbemo  us wuurerpana (7) u (8) npyre
JB€ jenHauyunHe :

d
(15) P-—-—T+Ps(n+ veosu)— p'Ansinu . v=—

""_K(H sinu--usinucosu - V)

4 .
16) A dI:-—Kpsinu i

Hudepesuujanue jenuaunne xperama (14), (15) u (16) MOTIH

SucMo mapectTu Henocpenuo us dop. (4) § 3, 3.
[IpoGnem ce cBomn na wumTerpucame ocam jeHayMHa IIPBOT

pe,ua — Tpujy jemuauuna (14), (15) u (16), nsejy jennaumuna Besa

(2) u 3) § 4,2 u jenueunna (7), 48 u (9) § 4, 2. Osmaj cucrem

onpehyje ocam nenosmatux ¢ysxuuja BpeMeHa u, v, ,u,,V,,S, T,

Ilpo6nem ce penm na nBa mena: uuTerpaumjy cucreMa Ol neT

enHaunna (14), (16) u (15) osor § u (8) u (9) § 4, 2, xoje najy
apase 3a U, Vv, S, h, T, 1 uHTerpauujy Tpujy jemnaunsa (2), (3) u

(7)) § 4, 2, xoje onpelyjy nuxnnune xoopmuuare uy, vy, 3. Pewemne
MOpa CajplXaTu OCaM NpPpOU3BOJLHMX KOHCTaHaTa. |

S 4, 4. HapauyyuaBarke KOODJAHHATA U H V.

. Yzesmu 3za HES&BﬁCHY [IDOM@H/BUBY BeJIMYMHY U, HAONIUIMO
jenqnauuny (16) § 4, 3 y odnuky
(1) Adn=xpsinudu
Vurerpumumo oy jenuauuny. Odenexmnmo
(2) cosu—x | - |
HoBunjamo : o |
(3) AHZ“KH'X—I—C%'

Hamew .o 4 Tl BTy
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" rne je C, mpomssoybia KOHCTaHTa narerpaurje. OBo je nera npo=

3BOJBHA KOHCTAHTA IIOCNe TPU KOHCTAHTE IOBpUWIMHA M KOHCTAHTE
wuse cune. Jenuauuty (3) MoxxemMo HanucaTd jom Uy OONUKY :

(4) An=——xp (x—x)
rge i-e X, Ipyra IpOU3BOJbHA KOHCTAHTA, KOja je Be3aHa Ca KOH=
crautom C; onxocom
| (5) Ci=xux

Tla SucMo HaAWX S, ETMMUHHAIIEMO T U3 HHTel‘paHa (9) u (10) § 4, 3.
Iobujamo
(6) —APn*42hP+A’n*= 2 — x® —I—Qx(Pssmu-—Ancos u)
wnu cyncrarynapaMo au ¢op. (3), umahemo

(7) bys- 51nu—xp(—-ng2—|—2b1xgx-—l') rae je

(8) bg——-lp—I—QA —Iut+A b,—=2PA

9) -I:_I Cs —|—A (M — Kz)—'QhPA

K2

Sanamtumo crenehe nejemHaxocTH

(10) bydb)P=A 1 jep je u>1.

3a uspauyHaBame T KOPHUCTHUMO ce WHTErpanoMm KUBE CUie
(10) § 4, 3. Moxemo HanucaTn oBaj MHTErpax y OOIMKY

(11) b3 2:~—-2b2ﬁs=ﬂ“—]—2b A h— b3 s®
[loMHOMXHMO 1M JIeBY M JIECHY CTpaHy OBE jelHaKOCTH ca Sin“u n
cyncTurynpamo ¢gopmyne (4) u (7), nobuhemo

- (12) Dbir?sinfu=p®«*X, rIe je
(13) X=2b,(h’'—x-+}x,) (h‘+x X,) (1 —x%)—( bux2+2b1xgx [k

‘Osre je

/2hA

LK
Hpyrn wnspas sa X npobwujamo, kan ce y (13) ocnoSomumo
3arpajia 4 CBEIEMO CIHMYHE 4IaHOBE

(15) X=—=a,x*}4a;x®-}6a,x*+4azx--a,  rneje

(14) h'=—

30:2b2 __b02
a; = Xo{by b; —by) B
(16) 3a,——b,—2H —2x5bi{ — b,

ag— X, (b, _thl)
34 :4H - r2



Ossne cMo oBenexuny

2h PA2 — C, F’A _ b,
e
- 3anaMTUMO HejeqHAKOCTH
(18) 2b, —bi¢© byb;—by)0 _
[Tpema npBOj HejeAHAKOCTM YBEK MOXEMO NPETTIOCTABUTH Ja je
(19) az=——* | | ' -
rae je v peasiia BenuYMHA.

Cyncrurympamo nu y  ¢op. (12) T n3 dop. (9) § 4, 2, no-
dufiemo jepuaumny

dx .
(20) . dtwbgv’x ML
dt dx
VX

WK, Y3€BlWU KBanparypy.

(22) K~t——JVdi+Ce

.rne je Cg mecra npoussosbHa KC)HC’I’aH‘I'a
| [lomro je monmuom X werspror cremeHa Mo X, RBanpaTypé
ce (22) cBoau Ha enunTnuke QYHKUMje. |

3a Hanaxeme V y3MuMO (op. (8) § 42 n cbcr-p (7) osor §

(17) H= (lr'2 — xo)

(21)

Oéenemnmo nn

- (23) q;,(x):%11{1;‘@1“'—r

noénhemo
(29 V= @09

WK, aKo eIUMAHALIEMO BpEME ncmohy (21),
@ (x) dx

VX

Yaunmo B:Baﬂpa’rypy

(26) v= (V“;.{fix 18,

rae je C,; cemma npousBO/bHA KOHCTAINT..

(25) dv —

o

Temuecnro: Kortpmaike Hes knuzama

i a
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§ 4,5. VspauyHaBambe HAKIMTHAX KOOPAMHATA W, V; H .

Cyncruryuujom (opmye (4) § 4,4y HHTEII‘paJIY B) §.4, 3
nobujamo cnenefiv nspas 3a COS Uy |
' (1) T cosu,=xp' (x—%)
re ce x; onpeyje gopuyioM
: -. (2) Xo W -'_—*;Ixu !~l-

B manaxeme Y nenumo Pop- (6) § 4,3 dpopmynom (7) ncror 8.

ksinu—Ps.

(3) tgd—= D

34 sanaxere V; MOpaN.Oo y3eTH jowl jefHy KBajpartypy, Koja
aje ocMy M NOCHeAY MpOM3BOILHY KOHCTaHTY. 3aMeHuMO U M Y
y jenHaunHu (3) § 4,2 u3 @8) u (9 § 4, 2. Q__H_ILI_.a_,f_:,__,Hgljf:m::ur_j
| . . u’ TR |
(4) smul.vl:-———-rcos{“}—}—*—ssmﬁ,_
u woo

[MoMHOKUMO JIeBYy U IECHY CTpaHy. oBe. jefHauHH
M CYNCTUTYHPAjMO MHTerpaie 6) u (7) § 4,3

¢

e:ca [l sinuy,

(6) Tsin®uy.vy=— 3 (2_h7-—An2)-.—.-B—xsinu . S

Cyncruryupajuo ¢opmyne (4) n (7) § 4,4

¥, 2 £ 2 |
WUk C MWK" —
(hg—-—x-—xo)-— ( b01{2+2b1x0x—r]

7y sin?u,.v;==
(7) sin u, . vy A b

OdenexMo

2 | F
(8) F,(x)=—=2b, u (h'2 —X —-xﬁ) —2A (—byx®+ 2b, x5 x — )

(9) 6 (X) — [2 sin® iy — M2 — g2 Mf?. ('}{ _ xﬂ;)g |

Oépaszan (7) MoxeMO HanucaTn y OOIMKY .
| Mp K Fy(x)

(10) Vi==9Ab,e(x)

:
o
h
b
3
'

[
4

;L
:
A
2
i
5
2
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Enumuuanujom Bpevena nomohy ¢op. (21) § 4, 4 uanmasumo
N« Fy (x)dx
(Ll e= 2A0(x)}V X

Y3aMumo . kpanpatrypy

fu'kF,(x)dx
(12) vi=|- L+ G,

rae je Cq ocma m mocnenma- NpOU3BOJbHA " KOHCTAHTA.

§ 4, 6. 'HOCBGHO | pememe. '

..\--3-.1-

Ocum onurrer peweisa, kojé cu
pelerse Hauer ‘npoSnema. Mu MoseMO 3afOBOBUTY jefHAYMHE (14),

{15 u (16) '§ 4, 3, npe*r'noc‘raanﬁmn na je
(1) u=—u,— const | -
Onpga ¢op. (9) § 4, 2 naje

O HAINHA, mOCTOj! jo MocedHo

(2) T=—o0 :
Vs (14) u (16) § 4,3 nsnadn™
(3) s==s§,==const n —n, = const |
Mop. (8) § 4, 2 maje ; | s
(4) v= vo==const “
(5) — vt 1.'*"0

naunay (15) § 4, 3

Tame umamo uz $op. (8) § 4,3
u, —=u,"= const”
(7) 9 =29, =90%=—const U3 q)oi;{; (7) 8§ 4 3
v,—=v0==const~  u3 $op. 3) § 4,2
vi=v"t -+ v,°
Tauka M onucyje Ha moBplMHHA 'HeMOKPeTHE JIONTE WX CHO=

pepuu (u,°=490°) unm riaaBHU KPYT (uo—“90°) ca CTalHOM YIaOHOM
GpauroM. Y TOKYy Kperama ‘ocoBMHa® mpﬁcxona’* Hanasy ce y jenHoj

paBim ca ocom O;z; u cwiana ca HOM CTAIHH yrao Up —u,’.

¥

TR Ilquf!ﬁﬁﬂ:hﬂwmﬂﬂuz Lt e U o e, e < S e D }

RIS L |

Hpouaﬂomﬂe KOHCTaHTe Uy, Sg, Np B Vp MOPaAjy sermRsih :i'rn s

(6) Psy(ny - cosuy- vp) — psinu, - Vo An, =« (s, cosu, -+ ny sm ug) -
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[JIABA V.

CPEHIEDE ¥V KOHAUHOM ObJIHIKY.

§ 5,1. UuBep3uja eJMNTHYKOT HHTErpaJa.
JJACKpAMHHAHTA.

Wugepanjy enunrtumuxor unrerpana (22) § 4, 4 msspmumo no
onmrem npasmny.* O6enexumo ca S; m T, nHBapujanTe nonunoMa

(1) X-—a,x* - 4a,x*} 6a,x® | 4a, x| a,

3a uHBapujaHTe enunTHUYKe (PYHKIUje Y3MUMO

S, T

ay°

(2) go=

{onucrauran aprymenar u, onpenumo n3 crnenehux carnacuux jems-
HaKOCTH | | | | '

a,”

(3) | 312 — dpy do ) dg aﬁz e 330 al aﬁ+ 2313
}) { 302 303
OsnaqHMo . | o
_ Fi F
L 1 Pu—Pu __ 9
(4) x= —a+y ¥ =y By
g | Pu—pu Ao,
no6uhiemo

(5) } X=iv [9911‘"*“}’(11‘!—110)]

.(:Dol:)myna (21) § 4,4 Ta,ua ,ua]e

6) du=iv-—dt u-—-—ivit—}-—"-cﬁ
b, b,

[Ipe mero nounemo name Tpancdmpmaume HOKAKUMO, O3
I(HCHPHMHH&HT& |

(7) (S — 27 T1)

* Bunu: Halphen. Traité des fonctions elliptiques. Paris 1886. 1. 1 p. 120.

. - st
o ot e, e el tme . dmoam = BT U — gl gt F e H w1 Tt ~ B o "'_ el !_ﬁh_'ﬂq'
I::E_lil =
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ey — —— - W Aot m T N T ~i— s
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o — T e P e s T St 3 -

y 3amaTroM Clyuyajy MOXe TNpUMaTy # IO3UTHBHE U HEraTHBHE
sBpenunoctTn. Heka je xﬂwo Owuna je a,—a;=——o0 Hu

® A= aa, Gloi— 18aada, f-ata)

Mu pacnonaskemo jom nsema npousBo/bHUM KoucTaHTama 2h
u M v 2H u T, y MecTto KoOjuXx yaMUMO BenuumHe a, 1 a, Mo
¢op. (16) § 4, 4. Kana je @, NOCTa BeNUKO, KONMYMHA, KOja CTOjM
y sarpajgaMa C JiecHe CTpaHe jemuakocTn (8), ie mosurmsua. Onpa
Npel3HaK JMCKpUMUHAHTE /\ 3aBUCH CaMO OJ Npefg3HaKa a, Te My
je cynporan, jep je ap (0. llokaxmmo, ga a, Mmoxe umaru Beoma
BeJIMKEe BPENHOCTH, JOK &, Yy HCTO BpeMe MOXke OWTH M MO3UTUBHO
M HeraTUBHO. Ycnosy, na cy H r peansy, [ajy HejeHaKoCT,
KO]Y MOpa]y SEI,IIOBOJI:»HB&’I’H a, 4 ..’:14

Ocum Tora, nowro je 2h nosnrusna Bennmﬂa ﬂ,oénhemo 13 $op.

(17) § 4,4

(10) H)—PAx;
3a I nabumo HejesiHaKocy, Kopnc*rehu ce ¢pop. (9) § 4,4
(11) M(AF—FHM))HA” (1 + p2xp)

”.I/Ia (10) u (11) supumo, ma a, Moxe BapuparTy O ~}'%0 AC ——~—-z2::v

Tpaucdopmumumo nszpaz 3a a, (16) § 4, 4.
OH+ Fb,—A  A——b,—2x’b?—3a,
(12) by (Al +Hu — Hb,u—2A) — A .A

Tlowro je bpu—2A>Y0, us dop. (12) usnasu, na n a, Moxe
sapupaTi maMehy -0 u — 0. S

Ha Taj HauuH nuckpumuHanTa /. (8) Moxe NpUMATN M IO=
3UTUBHE ¥ HeraTUBHE BPEIHOCTU IIpeMa BPeJHOCTHMA BeIHuYMHa

2h, x, u T

§ 5,2. AprymenTtn an,’ By» @, b.

Caaxoj Bpemnocty X m y onrosapajy npe BPENHOCTH . apry=

MeHTa u, uMjn 36Up MIHOCH — . Osuauumo ca Xy, ¥ Yy, Bpen-
HOCTH X K Y, KOje onrosapajy ApryMeHTY 1, - Hpema popmynma (4):
§ 5,1 nmamo ‘

(1) y:Z(u‘l“ud)_ zu*’"’-'Z“u Yu, :Z(H:{ "‘F“u)-—‘ Cuy—Cuy
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Jlako je nokasartu, na.je
_ & 10-‘110 Y (ll ~ 111) 0 (11 —1" Uy 1 ¢
(2"r) f-.y _ﬂﬂynl___'} it Rk N g T paol A --a-.-'u.-
0w 6 (uFuo) ouy 0 ()
Pacmorpumo aprymente a u b, Koje onpehyjemo dopuynaua

@) x—1=y—=y¥a .X+1=Y-Yp

oy A

Oupasne no ¢op. (2) usnasy _
'. awo 0(u—a).gfu-{ o4 o)
ou o(utu) ge-0(nte)
o au 0 (u-+ 1) 06 0o+ b)
Ha cnmmuan naumi onggggﬁo apryMeHTe a, 4 b, 1o (I)Opmynama

(5) x—%X,—h'=y-—Yjq, X —Xo 1 h'=y—Yj,
Us cbép. (3) n (35) ﬁoénjamo |

6) y,=a-1 yp —a—1 | _ |

(7)) Ye,=%0 +h'-+a Yo, — %o h'—+fa “ *

 Tlomohy oBux ¢opMyna M3paxasajy ce apryMeHTH a, bo- 4, b
.y -QYHKUMj MEXaHMYKMX KOHCTaHaTA. ‘Q6parno us pop. (6) u (7)
M3Pa3UMO MeXaHMYKe KQHCTAHTE a, h', x, y dyHknuju aprymenara
a, B, ﬁ{;, Eo.

8 a=yg—1=yp+1=30atys)
Xo+-a=5 (e, tys) D=3 e V5

-1 —.COS U —

“

L el e N S oo by 1 D S e e Py T A L i P Y e s YL L e

[Tpumernmo, na unamelyy aprymenara a u b nocToju Be3a
9) ye—yp=2 mm I{atu)+6=2+42(6+u) L8
Mopmynom (9) a ce napaxasa nomofiy b u odpaTHo.
"~ Cap ce spatumo ¢opmynu (13) § 4,4
(10) X:-=2p, :(h‘ — X+ Xo).(h' X xgl(l —x)14-x)—
| | — (—byx2+2b,;xex—1)* |
Kopucretin ce ¢op. (5) §5,1 un dop. (3) _14(5)- OBOT §, ,r_l,aéuhem

D 255y —Yp) Y 8.0 —Ya) & —¥5) —
— dg [Pu == 7 (u+ 11::1)]‘2 o | bo x* —1—_-2b1-x_0x——- F)Z":*




=’ -—*v(ﬁu—ﬂﬁu——ua)—“'( pex*=2bxgx=="""
— )] [v(pu— pifag) + ( b0x~+2b Xox—r]]
PacmoTpumo ¢yuknuje -
(12) (i,_____v[puf_dp(u+uﬂ)] ( b0x2—|—2b Ko X —T)
‘111*”[3“1‘““}’(““}‘“0)] - (- b0x2—|—2b1x0x————|’)

Chaka je OR HBUX eNunTHuka QyHKIUja Ca IBOCTPYKMM MONO=
BUMA 1L— O U 1t — — il,; YeTUpH KopeHa JyHKuuje ¢ u ‘IE’I’HPH Rﬁpeﬂa
¢ysakuyje §; u3Bome y onpebenom peny aprymMeénTte a,’d, ay, by H
hUHE KOMIINICMEHTE —-—(n;,—!—a) — (1, -+ 8), — (y4-60)s ——(u9+?5}g)
Mapas Z(u-}-u;) —In ce He Mema Kal u 3aMenuMo Ca — (u 4+ uy),
nox wuaspas p(u—--u,) —pu npu tome Mema suak. Ha Taj maumn
OBOM 3aMeHOM ¢ ce npersapay ¢y M obparso. Cpaxa on ¢yHKumja
b u §, MOxe dutn fipenoueHa y oOnuxy

o(u—a) olu—B) olu—1) o (n—>d)
0 11 G> (u—{—ug)

Axo. ti)ymm;ma & cagpxu akrop cr(u—-u) o2 $pyHxuuja
¢, Canp’Ky 'KOMIIEMEHTHU " PaKTop o (w4 1p+a)- Hpema ToMe Opo=
jutesb ¢ canpku jenaH O cj)arc'ropa 6pom’1'ema ‘CBaKe om YeTUpH
Dasure Y —Va ¥ —Yp Y—Va, ¥ —VYp,r Dpojuremn ¢, canpxu
KOMIUIEMeHTHe (GaKTope. ,Ho caj HACMO NpaBuaiIn Hm?aRBe ‘pasiiuKe
namely kommnemenrsnmx ¢axropa. Crora MOYKEMO  NPOM3BOIHHO

nsadparu Qakrope Opojurema ¢, He ndpywasajytin onmtu o6muk.
Ha T1aj sauun modnjamo

o(u—a) 0(u—a) o(utut8) 0@t uts)

SC'
- ¢ o®n o2(u-u)
T e G, wﬂ*
1 B 1

* s - 6®u 0% (u+uy)

Osne cy C n C, voncranre. Yaesmn y oOsup, na je

im(¢p - v*) _ =—=— (v+be) u lim(dp,  u), _ —~v— b,

nmahiemo —— (v-+by) 6%uy
oa oa,0(u;— b) o (u;+ by)
(14] .C1 o (1" __'bﬂ) -.-G-E iy

ob 0B, 0(uy+a) 0(ustay)

| * Bunwu: ‘Halphen, Traité des fonctions elhphques t. IL p. 152. ;Mﬂuve—
ment d'un corps solide dans un liquide indéfini. Paris, 1888. |




-a - B - ¥
P, e "l — . s
T - - --.’qr”"- ..'m. - = r e d L ot

lim ¢ . (u+na]]u+uq_0*—"v—-b 7
Iim [‘i’l (11 —[— Ha}]u -1y = “‘T [V ‘I— bU]

- i i I U i T T AT . -
L sl ; T, 1 D = i .- H

C npyre crpane KOpHCTehH ce Qopmynama

nodutiemo c:nenehy Besy mameljy.aprymenara g, a,, b, b,

(15 C=C,

i i e -, g St gt P Y W |
e > e A laia o ) g ? :

Y (byﬁﬁumjama ¢ u (i)l 30Up KDpEHa Mopa uTtn ]en,HaK 36npy

nonosa. Onasne ‘M3Ta3M jedHauMHa

(16) 'ﬂ+ﬂJ:5+Bu

Pac*rammuﬂ Ha eneMEHTapHe nenose ¢yunxumje ¢ u ¢y y
oénmcy (13) nobujemo 3a koepuuujente K u K, kon Za mspase

. (17) :-*(V-f—bo)[——“Za——Zaa "‘Z(B—'—HJ)_I_Z(B{]"—*-H[;)_'“‘“QZHJ]
1 =5 (V_”bo) [—th,—z b-C (.ﬁa o) +Z (a - ty) — 2]
Ann npema qmp {12)- Je K = K,; onasne nanasumo HoBm

oOnuk Bese namel)y aprymenara a, a,, b, b,

Cyncrurynpamo ma y ¢op. (12) y—a u t—=5h N ysuemo rm-

'y cﬁéanp, -Ja je xa:_+ * u Xg== — 1, nobuhemo
(18) (J’ﬂ_J’ﬂ—l—ua)“ "bu‘l_Qb xo—l'
| v(pb—pb+u,) = by+2bx,++T
Opnaspne je - - " i |
2birm L [pat 15— (ot w)—p (5-549)

bo T = |25 —pa—p (6 +u) 1 patu)]

§ 5,21. MiapauyHaBame BPEIHOCTH V.

Pacrasumo ¢ynruujy

L o=

Ha enemenTapue nenose. Oa ¢pyHkiuja. uMa nonose q, b, — (a -I- u),

— (6 +u,). Bpenuoctu ¢yuknuje



—-—bnxz‘f‘)bztxox_*r . ‘——'bﬁxcﬁ—f—Qbﬂjxﬂx—-—.r
d (1__}() o QX[;?u—*})u—{—'gJ:]
3a n=aq, u—-b it = — (a4 1), ¥ =— (b4 u) majy OCT&I’I{E OBHX no;

JIOBA, 3a IBUXOBO HaNAXKeHme KOpHCTHhemo ce gop. (18) § D, 2

v

Ha Taj Ha4MH Hala3UMo, A Nony a OAr'oBapa OCTATaK. Ty nosny
, v

b.... ocTarax 2, nony — (@+uy) ... ocrarak - 5 W mony

~ B --up).... ocrarak - 5 [Ipema romrie,” oBako fiemo pacTaBUTH

gymamy o (x):
2 o forn 21 [Z a-t-1o4-0) + 7 futg--6) — 7 (u—10) — ¢ (u—0)] 4 v D

Koncranry D onpehyjemo ms jennakocru lim [o (x]]u__o - b,

® D=—ZEtuw+ 26t +zatr] 4 2
3a n3pauyHasame V Y3MUMO ¢op. (25) f§ 4. 4,. Koja naje

(4) ivdv=—o¢(x)dy

Opasne unTerpanmjoMm HanasNMo

: ) J(u—l-h—i—u)
() VT g | 0‘(11—_:1) (1t —5) TDutlgC

Msabepemo nu na nojecan naumn koHcTtauty C, m zamenumo
1 je xoHctauTom E, monhiemo

1
v__ g DU __.Uﬂ gb U(u—}—u]—l—a) U(“‘I‘un——f’)
© =B ] e e f)- oot ot

W [pyK4Ynje

COSvV—-isinv.=—EFE e " [f (w)] 2 _

(._) . cosv—isinv=—=EFE ‘e Du[f(n)] ’

1

- Osum jénpaunnama ce onpeﬁy;y COSV U sinv.




'u42

- — § 5522 MsBanGHCHFe BPSJJHOCTA S U T.
[TpenuymMo: ¢op. (12) § 5,2 na cregehn %"hgtt{'nﬂ |
2PA D 2PA,

(1) P (s—+it) sinu $;=—(s —11) sinu
LK | :

WMurerpan xuse -cuie (10):§ 4,3 naje

2) (s+iv) (s——i-r):*l‘)“ (b’ —x+x0) (W +x—x0)=w () raeje

18) ) —— 0% 0 —a,) 0u —b) 0 (-t +a0) Sat-oid-bo)
.. . PA ﬂ'?"n 0_2(11 -I—IIU) {jﬂ O-E U(nﬂ+aﬁ) G(uﬂ_l_ﬁﬂ) |

Nememwem jemuaxoctu (1) modmuliemo

| ?‘sfl"é.if-T (I]
@ =
S—I1T ‘bl

s .(2) u (4) u3nasn

(5) Gtivt=y.2 (—ip=y. N

1 1y NN
§2— ”’[q’ B 2) ‘
4\, ¢

(6) - - | o i

2qu) fb1_2)
! 4(1+¢

§ 5, 3. Apl‘ylsieHTH a, H b,.

PacmoTpumMo $yHKUMjY 0(x) § 4,"'5_ dop- (9)
(1) 0() = — W lx— i)

~QOnapennMo “apryMmenTe a; u b 1o @meyﬂama

' - r I
e e X = oapd @ e  xr
2) x—x— =YY, X —Xo+ L =Y Yy,
Opasne je |
~ I o - T
i) 5 I —_— ’
I




MDopmyne (2) najy

_ ko ot—ag) oltu )
(3) F—cosu;= T L e

Wi gty a(u—b) o fit,t5)
ou U (11 + uU)"‘.- o Bl L 0'(113+ B1)

.Bpatumo ce . _cana. jenmaxocruma (6).m (7).-§ 4, 3.Kax ux
JAMTHEMO, -Ha KBaipaT 1 cabepemo, mobujaMo:

(7) 6(x) =P2(s®>+ 13) -} «2 SIHEU—QPKS sin u ==
= [P (s} 1x) — msmu] - [P (s —it) —ksin u]

Ilomuoxumo obe crpane ose ]ED;HEI'-IHHE ca sin?u. Kopucrefin
ce . dop- -(1)..5, 22, - nanasnmo :

(6) I+ cosu =

(8) sin2u 9(1‘{) : (I);; KSiDZU} 4 [cbl ;; xsinﬂgzl nnn
9 4A%0e(x)sinfu=x2¢’.d; roe je
(10) ¢'=¢u—2A sin*u $;—¢, u—2Asin2u
- Dysxuvje ¢’ u $] cnuune cy ¢ysxumjama ¢ u §,. [lpn sa-
MEHU -apryMedrTa -t aprymentom —(u-}u,) oHe mnpenaze jemuna y

npyry. Uerupn kopeua ¢’ u uerupu xopena ¢ nspoze y ornpehe=
HOM pPeLy apLyMEHTEe &0, 0,iug, By, ~ (@ - uy), —(b4-1)), —(d, -y, — (b 4u,).
Tpernpajyfin, xao u y § 5,2, nodutiemo |
o(u—a) o(u— ﬂ) o(u+4uy}5,) ou-| ua—l— b)
*u 0% (u-{-u,) |
G(u—lfnl) O‘(u —5B) o{utuy+a) olutu,4a)
0' u 62 (u -I" 113)

o' =C.
1y
¢; = C1.
Yzesmm y oBsup, na je
lim (- u?), _  =2A—pu(v-tby) wu lim(py.u®, _ =
==2A -+ u(v—Dby) noduhemo '
[2A—u(v byl o*x,
oa, 0a o(u,+b;) o(u,-+5)
Anu ¢ gpyre crpane |
lim [ (n+uo) o o =2A+p(v—by) n

b s )y =24 RO D)

2A+ u(v—by)] o,

12) C'=
(12) ab ob; o{u,} a U(uq—]' ay)

/
C'i—
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l-ri— PR s — T Wm%l r

Oﬂ,aﬁ,ue 13J1a3Y Be-aa Hameby apryMEHa‘ra a,b, a;, b,

BN E)) cy
llpyry Beay Hannmnmo ysesum y 0B3up, na cy (I)ym{uuje

¢’ n ¢’y enunTHUKe
(14 a+a1-=r:-+m )
Pacrasumo mu ¢pyuxkumje ¢’ u ¢, y obnuxy (11) na enemen-
rapue nenose, nodufiemo 3a roepuuujente K’ n K’y xon Lu nspase:

K'=[2A—pu(v +bo)] - [f—Z a—Za; + Z(6 +u,) + 26, 4+ u,)) —2Zu,)
K’ = [ZA—I— u(v —bo)] [—_f- b—26, + Lla -+ uy) + Z{a; + up) —QZHD]

Anu ¢ mpyre crpane no ¢op. (10) |

(16) K=K —=uK+2A[—Za—26+Z(a+1u,)+Z (B +u0) 27u,]

Osge jeguaxocTy .Aajy Hosu oOnuk Bese usmeby apI‘YMEHaTEl

«a, b,a;,b;, @ Takole BexXy aprymem'e a;,b, ca aprymenTnMa g, b, -
Pacmorpumo jow ¢yxxuunjy

(17) F{&x)= [(aox4+4alx3+632x2+433x—1—a4) (—byx? 4+
—[—lexﬂx_l')]p 2A(1— xz)(wngﬂ+2b1x0x~r)

Kopnc*reﬁﬂ ce dopm }maua (12) § 5, 2 TpaHCHOPMUIIMMO HECHY
CTpaHy OBE jeqHAKOCTH |

(18) F(X)—m—— J _&1;“.,_&,2‘&3‘&\ JL_.‘__XE) [‘1)+V(39u~—}7n_i_ uﬂ)]:
=¢. qJIH_QA(l_XE)[(bI‘—'V(PH_Pu—{—uj)]

Cnowmenimmo cnepnehie - ABe nneaTnYHoOCTH, KojumMa hemo ce
BuLle MO3abaBUTH :

19) Fx) + 2Av(1—xg)[$’u“—33u——uo]='¢i)-fb'1

(20) F(x) — ZAv(1—x?3) [pu—putu]l=d;. ¢’

CxpenuMo Naksy jour da jefHakoCT

(21) F(x) = 1—x°) F;(x)
roe je kao u-y § 4,5 dop. (8) | 5 .
(22) F, (x) == 2b, [h’zm-(x—x{})g]p-—QA(—bg 2+2b1X0X— [p)

(15)

o § D, _31., Hapaqyﬂaﬂame Bp_&,Il;HOCTII Vio

Pacrasumo $pyHKIUjY
F(x)
6(x) sinu
Ha elleMedTapHe nenose. Osa ci)yﬂxu;urja uMa 1oJuose ay, by, — (u,-+qa,),
(uo-]—BD Bpeanocrn ¢ynxuuje




45

-

R s JF(X)

00 (x)

0x (1’;1‘2) [PH*P(“+HD)]

33 =a,u=b;, n—=— (i, + a)), u=— (u, - b)) Hajy OCTaTKe OBUX.
ONOBa. 3a KWUXOBO HANAKEHe kopucruhemo ce npenruunowhy
(19) (20) 8§ 5, 3. Vaesmnu y o03up, na je 3a u—gq, WM 3a y—

r :
=— (04 ug)... X —Xx'y= ,»a32a u=5; WM 32 u=— (43} 5,) ...
UK |
X — X'y == ;—» Naxko hemo mafim, na nonopuma y-— 6 U u=>»,
| HoK Ay o
ONroBapajy ocrarumn Mo’ & [ONoBMMA u=-— (y-{-a) U u—
ThR"
- Av
—=— (tp+ b)) ... oCcTarTuu ;' e
| - fu'x |
Ha raj naunn cmo pacrasumm Hawy QYHKUUjy y oBoMe obnuky:
F(x) Ay | |
(1) T W ["_‘Z(“—EL)_Z(“H%)_l—z(n—f—un—i—ﬁl)+
.. B(X)(l-—}{.) Mk | Av =
—}—Z(u—l—ua+a1)J {.ru"k D, s

-I{OHCTEIHT}T D, onpenumo us jennauune

Hm[ F (x) .]_ (20+by) i—2Aby . 2AIu+4-2Au)
B(X} (1"“HX2] u;ﬂ “-‘,2 o2 “*:r L_{""Fiﬁzi{g' R
(2) D,= [251'1—Zﬂ1+z(119+51)+z(EJ*I‘%)]“]‘di  Tae je
d — . 2Up+2Au) |
{ =l —

u'vk

3a mapauyuasame Vi yamumo dop. (11) 8§ 4,5, xoja ﬁaje
2A F
(3) &) du

 1vdvy = —
Fux ' 8(x)sin®u
Cyncruryunpajmo gop. (1) u MHTETrPUIIUMO
- 1y U(u+“n+ﬂi)5(u+HJ+Bl) | D;u '
@) ivi—Slge———— T 2 T |
o 2 ocu—a) ¢@u-—D>n) 2
MsaGepemo nu na nomecan maumi kouctanty C; u sameunuso-
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it e - e e

D1 u 1 g

cosv, +isinv,=E;e [f (H)J | |

(6) Diu, S
- —a R 2 -
cosvy —i1smmvy=E, e ° [f1 (u)]

8 5, 32. ‘H3payyHaBambe BPEAHOCTH 3.

IloMuoxkumo jeﬁﬂ'ai{OCT (7) § 4,3 caium cabepumo je ca
jexuaxouhyy (6). ucron: §:
(1) Tsiny;(sin® —icos®) = P(s+it) —«sinu

Onysmemo nmu Ha cnuuan Haums . jenmaxoctin (6) u (7) § 4,3,
Jodbuhiemo

(2) rSinul(sin%}+i¢osﬂ) — P(s—i1) —«sinu:

™
Y mecro yrna 9 mehy ocoBusama u u vy ysMuMoyrao % =9 +

' mehy ocoBunama u u uy (rn. cnury 1 § 1, 2)." Kopucretin ce ¢op. (1)
§ 5,22 n (10) § 5,3, noSuhemo Tana:

@) I'sinu; sinu (cos® —isin9d) = ¢,
- —Fsinuy sinu (cos®'+isind) = ¢v |
Jememwen oBux. jemHaxocTH HamazMMoO )
o 218 (br
(4 e — —
¢’y ‘ |

MDopuynom (4) onpelyje ce yrao ¥, oguocuo 9.

§ 5,4. EqunTrayke ‘B MeXaHAUYEE KOHCTAHTE.

Y npebawnum naparpaduma ' mmanu cMo-.nocna -ca cenam
KOHCTaHaTa: ca Tpu kommanie AL u,. Kb'j"é’}'jrhaaﬁy Y CIIOBE hpoé:‘i'ema "
M Ca 4eTUpM KOHCTaHTe HHTerpaunmje: x,X,, 2h u I. Ogaj.cucrem
KOHCTaHaTa yaMuMo 32 ocHosaM. OCHM OCHOBHOT CHCTeMa KOPUCTHIIN
cMo ce jow nomofinum koncranrama. Taxo ocum A, I, u yeemu cmo
jom koncranrte W', by, by, b,, P, v. Hapen 2h xopucTiumm cmo ce
jomw cumsonuma 2H u h', a nopen I — comsonom . Ocum mexa-
HAYKMX KOHCTaHATa 'y ,T_I;OélfiB@HHM qmpmynama nojaBpne cy ce
M mecT noMohHMX ~eIUNTHYKKX * KOHCTAHATA, HaMMe: apryMeHTH
@, 6y, 4 o M UHBAapujaHTe g; M g3. ApryMenre b, by, b,, Koju ce
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U3paxxasajy. &ﬁﬂﬂﬂjgjﬁd, ay hoﬁoﬁy- pop. (9), (16) § 5; 2'n (14)
% 5,3, ne ysumamo y obsup. Baxuo je, na ne marySumo us puna

OCHOBHU: CHCTeM MeXaHHUKUX KOHCTanara, nomoly kojux wuspasa-
BaMO cee ocrane nomofine KoHcranTe.

Hasenumo osne- ¢opmyne, koje wuap

HUYKE KOHCTAHTE Yy (YHKUMUIU OCHOBHHUX

2,2 2PA 2
(1) b,—2A(1+A)  v*=b2_2b, H— 2B PA2— 2 PAXF .

néx? .

axasajy nomohne mexa=

F Iu2x2x§+A(r2~K2)—2hPA h,__lf QhA

UK

Vlusapujante: u aprymenar u, oapehenn cy, xao ¢yuxumje
MEXAHUUKUX KXOHCTaHaTa, popmynama (2):'u (3) § 5,1.
Teopema cadupama naje:

: @ F ; .,
i 1 [P a— Py 2
})ﬂ_'_ﬁp(uﬂ_l_ ﬂ)*"?“a:I( ' . ) :yﬂ
: . ' fa—pu,
Onasne,.no dop., (6) § 5,2 usnasm
2a,+a,+a,
—2a,+a,+a,.
dg .

- Ilomohy Jennaunna (18) § 5,2, koje majy pasnuxe Pa—pQu,+ a)
u ph ~p(u+8), u jennauynna (2) nako mapauyHamo.pa ¥ pb..

Ha cacsum CIMYaH HayuH Hodujamo oxprosapajyhe u3pase 3a

a1y Pbiy Pay, Pby, kopucrehu ce ¢op.. (7), (12) § 5,2 - ¢dop. (3),* '

3a .Hanaxemwe cyma obinmka p’ a+p"(4y+a) U pasnuxa obmmxa..,
P a—p'(uy+a)

KOpUCTNMO Cce TeopemoMm. cabuparba, Koja. naje ...

-

n CINYHO

2.

& 5‘-’; P(u,+B) =

2yg— L22P0 2 bt 2y o plurd
© Pa—pu, P(uy+a) —pu, Pa—p (n+a)
_Pe—p (uya)—2p'y,
Putp(uy+a)—2py,.

Onaene wmspauynasamo cae oprosapajyfie cyme m pasnuxe 3a

4ApryMeure o, a,, a5, 5, b,, b,. [Ipumerumo, na Cy CBU OOOUBEHU Wu3
pasu peasnHw.

e
o]
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HpomeHmHBa BequHHa X Mopa Ce. Hanasuru y TOKY er‘rama
usmehy +1 n —1. C npyre crpaHe wmcra BenMuMHA MOpa Caoli=
mrasatu nonuHomy X (1) § 5,1 nosurusne Bpemnoctu. Mehyrum
BpelHOCTH X=11 najy osome nmonunomy X mo ¢op. (13) §4, 4
nerarusHe BpenuocTtu. [Ipema Tome mamehy +1 n —1 L&opajy )}'BeK
nocrojaru Oap jaBa kopeua jegdHaunHe X =o, usmely xojux sapupa
NpoMeHIbuBa BeNMYMHA X y TOKY Kperama. Pacmorpumo nocedune
CIly 4aj HO3UTUBHE JIUCKPUMUHAHTE U CJIy4aj HeraTuBHe MUCKPHMUHANTE.

- Chayuaj nmosumusHe Ouckpumunanme.

Jennaumna X =0 umma yernpu peanna kopena. OBenexumo Ux
ca x‘, x!L, x"L xV u npernocrasumo, ma je x’ YxIV yxIl yxI,
Aprymenar u, je peanau. MsaBepemo ra usmehy 0 u 2w, rue je 2w
peanua nepuopa enunTuuxe Ppynxuaje. Ilpencrasumo cnepehy memy:
' . cnuxy 2. Cakoj BpemHOCTH X Of=
rosapajy nBe BPefHOCTM apryMeHTa i,
gyiju 30up manocu —u,. Kama x Bapupa
n3meby x’u + o unm nsmehy x!! u — oo,
onrosapajyhe cy Bpennocrtu aprymenra
wanvande. Kana ce x nanmasu nsmeby

r o

o O - CEES

. . T
x’ m xIV, u npuma obnux 5 Hia, roe

Crnuka 2. | |
; je a peaman Opoj; kag ce X Hanasu
usmehy xV u x', ouna je u=w’+a, roe je w’ HMHFHﬁﬂPHa nony-=

- - i1 S Yo
nepucja, Hajsal y HUHTepBany X .. % uMa OBmAK w+io— —-

2

[lomro je nonurom X 3a X = 00 neraTuBaH, OH npuMa IO3NTUBHE
BPELHOCTM TeK OHJA, Kaj Ce NpoMeHsbuBa X Hanasu usmehy x’ un x'V,
uin usmehy x!! u x!V. HPE:THDCTaBmaﬁemo na Yy TOKY KpeTama X
Bapupa y wuHTeppany x’...x!V. Hawa pacybusawa nehe ce mnpo-
MEHUTH, aKO X Bapupa y HHquaan); xIL, . xM, Pauynajyfin Bpeme
ON TpeHyTKa, Kajx je X=X’ jepaunna (6) § 5,1 noduja oBiuK

(1) u=- 0 iy —t

2 b,

Axo x papupa y mutepsany x...x", onga nodujamo, pauy-

Hajyhn Bpeme on TpeuyTka kanm je x=x!, |




L

1 .
(2) u= .)D_f_a,u_"i“w'—g—_t

Bunom 1 —x® uma 3a x=-- o ueraTusue BPEIHOCTH; Y
MHTEpBany X'...X'V On mopa OWTH NO3WTHMBaH; npemMa Tome welin
HeroB kopen -1~ 1 manasm ce wameljy | o u x’. Mamu meros
kopen — 1 He moxe ce nanasutu msmeby x™ u x!, jep Gu ounma
nomuaom X npema ¢op. (13) § 4,4 umao y osom muvepeany Hera=
rusne ppennoctTy. VleTo Tako ne moxe ce Hanasutm xopen — 1 Hu
y uatepsany xV...x" kao mro femo 1o norasatu v § 6, 1. Crora
AONA3UMO IO 3aKIbyuKa, [a Ce MambKi KopeH OmHoMma 1 — x2 wanasm
msvehy x!' u — oo,

Fa nern mauns Suiomn h? — (x—x,)2 n 2 — "L (x —xG)3%
kojm no Qopmynama (2) §5,22 u (9) § 4,5 y unreprany x’'...x\V
MOpajy OuTn nosuTmeHY, MOpajy mwvartn sefie xopeune mameljy - oo
1 X’. lHokaxnmo, na ce mamu xopenm opwx Gunoma namase Yy UH=
Tepsany — o ... x'. 38uma, mowro ce koped — 1 wanasu usmeby

. u X", obamsa cy aprymenta a u b peannu. Kopucrefin ce
popmynama (16) § 5,2 u (14) § 5,3 wanasumo, na cy csu aprysienTu

oy a;, by, b, peamun. A To je moryhe Tex ouma, xan ce MakbU KO-
ennt dunoma h™ — (x—xy)* u [ — 1 Bu?(x —x’,)? nanase uame
: 0 K : 0 b4
"_'_'_: m i Xf * _ : 5 1 | el i, TR S D B e B om
Cayuaj nerwafiuene ducxpumunariie.

Jennaunmna X ==0 uma npa peanna xopena. OSenexumo wux
ca X' » xV, u mpernocrasuvo, na je x')xV. Aprymenar u, je
peanan. Vlzadepumo ra usmehy o u 2 w.

" | [Ipencrasumo cnemely wewmy -
Csaxoj BpemHoCTH X onroBapa-
Jy IB€ BPENHOCTH apryMeHTa U,
auju alup usHocn — u,. Kag x sa-
1 | _ pupa usmeby X’ u + o wwm usz-
x e e s mehy x!V u — oo, aprymenar je

r peanan. Kanm ce x nHanasm
Crnuxa 3. |

== 73'0 ~+la, roe je o peanan ©poj. llomro je nomiHoM X 3a
X == -}~ 00 HeraTuBaH, OH HOBHja NO3UTUBHE BPENHOCTH TeK OHJa,
Kal x Bapupa y uaTepBany X'...XV. Pauynajyhn speme opn rpe-
HyTKa, Kajx je X==Xx‘, nobufiemo nonoro jemmaumny (1).

Hemeunrko: Korpihame Bez xnuzamwa. -4

mameliy x'V u x', u wumma oSmux

- T i T e et
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__ Paagmuuubajyhn _xao v y npehauimen cnyuajy, xaaa je nuckph=

qMHAHTA NO3UTUBHA, NONA3MMO KO 3akibyuka, Ia CBU apryMeHTH
a B, dy By a;, by, MOpajy OuTu peandu. A 1o je moryhe Tex osna, xaxy
ce sefinn kopenn Gunoma 1 — 32 h?— (x—x,)? u [F—ux® (x —x’p)7
nanase mamely - o m x, a mamu — usmebhy xV u — oo,

[Ipernocrasmahemo y mayhum § §, na pefium kopenuma Ou=
moma 1 —x2 h2— {x—xp)% M2 —p" 7« (x — X,')? onrosapajy ap-
FYMEHTH q, a, a;, & MamuM -— apryMenti b, by by Ospa nperno=
cTaBKa He Hapyllasa ONTH cnyyaj Hamux MCTpakusara, jep Cy
$yaxunje ¢ 1 ¢; MOTOYHO CHMETPUYHE, M 3amMeHa a ca b cponH
ce caMO Ha NpeuMeHoBame QyHKRUuja ¢ u ¢y,

P * :
QOdenexumo jour

(3) x’ == cosu’ xV==-cosu
T oW s |
e ¢y o —u’ @ o uV  yrnosu wvMpHHe yropeiuuxa, uaMehy

kOjux Bapupa Tauka M.

§ 5, b1. JluckycHja (l)}’HEIHfija &%, D, P’ D,

Cayuaj fosuiiiusre JUCKPUMUHAHULE.

PacmoTpumMo, Kako ce memajy dyuxuuje ¢ u ¢y, xax ce apry-

meuar kpehe no crpamama npasoyracHuKa IeMe (2). Tlo dop. (12)

§ 5, 2 BumuUMO, Ad je 'Ha TeMeHMMa NpaBOYraoHMKa b=, Y

narepsanuma X' ... xV u xM...x" ¢ o ¢, UpuMA}y KOMIIICKCHE
cruperayTe BpefHOCTH. Y uuTepBanuma cy XV xM g X, X dud,

peanse. ¥ Tayuu je u=0 no ¢op. (13) 8§ 5 2 p==rh.=—00,
jep je — (v-{-by) ({v —Dy) C0. - o
Bapujaunje pynxuuja ¢ u ¢, cy no ¢op. (10) § 5, 3 =wa
cTpaHaMma npano}rraomﬂta (2) cacBuM ClKuHe BapujalpjaMa QyHK=
waja ¢ v §y. 3a u=—o0 je ¢'=d¢ —— ®, jep je 1O dopmynu
(12) § 5,3 2A—u(v-+by)<2A+u(v—Db )0
Pacmotpumo cana dyaxunjy ¢+ ¢y llo dop. (12) § 5,2 osa
$yHKUMja je cTBapHAa 3a apryMedTe KOju COLArOBapajy cTpaHama IpaBoO=
yraouuxa (2). 3a u=o0je ¢ § P —— . Ha temennma rnpapoyrao=
Huka opa dyukuaja nanocn 2¢ == 2¢,. 1lpema osoj ocodnny Mu MOKEMO
cyauTu o kopenuma ¢yukuyje ¢ - ¢, 1o npoMeHH 3HaKa Py HKLUUjE §.
- MDyuxuuja ¢ + ¢, nma ncre ocodnue, Kao u dyuruuja ¢+ §;-
Haua be ©outu jom norpedue dyuxuuje $oy’, $id° w

Dby’ 9’ .

LR 1.-.. _-..;.‘}rjr_l-'d:':: boou, L .
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CDyHKumjt: cy ddy n ' ¢ xM u
o Hmamﬂapﬂe criojeHe y muteppanuma x’...xV n x ., xI.

3a t=—o je PP, ==d,P’ = . Ha remenuma IpaBOyTraoHUKa je
Py” == P”.

Dyurunja je ¢, - P9’ no dop. (19) u (20) § 5,3 cTBapua
Ha CBUM CTpaHaMa NpaBOyracHUKa. Oa y=—

Ha Temeunma npasoyraonuia je cb@[y;_“’ - ¢y =2¢¢,’. O xopennma
oBe pyurumje y unrepbanuma x’. . x'V u x'  x cynuhiemo no npomenn

3Haka QyHrxuuje @@, Ha TeMednMa NpaBOYIAOHUKA.

CTBapHE Y mi'f'epﬂanmma >

Cnyuaj neraiiusne Juckpumurnaniie.

Rana je muckpumunanra seratuwsna, wawe ce ucTpakupame
ynpomhasa, jep oHaa Hecrajy wunTeppanu xV..xW y xi xI VY
OCTIOM pasMUlllbatkha W Pe3ynTaru ocTajy UuCTU.

§ 5, 6. iuckycuja AOGHEEHNX (HOPMYJIa.

Pacmorpumo cana noBusere Popmyne ¢ o63upoM ua CTBap=
HOCT Wy MMATHHAPHOCT MeXaHUYKUX elleMeHaTa, KOju Cy ibuMa
onpebenn. |

Ysmumo npe ceera cpop (6) § 5, 21 xoja onpehyje v. C necue
CTpaHe ©e jenuaiii¢ Hanasu ce ,ABorydonepuoiHa PyHKUIUja
npyre BpcTe”,

YBEK pacTe 3a KOHCTaHTHy pemmuuny 24,. [loxaxmmo, na ;e oBa
nepuona 24, peanna. llo ¢op. (6) § 5,21 umamo:

(1) 218, =21 @, a5+ Do) nae je o — 2
[lowrro ¢y @ u b creapre, D je 1o ¢op. (3) § 5, 21 wucro Taxo

CTBapHO; fecHa crpana ¢op. (1) je uncro umarunapua. [Ipema Tome
A, je crTBapHo.,

Ha cnunuan mauna moxaxumo CTBAPHOCT BeIUYMHE V,, KOja je

onpebena ¢op. (5) § 5, 31. Osne ce ¢ mecHe cTpane MCTO TaKo
Hanasu ,nsorydonepuopsa ¢yukuuja gpyre spcre“. Crora za
nepuony 2A,, noBujemo wm3apas:

@) 218,=27 @+ o+ 5)+ D, w'
IHowro cy a, u b, cTrapue, Dy o ¢op. (2) § 5,31 je mcro CTBapHO;
a npeMa Tome m A, je CTBapHO. |

Dopuyne (6) § 5,22 majy s3a s u T yBek peanne BpemHOCTIL.
W s8uma, npema murerpany smuse cue (2) § 5,22 je u (1) nosu-
TuBHO. Benmuune cy ¢ u ¢, womnnexcue cnpernyre. Opmasne je

O OHa je jenHaka — 0o,

Onasne wsnasu, na sa jenny nepuony 2w’ yrao v
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(3) ;) — P . rie je § peanan Opoj, nnu
1

@4 2 'jijl 99 cos B2
1 ' :

Jlecua crpaHa u3pasza 3a S° CTBapHa [e M IO3NTHUBHA. IIpema TOMeE
s je creapuo. Ha cnuyan Hauus nako je NOKasaru, Ja je T peasHo.
s osux je QopMyna jacHo, Aa Cy S 4 T TEPHOAMYHE BEIMUUHE.
Myukupje cy ¢ 1 ¢ KOMIVIEKCHE CNPETHYTE. Omnaspe je no
dpop. (4) § 5,32 yrao i’ peanan. V rpaHMuHUAM Taykama X =X ¥
= xIV ¢ je jenHaKo ca (I)l’.' [Tpema TOMe, y OBUM je FIONIOMHAjUMa
D =o,m2T..... Ha Taj vaurs § I ce HAKAKO HE Memha U spaha
ce Kpo3 noaynepuony kKa NOUYEeTHO] BpEeNHOCTH, WM HUMa NEpUuoLy
w’, y TOKy Koje pacTe 3a TfT. |

§ 5, 7. OnmTa EATEpNpeTanuja Kperama.

" U3 nobusennx (opMylia BUAUMO, [1a KpeTaibe uMa nepuoguIHA
xapaxtep. Ilepmonu spemesa 2A: OArosapa HmaruhapHa Mepuoia
enunriauxe Pynxngje. [lo dop. (6) § 3,1 nodujamo cnenehy peanny
BPEHHOCT 3a Ot |

b, w’

(1) D T il

Tauxa popmpa M onucyje Ha [IOKpETHO] X Ha HENOKPETHO]
chepr xypde, He uanasehm u3 rpanmua 30HE, KOja je OTpaHUtieHa
ynopensuuama v’ u ulV Ha NOKpETHOj JIONTY, N YIOpEAHNIIMA u,’ u
u,!V uHa HenoxkperHoj nONTH, KOji OAroBapajy I'PaHNYHMM BpeRHO=
cruma x (x° 1 x'V). | |

Kyp6e na tdokpeitinoj cgepu. |

Kypba, xojy ommcyje Tauka M Ha NOKpeTHO] cdhepu, oapehyje
ce dop. (4) § 5,1 u (6) § 5,21. Osge MOpaMo pasnuKOBaTU TPK
clyuaja TipeMa kapakTepy Memama yria V. Dopuyny (24) § 4, 4
no (6) § 5,1 u mo (12) § 5,2 npenummumMo Ha cnenehn naumm:

. dv _ d1dy
_(2) QI-Vdu p—

A) Tlpsu cayuaj: Ppynxumja ¢ - ¢, Hema KOpeHa y MHTepBaly
dv

x"...x"V (rn. § 5,51). Vsson q, He Mema 3nax, V. mam CYalHo pa=
cTe, MM CTAIHO Oonaja.

Kyp6a mma obmuak (A). (rn. cmuky 4 — na crpauu 53).
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Cnura 4.

B) pyru cayuaj: dynxuuja ¢ - ¢§; uma jenan KOped y nurepsany

x’. . x'V. VMssox a~:—- mempa suak. Kyp6a uma odmuk (B) (rn. cnmky 5).

N

(B)
i \\s_
Cnuxa 5.
C) Tpehin cnyyaj: ¢pynkumja ¢ -- ¢, umMa ABa KopeHa y UHTEp=
, 5 dv
sany x'...x . Vsson 3, Ba NyTa Mesa 3HAK. Kypba uma obnux

{(C) (rn. cnuxe 6 u 7).

SR l_‘} aE 4E ..

(C,)

- Cnuxka 6.

Oé6piare 0ko HOpmaae 1.

Bama pasnukosaTi ancolyTHO oOpTame OKO HOpMalle N 1 pelas=
TuBuO obprame. AnconyTHo obprame onpeljyje ce npojexunjoM n

(C2)

Cnuka 7.

TpeHyTHe yraose OpauHe Ha' oBy Hopmany. PemaTuBHO oOpTatse
 ompeljyje ce memamem yria ¥ |

" ———
e
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e ol ok

ArniconyTHO oOpTame MOKe OUTH HAM3MEHUUHO U CTalIHO y UCTOM
cuucny. Yauumo ¢op. (4) § 4, 4. Kan ce x, vanasu nsmely x’ u x!'V,
oHaa N JBa IyTa Mema CBOj MpeNsHax y TOKY Hepuoje. KpETaH::»E
nma Hamsmenuunn kaparxrep. Kan ce x, nanasu san nnrepsana x’...x!"V
OHZIAZ N He Memha 3HAK, U Kperame uMa jeqHOCMUCIIEH KapakTep.

- Penarusno oSprame MOxe OUTHA EPROANYHO U CTATHO ¥ NCTOM
cMUCHy. Y 3Mumo pop. (6) § 4, 3.

(3) TIsinuy, sinusind-—Pssinu-— «sin®u=

(— b, x2 + 2b, x4 x — ) — 2A sin® u]

?

gl
Onaene no ¢op. (10) § 5

. . . ¢ K / F
(4) — Tsiny, sin u sin 0.~~—4A (B -+ d,')

Beh cmo kxasamm v § 5, 6, na sa rpannune noaosxaje x’ n x!V yrao ¥
msaocu o mwmm + w. Kapakrep xperama onpeljyje ce Tume, xomuko
myTa COS ' Mema 3HaK y TOKY nojxynepuojne. Ao cos i}’ Mema 3HaK -
jemad nyT, KpeTame HMMa jeJHOCMUCIEH KapakTep, aKo Mema 3Hay
IBa nOyra WIM HM jefaHnyT — OHOa nMa HEPHDiIH‘IaH KapaxkTep.
Crora no ¢op. (4) u no § 5, 51 nobujamo cnenehu jennocrasuz

YCJIOB: R‘pETaH::E je IepuoOINYHO, Kan q)ymcuma ¢’ nma 3a rpaHmiHe
g u
Bpe,uHoc:Tﬂ u—::—g nu—-— — - w’ jegaH uCcTU 3HAK, U ]EHHDCMH—'

2

CNEHO Yy CYNpOTHOM CRy4ajy.

Kypbe na metioxpeitinoj cgpepu.
Kyp6a, xojy onucyje Tauka M na HenokperHoj cepu, onpeljena
je dop. (5)§ 5, 31. Osne mopamo pasnuxoBarTy UCTA TPU Clydaja, Kao
n 3a KypOe Ha NOKpeTHOj Cdepwu. Kopucrehn ce ¢op. (19) n (20)
§ 5 3, moxemo wnanucatu ¢op. (10) é 4, 5 na cnenehu Haumn:

'y’ ‘b”J* 1 ]
(5) QW dvj 2 6 (x) sm‘{)u(b _
Kan ¢yuxuuja © ¢," + ¢’ §, nema ropena y unrepBany x’...x'"V (ri.
§ 5, 51), onpna kypba npuma obnuk (A) (rn. cmuky 4), kan uma jenan
kopen — oonuk (B) (rn. cnuxy 5), wajsan, xan nma JiBa KOpeHa, ——
o6nux (C) (rn. cnuxe 6 u 7).

Oonux rkypSe Ha NOKPeTHO] Chepn M KaApaKTep peaTUBHOL
oOprama OKO HOpMane N BuHIe Wi Mamse onupebyjy obnuk xypbe
Ha HENOKPETHOj cgepu.

Cwmarpajytiu ucrospemedo kopese npejy jepdHauua:
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6) b4di—o Ghu— 2Asnu(P+ b)— b+ bid' —o

1 kopuctehu ce ycnosoM INEpUOLUYHOCTH ¥ HENEPHOANYHOCTU Me=

shara yriaa 7, nawo hemc npema § 5, 51 mofiu no cnenefier sa-

KIbY UKa -
I} Kperame rnepuomigHo:

Kypdu (A) na noxpernoj cdepu onrosapajy xypde (A) u (C)
Ha HEICKPeTHO]. | |

Kypou (B) na noxpersoj cdepn oarosapa Kypoa (B) na ue-
IIOKPETHO].

Kypén (C) na noxpernoj cdepn oxrosapajy xypbe (A) n (C)
HA HeNOKpeTHO].

H) Kperawe cranuo y UCTOM cMucny:

Kypdu (A) na noxpersoj cépePH onroraapa kypOa (B) Ha
HEIIOKPETHO].

Kypou (B) ua noz{pew{o; cq)epm oaroeapajy xypbe (A) u (C)
Ha HeliOKPEeTHO].

Rypda {C) uuje wzoryﬁa, TO jecT y cayuajy kypoe (C) HA
MOKPETHO] Cci)epﬂ je moryhe camo mepmonmuno Kperatbe.
| Kypbe na noxperHoj u nHenoxperHoj cepu Cy cuMeTpuyHe
npemMa [TOJHCBIMMA, NOCTaB/bEHUM KPO3 Tauke NOAupa OBMUX xypoda
ca rpadiyHuM yuopenHHuHma - |

- YsMumo 3a noyeTak BpemeHa ’I’p@HY’I’HK kan je x—x". Ouga je

n::
2 7 b,
.?"':1-, -

BavenuMe w U3 OBOr mzpasa y (opMyia sa v $ 5, 21. Yszesum y
od3up na je v 0 3a t==o0, nodufiemo

t

D g:;t G(E’E’J---a+iv5”i t) (“3+5J-1u5—~t)

(2 Fo—ivp-t)o ) (HUV"'_"”b) ) |

Pacmorpuso sa rpenyrtra -+t n —t. ﬂpema rcap}boi dopMynu
onrosapajyhe Bpexnoctn Ay*UHE Cy -V B — V. [lowro cy 3a oBa
TpeHyTKa WUpUHe ucTe, xkypda Mopa OuTH CUMeTpuYHa IpeMa Nof-=
HEBKY V ==0. Ha wctu mayuma xopuctehn ce ¢op. § 5, 31 sa ny-
JKHUHY V4 AOKa3yjeMo na je 1 Kypda Ha HEeNOKpeTHOj cepy cuMeTpryHa.

VY cnyuajy xan ce xypda Ha IOKpeTHO] chepu Hanasn U3~
meby ynopenauxa x!! n x" Hasemenm moxas ocrtahe roToeo ucrH.
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Jodujamo ¢ - p; —=2¢ =2¢, — o mm no dop. (2) § 5,7 ey

Ocum 1ora je no gop. (2) § 5, 22 y—o0 wmw no ¢op. (6)

$==o0 1==0. Kypba ua TOKpeTHO] c¢epu uma obmux D 1)
npeMa TOME, Na NN Ce JPYIH KO

x..xV.(§ 5, 51) unu ce me wasn

Y nojenuHum Cly4ajeBUMa MOXe Ce€ NECUTH ga je A, = o
Hin Ay, =0 T. j. Kypbe Ha IOKPETHO] ¥ HeNOKPeTHO] chepu mMory
ce 3aTBOpUTH. Y CJIOBM 3a TO Mory ce Hahu npumenom Hadamard-ope

merone, HaBedene y unavky Bulletin des Sciences mathematiques.
p. 228 I partie 1895. |

(Dy)

Cnuxa 8.

Ilpumenda. Cnuxe 4 — 12.
Canxe 4—10 gajy Me

) PKaTOpOBY 'ﬂpﬁieﬁuﬂiy nyramwe Tauke M,
3a cnuke (11) u (12) ind

nckopuinhena je crepeorpadceka npojexuuja.

§ 5, 8. Conemnjanxau c.}iyqaj eBU Kperaiba.

Pacmorpumo cana cneuwjanne CllyuajeBe KXpeTama, Kaf, ce jefuu
O KopeHa Sunoma h’? — (x — x,)2

2 -
ua u 1 —x* noknanajy ca rpasugnum
Taukama x’ux!V,

I) Ilpeu cnyuaj: jenan on KOpeHa Ounoma h? — (x — x,)2 mno-
fJiana ce ca rparyuHoM T .xoM. Moske ce necnmru: 19 ma ce mehn
XOpeH noknana ca x’ 2) na ce mamu xopeH noknana ca x!V 3) na

Cnuxa 9.

<e Behu kopen nowknana ca x‘, a mamu ca x!V. Heka ce Belin Ko-

pen moknana ca x’. Ms ¢op. (13) § 4, 4 usnasu, nma je x’ KOpeH
¢pyuxumje «~— by x>+ 2b; x,x — . Onaspe 3a rPaHUYHy Tauky X’

§ 5, 22
nnn 2)
ped ¢+ ¢, Hanasm y unreppany
asut. (rn. cnuxe 8 1 9). Kyp6a uma

!
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NOBpaTHy TAuKy Yy rpaHuyuo] rtauuu x'. Y cnyyvajesuma. (2) u (3)
pasmutbarse he ocratm ucro. Ha cimuwm 10 umamo kyp6y sa no-

'RpETHO] cepu 3a cinyuaj (3) OHa iMa I Be noﬂpa’me 'raqn:e y rpa=

HuHUM Taykama (rin. ciuky 10).

(D)

CHHHa i0.

HOBP&THHM Ta‘iHaﬂda Ha HOKIJETHO] C@Epu OD‘J oﬁapa]y [IOBpaTHE
TAauKe Ha HEHOKPE’I‘HO] chepu. Jaucra, NOBPATHUM TauKaMa Ha NOKPET=

HOj cpepu ofrosapajy jenHauune: ¢+ ¢ =0 ==, =0 s==1=—0

uny ApyK4uje (Inj)l —+ ¢,¢’ =—o0. Opasne no pop. (5)8 5, 7 dli == Q,

~TO jecT OBO je MOoBpaTHa TauKa. du

II) pyru cnyuaj: jeman ce ox KOpeHa Sunoma 1 — x2 noknana
ca rpaHHquM taukom. llpernocrasumo, ma jé X' == —L1 Ouna no

\ -
) 1L .
e e

(Ey)

,,//

N

Cnuka 11.
dop. (10) 8 5, 2 s3a oBy Tauky umafiemo -, == 2¢ == 2, ==
¢
PHBMEPB -—1 NpHUMa HEOHPEbEHH 06HHI{ g yH.HHITaBEIj}IhH'HEDHPEbE' |
HOCT HaJasuMoO: |
- d d.,y\
) (), i)~
( ) q)l. u_—;—.—.—li@::a duq) du (I)l u:—:;_mu” - o 1

2 2

: . —

'
1
a
-
e | BT L 2
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QOnasne je 1o pop. (6) § 5,22 s=—=0 % 0. Kon nona x’ =11
gkypOa uma Ha nokpeTHoj cepu OOIUK E 1) unu 2) npema TOME,
na M ce Npyru Koped dyrxuuje ¢ -1 ¢y panasu y nnTEpBALY X% .. XY
(§ 5, 51) unu ce He HaIAM (ror. cnuxe 11 u 12).

Kypbda na nenoxperHoj cheps, koja OfroBapa OBOME CIyuajy,
HeMa HUKAKBUX ocobuna. 3duma, Mo Qop. (5) § 5,7 xopuctehn ce

' (E,)

Crnuxa 12.

(9) § 5,3 u yuumTasajyhu geonpehenocT, HanasuMo Iia je 3a

d
u::—mt—%’ a—?—l:l:o. C ppyre crpane no §op. (1) § 4, 5
u .
: u . du
(2) I'smuidnl—“—xp‘ sinu g
. - i . du1
Onapne 3a rpaHuyHy Tauky, e je Smi-—o0; nodnjemo Q. o= O

~ Cnuka he ocrarm ucra, ako ce rpanuiHa Tatxd roknamna ca
conom —1. Hajsan, ako je x'=-+1 » x!V:z-—1, pesynararu
[IOHOBO OCTajy HCTH. |




[JIABA VI

CINELWATHM CIIVUAJEBU KPETAIBA.

§ 6, 1. HoncraHte s, ny, # X' KapakTepucrHdHa Kypoa
Tpeher crenexHa.

Tpn npousBosbHe KOHCTAHTE Xy, oh u T s x,, h', T, xoje
onpehyiy KapakTep kpeTara, M KOjuMa CMO Ce 0 Caid KOpUCTMI,
HeMajy HUKAKBOT HENOCpPEeJHOr TeOMEeTPHJCKOT CMMCIA (§ 5, 4). Axo
xofiemo na pacnpaebaMo O reomer PUjCKOj CTpaHu KpeTama, MOpaMo
yBECTY HOBE NMPOU3BOIbHE KOHCTAHTE, KOjE 3alOBOJbABAjy OBaj 3aXTeB.
3a oBe HOBe KOHCTAHTE Y3MMMO X', KOCMHYC WIMpHHE jequOr OJ
rpaH4HIX YII{JPQI[,HHKEI n yraoHe OpsumHe S; ¢ Dy 32 TPEHYTaK

BpeMeia {==0, 10 jecT kal je X=X npeMma § 5, 5. VIs dopmyna
(4), (7) n (12) § 4, 4 nsnase caenzhie jepmnaunbe, koje BE‘H{}T crape
KOHCTAHTE X, I ¥ h’ u HoBe:

{1) Aﬂﬁ Bt K [XJ '_X'U_}
(')) b;,sulflm—x ------ uk [— by X'~ *—Qb;hﬂ‘{ — )
(.53) ng [h*.?..___ }.” ] (1 o= X } ( bﬂ Xlﬂ '—%_ 2 bj }{0 X! SR r]?‘ —eie - 0
Herka KOHCTAHTH X, OArOBapa KOHCTAHTA Iiy, KOHCTAHTH r. ..
KoHCTAHTa S, a Koncrawté h' .. KoHcTamra X'

[Tomohy jennaunne (3) MOX(EMO 43 M3pasa
(4) X=2b,(h"?—x—xg) (1 —x) — 5 b, x2 - 2b; x, x I']

na3bauuTi KoHcTanty h'? 1 3aMeHuTH jeé KOHCTaHTOM X' CDopmyny (4
ganumuMo y cienehies odnuky: -

—

1 —x%F
[Tonenumo dop. (3) ca 1 — x* 1 Oy3MUMO o1 osor uspasa. llocne
auza ynpomhema HATa3UMO:

1—x~

X ST 2 bg [h"3 S (X =T H[})ﬂ]

———— b
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6) Y=2b, (x+x"—2x) (1 —x)(Q —x?)+[— by (x+x)+
+2by x,] - [j by (x2 -+ x"%) -+ 2b; x4 (x - x') - 2T} -
1 (byxx'—T)[4b; xx % — (x -+ x) (byxx +T)]

llpernocrasusuin, fa je jepan ol Kopena X’ jefHaunHe YeTBpTOor
crerneda X = O [O3HAT, CBENM CMO HaNaXewme TPUjy APYrux Kopeua
xIV, xI' i x!l na pememe xydnune jemmaunne Y —o0. Ha rTaj nauusn
ysoljere xOHCTaHTe X' [OHOCH HaMm ABocTpyky kopuct. [lonosxaj
JPYTOr IPaHHMYHOr YIIOPeNHHKA, YMji je KOCHHYC WMpuHe X'V KOpeH
jemHauMHe Y ==0O, 3aBHUCH OJ [B€ MPOU3BOJbHE KOHCTAHTE S, U I,
nwia I u x,. Habumo, xaxo ce mema nonoxaj oor ynopensuka
380r Memalma S, U . |

Yamumo JlexkapToB KOOpAMHATHN CUCTEM M HA ANCUUCHY OCO=
BUHY [PEHOCUMO BPEOHOCTUM X, a Ha OPAUHATHY —— BPEIHOCTH

. Onpa he nam jeqnaunna Y = o, y xojoj hesmo npernocrasmatn aa

je X, TO jecCT Ny, CTaJlHa KOMMYUHA, JaT¥ HEKY Ky pOy rpeher creneua.
Mspaz (6) moxemo mnpepcraButu y OOIMKY
(7) Y =T (x4 x)—2F[2x,b; (1 +xx)—by(x+x)]--Y, rueije

8 Y,=—2b, (x +x'— 2x,) (1 — x? (1 —x"%) 4~
(b x+x +2by x¢) - [— by {x* 1 x%) +2by xo (x + x'}] +
—+byx 2 {4b, xx" 7. —byxx’ (x + x)] ‘ |

Pewnmo jenmaunny Y =—o Te mabemo

= 2%b (14 xx)—Dby(x+x)+}U

(9) = _ X"{"X" - rne je

(10) U=[2x,by (1 + xx) — by (x + xJJ* — Y {x +-X)
Jlako je nmokasaru, na je |
(11) U==(1—x?) (1 — %) [(x -+ x)* (b — 2 b,) —

— 4 (x -+ x) (by by — by) xo + 4 x5 b,?]
JNuckpumunanTa /\ KBajpaTHe (opMe, KOja Ce HAMA3M y CPEemtbIIM
sarpajzamMa, HeratuBHa je. 1 3duma je:
(12) A =(bybg—by)>—bi(bj —2b,)=b, (b, — 2b, b, - 2b?)<o.

- Ha r1aj nauun keapparna ¢opma je ysex nosurusia. [Ipema
Tome 3a x2¢(1 je U0, aza x2)1... UCO. Tlowrto je T ysex
CTBApHO, OJABlEe M3nasy 3HaYajHa MOC/eIMUA:

Creapun kopenu jemuauune X-—o0 uau jenHaunne Y =0 Ha=-
sasze ce umamehy rpanmmma +1 u —1.




s

61

Kyp6a Tpeher crenena (9) cacroju ce us jenHe rpaHe, xoja
x==-41 u x==—1, poaupyje ux y nsema
Tauykava W nponasy xpos tauky [ —o x==—x’. llpapa x=—x’

je acHMIITOTa OBe Kypoe. |

[IpernocrasuBmu y jepnaunyu Y =0, 1a je T xoHCTaHTHO, a
X, TPOMEHJbUBO, HodufieMo 1pyTy kypOy rpefier crenena. a Bucmo
ONpenuIn IheH MonoXaj, HahuMmo X, us jemHauunHe Y -— O. Viapas (6)
MOXEMO Hanucaru y OOnuKy

(13) Y 4b,? (x - x) %2 — 4 xo [bs (1 — x?) (1 — x3) -
-+ by by (x° - xZ -xx"—x7 X”]_P'rbl[l—{*lx )1
-+ (x + x'} [Qb;[l—x][l—v——x”}{—b?[ 24 x—x*x"7) 4

L 2T b, 4]
Pemrymo nu jennauuny Y —— 0, umaliemo
. b, (1 — 1 —x*)—+byb
(14) x, == J il : lglzn[foTX o -
| _r_b_i (1-Fxx)+VV
o lez(x—l‘f) |
rne je

a5) V= (1—x)(1-———x”lbz+bubf &2 Lxw — 2

+Fb, (1 xxJP —b (x+ xJ 2By (1= 451 —x?) -+
‘_ﬁ@“'“—%%ﬂ+ﬂfm+Tﬂ

Ogpaj u3pas MOXEMO TNpPENCTABUTH Y OOIUKY
(16) V= [1 — Xﬂ] [1 — XIE] [(f bl + b:a T b1 b{) X X + bg X XI)E —
— A (x+ x)?]

roe je /\ orpeheno ¢popmynom (12). Vspas y cpenmwum sarpagama.
je ysex nosurusas. Opnasne usnasy, fa je Vy)o za x*°¢(1 u V(o

3a x2)1. llowrro je x, cTBapHO, MOHOBO HNONA3UMO OO 3aK/bYUKA,
@ ce CTBapHM KOpeHH jefHaynHe X =0, umu jenuHaumHe Y ==O,
nanase usmehy rpammna +1 m —1.

Kypda rtpeher crenena (14) cacroju ce M3 jenune rpase, Koja

nexxu nameby npasux 1 u —1 u momupyje nx y asema Tauykama.
Ona nponasu kpo3 TAuky X=—-—X' X3==0 M aCUMOTOTHYKHA Ce&

F

NpuOnuKyje IpaBoj X =— — X'.

8§ 6, 2. IIpnOIHKHO ﬁapaqyﬂa_ﬂame KpeTraimbha.

Y rmasun V pato je pemelse Hawer npodnemMa y OMUIITEM CIy=
qajy. OBo pememe ce CBOIM Ha enuNTHYKE QYHKIUje, KOje ce y
HeXUM CHenMjalIHNM CIyuajeBuMa MOr'y H3pOAUTH Yy elleMeHTapHe:




*

ot A

<pyHKRLMjE. _OH,ua ce Hawm npodjeM pewasa eleMeHTapHUM nyTem,

nomohy npudnmwxnux gopmyna, xoje fiemo can masectn. [lpu rome
HyxHo je ysek oOpaharu maxmy ua BelHuYUHy NOrpemke, jep je
npuUMemuBame opux ¢opmyna Tex oupa Moryhe, kan opa norpeuwxa
HUje Beluka.
Yaunmo dop. (21) § 4, 4

K dx

-V

Heka cy x/, xiI, x! » x
gop. (15) u (19) § 4, 4
(2) X—— v (x — x’) {x — x1) (x — X111} fx — 1)

Paznurosatiemo mBa cnyuaja: 1) kam cy cBu kopeum crsapmu
m 2) xam Cy nBa KOpeHa CTBapHa M Jka MMardHapHa.

xopeny jegnHaundse X —=-0. Ouga je no

Cayuaj dosuiiusne ducrkpumurarniie.

A,
Kao n y rnasu V npernocrasmso, na je x*)>xiV)xlllyxi! y

la Ce y TOKy Kperama X Hanasu y unrepBaay x’...x!V. Bpeme ce

no gopmynu (1) onpebyje ksamparypom

#
KV

3) g

X
J‘ | dx . |
By W t TR _ { e T . s e .1'{_‘.‘___'_" : b
9 Vx— x) (x — X'V (x — xMJ {x — x1)
LIV *

{lpema nawewm ycnopy mmahemo crnenehe wejemuauusne:

(4)

x/ — i Yo el ) IV s 1
x!— ¥l Y X — X1l )xIV__XII

Vs ¢op. (3) u (4) nsnase mejemmaynne:

- |
~ 1 : dx kvt
5) S G
Vx — XM (' —x) I Vx—x) (x — x1V) : b, ;
<1V
X
(—— 1 _ J dx
/(Y =<1 (xIV — x) Vix' — x) (x —x1V)
v
Odenexxumo g e ] .

(6) X'+ xV=2x" x—xV—=2¢ x—x'=a

--rr-r'#.;*' -——
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Tapa je . .
e - e - — ——r .~
(7) x=xVemet+d x—xume—0 % |
X O
d o db :
- (8) s X —“‘ e L}—:arcsm(b) L
. ] {X'w—}:] [x-——xn’] X ]f o € )
<1V o | -
QOunasgpe no dop. (5) podubhemo
1 . {0} KV
9 arcsin | — (- —1,) ¢
©) V(" — x1) (x* — x1) (e) bz( o
1 . {d
¢ ——arc¢sin | —
(Y — x1) (xIV — x0) €
| . 18 b-_} . 0
re je ty== 5 Pauyuafiemo Bpeve opm Tpemyrtka, raj je x:-— x°,

Onpa Mmoxemo samesntu pasmury t—t, ca t.

Hamm cmo ngse rpanuue, usmelyy xojux ce mopa manasuru

Bpeme t. Jamennmo mm y ¢opmynu (9) J(x'—x1) (x' — x1) n

V(xV —x1) (xIV — 10 cpentom BenumuuaoM | (x0—— x11) (x0 — x110),
nodufiemo | |

(10)  t= b, ! ar ¢ sin (2)

Ky V {X!} - X_H] [XU — XIII) €/

Penarusny mnorpemcy 8 y ¢op. (10) nanasumo, kan nomenumo
pasnuxy rpanuua (9) wmwxkom rpanuuoMm. Ha Taj wauns umahemo:

1 1

o VOV —x) 6V — ) Y — T (x — 1]
1
Vi — 1) (x* — M)

nnmn

—

/ [X; o XII] [Xf — XHIJ
[XIV#XH] (XIV e XIH] 1

(11) 6 =

Hopucrehin ce Tpuronomerpujckum ¢ynxnmjama, Moxeso pe-
aucaru $op. (10) y obmuxy

(12) d—esin|— [/(x"— x1} (x%— x11) . tJ I

b,

b,

(13) R x" — € sin [H / (x0 — x1) (x0 — x11) -. t]

el R T T TR A
!\l L 5 . E '_- .: : - - .5‘...:-.
5 .. .... L = =y

gt
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Jlodusene (POpMyNIe MOXKEMO NpuMemUBaTH TEK OHAA, Kajn je
penuuHA OTpelKe § Mana, To jecT npeMa ¢op. (11), kag ce X' Mano
pasnuKyje on x'V. ¥V unyhum naparpaduma Tperupaheso Tpu cneun-
janna Clyuaja, xan Cy 3ajoBolbenu OB ycnoey, Haume: 1) pery= .
JapHy UpelecHjy 1 NepTypOaloHO KpeTarme 2) ncerpoperynapHy
npeuecujy u 3) CTAIMOHAPHO KpeTame U NepTypOaLMOHO KpeTame.

(Dopmyna (13) nam naje IPUOTIUIKHY BE3y namehy x m t. Visse-

" jemo jour GopMyny, Koja naje NpudImKHy Be3y usmely v n t. Yauumo

K

(14) v+ g; ¢ {x)

uir no op. (6)

Passujemo nu Qysxumy @ (x! -+ d) y pex n saneuapumo kpajpar
>, noduhemo:

(16) o+ o) =@ () + o ()0

raoe je @’ (x}) usBom OX -q:n (x}, TO jecr - E
i x. by (1 - x02) — x° (T -+ by)
ey ' |3 0) . .0 01 _ At
(1 i rp [Y 7 : {1 }iﬁg]ﬁ : @

CyncrurynpaMo nu 3a 0 BpeRHOCT (12),. nodujamo no ¢op. (14):

KVyr

(18) ir.——"“: o@ [};:“] € é{— o’ (x"} sin b 1 (x° — x) (x° — x'M). tJ

Nurerpumumo osaj 113pas

K

(19) , ¥ i bh} @ [XU] t —

¢ (%0 flooman - o
— = o' ) CcOs | i /(x®— x1T} (x0—x'l) . t
vV (x9— x1) .[x“ — xIT) sz |

Opo je npubmmkua saBucHocT nsMehy v m 1
Ha cnuuad HAUMH MOYXEMO M3BECTH NPHUONMKHY 3aBUCHOCT
navelyy v, u t. Yauumo ¢op. (10) § 4, 5, anu nanucasy y OOJHUKY

v, = I l-lj Kg Fl (X]
17 2 Ab, 0 (x)

~ Paseujmo je y pem, ka0 u y npebjamiem ciyuajy, 3aHeMapHBILW
 kBagpaT d, ¥ MHTErpyUIMO

- (20)
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T/ 2Fy (x°) - j .
Ch Vi g Ab o) ,
EI_H.JK ' d Fl{ G]

2Av ] (x°— x1) (x0—x11) “dx% 6 (x%

* COS b V (x°—x1) (x° —xm] t]

CDopmlee (19) u (20) MOXEMO IpHMEIMBATH TeK OHHA, Kaj ce

X’ TOJIMKO Malo paanmcy]e ox x'V, ma ce d* MOXe 3aHeMapHTHU.

Ocum Tora mopa ce x° pasnuxosatu of 1 1. Mopmyne (13), (19)
(21) najy peweibe Hawer npodrnema y npubmmKHOME OOIMKY.
Cayuaj nereitiusre duckpumuHaHile.
Hexa cy x’ u x!V crsapumn xopeun (x’) x'V), n Hexa je

xH ==+ 1B x — ¢

Odpa je: | | -
(22) (X*—XII} [X-'“XIII] == (X—*— (1)’2; —}—- B‘_J. | [X;__ XII] [Xf . XIII] s (KI L alﬂ_l‘B;
[XIV — XII) [XEV — XIII] — [}{IV e a]g _+_ Bﬂ

[Ipema namem ycnopy nmahemo Ilﬁ]EILHatIHHy, aKo IIpeTNOCTABUMO,
na je a(xw(x

(x" — x'1) (x — &) ) fx — x") (x — x11) ) (xIV — xM) (x!V — x11)
Onasne, xao u y npehaumen cayvajy, ﬂ,ﬁémamo noHoBO (opmyne
(13), (19) n (21). o

Vcro nanasumo, Kaj NpETNOCTABUMO /12 je ayxyxV

PacmoTpumo Hajsan criyuaj, kan je x' ) a)x'V. HpeTHOCTaBHMo,
aa je X'—a)o— —x!V, Kopucrefin ce nejennaynnama: |

(23) [ ! II] [X -III] > [X _ KII) [X . 1,{_III) ) (Dt - XH) [{1 _= XIII)

7 paamnmmajyhu KAao 1 panuje, NOHOBO HOOHjaMO 1emiaquﬁy (13)
3a penuumHy penatubHe norpeuxe nmahiemo

(XJ __ XH] (X - ‘{III]

(24) 0= I/ (¢ — x10) (o — .{Iil) 1

Kan x* rewxu x!V, a takche Texm x’, a norpewmxa 6 nocraje éecF
KOHAUHO-MAIIOM BeJINUYNHOM. |

§ 6, 3. Peryaapna npenecuja. lleprypdannono Rpeframe.

V oBowm naparpady hemo pacnpasmary nuTame O MOI‘)TﬁHOCTH
heryapue npeuecuje 1 O HeHoj CTAabHNHOCTH Y ciyuajy }{OTpraI—Ba |
' ’

FRPOCKONCKE JIONTE 1O cdepu.

lemuenro: Horpbawe 0e3 KIIHIAKRA
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" Perynapuy npeuecujy, ako e Moryhe, TiobujaMo, Kao NnocedHn

cnyuyaj Kperawa, NperrocTasmBliy, Na ce noknanajy odalpa yno-

penuaka x u xV uamely KOjuX ce Hanasy NyTama Tauke M. Aua-

ATAUKYA OBO MOKEMO M3PasuTH YCJIOBOM, Na jennaduta X =—=0 uma
mamehy 1 m — 1 nBoCTpyKu Kopet, Wiu npyKuynje, Aa jennaynua

Y ==0 ¢op. (6) § 6, 1 uma xopen X=X, TO jecT, na je

(1) Y(E)=4b,(x'—x) (1 —x"P+ N
—]—4(-—-b0x'—|—b_1_xﬂ)(~—bﬁx’2—]—2b1x’xﬂ_—-—-l')—'l—
1 2(byx2— ) (2by x, x> — by x® —-Tx)=o0

NI

(2) Q_bﬂ(f“‘_xo)g_l*”f?‘)ﬂ L (— by x“ 1 2byxg X —
—T)-]2 (“boxf'f‘_b1 xo) + X’ (b x2-—T)]==o0

3a npeunmhiasame MoryhHOCTH perynapHe npenecuje y3sMuMo
jemnaunne (20), (24) § 4, 4 n (10) § 4, 5

-___ K | . K . x? Fy (x)
(3) x“—l—);]/ix R bgcp(x) V== bgAB(X)

Ose jegnaunne, Kakx je 3aJi0BOJbEH yCIIOB (2), uMajy nocedHO peurere

(4) x-==x'==x'Y = consl. N i = g‘" @ (x) = const.
. -
z . r ke KE F1 (X.J)
g 1= TgSEARE st ) St_
ViT= V0T 5 A6 (x) .

v=vot4vy, Vv 1:‘:’10t+v10_ t1==0 (no ¢op. (9)§ 4, 2)
(5) s=s, (o dop. (8) § 4, 2) n=ny (mo dop. 1§ 4 4)
@ ==u,e—=const. (no $op.(8)34, 3) #==90° (o gop.(7)§ 4, 3)

ToBuseno nocedHO petehe UCTOBETHO je Ca seh pacMoTpenuM,
na xpajy 1V rnase, crenujantuM ciyyvajes Kperara. Jlako je Bupmern,

a oBaj Chyyaj Ofrosapa peryJapHoj Ipeuecu;ju.

- Tlokaxumo, na je ycios (6) § 4, 6 ncroserad ca ycnosom (2).
MMomuoxumo ¢op. (6) § 4,6 ca sin’u, ¥ 3aMeHUMO vV, ca S, laua
hemo poburn:

| : C o ~ §y,slnu o Sy Sinu
{(6) P s,smuy (ngsm-’uu - cosug ; U) u’ sinu, Ang = n L

o=k sin® iy (Sﬂ S1f U, COS Y "‘}"_ Ing sin” uﬂ)

wnz no Qpopuynu (7) § 4, 4

- 1_—-!11'-.-:- F—'—:..':-:...!I'..i‘ifﬁ-?."l'-'.' :_ . -

LA e T e b
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_KH(KI_‘XU) |

A )
Fa f F_ |
- _I_KX:( bﬂx _E—;f;l;:xl}x )_ |
N ; —byx?+2b,xox' —T
+H‘(1———“X"3)HK(K‘-—XU)'K( : ;'_PA" 0 s
i — by x 2b, x,x' — T
— k(1 —x"?) *E_}E&,( 0 QI?’FA 0 ) -
— (1 x) - BT

JlpyKkunje MOXeMoO npenucaTu

(—byx24+2b; xox' — ) - [(1 —x"?) (x* ——XU)(QAU. —2Pp)—|—
+ x' (—bex2+2b, x,x' —N]=
—2A (1 —x)[x'(—bgx?2-}2b, xox — N —
—2P (1 —x%) (X — x0)]

'Yaeﬁmu y ofaup, na je 2Au —2 P u== — 2 by, nmatiemo

(7} (—byx?--2b;y xox' — ) - [—2b; (1 —x2) (x" — x)

—I—x (-ﬂng'@ 4-2b, xyx —T)—2A (1 —x?)x]=

== —2b, (1 —x)? (x' — x,)

OsBaj ycnos je mcroseran ca ycnosom (2). Ha rTaj maumi sunumo,
na cy saucta ycaosn (2) n (6) § 4, 6 exsusanenTHu.

JHokaszasmn moryhinocT perynaphue npenecuje, y3sMuMo y fipe=
Tpec 1epTypdalyioHo KpeTaihe, Koje nodnjaMo, Kan Hamo JIONnTH Bec-
KOHAYHO=MalIN yIap, TO jecTr -kaJ OeCKOHaYHO=-Ma/JO0 [OPOMEHUMO
KOHCTaHTe Sy, Ty, Ny Wiu koHcTanTe I, X, x. OBIe ce mory mecuru

IBa cllyuaja npema TOMe, Ha JIH je KpeTarme CcTaduiHO Wi NabuiHO. -

3a perynapHy nupeuecujy je Hy»HO, & Ce IBa OJi YeTUpU
kopena x’, x!, xM u x'V wmsjepuave. Cradmnnocr xperama sapucy
ol Tora, Koju ce of OBUX KOpeHa mnoknamnajy. PacMorpumo sacefuo
- Cllydaj MO3UTUBHE M CIIyyaj HeraTwBHe NVICKPUMHHAHTE M perynapHy
.npeu?cmy, kao rpauuny usMely osa msa cnyuaja.

Heka cy cpa uerupn xopena x’, x!f, x' u xIV crpapna. ¥Yamumo
wemy (2) § 5, 5. ¥V Toxry kperama, Kako CMO BUAENM, MPOMEHIbUBA
BENMYMHA X MOJXKe Bapupary caMo y wuHrepsany Xx'...x!V wunwm .y
unreppany x. .. x", ITpu koHTHHYMPHOM Memwaimy IpPOM3BOIBHIX

5

5

L ST it 1 [T

L i I e . T
— ke 1 .
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. g e bl -

_— T ————— T
—

": ; - woncTanara h’, X I xopesnn x', x4, x', x!V y ommreMm cnyuajy
' vempajy ce komruaympno. (Crora, xaj y nponecy OBUX Bapmjanmja
% pocrane jefHaxko X'V WM xIl jemuaxo x, oHZA omonapajyha_
perynap'Ha npenecuja nMa craduinay Kapakxrep. 36uma, Heka Je
« —x'— xIV. Axo caj 6ecCKoHayHO=MaNO MOPEMETUMO KpeTame, KO=
peuu fie ce x' u xIV. zanmpapajyfin creapHe BpeMHOCTH, decKO="
HAuHO=MaJio0 pas/iuKoBaTH of CBOj¢ 3ajeaHHuuke IMOYeTHC BPEAHOCTH,
a woopamHara x ocrahe nauehy mux. Kperame dukie cradmiHo.
[TocBe npyry CIHUKY nobujeMo y Chayuajy NONyRapHOCTH KOpeHa
o <V u xM Ao GeCKOHAYHO=MANO NOPEMETHMO onrosapajyhy pery=
- napHy TpenecHjy <« —xIV —— 1l mory ce pecuTm IBa Clydaja: 1)
unn fie xopenn x'V m X' mocraru umaruHaphn, Te he xoopaunara
X acLWIMpaTu y WHTepBany x...x1 2) mm he xopennm x'V U x!
E . ocraru crBaphm, Te he kcopamnara X ocLpaTk ¥ jerHOM OJL
| | uupTeppana x'...x'© WM Al I Odapsa cnyuaja oprosapajy
nadunHoOMe KpeTamy. |
Pasrnenajuo cap, Cnydaj HeraTviBHE nuckpuMnaanre. Hexa cy
x' u x!V cTBapHM KOpeHHU. [TopemeTuMO GeCKOHAYHO=MANO KpeTarbe.
Kopeun x’' u x'¥ mobuhe BecKOHAYHO-MAIN NpUpallTaj, 3alpixaBa=
jyfin cTBapHE BpEIHOCTH, a KOOpAMHATA X nouehie Bapuparn namehy
pux.” Fperame N¢ MMaTH CTAOWIHM KapakTep.
Ha Taj nauws, BUAUMO, 12, Kaz Cy cBa ueTHpH KopeHa CTBAapHMU,
Kkperatbe MOxe Ouru ¥ cradwiHo M NAbUIHO. Kperame je ysek
CTAGUIIHO, KaJl CY [BA Off YeTHpU KOpeHa X, x1L xi xIV ‘pmarngapHu.
" WspenuMo aHANATHAYKE YCIOBE CTAOUIHOCTA M nabunHocTu
kperama. [lexa umamo perysiapHy apenecnjy X ==X'==Xx'". Y CIOB,
| , Na KOpeH X== x’ == x'¥, 3a0BOJbABA jexuaundy Y == O (6) § 6, 1,
L naje nam ¢opmyay (1) "Qnysmumo OBy ¢opmyny O 13pasa (6)
3 I § 6,1 sza Y. ToBuhemo - | 3

(8) Y=(x—x)-Z rne je |
() Z—2b, (1 —xI[L—x*—2 ' —xg) (x4 x)]+

i i W T e - -

, bﬁ[xg—f—Q}{X‘+3X'2F—x‘gxg——2xx’3ﬁ-—Qx"*]P—
th ..' : | ' o ' "_4b1£)0}{0 [XI:EX_I"X;:;‘_—‘X":_Q X‘]:
' o | f—4rbi-xﬂx—|—4b§xﬁ 2T b, 4T

Ksanparsa jeqpauvsaa Z = O NMa J11Ba KOpeHa X = ! g x-——=xU. Axo
cy oBa jBa KOpeHa uMarnHapha, Win ako Cy peansa, anu obansa
ucroppemero Befia unu mama Ol x'=—xV, onpga je xperame Cra=
dunno. Ako ce x’ = x'V nanasu y UHTEpBANY namedhy xopena x'! u x'!

i
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OHJa Kperame uMa na®unHU Kapaktep.  Y3eswu y OGsmp, na je |

750 3a X =— —} o0, nodutiemo cnenehn ycnos cradunsocTn Rpe‘rarha:
Axo cyncrurynpame x ==X’y uspasy (9) naje nosnrusan 6poj,

KpeTame je CTabWiIHO; aKo je pesyNTaT CyNnCTUTyupama HeraTusad,

wperame je J1abuHO. o | |

| Hpyrum peyuma, ako je Z (x’)) 0, oHAa je KpeTame CTadWIHO;

ako je Z(x')(0, onna je KpeTaibe JAOMIHO. Ha Taj wauus, ycnos

je cradunsocTu npema (9):

(10) 2b, (1 —x?) (1 —3x2+4x,x) + b (6 x> —5x") —
— 4b,byx, (2x3 —3x’)+4b3x3—4Tb,xx, 2Fb,+2)Yo. |

Kao npumep pasrienajMo ciy4aj, kanm ce Tauka nopupa M xpehe no
€KBaTOpy, TO ject, Kal je x'==x!V=—=o0. Ycnos (2) nodnja obnux :

(11) by+b =0 - .
~a ycnos (10) obmuxk o -

(12) 2b,-4-4b2x2-+2Tb,+M)o

CYHCTHTy=HpaM0 nﬁ = EE, nodunjeMo, na je Kkperame cra=
OUIIHO, Kajl, je | s L " 0w | | - |

br-} (2 b(;. bl — Qb% “__-. b:;u] _ v,
- 2 = Cl -k h‘.— S ] R :“ 4 -
(13) XD > | ) 4 b? 2 .- L . :

et Emeg—l = e = =g e = e T

— e ey A —— -

u nadunso, Kapy je

b, (2b, b, — 2b}—b,)
4 b

TlocmarpajMo can y NOjeqMHOCTUMA NEpTypOauyoHO KpeTame

-y cnyuajy, kaj Cy samosorbenu ycnosm crabunnoctu. llpm Tome
MOMEMO Ce KOopucTuTH npudmwkHuM ¢opuynama § 6, 2. 3ancra,

11epTypOalOHO KpeTatbe ce y Clyyajy CTaOWIHOCTH jIeniasa nsmeby

nBa Geckonauno-6nncka ynopennnka x’ u x'V. Jlakne norpemxa (11)

§ 6, 2, xojy unuumo, kopuctehn ce’npudmmxunMa GopMyama, Gufie

 deckonauno-Mana. IlepTypOaloHO KpeTame Ce KapakKTepuile efe=
menTuMa € 1 x° no -$pop. (6) § 6, 2. Mspauynamo nmu oBe enemenre,

HanasuMo Oe3 uKakBe Tewkofie jeHaunHe nepTypOanMOHOr KpeTama.

Paamenaiﬁo aBa creunujanHa ciydyaja. [Ipe cBera Ipernocra=

BUMO, Ja je yHap, KOju je NOpeMeruo Kperare, NPOMEHHO CaMmo

Spaune S, M Ny, He yruuyfin Ha Bennuuny 6psuHe T—To= 0. OOene=

JKIMO NpHpalrTaje, xoje cy nodune OpauHe Sp U Ny, ca A S5 M ANy, | J

(14) x3¢
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Jacuo je, ma ce y OBOM Ciyuajy jenaH o rpaHMYHUX YIOpeNHHKA.

nopemeheHor kperama MONYAapa Ca YUOpeIHUKOM X ==X'. Kocunyc

IINpUHE, KOjn onrosapa IpyroMm yHODeIHUKY U KOju odenexanaMo
ca x’+2¢ npema § 6, 2, nodnjaMmo, ako pewnMo jexHaYnHy Y — O

(6) § 6, 1, Y_Koiy MOpaMO CYNCTATYWUPATH HOBE BPENHOCTU KOHCTa=

nara Xo u I. Ilpupawraje Ax, u AT osux xoncTanara nspauyna=

BAMO IO cbop (1) u (2) § 6, 1. Ilonusom Y passujamo y pes kao
PyHKUM]Y OX X+ A Xq, T+AT u x4+ 2¢ Ilpn Tome Mory ce

3aHeMapyuTH BUWIE NMOTeHIMje Seckonadno-manux senuumaa Axg, AT
n 2e¢. Ha Taj naunn, modujamo

| . - = Y . dY | =dY
(15) Y (x +2e,xi+&xn,r+ﬁr]—260x, | AKO@XO | Arﬁ
~jep je Y (x' xg, T) =0 |
Jenuauuna Y[x 1 2¢, x5+ Axy, T-+AT) = naje
&XGaY l Al_-g
0 X, I
(16) 2e— - -
| Y
o x’

Kocunyc mupune cpezx}her ynopenuuka x° onpelyjemo no c}mpmynﬁ
(17) ' X(]: XII—[‘- €. B e e

Kag snamo A s, u An, namasumo € u x° no popmynama (16) u (17).

IlpernocraBumo cam, ma je ynap caonmruo Op3avHM T==0
npupamrtaj A To, HE NPOMEHMBIIM S, U N,. Y OBOM Cly4ajy ce Hu
jelaH O rpaHWuHAX ynopenuuxa uehe noknmanaTm ca ynmopenHuUKOM

x =X’, Koncranre x, m [ ocrajy Oe3 npomene, a xoHcranTra h'*
nodutie npupawraj A h.

Ogaj PUPAWITA) U3PAUYHABAMO [0 popmyn

(18) 13)2 &Tﬁ(l-—}{”]——-[h”“{—&h”—*){-—XO)[IW——‘!{ 2} —

= K-
[ ng —I—le}{u}{—r]

3a nanaxkeme rpaHuuHux ynopeasauxa nopemehenor kperamsa
mopaliemo pelnTy jeqHaunHy

19 X (x, h"g—[—Ah‘E]—-—[h”—kAh”-——-—x—xgl[l—-x)
(—byx2-+2b, x,x —I)2=-o0.

nnp, axo msbaummo h2 - A h*2 ﬁomohy ¢opmyne (18), jennaunuy

. . - ) .
- L PR ) r
vk s sy e s s LY St ! £ i R W T I

L8 L 0 1y TR T o o . Pl et S R o GRS M M el ot = ,-'.

ST T T LI PP T



. b3 e 1—x* B = o
(20) 5 i ;o1 x == [ by x4 2by xox — ) -

R — ) (A x—2%0) (¢ —x) box2 - 2b; xox — )2

[Towro mecHa CTpana oBe jeqHaunHe no GopMynu (5) § 6, 1 mopa
NMaTH KopeHe X ==X =— X ' X <! x ==x11I, moxxemo HanucaTiu

“2 K:_.

Cyncrurynpamo i X - x* - €, HanasuMo:

- 2 2 N P, N2
(22) 7 N bE AT/, [1 [X + € ) ]

© u_é K2 2 () —%" — g) [xM——&'—— €}

2 .
o1 P2 a2 xy) ==t e — xR (= X (x— 1)

[TowTo cy € u AT OecKOHAUHO=MANe BeINIHRE, nodufiemo, ako passu-
feMO MlecHy CTpaHy jelHaunHe (22) y pen, u ako ce 3aHemape Belu=
yuHe pena Bumer Of Apyror

bﬂ.ﬂﬁ,Tg‘V —1_}{;?
— MKV (x' — x1) (x'— x'1)

Ha Taj uaunu nmafiemo 3a xocunyce IPaHUYHUX YNOPEIHNKA M3pA3C
(24) x—x-}+¢ u x=x-—¢€

rpe ie 7 onpeheno gopmyom (23). Ynopenuuk X ==X’ dufie cpenmu
ynopenuuk nopemehenor xperatha (x* = x9). |

(2 3) E‘I‘I AT

— et —r

PacMoTpUMO ONWITH CIyuaj, Kaj ypgap Memba BeITuMHE CBWjY
GpauHa Sy, Ny, To==O. Obenexxumo npupamraje opuix OpsuHa ca
Asy, ANngn A1, [lpupauwraje AT u DX, OEPENHMO [0 popMynaMa,
D u2)§6,1,a npupamraj A h? no ¢opmynn

2
@5) P2 Al — )= [hh o b (¢ —xg— A% N1 X)) —

- b 7% -2 by (xo + A X)X — (F+ ﬁ\?)]g

Sa naHajaxemhe TPaHuYHUX YIOPEIHNAKA nopemefieHor kperama
mopafiemMo pemuTn jepHaduny

(26) X(x,h*—+4 4 h2, x, -+ 2 xq, T O N==o0 731% 8
e A2 (x—xo— O xPlA—x)—
[ byx®+2b, x(xo+ A x)) — (T ANF=o0

Ha wern Hauuy, xao u y npehammen cnyuajy, HanmiinMo OBy
jenHaunny y OONHMKY |

[T
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| _ e b A A 1T

(27) 522 Aag [l—3 =
s —v2 (x—x) (x—x'—2¢) (x—x"T—Ax") (x—x'— Ax!1)

Osne ce 2¢ onpehyje ¢dop. (16), a ca Ax!l u Axl CY O3HAUYCHU
ripupautTaju, Koje Aodujajy KopeHu xI p x' y mpeome cneumjannome

Cnyuajy Koja CMO paCMO’I’pHHH, To jecT, Kay je OHTy—o0. Cyncru-

rTympamo na x==x'— e-}- €, nobuhiemo

b2 & 15 (1 — x7)
k% u? v? (x — x — Ax) (x — xII Ay
Wiy ako ce saHemape Bennuune Tpelier m Bumux penmosa
by ATE(1—x%)
. <2 2 v2 (x — x11) (x — x!1)
Yrnopegumo nu dop. (29) u (23), HaNA3MUMO 3aBUCHOCT

(30) €2=¢?+ ¢

Jenuaunna (30) onpebyje ¢’. 3a kocunyce FpaHH‘-IHH}I yuopen=
HUKZ [OOHjeMO M3pas |

(31) x—=x"te—e€ n x==x"4e+€"
a 3a cpefmu VIIOpENHUK H3Dan

(32) x=x"¢

Mopumyne (30), (31) u (32) onpelyjy enemente nopemehenor
KpeTawkma Yy ONIITEeM Cllyuajy. Cyncruryupamo nu ose (popmyse y
jennaunne (13), (19) u (21) § 6, 2, nodBujamo jerHauuHe mnepry-
GauuoHor kperama y konaunom obmuky. llyrama Tauke M na mno-

. xperHnoj nontu je oxpehena ¢op. (13) n (19). |

Kang ynmnap wumuesasa, oHna aMIUINTYe Tpenepemna ¢ n
€ 9 (x°)
vV If (x{} _ XH) (XO _ XIII)

(33) i

(28) €2 —e?—=

(26 O —ds

TexXe Hynu, anu HEPHOILB_ Tpefnepemna

b.z Tt
kv |/ (x® — xI) (x° — XIII)

TeXW KOHA4HOj I'paHMLM. Oy r‘paﬂuuy 3payyHaBaMo yammajyhn y
ob63np, na je |

Z (x)

X

NT- (K - XH) (X III)

rae je Z (x) onﬁebeao dopmynom (9).
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Ha Taj vaunn nodwmjamo

b2 ™ ]/-1 - Xﬁz
kVZ (x)
Y cnyuajy, xax je x’ 6eckonauno dmucko +1, He MOMeMO ce

BULIE KOPUCTUTHU 32 u3pauynasame V ¢op. (19) § 6,2, jep onma ¢ (x0)
u @' (x’) nobujajy Secronauno-penuxe BpepHocTu. Mopahiemo yaern

jennaunny (14) § 6, 2 wu, xopucreliu ce ¢opmynom (13), mafin v,
y3€BlIN KBanparypy. |

Jenunaunne u enemente nepTypOANMOHOr KpeTarba MOMKEMO IO-
Oarm jowr m Ha npyrum uaumd, kopucrelin ce cnenefiom MetTonom. ¥

{34) w==

llpernocrasumo na je sanoBomen ycnos crabunnoctu xperara,
TO jecT pma je Z(x))o. 3a nanaxeme jenHaymsHa nepryplauuoHOr
Kperama 3amedumo y ¢op. (3)

X:KL_'*.&X hfﬂ:hiz_l_thQ I:“:I—__l‘l“b-l: Xﬂi301+630

e cy xq, h2, T, x, KOHCTaHTe, Koje onpeljyjy perynapny npeue-
-CHjy T, j- sanoBorhaBa]y y ClIOBE g

0 < B
(35) X (Xli h] ’ rl: X{}l): o '—X Y e

Jennauuna. (3) npuma 06JIHI{

d‘& “ . : * i ™\
(36) ( dt") :%X(xl—{—&x,hf—l—bh 2,

Passujemo y pen nmecmy crpany ose jemnaunme 3aHeMapUBIIN
BecxoHauno mane penuuune Tpefier pexa.

dAx)? «® | 06X | 1 , 07X
57) ( dt) b§{bx+&x ox, 2% ox2

rne je .,
(38) o X=X (x,h2+4dh3 | aT,xe 4 dx,)

Onwru vnrerpan jennaunne (37) rpaxuheso y odnuky

(39) A X == /\ xi -+ L sin (pt + a) rae je a NpOM3BO/bHA KOH=
craHra. N T -

" Routh. Die Dynamik der Systeme starrer Kérper. Band 1. Kapital VI
§ 257. Leipzig. 1898.




~ BpenHocT L ucro je peanna, jep je 8X%o.
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-
-

== —VIuakeso

3 D 2 4 () X 2
(40) L2p®cos®* (pt-+ u) 212 0% | L% sin® (pt—l o) +
== A2y xism(pt—fﬂa)—i-&xj

k? 0o X
bz dx,

Axy+Lsin(pt—+ «) EE__bX::c;ﬂ
_ . 2

3a onmpebusame L, p, A x, nodujamo cnepehie gpopmyne:

0 2 K FXL, K PX
- §H 1SS e YT 2b 0
2asX 1 dsX

(42) 2p*Ax L= - L £ oy ==

bé dX1 QPE b% aX]

(43) p*(L*+ L xp — QpZAx%"*bsz p° L“*“bng+p3Axf

[lowro cmo npe%noc:’raamnn na je Z(XQ)O, MOpaMO UMaTH
= X

0 x?

(o T.j ¢op. (41) naje 3a p peanny spenuocT. IIpema (43)

'\-.-_'. L~

Ysesmu y oBaup na je

(44) X — bgél'r"sm u_ bQ&T}(l—X
- u? k2 u? k>

X=—vZ{x— x ) (x — x) (x — xI)

71aKO MOYKEMO WU3BECTU CBe dopmyne (11) — (33) osor § u3s Ppopmyna

(34), (39), (42), (43) n (41).

Y rope HaBeneHOj LUCKYCHjH MU CMO W3OCTABWIU CNyyaj, Kaf, je

Y | ,
(45) ——=—o wm Z(x')=—o0
0x
Y oBome cnyuajy norpeSua je jenua ny®mba aHanmnsa, Koja HNaK
He npencrasipa Temkohe. lpernocrasumo pa je x‘ == x!V — x1 = xII,
Obenexnmo m1 x’ =xV=x" ca x; nako NO/1a3UMO O OBUX
yclosa: | |




75

Kag je y neprypdanuonom kpetamy

(46) My B AN

Onna je xperame crabwmno. Kan je y neprypBauuonom wkperamy

@7 x, <xW

L ———

KpeTame je nadumntio.

Ha Taj waunn y osoMm cayuajy nema wn anconyrae crabmi-
HOCTY, HATH anconyTHe nadunnoctu. Vs ¢op. (46) u (47) mosxkemo
[OOUTH aHaNUTHuKe YCIIOBE, KOje MOpajy 3aloBobaBaTH nepTypdas
Mje NpOM3BOJBHMX KOHCTaHaTa, Aa Ou KpeTawe uMano oOBaj WIK
OHaj KapakTep. |

Ha 6ucmo uncupnimm cse moryhe cnyuajese, mMopamo jowr cno=
menyTn cnyuaj kan je X =—=x!V=—=xM=—=xl Kperame je y opom
cny4ajy yBex cTadmiHoO. |

8§ 6, 4. HCBBI[OPBF}’JI&I)H& npenecuja.

HCEBILOPEI‘}TIIHPHY npenecujy, axo je moryhe, mo®ujamo, xan
NpeTnoCTABMMO, Ha je yraoHa Op3vHa TIHUPOCKONA OKO OCOBUHE
CAMeTpHje BenuumHa BeoMa BelMKa npema 6p3HH3M3 Sp U . [Ipema

S0 I
K K

pena. Ropucrebu ce dpopmuynava (1) n (2) § 6, 1, umahemo:
(1) Y'ﬂ —- X _“_AXG I::_bU Xfﬂ +2 bl X X;‘“‘_ &T

~ TO®e HeKa CYy pasjioMmu -—. ‘B — 6ECI{0HEI'-IHD=ME-1II€ BE€IIUYUHE IIPBOT -+

rae cy Ax, u AT Beckonauno-mane Benndmue npeor pena

Kid MK

CyncrHTpraMO ¢op. (1) y napasy (6) § 6, 1 za Y:

3) Y=2b,(x —x"+24%)(1—xH(A—x?)+
~+(—bg-xx" - 2b;x¢)- [— bo(l‘iﬂ—_r“'x;ﬂ)”k
-—{—lexg(}{——x’)—{—QZ}T]~{—(b{}xx"~—~r)[ﬁlblxxox"-m
—~(XL}-x’)(_box’.X—X’+2blxgx’—&T_)]

Haxou nekonuxo ynpowmhema noSmjamo mapas
4 Y=x—x)-Zx)+WE) rne je -
(5) Z(xX)=2b, (1 —x3)(1 — x4 ( by x X' 2b, xo)*+
+ x" (bgx x* — ) (— bo.XxFX’ —[—ij X))




0 T el PR ot el e —— e el b L e ——_—— - AT = - —_—— e S T e S i e —n ar _— ks — - o,
e el S R ke = P ﬂ
- 5 - . B X
[ -
; , : . g
.
=

76 | |
-_-_-ﬂfﬂl-— i - B o - mmpm—— T T R T e TR e =L TR e Ml == N R

(6) W (x)=4b, Ax,(1=x2)(1—x" )T B
+2Ar(—b0x+x +2bxp) + AT (x+4-x)(boxx’— 1)

Mopuyne (5) u (6) MOKeMO YNpOCTHATH, AKO 3aHEMAapuMoO y
npBOj GecKOHaYHO-Mane BeIuuYMHe NPBOT peAa, a y Lpyroj — Oecko=
HayHO-Mane BennuuHe apyror pepa. OBo WMaMO IpaBo VUMHHATH,
y3eBwn y o63up, na je Z(x) xonauna penuyuna, a W (x) — Becko-
HayHO-Mana BeNnMYMHA NPBOT pena.

(7)) Z(x)=(1—x%)[2b, (1 —x? | (— bp x4-X" 4 2 by x¢)°)

(8) W (x)=—=4Db, Ax,(1—x*(1—x")- | l
4 AT (—byx+x +2b; %) (2—xx'—x'%)

Pemasajyhn jenuauuny (4) Y ==0 onpebyjemo npyru rpanuuHn
ynopenuuk. Moryhsocer ncespoperynapue npeuecuje - nokasatiemo, |
axo nahemo, na ce rpanmunn ynopenuuuyu Hanase OeckoHayHo=6nucko |
jenan gpyrome, xag cy A xy, n O ¢op. (2) BenuunHe ECKOHAYHO= |
mane. [Ipencrasumo pa je KpeTdme, Koje pacMarpamo, nopemefieno o |
KpeTame HeKOr I'paHHYHOr ciyuvaja, kag cy AX,=—0 AT =0 n
W(x)=0, 1 npuvMenuMo ycCJOB 3ajer naparpaga o cTabuIHOCTH
kperama. Dynkuuja Z(x) nosutmsna je 3a x==- . Ocum Tora
je Z(x)) 0. Tipema Tome no ¢op. (4) kperame ypex umMa CTaduiiy
“KapaxkTep, TO -jécT, I'paBM4YHN YNOpeIHUUM TeXe, ha Ce [oKJanajy,
xam Oxo m AT Texxe Hynu. Ha Taj nauun, norpedaH je u LOBOJbaAH
yCIOB 3a INCEBXOperysapny mnpelecnjy nocra senuxo nosehasame
yraone Op3uHe THpPOCKOMNa.

[lomto ce y cnyuajy ncesmoperyinapHe npeuecn]e nyTatba
Tauke M uanasu uameby nBa OeckoHayno O/MCKA YNOpeIHMKA, MO=
KEeMO Ce KOpUCTHTH npudmmwxnum ¢opmynama § 6, 2. TTosnasajyhin
Axyu AT dop. (2) nspauynamo enemenTte kperama € u X°. Cyncri-
Tyupamo 3arnM foOmBene wuspase y ¢op. (13), (19) n (21) § 6, 2
11 naljemo KoHaune jennasviHe NCEBAOPCTyapHe INpenecuje.

Kocnayc mmpmue npyror rpaHudHoOr ynopenHuka OXpenHMo
no ¢opmynu (4) u3 jeaHaynHe:

W (x}
Z (x)

(9 x—x'==

‘Cyncrarynpamo x' —x=2¢ (6) § 6, 2

; __’W(x'-—?e)
gl A= Z (x' —2¢)
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-l
— - - -

‘cnyyaj, kan je limx=—o.

T r——— i i —— =k .

- Passnjemo necny crpany osor nspasa y pen. Ako ce zaHemape
BeJIMuYMHEe IpYyror pena, nodujemMo |

4by Axg(1 —x?P+4AT(1—x?)(—box-+bix)

(1 —x?)[2b, (1 —x"*)+ 4 (— box’ 4~ by x¢)] o
(12) €= Oxoby(1-—x7%) 14 I—(——- 0o X +b1x0)

b, (1 x2) F 2 (— box' + by x)°

Kocunyc munpune cpexrser ynopenHuka OApeauMo no GopMy ik
(13) x"=x"—c¢ |
Mapaqyﬂaima jom mepuony Tpenepema
| bc} Tl

‘WV (x0 — %) (x° ' — X1 |

(11) 2e=—

(14) w=

Axo ce sanemape ©OeckonauHe Maje BeIMYMHE MIPBOr pena,
MOXKEMO HarnucaTu

: Z(x")
0 I (w0 wHI} —— _
(15) (0 —x) (" — X = = s
NI _OIL'&IBILE |
(16) w— Dy
~ k|/2b, ( l—mx”] -4 (—bex'4byxg)* 7

CYHCTHT}?HPE!MO nu cpoP (12) (13) u (15) y cI30p (13), (19)
u (21) § 6, 2, noduhemo wonauue yenﬂaqﬂﬂe nceppoperynapHe lpe=
necuje y HajonurrujeM cnyqa;y

8§ 6, 5. KoTp/pame Jjgonre mo cgepH.

Kan yraona &psuna rupockomna OKO OCOBMHE CHMETPHje TeXu
HYJI, OHJA C€ KOTPIhbailhe I'MPOCKOIICKE NONTe CBOLU Ha KOTpPharme
oBuyue nonrte. PacMmorpumo jenuayuue rnase [V 3a oBaj rpanuynn

"o

M3 popmyna (5), (9) u (14) § 4, 4 wusnasy, na NpoM3BOAM
KXo, kK I, Kh’ Texe xoHauHOj rpaHuLy, KA K TEXHU nym. O8enexumo.

(1) lim Ml{}i{D ==

rae cy a, b, | HoBe nponsBOBEHE KOHCTAHTE:
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. Vaesmn y 0d3up, 1a je limkcosu == 0, noduliemous ¢op. (3)§4,4-° "
(2) n=—n,= const. ’ |
Mopuyna (7) § 4. 4 noduja odnuk
(3) b,s.sinu=—ax-+Db
a ¢opmyna (12) § 4, 4 comM Ce Ha jefHAYUHY
(4) bir’sinfu-—=1*{1— x%)— (ax + b)*
Bpeme nanasumo Keanparypom

~ (5) (g_ﬂ_ bZp?=—X roe je

(6) X——x?(a>+ 1)) —2xab~ (I°— b7

HuckpuMunasta sanmer uspasa

(7) A2=(az-F 1) (P—Db?)ta*b?’=](a"+ I2 — b?)
nosuTMBHA je, jep jenHauypHa X — O I«ma JBa CTBapHa KopeHa Yy
unrepsany +—1 n — 1.

CyrnicTuTyupamo |

(8) x(a®4-13)+ab=z)a* -2

Onpa us jennauude (J) nodnjamo

dt 1 dz
(9) b — s 1 2/ 2 G & SR
5 M i a>—- l_, ,r a\ ., '%‘2,:2 G R DR, B
Cat-1*
Uuterpuuiemo 1y, HanasnMmo Ja je
t 1 L zla®-+1?
{10) e e = arc sin zja 1 ATV
by Jaz-} I AN
A . [a* -1
(11) z-—= sml -+ 1§ 2104

[a* - 12 b,
12) x(@*+P)-+ab=~0smat rae je

| - ]jfa2 + i2
(13) =

Cdemlyﬁy (25) § 4, 4 npennmuMoO y OONUKY

(14) dv=— ax +- b__. dx nu
1—x3)) X

_ ____ax+b _“_[a“‘l'“b‘ 1 - _#E:b 1 )
(15) byudv==ET2de= 212 = 252 et
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-
o i T e o,

e —— PE— T ]

-nmr.-i.p- e e e ' B mee PUST o PV S SRS | N
Cynerarynpamo nu opne (}JOpmyny (12) y mecro x, modmhemo

| o 2+I2 (a+bjdt | (a—Db)dt _
{16) W oy = [al-ﬂ-—-sm at ' a, — sin at} rAe e
4 2 _ a2 12
(17) a]“e —+1?—+4ab ag:ng B ]
VAN A

Y3sesmu y oB3up jeaqHakoCTH

[ PR et [ B
4 A

(1 8). a? —

UHTerpummMo mnapas (16) no gopmynn |
- dt 1 1—a;sinat

(19) ,J31 i — oz 1 arc tg cosat.Val—1
Vimahiemo
R s T =
—+- arctg cle)s . taia rzlgnitl} - const
Hajzan, na ¢op. (3) § 4, 5 noBujamo - =
@21) tgh—_ ax b

P — ) — (ax b _
Cyncraurynpamo nu ¢op. (2) y dop. (8) § 4, 3, Hanasumo:
(22) vy =u%=const. |
3a uanaxeme Vy ysmumMo obpasan (10) § 4; 5, KOju naje
u’ 12 ] __FP

QAb;ul—smuﬂ jep je lim[F] (x) - k2| =—

(23) v,=—
- u

L.

Viurerpanmjom nanasumo

(24) vy=—ct-+d rie je

(25) c= I

Dopmynama (12), (20), (21), (22) u (24) ﬁemaaa ce Yy KOHAYHOM
oOnuxy npobnem o KOTpIramy nonTe no cdepu. Kao mro supumo, oso
KpeTame ce MOXe pacMaTpary, Kao rpaHiMydy ClIy4aj Haler npodneMa.

i

L L =
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ey p—— g = TR R i~ I S i T

§ 6, 6 ICT&I‘[H_OH&_pHO kperame. IlepTypoanoHOo Kperambe.

~ CraunuosapHo KkpeTame [MPOCKOIICKE NorTe Nodujamo, Kaj nper=
JoCTaBUMO Ja je | |

(1) s==s,=—o0, n=—=-—#8=const. T=Tp=0 U==O0

X‘_,__—‘XJL“: IV_—— : 1 ‘{,Fx(), COSUi-——— i 1; ‘{fi::.?o%'

— = N

Oso kperame je moryhe, jep OHO 3a/10BOJpaBa AudepeHuyjanie jegHas=

unHe KpeTamsa ua rase V. Tauka M je Hemokperna ¥ noknama ce
ca I1OJIOM THpPOCKOIICKE JIONTE, xoja ce oOplie ca KOHCTaHTHOM yra=

oHOM OpaMHOM OKO y TpOCTOpY HEINOKpeTHE OCOBHHE rupocKona.

Vcnose, koje mopajy y OBOM cly4ajy 3anoBoJba@BaTH KOHCTAHTE

x,, h‘, [, modufiemo, ako CYyNCTUTYHpaMO ¥ jen. (2} m (3} § 6, 1
SG:O I XI e ; 1

(2) —bo+2b;x— T =0
- (3) h'? == (1 —x¢)*

3anma jefHaunHa p3pakasa ycios, Jia jemnaunna X=-0 (4] § 6,1
uMa nBocTpyku koper X — 1.

3a npeunwhasame CTAOUITHOCTH CTAUAOHAPHOT KpeTama pa=
CMOTDEC NMEepTypOanvoHO  KpeTabe. Tlopemerumo xperame nomohy
&OuUHOT yaapa, GeCKOHAYHO-MAaNo NpOMEeHNBIIN 6p3HHy.'f0:: 0. [Iper-=
NoCTaBUMO, Ha yraoHa Opauna oKQggiopMale N, Huje nopemeliena,
jep mopemefiere ose ©OpsuHe U OHAKO He Hapylnasa CTabuNHOCT
Kperama. laja nepTypbaunona cuma nefie MpoMeHU TN KOHCTAHTY X
[Tpupamraj xoHcTanTe h'2 oBenexumo ca A h'? u onpenumo us jenHa=
unue {12) § 4, 4.: |

2. _

22T 0b, [h'g fe ] i xn]ﬂ}

(4)

koja mpema gopuymu (3) npuma odnux

5) Ahr=23T

S 2 urx®

1> K2

3a Hanaxerme KOCUOyca LIMpHHE APYTor yNOpeNHuKa He MO=

swemo ce pume xopucTutu jenmaumuom (5) § 6, 1 3dor: paxrTopa
(1 —x'3}, xoju y mwy ylasd.

* Tlame fiemo TIPeTHOCTABIHATH, AA je X' == - 1. Cie ¢opmyie OBOTI napa=
rpada TaKo je NpUMEHUTH y CIydajy, Kam je X'== — 1.
ba je mp
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= i = s

-,

-Mopaheuo y3eru Hoquﬁy jemiaq;my X=0 ¢op. (4) § 6,1. Osna
jemHa4YnHa MOpa mMaru Kopen x'—--1, orkys usnasm ycnos (2).

MsBauumo mu koucranty [ nomofiy osor ycnosa, notujamo
- »

(6) X=—(1—x)Y rpe je

(7) Y:=2b,(h2 4 Ah? =) (1 -} x) —
_“_[1 _*“X] [bol +X_2b1XU]2

Ycnos (3) uspaxara, ma 3a Ah’2=—o jefnaunHa Y == 0O HMa KOpeH
Xe=R = . C}TI'IPTHTYHPHMO m1 h*? u3 dop. (3), nmahemo

8 Y= [1+——X]Z+2b (1 -+ x) Ah* rue je |
(9) Z=2b,(14+x—2x)(1+x)— (b To-x— 2b, x,)° wme

(10)  Z(x) —— (b — 2by) (1 +x)* -+
44 (1 ) (bb, —by) — 4b?x3

JHuckpumunanra A osor uspasa je nerarmsua

(1) A —(byby —by)? —b? (b2 — 2by) —
— b, (b, — 2 b, b, - 2b7) (o

[Ipema Tome I{BEI,H,I)ETHH icaHaunHa 7. O HemMa COTBapHMX KOpeHa.

Kopucrehu ce ycnosom crabunuocrtn kperama § 6, 3, onasne
JONasuMo 1O 3aK/byyKa, [a KpeTaibe y OBOM CIyuajy yBeK nMa
c*rafimmﬁ KapakTep.

Cyncruryupamo y jemuaunny Ymo (8)
(12) xV=1—2¢

1 godujemo

- - 2[1“—6]&}):3‘
2SS Z(1—2¢
Vinu axo .cé: 3areMape OeCKOHauHO-Majle BeJIMYUHE BUHIKX penosa
| LA
(14) = 22&[5 . unm
Ah?
15 = 5
T b, (=) — (b — by

3a nanaxeme HPUSIMKHUX jefHAYAHA KpeTarma MOXXEMO Ce
xopuctutu § 6,2. Mopmyny (13) § 6,2 MOJKEMO. [IPUMEHHTH U Yy
‘3agaToOM cayuajy

Hemuruko: Kotpihame Bes ransamna




— s = Smkal Lol iy —
LS A

‘FF -l dh" == R, T m—— T R

= (16) x=x’— esm-~ rae je

b,

kv o fx? — xM) (x% —x

17) x*=1—e  w==

III]

Homo’hy_(pc)p. (12) u (17) npeocdpasuMo jen. (16) na cnenehu HauwH

_xlV
(18) 1._.3_—-1 QX (1-—-sinT_fﬂ

.

mau pauyHajyhu Bpeme on TpeHyTKa, Kal je x=x"=——1

.

IV
(19) 1_}{——1 2}: (l——-cosﬂ)

CyncrurynpaMo v y 3auiby dopmyny

X == COS U xIV = cos u'V By
- mobunjaMo |
| 1Y
o R | o1t
(20 sin — — SIN — * SIN 57—
V9 2 2 2w

Vaesun y oOsup, na cy yraoBu U ¥ U'Y BpIO Mand, MOXeEMO

HANOHUCcaTu
it

21 u=—=ulV-sin 57—
(al) 2w
3a mpaqyﬂaﬂafbe V Y3MHAMO (i)o {19, 87672, y Kkojoj 3a @ (x)

MopaMo cal, yse‘rﬂ u3pas

22) o t)="et! _t:]_: =y

U npema TOMeE

-bl X0

(23) @ (1) =be — by xy ' (1) = 5

Ha Taj HaunsH nodujamo, yseswn 3a MOYETAK BpeMeHa TpeHyTak,

xan je x —=x' =1

L _}i. L _ o b1 Xg- o 3 _TE__
(24) v_b2 (by — by xg]t—keﬂv]( i ___xm] sin 5~
[leprony 2w uspayyHaBaMo, ysesuy y obsup, na je
(25)  Z{x)=—v%(x —x") (x — x]
KOPHCTehH ce c]Jop (10) (17), no6u1amo |

z'é'lf(bu b, .x{,)ﬁ 2b, (1 — X .

b : LR B LU Vo sl e .

. . RO I TOL T A e sl A o R o] i .

AR | L Y st g -l-"r'-'i'.l g k -t -: i :- ) B .Iq.-.l = - 4 aalr
. . . ¢
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8§ 6, 7. OIIJIH‘IHTE'TpajBRTOPHjB.

V npeljamnuM cmo naparpaguma pacMOTPUIN HU3 CIIELUjaJIHUX
cnydajeBa KpeTama IMPOCKOINCKeE JIONITe, KOjH Ce peliapajy y efleMeH=
rapuuM ¢yuxupjama. Mopamo jour cnomenyTu cnydaj, kaj je x!'—x!t,
a Tauka nopupa M ocuunmpa usmehy ynopennuxa x' u x!V. Osaj ce
cnyuyaj Takohe cBoam Ha enemenrapue xkpagpartype. He sanpxasajyhn
ce Ha BEeMy, Y3MUMO Ccajl y NpeTpec nurame O OMIMUNUTUM Tpajek=
TOpUjaMa KpeTama, TO jeCT O OHWM TPajeKTOphjaMa, Koje He 3aBuce
Ofi moueTHE eHepruje cucTema.”

3a MonasHy Tayky HAWNX UCTPAKUBAIbA Y3MUMO OudepeHIy=
janHe jenuaumne kperama (14), (15) n (16) § 4, 3, jennaunne (7),
(8) u (9) 8§ 4, 2 u jenuaunue sesa (2) u (3) § 4, 2. Cyncruryu=
pamMo Ju y nudepennyjanuum jeaHauyndaMa kpetamwa (14), (15) n (16)
§ 4,3 uspase (7), (8) u (9) § 4,2 u xopucrumo nu ce ¢gop. (2) u
(3) § 4, 2, noduhemo jemaunne odnuka

d?v |
dez K. + KV
- d*u {é} (1)
(1) - =KP+ K
d? {_} o (2} | {1} : N i I3
d ti?. - Kf}-_ + Kf}

2) 12 2 - : |
rae cy K K u K{ ; KBaJpaTHe XoMorene pynxuuje, a K, K u

\ . Lo
K( ) nuHeapre xoMorene QyHkLuje Opsuna u, v, 9. Ipu rome npume-
TUMO, na je | |

) KO ____kT1cocu (3) KP— k (s cos u -~ n sin uj
- T P u sin u N Pu
y - kTSIinu o
(4 KV= A cosuK{ — wetgu, cos 9 KPP —
. — u’ ctgu, sin $ K

ySMHMO 33 HE3aBACHY HPOMEHII)HB)I BeJIUYUNY V. OH,ILEI nmahemo:

d*u_ d?u. o .
(5) dt* dv? +dv

* Painlevé. Sur les mouvemenis ef les trajectoires réels des systémes.
Bulletin de la socielé mathématique de France. 1894. Paris. Bﬂlmﬁv;tch Sur
les trajecioires d’un systéme non-holonome. Comptes rendus. 1916.°
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M CIMYHO 3a g je v ;EFEV - - |
: g2 0 The je V:"Eﬁ?" Onasne

o

© ¢ (ko — g K?)+ (i — g8 K¢
d v? . | v

O6enexumo np

7 u o X (2) '3- . X(2 (1)
(7)) =K sr=K®. &g
nobnhemo
j L e
- d l:: Kz(?) du Kx_(?) { | dv Kv
- dv? dv ™V 1
® iy

s . , .
i | depennujanue JelHauuHe Tpajexropuje HamasuMo, axo ﬁaéaunmo

Bpeme us ¢op. (8) u uz gop. (9 )
].EMO iennaumne ¢ P ( )H (3) § 4,2. Ha Taj) Ha[_IHH nodu=

du,

do, . u ., o, .
T ™" usm%}dv - u’ sinucos §
) «inn 9Vi_ du , - :
(9) sinu, To =0 cos%}dv - u’ sinu sin §
' Yo ¥y
(10) 'X';* —— —fa'- rae j'e
d*u , d '
X s ] qu(z) x(2) '
. = L _ X{1 du X
dV2 dv K“ l-P‘u"_'_ Ku() dV Kv(l) H T, J -
Hugepen j L
$epenuupajmMo jennakoct v - " Hafu fiemo
d ;. : 2
a; vZ QV e (K:(2)- | u II KI(I) q"u) .
| : v i a
ay Sh_ et | e
Codvx,. T oy, T

CREAba jenHayuHa je Tpeher. pena no u. Jenuaunpe (9), (10)-- _y
) | : -' : ; R ,.'. I .F: '-

e " Saleiey = gt
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(11) cy nudepennumjante jeqnaunHe TpajeKTOpHja cAcTema. Ibuxosu

ONIITH MHTErpanu 3aBuce Ol ceram npomﬂdmﬂﬁx KOHCTHHaTa.-

| Axo je cucrem (9) (10), (11) MHTErpUcaH, 7. j. axo cy [103HATE
4, 3, uy, v, vy OyHKUMjU V 1 cedaM HpomaBomme KOHCTaHaTa, OHIIEI

Bpeme t Hanasnmo RBaILPﬂTY POM

(12) t— J )
| X,,
Ilsa kperara, Koja ce pasnyukyjy Camo CBOjUM NOYETKOM, CMATpa=
fiemo xao mcroserna. Ya Taj ycnos sanaTi cucCTeMm TpajekTopuja 1o
A
¢op. (12) y onwrem cnyyajy fomymra caMO jelnHO KpeTarse.

| = L}Ju W{:}
Ogaj je: 3afc.rbyqaﬂ: [orpelan, Kajg pasmepe. x B g noGujy
.Heonpe‘leHH oénm{ % Oﬂann're (remarquable) TpajexTopuje ce,

1pemMa Paln]eve-y, 308y one Tpa]em opn;e I{O]e 33,11030&353]}7 OBa]

YCJIOB, T. |. jenHauuHe:
(13) X, ._'-—'—_'X{:} —— O

(14) W, =V¥g=o0

Y ommurem cnyuajy ycroBH (13) o (14} HUCY carnacu. . Kan cy
onnuunTe TpajexTopuje moryhe, nanasnmo nx mwerpncarbeu cucTeMma

(14) u (9) npeor pena. Onasne u3nasu, Ha OFNUYNTE TpajekTopuje
MOrY 3aBUCETH CaMO OJL YeTHPH NPOU3BOJbHE KoHCTaHTe. AKO Cy
IIO3HaTe ONJIINYUTE Tpa]EI{TC}pH]e, TO ;ec*r 4KO Cy rosHaTte u, 3, Uy, V1
Yy ¢yHcimju Vv, OHLA CyNCTATYLMjOM BMXOBUX BPeAHOCTH y HHTE‘.-

:rpany KUBE CHUNe (10) § 4, 3, Hamasumo ' BpeMe ltﬂanpa'rypom

[F(v) U pioy . 29
(15) jdv e roe je F[V]-—Vf_

M3 nocnenme dopmye .43na3p1 na je na ozmﬂqﬂ'rwm Tp’aJEI{~
TopujaMa moryhe 6esdpojtio MHOILITBO pasnuqnﬂm KpeTama, Koja
ONIroBapajy pasiuuMTHM BPeIHOCTMMA KOHCTaHTe xube cuile h. OBa
KpeTatha MOLY 3aBHCeTH CAaMO Of IIEeCT NPOM3BOIBHAX KOHCTAHATA:

YeTHpU ITPOU3BOIbHE KOHCTAHTE OMJINYMTHNX Tpajea"ropm]a, KOHCTAHTE -

sxuBe cuwie h u koHcranTe nuTerpanyje gop. (15).
Pacmorpumo perynapHy npenecujy C TINIEANNITa OMIMYNTHX

TpajexTopunia. Onumrre: pelerse npoénema o KO‘I‘pJ’babe rﬂpocmncxe-

JNOIITE N0 C(i)epﬂ 3aBMCH O]l OCaM NPOMU3BOBHUX KOHCTaHAaTa. Y cny-=

'

L e a4 BL tiin B (S o e ey U, S T
"'f..-.:. e
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‘yajy, Kax je 3aJOBO/bEH YCIOB (2) § 6, 3, umamo perynapny npe-
necHjy, kOja Ha Taj HaYWH 32aBUCH O 7 NpOM3BOBHUX KOHCTAHATA.
Opnapne ¥371a3y, 0a y OMIITEM Clyuajy He MOry CBaKoOj perynapHOj
npenecuju ONroBapaTH ONNMYMTE TPajeKTopuje. Mu mopamo yBecTH
om 6ap jeJiHO Orpannyee Ha MPOMU3BOJbHE KOHCTaHTe, Na TeK OHJIA,
Moxna, nobujeMo omnmumre TpajekTopuje. OBy HOBY BE3y nzmelyy
[POM3BOTBHUX KOHCTAHATA HANasuMoO, aKo CyncTMTyHMpaMo jeqHaAUUHY

(5) § 6,3 y ycnosuma (14).

Ha Taj naumn umafiemo jegnaunny
(16) K® — 78417

s, COS U, - n,sinuy==0 WM nocne CyncTuTyupara Gopmya
(7) u (8) § 4,2 T

(17) n sih 11, COS Uy Vo — Sin u, (Cos up vy~ .corvs UyoVi0) = 0O
O,;ia ﬁ;le, xopucTehu cé dop. (3) § 4, 2, ndéﬂiamo -
1 Sin U, COS U, vV, — Sin g, (cos vy - Vo - sinug ctg Uyo 1 Vo) — O N
(18) sinuy- sin (49— uy0) =o0-

[Ipsa nBa xOpeHa oOBe-jeqHAYUHE Uy=—O0,T.... najy cnyuaj
CTAIMOHAPHOT KPETama, O YEeMY L7 MMOXEMU FBepHTH M HENOCPENHO,
xopucrehin ce jemsaunnama (14). sa npyra xopena

(19) uy=—uy n u0::u10+ﬂ

najy noTpedaH W IOBOMAH YCIIOB, Y3 KOjA PerynapHoj npeuecmju
3aucTa OfAropapajy. onnuuure TpajekTopuje, T. j. Kal je 3311_03011:3&
jeman on ycnosa (19), onnma je na TpajexropujaMa peryiapHhe Ipe=
necuje moryhe 6e36pojiio MHOWITBO KpeTamha, Koja onrosapajy pas=
JIAYHUIM IBPEI?.HOC‘I‘HM& NMoYeTHE €eHEeprije rupOCKOICKe JIONTE. Ose
TpajekTopMje perynapHe npenecuje 3asuce oJ YeTHPU NpON3BOJBHE
woucranrte.* Ilpema rome one cy onure pellei-e CHCTeMa jefHaYnHa
(9) u (14), xoje kapakreprily ORNIAYUTE rpajexTopuje. Ha Taj naunn
[ONa3uMO A0 3aK/bydKa:

* () oBoMe Ce MOXEMO YBEPUTH M HEIIOCPeiHO. 301Iba, MOMIOXKA] HENOKpeTHE
ocopune Oy Z;, koja ce HOAyJapa Ca MOMEHTOM KONHUYHMHA KPEeTarba MHPOCKONCKE
NOTiTe OCHOCHO Tauke M, 3asucy OJ JiBe NpOM3BOIbHE KOHCTAHTE; IIHMpHHE yMO=
PelHMKA Up == Ujo AAjy Tpeliy NpOM3BOBHY KOHCTAHTY M Hajsal, aaBUcHOCT HaMely
xoopayHaTa v H vy oapeljyje ce ueTBpTOM NPOU3BOLHOM KOHCTaHTOM,
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Y cnyuajy Kﬁ‘rpmarba. THPOCKOIICKE JIOIITE OJIAUNTe 'rpajezc#
Topuje Cy TpajexTopuje perynapHe lpeuecuje, Koje 3amoBOIbaBajy

ycnos (19).

- Venos (19) mspaxkasa, Aa je ocoBUMHA TMPOCKOIA Y TOKY Kpe=

Tasha Mapanefia ca HenokperHoM y npocropy ocosunom Oy Z;.

Y cnyuajy koTphama npocre cdepe 1o chepu TO jecT Kax,
je x == o0, jenmauuna (16) npema (3) je MHAEHTUYHO 3aNOBOIbEHA.
IlTpema Tome y oBoM ciyuajy CBe Cy TpajeKTOpHje perynapiux npe=
necuja ONAHYUTE TpajeKkTopuje.

Bacuimdje leMIeHKO

x 7'!'\. 1.-- :':.. I-‘-,é::'l-.l‘}il }_ : :

s e mwgmoeed Tt O
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ROULEMENT SANS GLISSEMENT D UNE BALLE
GYROSCOPIQUE SUR - UNE SPHERE
- PAR V DEMTCHENKO o

(Resume)

Dans ce traité nous étudions le probléme du roulement sans

glissement de la balle gyroscopique sur la sphére, ce qui est 'un

des problémes spéciaux du roulement des corps gyroscopiques
sur une surface. Les trois premiers chapitres sont d un caractere

général et contiennent la cinématique et la dynamique d'un COrps
roulant. Dans les trois derniers chapitres, qui forment la partie -

la plus grande et spéciale du traité, est donnée la solution et

Vanalyse du probléme posé. La plupart des peu nombreux
problémes du roulemet d’une surface sur une autre, qui

Etaient jusqu’a présent discutés, se rapportent aux trois cas

spéciaix, ¢ est a dire: au roulement d’ une surface sur une plaine, *

au roulement d’'une balle sur une surface® et au roulement d’une
surface sur une sphére. La théorie compleéte des problemes de
la derniére sorte est donnée par le professeur Voronetz.™

L’ application des parameétres proposés par C. Neumann™

est trés utile dans tous les problémes du roulement d une sur-
face sur une autre. Supposons qu’un corps solide T, limité par
~une surface S, roule sur une surface fixe S,. Désignons les

paramétres de Gauss de la surface S; par u, et v, et ceux de

la surface S par u et v. Prenons pour les lignes coordonneées

leurs lignes de courbure. Construisons au point du contact M
deux triédres gauches Muvn et Mu, v;n,, dont les premiers axes

coincident ayec les directions positives des lignes coordonnees
u et v ou bien u, et v,. Les coordonnées de Neumann du corps

* Voir Routh. A treatise on the dynamics of a system of rigid bodies.
Chap. V Part. 1l |

** Uber die Bewegung eines starren Kérpers... Math. An. 70 B. 1911,

*= Grundziige der analytischen Mechanik. Leipziger Berichte 1899.
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T sont: les coordonnées courbes de Gauss u, et v, du pﬂSTnt M
“sur la surface S,, les coordonnées courbes de Gauss u et v du
point M sur la surface S et langle ¥ enire les axes v, et u
(voir la figure 1 page 3). Désignons les projections de la vitesse
anguliere w du corps T sur les axes Muvn par s, 1, n. En se
servant de la théorie des surfaces, nous recevons pour s, T, n
les expressions (8) et (9) § 1,2 (page 4). Soient ! et v les vitesses
absolue et relative (par rapport au corps T) du. pomt M. Sile
corps roule sans. glisser, alors on.a .-

.(-1) ol =

'En.projetant cette équation vector:elle sur les axes Mu et My,
nous recevons les formules (1) § 1, 3 (page 7). ‘Ce sont les lizisons
différentielles, qui agissent siiiv'le corps roulant sans'glissement.

-Désignons le vecteur de la quanhte de mouverment du Corps
‘T par Mt et le vecteur du moment:des Quaiitités de mouvement
autour-du péle M par G™,- Les réactions des liaisons ne ‘donnent
pas de moment autour du pble’ M Par’ consédtient, en se servant
~ dela loi du moment des quantités de mouverfignt et en prenant

- en considération, que n1~—b nous recevéns L equ.atlon =

@ G =y
ou Lo est le moment autour. du pole: M des forceﬁj qu1 aglssent
I,sur le corps. solide. De cette. facon..on résout le probléme du
mulement sans glissement . d’un. corps: solide sur . une surface
. constante par I'intégration du systéme de huit équations différen-
’tlelles du premier ordre, a savoir:. des.équations. (2) et des équa-
tions (1)31,3et(9) §1,2. Ce systeme détermine huit fonctmns
,mconnues du temps. t: u, v, uy, vy,:9,.8,.7, n | :

~ Les équations de mouvement d’un corps solide roulant que
nous avons . recues, - peuvent., étre généralisées ,au cas, ou un
gyroscope . symétrique - se trouve  dans. lintérieur: du: corps T.

"‘.EJ...l"

Supposons, que I'axe du gyroscope coincide avec ’un des. -axes

principaux centraux..du .corps T .et -que .s,mg-,.._centr_e_ de gravité
coincide avec le centre de gravité du .corps:T. Supposons encore,

que les forces appliquées. sur le gyroscope ne. donnent pas.du-

moment autour, de I'axe du gyroscope,  c¢’est .a' dire, que.le.mo-
‘ment des quantités de, mouvement x du gyroscope ‘autour. de son

axe soit constant. L.e moment des ‘quantités, de: mouvement. du

systeme du gyroscope et du, corps gyroscopique- autour du pdle

. —— —— -
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= M est donné par |’expression: GM | x, ou G™ est le moment

| des quantités de mouvement du systéme, si la rotation du gyro-
scope autour de 'axe était zéro. En prenant en consideration,
que «-= [wx], nous recevons I’ équation o -

3 G e ]

o M est la quantité de mouvement du systéme du gyroscope €
du corps gyroscopique. | |

Les équations différentielles du roulement sans glissement
d’une surface sur une autre peuvent ¢éire regues aussi des prin-
cipes généraux de la dynamique. Mais les principes intégraux de
Hamilton, l.agrange, ‘Helmholtz ne peuvent ¢tre appliqués dans
le cas de roulement sans glissement, puisque le corps est dans.
ce cas soumis aux liaisons différentielles. L.e professeur Voronetz
a donné un principe intégral d’un caraciére trés général, lequel
peut étre appliqué aux systémes holonomes et aux systémes non-
‘holonomes. Ce principe est trés propre a résoudre les problémes
de roulement d’un corps sur une surface fixe. Dans le troisiéme:
chapitre nous I’avons recu du principe de D’Alembert et |'avons.
appliqué a la solution de notre probléme.

On résout le probléme général du roulement sans glissement
d’un corps gyroscopigue sur une surface sous les conditions.
mentionnées sur la position du gyroscope par intégration de
huit équations 'du premier ordre, c’'est a dire: des équations (3);
des équations (1) § 1,3 et des équations (9) § 1,2, Ce systéme

" détermine huit fonctions inconnues de temps: u. v, Uy, Vi, 9, S,
r. n. La solution de ce probléme général devient. beaucoup plus
simple pour le cas, ou le corps gyroscopique est limité par une
surface de révolution, dont I’axe coincide avec l'axe du.gyroscope,
et si Iellipsoide central d’inertie du corps gyroscopique est
e llipsoide de révolution, dont I’axe coincide aussi avec l'axe: .

du gyroscope. | | o

Le probiéme du roulement de ce corps gyroscopique de
révolution sur une plaine se réduit a Pintégration d’une équation
linéaire non-homogéne du deuxiéme ordre et a une quadrature:
dans le cas, ou les forces ont une résultante appliquée au centre
de gravité du systeme, ne dépendant que de la distance du.

 centre de gravité de la plaine du roulement et normale sur cette

plaine. Si le corps gyroscopique est une balle, dont le centre.

F.F_ =-in --i':é.*‘-
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~..de gravité coincide avec le centre géométrique, le probléme se
resout par les quadratures. Ces quadratures deviennent ellipti-
ques: 1° si Dellipsoide central d'inertie de la balle est
une sphére et 2° si le moment d’inertie de la balle autour de.
axe de rotation du gyroscope est égal &4 la somme des mo-
ments d'inertie de la balle et du gyroscope autour de |'axe.
normale sur I’axe de rotation du gyroscope. Le premier probléme
est résolu par le professeur Bobiloff,* le second par le professeur
- Joukovsky ** | | -

| Le probléme du roulement d'un corps gyroscopique de
révolution sur une sphére se réduit a I'intégration d’une équation
~ non-homogene lindaire du deuxiéme ordre, a I'intégration d’une

‘équation .de Riccati et a4 une quadrature dans le cas; si les for-
ces ont une résultante appliquée au centre de gravité du systéme
ne dépendant. gie de la. distance du cenire de gravité au centre-
de la balle immobile et dirigée vers ce centre. Si le COrps: gyro-
'sc_t;:u._pigue est une balle, dont le centre de gravité coincide avec
le centre géontétrique, on résout le probleme par les quadratures..
Enfin, si la position de la masse de la balle et duy gyroscope
satisfait les c:jﬁ'ﬂiltiijﬁs_ de Joukovsky, ces quadratures deviennent
‘elliptiques. C’est ce dernier probléme qui est le sujct ‘de la: particen.
spéciale de notre traité. _ ' ' |
-~ Prenons conime coordonnées u, v, u; et v, le complément
de la latitlid__e et '-.::I?r'i____'_-l'(j'ﬁ:gitude du point ‘M sur la balle mobie. et
sur la balle immtjbi:léh Désignons cosu par x. Alers x se trouve
au moyen de la quadrature elliptique d’une équation de la forme:.

dx)\? .
@ () =X

ou X(x) est le pelynornie du quatrieme degré de x. En se ser-
vant des intégrales des surfaces et de Iintégrale de la force vive,
nous calculerons les vitesses angulaires s, T, n et les coordon-
nees u; et 9 en fonction de x. Pour le calcul de v et v, sont
nécessaires encore deux quadratures elliptiques de la forme:

e dx . Fxdx .
(1 ___x?_”r‘)z r . (6) dv —'_-IB(X)IVK

(5) dv-—

. * O mapk cb rﬂpﬂﬂlkﬂn_c}rh&*i;_ BHYTPU . .. Marewm. Cfic}pH;HH'h_ XVI 1892,
** O rupockonuveckoms maph BoGbuiesa. Tp. ora. ¢ua. naywn. VI 1893.
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ou o(x), F(x) et B:[x]a'sdnt"les‘-polynomes' du deuxiéme degré. Le
polynome X' a ia forme X=(1—x%) ¢ x]— (0 (x)]% ou y(x) est
“aussi le  polynome ‘du deuxiéme degré. Si nous marquons les
racines du polynome X par: %, %M, xI et x!V, nous recevrons
X == ag (x —xJ{(x— xIN {(x — xM) (% —x!V), ou a; est une constante
négative. = SN N T o | S
Nous avons fait ensuite 1inversion des intégrales (4), (5) et
{6) et-avons donn¢ uné analyse abondante et I’interprétation
_;géométrique de mouvement pour le cas général. Les coordonnees
v, v ¥puget vyoet les projections: 8, T, n,_de lavitesse angu-
laire sent.exprimees e€n fonction de temps au moyen des-fonctions
de Weierstrass .p, I, 6. En -dehors de cea la liaison-entre les
constantes. mécaniques et: slliptiques est donnée, et les: argiments
elliptiques et les- formuies -regues sont: discutés “du - point de “vue
de -leur wréalité.: Les résultats- de ‘cette discussion sonts Y
... Lepolyhome=Xipeut -avoir denx ‘o quatre: racines réelles,
qui- se” trouvent entre Jes thichies! des polynomes 1 =2 yi(x) et
6 (x) .= Strlesr-quatre: yacifics sontoréelles et sitelles :yérifient 1a
condition: x4 x® y ¥ 31, -alorsxi-aus ‘cours ’di?i-.féifl?ﬂ%m’em“‘ent‘fﬁf&ﬁg
entre x” €t X1V ou entre xt et ¥ 'Supposons toujours- le premiér
 cas. Sl iy aque ‘dedx! racdines * réelles, ot *qulelles sont i’ et
<V alors x au cours du mouvement varieientre ¥’ et x'V. Fe

7

.. La.trajectoiredy. point M -:suqi;:lawsph.é;l:ﬂi-;;;mobﬂe--sé' trouve
entre deux paralleles uv* el Y qm’aalffe-::g;tauehe‘ ; ;-succéS'_Siveﬁle‘ﬁt.
La distance entre deuxpoints de :contact'successifs est constante.
Cette courbe est symétniqiie par rapport-aux méridiens des pcints
de contact. Il y a trois cas a _distinguer:_l] le polynome @ (X)
n’ a pas de racines dans! Iinterville x' - x!V. La courbe a la forme
(A) (voir la figure 4 page 53). 2) Le polynome @(x) a une racine
dans Vintervallé x*—x'V. La courbe a la-forme (B) (voir la figure
5 page 33).3) Le'polynome '@{x) a deux racines :d'aﬁts_'j"l’in’terballe
x—xV. Lia courbe a la forme ' (C) (voir lés figures 6 et 7 page 53).

L.a trajectoire du point M sur la sphere’ immobile est entiére-
ment semblable a celle ‘sur Ja sphere- mobile. 'La courbe a la forme
(A), (B) ou (C) d’apres le nombre des racines du polynome F(x)
dans Vintervalle x' —x!V. Les points de. contact sur la sphére
immobile répondent a ceux de Ila sphére mobile. L’angle recoit

T 3m:0

dans .ces points les valeurs 3 2_,.___.,ﬂensse changeant ou pe-

ol
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77 T rodiquemient ou progressivement. Dans le premier cas correspon-

dent: aux courbes (A) et (C) sur la sphére mobile les courbes.
(A) et (C) sur la sphére immobile et a la courbe (B) sur la sphére
mobile la courbe (B) sur la sphére immobile. Dans le second cas
correspondent: a la courbe (B) sur la sphére mobile les courbes
(A) et (C) sur la sphére immobile et a la courbe (A) sur la sphére
mobile la courbe (B) sur la sphére immobile. Finalement la courbe -

(C) sur la sphére immobile en ce cas est 1mpossible.

Nous aurons les formes spéciales des courbes, si 'une
des racines des polynomes 1—x2 et y(x) coincide avec x’ ou
xV. Si x* ou %V coincide avec les racines du polynome y (x),
les courbes sur la sphére mobile et sur la sphére immobile ont

~des points de rebroussement dans les points de contact et ont la

torme (D) (voir les figures 8, 9 et 10 pages 56 et 57). Quand x'—=-}-1
ou x'V==—1, la trajectoire du point M sur la sphére mobile passe -
par le péle et a la forme (E) {(voir les figures 11 et 12 pages 57 et. 58).
La courbe sur la sphére immobile n’a pas de singularités. = =

Le probléme du roulement de la balle gyroscopique sur la .

sphére a, en dehors de la solution générale, encore des solutions

particuliéres, qu’on peut recevoir par une voie élémentaire 3
I'ajde des formules approximatives. La discussion de ces solu--

- tions particuliéres est contéiue dans le sixieme chapitre. Cetle .

discussion est faite généralement d’aprés les méthodes donées par
Klein et Sommerfeld dans le traité capital: ,Theorie des Krei-
sels“. Les solutions particulieres de notre probléme sont: Ia pré-
cession réguliére, la précession pseudoréguliére, le mouvement

stationnaire et le roulement sans ‘glissement de la balle simple

~sur la sphére. Tous ces mouvements sont discutés du point de
vue de leur stabilité. Voici les resultats des discussions générales .
- sur-les mouvements particuliers:

1) La précession réguliére est possible. Le point M déecrit
sur la sphére mobile et sur la sphére immobile des paralléles

02 X

avec une vitesse constante. La précession est stable si 7%z 0

g . 72X 0% X Y e
et labile si 5322 0- Dans le cas gyt — 0 la précession est labile

St 273 o0 et stable si 5<% — ©- La nutation devient infiniment

1P¢_tit¢: quand la perturbation est infiniment. petite, mais sa période-
~tend vers une limite déterminée. i




2) La précession seudoréguliére- est possible. Elle a liey,

e Rotation do gyroscope autour de 'axe est trés grande en

comparaison avec les rotations initiales So et 1, de la balle gyro-
scopique. Ce mouvement est toujours stable.

3) Le mouvement stationnaire est possible. Les trajectoires
du point M sur la sphére mobile et sur la sphére immobile

sont des points. La vitesse angulaire de la balle est constante

et a la direction de ’axe du gyroscope. Le mouvement est touy-

jours stable. |
4) On a le roulement de la balle simple sur une sphére,

‘q'uand la rotation du gyroscope autour de I'axe cesse.

A la fin du sixiéme chapitre nous avons examiné, d’apris

la théorie générale de Painlevé* et de Bilimovitch**, le probléme

des trajectoires remarquables de la balle gyroscopique, c’est 3

dire des trajectoires indépendantes de énergie initiale dy systéme.
Une analyse profonde nous mene & la conclusion, qu'en cas du
roulement sans glissement de Ig balle gyroscopique éxiste un
systeme des trajectoires rémarquables: ce sont les trajectoires
de la precession réguliére pour le cas, sil’

* Sur les mouvement et les trajectoires reels des systemes. Bulletin de ]a
societé mathématique de France. 1894. Pans. |
“* Sur les trajectoires d’un systéme non-holoneme. Comptes rendys. Séance
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