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Rezultati izloZeni u ovom radu su usko povezani sa ra-
zvitkom topolodkih polupolja za poslednjih dvadesetak godina.

Sovjetski matematicari M.Antonovskij, V.Boltjanskij i
T.Sarymsakov su 1960. godine u radu [1] uveli topolosko i ti-
honovsko polupolje i dalje razradivali u radovima [2], [5] i
[MJ. Tihonovsko polupolje predstavlija do danas najbolje priro-
dno uopstenje polja realnih brojeva.

Cinjenica da poctoje topolodki prostori koji nisu me-
trizabilni klasicénom metrikom nametnula je uvodenje neke op-
stije metrike u odnosu na koju bi takvi prostori bili opsStije
metrizabilni. Takvu metriku su uveli M.Antonovskij, V.Boltja-
nskij i T.Sarymsakov u radu [l] 196C. godine, tako Zto su z=
regnzl izmedu dve tadke prostora uzeli element topolofkog polu-
polja.

Prvi rezultat iz teorije fiksnih tadaka za kontraktivna
preslikavanja publikovao Je poljski matematidar S.Banach 1922,
g. (stav l.4.1.)y. Jedno proSirenje Banach-ovog stava na potpune
metricke prostore dao je M.Marjanovié u radu [l], gde uvodi
(Uyq,k) kontraktivno preslikavanje. Zatim Lj.(irié u radovima
[1]— [20] oslabljuje uslov kontraktivnosti i vrsi uopdtenje
Banach-ovog stava.

Rad se sastoji iz Sest odeljaka koji su oznadeni sa
arapskim brojevima.

U prvom odeljku su izloZene definicije topolosSkog polu-
polja i metriikog prostora nad tim polupoljem koje su uveli

M.Antonovskij, V.Boltjanskij i T.Sarymsakov u radu [4]. Zatim



(O

vlja uopstenje Jaggili-evog stava 1 iz rada [2] i mojeg stava 1
iz rada [3] . Faragraf 5.2. posveden je istrarivanju dovoljnih
uslova za egzistenciju jedinstvenih zajednickih fiksnih tadaka
preslikavanja metrickog prostora u sebe sama koja ispunjavaju
novi uslov. Ovde dokazujem Cetiri nova stava od kojih 5.2.1.
predstavlja uopnstenje Jaggi-evog stava 3 iz rada [2] i mojeg
stava 1 iz rada [5] . U paragrafu 5.5. uopStavam uslov kontra-
ktivnosti visSeznadnog preslikavanja metrickog prostora u sebe
sama koga je u radu [5] uveo Lj.lirié i ispitujem dovoljne uslo-
ve za egzistenciju fiksne tacke viSeznalnog preslikavanja koje
ispunjava uslov (5.5.1.). Zatim dokazujem dva stava koji pre-
dstavljaju uopStenje rezultata S.Nadler-a [1] i Lj.ciriéa [5].

U Zestom odeljku su izloZeni rezultati koji se odnose na
ispitivanja egzistencije jedinstvenih fiksnih tadaka preslika-
vanja nizovno potpunog metridkog prostora nad topolosSkim polupo-
ljem u sebe sama. U paragrafu 6.1, uvodim novi uslov (6.1.1.)
za preslikavanje metrickog prostora nad topoloskim polupoljem
u sebe sama i dokazujem tri nova stava. Stavovi 5.1.1.16.1.2.
predstavljaju prosirenje rezultata K.Iseki-a [l], A.A,Ivanova
[1], B.Fisher-a [5], Lj.Ciriéa [éq i drugih. Paragraf 6.2. po-
sveéen je istrazivanju dovoljnih uslova za egzistenciju zajedni-
¢kih fiksnih tacdaka niza preslikavanja metridkog prostora nad
topoloskim polupoljem u sebe sama koja ispunjavaju novi uslov.
Zatim dokazujem dva stava od kojih stav 6.2.1. predstavlja uo-
pStenje A.Jaiswal - B.3ingh-ovog stava 1 iz rada [2].

Na kraju, zelim da se najsrdadnije zahvalim xrukovodioci-
ma ovog rada dr Zlatku Mamuziéu i dr Lubomiru Ciriéu, profesori-
mae Univerziteta u Beogradu, $to su mi ukazali na ovu problemati-
ku. rosebno im se zahvaljuJem za moralnu podriku i trud koji su

ulozili u toku izrde ovog rada.
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preslikavanja metrickog prostora u sebe sama koja ispunjavaju
novi uslov. Ovde dokazujem Zetiri nova stava od kojih 5.2.1.
predstavlja uopnstenje Jaggi-evog stava 3 iz rada [2] 1 mojeg
stava 1 iz rada [5] . U paragrafu 5.5. uwopstavam uslov kontra-
ktivnosti viSeznadnog preslikavanja metrickog prostora u sebe
sama koga Jje u radu [5] uveo Lj.2irié i ispitujem dovoljne uslo-
ve za egzistenciju fiksne talke viSeznacnog preslikavanja koje
ispunjava uslov (5.5.1.). Zatim dokazujem dva stava koji pre-
dstavljeju uopStenje rezultata S.Nadler-a [1] i Lj.cirida [5].
U Sestom odeljku su izloZeni rezultati koji se odnose na
ispitivanja egzistencije jedinstvenih fiksnih tadaka preslika-
vanja nizovno potpunog metrickog prostora nad topoloskim polupo-
ljem u sebe sama. U paragrafu 6.1l. uvodim novi uslov (6.1.1.)
za preslikavanje metrilkog prostora nad topoloskim polupoljem
u sebe same i dokazujem tri nova stava. Stavovi 5.1.1.16.1.2.
predstavljaju prosirenje rezultata K.Iseki-a [l], A.A.Ivanova
[1}, B.fisher-a [5], Lj.Ciriéa {éﬂ i drugih. Paragraf 6.2. po-
sveéen je istraZivanju dovoljnih uslova za egzistenciju zajedni-
kih fiksnih tacdaka niza preslikavanja metrickog prostora nad
topoloskim polupoljem u sebe sama koja ispunjavéju novi uslov.
Zatim dokazujem dva stava od kojih stav 6.2.1l. predstavlja uo-
pStenje A.Jaiswal - B.3ingh-ovog stava 1 1z rada [2].

Na kraju, 7elim da se najsrdacdnije zahvalim rukovodioci-
ma ovog rada dr Zlatku Mamuziéu i dr Lubomiru Ciriéu, profesori-
ma Univerzitetez u Beogradu, $to su mi ukazali na ovu problemati-
ku. rosebno im se zahvaljujem za moralnu podrsku i trud koji su

ulozili u tokxu izrde ovog rada.
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1.1.TOPOLOSKO I TIHONOVSKO FOLUPOLJE

Medu najznacajnija dostignucéa novijeg datuma u oblasti
topologije svakako treba ubrojati rezultate postignute u vezi
sa topoloSkim polupoljima. Jedan od takvih rezultata je i pot-
puno resSenje problema metrizacije topoloskih prostora koji su
potpuno regularni.

Sovjetski matematicari M. Ja. Antonovskij, V. G. Boltja-
nskij i T. A. Sarymsakov su 1960. godine u radu (1] uveli topo-
losko polupolje i dalje razradivali u radovima [2] 3 [5] j_[4]
Pre nego Sto izloZimo definiciju topoloskog polupolja koju su
dali njeni autori u radu (4] istaknimo neke pretpostavke.

Neka skup E sadrzi vise od Jjednog elementa i neka su na
skupu £ definisane dve binarne operacije koje ¢emo oznaliti sa

+ odnosno sa °.

Definicijal.l.l. Komutativan i asocijativan topolodki
prsten E je topolosko polupolje ako je u E odreden podskup K
tako da je:

1. X+ KCK, K«KC K.
2. Presek K N (- K) sadr#i samo nulu.
5.K"K=E.

4. Ako su a,b € K, tada jednadina ax = b ima bar jedno
resenje u K.
Za elemente x,y € E pifemo x=y (x=>y), ako je x-y € K

(x-7€ K).



5. Za svaki odozgo ogranicen podskup M C E postoji gor-
nja meda VM.

Moduo elementa x € E, u oznaci |x|, definise se ovako
|x] = (x\/ 0) + ((—X)\/O).

Neka je V okolina nule u topoloskom prostoru E. Ckolinu
V zvaéemo zasicéenom, ako iz relacije |x| = y € V sledi da je
x EV.

6. Za ma koju okolinu U nule u topolofkom prostoru E
postoji zasiéena okolina V nule sa svojstvom da je V C U.

Element x € £ zvaéemo idempotentnim, ako je x = x2. Sa
V oznadimo skup svih idempotentnih e.emenata u E. Tada je V
potprostor topoloskog prostora E.

7. Neka je M C vV podskup skupa V sa svojstvom da Jje
AM =041 T proizvoljna okolina nule u topoloskom prostoru E.
Tada postoji konadan broj elementa €15 €oyeeey € € M tako da

je (el/\ eg/\ .../\ek) é U.

8. Neka je U ma koja okolina nule u topoloskom prosto-
ru E, Tada postoji okolina [" nule u potprostoru V tako da je
- Cu.

Dokazadu sada dva stvava koji ¢ée biti od koristi u da-

ljem radu.

Stavle.l.l.Ako elementi a,b i ¢ iz skupa X ispunjavaju

uslov a+2b+2c «1, onda vazi ova relacija

0 < (a+b+c) (l—b—c)'l < 1,

Dokaz. Iz uslova a+2b+2c <<l sledi da je a+b+c<l-b-c.

Ako stavimo da je r=a+b+c i s=1-b-c, onda je r€ K, s€K i r<s.



Element s €K ima Jedinstveni inverzni element s"l u K. Kako je
slex 1 s-r €K, tada prema uslovu 1. definicije 1.l.l.. dobi-
jamo

(s—r)~s—l=s-s—l—rs_l=l—r-S_ € X,

odakle je

l-r-s”1>0 11i r.s"1<1,

$to Jje trebalo dokazati.

Stavl.l.2.4ko je V zasidéena okolina nule u topolosSkom
polupolju E i r ma koji elemenat iz E koJji ispunjava uslov

lr]<1, onda je r VCV,.

Dokaz. Ako je y €V, onda jel{yl€V (vidi T. Sarymsakov (1],
stav 16.3%.). Kako je |r] €K i |y} €K tada je |r-yl=Izl-|y] €K
i pri tome je |r-y] <|y|. S obzirom da je V zasiéena okolina

nule u polupolju E onda mora biti r-y eV i zato r-VCV.

Stavl.l.5+(T, Sarymsakov [1], str. 35.). Svako topoloS-
ko polupolje ima potpolupolje, koje sadrzi jedinicu polupolja
i izomorfno je polju realnih brojeva.

Ovo potpolupolje zove se osa polupolja E. Ovde ¢emo osu

topoloskog polupolja identifikovati sa poljem realnih brojeva.

U poslednje vreme sve znadajniju ulogu igra tihonovsko
polupolje koje su M. Antonovskij i V. Boltjanskij uveli u ra-
du[1]. Ono predstavlija do danas najbolje uopStenje polja re-
alnih brojeva. U definiciji tihonovskog polupclja autori su ko-
ristili ideju A. N. Tihonova o topologizaciji proizvoda topolo-

Skih prostora.



Neka je A proizvoljan neprazan skup. Oznacimo sa Rl pro-—
stor realnih brojeva, a R skup svih realnih funkcija definisa-
nih na skupu A. U skupu R definisane su operacije sabiranja 1

mnozenja:
(x+y) (@=x(g)+y(a) i (x-y) (@)=x(qa) y(a)

za svako X,y ERA i svako g € A. U odnosu na uvedene algebarske
operacije RA je komutativno-asocijativan prsten sa jedinicom.

Neka je € ma koji realan pozitivan broj. Stavimo da je
Uq A .
A :{X:X ER 1 IX(Q)I <C} 3 qEA

Sa A oznadimo skup svih konadnih podskupova skupa A . Tada za
svaki konacdan skup mz{ql,qg,...,qk} € A* vazi jednakost

q q q,
m _ 1 2 k
u, =1, N U, {\”,ﬂtk .

M. Antonovskij i V. Boltjanskij u radu [l] su familiju
m Al d .
{X+Ue : XER ,mE D , &€R16>O}

skupova x + U&m uzeli za bazu otvorenih skupova u R® i na taj na-
¢in uveli u R®tihonovsku topologiju. Tako dobijeni topoloski pro-
stor Re je Hausdorfov.

Za element XERA kazemo da je pozitivan i piSemo x>0,
ako je x(q) >0 za svako g € A. Sa KAoznaéimo skup svih poziti-
vnih elemenata prstena RA . Dalje, za elemente x,yeRA pisemo
x>y, ako je x-y >0. Skup K2 &ine sve funkecije x € R® za koje je
x(q)» 0 za svako q € A. Za elemente x,yeRA piSemo x>y, ako je

— , i N D
x-y € K* . Tada je par (R™, >») delimicno ureden skup.

10
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Odozgo ograniden skup MCR ima jednoznadno odredenu

gornju medu Vin i pri tome je

(Vi) (@) = sup{x(q)} (e €A),

xeM

. A, . »
Odozdo ogranicen skup MCR ima jednoznadno odredenu

donju medu/\M i pri tome je

(Ni) (@) = ing{x(a)} (¢ EA).

xelM

Skup R® sa uvedenim algebarskim operacijama, poretkom i
topologijom ispunjava sve uslove iz def_nicije 1.1.1i zove se
tihonovsko polupolje.

sa N(0) oznadimo familiju svih okolina nule u tihono-
vskom polupolju R4 . Tada za svaku okolinu U € ./V(O) postoji za-
sit¢ena okolina Uf,_n nule tako da je UL cU.

Neka je skup A konadan. Okoline oblika
Onz{x:xe R% 4 | x(q)] < %1— za svako q € A}

kad n prolazi skupom prirodnih brojeva obrazuju prebrojivu oko-
linsku bazu nule u polupolju R%.

Neka je sada A beskonadan skup i m element skupa &8 . O-
znac¢imo sa [m| broj elemenata skupa A koji pripadaju skupu m.

Okoline oblika
Omz{xzxe_ rR® 1 |x(q)] < o= (ml za svako q€ m}.

kad m prolazi skupom Ay obrazuju okolinsku bazu nule u polupo-

1ju R® .



12

ROSTORI NAD TCPOLOSKINM POLUFCLJINA
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Cinjenica da postoje topoloski prostori koji nisu metri-
zabilni klasiénom metrikom nametnula Jje uvodenje neke opdtije
metrike u odnosu na koju bi takvi prostori bili opstije metri-
zabilni. Takvu metriku prvi Jje uveo D. Kurepa 193%4. godine u
radu [1], gde uopstava metridku funkciju na sledeéi nadin: s a-
kom paru talaka x 1 y datog skupa prideljuje se jednoznadno od-
reden element nekog totalno uredenog skura koji ne mora biti
realan broj. Taj element zove se apstraktni razmak tadaka x i y.
Dalje uovnstenje metridke funkcije izveli su istovremeno J. Col-
mez 1 A. Appert tako £€to su za apstraktni razmak izmedu dve ta-
Cke prostora uzeli element parcijalno uredenog skupa. U okvir
ove problematike ulaze rezultati d. Kurepe koji su publikovani
urradovima (1] -[4], rezultati P. Papiéa koji su publikovani u
radovima [1] -[3], rezultati Z. Mamuziéa %oji su publikovani u
radovima [1] -{#4] » [©Ji[7]. Mamuzié je u radu [4] pokazao da se
svaki okolinski prostor moze rekonstruisati jednim simetridnim
i jednim antisimetriénim razmakom.

Jedno uopStenje metricke funkecije izvr$ili su sovjetski
matematicari M. Antondvskij, V, Boltjanskij i Sarymsakov 1960.
godine u radu [1], tako $to su za razmak izmedu dve tadke pro-
stora uzeli element topolofkog polupolja(vidi ¥.Antonovskij{l]).

U ovom radu mi éemo razmatrati metridke prostore nad



topoloskim polupoljima (vidi V.G.Boltjanskij [11».

Definicija 1.2.1. Neka je X ma koji neprazan skup i E
J d J P J¢

topolosko polupolje. Jednoznadno preslikavanje
d : XxX-K
koje isvpunjava prva tri-od sledeéih uslova:

0 .
Za svako xe€ ¥ je d(x,x) = O,

o)

n
L
Y

svako x,y € X je d(x,y) = d(y,x),

o)

37 Za svako x,y,ze€X je d(x,z)<g d(x,y) + d(y,z),

1© Za svako x,y€ X iz d(x,y) = 0 sledi x=y,

zvatemo pseudometrikom na X nad topolofkim polupoljem E,a tro-
jku (X,d,E) pseudometridkim prostorom nad topolodkim polupoljem
E. Preslikavanje d koje ispunjava sva Cetiri navedena uslova
zvaCemo metrikom na X nad topoloskim polupoljem E, a trojku
(X,d,E) metridkim prostorom nad topoloskim polupoljem E.
Specijalno, ako je E = Rl polje realnih brojeva, onda je
(X,d,Rl) obic¢an pseudometridki ili metridki prostor.
eka je x€X 1 U proizvoljna okolina nule u topolodkom

polupolju E. Stavimo da je

Q(X,U) ={y : yeX i d(x,y)EU}.

Stav 1l.2.1. (M. Antonovskij, V. Boltjanskij i T. Sarym-
sakov [1]). Topolodki prostor (X,t) je potpuno regularan tada
i samo tada kada je métrizabilan nad nekim tihonovskim polupo-
ljem RA.

Evo najpre nekoliko definicija koje su uveli M. Antono-
vskij, V. Boltjanskij i T. Sarymsakov u radovima [l] i [2].

Neka je (X,d,E) metridki prostor, M ma koji usmeren skup.

Oznadimo sa x = {Xm} niz tipa M u metridkom prostoru (X,d,E).
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Py - i <o . N .
befinicija L. '.2. 2o niz x ~{Xp}tlpa M 1z nrostora
8 )

(X,d,=) ka%e se da Je konvergentan i dao konvergira k= tadki

a€eX, u oznaci iim x_ = a, ako za ma %oc’u okolinu U nule u to-
me

poloSkom polupolju £ nostoji element my €k tako da je d(xp,a)€U

za svako m> .
Jefinicija 1.2.%. Za niz {;W} tira M iz metrilkos pro-
stora (X,d,Z) ka“emo da je Cauchy-ev, ako za svaku okolinu U

4=

nule u tovolosSkom nolurolju = nostoji element mUe,M tako da je

d(x_ ,x. )EU za svako m A > My
9 b
0 Iy 1 2 U
Definiciia 1.2.4, za metridki nrostor (4,d,%Z) kafe se da
. . . , . . d N .
je potrun ako svaki njesov Cauchy-ev niz tipa A Lonvergira

nekoj tacki iz «.

a]»x

pomenimo da je svaki Cauchy-ev niz tipa M iz metri-
¢kog prostora (¥X,d,E) ekvivalentan nekom Cauchy-evom nizu ti-
pa A

Definicija 1.2.5. Za metridki prostor (X,d,zZ) kaZe se

da je nizovno potpun ako svaki njecov Cauchy-ev niz konvergira

nekoj tecki iz X.;

Sovjetski matematicar R. Plykin je u radu [l] uveo po-
jam usmerene metrike nad tihonovskim polupoljem RA.

Neka je (X,d,R®) metriZki prostor. Za elementeq,d€ A
stavimo da je q » d, ako je (d(x,y))(a) » (d(x,y))(qa') za
svako x,y € X. Réggcija > definisana na skupu A je refle-
ksivna i tranzitivna, a péi>(ZX, )—) je parcijalno ureden

.

skup. Za metriku d metridkog prostora (X,d,RA) kaZemo da je

usmerena, ako je (A, > ) usmeren skup.
d



tieka de |-l jedroznntno vresiikavanje realnos linearnos

prostor: ¥ u forolociio relucolje o 1k pozitivan element topo-

loskos volumolia .
izlo ideno sado definiciju paranormiranog linearnog

prostora nad tomolostin volunoljem, Loju je uveo <. nasahara

u radv [1], x=adz vreslikavenje @: 2 =1 ima oblik P(x) = kx

Definiciia 1.2.5. Trojka (-l ,2) zove se paranormira-
ni ilinearni mwrostor nad torolodkim polunoljem &, a preslikava-

nje I paranorms na M nod roluvoljem I ako su ispunjeni slede-

l-_l

¢i uslovi:
(1) Za svako x€X ie ||zl >
(?) Za svako realno r i svako x € je frxf = |r] “X”,
) Za svako x,v€ X je [lx + vl x-(xll + v,

gde je ¥ pozitivan element toroloifkoz poluvolja o.

Specijalno, ako je k = 1 €L i ako je pored uslova (1),

4

onda se paranormirani linearni prostor nad polupoljem E zove
slabo normirani linearni vrostor nad nolupoljem L.

olosko noluvolje E moZe se shvatiti kao normirani
linearni »rostor nad volupoljem &, zde je norma jednoznadno

preslikavanje x— |x| polupolja & u sebe sama (vidi Burbaki[1],

str.23).



1.5, UNIFORMNI FaosPorT

eka je W neprazna familija nevraznih delcva U kombi-
.

niranog proizvoda Px ¥ = P nepraznog skuva . rodskup {(X,x :
i 2 - 2
xe:f} skura F~ zove se dijasonala skupea r . Z2 ma koja dva

skupa V,W CcP~ oznalimo sa VoW skup svih uredenih parova (x,y)
€T° 2a Izoije vostoil neko z €P sa svojstvom da je (x,z)eV i
(z,y)ETW.

Ako uniformna struktura W uniformnog orostera (P, U)
ispunjava i uslov da je presek svih skupova V €U dijagonala
kombiniranog vroizvoda Pg, onda se uniformna struktura W zove
uniformnom strukturom A. Weil-a, a odgovarajuci uniformni pro-
stor uniformnim prostorom A. Weil-a (vidi,na primer,Z.Mamuzic,
[5],str. 90 ili Kelli[l],str.233).

iivo nekoliko definicija koje su izlozili M. Antonov-

i
skij, V. Boltjanskij i T. Sarymsakov u radu [2] na strani 51.

Definicija 1.3.1. Neka je W uniformna strulttura na P i

{Xm} niz tipa M iz P. Za niz {xm} tipa I kaZemo da je Kodijev
il
(u strukturi W) ako za svako Ve U postoji element mVE.M tako
da je (Xm X, JE V za svako My ,My > Mye
1 2

Definicija 1.3.2. Za niz {Xﬂ} tipa M iz P kaZe se da jJe

konvergentan i da konvergira (u strukburiWU) ka pe P, ako za

svako Ve Wl rostoji element mve;M tako da Je (r,xm)e'v za sva-



rrostor nad

b

nule tihonovske 2N

<3

tihonovskim noluncljen . Za svalu okolinu

polurelja R stevim

strukture (uniformne strukture Jeil-a)UWUna P (S,laimpally l]).
u ovde dva stava koii se odnose na metrizaciiu

el . - ey AU o = PO O P ~
uniformnog vwrostora i uaniformneg rrostorz YWeil-a.

Stav 1.2.1. (T. Hicks i R. 3atterwhite [1], =tav %.1.)
Topoloski nrostor (X,%) Jje vpotpunc regularan ako i samo ako je

(X,s pseudometrizabilan nad nein fTihcnovskim vclunoljem R .

Stav 1.%.2. (¥, Antonovskij, V. Roltjenskii. T. Barymsa-
kov [?} str. 55.). Svaki uniformni pros®

zabilan nad nekim tihonovskim polupoljem R .

[

-

4
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1.4, ORBITAINCG N EPREEIDNA PRES) L ERAVANJA

U METRICKIM PROSTORIMA

Neka ije I preslikavanje prostcra . u sebe sanma, Za tacku
xe ¥ karemo da je fiksna talka nreslikavanja T ako je Tx=X.

Neka je (X,d) metridki oprostor nad noljem realnih bro-
jeva 2t neka Je U preslikavanje rrostora X v sebe sama. Za

reslikavn U kaZemo da je kontrartivno ako nrostoili realan
LS, & (97

broj r, C<r<l, tako da je

G(Mx,Ty) £ © d{X,y)

z&8 8VaX0o X.,7 € £, Poznat Banach-ov stav o fiksnci talk’ glasi
b XS o

(vidi,na primer, S. Aljandié [1], str. 43.) :

Stav 1.4%.1. Neka je (X,d) pobtpun metridki prostor i
T : X—+ 4 kontruktivno preslikavanje . Tada postoii jedna i sa-
mo jedna fiksna tadka iz X za preslikavanje T.

Ovaj stav nalazi Siroku primenu u alrebri (P. Kurepa [D))
i fukcionalnoj analizi (Kolmogorov-Fomin[1])

Neka su A i B neprazni podskupovi skupa X. Stavimo

D(4A,B) = inf{d(x,y) : x €A i yeB}.

~

5. Nadler i Lj. Cirié su u radovima [1] odnosno [5] u-
veli sledec¢a oznacdavanja:
Sa BN(X, je oznaden skup svih nepraznih i ozranidenih

podskupova skupa X. Stavimo

f(A,B) = sup {d(x,;y) : xeA i ye_"B}

-

za svako &, BeRN(1).



podskunova skuna

N(i, &) =
H(a,B) = inf {& : ACN(B,E) i BCN(A,E) i a>o}

Sada navodimo definicije koje Jje u radu [2] uveo Li.

Ciric.
Definicija 1.+.1. Neka je T : X—X preslikavanje metri-
¢kog prostora X u sehe sama. Za »rostor X kafemo da Je T-orbi-
n.
talno potrun ako svaki Cauchy-ev niz oblika{f Txoe ie]ﬁ},x&i?,
konvergira nekoj talki iz X.
pvefinicija 1.4.2. Za preslikavanie ' : Ai—X vprostora X«
u sebe sama kaZemo da Je orbitalnc neprelidno ako za
n. n.
v e i isor . omm L
xeX iz Iim T "% = u sledi Tu = 1lim TT “x.
10 i~voo
lleka je F : X—X viSeznalno presliikavanje. Za tacku
ueX kazemo da je fiksna tacka viseznadnog preslikavanja T ako

je u eFu.

Definicija 1.4.%. (Lj. Cirid [5]). Neka je F : X—X vi-
Seznadno preslikavanje. Za metridki prostor {(X,d) kaZemo da je
F-orbitalno potpun zko svaki Cauchy-ev niz oblika {X :

Xn, € FXn

i i~i}konvergira u A,
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NORMIRANT LINzaBNI PRUBTORT
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Meka je (4,1-1,8%) slabo normirani linearni prostor nad
. 1,02 . AN rd s 3 o~ . o . - o~ e .

tihonovskim polupoljem R (vidi definiciju 1.2.5.). Stavimo

) _ ] A ot s
d(x,y) = |lx - y|| za svako x,y€ {. Tada je (X,d,R") metrickl opro-

- , . A . » . v .

stor na X nad poluvoljem R™. Neka je &\ skur svih konadnih pod-
, . - .. . L

skupova slupa A. Hu skupu X postoji usmerena mebrika 4° nad po-

s - ‘s
lupoljem = definisana na slececi nacin

ga svako x,y€ X 1 svako meA topolodki ekvivalentna metrici d
nad polupoljem RA(vidi l.antonovskij, V.Boltjanskij, T.5arymsa-
kov [4}).

Ako je & usmerena metrika metriclkog prostora (X,d,RA )
onda za tadku x€ X i neprazan skup ACX vazi x EK, tada i samo
tada, kada je d(x,A) = O (vidi R.rlykin [1]).

U prvom delu ovog odeljka uvedim paranormirani kolicdnik-
prostor i slabo normirani linearni proizvod-prostor nad tihono-
vskim polupoljem i dokazujem dva stava koji karakteriSu te pro-

store.



2.1, PARANOESIRALT LU oaRLT LN e~ RO BTOR
I SLABO Hom FRCTONCD=rRoaT
KAD DTHCHOVORIM POLUrCLJIEN
Neka Je 4 linearni crostor i Z niegov potprostor. Stavi-
PN . P -~ _ AV T % lyd — - ~ T .
mo da Jje p(x) = X + 4 za svaic x€ X, sa i/Z oznalimo skup svih
klasa p(x) kada x prolazi skupom ¥. U skupu %/7 su definisane
operacija sabiranja i operacija mnofenja realnim brojem (U. Ru-

din [1],str.39.) na slededi nadin:

p(x) + o(y) = p{x +y) 1 rorix) = ple-x)
za svako x,y € X i svaki realan broi r. U odnosu nz uvedene ope-
racije trojka (X/Z, + ,+) je linearni v»rostor,tzv. kolidnik-
prostor linearnog prostora £. Jednozrnacno preslikavanje p :
x-p(x) zove se kanonidno preslikavanje prostora X na prostor

X/7

Stav Z2.1.1. Neka

je (X, 0-0,:

prostor nad

potprostor. Stavimo da je

N [ 3
I (x|l

za svako p(x) € X/Z. Tada je (¥/7,

I

arni prostor nad polupoljem

.

tihonovskim polupoljem R i

4

) paranormirani linearni
A - . .
1 4 njegov zatvoreni

;Qé{-“X*Z”}

LA . .
,® ) paranormirani line-

-1

. - YN
Neka je (K,ILII,R ) slabo normirani linearni pro-
i A, . '
stor nad polupoljem R~ 1 neka je d(x,y) = [x - y|| za svako
x,y €X. Akc je metrike usmerenz, onda e (X/7,]l “A> slab
o5 L. e ] ! ISR snereni, onoa je (X/4, l Mt SLdaDo
. .o . . . A
normirani linearni prostor nad moluveoliem R .



1‘ T Do Ty o o0 N o pm oy I e - i o~ =
QT . LOARZ UG QO e nres like ” ” ROTLK —-DIO-
: I B el P A + oy e ey - R A P T
stora A/ TLONOVISKE “'\l 00 e o naranornsd na ,A/L; nadl neiLlu-

L. A . . o . A
poljem . r&io je za svVaLo X € a sxup-{ux ~ =i :ZiEA}(:ﬁ
odozdo ograniden u R, »a zato imz Jedncznadno cdredenu donju

? iy L& L

medu /A{H zZ } i pri tome je ”p{x)”f}@. ~okle, usiov (1) de-
.

finicije 1l.2.56. je ispunjen.

y
Dokafimo da je ispunjen uslov (Z2) dafi )31~
gledno da Je ovaj uslov ispunjen zada je r = U. Za r» # U prema
svojetvima varanorme ||| hite:

vy

el o ol =1zl A {lx - 2ll} = {Iell= - 21}-

ZEZ b A=WA

- /\{[lr X - T Z”} - A W{llr x - :”} > N\ {Hr X - Z“} =llp (zxll

A VL Zers TEeL

odnosno lrl”p(x)” “D\TY)” 31lidno se dokazuje da jelr[“p(x)"*
< o(rx) “ pa je zato Hp(rx)” =]r{“n(x;” vaki realni broj
r i svako p(x)€ X/Z.
Doka?imo da je ispunjen uslov (%) definicije 1l.2.5.
Kako za k:eIiA i svaki skup A odozdo ogrenicen u R mora biti

kAa) = AN(za), tada je

Ip(x) + piy)H*:[]p(X+y)H*= /QZ{“Y vy - 2l
Z

= A {”X +y - u - V”} éi m{k{ﬂx -ul + Iy - v“)}

u,ves ,VED

A (b = iy A Qy =) = =Gl - 12l

ue/ Ve

odnosno

o

(Y]



oG+ p(* < wUnGOlt + 1=l )
za svako p(x), p(v)€ %/Z. “nadi, nreslikavanie | ” X/ 7 —

: < Jo L LD
je paranorma na X/7 nad polupoljem R .

a

Doka%imo da Jje ispunjen uslov (4). Frimetimo da je skuo

Z zatvoren uw normiranom linearnom nrostoru. Pretpostavimo da je

oG /\{ll - zf}= o.

- T A Ay :‘\A .
Tada je x€ 2 = % i zato je p(x) = Z. Dakle, (X/Z,[-187) J

bo normireni linearni prostor nad tihonovsiim poluvoljem R™.

-

Definicija 2.1.1. Paranormirani linearni orostor (X%/Z,

N
fode

¥_A . . . . "
I-l,R7) zove se paranormirani linearni kolidnik-prostor nad

v

. , . b . )
tihonovskim polupoljem R paranormiranog linearnog vprostora
A * s
(X, I-01,8°), a paranorma || I” zove se koliénik-paranorma na X/Z
nad polupoljem R
S. Kasahara je u radu [ 1] pokazao da Jje svaki parano-
rmirani linearni prostor (X, il ,E) nad topologkim polupoljem
E linearni topologki prostor (¥X,t) i da njegovu otvorenu oko-
linsku bazu nule obrazuju skupovi-{x : xe X ilhdléom} kad m
. * .. . . A .
prolazi skupomdA. Stoga je i svaki varanormirani linearni ko-
. > *_O . .
liédnik-prostor (X/Z,ll-lI,R") paranormiranog linearnog prostora
A . a . . v .
(X, I-1,R™) nad polupoljem R linearni topologki prostor i
njegovu okolinsku bazu nule obrazuju skupovi {p(x) : p(x)eX/Z
| ¥ ., *
o (Ol EOm} kada m prolazi skupom A.
Neka je A ma koji neprazan skup i neka su Xi neprazni
skupovi za svako 1€A4A. Kombinirani proizvod FT 5 je skup svih
iea
funkeija x definisanih na skuou O takvih da je ( Je X za

svako i€ A.



8 -~ Ty - - [ QP - I . l! T~ N Py ~ T 9 - 3
Stav S.1.2. Weka su (., 01..2") normvirani linearni pro-

- ey
-l Xx— X

s . . . . REA

kombiniranog nroizveda £ = 1 4, u tihonovsko polupolje R

tako da e

Il (i) = =01

. . . . o fa - .
za svako x € X i svake ieA. Tada je (X, I-],R° ) slabo normi-

reni prostor nad polupoljem R
w £ iy «

Dokaz. Za svako xe& X je Jx(3) O za svako ieA vpa Je
S i — = J

I ) ) o
zato ||xI>0 u noluvolju R . Znali, ispun Je uslov (1) defi-
nicije 1.2.C.

1 2 g
u R, tada i samo tada,

[}

Za svako iedje “X(i>”i =
xada je z(i) = O odakle sledi da je |Ix|| = O u polupolju R™,
tada i samo tada, kada je x = O. Dakle, uslov (4) definicije
l.2.2. je ispunjen.

Neka je r realan broj i xe L. Xako je

]

e xi(1) = flz (Dl = 1zHhix@El; = rilixlD ()

i

za svako i€ A, tada je lir x| | ol Ixll, 3to znadi da je ispu-—

njen uslov (2) definicije 1.2.5

Za svako x,ye X i svako i€ A je

e+ 3l () = @) + (< @Il + Iyl =

= IxH@) + [Iyli) = =l + 1))

je isnunjen uslov ||x + y{< Izl + llyll uw polupolju



1 2N
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Crema tore, nreslilovan’o h'n: AT 0 S0 norma na X nad po-

Ja 201,070, 8labve normirani linearni prostor(£&§i,

e e
vefinica

oroizvod-nrostor

a
II-}| »R ) zove se slabe normi

nad tihenovskim voluvoljem 2 normiranih lirearrnih prostora

(%5 ]

P

s H”- 1521\‘, ie A.
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veka je X konveksan nodskur glabo nermirancs linearnog
prostora nad topoloskiz volupcijem. U ovonm raragrafu dati su

-4

dovolini uslovi za egzistenciju bar jedne fiksne talke presli-

kavanja skura £ u sebe sama. U radu uvovrsrtavam rezultate uj. L.
lirifa , ©. 3. Rhoades-a i C.o.vong-a

ctav 2.2.0. Texa je A zatveren kxonvelsan nodsikun slabo
normiranos linearncg prostora nad Topoleskinm noluvoljen = i
T ¢ X—4& nreslikavanje skurva X u sebe samsz Xoje isvunjava

nslcv

(2.2.1.) 7% - 23] € Mx - vl + s(x=ixz)| + |y - 2v|

+
<t
i,
"
!

tyll+ By - 2=l

za Svaxo A,y €X, gde su r,s i

<t
o]
6]
]
(6]
09
¢
c..'.
-
H
H
(6]
W
3
’,.l
o’
e}
@]
o]
0]
<
e}
H
}.J

Semu je s + t<1. lNeka je x_ € X 1

(2.2.2.) X, 4 = (1 ~c)x +c_ Tx (n=0,1,2,...)

Mann-ova rekurentna formula, gde je {c } niz realnih brojeva
sa svoJjstvom da je Cy = 1, O<:cps;l za svalll prirocdan broj
nel i

h>0.

il

(C;)alwoj ) 1ifﬂ Cn

N-o+00

[

Ako niz {Xn} konvergira ka tacdki ue€ 4, onda je u fik-

sna tacka preslikavanja T.

LA

£ i 0 nreglikava-

| N
p—g
fﬁa
Y
"
:"
(o]
.
o
o
O
o]
i)
@
o
0
o
3
O]
ol
j
\1
4
m

. N P, . P e T TS T S - ;
siuna 4 u sebe 2878, tacdao ds (Z.2.070.) sledi da e x, € X,

3
b



bide
I, =l = 1 - epd(x, = Tu) + e (Tx, - Tu)<
<l - et - WOl + e iy - T €
£ (1 - cn)nxn - Tuf + ch HIxn - ulf,
odnosno
(2.2.4.) “anl - Tulfg (1 - Cn)“Xn - ™ - cnllfxd—Tu".

o~

Iz uslova (2.2.1.) neposredno dcbijamo

(2.2.5.) ”Txn - Tu”s;r”xn - ull + S(an - Txn” + o - ) +

+ t("xn - Tull o+ Hu = e .

it

Za proizvoljnu okolinu U nule u topclozkom polupolju E
postoji zasiéena okolina V nule sa svoistvom V + V ¢ U. Kako
niz {Xn} po pretpostavei konvergira ka talki u, tada za okoli-

nu V nostoji nrirodan broj Ny tako da je

lix, - ull €V i Nz, —ulleV
ze. svako n>ny. Zbog uslova (%) definicije 1.2.5. biée

=, .1 - Xn" < x4 =l + lx, - ull

(2.2.6.) “Xn+1 - an e U



Za SVALO 1 >N (vidi o f. o antonovekij, V.o Doltjanskij, T. Sa-
TYymsaion [ ], : - e orora defisiciii niza (2.0.0.) do-
bijamc dau jc
s - — { i - -
el T Xy = o (T, - )
i zato Jde
I -1
Tx_ - x = olx. 4 = x Je T,
I ~n ‘&rJl I n+1 {r1” n
a1 . I -1 ) P s | s ey e . ™ K . . .
Kako je U-c = = C za svaki »rirodan broj ne€li, tada za proi-

zvolinu okoliru W »ule u tomolcdkom rvroluroliu & postoii okoli-
U . by - [ 5

na U nule ta%o az je

za svake n>n,, . Prema tome, bilez

(2.2.7.) 1im HT‘xn - Xnﬁ = 0,
TNw-oo

Iz nejednakosti (2.2.4.) i (2.2.5.) dobijamo

ha = Tull g llu - x40+ %, - Tull<

n+

< JJu - Xn+ln + (1 - cn) “Xn - Tufl + <y ”Txn - Tullg

gl = x40+ (1 - c) "Xn ~ Tul + cn{r hx, = ull +

+ s(”xn - Tx ) + llu = Tul) + t(ﬂxn -~ mull + llu - Txnﬂ)}.

Odatle, s obzirom na (2.2.%.) i (2.2.7.), biée

e - ™l € (2 = n)

[u - Tull + nls = )l - Tull ,




1 -3 - tihfu - Tl < C.

i zboz uslova & + ©t<1 1 h>0 sledi da je Tu = u. Dakle, u jJje
fiksna talika rreslikavanja .
Navodim posledice vrethodnog stava:

Posledica 2.2.1. (ij.

[
-
CJ
b
D]
H
—
',.J
O
v
~»
U
ct
-
M
»
N
.
b3
<y
@]
2
©
o]
(O]

X zatvoren konveksan podskup normirancg linearnoz prostora i
neka je T preslilkavanje skupa X u sebe sama koje ispunjava
uslov

2.2.5.) d(Tx, Tv)<

~r O mr xr ) , s I~y My 4 iy <y [Tiap
<4 ma {c d\A,}),[d(x,&x) + d(J,LJﬂ ,Ei(x,iJ) + d(;,ihﬂ}
za svako x,y € AL, 8de je ¢ » 0 1 0 £ qg< 1. Ako niz
(2.2.9.) o, = (1 - ®)x, +t Tx,

n=0,1,2,..., x, € 4 0<t <1, konvergira u £, onda T ima
fiksnu tacku.

Posledica 2.2.2. (B. E. Rhoades [1], st. 1.). Neka je
X zatvoren konveksan podskup normiranog linearnog prostora, T
preslikavanje skupa X u sebe sama ko;e ispunjava uslov
(2.2.8.) naXic,=1,0<c,g 1i lim ¢, = h >0. iko niz

o
n-o

pe = (1 - cn)xn + ¢ Tx (n=0,1,2,...),

n+1 n n?

gde je X € X, konvergira u X, onda T ima fiksnu tacku.

AW
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CVoKTIH

- o : > P o N
lupolju & . Dijametar 1? 4) ogranideno Tupa A C X e {4) =
- N . s
-V {dtny) 0 ox,y e 4},

. . , LAy
la metriku d metridkor; prostora (X,4,R) kate se da je

s 1. = - PRI =, RN ! b4

ogranicena, ako Jje prostor X ogrsnicen. la metriku a kaze se

ieka je X topoloski prostor, 4 nerrazan dec s¥kupa X, 9”_{
familiZa svih otvorenih okolina ¥ talke x €., d pravilna me-
.. N 4 Ay . ) . .
trika metrickog prostora (Y,4d,R i f : a1, Cscilacijonm
[ 4 2
ja meda s}f:zzpa{ﬁ(f(gﬂl’%‘)) :

funkcije £ u tacki x €A zcve se don;

i
w

7 65’:{} 1 oznaci

U ovom odeljku uopstavam definiciju uniformno neprekid-
og preslikavanja na metricke prostore nad topolofkim polupolji-
ma. U prvom delu ovog odeljka uwopStavam dva poznata stava u ko-
jima se umesto metrilkog prostora nad topoloskim polupoljem ope-

rige sa obicnim metricki prostorom.
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Definicija 3.1.1. Neka su (X,d,2 ) i (Y,P,R ) metricki
prostori nad tihonovskim polupoljem R . Za jednoznacno presli-
kavanje f : X—Y ka%emo da je uniformno neprekidno na X ako za

. . A . . ; ; a3
svaku okolinu U nule u R postoji okolina V nule u R tako da

za svaki vpar tadaka x,x'€X iz d(x,x') €V sledl P(f(x), f£(x'))eU.
. _ § Y. S D e
Stav %.1.1. Neka su (X,d,R ) i (Y,9,R ) nmebtrilki prosto-

. LA ; . - .
polupoljem R i neka je f : X—+=Y uniformno

By

ri nad tihonovskim
neprekidno preslikavanje. Ako je {xw}Koé jev niz t:maA u me-—

.- . 4 \
tridkom prostoru (X,d,R" ), tada je{ (*{m)} Kogijev niz tipa |

u metridkom prostoru (Y, R ).

Dokaz. Kako je preslikavanje f uniformno neprekidno na
X tada za svaku okolinu U nule u RA postoji okolina V nule u R
tako da je P(f(x),f(x')) €U za svaki par tadaka x,x'€X za koje
je d(x,x’) €V. S druge strane, pogto ge{ } KoSijev mniz tﬂpaA
u X, tada za okolinu V nule u r® oji element my € AN tako da

je d(xm ,xmg)EV za svaki par mq, m2'>mV i zato je ?(f(xml),

T = o3 ) S 4
f(xmg)) €U za svako My, My > My, sto znaci da Je {f(xm)} Kosijev

Z

niz tipa A¥u prostoru Y.

o)

Stav 3.1.2. Neka je (X,d,RA) metric¢ki prostor i S njegov
podskup svuda gust u X, neka je (Y,?,RA) potpun metricki pros-
tor 1 neka je £ : S5—Y uniformno neprekidno preslikavanje. Ta-

da postoji jedno jedino neprekidno preslikavanje g : X—=Y koje



produruje f na X, 7 = f na 5. 8em toga, vreslikavanje £ je uni-

-

formno nepreidno.

Dckaz. ¥Kako je skup S svuda gust u X, tada za a8 koju
tacku x €4\ S postoji niz tacdaka s, iz skupa S da niz.{s&}ti—
pa & u metridkom prostoru (X,d,RA) konvergira tacki x. Po pre-
tpostavei preslikavanje £ : S—Y je uniformno neprekidno i {sm}
gijev niz tipa.ﬁfiz S pa prema prethodnom stavu 3.1.1.

)} tipa £ je Kodijev niz u Y. Posto je (Y,?,RA) pot-~
pun metricki prostor, onda Ko3ijev niz {f(sm)} tipauéfu_prosto—

ru (Y, ?,R") konvergira tadki lim f(s )E Y. Stavimo da je g(x) =
meA

= 1lim f(s ), gde je s _€ S i lim s

= %x. Tada je preslikavanje
me a* meat

m

g definisano na ditavom skupu X i pri tome je g(x) = f(x) za
sSvVako X € 5.
Dokazimo da je preslikavanje g : X—=7 uniformno nepreki-

o . . . a
dno na ¥. Primetimc da tihonovsko poclurolje R regularan to-

O]
Ce
m

pLd

}-

poloski vrostor. To zna

i

) . -8
de za svaku okeclinu U nule u R posto-

b

T

osobinom da je WacU. Kako je f unifo-

mn
o)

ji okolina W nule u R
_ e o T s i a
rmno neprekidno preslikavanje na S tada za okclinu W nule u R
ci . . a . o

postoji okolina V nule u R~ tako da je P(f(s), f(s')e W za sva-
ki par talake s,s’ € S za koje je d(s,s')e

T . > . 14 .

Neka je x,x'e X, d(x, x')e V i neka su {sq} i {s S nizo-
tina A iz S koji konvergirajiu respektivno tadkama x i x'. karo-

menimo da

6]

-

. 5 . * . .. . B . .
nlz{~d(sm, sé)} tipa & Kodijev niz u R (vid. M.

Antonovskij, V. Boltjanskij, T. Sarymsakov [2], str. 34.). Ta-

) - . .

kav niz u potpunom metricdkom prostoru R Jje konvergentan i kon-
. U T i vy LA

vergira nelroi tadki iz R . Zofto je metrika 4 @ XXX — 3 nevre-

kidno preslikavanje, tada mora bitil



~

1im*d(sm,s;) = a( 1im¥s , lim sé) = d(x,x")e V.
meA R meo nea*

To znadi da za okolinu V nule u RA postoji element m € & tako
da je d(sm,sé)e'v za svako m>my. S obzirom da je f uniformno
neprekidno npreslikavanje na S, imaéemo da je ?(f(sm),f(sé))é W
za svako m> Oy odakle sledi da Je

P(e(x),z(x') = §( lim £(s ), lim £(s )) =
mea* med*

= 1in £ (£(s,), £(s/))eWCU,
mea o :

$to znadi da je preslikavanje g uniformno neprekidno na X.

Svako uniformno neprekidno preslikavanje metridkog pros-
tora nad tihonovekim tolupoljem u metrilki proster nad tihono-
vskim poluroliem je u igti mah 1 neprekidno.

La kraju, s obzirom da Jje metrilki prostor (X,?,RA) Ha-
usdorfov postoii jedno jedino neprekidno preslikavanje Xoje vro-
dufuje f na % talo da je g = f na 3.

- )

To je uvoritenie poznatog stava (vidi,na primer,5. lMarde-

<

ié [1], stav 27. str. 201.) u koiem se umeste metridkos vpro-

me

stora nad tihonovskim »oluncljem onericte sa obilnim metridkim

prostorom .,

te3

slededdin steoven dati su doveljni uslovi za produlenje ne-

I~ —~ ~ v 1 S A —~ - M § 3 %
rrelidnos preclikavanic definisancs na skupu A& metrickes tvro-
- - -y -3 1 ~ “lrg o~ AT ~. ST 1~ ~ pagps - > ” R4
stora nadl ftihoncovelin nolurcliem na skup svih tactaka x € 4 ci-

a2 je oscilacijz jelrala nuli,



i : NS S e S [N S .
whav suodl. o J9 Al moTILCKL DIeSTor, A nepra-
PRI R U N T e oy a1 B TR - R o E LT I - ~4
man deo skupa «,§ mrovilina netrika vouvunes metritikos »rosto-
Ty 18 e e ¥ rmanrelridne rreciikovanie 1S slrun avin
re (1 N F ,L& Vi . hs P AR S SRS SN 1ANS TresliRew (‘ﬂ,\}t; 10 8 ‘.z,‘lzv SVin

v . - . . P PN o e - - R . Y
tadaka x € A sz omobinor w(x,T) = L, LJagda pesto)i jeonc jedl-

=]
5)

o]

@

(@]

H

@

}.J .
&
o

=

@

]

"__J
;_J

A
o

<

3

g

ie o @ S5 -—=1 kodje rrodufuie f na 3,

Uokaz. neka fe x € S\ A. DTads u skuvu & postoji takav

. " ;o N A T -
toru (X,d,« ) konver-

. - * , .
rira tacki x, tj. da Jje tim x = x. Za svalko moé‘ A stavimo
meA i

[63]

. . : ) *
niz tadakxa x_ da niz {X"l tiva A 1 pTo

* . .
Stosa za mq > = (= m, € A" ) imano

m)ml m>mo

med me

Iz uslova @ (x,f) = 0 siedi

O

1inU(£(a, ) =

men* ¢

. . ya .
Zato za vproizvoljnu okclinu U nule polupolja R postojli ele-~
ment my € M takav da je 0(f(gmu))eu. Za my > my i omy > my Je

f(Aml) c f(AmU) i f(hm2> (d f(AmU) ,

\ON



. N N . oy en T 3 A
Proma tome, mora bitl

Cr(e_ ), fix_ )Y €U

/
[

i &
- 1o 3 - 8] . 3 A ( . 4 »*
ze svako my,m, > my, odakle sledi de je niz i\xﬂ) tipa O
AL [ ! il

- . A s v
Cauchy-cv. kako Je (Y, §,R ) potpun metrilki prostor, tada Ca-

a.

uchv-ev niz'{f(xﬁ)} tina A u prostoru (¥,Y R ) konvergira ne-

I

koi tadki u Y. Stavimo g(x) lim*f(xm).

mesH
nje g definisano na skupu S i pri tome Jje g = f na A,

o

Trebz dokazati da Je preslikavanje g : 5 —1Y nevrekidno

v tadti xeS\ A, ti. w(x,z) = 0. Kako je g(B8 N F) (s NF),

gde je ¥ otvoren skup u prostoru ¥, tada je \7(@(8 ner)<
<A NFE)) = J&EWNT)) (vidi X. Kuratovskij [1], str.

wix,2) = N{JEEn )

b
m
kq
s
In

b
m
q;l

< /\{ﬁ@u_ nw) :

o1

odakle sledi da je preslikavanje g neprekidno u tacki x € 5.

s . . ol ‘ .
Frimer S.l.1l. Neka je R™ polje realnih brojeva i f: Xee

1

sin preslikavanje skupa Bl\{o} u skup R™. Tada se preslikava-

I

nje ne moze produziti neprekidno na skup Rl ,jer je oscilacija
. v [>202

w(f,0) = 2.
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Neka je (X,d,R ) metriiki prostor nad tihonovskim polu-

4 AR . . . C - : . N
voljem R . Rastojanje nerraznih skupova a,b C & jJje donja meda

id\A,y)} v oznaci
x € A

vyebB
D(A,B) VAN {fi(::,a }
X € A
N
Neka je X tonolodka grupa (vidi I.. S. Pontrjagin [lj,

O — i . \ YA S
str. 1C4 ili N, Burbaki [5], str. 11) 1 neka je Rk tihonovsko

2 iid i T,

. , . , A - . A v
polupolje. Za metriku d : I *xX—=Kna X nad polupoljem R kaze

>

radu [2] pokazali da je svaka topoloska grupa invarijantno me-
trizabilna nad nekim tihonovskim polupoljem B2,

Neka je H zatvorena podgruva tonoloske grupe X 1 neka
je X/H prostor levih (desnih) klasa topoloske grupe X po pod-
erupi H. Napomenimo da je X/H potpuno regularan topoloski pro-
stor (vidi L. S. Pontrjagin [1], str. 115.) i da je zato me-
trizabilan nad nekim tihonovskim rolupoljem R . Neka je (X,d,

a IV . .
R™) metridki prostor. Za svako xH, yHe€XH stavimo

D(xH,vH) = /\ {d(xa,yb)}.
aell
beH
Tada je jednozna®no preslikavanje D : X/H * X/H—X® invarija-

ntna metrika nad R® (vidi A. Jaiswal i B. Singh,[l]) i (x/H,

a
D, R) metridki prostor.
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Stav .0.1. Neka je X topolosiia Truva i I njena zatvo-
S

rena podgrupa. Ako Jje invarijantns metrika 4 mMeTIPLCKOZ Prosto-

PRV . P et .
ra (X{,4d,R") usmerena, onda je 1 invarijantna metrika I metri-

Dokaz. Fo nretvestevel (A, 2 ) Jje usmeren skup. Neka jJe

¢ )
\ . - ;
a’ ze q,a'e A, ti. (d(x,y))(q) » (dx,y))(q’) za svako

", 3 ! > - Ty e oy 3 3 e TN 0\ — ol Sy g N - R S
€ {. Cdatle 1 s ovzircm da je \/\h}(g} = lni{ﬁ\q/} za svaki
XE M

(D{xHE,yHE)) (@) = (A {dixa,y’o)})(q)z

= inf{(d{:ca,y’o})(q)} > ind
a,0EN

= (A{alxa,y0)})(a") = (0(xH,yH))(a")
a,bel

za svako xd, yH€X/H, pa je q » a’. Za svaki par q',a”e A posto-

(D)

je g € /\ sa osobinom da je ¢ > q 1 g > q . Prema prethodnom

razmatranju biée q > a' i a > q" 3to znadi da je (A, > ) usme-
(D) (D) (D)
ren skup. Dakle, metrika D na X/H nad R4 Jje usmerena.

Neka je X topologka grupa i H njena zatvorena podgrupa.
Preslikavanje f : X —xH metriclkog prostora (X,d,RA) na metrilki
prostor (X/H,D,RA) zove se kanonicno. Lako ,je vokzazati da je pre-
slikavanje £ uniformno neprekidno na X.

Ako je H invarijantna podgrupa topolofke grupe X, onda
je X/H topolodka grupa. (na se zove topoloska kolicnik-grupa

topoloske grupe X vo invariijantno] podgrupi H.



™

Stav 2.2.2. Neks je X topoleska grupe i H njena

ompa-

ktna invarijantna podgrupa i neka Jje d usmerena metrika potpu-

R . - A. _ A
nog metridkog vrostora (X,d,R ) nad rolupoljem R . Tada

je to-

polo3ka kolidnik-zrura G/H topoloske grupe & Do invarijantnoj

T

podgruri H potpun metrilfki prostor (X/H,D,R ) nad volupo

. . . SR . . * .
Dokaz. Neka Je iAD} Ko3ijev niz tipa AN u metri

a . * .
storu (X/H,D,R ). Tada za svako m € A\ postoji element

0. Stavimo

tako da je D(Apl,ApE)eom za svako P1sPo> 7

. -» . d il .
B = A (m) za gvako mEAN, gde je g : A—A kofinzalno

vanje. {vidi M. Antonovskij, V. Boltjanskii, T. Sarymsa

jem RA

¢

1

ckom pro-
*

p € A

da je

preslika-

kov, [A]

. . v . .. . . - . LR v
str., 2C2.). Tim nadinon dobijeni podniz {D } tina A je KoZijev

- . * - -
niz u X/H, t3j. za svako m € postoji m R eill tako da jJe

D(Bml’Bmﬁ)eem gim je my ,0, > m.
fadd

Kako su skupovi xH za x € X kompaktni u topolo3kom pro-

storu X, tada za svaki dlan Bm€EX/H podniza {Bm} tipa

ji element x_€ X sa svojstvom da je f(xm) o

o posto-

i da Je d(Xm )

1

v . . . r Mo . . L
X )EOm, cim je my,m, > m. Stoga Je {Xm} Ko&ijev niz tipa 4O

Cx . a . . . e a
u metridkem prostoru (¥X,d,R ). Otuda i s obzirom da je(X,d,R )

e va e . . . * .
potprun metricki prostor sledi da nlzihxm} tipa A konvergira
nekoj tacki x€ X, tj. lim x_ = x. No kanoniéno preslikavanje

1.

mea*
f je neprekidno na X pa zato mora biti.

lim B = llm f(xm) = f( 11m X Y = £(x) = A€ X/H.

men* ' meo me o*

S druge strane, uzimajuéi u obzir da je preslikavanje

. - N . . #* . v . p
ino i da Doﬁnlz{ B } tipa A konvergira tadli A, tada

& kofina-

i Kosijev



» i P By 4 ot 2y N 1 .
niz {Aﬁ} tiva & u nrostoru \A/h,u,n ) konvergira talki A. Dakle,
D

A R s -3 ey oy b e
petrifki prostor (L/H,D,R ) Jjo potrun,

Definicija 2.2.1. LKeka je (¥X,d,R ) metriéki prostor nad
1 1 Ll L 730 LR 9t . NP 3 ) N 7 1
tihonovskim rolupoljem K 1 M neprazan sodskup skupa X. Za skup
e : A 1 T -~ -~ - 1 T4 - "\A T.m - PR PO -
M kaZemo da je d-konveksan nad polupoliem =, ako za svaki par
talaka x,z €l postoji y el tako da je ispunjen uslov
Al Y a Al =) = Gl )
alx,y) + d(y,z) = dlx,z)
za X #y iy ¥4 z.
To Jje uopitende definicije iz redeva P.S. Soltanz 1 .

Lassaka u kojoj se overise sa metrilkinm prostorima nad poljem

realnih brojeva,

Stav 3.2.3%, Neka je tovologka grure X invarijantno metri-
. ot e _ - & . e
zabilna metrikom d nad tihonovskim polupolijem R 1 neka MHcCX
3 1 Ty 7 nd m 3 1 T 1 resl
bude d-konveksan skup nad R . Tada je skup b d-konveksan nad

A
R za svako b eX.

Dokaz. Neka su tacke x,z €li, y€ii. Kako je M po pretposta-
vei d-konveksan skup, tada postoji y €l tako da je d{x,y) +
+ d(y,z) = d{(x,z). S druge strane, metrika d je invarijantna

1

pa zato za tadke bx i bz iz bH postoji taika by e bM tako da je
d(bx,by) + d(by,bz) = d(bx,bz),

< “ . . . o
sto znaci da je skup bM, takocde, d-konveksan nad polupcljem R .
Neka je A ma koji neprazan skup i1 neka su Xi neprazni

skupovi za svako 1€ A . Kombinirani proizvod ¥ =[1X. Jje skup
ien *

svih funkcija x definisanih na skupu A\ takvih da Je x(i)e X.

5 2 N l

ey
L{,,



L
za svako 1 EAN.

1

s Z T M W aTer v a2 T T T RN S
OTAY Ded e NEEHHE SU A g UL 35{ ) nevrIiadSL p,i_"OD (VRO RANS L.Li_‘,d R

.
. - T < B 3 P R . T . . 4
za svake 1€A i neka I‘LiC £ buau d.~konveksni skupovi nad R”.

efinisimo sada vreslikavanje

.. . N . ) . a
kombiniranog proizvoda X = [l ¥. u tihonovsko pelupolje R ta-
iea

ko da jJe

N
jo3
P
N
b
-
~d
e
S
TN
bd
pA—
i
[y
TN
\,
¥
TN
l..l
p—g
-
(%)
<
N
}.!
S’
p—a

u
za svako x,7y € X i svako 1€ A.
Tada je kombinirani proizvod M = M, d-konveksan skup
ieA

. SIVAN ‘ve . Fa)
nad poluvoljem &  u metridkom prostoru [X,d,R ).

Doksz. Neka su talke x,z€l, yeX i 4 metrika na X nad

[

-

polupoljem R . Treba dokazati da iz jednadine
d(X,Y) + d(y,Z) = d(X,Z>
sledi da je yé€ M. Prema definiciji metrike 4 na X mora biti

(x(1),2(1))

a5 (x(1),7(1)) + d;(3(i),2(1)) = 4
za svako i € A, S druge strane, skupovi Mi su di konveksni nad
Rl

pa zato za =(i), z(i) e M. nostoji y(i)éfﬁi za sveko 1€ A,

. . . s A
odakle sledi da je yeii., Dakle, skup i Je d-konveksan nad R u

A AN v . .
metridkeom prostoru (X,d,R ), Sto je trebazlo dokuzati.

4.7
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Neka je (¥,d,R ) pseudometrid prostor nad tihonov-
i . AN - A
skim polupoljen R efinisimo proizved r»-35(U) elementa re i
A AT e
C R i okrutenja 3(U)T P~ ovako
v 3(0) = {(T,y) : x,yer 1 d(x,y)erU }
Neposredno se vidi da je r-5(U) = S(xU).
-~ * v . 5 v 5. s
Sa/N' coznadimo skup svih Xonaclnih podskupova skuval.
. e . s B - . A s
Za svaku oxolinu U nule u tihonovskom polurolju 27 zmostojili o-
. . . . 1) N
kolina U (me A* ) nule sa osobinom da je U_. C U. Dakle, fa-
/ L
milija {Uﬂ T e Ay, PER, p?>u} obrazuje okolinsku bazu nule
L_?

s . . VaN
u tihonovskomn polupolju R.

Stav 4. 1. Neka je U ma koja zesilena okolina nule u

o~

. , . A R .
tihonovskom volupolju R™. Za svako okruZenje 3{(U) dijagonale

. Y= .
kombiniranocg proizvoda P~ i pozitivne elemente Ty 1T polu-

polja R® va?i uslov
rl-S(U)c: rg-S(U),

ako Je Ty< T

Dokaz. Neka je (X,Y)G.rl 3(U). Tada je d(x,y)e.rl-U i
zato je d(x,y) = rib, gde je beU i b>0. Kako je ry<=1, i
b> 0 onda je rlb<< r?be:qglL 3 obzirom da Jje okolina U nule

zasidena tada mora biti dix,y) = rlb65r2 U. Zato je (x,y) €



[N Y

1.
L

Stav 4. 2. Za ailjanonale tombi-
niranog nroizvods o7 1 nositivne elemente TayTsaese,r Tiho=
novskog polupolja BT va®i uslov
~ 10 -~ Lin S, -.IM
b(rIuD) 0 b(:gUﬁ) e v WO “K(Euv> —
V4 . - N o / ”II‘L N,
= ‘\Ll*‘ I’2 Fe e et ‘_k,‘ u'\dp).
v SN e N T
Dokaz. Heka je (x,y) € 8(ryUj) o 8(r U ) o...0 8(r, U ).
r = Sk
Tada postoji niz tadska x = Zo1%9 580000 09% = F 1 P sz osobi-
A ot A
. m . A o
nom da je (21_1’54>G'S<T1Un> za 1 = 1,2,...,%5. Stoga je
I e Y 77 {5 Sz )
d—'\zi_j 1<q S Erid"@ \lzlgC,D,...,:x/
1 zato je
‘a3l R - L 7
\dﬁzl—l’ul)><q><Li<Q)p (l—17275’-"31{)
za svako qem, Koristeéi relaciju trougla, imalemo
(d(x,7)) ()< (d(x,29))(q) + (d(z9,2,5))(q) +...+
N
+ (d(zy 1,70 ()<(zxy(a) + ry(q) +...+ r (a))p

za svako gqe¢ m, odakle sledi

d(x,y)e,(rl + T,

Zato Je

(x,y)e.(rl + T, .

'?‘o-.+ I‘k)Up .

« ot

-7

- 'rrn
“J‘C).b(JF)) ?



Heka e F,W
s A : . 51 At Sl T T G T)A\
izvedena 1z metrike metrickogm prostora (r,d,R7).
P e U S . N
Zz svakl var (x,y) € P° tadeka x,ye r stavimo X = (x,y).

Svakonm preslikavanju f : P> P prostors ¥ u sebe sama koresvo-
e

ndirajmo novo preslikavanje © : P F7 tako da Je X =

.‘\)

Definicijae 4. 1. Ueka je (P,W) uniformni prostor i
2 - 2 1 ; 3 / >
F : P P” korespodentnoc preslikavanje pre slikavanja £ : P>P

prostora F u sebe sama. Preslikavanje f naziva se (r,R°)-uni-

foi ine kontraktivno ako je ispunjen usliov

SN
g
’,—J
N—

=i

)

Xes() sledi rLEer 3(U),
o o : Lo,
za svako S(U)EF , gde je r€K i r<l.

Stav 4. 3. Neka je uniformni prostor Weil-a (P,W) ni-
. \ _A . .
zovno potpun i neka f bude (r,R )-uniformno kontraktivno pre-
slikavanje prostora P u sebe sama. Tada rreslikavanje f ima

jedinstvenu fiksnu tadku u P.

Dokaz. Uzmimo jedno odredeno, inace ma koje, xoe P i

definiZimo niz {XJ iz P stavljajuéi
(q'. 20) ’ X = an = an

za svaki prirodan broj n EN.
Napomenimo da za proizvoljnu okc_inu U nule u tihonov-
q s 1A .. .. . m A
skom polupolju R~ postoji zasitena okolina UD nule u K sa

Jm - . C o .
svojstvom Uw(: U, Lako je videti das postoji pozitivan realan



broj ©

T
L

7 uslova

Neka Jje & prirodan brecj i neka je x>n. Kako je
4l o]
I . - 1’117 [N A AV
(x_ ,%x, )€V or V Cuesl T v,

prema stavua 4. 2.

(xn,xk)E(rn +

Odatle,prema stavu %. 1, mora biti

(Xn,‘:{k) € r*(1 - r)—lV

3
W]

no, -1 o/l
(Xn,Xk>EJ? (1 - 1) D(Up),

Kako je o<r<1 tada se moZe odrediti prirodan broj n

R ¢ PR -1 o . .
tako da jer t(1-r)7 <l za svako n>n_. S obzirom da je U

sitena okolina nule imadeno

m
p

0

23—



8]
pe
ot
o
M

’

{ ~r

\ ‘x?‘
Ll

’Xk> €

za svako k>n>n_, 3%to znadl da je {xp} Kogijev niz. rofto je

"
]

uniformni prostor (P, U) nizovno potrun, tada niz {X } konve-

6]

rgira neke] tacki z €P. Za ma koje okruZfenje WE€U posbtoii

okrufenje S(U)EF tako da je S(U) o S(U)cW. Dalje, za okru-

zenje S(U) npostoji prirodan broj n, tako da je (z,xﬁ)EiS(U)

za svako n>ng i zato je

(f(z),xn+l) = (f(z),f(xn)}éir.S(U)C:S(U),

sto znaci da je

(z,£(z)) € 8(U) o S(U)cW.

S obzirom da je (P,W uniformni prostor Weil-a, lako se vidi

da je £(z)

i

z. Dakle, z €P je fiksna talka preslikavanja f.
DokaZimo da je z jedinstvena fiksna tactka preslikavanja

f. Pretpostavimo da je i z'€ P fiksna tacdka preslikavanja f.

Stavimo da je Z = (z,z'). Za proizvoljno okruZenje W &€ U po-

stoji okruzenje S(Ug) i pozitivan realan broJj t Ttako da Jje
7 € 5(t Ug) = V.

Stega iz uslova (4. 1.) imamo

7 - FZ € oV,
7 = F°7 € r°v,



Kako je O<r<l tada ze more odrediti prirodan broj n_ tako
his)
da je 't <1 za svako n>n . S5 obzirom na stav 4. 1, bile
[
n [l ~YT: o TTR"
't s(UT) @ s
¢im Je n>r%)i zato Je
Z € S(Ul)y .
D
Iz uslovs da je (¥,U) uniformni prostor Weil-a i da je W pro-
o
izvoljino okrufenie dijaconale D u r~ sledi da je Z €D odnosno
z = z' . Prema tome, preslikavanje f ima Jjedinstvenu fiksnu
tacku z €F.
To je uvopstenje S. P. hAcharya-evozg stava 5. l.iz rada

[l] u kojem se umesto uni

honovskim polupoljem operise sa

formnog prostora metri

bilnim nad poljem realnih brojeva.

U okvir ©e

B.

ol
e

Rhoades-

[2] i 1j. B. Ciriéa [20].

problematike ulaze rezuitati 5. N.

zabilnog nad ti-

uniformnim prostorom metriza-

Mishra,



5, FTESNE TACKD JEDNCZNACNIH I VIEZZNA CNIH PRESLIKAVANJA

U MEPRICKIM FROSTCRINA

ecrija fiksnin tafaka predstavliia danas vrlo znaladnu
matematicku oblast. Od nosebnog interesa su ispitivanjae egzi-
stencije jedinstvenih fiksnih tacdaka.

U okvir ove problemati

»

ke ulaze rezultati koje Je Lj. Ci-
rié rublikovao u radovima [1]—[2@ , de oslabljuje uslov kon-
traktivnosti 1 vrsi uwonitenje Banach-oves stava. rotom ulaze
rezultati M. R. Taskoviia 1 C. 3. YWong-2 koji su publi
radovima [1] odncsno [2].

U ovom odeljku uwopsStavam uslov rontrak

kavanja prostora u sebe sama koga je u radovima [1] i [z uveo

el

D, S. Jaggi 1 isritujenm dovoljne uslove za egzistenciju Jjedin-

stvene fiksne tadke preslikavania kod novi uslov.

Ca,
]
=
11
o3
o
;

-

]
<
Qo

Pored toga u ovom odeljku isnitujem dovoljne uslove za egzisSte-
neiju zajednickih fiksnih tadaka za dva 1li vise preslikavania
koja ispunjavaju taj novi uslov. U radu vrsin uopsStenja D. S.
Jaggi-evih rezultata.

Na kraju ovog odeljka poopstavan uslov kontraktivnosti
viseznadnih preslikavanja koga je u radu [)] uveo Lj. Cirié i
ispitujem dovoljne uslove za egzistenciju fiksnih tadaka vise-

naénih preslikavanja koja ispunjavaju ncvi uslov. U radu vrs-
im uvopdtenja rezultata nublikovanih u radovima S. Nadler-a i

s -

irica.

4
(@

L.
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o TUNTHOMYENT BTRANT MASTT TRTAT AV A A
Loe iU dlDL VEND PIKSNE TACKE PRDSE AKAVANJA

s
-
o

U METRICKIM PROSTORIMA

Neka je (¥,d) metrilki prostor i T : X—=X preslikavanje

prostora X u sebe sama. Za preslikavange T uvodinm ovaj uslov

d (1%, Ty) € v(x,y)d(x,y) + s (x,¥). max {d(x, Ix) ;d(y,Ty)} +

N
Ji
L)
s
*
}.J
L]

p—g

ot (x, Sz, Tx) - d(y,Ty)
d(x,¥)

’ N £ e o N Ny g - ¢
su rix,y), s(x,7) i t(x,y) neneca

5

za svavo w,v €X 1 x#y, od

w

1

tivri prealni brojevi koji zavise od x i1 y tako da je

sun {r(x,y) + s(x,y) + t(x,y}} = g<1l.

K, TEL
Stav 5.1.1. Ako je T orbitalno neprekidno preslikavanje
koje ispunjava uslov (5.1.1.) i ako Je X prostor koji Jje orbi-

talno potpun, onda postoji jedna i samo Jedna fiksna talka iz X

1)

za preslikavanje T.

5

Dokaz. Uzmimo jedno odredeno, inace ma koje, X, € X i de-

finigimo niz {XF} iz X stavljajuéi
(5.1.2.) x, = Tx, ; = T'x

za svakli prirodan broj ne N.

Ao Jje x = X ] za neko n € N, onda je X, = Txn pa je x

n n+ n

fiksna taclka preslikavanja T.
Ako je x,_1# x, za svako n€N, tada iz uslova (5.1.1.)
i definicije niza (5.1.2.) sledi da je

[

IR0



r > A 17 7 »
A, %, 40 = Al y.0x )€
e COVa . N . “ v 5, N . 5
(X490 SX X T OSUN g e ) MEN I 5 4B e d(K X it T
€ i 10 NEL L1 .1) SUEL ey, é ( (RN » _]_z,(< OB RS
4 s S Y b
~ ~ [ '
. “\\Y*,_.‘l Y “ony ) 4\‘\n,LAY1,
- b\\7.{7—’; ,Xn)~ ) »
- - —— - ") -
CLKX}'\ 3 "‘“w>
Bice tzda
. N
. (X, _~ X0 .
oo T \ A - LSS L 3/ -
()._L., s ~\",13~“~,q_¢_')/ S a X}‘;-—l’j{‘n)
: LT I - ~ JE Sy g ~r ==
i »J<£n_~l,.z\._5}> u(‘).n -] ’.:’L_’_{>
ili
r{x 33X ) S 44X
- . n-1'"n n-1’"n -
1. -, - Y { - -~
et e T e, u'\"{‘,""ﬂf—if é P d\"_ -1 y <)
-t R =~ . T 4
1-t(x )
Sn-1'"n

e $a¢ v O ’ N S .
TOK {&\Xn-l,an), d\xn’xn+l}} = q(xn,xn+l)

. 3 ¢ Al
me P, = X .
ax {u(xn”l,xn), d\xn’Xn+l)} d{x,_q+%,)
Kako je g<1 iz uslova r(x%,y) + s(x,y) + t(x,y) < q sledi da je

r(x,y) _ r(x,7) + s(x,y)
(5.1.5.) <qa i - < a
1-s(x,y)-t(x,7) 1 - t(x,y)

za svako x,y € X. S5 obzirom na (5.1.3.) i (5.1.4.) bile
A Gty %y ,1) € 4 A
za gvako neli, Zato je

s i n 4
Q(J(nshn*_l)éq w<XOaXl>

za n=1,:,2,... balje, za svaki prirodan broj v, imamo



W Ji

X
n+p=-1*'"n+p

q
< - d(X 3 X )e
1-q c?' "l

. . (mn ) . - .
odakle sledi da ge{‘ X ,I}EN}Cauchy—ev niz. Kako Jje prostor

tacka u €X tako da jJe

[S e}
4]
0
j$¥]
3
o]
[63]
pat
Q
[
H
ct

X T-orbitalrno »otpun,

u = lim x_ = 1im T7x .,
* n “o
Neroo N~eo0
S druge strane, T je crbitalno neprekidno preslikavanje i zato

mora biti
. el
Ta = 1im ™'x = 1im x_ - = u.
o) n+l
n--00 N--®

Znadi, u je fiksna tadka preslikavanja T. Pretpostavimo
sada da je i v €X fiksna taclka preslikavanja T i da je v # u.

Iz uslova (5.1.1.) nevosredno sledi da Je
d(u,v) = 4(Tu,Tv) <

< r(u,v).d(u,v) + s(u,v).max {d(u,Tu); d(v,Tvﬂ +

d(u,Tu) .d(v,Tv)
+ t(a,v) = r(u,v).d{u,v) < d(u,V),
d(u,v)

§to je nemoguéno. Dakle, u je Jjedinstvena fiksna tacka presli-
kavanja T (vidi moj rad [7]).

Posledica 1.5.1. (D.S. Jaggi [1], st.2.1,) Neka je (X,4d)
potpun metricki prostor i T : X—X neprekidno preslikavanje pro-

stora X u sebe sama koje ispunjava uslov



d{x,Tx) d(y,Ty)

a(Tx,Ty) € v d(x,y) + s
d(x,y)
za svako X,y €X i x # y, gde su r,s € [0,1) i r + s<1l. Tada po-
stoji jedna i samo Jjedna fiksna tacka iz X za preslikavanje T.
Stav 5.1.2. Neka je (X,d) potpun metridki prostor i neka
su Ti(i =1,2,...,0) preslikavanja prostora X u sebe sama pri
Cemu je ispunjen uslov

n n n n n n
102 1,02
d(T; T, ...Tppx, 7T, ...Tppy) < r(x,y).d(x,y) +

n, n n n, n n
2 : 1n 2
+ s(x,y)max {d(x,Tlng ---TpPX>,d(y,Tl T, ...Tppy)} +

n, n n n, n n
1,2 Poy. Al m Im 2 D
d(x,T; 7T, ...Tp x) d(J,Il T, ...Tp v)

+ t(XsY>'

d(x,y)

za svako x,ye X, x # y, gde su n; (i =1,2,...,p) prirodni bro-

. e . : . . .
jevi i r(x,v),s(x,y) 1 t(x,y) nenegativni realni brojevi pri.

demu je SUp {I‘(X,Y) + s(x,y) + t(x,y) : x,yex} = qg<l.
Mt Pp

Axo je 4Ty = Ty (1,3 = 1,2,...,p) i T3 T,%...7 F orbi-

talno neprekidno preslikavanje, tada postoji Jjedna i samo jedna
fiksna tacka zajednicka za sva preslikavanja Ti.
1 P2

Dokaz. Stavimo da je T = T.°T, ...Tpp. Prema stavu

5.1.1. preslikavanje T ima jedinstvenu fiksnu tadku koju ¢éemo
oznaciti sa u.
Dokazimo da je T.u = u za svako i ¢ {l,E,...,p}. Ovde je

Tu = u i TiTiX = TjTiX za svako x € X. Tada je

€ 4



“L..T Pu) o=

ny n, n,
— <« Yo .. Mmm
= Tl T2 ...Tp (Iiu) = TT;u

za svako ifi{l,&,...,p}, $to znadi da su Tiu za 1 = 1,2,44.,D
fiksne tacke preslikavanja T. S obzirom da Jje u jedinstvena fi-
ksna tacka preslikavanja T, onda mora biti Tiu = u za svako

i.€{l,2,...,p}(vidi FMurakami i Yeh([1] ).

Stav 5.1.%. Neka je (X,d) metridki prostor i T : X—=X
neprekidne preslikavanje prostora X u sebe sama koje isnunjava
uslov (5.1.1.) » 8de su r,s i t konstante i M svuda gust skup u
prostoru X. Ako je X prostor koji Jje orbitalno potpun, onda po-

stoji Jjedna i samo jedna fiksna tacka iz X gza preslikavanje T.

Dokaz. Dokazaéemo da preslikavanje T ispunjava uslov
(5.1.1.) za svako x,y€X i X # 7.
Ako je x€M i yeX\M (K. Iseki[3] ), onda postoji niz

{yn} u M (yn.# x) koji konvergira ka y. Iz uslova(5.1.1.) imamo

d(Tx,Ty) < d(Tx,Ty, ) + d(Ty,,Ty)<

< r-d(x,yn) + $.max {d(x,Tx); d(yn,Tyn)} +

d(x,Tx)-d(y,,Ty,)

+ t- + d(Ty. ,Ty),
d(x,5,) .

odakle zbog neprekidnosti preslikavanja T na X dobijamo

d(Tx,Ty) € r d(x,y) + s max {d(x,Tx); d(y,Ty)} +
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3/ - Ay s
QLN G LX) TY 4LV

d{x,¥)
kad n —=+ 00
Ako je sada x,y €X\M 1 x # y onda,na primer, za talku x
postoji niz {Xn} u M koji konvergira ka x. Ponovo iz uslova

(5.1.1.) imamo

d(TXn,Ey)<zmd(xn,y) + s'max{ﬁ(xn,Txn);d(y,Ty)} +

d(xn,TXn).d(y,Ty)
+ t- ,
d(x,,y)

odakle se zbog neprekidnosti preslikavanja T na X dobija

d(Tx,Ty) € r.d(x,y) + s.max {d(x,Tx); d(y,Ty)} +

d<XaTX)'d(y,Ty)

d(x,y)

+ Tt

kad n—oo.
Prema tome, neprekidno preslikavanje T ispunjava uslov
(5.1.1.) za svako x , ye€X i x ¥y, pa prema stavu 5.1.1. po-

stoji jedinstvena fiksna tacdka iz X za preslikavanje T.

Stav 5.1.4. Neka je (X,d) potpun metridki prostor, {Tn}
niz funkcija koje preslikavaju prostor X u sebe sama i koji
uniformno konvergira funkciji T. Ako svako preslikavanje Tn ima
fiksnu tadku u, i ako je T orbitalno neprekidno preslikavanje
koje ispunjava uslov(5.1.1.) onda niz {un} konvergira fiksnoj

tadki preslikavanja T.



A7

Dokaz. Frema stavu 5.1.1. preslikavanje T ima Jedinstve-
nu fiksnu tacku, koju éemo oznaliti sa u.

Neka je & ma koJji pozitivan realan broj. oS obzirom da
niz{Tn} uniformno konvergira ka T, tada za dato € postoji pri-

rodan broj notako da Je

d(Tnx, Tx)< &

za svako x €X ¢im je n>n,. Pretpostavimo najpre da je un:¢-u

za svako n = 1,2,3,... FPolazeéi od uslova (5.1.1.) imademo

d(un,u) = d(Tnun,Tu)s

éd(Tnun,Tun) + d(Tun,Tu)é
éd(Tnun,Tun) + r(un,u)-d(un,u) + s(un,u){max d(un,Tun); d(u,Tui}+

d(u_,Tu_)-d(u,Tu)
+ t(un,u). n’’ n ’ =
d(u,,u)

= d(Tnun,Tun) + r(un,u)-d(un,u) + s(un,u)-d(Tnun,Tun),

pa zato
d(unu):sd(Tnun,Tun) + q-d(un,u) + q“d<Tnun’Tun>’
odakle jJe
1 +q
d(un,u) £ I——:—';— Q(Tnun,Tun) .

Prema tome, za svako n>n_, bice



[
ple

Kako je g<1, to znaéi da niz {un} konvergira ka tacki u.
Ako Je u, = u za neko n €N, onda se lako dokazuje da niz

{un} i u tom sludaju konvergira ka u.

Stav 5.1.5. Neka je (X,d) potprun metridki prostor, {Tn}
niz funkcija koje preslikavaju prostor X u sebe sama i koji ko-

nvergira ka funkeciji T i neka za svako x €X niz

(5.1.5.) X = X, X3 = Tyx

o o= Tgxl,..., x =T

X e
0’ n nn-1?

ima svojstvo X, 1 #X,2a 1= 1,2,%,... Pretpostavimo da po-

stoje nenegativni realni brojevi r,s,t sa osobinom r+s+t<1 i
[s2]

konvergentan red zz:bn (bn2>o) tako da vaii

n=1

(5.1.7.) d(Tnx,Tn+ly)<;r.d(x,y) + s-max{d(x,TnX);d(y,Tn+ly)} +

d<X9TnX)' d(y,Tn+lY)
+ t- +bn
d(x,y)

za svako x,y € X, x# y 1 svakon = 1,2,3,... Ako Jje preslika-
vanje T orbitalno neprekidno, tada postoji Jjedna i samo jedna

fiksna tacka iz X za preslikavanje T.

Dokaz. Uzmimo sada bilo koju tadku x €X. Iz uslova

(5.1.7.) i definicije niza (5.1.6.) neposredno sleduje

d(xn,x = d(Tnx

n+l> n—l’Tn+an)é

< r'd(xn—l’xn) + S-max {d<Xn_1aXn); d(xn’xn+l)} *



+ T.d X .
E Q<Xn’\n+1> * bn
Koristeéi (5.1.5.) iz stava 5.1.1. dobijamo

b
n

d<xn’xn+l) < 4a d(Xn—l’Xn> *
1l -5 -+t

za svako n €N, gde je 0  q < 1. Zato je

1 n-2

n 1 ; n-
d<Xn’Xn+l) < 4 d(xo’xl) * T:E:E<blq b9 +"'+bn—lq+bn):

C
n

n
= q dlx_,x,) + s
0’71 l - s - ¢

00 © o0
gde je (1 + Ez:qn) ( Z::bn} = Z: ¢, Dalje, za svaki priro-
n=1

N=1 N=1
dan broj p, imamo

a( < (57 @ty atx ,x) + 1 ¥
Xn’xn+p = Z:,q- Xo0%1 Z:: Cn+i 0

i=o l-s-t T3
[22]
Kako je O0<€qg<1l i red z: ch konvergentan, tada Jje {xﬁ} Cauc-

=0
hy-ev niz u prostoru X. S druge strane, prostor X je potpun i

zato postoji lim x_ € X. Stavimo da Je Tx = lim T x. Tada je
N+ 1 n-oo I

_ . N o
d(Tx, Ty) = d(%ig Tnx, %ag ln+ly) = %Eg d(Tnx, Tn+1Y)é

élﬁj;%lo[r-d (x,5) + s-max { d(x,T x); d(y,Tmly)} +

d(XaTnX> . d(y,Tn+ly) .
+ T + bn]

d(X,;Y) =



A\
o8

d(x,Tx).d(y,Ty)
<7 dlx,y) + S'maXf{d(K,TK>; d(y,Ty)} + B " ) .
Ty

Na kraju, kako je preslikavanje T orbitalno neprekidno,
tada iz stava 5.1.1. sledi da preslikavanje T ima jedinstvenu

fiksnu tacku u prostoru X.

Napomenimo da sam za dokaz prethodnog stava koristio
ideju iz rada [11] Lj. Ciriéa.

Sledec¢i stav daje dovoljne uslove za egsistenciju jedi-
nstvene fiksne tacke za preslikavanje kompaktnog metriclkog pro-

stora u sebe sama.

Stav 5.1.6. Neka je (X,d) kompsktan metriiki prostor i
T : X—X neprekidno preslikavanje prostora X u sebe sama koje

ispunjava uslov

(5.1.8.) d(Tx,Ty) < r-d(x,y) + s.max {d(X,TX); d(y,Ty)} +

d(x,Tx)-d(y,Ty)
d(X,y)

+ ot

za svako x,y € X i x# y, gde su r,s i ¥ realni brojevi pri ce-
mu je r+s+t = 1, 1-t>0 1-s-t>0 i r gl. Tada postoji jedna

i samo jedna fiksna tacka preslikavanja T.
Dokaz. Stavimo da je

f(x) = da(x,Tx)

za svako x € X. Kako je d neprekidno preslikavanje na X xX i T



neprekidno preslikavanje na X, tada je f neprekidno preslika-
vanje na X. S obzirom da je X kompaktan metridki prostor, ta-

da postoji bar jedna talka u € X (B. Fisher, [2] ) sa svojstvom
f(u) = inf {f(x) s x € X} .

Ako je f(u) # 0, onda je Tu % u. Iz uslova (5.1.8.) ne-

posredno sledi da je
2
f(Tu) = 4(Tu, T u)<

< rd(u,Tu) + s-max'{d(u,Tu); d(Tu,Tgu)} +

d(u, Ta)-d(Tu, Tu)

+ t-

d(u,Tu)

odnosno

f(Tu) € » £f(u) + s max {f(u); f(Tu)} + t £(Tu).

Zbo toga Je

(5.1.9.) f(Tu) < (r + s) f(u) + t £(Tw)
11li
(5.1.10.). : f(Tu) < 2 f(u) + (s + t) £(Tu).

Buduéi da je r+s+t = 1 i 1-t>0 iz uslova (5.1.9.) nepo-
sredno sledi da je

T + s
f(Tu) < f(u) = £(u)
1 t

sto Jje nemoguéno.
Buduéi da je r+s+t = 1 1 s+t <1 iz uslova (5.1.10.) ne-

posredno sledi da Je

\J1

WD



sto je nemoguéno. Dakle, mora biti Tu = u £to znadi da je u
fiksna tacka preslikavanja T. Pretpostavimo da je i v €X fik-
sna talka preslikavanja T i da je v # u. Iz uslova (5.1.8.)
sledi da je

d(u,v) = d(Tu, Tv)<

d(u,v).d(v,Tv)
< r-du,v) + s.max{d(u,Tu); d(v,Tv)} + t- =
d(u,v)

= r-d(u,v) <€ d(u,v),

Sto je nemoguéno. Prema tome, u Jje jedinstvena fiksna tadka

preslikavanja T.
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PO

. JEDINSTVENE ZAJEDNICKE FIEKSNE TACKE PRESLIKAVANJA

U METRICKIM PROSTOR

£

A

Cvaj rvaragraf vosvelen je istraZivaniu dovoljnih uslova
za ezzistenciju zajednickih fiksnih tacaka za presiikavanja me-
tridkos prostora u sebe sama., Ovde &u dokazati Cetiri nova stava

od kojih prvi predsvavlja uovstenje Jaggi-evog stava & 1z ra-
da [2]1 vrvog stava iz mojeg rada[}].
Stav 5.2.1. Neka je (X,d) potrun metricki prostor i neka

su Tl i 7. oreslikavanja prostora X u sebe sama koja ispunja-

2
vaju uslov

d<TlXaT2y> < r(XhV)‘d(Xay) +

(5.2.1.) + 5(x,y)- max {d(x,Ty%); d(y,Tgrﬂ} +

d(x,TlX)- d(y,T2y)
d(x,y)

+ t(x,¥y)-

za svako x,y €X i x #y, gde su r(x,y), s(x,y) i t(x,y) nene-

gativni realni brojevi koji zavise od x,y tako da je

sup {r(x,y) + s(x,y) + t(x,y)} = a<1.
x,y€X

Ako Jje Tng orbitalno neprekidno preslikavanje i ako postoji

neko XOE.X tako da niz

(502Q2u> Xl:Tgxo [ X2=T1X1’ LRCRITY Xgn:TlXEn-—l 3 X2n+l:T2X2n, o o o



= x_ za svaki »rirodan broj n, tada postoji

ksna tacka zajednictka za preslikavanja

Dokaz. Iz uslova (5.2.1.) i definicije niza (5.2.2.)
neposredno dobijamo

- = A(T = M o« ./
Ao sXpp 1) = A(Tyxo, 15Toxs ) (%5, g0 Xp ) dlxs) 15%5,) +

N S(X2n~l’x2n)'max{d(xQn—l’TlXEn—l>3 d<x2n’T2X2n% N

£ ( ) A0xon 12Ty %on 0 40t Xpp)
T P en-12%2n” d(x x5) }
2n-1°"2n

Al

I

odakie je

1 7

d<X2n’X2n+l><:r(XEn—l’X2n>'Q\XEn—l’X2n> +
* S<X2n—l’x2n)'max{d(x2n—l’x2n>; d<X2n’X2n+l)}+
* t(X2n-1’x2n>'d(X2n’X2n+1)'

Koristeéi (5.1.5.) iz stava 5.1.1, bile

d(X2n’x2n+l> < 4 d<X2n—l’X2n)

< q2n d(XO,Xl)



o

za svakl prirodan broj n, gde Jje U g q < 1, pa je zato
(5.2.3.) d(x x ) < qgnd(y Xq )
7 “2n’Ton+l’ S 0’71

Na isti nacdin iz uslova (5.2.1.) definicije niza (5.2.2.) ima-

mo
d<x2n+l’x2n+2)‘< q'd(xgn’x2n+l)s

odakle je
(5.2.4.) a( ) < 2 a(x %)
ceeTe Xon+1¥on+’ S ¢ Xo1¥1 7

Iz uslova (5.2.%.) i (5.2.4.) sleduje da je{xn}Cauchy—ev niz u

prostoru X. S druge strane, prostor X je potpun i zato niz{xn}

konvergira nekoj tacki u € X. Tada i podniz {Xn } , =de je . n, =
B k = k

= 2k , konvergira tadki u. Kako je T,T, orbitalno neprekidno

preslikavanje (D.S. Jaggi,[2] ) tada je

T, = q_ﬂng(1 lim x ) =
{ — 00 K

= 1im X =1,
ksoo  Opiq

Dokazimo sada da je Tgu = u. Ako pretpostavimo da je

T2u ¥ u, tada je
d(u,Tgu) = d(TlTeu,Tgu).é r(Tgu,u).d(Tgu,u) +

+s(T2u,u)-max{d(Tgu,Tngu); d(u,Tgu)} +

d(Tgu,Tngu)-d(u,Tgu)

+ t(TQu,u)
- d(Tgu,u)



Zato Jje

(1 ~ rngu,u) - s(‘l‘gu,u) - t(‘i‘gu,u))-d(’l‘2u,u)é,c’

Sto je nemoguéno, jer je r+s+t <1l. Dakle, u je fiksna tadka
preslikavanja Tg. Iz TlTEu:u sleduje da Je Tlu=u, Sto znadi da
je u fiksna tacka i preslikavanja Ty .

Pretpostavimo da je sada i v €X zajednidlka fiksna talka
preslikavanja Tl i T2 i da je u#v. Iz uslova (5.2.1.) imamo

N

alu,vi = d(Tyu,Pv) € r(u,v).d(u,v) =+

d(u,Tou)-d(v,T4v)
s(u,v).max {d(u,Tyu); d(v,‘i‘gv}} + t(u,v) »] v 27
d(u,v)

= r{u,v).d(u,v) <d{u,v) ,

sto je nemoguéno. Prema tome, u je jedinstvena fiksna tadka
preslikavanja Tl i Tg.
Posledica 5.2.1. (D. S. Jaggi,[2], stav 4.) Neka je

(X,d) potpun metridki prostor i neka su Tl i T2 preslikavanja

prostora X u sebe sama koja ispunjavaju uslov

d(XsT]_X)' d(YsTQY)
a(x,y)

d(Tlx,Tgy) <r d(x,y)+s

za svako x,yeX 1 x#y, gde su r 1 s nenegativni realni brojevi
i r+s <1l. Ako je T1T2 neprekidno preslikavanje na X i ako po-

stoji neko XdEX tako da niz



M < - i
;.]-.x\.nbl, Za N QLLI"QO.’

T2Xn~l, Z3a n neparno,
ima svojstvo X, _1#X, 22 svaki prirodan broj n, onda vostoji

jedinstvena fiksna tacka zajednicka za preslikavanja T, i Tg.
oL

Stav 5.2.2. Keka je (X,d) potpun metrilki »rostor i ne-
ka su Ai i Bi (i=1,2,...,0) preslikavanja prostora X u sebe sa-

ma pri c¢emu Je ispunjen uslov

my My n-
(5.2.5.) gr d(x,y)+s max{q(x,Al AL, <

m
2
m m n, n n
2 Pey. 152 D
Ay ...Ap x) d(y,Bl B, ...Bp )

d(x,y)

m
1
d(x,Al

+t

za svako x,y €X, Xx#¥y, gde su ms i n; (i=1,2,¢..,p) prirodni
brojevi i r,s i t nenegativni realni brojevi pri cCemu Jje r+s+
+t <1. Pretpostavimo da je AiAj = Ain, BiBj = BjBi (i,3 =

= 1,2,...,0) 1 da je

orbitalno neprekidno preslikavanje. Ako postoji neko XOGEX ta-

ko da niz

m n, n
c+hp?x)3d(y,By By . .Bppy)} +

(O)p)



m m m
1,72 ~
F Al A.2 . .App Xn‘__'] n = Cf,"“‘,oco) N
-
n, n n
1.2
L Bl BZ OQ-Bpp Xn_l (n = l,B,l..) ’

ima svojstvo xn_l;éxn za svaki prirodan broj n €N, onda posto-
ji jedinstvena fiksna tacka zajednicka za sva preslikavanja

i B
Ai i3;.
Dokaz. Stavimo da je

n n
2,..8.P,

m m g}
_a 1p 2 P .
Tl— Al A2 ...Ap i T

Prema stavu 5.2.1. preslikavanja Tl i T2 imaju Jjedinstvenu za-
jednidku fiksnu tadku koju éemo oznaditi sa u. Tada je (vidi

E.Ray[l])

i
il

Aiu Ai(Tlu) Tl(Aiu)

oo
=
]

Bi(TEu) TE(Biu>

za svako iE’{l,E,...;p}, Sto znadi da su Aiu i Biu redom fiksne

tacke preslikavanja Tl i Ty Ako je Aiu;éBiu za i E{l,Z,...,p}
i;j€{;,2,...,p}, onda iz uslova (5.2.5.) sledi da je

d(Aiu,Bju) = d(Tl(Aiu), Te(Bju))é
sxrd(Aiu, Bju) < d(Aiu, Bju)

$to je nemoguéno. Stoga je Aiu=u i Biuzu za svako 16{1,2,...,p}



odakle sledi da je u jedinstvena zajednicka fiksna tadka svih

preslikavanja A, 1 B,.
N i i

Stav 5.2.3. Neka je (X,d) potpun metridki prostor,
{Tn: n:O,l,E,...} niz funkcija koje preslikavaju prostor X u

sebe sama 1 zadovoljavaju ove uslove:

d(Tox,Tny)ggr-d(x,y) + s-max{q(x,Tox); d(y,Tny)} +

6.

s

\J1
.
n

' d(XaTOX) 'd(y,TDY)
d(x,y)

+ &

za svako n=1,2,... i svako x,y€X, x#y, gde su r,s i t nenega-
tivni realni brojevi i r+s+t <1l. Pretpostavimo da postoji je-
dinstvena zajednilka fiksna taclka u €X za sva preslikavanja Tn

i da Je preslikavanje T _orbitalno neprekidno. Ako postoji ne-

0
ko xdEX tako da niz

(5.2.7.) xq=T Xy s X5=Ty%q, X3=TOX2,..., X5 =T X5 15

Xon+1=ToXon2 -+

ima svojstvo X, 7%  za svaki prirodan broj n, onda niz

(5.2.7.) konvergira ka tadki u.

Dokaz. Iz uslova (5.2.6.) i definicije niza (5.2.7.) ne-

posredno sledi da Jje

d(XEn’X2n+l) = d(Tnxan_l,Toxgn)é

gzbd(xgn_l,xgn) + S-.max {d(X2n—l’TnX2n—l>; d(x2n’ToX2n)} +



- M oy . { = e g —
d(AEQ—l’in“2n—1> d\RSn’loh2n>

. A
- L

d(xzn—l’XEn)
- r‘d(x2n~l’x2n>+s’max{d<x2n—l’x2n);d(x2n’x2n+l)}$t'd<x2n’x2n+1)‘
Koristeéi (5.1.5.) iz stava 5.1.1. bile
d(x2n’x2n+l) <q d(x2n~l ’X2n)

za svaki prirodan broj n, gde je O0<q<l. Zato Je

= o { Zn
(?.~—-08‘) d\X2n’X2n*1>Sq

d(xo,xl).
Na isti nadin iz uslova (5.2.6.) i definicije niza (5.2.7.) i-

mamo

d(x5p 1 9%op,0) €2 d(x,, %5, 1),

odakle je

2n+l
(5.2.9.) d(x2n+l‘I":2n+2)"<-q

d(xo,xl).

Iz uslova (5.2.8.) i (5.2.9.) sleduje da je {Xn} Cauchy- ev niz
u prostoru X. S druge strane, prostor X je potpun i zato niz
{xn} konvergira nekoj tacki v €X. Tada i podniz {th} »gde Je

n, =2k, takode, konvergira ka tadki v. Preslikavanje TO je orbi-

talno neprekidno Pa Jje zato

Tv="(0Qinx. ) = 1im T (x = v
© © kw00 nk kw00 O< nk )

§to znadi da je v fiksna tadka preslikavanja T, .



Dokazimo da je v=u. Ako pretpostavimo da Jje vstu, tada

-
S .

iz uslova (5.2.5.) imamo

d(v,u) = d(Tov,Tnu)<;

g r.d(vyu) + s-max{d(v,Tov); d(u,Tnu)} +

d(v,TOv)-d(u,T )

u
I

+ t
d{v,u)

cdnosno

d(vyu)gr d(v,u) <d(v,u),
§to je nemoguéno. Dakle, niz {xn} konvergira ka u.

Stav 5.2.4. Neka je (X,d) potpun metridki prostor i ne-
ka su S8 1 T neprekidna i komutativna preslikavanja prostora X

u sebe sama koja ispunjavaju uslove:
(5.2.10.) S(X) CcT(X),
(5.2.11.) d(8x,8y) < r-d(Tx,Ty) +

d(Tx,8x)-d(Ty,Sy)

+ g§.max {d(Tx,Sx); d(Ty,Sy)} + t
d(Tx,Ty)

za svako x,y€X pri cemu je Tx # Ty za x # y, gde su r,s i t

pozitivni realni brojevi i r + s + t<1l. Tada postoji jedna i

samo jedna fiksna tacka iz X _ajednicka za preslikavanja S i T.

Dokaz. Uzmimo Jjedno odredeno, inace ma koje, XCG.X.

Frema uslovu (5.2.10.) postoji tadka x,€ X tako da je

1
J



Txl = SXO. Uovste, nostoji tadka Xn€ £ tako da Je
5.2.12.) Tx, = SX”—I (n=1,2,3,...) .
A 3 - re - i 3 in| - <o . '
ko Je x Xne1 2@ neko n € N, onda je X 2 Kako

ixavanda S i T komutativna tada mora biti

Pretpostavimo da je S(an):¢ an. Tada iz uslova (5.2.11.)

imamo

d(an,S(SXn)) < r‘d(Txn,T(SXn)) +
+ s.max.{d(Txn,an); d(T(SXq),S(SXp))} +

. d(TXn,SXn)-d(T(an),b(bxn))
b

m mea N
d(lxn,L\bXn)>

odakle sledi da je

d(SXn,S(an)) <r d(SXn,S(SXn)) R

¢to je nemoguéno. Dakle, mora biti S(an) = an i T(an) =

= an, sto znaci da je an zajednic¢ka fiksna tadlka preslika-
vanja S i T.

Neka je Txn # Tx za svako n €N. Tada iz uslova (5.

n+l
2.11.) dobijamo

d(Tx Txn) = d(SXn,SXn_l)sg‘

n+l1?

70



ot

Lr.d(x_,Tx )+ 5.max {d(Tx

i Sx_);d(Tx Sx
n’® n-1 n>’dkmkn—l’uxn

D) N

n?

-~

T /m % N 2 2 m o N
a(l'x,_ yox_ J-diix oX
( n*~n’ ( n-1"""n-1"

1’{11,, T
ﬂ(*kn’ Xn—l>

- ~ - o, - m . m M=
= r-d(T“n,Thn_l) + 5 -max {d(an,TXn+l),d(an_l,iKn)} +

Biée tada

T

a(Tx TXn>Sm d(TXn,TXn_l)

n+1?
ili

. - T
Cl(TanL]_’LXn)< 1

veé prema tome da 1i je za nm>1 ili d(Txn,Txn_l)s«d(Txn,TXn+l)
ili d<TXn’TXn+1><:d<TXn’TXn—1>’ Koristeéi (5.1.5.) iz stava

5.1.1. biée

d(TXn+l,TXn> <gq d(TXn’Txn~l)

za svaki prirodan broj n>1, gde je 0<q<1l. Prostor X je po-
tpun i zato niz {TXQ} konvergira (vidi G. Jungck [l]) nekoj
tadki z €X. Iz uslova (5.2.12.) sledi da i niz {an} konver-

gira tacki z. Kako su preslikavanja S i T neprekidna tada Je

lim S(Txn) = 5(1lim Txn) = Sz
N0 N-po



S druge strane, preslikavanja S 1 T su kxomutativna pa Jje zato
S(Txn) = T(an) za svaki prirodan broj n. Stoga Jje

(5.2.13.) Sz = Tz
i odatle

(5.2.14.) T{Tz) = T(8z) = &(Tz) = 3(Bz).

Ako je S{Sz) # Sz, tada iz uslova (5.2.11.), (5.2.13)

i (5.2.14.) dobijamo
4(8z,8(82)) < r-d(Tz,T(Sz)) + s.max{d(Tz,Sz);d(T(Sz),S(Sz))} +

d(Tz,8z)-d(T(8z),5(3z))
+ t. - = r.d(8z,3(8z)),
d(Tz,7(Sz))

§to je nemoguéno. Dakle, mora biti S(Sz) = Sz i T(Sz) = Sz,
$to znaci da je Sz zajednicka fiksna tacka preslikavanja
S i T.

Pretpostavimo da su sada u€X i ve X zajednicke fiksne
talke preslikavanja S i T i da je u ¥ v. Iz uslova (5.2.11.)

imamo

d(u,v) = 4(8u,Sv)g r.d(Tu,Tv) + s.max{d(Tu,Su);d(Tv,Su)} +

d(Tu,Su) - d(Tv,Sv)
+ - = r-d(Tu,Tv) <d(u,v),
d(Tu,Tv)

$to je nemoguéno. Prema tome, mora biti u = v-Sto znadi da
preslikavanja S i T imaju jedinstvenu zajednicku fiksnu tadku

u Xx.



5.3. FIKSNE TACKE VISZEZHAUNIH PRESLIKAVANJIA

U METRICKIM PRUSTCRINA

U ovom varagrafu uvodinm novi uslov za viSeznalna pre-

slik

ﬁy

avanja 1 ispitujem dovoljine uslove za egnzistenciju fiksne
ztke preslikavanja koja zadovoljavaju tej novi uslov. U radu

uovStavam rezultate Lj. Ciriéa.

Stav 5.%5.1. Neka je (¥X,d) metricki prostor i ¥ : X—=

CL(X) viZeznadno presiikavanje koje isvunjava uslov:

1
(5.3.1.) <aqa max{d(x,y);EDa(x,Fx) + T D(X,Fy).D(y,Fx)] 2;

1
2,

[02(y,F3) +s D(x,T3)D(y,Fx)] 755 [0Cx, Fy) +D (7))}

za neko q €(0,1) i svako x,y€X, gde su r i s nenegativni re-
alni brojevi. Ako je X prostor koji je F-orbitalno votnun, on-

da postoji fiksna tacka preslikavanja F

Dokaz. Neka je X, Jedno odredeno, inacde ma koje, x € X

i x,€ Fx . Uzmimo da jJe H(Fxo,Fxl))>O. Axo bi bilo Fx_ = Fxy

to mora biti Xle,Fxl, sto znaci da je X, fiksna tadka presli-

m

kavanja F. Neka je b realan broj sa svojstvom O<b<1l., Kako je
o -b . - e
A(Fxo,Fxl)<:q H(Fxo,Fxl) i x,€ Fx_, tada prema definiciji
preslikavanja H (vidi 1.4.) postoji tacka x, € Fx, tako da je

-0

d(xl,xg)é<g h(Fx _,Fx. )
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Neka jc (TFx,,Fx,) >0. nako je i{fx,,ix,)<q
\ 7 \ k] ars L
fa L A

E(FxqFx5)

} ta¥aka x € X tako da je

v ~ - T~ A 4 -
(5.3.2.) X, 1€ X, 1 A%, ¥ 4

[
s
N
\Jt
O
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N
e
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[63]
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oy
(o]

Iz uslova (5.%.

y € 3 dobijamo:

-b : Fx )i
£ Q - q max {d(xn_l,xn) ’D<Xn—7 ,an_1> ,U(Xn,an) ,'g’D(Xn_lv Xn+l>} <

1-b .oar .

IN

Odatle, s obzirom da je ql-b<1, (vidi Lj. Cirié [5], stav 2.)

sledi da Jje {Xn} Cauchy-ev niz u prostoru X. S druge strane,
prostor X je F-orbitalno potpun i zato niz {Xn} konvergira ne-
koj tacki u€X.

DokaZimo da je u € Fu. Imalemo:
Fu)éd(u,xn+l) + H(Fxn,Fu)é

D(u,Fu) < d(u,xm_l) + D(Xn+l’

éd(u,Xn+l) + g max{d(XnaU);

1
) 2 ™ T o -y e
[D (Xn,bXn) + 7 D(Xn,bu)-)(u,b:{n>] 2,



nofi—

[DL{u,Eu} + 8 D(Xn,FU)-ﬂ(u,Fxp>] )

% [D(xn,Fu) + D(uaFXnﬂ}‘s

é.d(u,xn+l) + qQ max {d(xn,u);

1
[dé(xn,xn+l) + r(d(xn,u) + d(u,?u))-d(u,xn+lﬂ =
- , 1
[DC(u Pu) + s(d{x_,u) + d{u,Fu))-4(u,x )] < -
3 “n? N\l -~ ’An+l L]
1 N
% [d(xn,u) + D(u,fu) + d(u,xn+l)]}
Stoga je
D(u,fu) < dlu,x 1) + a dalx, ,u),
D(u,Fu) € d(u,x, ;) +
1

+ q [d2(xn,xn+l) + r(d(xn,u) + d(u,Fu})-d(u,xn+l)] §;

1
D(u,Fu)éIl— (a(u,x, 1) +a [s(aCx,u) + d(u,Fu)) alu,x )] 2 ),
—q ’

D(u,pu><2—1- ((24Q) d(u,x,) + a d(x ,u)).
-4

Odatle, s obzirom da je lim X, = U, sledi da mora biti
n—-o

]

D(u,Fu) = 0, Sto znali da je u€Fu = Fu. Dakle, u je fiksna

tacka viSeznalnog preslikavanja F.

Posledica. 5.%.1.(Lj. Cirié, [5], stav 2. leka je (X,d)

~J

1
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Seznaino preslikavanje koje

ispun ﬁqvw uslov

5(Px,Ty) € a max{d(e,7) 500, F) 300, Fo) 3 [DGeyEy) + 00y, o]

za neko q € (0,1) i svako x,y € L. 4Ako je X prostor koji je F-

orbitalno vpotpun, onda postoji fiksna tacdka preslikavanja F.

-
A

Stav 5.%.2. Neka Je (X,d) metrilki prostor i F : X-—=

v

BN(X) viZeznadno preslikavanje koje ispunjava uslov:

?(Fx,Fy) <

e

(5.3.3 < q max{d(*{,y;,[? (x,Fx) + r~ .)(k Fy).D(y,5% &)]2;

I\)l s

[P2(y,F5) + s° D(x,Fy) -D(v,8)] %5 5[ 0Cx,7y) + b(y,7x)])

za svako x,y €4X, gde su g, r i s realni brojevi pri cemu Jje
O0<qgqgl, O<r<l i Ogs<1l. Ako je X prostor koji je F-orbita-
lno potpun onda vpostoji jedinstvena fiksna tadka u € X preslika-
vanja F pri demu je Fu = {u}

Dokaz. Neka je b € (0,1) realan broj i neka je T : X—X

jednoznac¢no preslikavanje tako da Je
(5.3%3.4.) ‘Tx€Fx 1 4d(x,Tx)>q F(x I'x)
za svako x € X. Iz uslova (5.3%.%.) dobijamo

d(Tx,Ty) £ £(Fx,Fy) £ q a7 max {qb d(x,y);
1
b ) Y - Bt 2
[(q § (x,))° + (r q°) D(x,Fy) - D(y,ix)] ;

N

[(q P(y,579)% + (s a®)° D(x,¥y) D(y,¥x)



za svako x,7€ X, Odatle 1 iz uslova (5.%.4.) iman

1
> 2 =
« 5 s =~ fovr TV o,
<9 may{a\:{,y;, [d (x,T%) + r"d{x,%y).d Q,J:,‘.)] ;
BN
(5.5.5.) )
o . el
[\,«. (y,ov) o+ sTda(x,Ty). aj;.«',g.’X)] 5

1
> [d(*{,”") + g\v,“{] .
za svako %X,V € X, gdejeql=q .
Uzmimo Jjedno ocredeno, inade ma koje, XOGX i definisgi-
mo niz {{n} iz X stavljajuéi

Xn = TXn_l = TnXO <I’l-‘=l,2,...)-

Ako se x zameni sa Xp_1 i y zameni sa Xpo onda se iz uslova

(5.3.5.) dobija

- . . l w
A%y ,1) € 3 max {0 _1a%y5 d0%,0)5 5 (e 7%} -

Odatle s obzirom da Jje q; < 1, sledi da Jje {Xn} Cauchy-ev niz
u prostoru X. S druge strane, prostor X je F-orbitalno potpun
i zato niz {Xn} konvergira nekoj tadki ue€ X,

Dokazimo da je Tu = u. Imacemo

d(u,Tu)<d(u,x +l) + d(TTnxo,Tu)$

< d(u,xn+l) + gy max {d(xn,u);

Y

3y
7
i \_’)

-
2 e Y odlx .
[d (Xn,xml) P d\An,m) d(u, XnLl>] 5

[Tl
[
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= [a(xn,“&/ + L1.(u,xn+l)] ’
odakle sledi da je d(u,Tu) = O (vidi stav 5.5.1.), Sto znadi
da je Tu = u. S druge strane, iz uslova Tx € I'x dobijamc da je

u = Tu € Fu.

Doka¥imo da je Fu = {h} . Ako bi bilo ¥ (u,Fu) > C onda
bi iz relacije (5.3.3.) sledilo f(Fu,Fu)<aq P (u,Fu), Sto je ne-
moguéno. Dakle, u je fiksna talka vigeznalnog preslikavanja F.

]

Pretpostavimo sada da je i v €X fiksna tadka presliikavanja F

O

o

i da je v % u. Iz uslova (5.3.%.) dobojamo

rd AN AN ~ [/ -
d(u,v) €q max {d(u,v), r d{u,v), S d\u,v)}

Sto je nemoguéno. Prema tome, u je jedinstvena fiksna tadka

viSeznalnog preslikavanja F i pri tome je Fu = {u}.

Posledica 5.3.2. (Lj. Cirié [5], stav 3). Neka je (X,d)
metridki prostor i F : X—=BN(X) vifeznadno preslikavanje koje

ispunjava uslov
§(Fx,Fy) g q max {d(x,5y)5 £(x,Fx)s5 p(7,Fy)5
3 (D(x,Fy) + D(y,Fx))},

gzde je x,y €X, O<cq<l. Ako je X prostor koji je F-orbitalno
potpun onda postoji jedinstvena fiksna talka u € X preslikava-

nja F pri Cemu Jje Fu = {u}.



5. FIKSNE TACKE UOraT

b—-)

ENO KONTRAKTIVNIH PRESLIKAVANJIA

i
Nt

METRICIIM FROSTCORIMA NAD TOVOLOCLIN FULUYCLJIIMA

Japanski matematicar K. Iseki Jje 19G5. godine u radu [1]
rvi ucrstio Banach-ov stav na nizovno potpune metridke prosto-
re nad topoloskim polupoljem £, ali je kceficijent kontrakti-
vnosti r priradaoc polju realnih brojeva koje je izomorfno osi
topologkog polupoclja

Sledele uopitenje Banach-ovog stava na te metridke pro-
store, gde Je koeficijent kontraktivnosti r €%, dac je Lj. Ci-
rié 197°. godine u radu [ZHJ 1 na taj nalin otvorio nov pravac
istrazivanja u teoriji fiksnih tacdaka.

U ovom odeljku uvodim novi uslov (6.1.1.) za preslika-
vanja metridkog prostora nad topoloskim polupoljem u sebe sa-
ma 1 ispitujem dovoljne uslove za egzistenciju Jjedinstvenih
fiksnih tacaka pregslikavanja koja zadovoljavaju taj uslov. Na
taj nacin uopstavam rezultate K. Igseki-a i A. A. Ivanova. Da-
lje, vrsim uopStavanja rezultata publikovanih u radovima: C.
Avramescu-a [1], Lj.Ciriéa [21] , B.Fisher-a [1] i [3], G.Hardy-
T,Rogers-a [1], K.Iseki-a [1] i [2], A.Jaiswil-B.Simgh-a [1],
R.Kannan-a [1], S.Reich-a [1] i [2], I.Rus-a [1] i [2], Zamfi-

rescu-a [1] i drugih,



e doe  whid iDL

U MOTRICIIN VHOBLURIMA NaAD JOFCLOLHIN »ULUrCLIins
eka je D osa topolodkog pelupolja B, (X,d,5) metridxki
o - . T M, g YV R
prostor nad tovoloskim polunoljem B i T ¢ X=X presliliavanje

prostora £ u sebe sama. 42 presiikavaenje T uvodinm ove usliove

. fas T ﬂg 3( T i i
q Q('L‘X,l:‘?> + [d \“,[.‘X> + 2 a.'\}:,l‘y\‘ Ci(‘ ’I;X)] B

(6.2.1.) + 7 [ (y Ty) + b d{x,Ty) d(y,”xj] <
< 35 [d{x,@y) + d{y,fx}] + t d(x,y)

za gvako X,y € X pri Cemu Je

Stav 6.1.1. Neka je (¥,d,E) nizovno potpun metridxi pro-
stor nad topoloskim polupoljem E i T : X—X presliikavanje pro-
stora X u sebe sama. Ako su ispunjeni uslovi (6.1.1.) i (&6.1.
2.), onda preslikavanje T ima fiksnu tadku u X. Ako Je jos is-

punjen i uslov

(6.1.%2.) 2s +t < q + 2br,

onda preslikavanje T ima jedinstvenu fiksnu tacku u€ X i pri

. . n ; .
tome je lim T7x = u za svako X €X.
n-o

Dokaz. Uzmimo jedno odredeno, inace ma koje, xoe A i

definifimo niz {Xn} iz X stavijajuéi



I ! \ - e Miaw med
i e L P \f gl ‘L'“-h H 47 ~
4 Li== L
oy T 2 T " K . T AT - PR » - e : e~ -
za svaki prirvodan broj n€N. Ako se zamenl x sn x4 1 ¥ sa 1
LiTT L

u uslovu (6.1.1,) 1 koristi (6.1.4.)

qoalx 'S . A ~ Y L A ]
q d(x,x 1) T [u(xn_l,ﬂﬁy - A{x,X +l>‘<

.
n+

( - T -
£ 8 d\}&n_l,,\.n) + T Q(:\r‘—l’“‘l)’
Bile tada
d{x L) [4 (x Yo+ dlx ,x . \]
R e e A S R Nttt e 170
<s -al x Xy o+ Isl d{x_.x Y + t dalx x
= R O R m?n+l’ “Tn-1'"n’

ili

alx_,x 1( ; (%43 \]4
“(Xn’kn+l) * r[?\xn-l’xn) * dk‘n’xh+l/ =

[t

< |s| alx_q,x) + s dlx,x,q) + t dlx,_1.%),

odakle sledi

(6.15) (@ + r—-fsb dlx ,x )< (s + t - r) dlx,_q,%,)

N

i1di

€16 (q+1r-s) dlx,,x 1)< lsl+ t - 1) dlx,_1.%,)-

Iz uslova (6.1.2.) dcbijamo

ot

- T g +1-|s] 1 Ogls]l+ t - r<q + T - s,

O&s +

odakle je

0
+
<t

1

(]
N
fe]
+
F
i
@
A
-]
I_J
C
N




S

Criiia S )\< L» » DD I e N * .\/-,\ s w:"’.c Je j Q:‘ o
Y A A v )
tat sl T A m-1'""n
1 ocatle
R - Lo -
\l““\"n"‘n'-%»l) < A -.L\,xo,,xkl)
zzn = 1,2,... Dalje, na osnovu relacije trougla, za svaki pri-
rodan broJj p, imamo:
1~ - A= ~r B e N e e 3 !/1— - A
C*“‘{11"}‘11—%-1..9é\”‘(“ “YHJ) " dK“n+l’“n+2’ ' N “‘“n—n—l‘“ﬂ*?’é
n n+l , n+p-1 >
< (A% + A oo AUTETE) Az %) <
et -
An
3 (- ~r
< l "-A G.(\..x-o’.z\ljo
Za proizvoljnu okolinu U nule u polupolju © postoji zasilena

okolina W nule u polupolju E tako da Jje WcU.Osim toga, za oko-

linu W postoji okolina V nule u E tako ds

L0

je

1 ,
T i d(Xo,Xl) Vcu

i za okolinu V postoji prirodan broj n.. tzkav da ie ne V za
X I v J

svako n >ny. Dakle, mora biti

d(x JETU,

X
n’ n+p

za svakl prirodan broj p i za svako n >Ny, sto znadi da Je niz
{Xn} Cauchy-ev. Kako je metrilki prostor nizovno potpun, tada
postoji tacdka u el tako da je

wo= 1lim % o= lim TPx% .
n o _ o)
n-00 T1-» 00



e e .- . i e = mere 3
e O § @il X & ot L7 88 U oonce Se 13 uslove Delele)
n
Ay S
doblin
- =
A [ I i s -
q dix , ) r*b (x_ . -0 + b d{x_,Tu) d{u,x ‘ﬂ .
n+1l n*nel 1
Yy ) *,
N feed P TR Faaye ST s .~ N &
- ‘[\1 fu,du) + b dix,_ ,lTu’ d‘\U,_»\.nT—;) £
F. ] N e -
< S[L\A ,Tuy + alu,x_ - ] - C dlx ,u).

A - B

Udatle 1 iz lim Xy =1 sledi
n-w -

Id

(g + v~ 95, d(u,™u) £ C.
7 s e [ T ey Ry bEd My e A nacd da 0 4 sy P o a
Zbog uslova (%.1.2.) mora ditl Tu = u, stoc znacl da je u fiksna

-t Alren e e ? "Il:— tre o m
acxa presoliavanja 4.

Frevpostavimo sada da je 1 ve X fiksna tacka nreslika-

(€M)
o]

vanja T. Ako se zameni % sa u i y sa v u uslovu (6.1.1.) bié

g dlu,v) + 2br d(u,v)<2s d(u,v) + t d(u,v)
ili

(q + 2br ~ 238 - t) d(u,v) 0.

Odatle zbog uslova (6.1.3.) mora biti u = v, $to znadi da je
u jedinstvena fiksna tacka preslikavanja T.

Posledica 6.1.1. (Avramescu [1], S. Reich [2], 4. Rus[1]
T. Zamfirescu [1], R. Kannan [1]). Neka je (X,d) potpun metri-

¢ki prostor i T preslikavanje prostora X u sebe sama tako da je
a(Tx,Ty) < v adlx,y)+s [d(x,Tx) +d(y,Ty)] +t [a(x,Ty)+d{y,Tx)]

za svako #,y € %L, gde su r,e 1 t nenegaetivni realni brojevi i

rry

r + 25 4+ 2zt <1l, Tada preslikavanje T ima Jedinstvenu fiksnu



"
- T 3 7 i ) - m ~ T3 Ty ~ Y
rosledica Delaile Uide L3 [ ,] « RO UC LoRTresligavange

AN > metriditor nrostass ¥ ou 3ebe sama ocs osdovel Savea g

LDOTPUNOGS MeTILoHOE DIoSTOors A W 3¢D0e sama Do J8 ZaaovoLjava ug-

"; Py

10V

P(ITx,Ty) g 2P, v +b [?\ X, 1w+ j’{;r’wy)] +e [?Qx,' v+ (7, ’D::)]

za svaxo x,vy€ i, gde Je

™ 3 P 3 2 i o ~r T - s SN P
Posledica 5.1.2. (4. 4. ITvenov [1]). Neka je (4,d) pob-

sebe

L'

un metricki prostor i T : {—i{ cvresliikavanje skupa X u

.é,

Ld(z,y) + pA(Tx,Ty) - X[u(X Tx) + Q\J,‘yj

oL+ p o+ 28 < min {0, - 28} i p+¥ +8< 0.

Tada postoji fiksna taclka preslikavanja T. Ako Je jos
ispunjen i uslov &L+ B + 28 < 0, onda je fiksna tadka Jjedin-
stvena.

Posledica 6.1.4. (K. Iseki [1]). Heka je (X,d) nizovno

potpun metricki prostor nad topoloskim polupoljem Z i f pre-

slikavanje prostora X u sebe sama tako da je

df(x), T(y))< L d(x,y)

o

za svako x,yv €X, gde je «L & D svojstvom O £ L £ 1., Tada po-

5

stoji Jjedinstvens fiksna tacka preslikavanja f.



ey, - b} - Lo TN e - e g ey g o Aol M -~
st e helle L Je (L,d,) nizovno potoun metricki pro-
~ 3 5 N - i et ERY - - N 3y
3 R Gy L A L presligavanjge pro-
. P ey Yo o) 3 e Cemre 1y
SO oo 0 8ede Sana HLoJe Lipungavi uslov
R N A 7 N\
dilu,Ty) < dlx,y) +
L
- o)
e AT s P 3 e e -G SN
(x, M) + dlx,Ty) dly,Dx) +

- 1 ™ A
Del el s,

- .

, :
[ER L G PR Y A - T

T X, LYy LL/\{Y,_ “f]

. sren Y mm wr g . c ~ B (o . T S ~ b
za 8varso Z,v €d, gde gu rys,t€X 1 r + £ + 2t <1, Tada posto-
S e S fadme P T dn X M - IR TS = .
Ji jednz 1 samo jedna fiksna tacka u€ X preslikavanja T i pri

. . om0 ”
tome e lim T7x = u za zvalko x € X,

n—-o

Dokaz. Uzmimo jedno odredeno, inace ma koje, xoe £ i

stavimo

za svaki prirocdan broj n.

Ako se u uslovu (6.1.7.) zameni x sa x -1 iy sa x

n n

imademo

d(xn,x d(Tx

n+l)

< r dlx
P \Xp_19%,) + s [d(Xn_l,TXn_l) + d(xn,Txhﬂ +

<4

+ t [d(xn_l,Txn) + d(xn,TXn_lﬂ = 1 d<xnll’xn) +



T v/ - TR . \
LS L(l v ) o+ d{x,,x 1,] + b odlx S S
n~17" n' n-1*'"n-1
- . ) g 4 - Ay T
za svalo n€ N, ¥oristecl nejednacinu trougia Dbice

P TN ; ; Y A (e -
(’T)..L.Cﬁ-/ \1 —_-S - t) d(Xn,Xn+.l)$ \r + 8 -+ L) Q(:‘Ln_‘lamn)-

“ v .

fake e l-s-L € K, tada postojl Jjedinstveni inverzni element
1

Hi
-
m

elementa 1l-g-t tako da je (i-s-t) (l-g-t) -

S obzirom na (6.1.8.) bide
(5.1.9.) d(x
{ Je ) Kn

Ako stavimo da je

(6.1.10.) g=(r+s+t)1-s-t)"t,

onda prema stavu 1.1.1. mora biti O<qgq<l. Iz (5,1.2.) dobija-

mno

d<Xn’Xn+l>-'é q d(Xn—l’:{n)

i odatle

- n
dlx,,x 1) € dlx ,x).

Dalje, na osnovu relacije trougla, za svaki prirodan broj p,

imamo:

d{x
R

-1
’Xl’l+l>\< (r+s8+t){Q -85 - t) d'\}{n_, JX ).



~ = ~ . e R A { = ~r
T Ll ‘{].1 e -L 3 x_ri & (»j ) T . o . + (L (g\.rl +7 -—_‘i_ [ .‘\'fl-f:[) )s
n I+ n+p—1
<£{(g + g toee. B QO )d(xo,xl)<

<t -t

d(XO,Xl)

Za proizveljnu ckolinu U nule u polupolju & postoji za

siéena okolina ¥ nule v volupolju E tako da je WcU. Osim to-

ga, za okolinu W postoji okolina V nule u E tako da Jje

-1

(1 - q) d<Xo’Xl> VW

. . . - . . . n
1 za okolinu V postoji prirodan broj Ny takav da Jje q € V za

svako n>ny. Dakle, mora biti

d(xn,x JeE U,

n+p

za svaki prirodan broj p i svako n>ny, sto znaci da Jje niz
{Xn} KoSijev. Kako je metricki prostor nizovno potpun, tada
postoji tadka u€ X tako da je

. . n
u = limx_ = 1lim T Xy
-+ N-» 00

Iz uslova(6.1.7.)i definicije niza (6.1.4,) biée

d{Tu,Txn)s T d(u,xn) +

1
) d(x,,Tu)] 2

o)
[l

+ sEi\(u,Tu) + d(u,x

+

n+l

(6.1.11.)

noji-

+ s[dg(xn,xnfw\ + d(u’Xn+l) d(xn,Tuﬂ +



e lim x_ = u tada iz (6.1.11.) cobijano

d(Tu,u)g (s + £) d{u,Tu),

ad n-po .« Odatle zbog uslova s + t« 1l mora biti

(1 -8 ~-1%)d(Tu,u) = C

i zato je d(Tu,u) = Q.

Znaci, u je fiksna tadka preslikavanja T. Pretpostavi-
m

mo da je i VeX fiksna tadka preslikavanja 7.

Iz uslova (6.1.7.) neposredno sledi da je

d(u,v) = d(Tu,Tv)<

[\)’ L

==

< v d(u,v) + 25(d(u,TV)~ d(v,Tuﬂ + t[d(u,Tv) + d(v,Tuﬂ =

= (r + 2s + 2t) d(u,v)

odnosno

Zbog toga 1 uslova r + 23 + 26 <1 sledi da je d(u,v) = 0, od-
nosno u = v, &to znaci da je u jedinctvena fiksna tacka pre-

slikavanja 7.

Frimer 6.1.1. Neka je N skup prirodnih brojeva i R~ ti-
honovsko polupolje. Stavimo d(x,y) = |x - y| za svako x,yER .

N . N . v
Tada je (Rh,d) metridki prostor nad poclupoljem R'. Defini&imo

preslikavanje



n+1
> -
Ty = el T . - n - ,
P N / ‘\_1 3 7 R _'\E\’ LRCEE N / ‘hr_ a0 v e /g
. 1
le fde x = (%, .x < ) element metrickoz prostora R .,
gae Je X = »\A»E,.xj,...,“n,..- ht

Tada preslikavanje I zadovoljava uslov (o.l.

~
-

I‘::S:t:(? ,7 g ooy 7/ ,cco)

@

t
O
.

i imz jedinstvenu fiksnu tacku TC

Ovde éemo navesti neke posledice prethocnog stava.

P

Posledica 6.1.5. (B. Fisher [1], stav 4). Leia je (X,d)

0
T
O
H3
;'\
[
Ty
o
O\
¢!
o’
¢

pobtpun metriliki prostor 1 T preslikavanje pro

i(Tx, Ty < b d(x,y) + ¢ max{d\x,Ix); d(;,?yﬁ}
o x,y€ X, gde su b i ¢ nenegativni realni brojevi 1

4

b + ¢<l. Tada T ima jedinstvenu fiksnu tacizu.

Posledica 6.1.6. (Lj. Cirié [21]).,Neka je (11,4,5) ni-
zovno potpun metridki prostor nad topoloskim polupoljem E i A
preslikavanje prostora M u sebe sama tako da je
d(Ax,Ay) g a d(x,y)
za svako xX,y€ M, gde Je a€K i a<l. Tada preslikavanje A ima

jedinstvenu fiksnu talku.

Stav 6.1.3%. Neka je (X,d,E) nizovno potpun metricki
prostor nad topoloskim polupoljem E i T preslikavanje prosto-

ra X u sebe sama pri cemu Jje ispunjen uslov

(%, Ty g v dlx,y) +

1
+ s[dd(x,Tnx} + d(x,Tny) d(y,Tnx)]2 +

7y
]
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za svako x,y€ i, gic je n prirodan broj,r,s,t €K 1 r + 2s +

+ 2t < 1. Teda postoji Jjedna i samo jedna fiksna talka iz X za

Dokaz., Frema stavu 6.1.2. preslikavenie T% ima jedi-
r J

Eal

nstvenu fiksnu tadku koju éemo oznaditi sz u. Kaxo je

n . el nm
T = u i T(T"uw) = T (Tu),
tada Je Tn(Tu) = Tu, 5to znaci de je Tu jedinstvens fiksna ta-

. . n ..
reslikavanja 1., Dakle, mora biti Tu = u.

¢

7

j&¥]
o]

Posledica 6.1.7. (S8.P.Singh, [1]). Heka je (X,d) potpun
metridki prostor i T preslikavanje prostora X u sebe sama pri

cemu je
d(TnX,Tny)éS[d(X,TnX) + d(y,Tny)]

za svako x,y€ X, gde je O$s<% i n prirodan broj. Tada posto-

ji Jjedinstvena fiksna talka preslikavanja T.

Stav 6.1.4. Neka je (X,d,E) metriCki prostor nad topo-
lcskim polupoljem E, SCX svuda gust skup na prostoru X i
T:X—X neprekidno preslikavanje prostora X u sebe sama koje
ispunjava uslov (6.1.7.) za svako X,y €5. Tada postoji Jjedi-

nstvena fiksna tacka iz X preslikavanja T.

Dokaz. Dokazalemo da preslikavanje T ispunjava uslov

(6.1.7.) za svako x,y€ X.



heka je wxed i ye X\S. Tada u skupu S postoji niz {ym}
tipa .0 kodi konversira tadki y (vidi, na primer, moj rad [l] ’

stav 7.4.). Iz uvslova (6.1.7.) imamo

d(TX,Ty)ggd(Tx,Tym) + d(Ty_,Ty)<

m?
1
, 2 5

£ dgx,ym) + S @.(X,Tx) + d(x,iym) d(ym,Txﬂ +

1
s 5 (@3 Ty,) + d(x,Ty ) aly,,Tx)] ° +
- b[a \erLym Xy ym \}ma

+ ti?(X»Tym) + d(ym,Txﬂ + d(Tym,Ty),
ocakle se zboz neprexidnosti preslikavanja T na X i 1lim Y=Y
-meM
dobija uslov (6.1.7.) za svako x€3 i ye X\S.
l'eka su sada x,y €X \S. Tada, na primer, u skupu S po-

stoji niz {Xm} tipa M koji konvergira tadki x. Fonovo iz uslo-

va (6.1.7.) imamo
d(Txm,Ty) <r d(xm,y) +

1
+ s [d2(xm,Txm) + dlxy,Ty) d(y,Txmﬂz *

1
+ 5[2°(y,Ty) + d(x,Ty) dly,Tx )] ° +

+ t[ﬁ(xm,Ty) + d(y,Txmﬂ ,
odakle se zbog neprekidnosti preslikavanja T na X i 1lim x =x
meM
dobija uslov (6.1.7.) za svako x,y€ X\S.

Frema tome, neprekidno preslikavanje T ispunjava uslov

(6.1.7.) za svako x,y€ X pa prema stavu (6.1.2.) postoji jedi-

nstvena fiksna tacka iz X preslikavanja T.
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Dede JEDINSDIVoNLY Z2a0oDNICKE PIRSKND TACKE FRESLIKAVANJA

U MelRICKIM PRUSTORINMA NAD TOPOLOSKIM POLUFOLJIIHA

Ovaj varagraf Je posvelen istradivanju dovoljnih uslo-

<
£

za egzistenciju zzjednidkih fiksnih taclaka preslikevanja
netridkog prostora nad topolotkim polupoljem u sebe sana koja

ispunjavaju novi uslov,.

Stav 6.2.1. Neks je (X,d,E) nizovno potpun metricki
prostor nad toroloskim polupoljem E i neka je {Tp} niz funkecija

koje preslikavajiu prostor £ u sebe sama 1 zadovoljavszju slede-

d(Tix,ij><zrd(x,y) +

1
+ s[afCx,m %) + a(x,27) d(y,Tixilg N

(6.2.1.) l
12 m ~ , M
+ S[h (y,ijy) + d(x,ij) d(y,LiXi]E +

+ t[d(X,ij) + d(y,T5%)]

za svako x,y € X, gde su r,s,t €K i r+ 2s + 26<1. Tada postoji
jedna i samo jedna zajednicka fiksna tadka u X za sva preslika-

ja T .
vanja T

Dokaz. Uzmimo jedno odredeno, inale ma koje, x € X i

definiSimo niz {Xn} iz X stavljajuéi

(6.2.2.) X, = TpXn_q (n = 1,2,...).

Iz uslovae (6.2.1.) i definicije niza (6.2.Z.) neposre-



AU 2,0 ox Dt A{X__5,x
' n‘n~-l’Ln+l“n>"l A Apa19® )

rof-

Pofi-

i zato je
(1 - s - 1) d(xn,xn+l)£;(r + 8 + %) d(xn_l,xn).

-~

Koristeéi (6.1.10.) iz stava 6.1.2, biée
d(xn’xn+1)$ gq d<Xn—l’Xn)
za svaki prirodan broj n, gde je O<gg<l. Stoga Je
n -
d(xp,x,, 1)< q dlx,,xy),
odakle sledi da je {Xn} Cauchy-ev niz u prostoru X. S druge

strane, prostor X je nizovno potpun i zato niz {Xn] konvergira

nekoj tacki u €X.
Dokazimo da mora biti Tnu = u za svako n = 1,2,... 12

nejednadine trougla i uslova (6.2.1.) dobijamo

d(u,Tnu>$d(u’Xm+l> * d(Xm«‘rl’anu) -

- d(u’xm+1) * d(F‘Dm-'rlzxim’Tnu)é



1
- Sl A AN 1/, ]:
b[\ '\.‘;m,.‘xrhilD T LL\,:{q,.’.nu/ O.(U.’Xm\}l) -+
L
+ s[di(u Tou) o+ odix_,T u) d(u,x J -
>TnT “m’Tn TN T m+l
- NEETH A
! t[ (x T u) + u{u,xmrlﬂ ,
odakle sledi
] " N k a7 +
a(u,Tnu}é (s + ) &Qu,?nu)
kad n—-+o00, Time je dokazeno da je d(u,Tpu) =0zan=1,2,0e.,
$to znadi da Je u zajednidka fiksna btafka preslikavanja T. za

n
svako ne€ ll.
Pretpostavimo da je i veX zajednicka fiksna +tacl

preslikavanja T . Iz uslova (6.2.1.) imamo

7/ - £ b
d{u,v) = da(Z_u,T

H

1
d(u,v) + ZS[d(u,Tnv) d(v,Tnu)}d + t[d(u,Tnv) + d(v,Tnuﬂ =
= (r + 2s +~ 2t) d(u,v),
ocdnosno

(1 -7~ 28 = 2t) d(u,v)«O0.

Stoga je d(u,v) = 0 1 zafo je u = v. Prema tome, u je jedinstve-

na fiksna tacka svih preslikavanja Tn'

Cvde lemo navesti neke posledice prethodnog stava.
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- Deile Le Line l30HI [-]_. newe Jo LA, J soTrun
T J IR - g 14 14 _ ~ : JU B
metrickil prosuer 1 oneko dc{ﬁi}an = 1,7,...) niz funkeijs koje
ey
Sres]il S vy o T 3 menina eama T S SU
DITe S LAEaN uJIA nITOBTO LW Sece Sama. i Ll
njeni uslovi:
A T A T s R ) ~-\ . [ T G
?KL-\A/,-L.-\ ‘\? ,-,L~ )k S)\J,-«~-‘\Z/,-'/,T
i i 1 J
L)
. . T f \‘\ . ?/~ .
= BT, T \J/, - S, Ty(x00) - ¥R 0,0,
7a EVako X,¥v € L, gue s¢c£3(51 ¥ nenegativni realni brojsvi i
- > e ey oo deqr o ~ 3 . 5. R
doC o+ 25+ < 1. Tada vnostoji jedinstvena zajednicka filksna ta-
Kire 97 F e anra e 1likavansa T
T W £ 73 3va cresd Lavanga .Ln.
b - [ 4 T Qtra C ] -~ -
rogledica G.2.2. (A.daiswal 1 B.Singh [g]). Lo Se

(X,d) nizovno potpun metridki prostor nad topolofkim poluvoljem
B i kf1} niz funkecija koje preslivavaju prostor { u scbe sama

i zadovoljavaju uslove:

Al (x),f, ())€d(x,5) +plalx,f (%)) + dly,f (7))]

3/~ I , 3
+¥[aGe,f (7)) + aly,t ()]
i
za svako X,y €X, gde je L,3,¥ >0 1L+ 25+ 2¥<1, onda vostoji
jedinstvena zajednicka fiksna tadka preslikavanja £, (k = 1,
EsS
2,.-.)0
Stav 6.2.2. Neka je (¥X,d,E) nizovno potpun metricki pro-
stor nad topolodkim polupoljeang.{Tn} niz funkcija ¥oJje pre-
slikavaju prostor £ u sebe sama 1 koJi uniformno ¥konvergira

funkciji ©. leka preslikavanje Tn ima fikenu tacdiu u, Z4 sva-



O nEN 1 oneka proclivaveno U zocovoljoava uslov

o

ol s . Voo Yy D I R T | A
l\'\’c » .\ (S vy, /é o ;’)[\,L\.\‘y,l‘:\\/ -t i\\ ,‘/')] e
e rm \ h
N ' ~r X
T ul‘_«“l\I\,lb\/ ia J\J,uu,]
- S T - - O e, ERE e T e -
za svelo X,¥ € X, e ou vy,s,bt€d 1 r» - Zs + Zft<l, Tada nis

- - LA 3 Ir oy 3 e X “wvaoy g Te s e S
{un} konvergira fiksnoj tadki prosliksvanja T.

b NS Ay e A SrA T e evede e I SN -
Dokagz, baromenime da prema stavu (0.1.2.) preslikava-

to Mg B e 31 de ey e T~y o k4 P G o
nje T ima Jjedalnstvenu Ilksnu taciu, koju femo oznaditi sa u.

Iz uslova r,s,ten i v + 28 + 25 <1 sledi da je
1 + Zg + 2t€eK i 1L -r»-85 - tex

1 zato Je jednoznadno odreden element
(6.2.4.) b= (1 +2s+ 2001 -2~ 53 ~-1%) "

Za proizvoljnu okolinu U nule topoloskog polupolja E
rostoji zasiéena okolina V nule polupolja E tako da je bVcU.

Za okolinu V nule postoji prirodan broj Ny takav da Je
d(TnX,TX) ev

za svako x €X 1 sveko n>ny;.

Dalje, iz nejednaline trougla i uslova (6.2.3.) dobija-
mo
= T -
d(un,u) d(Tnun, u)

< d(T

< d(Tu ,Tu ) + d(Tu ,Tu)<

éd(Tnu ,fi‘un) + d(un,u) + s{d(un,‘l‘un) +"’d(u,Tu)}i~

n

+ & {:l( ,Tu) + d(u, ".’I‘un )} =



odakle je
1l -1 -5 -1t) d(un,u)zg(l + 25 + 2% 4
S obzirom na (£.2.4.) bide
d\un,u)s'b a “nun,ijn)

i zato je

za 8vVako n:>nV .

Dakle, niz {un} konvergira ka tadiki u.
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