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Predgovor

1936. godine G. Birkhoff je inicirao iZtavanje skupa svih topologijBx na pro-
izvoljnom, ali fiksiranom skupWX. Urecen inkluzijom, skupl'x predstavlja atom-
arnu kompletnu mrezu sa jedinicom (diskrethom topologijonXna nulom (an-
tidiskretnom topologijom n&). U posljednjih70 godina ova mreZa je intenzivno
prouwavana, ali odreeh broj problema u vezi nje i dalje ostaje otvoren.

S druge strane, na parcijalnim usgima se na viSe prirodnih dima moze
uvesti topoloSka struktura. Na taj ¢ia, snabdjeven nekom od "utadih to-
pologija", mreZno uréen skupTx i sam postaje topoloski prostaiije osobine
u velikoj mjeri zavise od osobina parcijalnog ueegh iz kojeg je proistekao. Na
taj n&in, ovako uspostavljena korespondencija iZmégbrije mreZa i topologije
omogtcava bolji uvid u prirodu odraghih problema koji se mogu postaviti u ovim
matemaittkim teorijama.

Rad se sastoji od tri dijela. Prvi dio je uvodnog karaktera. Drugi dio je 0
mrezama i nekim karakterigtiim topologijama koje se na njima mogu uvesti.
TreCi dio rada je posw&en ispitivanju osobina mreZEy, novouvedene topologije
Or, 1 meduodnosa ove topologije sa prethodno uvedenim topologijama. Za svaki
zn&ajniji rezultat naveden je dokaz i referenca.

Zahvalio bih dr Milanu Grulowiu i akademiku Stevanu Pilipdui sa kojima
sam saraidao na poslediplomskom studiju, kao i dr Zarku Mijajlouii dr Alek-
sandru Pavloviu koji su svojim korisnim savjetima i sugestijama unaprijedili kvali-
tet ovog rada.

Posebno bih se zahvalio svom mentoru, dr MiloSu Keuilina podrsci i znanju
koje mi je proteklih godina pruZzio.

Novi Sad, april 2010. Bojan Nikddi
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Glava 1

Skupovi

U ovoj glavi bice izlozeni pojmovi, tvrdnja i notacija teorije skupova kdje se
koristiti u nastavku rada. | pored nawja aksiome izbora, ovaj réé se oslanjati
na intuitivnu predstavu o skupovima. Dokazi navedenih rezultata mogwsepra
ul9ifal.

1.1 Skupovi

Skupovice biti ozn&avani malim i velikim slovima latinice. Umjesto rgeskup
koristice se i terminkolekcija i familija kao sinonimi. Formula € X ozn&ava
pripadanost objekta skupu X, i u tom sliaju sex nazivaelement skupaX.
SkupoviX i Y su jednaki, u oznack = Y, ako imaju iste elemente. Ako je
svaki element skupd istovremeno i element skup}, onda se kaze da je skup
podskup skupaY’, §to se oznéava saX C Y. Skup svih podskupova skupa je
partitivni skup skupaX, u oznaciP(X). Skup bez elemenata oZiava se sé i
naziva sgrazan skup.

Skup {{z},{z,y}} ozn&ava se sdz,y) i naziva seureden par. Uredena

n-torka se zan € {3,4,5,...} definiSe sgx1,...,z,) = ((x1,...,Zn_1), Tn).
Na osnovu definicije dokazuje se daja, . . ., ) = (1, ..., yn) ako i samo ako
vaZiz; = y;, zasve € {1,...,n}.

Ako su X7, ..., X, skupovi, onda se skup svilrtorki oblika (z1,...,z,),
gdiex; € X;, zasvei € {1,...,n}, ozn&ava saX; x --- x X, i naziva
Descartesov proizvodskupovaXi, ..., X,,. Specijalno, ako jeX; = X, za sve
i €{1,...,n}, za Descartesov proizvod se koristi &aeoznakaX".

Ako su X i Y skupovi, onda se svaki podskypc X x Y nazivabinarna

3
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relacija (redom skupovaX i Y). Ako je pritomX = Y, onda se govori o relaciji
na skupuX. (x,y) € p seCesto zapisuje kaopy.
Relacijap C X? je relacija ekvivalencije ako za sver,y, z € X vazi:

TpxT (refleksivnost);
Tpy = ypx (simetrtnost);
xpy N ypz = xpz (tranzitivnost).

Ako je pritomz proizvoljan element skup&’, onda se skufx] = {y € X :
ypx} nazivaklasa ekvivalencijeelementar. Skup svih klasa ekvivalencijgz] :
x € X} predstavljgarticiju skupaX, i naziva sekoli€niCki skup ozn&ava se sa
X/p.

Relacijap C X? je antisimetriéna ako za proizvoljne elementey € X vazi:

TPy N Ypr = xr =1y.

Ako je relacijap C X? refleksivna, antisimettna i tranzitivna, onda je ona
relacija poretka, a za par X, p) se kaze da jparcijalno ureden skup. Relacija
poretka obino se oznéava sa<.

Neka je(X, p) parcijalno ureeén skup Y’ C X neprazan skup. Tada je element
r e X:

gornje ogranicenjeskupaY” ako je za svakg € Y ispunjenoy < z;

supremum skupaY ako jex gornje ograrienje skupd” i za svako gornje
ograntenjey skupaY” vrijedi z < y;

maksimum skupaY ako jex supremum skup® i pritomz € Y

maksimalni elementparcijalno ureénog skupd X, <) ako ne postojy € X
takodajer <yiy +# x.

Ako se u gornjim definicijama relacij& zamijeni relacijom> dobijaju se re-
spektivno definicijedonjeg ogranicenja, infimuma, minimuma i minimalnog
elementa PodskupZ € X jelanacako za svaka:,y € Lvazi:z < yili y < z.

Ako je (X, <) parcijalno ureen skup i ako pritom za sve,y € X vrijedi
x < yili y <z, onda je relacija< linearno (totalno) uredenje skupaX .

Relacija< na skupuX se nazivaismjerenje ako je< refleksivna i tranzitivha
relacija na skupWX i za svakor,y € X postojiz € X takodajer < ziy < z.
Ureden par(X, <) se nazivaismjeren skup.

Relacijaf ¢ X x Y jefunkcija ili preslikavanje ako za svaka: € X postoji
tatno jednoy € Y tako da(x,y) € f. Tada se piS¢(z) = y. Pritom se kaze
da funkcija f preslikava skupX u skupY, u oznacif : X — Y. Skup svih
preslikavanja skupX u skupY oznaava se s& . Preslikavanjédy : X — X
dato saidyx(r) = x, za svex € X, naziva sedenticko preslikavanje skupa
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X. Akof:X —-Yig:Y — Z ondaje funkcijago f : X — Z data sa
(go f)(z) =g(f(x)), zasver € X, kompozicija preslikavanjaf i g.

Funkcijaf : X — Y jeinjekcija ako za svakai,xo € X iz x1 # 9 Slijedi
f(z1) # f(z2). Dalje, f je surjekcija ako za svake € Y postojixz € X tako da
jey = f(x). Kon&no, f je bijekcija ako je injekcija i surjekcija.

Nekajef : X — Y. Ako postoji funkcijag : Y — X, takvadajgyo f = idx
i fog =idy,onda se zg kaze da janverzna funkcija za funkciju f i piSe se
g = f~!. Dokazuje se da za funkcijfipostoji inverzna funkcija ako i samo ako je
f bijekcija. Tada je inverzna funkcija jedinstvena, a i sama je bijekcija.

Unija, presjek i razlika skupovaX i Y definiSu se na slje@enacin:

XUY={z:zeXVrzeY}

XNY={z:xze XNzeY}
X\Y={z:zeXAx¢Y}

Radi preglednijeg zapisa skupovi se mogu indeksirati. Nelkanggprazan skupy
neprazna kolekcija skupovaX : I — x. Za skup{X (i) : ¢« € I} (kraCi zapis
{X; : i € I}) se kaZe da jéamilija skupova indeksirana skupom I. Unija i
presjek indeksirane familije skupova se uvode na stjed&in:

UXi={z:Fiel(eX)}, (Xi={x:Viel(zecX;)}
el i€l

Familija {A; : i € I} podskupova skup& ima svojstvo kona&nog presjeka
(s.k.p.) ako je neprazna K;, N A;, N...N A;, # 0, za svaki konéan skup
{il,ig, ey Zk} c I

Nekajef : X — Y preslikavanje iA C X proizvoljan skup. Skup

fIA] ={f(x) : z € A}
se nazivairektna slika skupaA. ZaB C Y, skup
fHBl={z e X: f(z) € B}
se nazivdnverzna slika skupaB.

Lema1.1.1 Nekajef : X — Y preslikavanjeA, A;, Ao C Xi B,B;,Bs C Y.
Tada vrijedi:

() Ac fHfAlL fIF Bl = BN fIXT;
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(il) fAL U As] = flA1] U f[Ag], f[B1U By = f~1[Bi]U f[By];

(ii)) f[A1N Ao] C f[A] N fAs], fHB1N Bo] = f 1B N f1[Ba];

(iv) fIAL\ Ao] D AL\ flA2], f1[B1\ Ba] = fHBi]\ f1[Bal.
Ako je pritomA; C X i B; CY,i € I, tadaje

V) f[UiEI Ai] = Uie] f[Ai]v f_l[UieI Bi] = Uie] f_l[Bz’];

(Vi) f[miel Ai] - mie[ f[AiL fﬁl[ﬂiel Bi] = ﬂie[ fﬁl[Bi]-

Uz pretpostavke prethodne leme vrijedi sljeddema.

Lema 1.1.2 (i) Ako je preslikavanj¢f injekcija onda vazi

flAL N Ag] = fA N flA2), FINier Ail = Nier flA A = fHFA]]L
(i) Ako je preslikavanjef surjekcija onda jef[f~![B]] = B.

Za skupove brojeva korigte se standardne oznakezaskup prirodnih brojeva ,
aR zaskup realnih brojeva.

Neka jeX neprazan skup. Svako preslikavanje skupa prirodnih brajeua
skupX, z : w — X se nazivaniz na skupuX i ozn&ava se s@x,, : n € w).

Aksioma izbora: Za svaku familiju{ X; : i € I} nepraznih skupova postoji
bar jedna funkcija izbora, tj. funkcija : I — (J,.; X, takva da za svaké € I
vaziz(i) € X;.

Neki ekvivalenti aksiome izbora:

Lema Zorna: Ako je (P, <) parcijalno uredn skup u kome svaki lanac ima
gornje ogrartienje, onda WP postoji maksimalni element.

Hausdorffov princip maksimalnosti : U svakom nepraznom parcijalno ure-
denom skupu postoji maksimalan lanac.

Direktan proizvod familije skupova{X; : i € I}, u oznaci[ [,.; X; je skup
svih funkcijaz : I — J,c; X;, takvih da jex(i) € X;, zasvei € I. Ako je
X; = X, zasve € I, tada je direktan proizvod skupoy&; : i € I} ustvari skup
X1
Jos jedan ekvivalent aksiome izbora je dat u sipejleeoremi.

Teorema 1.1.1Direktan proizvod neprazne familije skupo¥&; : i € I}, skup
[I;c; X, je neprazan ako i samo ako su svi skupllyii € I, neprazni.

Zaj < I, preslikavanjer; : [[,o; Xi — Xj, definisano sa;((z; : i € I)) = z;,
naziva seprojekcija proizvoda na skug ;.

Lema 1.1.3 Neka suX;, ¢ € I skupovi i) # A;, B; C X;, i € I. Tada vrijedi:
(i) Ako jeA; C B;, zasve € I, ondaje][;c; Ai C [[;c; Bis
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eI (AZ n Bl),
() ako i samo ako postoji € I tako da je

(i) (ITier Ai) 0 (T Lier Bi) = 11,
(i) ([Lies 4i) N (ILies Bi) =
AN B; = 0;

(V) m[[ Lics As] = A;.

Skup A je ekvipotentan skupuB, u oznaciA ~ B, ako postoji bijekcijaf : A —
B.

Lema 1.1.4 Neka sud, B i C proizvoljni skupovi. Tada vaZzi:
(i) A~ A4
(i) A~ B= B~ A4
(i) A~BAB~C=A~C.

Na prvi pogled izgleda da prethodna lema govori da-jeelacija ekvivalencije,

ali s obzirom da univerzuriy svih skupova nije skup, te nije binarna relacija u
uobicajnom smislu (jer ni sama nije skup). No, u opstijem smislu, zadata na klasi
svih skupovas~ se moze posmatrati kao relacija ekvivalencije.

Klasa svih skupova ekvipotentnih skuguozna&ava se s@A| i nazivakardi-
nalni broj skupaA. Dakle, vrijedi|A| = {B: B ~ A}.

Za proizvoljne kardinalne brojevid| i |B| moZe se definisati relacijg sa
|A| < |B| i postoji injekcijaf : A — B. Da je ova relacija dobro definisana,
kao i to da je u pitanju relacija poretka za kardinalne brojeve dokazano je npr. u
[11], a da je ovo relacija linearnog uredja dokazano je \8]. Pored ove relacije
poretka, od znéaja je posmatrati i relaciju poretka, koja je za kardinalne brojeve
definisana sgA| < |B| “ |A| < |B| AN A~ B.

Skup A je beskon&an ako je ekvipotentan svom pravom podskupu, tj. ako
postoji podskupd; C A takav dajed; ~ A. SkupA je konaCan ako nije beskon-
acan. Primjer beskotaog skupa je skup. Zaista, skupo se moZze bijektivho
preslikati na skup parnih prirodnih brojeva koji je njegov pravi podskup, pa je, na
osnovu definicije, ovaj skup beskdiza.

Kardinalni broj|w| skupa prirodnih brojevas ozn&ava se s& (alef-nula).
Skup A je prebrojiv ako je A ~ w, tj. ako je |A] = Rg. Skup A je najviSe
prebrojiv ako je|A| < Ny, aneprebrojiv ako je| A| > .

Za skupA i kardinalni brojx, definiSe se skupd|<* = {B C A : |B| < k}.

Lema 1.1.5 Za beskonatan skup vrijedi |[[A]<®0| = |A|.

Postojanje kardinalnih brojeva&id od ¥, garantuje sljedea lema.
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Lema 1.1.6 (Cantor) Za proizvoljan skupd vazi|A| < |P(A)|.

Kardinalni broj| P(w)| ozn&ava se sai nazivakontinuum. Skup realnih brojeva
R je primjer skupa koji ima kardinalni brej

Neka suA i B proizvoljni skupovi. Sabiranje, mnoZenjei stepenovanje
kardinalnih brojeva |A|i |B| uvodi se na sljed® n&cin:

|A| + |B| = |A'UB|,gdieje A~ A, B~ B' i AnB =0,

Al B] = [A % BJ;
AP = 1AP|.

Da je ovako uvedeno sabiranje, mnozenje i stepenovanje kardinalnih brojeva dobro
definisano pokazano je npr.|[i].

Teorema 1.1.2Neka su|A| i |B| beskonacni kardinalni brojevi (tj. takvi da je
|A] > Rgi |B| > Np). Tada je

Al +[B| = |A]|B| = max{|Al, | B[}

1.2 Filteri i ultrafilteri

Neka jeX neprazan skup. Neprazna kolekclfaC P(X) je filter ako vazi:
(FI1)0 ¢ F;
(FI2)F,Fh e F= FiNF,eF,
(FIQYFeFiIFCACX=AecF.

Indukcijom se uslov (FI2) moZe uopstiti na k@ma mnogo skupova.
Filter 7 je glavni ako je( .z F # 0, inaCe jeneglavni.

Primjer 1.2.1. Neka je X beskona&an skup. Kolekcijabr, C P(X) definisana
sa
Or, ={X\ K: K C X jekond&an skup

zadovoljava svojstva (FI 1)-(FI 3). Ovaj filter je neglavni, jelfJg.cq F' = X \
U{K : K C X jekon&an skup = X \ X = 0, i naziva se~rechétov filter.

Filtert/ C P(X) je maksimalan filter ili ultrafilter ako za svaki filtetF C P(X)
izU C Fslijedid = F.
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Lema 1.2.1 Svaki glavni ultrafiltet/ na nepraznom skupli je oblikal/ = U(z) =
{AC X :x € A} zanekar € X.

Lema 1.2.2 Filter Y C P(X) je ultrafilter ako i samo ako za svaki podskdpc
XvaziAcelUili X\ Aecl.

Filter F je prost ako iz uslovad U B € F slijedi A € Fili B € F.

Lema 1.2.3 Neka jei/ C P(X) ultrafilter. Tada vrijedi:

(i) U je prost filter;

(i) ako skupB C X ima neprazan presjek sa svim Clanovimal@dnda
Bel.

Iz svojstava (FI 1) i (FI 2) slijedi da je svaki filter familija sa s.k.p. S druge strane,
za familiju sa s.k.p. vrijedi sljed= lema.

Lema 1.2.4 Svaka kolekcija podskupova nepraznog skifpkoja ima s.k.p. sa-
drzana je u nekom ultrafilteru.

Primjenom prethodne leme moZe se dokazati postojanje neglavnih ultrafiltera. Pre-
ciznije vrijedi sljed€&a teorema.

Teorema 1.2.1Na svakom beskonatnom skupu postoji neglavni ultrafilter.

Lema 1.2.5 Neka jeX neprazan skup i/ ultrafilter na X. Ako jeB € U, tada je
familijai/|p = {U N B : U € U} ultrafilter na skupuB.

Lema 1.2.6 Neka suX i Y neprazni skupovi if : X — Y surjekcija. Ako je
U C P(X) ultrafilter na X, onda jeV = {f[U] : U € U} ultrafilter naY".

Neka je X beskonaéan skup takav da jeX| = «. Familija.A C P(X) je nezav-
isnaako za proizvoljne raatite skupoveA,, ..., A,, B1, ..., B, € A presjek

AN NANX\B)N..N(X\Bp)

ima kardinalnosk.

UocCava se da definicija nezavisne familije podskupov&atk zavisi od samog
skupaX, vet iskljucivo od njegovog kardinalnog broja. Na osnovu toga se dokazuje
sliedea lema.
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Lema 1.2.7 Neka suX i Y beskonacni skupovi|X| = |Y'|. Ako postoji familija
A Kkoja je nezavisha familija podskupova skupatada postoji i familija3 koja je
nezavisna familija podskupova skupaza koju je|B| = |A|.

Lema 1.2.8 Za svaki beskonacan skup postoji nezavisna familija podskupova
od X kardinalnosti2/ X!,

Dokaz. Neka je|X| = « i P familija koja se sastoji od svih uredih parova
oblika (F, F), gdje je F' kona&an podskup odX, a F konaan skup konénih
podskupova od¥. Na osnovu lemf@.1.5i teoremdl.1.2vrijedi |P| = &, pa je,
na osnovu prethodne leme, dovoljnachaezavisnu familijud podskupova od®
koja je kardinalnost2”.

ZaFE C X nekajeYy = {(F,F)e P: FNE € F}inekajeA={Yg: E C
X}. Ako SUF i G dva razltita podskupa o, ondaYy # Y (ako npr. postoji
x € E\G,tadazal’ = {z} i F = {F} vrijedi (F,F) € Ygi (F,F) ¢ Yg).
Dakle,|A| = 2~.

NekasuA, ..., A,, By, ..., By, proizvoljni razli€iti podskupovi odX . Za svako
i <nij<m,nekajer;; € X takav dar; ; € A;\ B;ili z; ; € B;\ A;. Neka je
F proizvoljan kon&an podskup o takav daF" D {z;; : i < n,j < m} (imax
takvih skupovaF’). Jasno da je za sve< n,j < m ispunjenoF’ N A; # F' N B;.
Zbog toga zaF = {FNA; : i < n}vrijedi (F,F) € Yy, zasvei < n i
(F,F) ¢ Yp, zasvej < m. Dakle, presjek

Y4, N..NYa, N (P\Yg,)N...0(P\Ys,)

ima kardinalnosk, Sto znd&i da je familija.A nezavisna. O

Teorema 1.2.2 (PospiSil)Na svakom beskonatnom skufiupostoji tacno22”!
ultrafiltera.

Dokaz. Neka je|X| = « i A nezavisna familija podskupova ot takva da je
|A| = 2% (postojanje ovakve familije garantuje prethodna lema). Tada se svakoj
funkciji f : A — {0, 1} moze pridruziti familija podskupové’s, tako da je

Gr={A:|X\Al <rk}U{A: f(A) =1} U{X\ A: f(A) =0}

Zbog nezavisnosti familije4, familija Gy ima s.k.p., pa je, prema lerfii2.4
sadrzana u nekom ultrafiltetd;. Ako je f # g, onda za nekd € A vrijedi
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f(A) # g(A); nekaje nprf(A) =1ig(A) =0,tadad € Uy i X \ A € Uy, pa
jeUs # Uy. Zbog toga, postoji najman@‘x| ultrafiltera.

Kako je svaki ultrafilter naX kolekcija podskupova skup&, to ultrafiltera
ima najvise2?™'. Dakle, ima t&no22™' ultrafiltera nax. O






Glava 2

Topoloski prostori

U ovoj glavi bice izloZeni pojmovi i tvrénja u vezi sa topoloSkim prostorima koji
Ce se koristiti u nastavku rada. Dokazi navedenih rezultata mogwesaprau 2]
i [17].

2.1 Osnovni topoloSki pojmovi

Neka jeX neprazan skup. Familij@ podskupova skup& koja ima svojstva:
O, X € O;
(O2)A,Be O= ANBeO;
(03){A;:icl} CO= Uy Ai €O,
naziva setopologija na skupuX, dok se za ureehu dvojku(X, O) kaze da je
topoloski prostor. Elementi topologije nazivaju seotvorenim skupovima, dok
se komplementi otvorenih skupova nazivajatvorenim skupovima Svojstvo
(02) se moze induktivno prosiriti na kotrao mnogo otvorenih skupova.
TopoloSki prostok X, O) je diskretan ako jeO = P(X), aantidiskretan ako
je O = {0, X}. Sve topologije na istom skupu uete su parcijalnim uraghjem
C i u smislu te relacije antidiskretna topologija je najmanja, a diskretna topologija
najveta topologija na datom skupu.

Lema 2.1.1 Neka je(X, O) topoloski prostor. Tada familij& svih zatvorenih
skupova zadovoljava sljedece uslove:
(C1) Prazan skup i Sku su zatvoreni;
(C2) Unija dva (pa i konacno mnogo) zatvorenih skupova je zatvoren skup;
(C3) Presjek proizvoljne familije zatvorenih skupova je zatvoren skup.

13
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Lema 2.1.2 Neka jeX neprazan skup @ C P(X) familija skupova koja zado-
voljava uslove (C1)-(C3) iz prethodne teoreme. Tada vaZi:

(i) familija © = {X \ C : C € ®} je topologija na skup;

(i) C = @, gdje jeC familija zatvorenih skupova prostokg, O).

Neka je(X, O) topoloSki prostor. Familijd8 ¢ P(X) je baza topologije© ako
su ispunjeni uslovi:

(B1) Elementi kolekcije3 su otvoreni skupovi, tjB C O;

(B2) Svaki otvoren skupl € O moze da se prikaze kao unija neke podfamilije
familije B (tj. postoji kolekcija{B; : j € J} C B, takva da jed = (U, ; B;).

Neka je X neprazan skup. Kolekcij8 C P(X) je baza neke topologije
na skupuX ako je kolekcija{l| JB' : B’ C B} topologija na skupuX (tj. ako
zatvorenje familije53 u odnosu na proizvoljne unije predstavlja topologiju na skupu
X).

Teorema 2.1.1KolekcijaB C P(X) je baza neke topologije n& ako i samo ako
vaze sljedeéi uslovi:

(B1) UBEBB =X;
(B2)VBy,By € B H{Bl 11 E [} cB (Bl N By = Uie]Bi)'

Lema 2.1.3 Uslov (B2') iz prethodne teoreme je ekvivalentan uslovu
(B2") VB1,By € B Yx € BiN By dB3 € B (x € B3 C By N By).

Neka je(X, O) topoloSki prostor. Familij®? C O je podbaza topologije© ako
familija svih kon&nih presjeka elemenaf@ predstavlja bazu neke topologif2.

Na osnovu definicija podbaze i baze topologije jednostavno se dokazujecsljede
lema.

Lema 2.1.4 Neka jeX neprazan skup i familijg& C P(X)takvadajg S = X.
Tada vrijedi:

(i) Familija B svih konacnih presjeka elemenata familfjge baza neke topo-
logije O na skupuX, a S je njena podbaza;

(ii) O je najmanja topologija na skupX koja sadrzi kolekcijis.

Minimalna topologija na skupX koja sadrzi familijuS i zadovoljava uslove
prethodne leme be ozn&ena sad|S|.

Neka je(X, O) topoloski prostor C familija zatvorenih skupova n&. Famil-
ija Be C P(X) je baza familije zatvorenih skupovaC ako se familijaC moZze do-
biti uzimanjem proizvoljnih presjeka skupova iz famillfe. FamilijaP: C P(X)
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je podbaza familije zatvorenih skupovaC ako se uzimanjem kogaih unija
skupova iz familijeP¢ dobija baza familije zatvorenih skupova.

Neka je(X, O) topoloski prostor ic € X proizvoljna t&ka. Tada se podskup
A C X nazivaokolina taCke = ako postoji skug/ € O tako dar € U C A. Skup
svih okolina t&ke z bice ozn&en sa\V (z).

Lema 2.1.5 Neka je(X, O) topoloSki prostor. Podskugd C X je otvoren skup u
topologiji © ako i samo ako je on okolina svake svoje tacke.

Neka je (X, O) topoloSki prostor i neka je € X proizvoljna t&€ka. Familija
skupovaB(z) C P(X) je baza okolina taCke = ako su ispunjeni sljedg uslovi:
(BN1) Elementi kolekcije3(x) su okoline tékez, tj. B(z) C N (z);
(BN2)VU € N(z) 3B € B(z) BCU.
Neka je (X, O) topoloSki prostor. Podskud C X je gustako ima neprazan
presjek sa svakirailanom familijeO \ {0}.
Neka je(X, O) topoloSki prostor. Kardinalne funkcije

x(z, (X, 0)) = min{|B| : B je baza okolina tékez};

X(<X7 O>) - sup{x(x, <X’ O)) RS X};
w((X,0)) = min{|B| : B je baza topologije};
d((X,0)) = min{|D| : D je gust podskup oK };

nazivaju sekarakter tacke x, karakter, teZina i gustina topoloSkog prostora
(X, O) respektivno.

Lema 2.1.6 Za svaki topoloSki prostofX, O) vrijedi:
() d((X,0)) < w((X,0));
(i) x((X, 0)) < w((X,0)).

Dokaz. Neka jeB = {B; : s € S} baza topologij& koja se sastoji od nepraznih
skupova, takva da j&5| = w({X, O)).

(i) Aksiomom izbora se moze izabratitlea z; € B, i na taj n&in dobiti
skupA = {zs; : s € S} koji je o€igledno gust u prostor(X, O). Kako je jos
|A] < |S| = w((X,0)), to vrijedid((X, 0)) < w((X,0)).

(i) Neka je za proizvoljnu téku =z € X, data familijaB(z) = {B € B: x €
B}. Jasno da je stlanovi familije B(x) okoline t&kex. Ako je V' € N(z), tada
postoji otvoren sku@/ takav da jex € U C V, pa postoji skupBs, € B takav
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dajer € Bs, C U C V, odakle jeB;, € B(z). Dakle, familijaB(x) ispunjava
svojstva (BN1) i (BN2), pa je ona baza okolina &kax i pritom je |B(z)| <
|B| = w((X,O)). Dakle, za svake: € X, vrijedi x(z, (X, 0)) < w((X,O)), pa
je ispunjeno iy ((X, 0)) < w((X, O)). O

Lema 2.1.7 Neka jeB baza topologije topoloskog prostof&’, ©). Tada postoji
baza topologije3, C B takva da je|By| = w((X, O)).

Dokaz. Razlikuju se dva skkgja:

() |O] < Rg. Zaz € X, neka su dati skupoW, = ([{U € O :z € U}.
Tada je familijaBy = {U, : x € X} baza topologije?. Zaista, svaki skup/,, je
kao kon&an presjek otvorenih skupova, otvoren, pa je ispunjen uslov (B1). Ako
je U € O tada za podfamilijyU, : = € U} C By ispunjenol = J .y Uz, pa
vazii uslov (B2). Osim toga, iz definicije ba# slijedi da je ona sadrzana u bilo
kojoj drugoj bazi,te na osnovu toga vrijey C Bi |By| = w({X, O)).

(i) |O] > Ny. Neka jeB; baza topologijeD za koju je|B;| = w({X,O))
ineka jeS = {(U,V) € Bf : ITyyvy € B (U C Ty C V)}. Familija
definisana s#y = {T\y,y) : (U,V) € S} zadovoljava uslove teoreme. Zaista,
iz definicije direktno slijedi da jé8, C B; takotk vrijedi: |By| < |S] < |B?| <
|B1| = w({X, O)) (pri Cemu posljednja nejednakost vrijedi zbog beskoasti O
i teoremdl.1.2). Jasno je da je familij#, sastavljena od otvorenih skupova, pa
ona ispunjava svojstvo (B1). Za provjeravanje svojstva (B2) dovoljno je provijeriti
da se svaki skup iz familij&; moze napisati kao unije neke podfamilije 4.
Kako su familije3 i B; baze topologije to za proizvoljan skup/ € B; vrijedi:

v-U{weB:wcv}-

U{U{UWegliUWCW}:WeB,ch}:

U {T<Uw7v> ;W € B,W CV,Uw € Bi,Uw C w}
Dakle, ispunjeno je i svojstvo (B2), paf& baza topologije?. 0

Ukoliko to ne dovodi do zabune, u naredn@ se umjestd.X, O), x((X, O)),
w((X,0)), d((X,0)), respektivno Koristiti kréi zapisiX, x(X), w(X), d(X).

Ako je x(X) < Ny, kaZe se da topoloski prostar zadovoljavgprvu aksiomu
prebrojivosti. Ako je w(X) < Ny, kaZe se da topoloski prostdéf zadovoljava
drugu aksiomu prebrojivosti. Ako je d(X) < Wy, kaZe se da je topoloSki prostor
X separabilan
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Neka je X topoloski prostor iA C X. Unutradnjost skupa A ( u oznaciA®)
je najveti (u smislu inkluzije ) otvoren skup n& sadrzan u skupd. Zatvorenje
skupa A (u oznaciA) je najmanji (u smislu inkluzije) zatvoren skup fé koji
sadrzi skupA. S obzirom da je) otvoren i X zatvoren skup, unutrasnjost i
zatvorenje postoje za svaki skupc X.

Osnovna veza izmedprethodno uvedenih operatora unutradnjosti i zatvorenja
je data u sljedeoj lemi.

Lema 2.1.8 Neka jeX topoloski prostor iA ¢ X. Tada vrijedi
X\A=X)\A4°

Lema 2.1.9 Neka jeX topoloSki prostor iA C X. Tada su sljedeci uslovi ekviva-
lentni :

(i) z € 4

(i) za svakoU € N (z) vrijedi U N A # 0.

Lema 2.1.10 Neka je(X, O) topoloSki prostor iA C X. Tada je familija04 =
{UNA:U € O} topologija na skupu.

Topologija® 4 iz prethodne leme se nazivalativna topologija na skupu4, dok
se ure@ni par(A, O4), nazivapotprostor topoloskog prostordX, O). Ako je
A otvoren skup u topoloSkom prosto, tada se odgovarajupotprostor naziva
otvoren potprostor, a ako jeA zatvoren skup u topoloSkom prostaky zatvoren
potprostor.

2.2 Preslikavanja topoloskih prostora

Neka su(X, Ox) i (Y, Oy) topoloSki prostori izg € X proizvoljna t&ka. Fu-
nkcija f : X — Y je neprekidna u taCki xy ako za svaku okolind/ taCke
f(zo) postoji okolinaU tacke xz( tako da jef[U] C V. Funkcijaf : X — Y je
neprekidna ako je neprekidna u svakojiki x € X, tj. ako vrijedi:

Vee X VW e N(f(x)) AU e N(z) flU] CV.

Nekoliko ekvivalenata prethodne definicije neprekidnosti je dato u glgdeo-
remi.
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Teorema 2.2.1Neka su(X,Ox) i (Y, Oy) topoloSki prostori if : X — Y
proizvoljno preslikavanje.Tada su sljedeti uslovi ekvivalentni:

(i) preslikavanjef je neprekidno;

(i) za svaki otvoren skup’ C Y, skupf~1[V] C X je otvoren;

(i) postoji baza BB topologije Oy, takva da je za svaki skup € B, skup
f~YB] C X otvoren;

(iv) za svaki zatvoren skup C Y, skupf~![F] C X je zatvoren;

(v) za svaki skupl C X vrijedi f[A] C f[A];
(vi) za svaki skuB C Y vrijedi f~1[B] ¢ f~![B].

Lema 2.2.1 Neka su(X, Ox), (Y,Oy) i (Z,Oz) proizvoljni topoloski prostori,
af: X —-Yig:Y — Z neprekidna preslikavanja. Tada je i kompozicija
go f: X — Z neprekidno preslikavanje.

Neprekidna bijekcijgf se nazivdnomeomorfizamako je preslikavanj¢—! takote
neprekidno. Dva topoloSka prostolai Y su homeomorfna ako postoji homeo-
morfizamf : X — Y. Neka su(X,Ox) i (Y,Oy) topoloski prostori. Pres-
likavanje f : X — Y je otvoreno ako je za svaki otvoren skug C X, skup
flU] € Y otvoren. Preslikavanj¢ : X — Y je zatvoreno ako je za svaki
zatvoren skug’ C X skupf[F] C Y zatvoren.

Teorema 2.2.2Neka su( X, Ox) i (Y, Oy) topoloSki prostori i neka j¢ : X —
Y neprekidna bijekcija. Tada su sljedeti uslovi ekvivalentni:

() f je homeomorfizam;

(ii) f je otvoreno;

(iii) f je zatvoreno.

Lema 2.2.2 Ako su topoloski prostorX i Y homeomorfni, tada je(X) = w(Y),
X(X) = x(Y) 1 d(X) = d(Y).

Neka suX i Y neprazni skupovif : X — Y i A C X. Preslikavanjgg: A — Y

dato sy (z) = f(x), za sver € A, se nazivaestrikcija preslikavanja f na skup
Aiozn&ava se sg | A. Preslikavanjé, : A — f[A] dato sah(z) = f(x), za sve
x € A, se nazivasurjektivna restrikcija preslikavanja f na skupA i ozna&ava
se saf| A.

Lema 2.2.3 Neka su(X, Ox) i (Y, Oy) topoloSki prostori iA C X neprazan
skup. Tada za proizvoljno preslikavanje X — Y vaZzi:
(i) f je neprekidno= f|A je neprekidno;
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(i) f je otvorenoiA € Ox = f|A je otvoreno;
(iii) f je zatvoreno A je zatvoren skups> f|A je zatvoreno.

Neka su(X,Ox) i (Y,Oy) topoloski prostori. Preslikavanj¢ : X — Y je
potapanje ako je surjektivna restrikcijg| X homeomorfizam.

Lema 2.2.4 Neka su X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori if : X — Y proizvo-
ljno preslikavanje. Tada vazi:

(i) Ako je f neprekidna otvorena injekcija, onda fepotapanje;

(i) Ako je f neprekidna zatvorena injekcija, onda fepotapanije.

2.3 Aksiome separacije

TopoloSki prostorX je:

T, prostor ako za svake dvije radite t&kez, y € X postoji otvoren skup/
takav dajer ¢ U > y;

T prostor ako za svake dvije radlite t&kez, y € X postoji otvoren skup/
takav da jer ¢ U > y (tada postoji i otvoren skup takav day ¢ U > x);

T, prostor ili Hausdorffov prostor ako za svake dvije radite ta€kex,y € X
postoje disjunktni i otvoreni skupov¥i i V takvidajer e Uiy € V;

T; prostor ili regularan prostor ako jeT) prostor i ako za svaki zatvoren skup
Fisvaku t&€ku z € X koja mu ne pripada postoje disjunktni otvoreni skupGvi
i Vtakvidajerce Ui F CV;

T3% prostor ako jeT; prostor i ako za svaku t&u z € X i svaki zatvoren
skup F' koji je ne sadrzi postoji neprekidna funkcifa: X — [0, 1] takva da je
f(x) =01 f[F] = {1}.

T, prostor ili normalan prostor ako je7) prostor i ako za svaka dva disjunk-
tna zatvorena skup&, G C X postoje disjunktni otvoreni skupowi, V' C X
takvidajeF CUIG CV.

Lema 2.3.1 Topoloski prostotX je T4 prostor ako i samo ako je za svakoe X,
skup{x} zatvoren.

Lema 2.3.2 Svaki konatar; topoloski prostor je diskretan.

Topolo3ki prostorX je nuladimenzionalanako jeT; prostor i ima bazu topo-
logije sastavljenu od otvoreno-zatvorenih skupova.
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Lema 2.3.3 Svaki nuladimenzionalan topoloski prostoﬂj“% prostor.

Dokaz. Neka je X nuladimeonzionalan prostor koji ima ba#usastavljenu od
otvoreno-zatvorenih skupova. NekafeC X zatvoren skup i ¢ F' proizvoljan
element. Tada € X \ F, pa postoji otvoreno-zatvoren skup € 5 takav da je
x € BC X\ F. Funkcijaf : X — [0, 1] definisana sa

|0, zayeB
f(y)_{L zaye X\B

je neprekidna, jer za bazne otvorene skupove u potpro§iotyi (koji su oblika
[0,b), (a,b) i (a,1], gdje je0 < a < b < 1) vrijedi:

0,0 =B, fH(a,b)] =0, f(a,1] =X\ B;

pri cemu su skupoud, B i X \ B otvoreni u prostoruX. Kako je joSf(z) =0
fI[F] C fIX \ B] = {1}, to je prostorX T3% prostor. 0

Odnosi izmed razliCitih aksioma separacije su dati u sljédalvije leme.

Lema 2.3.4 Svaki Hausdorffov prostor j&, prostor, i svakil} prostor jeT, pros-
tor.

Lema 2.3.5 SvakiT, prostor jeT;: prostor, svakil’;: prostor je73 prostor i svaki
2 2
T3 prostor je Hausdorffov prostor.

2.4 Kompaktnost

Neka jeX topoloski prostor. Familijg A; : i € I} podskupova skup& se naziva
pokrivaCem skupaX ako je X = |J,.; A;. Familija{A4; : i € J}, gdieJ C
1, se nazivgotpokriva ¢ datog pokrivéa, ako i sama predstavlja pokrévakupa
X. Ako su sviclanovi date familije otvoreni skupovi tada je u pitamtvoren
pokriva ¢ topoloSkog prostor .

Topoloski prostorX je kompaktan ako se iz svakog otvorenog pokréatog
prostora moZe izdvojiti kori@an potpokriva. T

Jasno je da je svaki koban prostor, kao i svaki prostor sa ké&nam topolo-
gijom, kompaktan.

U nekim knjigama iz topologije, npr. (2], se u definiciji kompaktnosti dodatno pretpostavlja
da je posmatrani topoloSki prostor Hausdorffov. U ovom radeernse podrazumijevati ta dodatna
pretpostavka.
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Lema 2.4.1 Topolo3ki prostorX je kompaktan ako i samo ako svaka familija
zatvorenih podskupova prostoé koja ima s.k.p. ima neprazan presjek.

Neka je(X, O) topoloski prostor iA C X. A je kompaktan skup ako je potpros-
tor (A, O4) kompaktan.

Lema 2.4.2 SkupA je kompaktan u topoloSkom prostof, O) ako i samo svaki
otvoren pokrivac skupda ima konacan potpokrivac.

Lema 2.4.3 Zatvoren potprostor kompaktnog prostora je kompaktan.

Lema 2.4.4 Neka jeX Hausdorffov prostor 4 ¢ X kompaktan skup. Tada:
(i) akoz ¢ A, onda postoje disjunktni otvoreni skup@vii V', takvi daz € U
iACYV,
(i) skup A je zatvoren.

Teorema 2.4.1Neka je( X, Ox) kompaktan, &Y, Oy ) proizvoljan topoloSki pros-
tor. Ako postoji neprekidna surjekcijg : X — Y, onda je topoloski prostor
(Y, Oy) kompaktan.

Na osnovu prethodne teoreme direktno slijedi slfediema.
Lema 2.4.5 Neprekidna funkcija preslikava kompaktan skup na kompaktan skup.

Teorema 2.4.2Neka jef : X — Y neprekidno preslikavanje kompaktnog pros-
tora X u Hausdorffov prostol”. Tada:

(i) za svakoA C X, f[A] = f[A];
(ii) f je zatvoreno preslikavanje.

Na osnovu prethodne teoreme direktno slijedi slgadiema.

Lema 2.4.6 Svaka neprekidna bijekcija kompaktnog prostora na Hausdorffov pr-
ostor je homeomorfizam.

Lema 2.4.7 Neka su na skupX zadate topologije);, O, tako da jeO; C Os,
pri cemu je(X, O;) je Hausdorffov, 8 X, O,) kompaktan topoloSki prostor. Tada
je 01 = 02.

Neka jeX T3% prostor. Ureeni par(Y, c), gdje jeY kompaktan topoloSki prostor

i ¢: X — Y homeomorfno potapanje takvo dadeX| = Y, se naziv&kkompakti-
fikacija prostoraX.

Lema 2.4.8 Ako se topoloski prostak’ moze homeomorfno potopiti u kompaktan
prostorY’, tada X ima kompaktifikaciju.
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2.5 Konvergencija mreza

Ako je X neprazan skup (3, <) usmjeren skup, onda se svako preslikavanje
Y — X nazivamrez& u X i oznatava se sdz, : o € ¥). Ako je X topolo3ki
prostor, t&kazo € X se nazivagranica mreze(z, : 0 € ) u X ako vrijedi:

VYU € N(xo) Jog € X Vo > o0¢ z, €U.

Tada se kaZze da mreZa, : o € X) konvergira ka taki xo. Skup svih granica
mreze(xz, : o € ¥) se ozn@ava sdim,¢x, z,. AKO mreza(z, : o € X) imata&no
jednu granicug, ondace se to zapisivati Sém, ¢y, z, = xg.

Lema 2.5.1 Neka jeX topoloski prostorz € X i A C X proizvoljni. Tadar € A
ako i samo ako postoji mreza na skupkoja konvergira kar.

Dokaz. (=) Nekaz € A. Tada je skupz = {U C X : U € N(x)} usmjeren
sa relacijom< koja je definisana s&l; < Us < U; D U,. S obzirom da je za
svakoU € X ispunjenoU N A # (), koriste&i aksiomu izbora moze se izabrati
zy € UN A. Nataj n&€in je dobijena mrezary; : U € X) na skupuA za koju se
lako provjerava da konvergira kactd .

(«) Ako je (x, : o € ) mreza na skupul koja konvergira kar, tada je za
svaku okolinu tatkex ispunjenoANU # (), pa, prema lenZ.1.9 vrijediz € A.
O

Teorema 2.5.1Neka suX i Y topoloSki prostori. Preslikavanj¢ : X — Y je
neprekidno ako i samo ako je

f[aieHle To] C lelené f(zo)

za svaku mreZ(i, : o € X.) na prostoruX.

Dokaz. (=) Neka jef : X — Y neprekidna funkcija i € lim,¢x, z,. Tada za
proizvoljnu okolinuV” tacke f (z) postoji okolinal/ tatke x takva da jef[U] C V.
Kako z € limgex x,, PpOStojiog € X tako da jex, € U za sves > gg. Ovo
impliciradajef(z,) € V, zasver > o¢. Zbog toga vrijedif (x) € limyeyx, f(x4),
pa jef[thEE xa] C thEE f(xa)-

(<) Neka preslikavanjg¢ zadovoljava uslove teoreme. Da bi se pokazalo da je
f neprekidna funkcija, prema teoreh2.1(dio (v)), dovoljno je dokazati da je za

20dgovarajéi engleski naziv je net.
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svakoA C X ispunjenof[A]| C f[A]. Medutim, ovo slijedi na osnovu prethodne
leme. O

Lema 2.5.2 Ako u topoloSkom prostor{X, O) mreza(z, : o € ) konvergira ka
x € X iakojeO, C O, tada ta mreZa konvergira ka i u topoloSkom prostoru
(X, 01).

Teorema 2.5.2 TopoloSki prostorX je T, prostor ako i samo ako svaka mreZa u
X ima najviSe jednu granicu.

Dokaz. (=) Neka je X T, topoloski prostor i(x, : 0 € X) mreZa uX koja
ima dvije razltite granicer, zo € X. Tada postoje disjunktne otvorene okoline
Uy,Us C X taCakax i zo respektivno. Za = 1,2, postojes; € X takvi da
rse € U;, zZaoc > o;. Kako je skupX usmjeren, to postojry € ¥ takav da je
o1,09 < ogix, € U NUs zaoc > o, odakle jel; NU, # 0, Sto je kontradikcija.
Dakle, svaka mreZza X ima najviSe jednu granicu.

(<) Prepostavimo d& nije Hausdorffov prostor. Tada postoje dvije raik
taCke 1,9 € X, takve da za proizvoljnu okolin&/; tacke x; i proizvoljnu
okolinu U tatke x5 vrijedi Uy N Us # (). Skup

Y= {UlﬂUQ U4 EN($1),U2 EN(l‘Q)}

se moze usmijeriti relacijormn. Ako je x, proizvoljan element izabran iz skupa
o = U; NUy € %, tada dobijamo mrezgr, : o € ¥) za koju jex;,ze €
limg ey 2o, tj. koja ima viSe od jedne granice. |

Ako je (A, : 0 € X) mreZa podskupova nekog skufia onda se definiSu

maeEAU = UUEE mpZU AP’
EUGEAU = ﬂaez Upza AP'

Lema 2.5.3lim,y Ay C limgyenA,.

Dokaz. Neka jexy € |, cx (),>, Ap- Tada postojiy € X tako da vrijedi:

p>o
Vp > o9 xo € A, (2.1)

S obzirom da j& usmjeren skup, za € 3, postojipy € ¥ tako da jes, op <
po, pa prema uslovi2l) vrijedi zo € A,,, to, zajedno sa < pg implicirazy €
U,>o Ap- Ovo vrijedi za svake € ¥, zbogCega se dobijag € (,cx U >, Ap-
O
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2.6 Konvergencija filtera

Konvergencija u topoloSkom prostoru moze biti okarakterisana i gemgm fil-
tera.

Neka je X topoloski prostor iF C P(X) filter. Tatkaz € X je granica
filtera F ako svaka okolina t&ke x pripada. Tada filterF konvergira kax (u
oznaciz € lim F). TaCkax € X je taCka nagomilavanja filtera F akox pripada
zatvorenju svakoglana familijeF.

Lema 2.6.1 U topoloSkom prostoriX, x € X je tacka nagomilavanja filter& C
P(X) ako i samo ako svaka okolina tatkesijeCe sve clanove familijé.

Dokaz. Slijedi iz definicije t&ke nagomilavanja filtera i lenf21.9 O

Lema 2.6.2 Svaka granica filtera je ujedno i tactka nagomilavanja tog filtera.

Dokaz. Neka je X topoloSki prostor iF C P(X) filter koji konvergira ka taki
x € X. Tada svaka okolina ke z sijeCe sveClanove filteral/ (zbog svojstva
(FI11)). Prema prethodnoj lemi je tatka nagomilavanja filtera . O

Obrat prethodne leme vrijedi za ultrafiltere, preciznije, vrijedi slgdiema.
Lema 2.6.3 Svaka tatka nagomilavanja ultrafiltera je granica ovog ultrafiltera.

Dokaz. Neka je X topoloski prostor iz € X taCka nagomilavanja ultrafiltera
U C P(X). PremalemB.1.7proizvoljna okolinall € N (x) sijeCe svakoglana
ultrafilteralt, pa je, prema lenfl.Z3 U € U. Dakle,x € U. 0

MoZe se pokazati da su dvije uvedene karakterizacije konvergencije u topoloSkom
prostoru (preko mreza i preko filtera) ustvari ekvivalentne. Preciznije, vrijedi
sliedeta teorema.

Teorema 2.6.1Neka jeX topoloSki prostor. Tada vrijedi:

(i) za mrezuS = (z, : 0 € ¥) na X, familija F(S) koja se sastoji od svih
skupovaAd C X sa osobinom da postajiy € ¥ tako dax, € A, zac > oy, je
filter na X za kojeg vrijedlim S = lim F(S).

(i) za filter 7 na X, skupYX = {(z,A) : x € Ai A € F} je usmjeren u
odnosu na relaciju< definisanu sz, A1) < (z2, A2) & Ay C A; i familija
S(F) = (xy : 0 € X) definisana sa, = z, zac = (z, A) € %, je mreza naX
za koju vrijedilim F = lim S(F).
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Dokaz. (i) Treba najprije dokazati da je familij&(S) filter. Kako( ¢ F(S),

to vrijedi svojstvo (FI1). Nekad;, A, € F(S). Tada postojer; € ¥, = 1,2,
tako da zas > o; vrijedi z, € A;, pa iz usmjerenja skupa slijedi postojanje
oo € X tako da jeoy, 09 < og tako da zar > o vrijedi z, € A; N As. Dakle,
A1 N Ag € F(S), pa vrijedi i osobina (FI2). Nekal € F(S)i A C A;. Tada
postojioy € ¥ tako da zas > o vrijedi x, € A C Ay, pad; € F(5), tj. vrijedi

i svojstvo (FI3). Zax € X, uslovz € lim S je ekvivalentan uslovu da za svaku
okolinu U taCke x postojioy € X tako da zar > o vrijedi z, € U; s obzirom na
definiciju filteraF(S), ovo je dalje ekvivalentno uslovu da svaka okolinékew
pripada filteruF (S), tj. uslovuz € lim F(S). Dakle,lim S = lim F(S).

(i) 1z usmjerenja relacije_ dobija se da je< usmjerenje na skupl, takote
se u@ava da jeS(F) = (z, : 0 € X) mreza na skupX. Zay € X, uslov
y € lim F je ekvivalentan uslovu da za svaku okolitiutatke y vrijedi U € F;
to je dalje, za proizvoljna;y € U, ekvivalentno sary = (zo,U) € X, pri Cemu
zao = (z,A) € ¥ za kojec > o vrijedi z, € A C U, Sto je ekvivalentno sa
y € lim S(F). Dakle,lim F = lim S(F). O

Prethodna teorema omatava da se sva tveshja u vezi konvergencije mreza iz
prethodne glave formuliSu u terminima filtera. U naredne dvije leme su navedena
dva takva tvrénja kojaCe se koristiti u nastavku rada.

Lema 2.6.4 Ako u topoloSkom prostoruX, O) filter 7 C P(X) konvergira ka
x € X iako jeO; C O, tada taj filter konvergira kac i u topoloSkom prostoru
(X,0q).

Lema 2.6.5 Topolo3ki prostorX je Hausdorffov ako i samo ako svaki filter a
ima najviSe jednu granicu.

Teorema 2.6.2 Topoloski prostor je kompaktan ako i samo ako svaki ultrafilter na
tom prostoru ima taCku nagomilavanja.

Dokaz. (=) Neka je prostotX kompaktan i neka j&/ C P(X) ultrafilter. Ako
se pretpostavi da dati ultrafilter nem&ka nagomilavanja, tada za svakcee X,
postojiU, € U, tako dax ¢ U,. Tada je{X \ U, : = € X} otvoren pokrivé
prostoraX, pa zbog kompaktnosti, postoji koten skup{z1, ..., z,} C X takav
dajeX = UL, (X \U,,) = X \ N, Us,, odakle jeN_, U,, = 0. Medutim,
za svakar € X, vrijedi daU, € U, pa dobijamo kontradikciju, jer je ultrafiltér
familija sa s.k.p.
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(<) Neka svaki ultrafilter na topoloSkom prostakuima ta&tku nagomilavanja
i neka jeZ c P(X) familija zatvorenih skupova sa s.k.p. Prema I€hf.4
ova familija je sadrzana u nekom ultrafiltebiC P(X). Neka jex € X tatka
nagomilavanja ovog ultrafilteraii € Z C U/ proizvoljno. Tada jer € F = F, pa
x € F,zasvel' € Z,1j.pez F # 0. Premalem.4.], prostorX je kompaktan.
O

2.7 Tihonovski proizvod

Topologija Tihonova na direktnom proizvodu skupova uvodi se kao najgrublja
topologija u odnosu na koju su sve projekcije neprekidna preslikavanja. Preciznije
vrijedi sliedea teorema.

Teorema 2.7.1Neka jel neprazan skup {(X;, O;) : i € I} familija topoloskih
prostora. Tada vrijedi:

(i) Kolekcija P svih podskupova skupd,.; X; oblika U], gdje jei €
I proizvoljan indeks, &/; € O; otvoren skup u prostorl;, je podbaza neke
topologijeO na skupU [, ; Xi;

(i) Familija svih konacnih presjeka elemenata kolekdije

B={(m'Ui: K €[] AVie€ K (U; € 0;)}
icK
je baza topologije?.
Topologija na skupy[,;.; X; uvedena u prethodnoj teoremi nazivategolo-
gija Tihonova, dok se prostof] [,.; X;, O) nazivatopolo3ki proizvod familije

topoloskih prostord (X;, 0;) : i € I}.
S obzirom na definiciju baze topologije Tihonova, direktno se dobija <ipetiena.

Lema 2.7.1 Uz pretpostavke i oznake uvedene u prethodnoj teoremi vazi
) m 'l =]]v
ieK iel
gdje je
Ve X, zaie I\ K
") U, zaieK.
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Lema 2.7.2 Uz pretpostavke i oznake uvedene u prethodnoj teoremi vrijedi da su
projekcijer; : [[,.; Xi — X; neprekidna i otvorena preslikavanja.

Teorema 2.7.2 (Tihonov) Proizvod proizvoljne kolekcije kompaktnih prostora je
kompaktan prostor.

Dokaz. Na osnovu teoremE.6.2 dovoljno je dokazati da svaki ultrafilter na
proizvodu datih prostora imadku nagomilavanija tj. granicu.

Neka su(X;, 0;), i € I, kompaktni prostori,X = [[,.; X; iU C P(X)
ultrafilter. Za proizvoljna € I, projekcijar; je surjekcija, pa je, prema leffii2.6
kolekcijalt; = {m;[U] : U € U} ultrafilter na skupuX;. Zbog kompaktnosti
prostoraX;, prema teoremP.6.2 postoji t&ka xr; € X; Cija je svaka okolina
element ultrafilterdy;, tj. vrijedi:

YV e N(z;) U eU V =mU). (2.2)

Koristeti aksiomu izbora izaberu se takvéke x; € X;, ¢ € I i natajn&in se
dobije t&€kax = (x; : i € I) prostora] [, ; X;. Potrebno je jo$ provjeriti da svaka
okolinaW tackex pripada ultrafilteru/.

Neka jelW € N (x). Tada postoji element baze topologife= ;. 7 Vil
gdje je K C I kon&an skup, &; € O;, takav daxr € B C W. No, tada je
x; € Vi, zasvei € K, pa prema uslovi(?), postojeU; € U, i € K, tako da je
V; = m;[U;]. Dalje vrijedi

W o> B= ﬂ 7'(‘;1[‘/;] = ﬂ W;I[WZ[UZH D ﬂ U elu,
€K €K €K

paW € U. Dakle, ultrafilteri/ konvergira ka téki x, pa je prostor] [, ; X;
kompaktan. O

Neka je na skup@ = {0, 1} zadana diskretna topologija i nekal/j@eprazan skup.
Topoloski proizvo®! naziva sekub Cantora.

Teorema 2.7.3Neka jel beskonatan skup. Tada za kub Cantora va@l!) =
1.

Dokaz. Standardna baza topologije TihonovaHa na osnovu lemBE. L5 ima
kardinalnost[I]<“| = |I|, pa jew(2!) < |I|. Za suprotnu nejednakost dovoljno
je, prema lemZ.L6dio (ii), pokazati da jey(2!) = |I|. Kako prema istoj toj lemi
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vrijedi x(2!) < w(2!) < |I|, dovoljno je dokazati da ne moze vrijedit{(2!) <
|1].

Neka jex = (z; : i € I) € 2 proizvoljno i B(x) baza okolina u ki z. Tada
je B(x) beskon&an skup i za svaku okolin/ € B(x) postoji bazni otvoren skup
Bw = [l,c; Ui, gdje je

2, zai€ I\ Kw
Ui = : :
{z(i)}, zaie€ Kw

za neki konéan skupKy, C I, tako dajer € By C W.
Neka je[B(z)| < [I| i J = Uwepw) Kw- TadajelJ| = |[B(z)]~*| =
|B(x)| < |I], pa postojik € I\ Jiza svakoW, vrijedi & ¢ Ky,. Neka je

V = Hie] ‘/ia gdje je

v — 2., zaz: #+k

{z(i)}, zai=k.

Tada je skupy” otvoren skup Cantorovog kuba koji sadrikaz, pajeV € N (x).
Neka jeW € B(z) proizvoljno. Tada tékax’ € 2! koja je jednakar izuzev za
koordinatuk, gdje je jednaka t&ki u 2 koja nije jednakac(k), pripada skupByy
(pa i skupuW), ali ne pripada skupW, Sto je kontradikcija, jer j&3(x) baza
okolina. Dakle, vrijedix(27) = |1]. O

Na osnovu teoreme Tihonova direktno slijedi sljegléema.

Lema 2.7.3 Kub Cantora2’ je kompaktan prostor.
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Glava 3

Osnovni pojmovi teorije mreza

U ovoj glavi bice izlozeni pojmovi i tvrénja teorije mreza kojte se koristiti u
nastavku rada. Svi navedeni rezultati se mogu sem. u [1], [5] i [[12].

3.1 Mreza kao algebra i kao uretenje. Dualnost

Neka jen prirodan broj.n-arna operacija skupaA jeste proizvoljno preslikavanje
f: A™ — A. Operacije arnosft nazivaju sehinarne operacije.

Neka je A neprazan skup, & neki skup operacija na. Tada se uréeh par
(A, F) nazivaalgebra(sa noségem A).

Neka je L neprazan skup, a i Vv dvije binarne operacije skupf. Algebra
L =(L,A,V) jemrezdl ako za sver, y, z € L vrijedi:

rAzx=z , zVrx==x (idempotentnost);
cANy=yANzx , xVy=yVez (komutativnost);
eANyANz)=(xAy)ANz , =V (yVz)=(xVy)Vz (asociativhost);
crAyvVe)=xz , zV(yhz)==zx (apsorptivnost).

Parcijalno uredn skup(L, <) je mrezno ureden skupako za svaka dva elementa
x,y € L postojeinf{x,y} i sup{z,y}.

Primjer 3.1.1. Svaki linearno uréen skup(X, <) je ujedno i mrezno urazh, jer
za proizvoljnez,y € X vrijedi inf{z,y} = x i sup{z,y} = y u slCaju kada je
x <y, odnosndnf{z,y} = yisup{z,y} = = u sl€aju kada jey < z.

10dgovarajii engleski naziv je lattice. U ovom radie se naziv mreza podjednako koristiti za
engleske termine net i lattice, gremuce iz konteksta biti jasno o kom objektu se govori.

31
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Primjer 3.1.2. Neka jeEq(S) skup svih relacija ekvivalencije na skupu Za sve
p,o € Eq(S) neka je
pNo=pho;

p\/a:ﬂ{éeEq(S):pUcrcé}.

Algebra (Eq(S), A, V) ispunjava sve aksiome iz definicije mreze, i ta mreza se
nazivamreza ekvivalencijaili particija skupaS.

Teorema 3.1.1[12] (i) Neka je £ = (L, <) mreZno uredn skup i neka su na
skupul operacijeA i Vv definisane sa:

Ay =inf{z,y};

xVy = sup{z,y}.

Tada je algebraA(L) = (L, A, V) mreza.
(i) Neka je£ = (L,A,V) mreza i neka je na skupli definisana binarna
relacija < sa:
r<y&SrANy==x.

Tada jeR (L) = (L, <) mrezno uredn skup.

(iii) PreslikavanjaA i R definisana pod (i) odnosn@:) uzajamno su inverzna,
tj. za sve mrez& vrijedi A(R(L)) = L i za sve mrezno urethe skupove vaZzi
R(A(L)) = L.

Dokaz. (i) Iz odgovaraj@ih osobina infimuma i supremuma direktno se provjer-
avaju aksiome mreze.

(ii) 1z idempotentnosti operacije slijedi refleksivnost, iz komutativnosti anti-
simetrtnost, a iz asocijativnosti slijedi tranzitivnost relacije Treba joS dokazati
da za svaka dva elementay € L postojeinf{x,y} i sup{z,y}. U tom cilju
dovoljno je dokazati da jenf{x,y} = = A y, odnosno da jeup{z,y} = = V y.
Neka sur,y € L proizvoljni. Koristeti aksiome mreZe dobija se

ANy ANz=zAyAz)=zA(xAy)=(xAx) \y=xAy,

Sto zn&i da jex A y < z. Slitno se dobija da je Ay < y, pajex Ay donje
ograntenje zar i y. Ako jez € Ltakvodajez < zi z <y, ondaje

AN =z=2zNYy,
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odakle je
AN ANYy)=CZAz) Ny=2Ny ==z,

pajez < z Ay. Dakle,inf{z,y} = = A y. Analogno se, uz korg&nje apsorp-
tivnosti, pokazuje da jeup{z,y} = = V y.

(iii) Neka je £ = (L, <) mrezno uredn skup. Treba dokazati da jR(.A(L))
= L. Kakoje A(L) = (L,A,V), gdje jex Ay = inf{z,y} iz Vy = sup{z,y}
onda UR(A(L)) = (L, <*) za proizvoljner, y € L vrijedi:

r<*ysrzAhy=zx<inf{r,y}=xx <y,

pajeR(A(L)) = L. Obratno, ako je€ = (L, A, V) mreza, treba dokazati da je
A(R(L)) = L. Ako jeR(L) = (L, <), tada iz (ii) slijedi da je

inf{z,y} =z Ay;

sup{z,y} =z Vy,
pajeA(R(L)) = L. O

Imajuci u vidu posljednju teoremu u naredndra se podjednako koristiti mrezno
uretenje< i operacije/, V podrazumjevajci da su oni povezani relacijom koja je
data u prethodnoj teoremi.

Mreza(L, V,A) (kojoj odgovara mrezno uredi skup(L,>) ) naziva sedual
mreze (L, A, V). Kako su aksiome koje definiSu mreZu sim&te u odnosu na op-
eracije/ i Vv, to za mreze varincip dualnosti: Ako je ¢(<, A, V) neko tvrtenje
koje je t&no za sve mreze ¢(>,V, A) tvrdenje koje se dobija iz)(<, A, V)
tako Sto se u njemu svuda zamijeni sa>, A saV i obratno, onda je i tvrenje
»(>,V, ) tatno za sve mreze.

Neka sulL; i Lo dvije mreze. Preslikavanje : Ly — Lo je (mrezni) homo-
morfizam iz L, u Ly ako za sver,y € Ly vazi:

pxAy)=p() A py),

p(zVy) =p@)Ve(y)
Ako je, pored togap injekcija, onda se naziva(mrezno) potapanjemrezel; u
mreZulL,. U sluCaju da jep bijekcija tada se naziva(mrezni) izomorfizamiz L,
u Ls. Mrezniizomorfizam mreze na samu sebe nazivassZni automorfizam.
Neka je(L, A, V) mreza i) = L, C L. Tada jeL; podmreZzaod L ako za sve
x,y € Lyvazidax ANy € LiixVy € L.
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Primjer 3.1.3. MoZe da se desi da je neki podskup mrézeam za sebe mreza, a
da nije podmreza odl. Tako mreZa ekvivalencijgFq(S), C) nije podmreza mreze
(P(S?),C), jer zap, o € Eq(S) u opstem sltaju ne mora vrijeditp Vo = pUo.

3.2 Gornji i donji skupovi. Ideali

Neka je(L, <) mrezaiS C L. Neka su dati skupovi
|S={yelL:3zeS y<z} 1S={yelL:3zeS <y}

SkupsS je donji skup ako jeS =] S, dok jegornji skup u slutaju da jeS =7 S.
U sluCaju da jeS = {z} koristiCe se krée oznakg {z} =|zi [{z} =T =.

Lema 3.2.1 Komplement donjeg skupa je gornji skup i komplement gornjeg skupa
je doniji skup.

Dokaz. Neka je L. mreza i neka je&& C L donji skup, tj. neka jeé& =| S. Jasnho
jedaL\ S C1(L\ S) trivijalno vrijedi. Potrebno je dokazati suprotnu inkluziju.
Nekaz €7(L\ ), to implicira postojanje elementac L\ S takvog da jey < z.
Kakoy ¢ S =| S, to za svako: € S vrijedi z £ y. Ako bi vrijedilo dax ¢ L\ S,
tadaz € S, paizy < x slijediy €| S = S, Sto je kontradikcijasg € L\ S.
Zn&i, x € L\ S, 1. 7(L\S) Cc L\S. Dakle,L \ S je gornji skup. Drugi dio
leme se stino dokazuje. a

Neka je L mreZza. Neprazan podskup C L se nazivadeal mreZzeL ako ima
sliedee osobine:

MNyel,reliz<y=uzel,

(12)z,yecI=zVvyel.
Iz definicije ideala direktno slijedi sljeda lema.

Lema 3.2.2 Neka jeL mreZa. Za dati element € L, podskupL(z) C L dat sa
L(z)=|lx={y € L:y <z} jeideal mrezd..

Ideal iz prethodne leme naziva glavni ideal mrezeL. Dual glavnog ideala| =
jeskupoblikalx ={y € L:z <y}

Primjer 3.2.1. U konanoj mrezi svi ideali su glavni. Zaista, ako jadeal, tada
postojiz = sup I, pa jel =] x. S druge strane, ako j&¢ beskonéan skup, tada
je skupPy;, (S) svih kond&nih podskupova od' ideal mreze(P(S), N, U) i ovaj
ideal nije glavni.
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Lema 3.2.3 [12] Za proizvoljnu mrezulL, skupZ(L) svih ideala mrezd. jeste
mreZa u odnosu nd.

Dokaz. Jasno je da je presjek dva ideala mrézavijek neprazan i da je to opet
ideal od L. Prema tome, u urethom skupuZ(L),C) za infimum dva ideala
I, I, € Z(L) vrijedi I; A I, = I N I». Dalje, presjek neprazne familije ideala
je uvijek ideal ili je(). Kako je(\{I € Z(L) : L UI, C I} # 0 slijedi da za
supremum ideald; i Io vrijedi I} V Iy = (\{I € Z(L) : L U Iy C I}. O

Lema 3.2.4 [12] Neka je L proizvoljna mreza GZ (L) skup svih glavnih ideala
mrezel. Tada:

(i) Skup glavnih ideal&Z (L) jeste podmreza mreze idedal );

(i) Mreza glavnih ideala (u odnosu na) je izomorfna mrezi;

(iif) Svaka konatna mreza je izomorfna mrezi svojih ideala.

Dokaz. (i) Za L(z), L(y) € GZ(L) vrijedi L(x) NL(x) = L(x)NL(y) = L(xAy)
i L(x)V L(y) = L(z Vy), pajeGZ(L) podmreza od (L).

(if) Uzimajuti u obzir (i), dobija se da je preslikavanje: L — GZ (L) defin-
isano sap(a) = L(a) traZeni izomorfizam.

(iii) Slijedi iz (i) i Cinjenice da su u kortmoj mrezi svi ideali glavni. O
3.3 Specijalne klase mreza

MreZa(L, <) je samodualnaako postoji mrezni izomorfizam te mreZe na dualnu
mreZu(L, >) tj. bijekcijay : L — L takva da je za sve,y € L ispunjeno

plxny)=p@)Vely), e@Vy)=e@)Ae(y).

Lema 3.3.1 Neka je(L, <) samodualna mreZzag odgovarajuci mrezni izomor-
fizam. Tada za sve y € L vrijedi:

<y = oY) < )
Dokaz.Nekax,y € Lixz < y. Tada je

p(r) = p(x Ay) = () Vo).
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Odavde se dobija(y) < ¢(x). O

Neka je (L, <) mreZa ix,y,z € L. Tada elemeny pokriva x akoz < y i
r<z<ypovi€iz=zlili z=y.

Najmanji element mreze (ako postojitkiozn&avan sd, dok ce najvei ele-
ment mrezZe (ako postoji) biti ozbavan sd. Atom je element mreze koji pokriva
najmanji element mreze. Mrezageomarna ako se svaki element mreze ra&iii
od 0 moze prikazati kako supremum nekog skupa atordaatom je element
mreze koji je pokriven naj@m elementom. Mreza je koatomarna ako se svaki
element razit od 1 moZe prikazati kao infimum nekog skupa koatoma.

Lema 3.3.2 Ako jeL samodualna mreza tada je skup atoma iste kardinalnosti kao
skup koatoma.

Dokaz. Neka jep mrezni izomorfizam mrezé& na njenu dualnu mrezu. Na os-
novu lemd3.3.3 skup atoma mrezé se ovim izomorfizmom preslikava na skup
koatoma mrezd.. Kako jey bijekcija, ova dva skupa su iste kardinalnosti. O

Zamrezu(L, A\, V) se kaZe da jenodularna ako za svex, y, z € L vrijedi:
r<y=aV(yAz)=yA(xzVz).
Zamrezu(L, A, V) se kaze da jdistributivna ako za sver,y, z € L vrijedi:
zA(yVz)=(xVy) AxVz).

Vazna osobina klase distributivnih mreZa jeste da je samodualna, tj. threza
je distributivna ako i samo ako je dualna mrézadistributivna. Preciznije, vaZi
sliedea lema.

Lema 3.3.3[12] Neka je(L, A, V) mreZa. Sljedeci uslovi su ekvivalentni:
NzA(yVz)=(xAy)V(xAz),zasver,y,z € L;
(i) zV(yANz)=(zVy) A(zV=z),zasver,y,z € L.

Lema 3.3.4 Svaka distributivha mreZa je modularna.

Dokaz. Neka je(L, <) distributivna mreza. Tada za y,z € L gdje jex < y
vrijedi:

zVynz)=(@Vy AxVz)=yA(zVz),
pa je L modularna mreza. O

U ograntenoj mreZi(L, A, V) sa najmanjim elementoi najveCim elementom
1, komplementelementar € L jestey € L takav da vazi:
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rAy=0izvy=1.

Ograntena mreZa u kojoj svaki element ima najmanje jedan komplement naziva
semreza sa komplementiranjem Ograntena mreZa u kojoj svaki element ima
jedinstven komplement naziva seeza sa jedinstvenim komplementiranjem.

Lema 3.3.5[[12] Svaka distributivha mreZa sa komplementiranjem jeste mreZa sa
jedinstvenim komplementiranjem.

Dokaz. Neka u distributivnoj mrezi s i 1 elementz ima komplemente; i y».
Tada vrijedi

n=nAl=yA@Vy)=@A2)V (1 Ay)=

=0V Ay)=@Ay)V i Ay)=@Vy) Ay =1Ay =1yo.

Distributivha mreZa sa komplementiranjem nazivdseleova mreza

3.4 Kompletnost i varijacije

Mreza(L, A, V) je kompletna, ako za svaki podskuf C L postojeinf S'i sup S.
Jasno je da je svaka kairea mreZza kompletna.

MreZa(L, A, V) je dcpo (directed complete poset), ako za svaki usmjeren pod-
skupS C L postoji supsS.
Kako u kompletnoj mreZi svaki podskup ima supremum, to vrijedi sGadema.

Lema 3.4.1 Svaka kompletna mreZa je dcpo.

Neka je mrezd L, <) dcpo. SkupJ C L imasvojstvo (S)ako za svaki usmjeren
skupS C L, takav dasup S € U, postojiy € S takav da za svake € S za koje
jey < xvrijediz e U.

Nekaje(L, <) mreZair,y € L. KaZe se da je elementdosta-ispodelementa
y, U 0znacixz << y, ako za svaki usmjeren skup) C L za koji postojisup S,
relacijay < sup .S implicira postojanje elementac S takvog da jer < s.
Osnovne osobine relacije dosta-ispod date su u glgdemi.
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Lema 3.4.2 [5] Neka je(L, <) mrezaiz,y, z,u € L. Tada vrijedi:
)z <<y=z<y;
(u<zr<<y<z=u<<z
(i) r << ziy<<z=zVy<<z
(iv) Ako mrezal. ima najmaniji elemert, tada za svake € L vrijedi 0 << .

Dokaz. (i) Neka jer << y. TadajeS = {y} usmjeren skup takav dagep S < y,
pajer < y.

(i) Nekajeu < x << y < zi S C L usmjeren skup takav daip S postoji i
z <supS. Tada jey < sup S, pa zbogr << y postojis € S takav da jer < s.
S obziromdaje: < z < s, to vrijediu << z.

(i) Neka jexr << ziy << z1 .S C L usmjeren skup takav dap S postoji
i z < supS. Tada postojes,,s, € Stakvidajer < s, iy < s,. KakojeS
usmjeren skup postoji € S tako da jes,,s, < s, pajex,y < s, Sto povi&i
sVy<stxVy<<z.

(iv) Vrijedi jer je za svakar € L ispunjend) < . O

Koristeti relaciju dosta-ispod, za € L mogu se uvesti skupovi
Hex={yeL:y<<z} , MMe={yeL:z<<y}

Lema 3.4.3 Neka je(L, <) kompletna mreZa. Tada je za svakas L, skup||
r C |z, ideal na mreziL.

Dokaz. Tvrdenje vrijedi jer su svojstva (I11) i (12) iz definicije ideala ispunjena na
osnovu prethodne leme (dijelovi (ii) i (iii)). O

Lema 3.4.4 [5] Za dcpo mrezy L, <) i z,y € L sljedecCi uslovi su ekvivalentni:
() z <<y,
(ii) x € I, za svakiideal C L za koji jey < supI.

Dokaz. (i) = (ii) Neka jex << yi I C L ideal za kojeg jey < sup I (svaki ideal
je usmjeren skup, paup I postoji ). Tada postoj € I tako da jex < s, kako je
I ideal, to se dobijada je € I.

(i) = (i) Neka jeS C L usmjeren skupi < sup S. Tada jel =] S ideal i
y < supS = sup I, pa prema pretpostavei € I =] S, Sto implicira postojanje
s € Stakvog da jer < s. Dakle,x << . O
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Lema 3.4.5 Neka jeL kompletna mrezai,y € L. Ako jex = sup || = tada
vrijedi
rdy = 3dseLl(s<<z Asty) (A)

Kompletna mrezdL, <) je neprekidna ako je za svaka € L skup|| x usmjeren
iz = sup || . Za element: € L koji zadovoljavar << x se kaze da je
izolovan odozdo Jasno je da u svakoj kompletnoj mréZiza element: € L Koiji

je izolovan odozdo, vrijedt = sup || z. Na osnovu toga slijedi da je kompletna
mreZa u kojoj su svi elementi izolovani odozdo ujedno i neprekidna.

Primjer 3.4.1. Svaka koné@na mreza je neprekidna. Zaista, neka j&onana
mreza; tada j&. kompletna mreza, pa je dovoljno pokazati da je svaki element
izolovan odozdo. Neka je € Li I C L ideal takav dar < sup I. Svaki ideal na
kona&noj mreZi je glavni, pa postojj € L tako da jel =]y, pax < supl =y
implicirax €] y = I. Prema prethodnoj lemi vrijedi << z, pa jex izolovan
odozdo. Dakle, mreZa je neprekidna.

Lema 3.4.6 [5] Neka je (L, <) neprekidna mrezai,z € L. Ako jex << zi
z < sup S za neki usmjeren skup C L, tada jex << s za neki element € S.

Dokaz. Neka jeS C L usmjeren skup takav da< sup S i neka jel = [ J{|| s :

s € S}. Zbog neprekidnosti mreZe je sup I = sup S i skup I je ideal kao unija
usmjerene familije ideala. Zbog toga:iz<< z, na osnovu prethodne teoreme,
vrijedi x € I, Sto implicirax << s za nekos € S. O

Mreza (L, A, V) je kompletno distributivna ako je kompletna i ako za svaku
familiju {z;, : j € J,k € K;} u L vrijedi

AV ze= N Awigor

jeJ keK; fellje, K;j€d
Teorema 3.4.1[5] Svaka kompletno distributivha mreza je neprekidna.

U [9] je takote dokazano da obrat prethodne teoreme vrijedi pod dodatnim uslovima
distributivnosti i neprekidnosti duala posmatrane mreze.

Primjer 3.4.2. Neka jeS = (—o0,0] C R i neka je< uobiCajni poredak n&.
Kako svaki podskup (samim tim i svaki usmjereni podskupdtha supremum,
mreza(S, <) je dcpo, ali kako npr. skup—co,0) C S nema infimum, ova mreza
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nije kompletna. Primjer mreZe koja je kompletna ali nije neprekidna dat je u prim-
jeruB.1.3 dok je primjer mreze koja je neprekidna ali nije kompletno distributivha
dat u primjerds.2.1 Dakle, odnos izmadprethodno uvedenih varijacija komplet-
nosti mreza je:

dcpo> kompletne mreze neprekidne mreze kompletno distributivhe mreze.

Neka je(L, <) kompletna mrezad/ c P(L) ultrafilter na toj mreZi. Tada, zbog
kompletnosti, postojm inf&f = \/{A S : S € U} ilimsupUd = A\{VS: S €
Uu}.

Lema 3.4.7 Neka je(L, <) kompletna mreZali ultrafilter na toj mreZi. Tada je
liminfUd < limsupld.

Dokaz. Neka jex = \/[{AS:SelU}tiy=A{VS:S e U} (takvi elementi
x i y postoje i pripadaju mreZL zbog njene kompletnosti). Ako se pretpostavi
suprotno, tj. dar £ y, tada postojil; € U tako dax « \/ 71 (u suprotnom, ako
je za svakdl’ € U ispunjenox < \/T dobijaser < AN{V/T :T € U} = y); za
ovako izabran skuff’; postoji skupl’ € U za koji je A 7> £ \/ T1 (u suprotnom,
ako je za svakd € U ispunjeno\ T' < \/ T; dobijaser = \/{AT : T e U} <
\/ T1). Ukoliko bi postojala tékat € T} N Ty, tada bi vrijediloA\ 7o <t < \/ T,
Sto prema prethodnom nije maggu Daklef) = T} N T, € U, $to je kontradikcija
sacinjenicom da jé/ filter.

Dakle, vrijediz < y, tj. liminf &/ < limsupU. O
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Topologije na mrezama

U ovoj glavi€e se na datoj mreZiL, <) posmatrati neke prirodne topologije, kao i
mecliodnos tih topologija. Navedeni rezultati mogu séimgor. u [1], [[3], [5], [6],
[10]i [[19].

4.1 Gornjaidonja topologija

Gornja i donja topologija (O, i O; redom) su topologije generisane komplemen-
tima glavnih ideala, odnosno komplementima duala glavnih ideala respektivno,
kao podbazama topologije. Dakt8,, = O[{L\ |z :x € L}]i O, = O{L\ Tz :

x € L}]. Na osnovu definicije ovih topologija pringaje se da se familije glavnih
ideala odnosno duala glavnih ideala mogu uzeti kao podbaze za familiju zatvorenih
skupova.

Lema 4.1.1 Topoloski prostori{ L, O,) i (L, O;) suTj prostori.

Dokaz. Tvrdenjece biti pokazano za gornju topologiju, dok je za donju topologiju
dokaz sIcan. Neka sw,y € L dva razltita elementa. Ako je: < y ili ta dva
elementa nisu uporediva tada otvoren sknp| = sadrziy a ne sadrZic, a ako je
y < x, otvoren skup koji ih razdvaja jg\ |y. Dakle, topoloski prostofL, O,,) je
Tp prostor. O

Kako svaki zatvoren skup koji sadrzi € L sadrzi i zatvoren skup z, to vri-
jedi {z} =] z. Dakle, za proizvoljnu mrezi jednclani skupovi nisu obavezno
zatvoreni, pa topolo3ki prostdi, O,) ne mora bitiT} prostor. SlEno, topoloski
prostor(L, O;) ne mora bitil; prostor.

41
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4.2 Intervalna topologija

Intervalna topologija (O;nterv) j€ Najgrublja topologija koja sadrzi gornju i do-
nju topologiju, tj. Ointers = O[O, U O;]. Jednostavno se pokazuje da familija
zatvorenih intervala W (skupova oblikgz,y] = {z € L : « < z < y}) €Cini
podbazu za familiju zatvorenih skupova u ovoj topologiji.

Konvergencija ultrafiltera u intervalnoj topologiji na kompletnoj mrezi okarak-
terisana je sljedmm teoremom.

Teorema 4.2.1[10] Neka je L kompletna mrezald C P(L) ultrafilter. Tadal/
konvergira kaxr € L u intervalnoj topologiji ako i samo ako jeminfid < x <
limsup U.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da ultrafilte¥ konvergira kax € L u intervalnoj
topologiji i neka jeS € U. Ako A S £ z,tadajeskuf’ = {y € L:y # \S}
otvorena okolina (u intervalnoj topologiji)éke z, pa kako ultrafiltet/ konvergira
ka z, vrijedi T' € U, Sto je kontradikcija, jer s i T disjunktni. Dakle, mora
vrijediti A S < zislicno\/ S > x. S obzirom da je ovo tao za sves € U, to
vrijedi

liminfof = \/{/\S:Seu} <z < \{\/S5:S €U} =limsupld.

(<) Neka zax € L i ultrafilter ¢/ vrijedi liminfi/ < z < limsupl i neka je
F € U proizvoljan bazni zatvoren skup u intervalnoj topologiji. Tada je skup
kon&na unija podbaznih zatvorenih skupovaitj= J;__, [z;, ;). Tada na osnovu
leme1.2.3 dio (i), postojii € I tako da jelz;, y;| € U, pa vrijediz; = A[z;, y;] <
liminfi/ i y; > limsupU. Kako se svaki zatvoren skuplt moze napisati kao
presjek baznih zatvorenih skupovdA to se dobija da svaki zatvoren skugfu
sadrzi intervallim inf ¢/, lim sup]. Zbog toga zar € [liminf U, limsup U], =
pripada zatvorenju svakagana od/, pa jex taCka nagomilavanja ultrafilterd.
Prema lem.6.3 ultrafilter/ konvergira kar u intervalnoj topologiji. O

Teorema 4.2.2 (Frink) [[1] Za mrezu(L, <) sljedecti uslovi su ekvivalentni:
(1) TopoloSki prostor L, Opterv) j€ kompaktan;
(i) Mreza (L, <) je kompletna.

Dokaz. (i) = (ii) Neka mreZa(L, <) nije kompletna. Tada postoji skup C L
koji nema najmanje gornje ograminje. Neka je skuff’ C L sastavljen od gorn-
jih ograntenja skupas i neka su u intervalnoj topologiji dati podbazni zatvoreni
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skupovi[s, t], gdje jes € S'it € T (ako jeT = (), posmatraju se duali glavnih ide-
alat s). Tada familija{[s,t] : s € S,t € T} ima s.k.p, posto za kogae skupove
K1, Ko vrijedi Nk, jer,[5ioti] = [Viek, 5is \jex, ti] # 0, ali ta familija ima
prazan presjek, jer bi u suprotnom bilo koji element u tom presjeku morao biti
supremum skup®&. Dakle, prema len2.4.7 topoloski prostor L, O;pery) Nije
kompaktan.

(i) = (i) Neka je L kompletna mreza i/ C P(L) proizvoljan ultrafilter.
Prema lemB.4.7 vrijedi liminf/ < limsupi/, pa prema prethodnoj teoremi,
ultrafilter &/ konvergira u intervalnoj topologiji svakoj ¢&i = za koju jex €
[liminf ¢/, limsupU]. Dakle,z € [liminfi/,limsupl] je tatka nagomilavanja
datog ultrafiltera u intervalnoj topologiji, pa je, prema teorgh®.2, topoloski
prostor(L, Ojntery) Kompaktan. O

Svaki jedn@lan skup u intervalnoj topologiji jeG@gledno zatvoren, pa je, prema
lemi2.3.3 (L, Ointerv) T1 prostor, ali da bi on bio Hausdorffov, potrebne su do-
datne pretpostavke o mreki

Teorema 4.2.3[[10] Intervalna topologija na kompletno distributivhoj mreZzi je
Hausdorffova.

Dokaz. Neka je L kompletno distributivna mreZa i neka j¢é ultrafilter na toj
mrezi. Tada, na osnovu distributivnosti, vrijedi:

liminfof = \/{/\ S: S et} = N{\{fIS]: Seu}: fed},

gdje je® skup funkcija izbora za familija/ (tj. skup funkcijaf : 4/ — L takvih
da je za svakd®d € U ispunjenof[S] € S). Za svaku funkcijuf € ®, skup
{f[S] : S € U} sijeCe svakogtlana familijel/, pa prema lemL.2.3 dio (ii), on
pripadal{. Zbog toga vrijedi

liminfod > A{\/U: U € U} = limsupl.

Zn&i, liminf U = limsup U, pa je prema prethodnoj teoremi skup granica ultra-
filteral/ jednclan.

Dakle, svaki ultrafilter na mreZi ima jedinstvenu granicu u odnosu na inter-
valnu topologiju, pa je, prema lefi6.4 (L, O;pnierv) Hausdorffov prostor. O

Uz pretpostavku distributivnosti mreZg u [17] je pokazan obrat prethodne teo-
reme, tj. dokazano je da je svaka distributivha kompletna mrezZa takva da je topolo-
8ki prostor(L, O;nterv) Hausdorffov, ujedno i kompletno distributivna.
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4.3 Scottova topologija

Neka je na mreZ{L, <) data familija podskupové&, koju Cine svi gornji skupovi
U C L koji imaju svojstvo da za svaki usmjeren skdpC L za Kkoji postoji
supremum kup S € U, vrijedi SN U # 0.

Lema 4.3.1 O, je topologija na mrezi..

Dokaz. Jasno dd), L € O,, pa vrijedi svojstvo (O1). Neka, B € O,. Tada se
jednostavno provjerava da AN B) = AN B, tj. AN B je gornji skup. Neka je
S C L usmjeren skupdup S € AN B. Tadasup S € A4, pajeSNA +# (islicno,
zbogsup S € B, vrijedi SNB # (). Tada postoje; € SNAi sy € SN B, pazbog
usmjerenja skup&, postojisy € S tako dasy, so < so. No, zbogs, € Aisy € B

i Cinjenice da s i B gornji skupovi, vrijediso € AN B. Dakle,SN(ANB) # ()

i AN B € O,, paje ispunjeno i svojstvo (02). Ko&ao, nekal A; : i € I} C O,,.
Jasno da j& J,c; A; CT (U;cr Ai), pace skuplJ;.; A; biti gornji ako vrijedi i
suprotna inkluzija. Neka <7(|J,.; A:). Tada postojiy € (J,.; A; tako da jey <

x, tj. postojiig € I tako day € A;, i y < z, pa posto jed,, gornji skup, to vrijedi

r € Ajy C U;er Ai- NekajeS C L usmjeren skup za koji postoji supremum
takav dasup S € J;.; Ai. Tada postoji indekg € I tako da jesup S € A;,, pa
je SN Ay #0. Kako jeSN;c; Ai = Ujer (SN A) D SN A, # 0, to vrijedi
SN Uer Ai # 0, 4. U;e; Ai € O,. Dakle, ispunjeno je i svojstvo (03), pa je
familija O, topologija. O

TopologijaQ, iz prethodne leme naziva §zottova topologija
Lema 4.3.2 Scottova topologija je finija od gornje topologije.

Dokaz. Neka je(L, <) mreZa. Dovoljno je dokazati da je svaki podbazni otvoren
skup u gornjoj topologiji otvoren i u Scottovoj topologiji. Neka je za proizvoljno
x € L, L\ | 2 podbazni otvoren skup u gornjoj topologiji. Prema I&.3 skup

L\ | zje gornji skup; neka j& C L usmjeren skup za koji postoji supremum takav
dasup S € L\ | z. Tadasup S ¢z, pa vrijedisup S £ z. Ako se pretpostavi da
jesSn(L\ |z) =5\ |z =0, tada za svake € S vrijedi s < z, §to implicira
sup S < z, Sto je kontradikcija. Dakle, vrijeds N (L\ | z) # 0, paje skupl\ |z
otvoren u Scottovoj topologiji. O

Teorema 4.3.1[5] Na svakoj mreZzi koja je dcpo vrijedi:
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(i) skup je zatvoren u Scottovoj topologiji ako i samo ako je to donji skup koiji
je zatvoren u odnosu na uzimanje usmjerenih supremuma (supremuma njegovih
usmjerenih podskupova);

(i) (L, O,) je Ty prostor;

(i) za svex € L, {x} =| =, pri temu se zatvorenje posmatra u Scottovoj
topologiji;

(iv) svaki gornji skup jednak je presjeku svih otvorenih skupova (u Scottovoj
topologiji) koji ga sadrze;

(v) skup je otvoren u Scottovoj topologiji ako i samo ako je to gornji skup koji
ima svojstvo (S);

(vi) svaki donji skup zadovoljava svojstvo (S);

(vii) familija svih podskupova koji ispunjavaju svojstvo (S) je topologija.

Dokaz. Neka jeL mreza koja je dcpo.

() (=) Ako je F' C L zatvoren skup u odnosu na Scottovu topologiju tada je
skupU = L\ F otvoren u ovoj topologiji. Sku@/ je gornji skup, pa je prema
lemi3.2.1 skup F’ donji skup. Ako se pretpostavi d& nije zatvoren u odnosu
na uzimanje usmjerenih supremuma, tada postoji usmjeren$kupt takav da
supS ¢ F. No, tadasup S € U, pajeU NS # 0, Sto je nemogee, jerS C
L\ U. Dakle, F je donji skup koji je zatvoren u odnosu na uzimanje usmjerenih
supremuma.

(<) Neka jeF' C L donji skup koji je zatvoren u odnosu na uzimanje usm-
jerenih supremuma. Dovoljno je dokazati da je skufy F' otvoren u Scottovoj
topologiji. Jasno je da je to gornji skup. Neka§eC L usmijeren skup takav da
sup S € U (kako je mrezd. dcpo tosup S postoji). GEigledno day NS # 0, jer u
suprotnom bi vrijediloS ¢ L\ U = F, a to povi&i sup S € F, Sto je nemogte.
Dakle, skuplJ je otvoren u Scottovoj topologiji.

(i) (L,0,) je Ty prostor na osnovu len& 1.3 pa s obzirom da je Scottova
topologija finija od gornje topologije, to je topoloski prostdr, O, ) takote Ty
prostor.

(iii) S obzirom da je| z najmaniji donji skup koji sadrzi i kako je on zatvoren
u odnosu na usmjerene supremume, na osnovu (i) dobifarhe-| z.

(iv) Svaki gornji skupS C L je presjek svih skupova oblika\ | z, gdje
x € L\ S, aprema (iii) su ovi skupovi otvoreni u Scottovoj topologiji.

(v) (=) Neka jeU c L otvoren skup u Scottovoj topologiji. Jasno da je
to gornji skup ; treba pokazati da za njega vrijedi svojstvo (S). Nek& je L
proizvoljan usmjeren skup takav dap S € U. Tada jeS N U # 0, pa postoji
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y € SNU; zax € S tako da jey < z otigledno vrijediz €7 U = U, pa je
svojstvo (S) ispunjeno.

(<) Ako je U C L gornji skup koji zadovoljava svojstvo (S) tada je za svaki
usmjeren skup C L za koji jesup S € U ispunjenoS N U # (), pa jeU otvoren
u Scottovoj topologiji.

(vi) Neka jeD C L donji skup iS € L usmjeren skup takav daip S € D.
Tada je za svake € S ispunjenar €| D = D, pa zaD vrijedi svojstvo (S).

(vii) Neka je O(g) kolekcija podskupova mreze koji zadovoljavaju svojstvo
(S). Ctigledno skupovi), L ispunjavaju svojstvo (S), pa vrijedi (O1). Neka je
U,Uy € O 1S C L usmjeren skup takav da jeip S € Uy N U,. Tada
supS € U, gdjei = 1,2, pa postojiy; € S takvo da za sve: € S za koje
jey; < xvrijedi x € U;. SkupS je usmjeren, pa postojj € S takvo da je
y1,y2 < y, pri tome za svaka € S za koje jey < x vrijedi x € U; N Us. Dakle,
vrijedi i svojstvo (02). Neka j§U;}icr C Ogy i S C L usmjeren skup takav da
sup S € (J;c; Ui. Tada postojip € I takav da jesup S € Uy, pa postojiy € S
takvo da je za svake € S za koje je ispunjeng < x vrijedi z € U;, C U,c; Us.
Dakle, ispunjeno je i svojstvo (O3), pa je kolekoig) topologija na mrezi.. O

Lema 4.3.3 Ako mreza(L, <) ima najmanji element tada je topoloski prostor
(L,O,) kompaktan.

Dokaz. Neka je{ F; : i € I} familija zatvorenih skupova sa s.k.p. Prema prethod-
noj teoremi, dio (i), svi skupowi;, zai € I, su donji skupovi, a zbog svojstva s.k.p.
su i neprazni, pa najmanji elemehpripada svakom od njih. Dakle,c (., F;,

pa je prema leni2.4.1prostor(L, O,) kompaktan. 0

Iz prethodne teoreme sedava da u slGaju netrivijalne mreZé, topoloski prostor
(L, O,) ne mora bitiT prostor. Ukoliko je mrezd konana ili linearno uredna
relacijom <, onda se Scottova topologija poklapa sa gornjom topologijoni.na
Ako je L = P(X) za neki skupX, tada se Scottova topologija podudara sa kolek-
cijom familija kon&nog karaktera ( ovo su familij& takve daS € F ako postoji
konaan skupF' C S takav daF’ € F).

Teorema 4.3.2[5] Neka je mrezg L, <) neprekidna. Tada vrijedi:

(i) za svakar € L, skup(] « je otvoren u Scottovoj topologiji;

(if) gornji skupU C L je otvoren u Scottovoj topologiji ako i samo ako za
svakox € U postojiu € U tako da jeu << x;

(i) za = € L, skupovi oblikalT = formiraju bazu Scottove topologije.



4. TOPOLOGIJE NA MREZAMA 47

Dokaz. (i) Neka jex € Li S C L usmjeren skup takav daip S €77 z. Prema
lemi[3.4.6 postojis € S tako dax << s. Jasno je da €17z, paSN 1z # (), Sto
znai da je ] z otvoren skup u Scottovoj topologiji.

(i) (=) Neka jeU C L otvoren u Scottovoj topologiji i neka je € U. S
obzirom da jeL. neprekidna mreZa to jg x usmjeren skupi = sup ||z € U, pa
postojiu € UN || x # (. Jasno je da vrijedi << x.

(<) Ako za svakor € U C L postojiu € U tako da jeu << z, onda je
U = Uyer TTu, paje prema dijelu (i), on otvoren u Scottovoj topologiji.

(iif) Tvrdenje direktno slijedi iz dijela (ii), jer za skup’ koji je otvoren u
Scottovoj topologiji iz € U, postojiu € U tako da vrijediz €1Tu C U. O

4.4 Lawsonova topologija

Lawsonova topologija(@,) je najgrublja topologija koja sadrzi donju i Scottovu
topologiju, tj. O, = O[O, U O,]. Kako je Scottova topologija uvijek finija od
gornje topologije, to je Lawsonova topologija uvijek finija od intervalne topologije.
Zbog toga je topoloSki prostdd., O, ) 1} prostor.

Lema 4.4.1 [[§] Otvoreni skupovi u Lawsonovoj topologiji zadovoljavaju svojstvo

(S).

Dokaz. S obzirom da podbazu topologif, ¢ine skupovi koji su otvoreni u Scot-
tovoj topologiji, zajedno sa skupovima oblifa, Tz, zaxz € L, uzimanjem kon-
acnih presjeka takvih skupova dobija se baza za Lawsonovu topologijuckugu
skupovi oblikal/\ TF = UN(L\ TF), gdje jeU otvoren u Scottovoj topologiji, a
F kon&an skup. Prema teore@i3.] dijelovi (v) i (vi), takvi skupoviU i L\ T F
imaju svojstvo (S), pa prema istoj teoremi, dio (vii) i svalan te baze, pa samim
tim i svaki otvoren skup u Lawsonovoj topologiji ima to svojstvo. O

Teorema 4.4.1[5] Na svakoj mrezi koja je dcpo vazi:

(i) Gornji skup je otvoren u Lawsonovoj topologiji ako i samo ako je otvoren u
Scottovoj topologiji;

(if) Doniji skup je zatvoren u Lawsonovoj topologiji ako i samo ako je zatvoren
u odnosu na uzimanje supremuma njegovih usmjerenih podskupova.

Dokaz. Neka je mrezd. dcpo.
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(i) Lawsonova topologija je finija od Scottove pa je dovoljno dokazati da je
svaki gornji otvoren skup u Lawsonovoj topologiji otvoren i u Scottovoj topologiji.
NekajeU C L gornji otvoren skup u Lawsonovoj topologiji. Na osnovu prethodne
leme, skud/ zadovoljava svojstvo (S), pa je prema teor@n®.] dio (v), taj skup
otvoren i u Scottovoj topologiji.

(ii) Donji skup D C L je zatvoren u Lawsonovoj topologiji ako i samo ako je
skup L \ D gornji otvoren skup u Lawsonovoj topologiji, Sto je prema dijelu (i)
ispunjeno ako i samo ako je\ D gornji otvoren skup u Scottovoj topologiji, ako
i samo ako jeD doniji zatvoren skup u Scottovoj topologiji, Sto je prema teoremi
[4.3.3 dio (i), ispunjeno ako i samo jB donji skup zatvoren u odnosu na uzimanje
supremuma njegovih usmjerenih podskupova. O

Teorema 4.4.2[5] Za kompletnu mreZu., topoloSki prostor L, O,) je kompak-
tan.

Dokaz. Neka jeL kompletna mreza. Da bi se pokazala kompaktnost topoloSkog
prostora{L, @,) dovoljno je dokazati da svaki otvoren pokriveastavljen od pod-
baznih otvorenih skupova u topologif?, ima kon&an potpokrivéa. Neka je

{Uj € Op : j € JJU{L\ Tx; : i € I}, gdje je{z; : i € I} C L, jedan
takav otvoren pokrivia Tada vrijedi

N T2k sk e K} =L\ (\{Taw : k€ K} = L\ Ta.

gdje jex = sup{z; : i € I} € L. Ali, x ¢ L\ 1z, pa postojijo € J i skup
Uj, iz navedenog pokrivéa tako da jer € Uj,, odakle jel = C Uj, . Skup
S = {Vicx zi :+ K C I je kon&an} je usmjeren kup S = = € Uj,, pa kako je
skupUj, otvoren u Scottovoj topologiji, to vrijeds N Uj, # 0, tj. postoji skup
{i1,...,i,} C I, tako dajex;, V...V z;, € Uj,. Kakojel (z;, V...V x;,) C Uj,

i1 (xi, V... Vag,) =iy Tk, to se dobija da

L\Uj, € (I\ 121,) U ... U (L\ Ta3,).

Dakle,{Uj,, L\ 1 z;,,...,L\ 1T x;,} je trazeni kon&an potpokriva, $to zn&i
da je prostof L, O,) kompaktan. O
Sljede&ca teorema daje odredu informaciju o konvergenciji u Lawsonovoj topologi-
ji.

Teorema 4.4.3[6] Neka je(L, <) kompletna mrezalif C P(L) ultrafilter na toj
mreZi. Ako jer = liminf ¢/, tada ultrafilteri/ konvergira kaz u prostoru(L, O, ).
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Dokaz. Dovoljno je dokazati da za svaki zatvoren skidp Lawsonovoj topologiji
takav daF' € U, vrijedi z € F. S obzirom na definiciju Lawsonove topologije
tvrdenje je dovoljno provijeriti za zatvorene skupove u donjoj topologiji i zatvorene
skupove u Scottovoj topologiji.

Neka jeF' C L zatvoren skup u donjoj topologiji i nek € /. S obzirom
da duali glavnih ideal&ine podbazu za zatvorene skupove u donjoj topologiji, to
postoji skup! i konatni skupoviM; C L, i € I tako da jeF = (\,.; TM;.
Odavde se dobija da za svaka I vrijedi T M; € U. Kako je za svaka € I
ispunjenol M; = {J Ty : y € M,;}, s obzirom da je ultrafiltet/ ujedno i prost,
to postojiy € M; takodajely € U. Tada je Ty = y, pajer = liminfif =
V{AS : S € U} > y, Sto zn@i da za svaka € I vrijedi xz €Ty CT M;, tj.
IEGﬂiE[TMi:F.

Neka jeF' zatvoren skup u Scottovoj topologiji i nelfa € U{. Tada je prema
teoremid. 3.7, dio (i), F' donji skup koji je zatvoren na uzimanje supremuma nje-
govih usmjerenih podskupova. Neka§ec U proizvoljno. Tada je zbog svojstva
(FI 1) ispunjenoF' N S # ), pa postojiy € SN F,ivrijedi AS <y € F,paje
A\ S €| F = F, azbog zatvorenosti na uzimanje usmjerenih supremuma se dobija
z=liminfUd = \V/{\S:SelU} eF.

Dakle, u oba sltaja t&€kax pripada zatvorenju svakddana ultrafilterd/, pa
je z taCka nagomilavanja, tj. granica tog ultrafiltera u prost@iuO,). O

Ako je mrezalL kompletno distributivna, tada je topoloSki prostdr, O;niery)
Hausdorffov, pa kako j©;,.cr» C Oy, to je i topoloSki prostofL, O,) Hausdorf-
fov. Na osnovu lem@.4.7se onda jednostavno dokazuje sljeaéeorema.

Teorema 4.4.4 Ako je mreZza kompletno distributivha, tada se intervalna i Law-
sonova topologija na toj mrezi poklapaju.

Koristeti teoremu3.4.], uslov da Lawsonova topologija bude Hausdorffova se
moZe u odrednoj mjeri oslabiti.

Teorema 4.4.5[5] Ako je mreZa(L, <) neprekidna, tada je topoloSki prostor
(L, O,) Hausdorffov.

Dokaz. Neka suz,y € L razliCite tetke i neka nprz & y. Tada prema uslovu (A)

iz leme3.4.Bpostojiu << z tako dau £ y. Tada jel] u otvorena okolina téke

u Scottovoj (pa i u Lawsonovoj) topologiji, dok jé\ Tu otvorena okolina tekey

u donjoj (pa i u Lawsonovoj) topologiji. Jasno je da su ove dvije otvorene okoline
disjunktne. Dakle, topoloski prosteL, O,) je Hausdorffov. O
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4.5 Topologija poretka

Topologija poretka (O,,4e- (L)) na kompletnoj mreZ{L, <) je generisana den-
vergencijom poretka: Ultafilter &/ ¢ P(L) konvergira u smislu poretka ka ele-
mentuz € L ako jeliminf i/ = limsupU = .

Neka jeC c P(L) familija skupova definisana na sljgdeaCin: A € C ako
za skupA i svaki ultrafilteri/ na L koji sadrzi skupA i koji konvergira u smislu
poretka ka téki = € L, vrijedi dax € A.

Lema 4.5.1 Familija C iz prethodnog razmatranja zadovoljava uslove (C1)-(C3).

Dokaz. Jasno je d@, X € C, te vrijedi (C1). Neka s\, B € C i U ultrafilter na
L koji sadrziA U B i koji u smislu poretka konvergira ka € L. Na osnovu leme
[1.Z2.3 dio (i), jedan od skupoval, B pripada ultrafilteru/ i taj skup sadrzir, pa
ga sadrzi i skupd U B. Dakle,A U B € C, tj. vrijedi i uslov (C2). Kon&no, neka
je {A; :i € I} C CilU ultrafilter naL koji sadrZi(,.; A; i koji u smislu poretka
konvergira kar € L. S obzirom dd),.; A; € U, to zbog svojstva (FI3) za svako
i € I vrijedi A; € U. No, zbog pretpostavke, tada za svake I vrijedi x € A;,
pax € (Ve Ai 4. ;e; Ai € C. Dakle, ispunjeno je i svojstvo (C3). O

Na osnovu prethodne leme i lei@el.2 familija Oyrqer = {L\ A : A € C} je
topologija koja se naziva topologija poretka na mreiiu toj topologiji familija
zatvorenih skupova se poklapa sa familijém

Lema 4.5.2 Neka je(L, <) kompletna mreZza. Neprazan sklipC L je otvoren
u topologiji poretka ako i samo ako za svakoe U i ultrafilter 4 C P(L) koji
konvergira u smislu poretka kavrijedi U € U.

Dokaz. (=) Neka jeU < L otvoren u topologiji poretka, neka je € U i U
ultrafilter koji konvergira u smislu poretka ka Ako se pretpostavi d& ¢ U, tada
za zatvoren skup, \ U u topologiji poretka vrijedii, \ U € U, pa, prema definiciji
zatvorenog skupa u ovoj topologiji, se dobijada L \ U, Sto je kontradikcija.
(<) Neka skupU cC L zadovoljava uslove teoreme i nekalie C P(L)
ultrafilter koji sadrzi skug. \ U i konvergira u smislu poretka kac L. S obzirom
daU ¢ U, to se na osnovu pretpostavke dobijaydd U, tj. y € L\ U. Dakle,
skupL \ U je zatvoren, pa je skufy otvoren u topologiji poretka. 0

Lema 4.5.3 Neka je(L, <) kompletna mreZa. Ako ultrafiltéf na L konvergira u
smislu poretka ka elementtie L, onda jex granica ovog ultrafiltera i u smislu
konvergencije u topoloSkom prostofll, O,;-ger (L)).
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Dokaz. Neka ultrafiltert/ na L konvergira u smislu poretka ka elementue

L. Na osnovu lem&.6.3dovoljno je dokazati da je tatka nagomilavanja ovog
ultrafiltera u topoloSkom prostor(l., 0,4, (L)), tj. dax pripada zatvorenju (u
topologiji poretka) svakog@lana ovog ultrafiltera. No, to jectgledno, jer ako je

A € U zatvoren skup u topologiji poretka, tada na osnovu definicije zatvorenog
skupa u ovoj topologiji vrijedic € A. O

Teorema 4.5.1[19] Neka je (L, <) kompletna mreza © topologija naL koja
sadrZi intervalnu topologiju takva da je topoloski prostdr, ©) kompaktan. Tada
je 0C Oarder-

Dokaz. Ako se pretpostavi suprotno, tada postoji skdipC L takav daA €
O\ Ourder- Kako A nije otvoren u topologiji poretka, prema le@i5.2 postoji

x € Aiultrafiltertd ¢ P(L) koji konvergira u smislu poretka katako daA ¢ U{.
SkupB = L\ A € U je zatvoren u prostor(L, O), pa s obzirom da je taj prostor
kompaktan, na osnovu leriZed.3 potprostor B, Op) je kompaktan i prema lemi
[M.2.5 familijai/|p = {UN B : U € U} je ultrafilter na tom potprostoru. Neka
je y € B proizvoljno. S obziromda € Aiy € B,tox # y. Zbogx =
liminf ¢ = limsup! vrijedi z £ y ili  # y, bez gubljenja na opStosti moze se
pretpostaviti daz £ y. Tada postoji: € S = {AU : U € U} tako daz £ y
(jer bi u suprotnom vrijedilac = sup S < )i U € U za koje jez = A U. Kako
je zau € U ispunjenoz < u, tj. u € Tz, to vrijedi daU C 71z, odakle se dobija
daTz € U. Po pretpostavci teoreme, topologghsadrzi intervalnu topologiju, a
kako jeT z zatvoren skup u donjoj topologiji, to je on zatvoren i u topolo@lji
pa je skupl z N B € U|p neprazan zatvoren skup u potprostétikoji ne sadrzi
taCkuy (jer y ¢1 z), Sto implicira da tékay nije taCka nagomilavanja ultrafiltera
U|p. Kako jey € B bilo proizvoljno, ultrafilter/| 5 nema té&aka nagomilavanja
u kompaktnom prostor(B, Op), Sto je prema teorerid.6.2kontradikcija. Dakle,
vrijedi O C Opyrder- ]

S obzirom da su na kompletnoj mreZziintervalna i Lawsonova topologija kom-
paktne (teoremd.2.2i[4.4.2) i sadrze intervalnu topologiju, na osnovu prethodne
teoreme se dokazuje sljateteorema.

Teorema 4.5.2Na kompletnoj mreZi topologija poretka je finija od intervalne i
Lawsonove topologije.

Na osnovu prethodne teoreme i lefa®.4 moze se zaklgiti da svaki ultrafil-
ter na kompletnoj mrezi koji konvergira ka nekofka u smislu konvergencije
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poretka, konvergira ka toj&i i u smislu konvergencije u intervalnoj i Lawsonovoj
topologiji koje su zadate na toj mrezi.

Teorema 4.5.3Neka je (L, <) kompletna mreZa takva da je topoloSki prostor
(L, Ointerv) Hausdorffov. Tada je topoloSki prostQE, O,,.4.-) kompaktan.

Dokaz. Prema teorenif.2.2 prostor(L, O;n.erv) j© kompaktan, pa kako je po
pretpostavci i Hausdorffov, to svaki ultrafilter na ovom prostoru ima jedinstvenu
granicu, Sto, prema teorefiZ. ] poviai da se konvergencija u intervalnoj topo-
logiji podudara sa konvergencijom poretka. Ako se pretpostavi da postoji ultrafilter
U C P(L) koji ne konvergira u prostoriL, O,.q4e), tada, prema len5.3 on

ne konvergira ni u smislu poretka, pa, prema I2m6i.4ne konvergira ni u prostoru

(L, Ointerv), Sto je kontradikcija sa kompaktros prostora(L, Oipterv). Dakle,
prostor(L, Oy qer) j€ kompaktan. a

Pod uslovima prethodne teoreme se jednostavno pokazuje da je topoloski prostor
(L, Ourqer) Hausdorffov. Tako na osnovu prethodne teoreme i IRder slijedi
sljedea teorema.

Teorema 4.5.4Neka je (L, <) kompletna mreZa takva da je topoloski prostor
(L, Ointerv) Hausdorffov. Tada j©;,ter0 = Oorder-

Teorema 4.5.5Na kompletno distributivnoj mrezi intervalna, Lawsonova i topo-
logija poretka se podudaraju.

Dokaz. Na osnovu teoremid.2.3 na kompletno distributivnoj mre#iL, <) je
prostor (L, O;nerv) Hausdorffov, pa se na osnovu teoreéfhd.4i prethodne teo-
reme dObideinterv = Ox = Oorder- =
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Glava 5

Mreza topologija na fiksiranom
skupu

U ovoj glavi posmatra se mreZa svih topologija fiksiranog skupa. Osobine ove
mreze, kao i nekih njenih podmreza, intenzivno su pavane u proteklis0 god-
ina. Navedeni rezultati mogu se@apr. u 4], [[7], [8], [13], [15], [16] i [[18].

5.1 MrezaTy i njene osobine

Neka jeX neprazan skupTx skup svih topologija na skupi, tj.

Tx ={0 € P(P(X)) : O je topologija na skupwx }.

Teorema 5.1.1 SkupT'x formira kompletnu mrezu ako su &, O, € Tx infi-
mum i supremum definisani sa

O1ANOy =01 NOy;
O1VvV0Oy = 0[01 U 02].
MreZza(Tx, A, V) ima najmanji i najveci element.

Dokaz. Za dvije topologijeO;, O2 suO; N Oz i O[O U O9] ponovo topologije,
paje(Tx, A, V) mreza. To je i kompletna mreza, jer zasku; : i € I} C T,
najvece donje ograidienje i najmanje gornje ogramnje su dati sa
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/\z‘el 0; = ﬂiel Oi,
ViEI 0; = O[Uie] Oi]'

pa postoje i proizvoljni infimumi i supremumi. Najmaniji element mreze svih
topologija(T’x, A, V) je antidiskretna topologija, a najvieelement diskretna topo-
logija. a

Teorema 5.1.2[13 T'x je atomarna mreZza. Ako jeX| = n, ondaTx sadrzi
2" — 2 atoma, dok u slu€aju da j& beskonagan skuff}x sadrzi2lX| atoma.

Dokaz. Jasno je da su atomi mreZg& topologije oblika{0, G, X'}, gdje je() <

G C X, kao i to da se svaka topologija rata od antidiskretne topologije moze
dobiti kao supremum odrediog skupa atoma. Broj atoma je jednak broju izbora
netrivijalnog podskup@ C X. Ako je | X| = n taj broj je2" — 2, dok u sl&aju
beskon&nog skupaX on iznosi2!¥!. O

Lema 5.1.1 Ako jei/ ultrafilterna X i z € X, tako dalf # U(x), tada je familija
Oxz,U)={ACX:2¢ AV AecU}topologija na skupuX.

Topologija iz prethodne leme se naziuliratopologija na X. Ultratopologija
O(z,U) je glavna ultratopologija ili neglavna ultratopologija u zavisnosti od
toga da li je ultrafilteé/ glavni ili neglavni respektivno.

Teorema 5.1.3Na beskonatnom skup{ postoji tacnoe? ™! ultratopologija.

Dokaz. Svaka ultratopologija je familija podskupova skufia tj. pripada skupu
P(P(X)). Stoga, ima najvié@Q‘X‘ ultratopologija. Za kompletiranje dokaza,
na osnovu teoreme PospiSila, dovoljno je definisati injekciju izmsdipa svih
ultrafiltera naX i skupa svih ultratopologija n& . Neka je za proizvoljne radite
vrijednostiz, y € X i ultrafilter i/, funkcija f definisana sa

) O@,U), zald #U(x)
f(u)_{ Oy, U), zald =U(x).

Neka sulf;, U, dva razltita ultrafiltera na skupu. Ako je jedan od njih
glavni ultrafiltert/(x), jasno da je tadd (U1 ) # f(Us). Ako jely # U(x) # Ua,
odretkenosti radi, neka postofl C X takav dad € U \Us (zasl€aj A € Uy \ Uy
dokaz je sitan). Tadad € Uy, X \ A € Us i A € O(x,Us) = f(U).
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Ako r € A, tadaA ¢ O(IL‘,UQ) = f(MQ)

Akoz ¢ A, tadaA U {x} € f(Ur), jerAU{z} € Uy. Medutim, AU {z} ¢
f(Uz), jer u suprotnomX \ A, AU {x} € Uy, Sto povi&i {z} = (X \ A)N (AU
{z}) € Us, Sto je nemogte jertly # U(x).

U oba sl¢ajaf (i) # f(Usz), pajef injekcija, Sto znai da ultratopologija ha
skupuX ima najmanje2™". O

Lema 5.1.2 TopoloSki prostor sa glavhom ultratopologijom nijg prostor.

Dokaz. Neka suz,y € X razliCite ta€ke iU(y) glavni ultrafilter na skupuX i
neka je na tom skupu zadana glavna ultratopola@ija, i/ (y)). Tada vrijedix €
X\{y} i X\{y} ¢ U(y), pa skupX \{y} nije otvoren u prostor{X, O(x,U(y))),
Sto zn&i da jednd@lan skup{y} nije zatvoren u tom prostoru. Prema IdgB.]
prostor(X, O(x,U(y))) nije T prostor. O

Lema 5.1.3 TopoloSki prostor sa neglavnom ultratopologijoniljeprostor.

Dokaz. Neka je X topoloSki prostor sa neglavnom ultratopologijath Tada
postojiz € X i neglavni ultrafilter/ tako da jeO = O(x,U).

Neka jey € X proizvoljno. Ako jey = z, tadaz ¢ X \ {y}, pa je skup
X \ {y} otvoren, tj. skup{y} je zatvoren. Ako jey # =, tadaX \ {y} € U (u
suprotnom dobija séy} € U, Sto je nemogee jertd # U(y)), pa je skupX \ {y}
otvoren, tj. skup{y} je zatvoren. Dakle, svaki jeditan skup u prostoryX, O)
je zatvoren, pa prema lefi3.] taj prostor jestd prostor.

Neka suF} i F» disjunktni zatvoreni skupovi u prostofX, O). Tada jedan
od njih ne sadrZi &ku z, neka je to npr. skug. Tada su skupovi/; = Fi i
Uy = X \ F otvoreni, disjunktni i respektivno sadrze skupduei F5.

Dakle, topoloski prostotX, O) je T, prostor. O

Topologija© na skupuX se naziveglavna topologija ako se mozZe napisati kao
presjek odrednog skupa glavnih ultratopologija ha skufiu

Teorema 5.1.4[4] Tx je koatomarna mreZa. Koatomi su ultratopologije. Ako je
|X| = n, Tx sadrzin(n — 1) koatoma. Ako jeX beskonatarf'x sadrzi22™!
koatoma.

Dokaz. Naprije e biti pokazano da su koatomi mreZg upravo ultratopologije.
Neka je za proizvoljna € X i ultrafilter &/ # U(x) data ultratopologijad(x, U )
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i neka je na skuplX data topologija0 takva da jeO(z,U) C O. Ako bi postojao
skupA € O\ O(z,U), tada bi za njega vrijedile: € Ai A ¢ U. Tada je
X\AeU,pajei(X\A) U{x} € U. Dalje se dobija d&a X \ A) U{z} €
O(z,U) C O, odnosno{z} = AN ((X \ A) U{z}) € O. Kako je za svako
y #x,{y} € O(z,U) C O, to je O diskretna topologija.

U narednonte biti pokazano da j&y koatomarna mreza. Neka @ € Ty
nediskretna topologijalil7 (0') = {O € Tx : ©' c Oi O je ultratopologijg.
Jasno da j&' C Nocur (o) ©- Da bi se dokazala suprotna inkluzija, neka je
dat proizvoljan skupd C X takav daA ¢ O’ (takav postoji jer®’ nije diskretna
topologija). Tada postoji € A (A je neprazan) tako dd ¢ N (x) u topologiji O’
(posto skupA nije otvoren u topologiji¥’). Neka jelf kolekcija podskupova skupa
X koja sadrzi skupX \ A (koji je takote neprazan) zajedno sa svii- okolinama
tatkez. U je filter jer bilo koja®'- okolina ta&ke z sijete skupX \ 4, jednostavno
se pokazuje da je to i ultrafilter. Ultratopologif2(z,() pripada skupd/7 (O")
(slijedi na osnovu same definici@(z,U/)) i A ¢ O(x,U) (jerx € Ai A ¢ U), pa
A ¢ Nocur(oy O- Zn&i, vazio' > Noeyr o'y O- Dakle,0" = Nocyrory O
i mrezaTx je koatomarna.

Neka je|X| = n. Tada su svi ultrafilteri na skupX glavni, pa su sve ul-
tratopologije oblikaO(x,U(y)), gdje jey # x. Jasnho da je onda broj koatoma u
ovom sli€aju upravar(n — 1).

Neka je X beskonaan. Tada prema teorefBil.3 mrezaTy sadrzi2?”'
koatoma. 0

Teorema 5.1.5AKo je X beskonacan tada j€'x | = 221!,

Dokaz. Kako jeTx C P(P(X)) jasno je da vrijediTx| < 22 Kako je
svaka topologija iZ’x infimum ultratopologija n&’, ha osnovu prethodne teoreme
vrijedi i suprotna nejednakost. O

Zanimljivo je da je za razliku od prethodne teoreme dosad nije pematbrmula
za odreidlanje broja topologija kornog skupa. Neki pojediGai rezultati su
dobijeni. Npr. ullL3 je dobijeno da zaX| = 1,2,3,4,5,6 ili 7 vrijedi |Tx| =
1,4,29, 355,6942, 209527 ili 9535241. Koristeti prethodne dvije teoreme 13
je takotk dobijena procjena : Ako jgX| = n > 1 onda je2" < |T'x| < 271,

Teorema 5.1.6[16] Ako je | X| > 2, tada mreZdl'y nije modularna, pa samim
tim ni distributivna.
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Dokaz. Neka je| X | > 2 i neka suz,y,z € X razliCiti elementi. Posmatranjem
topologija0; = O(x,U(y)) NO(z,U(z)), Oz = O(z,U(2)) i O3 = O(z,U(y)),
uoCava se dad; C Oq i (O1 vV O3) A Oy = O, (posto jeO; Vv O3 diskretna
topologija). Ali, 01V (0O3A02) C O(x,U(y)), jerOr C O(z,U(y)) i O3ANO C
O(x,U(y)) (svaki skup koji sadrzi sadrZzi iz,i svaki skup koji sadrzt sadrZi iy,
Sto daje da svaki skup koji sadrzsadrzi iy), pa kakoO, ¢ O(z,U(y)) to vrijedi
(O1VO3) ANOy & O1 V(O3 A Og), paTy nije modularna mreza. O

Teorema 5.1.7[13] Ako je |X| > 3, onda mrezdx nije samodualna.

Dokaz. Za|X| > 3 skupovi atoma i koatoma mreZ& su razltite kardinalnosti,
pa prema leni8.3.2 mrezalx nije samodualna. O

Grupa mreznih automorfizama mreZg ima relativno jednostavnu strukturu. U
[8] je pokazano da ako skufi sadrzi jedan ili dva elementa, ili j& beskongan
skup, grupa mreznih automorfizama 6g je izomorfna simetinoj grupi naX;

dok u sli£aju da jeX konaan i sadrzi viSe od dva elementa, grupa mreznih au-
tomorfizama odl'x je izomorfna direktnom proizvodu simetrie grupe naX sa
dvoelementnom grupom.

Od svih pitanja u vezi mrezne struktur@s pitanje komplementiranja u mrezi
Tx, tj. pitanje da li za svaku topologij® € Tx postoji topologija®’ € Tx
takva da jeO A O antidiskretna, & Vv O’ diskretna topologija, pobudilo je na-
jviSe interesa. Steiner je 6] dokazao da je mreZ&x komplementirana, Stavise,
pokazao je da svaka topologija ima glavni komplement (komplement koji je glavna
topologija). Njegov dokaz je Ul izloZen u tri dijela:

(i) Dokaz da svaka topologija na skupt ima glavni komplement ukoliko
svaka topologija u odnosu na koju jé T3 topoloski prostor, ima glavni komple-
ment;

(i) Dokaz da svaka topologija u odnosu na koju je ska@; topoloSki pros-
tor ima glavni komplement ukoliko svaka topologija u odnosu na kojX j&@}
topoloski prostor bez izolovanihdaka (to su tékexz € X za koje je skup{z}
otvoren), ima glavni komplement;

(iii) Dokaz da svaka topologija u odnosu na kojuXeT; topoloSki prostor bez
izolovanih ta&aka, ima glavni komplement.

lako svaka topologija u mreZi'y ima komplement koji je glavna topologija,
taj komplement nije jedinstven. Stavi$e1H] je pokazano da u stiaju da jeX
kon&ani|X| = n > 2, svaka netrivijalna topologija n& (ona koja je razfiita od
antidiskretne i diskretne topologije) ima najmanje1 glavnih komplemenata, dok
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u slutaju beskonénog skupaX, svaka netrivijalna topologija n& ima najmanje
|X|, a najvise2lX| glavnih komplemenata.

Za kon&an skupX, mrezaTly je kon&na, pa je na osnovu primjea4.],
ona neprekidna. Madim, ukoliko je skupX beskonaan, mreZzdx ne mora biti
neprekidna, S$to pokazuje sljdgderimjer.

Primjer 5.1.1. Neka jeX = w, O = {0,{1,3,5,7,...},w} atom u kompletnoj
mreziT, i zan € w, O, = P(n) U{w}, gdje jeP(n) = P({0,1,...,n — 1}).
Kako zam < n vrijedi O,, C O,, skupS = {O,, : n € w} C T, je usmjeren,
pa s obzirom ddw]~“ € J, ¢, On, to vrijedisup S = O[U,c., On] = P(w),
tj. sup S je diskretna topologija. Zr&, ispunjeno je©® C sup S, ali pritom je za
svakoO,, € S ispunjeno® ¢ O, pa elemen® nije izolovan odozdo (tj. za njega
ne vrijediO << 0). Kako je na osnovu lenig.4.2(dio (iv)) {0,w} << O, toje
sup || O = {0,w} # O, pa mrezd, nije neprekidna.

Pored mrezd’x intenzivno su proGavane i neke njene podmreze, npr. mreza svih
T) topologija na skupu{, mreza svih glavnih topologija, itd. Neki dobijeni rezul-
tati mogu se n@ npr. u [13].

5.2 Potapanje u mrezul’y

Teorema 5.2.1[7] Svaka mreZa sa i 0 se moZze homomorfno potopiti u mrezu
topologija nekog skup& koristeci potapanje koje preslikavai 0 date mreZe
respektivno u diskretnu i antidiskretnu topologijd’s.

Dokaz. Za dati skupX, mreza(Eq(X), C) svih relacija ekvivalencije n&X iz
primjera3.1.2jeste kompletna mreza. Ako se razmotri preslikavanje koje svakoj
relaciji ekvivalencijef na skupuX dodjeli topologiju naX generisana sa klasama
ekvivalencije od kao baznim otvorenim skupovima, tada ovo preslikavanje ho-
momorfno potapa dual mrezéq(X) u T'x preslikavaj@i pritom 1 i 0 tog duala
(dijagonalu i partitivni skup) u diskretnu i antidiskretnu topologiju respektivno.

Na osnovu prethodnog dovoljno je pokazati da svaka mreza ima odgd@araju
homomorfno potapanje u mreZiy(X) za neki skupX, kojec€uval i 0 te mreze.
TraZzeno potapanje dobija se uz pdrmeoreme Gratzer-Schmidta koja tvrdi da
svaka algebarska mreza jeste izomorfna mrezi kongruencije neke univerzalne al-
gebre.

Neka jeL mreza sa naj@m i hajmanjim elementond i 0. Tada sel. moze
homomorfno potopiti u mreZu svih nepraznih ide@ald) koristeti preslikavanje
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koje elementur € L pridruzuje glavni idealL(x). Jasno je da ovo preslikavanje
preslikaval i 0 mreZzeL u 1 i 0 mrezeZ(L). Kako jeZ(L) algebarska mreza,
Gréatzer-Schmidtova teorema implicira da je mrd4d.) izomorfna sa mreZzom
svih kongruencija neke univerzalne algebre Dokaz sada slijedi iZinjenice da
je mreza kongruencija od podmreza mrezé&q(A), i da sadrzil i 0 te mreze.O

Namete se prirodno pitanje da li se u prethodnoj teoremi skupoze izabrati tako
da bude konéan ako je data mreza katrea. Ponovo, ovo pitanje se moze reduko-
vati na utvrdvanje da li data konéna mreZa ima odgovardje potapanje Wq(X )

za neki konaan skupX. Nazalost, Gratzer-Schmidtova teorema ne pomaze u vezi
ovog pitanja, jer proizvodi beskotae algebretak i za konane mreze. Medtim,
Pudlak i Tuma su dokazali da svaka kdna mreZza moZe biti homomorfno poto-
pliena uEq(X) za neki kongan skupX. Pudlak i Tuma dalje tvrde, bez dokaza,
da se njihov metod mozZe produZiti da se dobije potapanjettnjal i 0. Ova tvrd-

nja implicira da svaka kortma mreza moze biti homomorfno potopljena u mrezu
topologija nekog konénog skupaX putem potapanja koje preslikavai 0 date
mreze u redom diskretnu i antidiskretnu topologijili'y.

Primjer 5.2.1. MreZa svih topologija na skup¥ = {z,y, z} moZe se predstaviti
sljedecim dijagramom:
)

)

: I
}‘/"}"‘?X«i
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0 — antridiskretna topologija 1 — diskretna topologija

D
L A0 {y}. {2} {2} {y, 2}, X} = O(x
2.40,{y} . {z} Az y} {y, 2}, X} = O(=
3.A0, {z} {y} Az, y} {y, 2}, X} = O
440 A=} {v} Az, v} {2, 2}, X} = O
5.{0,{z},{z}, {z,y} . {z, 2}, X} = O(y
6. {0, {z}, {2}, {=, 2}, {y, 2}, X} = O(y

C
1.{0,{y}. {z}. {y, 2}, X}
240, {y} {z, v}, {y, 2}, X}
3.0, {=}, {y}, {=, v}, X}
4.{0,{z},{z,y},{z, 2}, X}
5. {0
6. {0

I

Aay{z) {2}, XK
Azk A 2) {y, 21, X

B

1.{0,{y}. {y, 2}, X}
240, {y}, {z, v}, X};
340, {=}, {z, v}, X };
4.{0,{z},{z, 2}, X},
5.{0,{z}, {z, 2}, X};
6.{0,{z},{y, 2}, X};
740, {y}, {z, 2}, X };
8.{0,{z}, {z,y}, X}
9.{0,{z},{y, 2}, X}



Glava 6

Topoloski prostor (T'x, Or,.)

U ovoj glavi na mrezi svih topologijd’x uvedena je topologij@r, , ispitane su
neke njene osobine i odnos sa "mreznim" topologijama @eanim u4. glavi.
Vetina navedenih rezultata predstavlja originalan doprinos posmatranoj temi.

6.1 0l-podmreza Booleove mreze

Neka je(B, A, V,",0,1) Booleova mreza. Skup C B za koji vrijedi:
(BL1) 0,1 € L;
(BL2) z Ay € L, zasvakar,y € L;
(BL3) z vy € L, zasvakar,y € L;

naziva sé1-podmrezaod B.

Lema 6.1.1 Ako jeB Booleova mreZa, onda vrijedi:
(i) Presjek proizvoljne neprazne familije 01-podmrezaBgée 01-podmreza od
B;
(i) Za svaki skupA C B postoji minimalna 01-podmreza @koja sadrzi skup
A.

Dokaz. (i) Neka je{L; : i € I} neprazna familija 01-podmreza d&l Za
dokaz ovog tvrénja dovoljno je dokazati da skup= (", ; L; zadovoljava uslove
(BL1)-(BL3). KakoO0,1 € L;, zasvei € I, vrijedi0,1 € Liuslov (BL1) je zado-
voljen. Akox,y € L, onda za svake € I vrijedi x,y € L;, pa vrijedia Ab € L;
iaVbe L;. Zbogtogaa Ab e LiaVvbe L,pasuiuslovi (BL2)i(BL3) takod
ispunjeni.

63
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(i) Neka je £ familija svih 01-podmreza o koje sadrzedA. Familija £ je
neprazna (posto joj pripad®) pa, prema (i)() £ jeste 01-podmreZa dBl. Jasno,
() £ sadrZiA i to je najmanja 01-podmreZa d@lsa ovim svojstvom. O

Minimalna 01-podmreza Bulove mre#:koja sadrzi podskupl C B bice oz-
naCena sa.[A].

Lema 6.1.2 Ako jeB Booleova mrezad C B, onda je:

L[A] = {0,1}U
m n;
{\//\aij:mew/\no,...,nme/\ Vi<m Vj<ny aijeA}.
i=0j=0

Specijalno, ako je skug konacan, onda je L[ A] konacan skup.

Dokaz. (D) Kako je L[A] 01-podmreZa o, to vrijedi0, 1 € L[A], pa je ispunjen
uslov (BL1). Neka jen € w,ng,...,nm € wiay € A, zai <mi j < n;. Kako
A C L[A]i L[A] zadovoljava (BL2), za svakd < m vrijedi AL, a;; € L[A].
Konetno, kakoL[A] zadovoljava (BL3), slijedi da j&/~, AjL ai; € L[A].

(<) Dovoaljno je dokazati da je

L=1{0,1}u
m  n;
{\//\aij:me/\no,...,nmew/\ Vi<m Vj<ny aijEA}
i=0 ;=0

01-podmreza o@® koja sadrziA. Jasno da vrijedd C L; uslov (BL1) slijedi iz
definicije skupal,, dok uslovi (BL2) i (BL3) slijede iz distributivhosth premayv i
asocijativnostiv respektivno. O

Lema 6.1.3 Neka je X neprazan skup. Ako jd,,...,4,, C X, tada je 01-
podmrezal[{A1,..., A, }] Booleove mrezéP(X),N, U, (), X) minimalna to-
pologija naX koja sadrzi skupovd, ..., A,,.

Dokaz. Neka jeA = {A1,..., A, }. Kako je, prema prethodnoj lemi[.4] kon-
actna 01-podmreza off (X ), i kako su svojstva (01)-(03) iz definicije topologije
ispunjena, to je [A] ujedno i topologija naX koja sadrzi familiju4. Dakle, vri-
jedi O[A] C L[A]. S druge strane, iz svojstava (01)-(03) topologid] slijedi
da je to jedna 01-podmreza @t X ) koja sadrzi familijuA, te vrijedi i suprotna
inkluzija L[A] C O[A. O
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Lema 6.1.4 Neka jeX neprazan skup #4,..., A, B1,...B, € X. Onda su
sljedeti uslovi ekvivalentni:
(i) Postoji topologija® na skupuX koja zadovoljava uslov:

Al,...,AmEOﬁBl,...Bn; (61)
(i) L{A1,..., A} N {Bi,..., By} = 0.

Dokaz. (i) = (ii). Ako postoji topologija© koja zadovoljava uslovg]), tada,
prema prethodnoj lemiL[{A,...,A,}] € O. Jasno da je tada ispunjeno i
Bi,...,B, & L[{A1,..., An}].

(i) = (i). Prema prethodnoj len® = L[{A4,..., A, }] je topologija naX
koja zbog pretpostavke ne sadrzi skup@®e. . . B,,. Dakle,O je topologija koja
zadovoljava uslovd.]). O

Primjer 6.1.1. Moguce je n&i skupoveX i Ay,..., A, B1,...B, C X tako
da postoji topologija naX koja zadovoljava uslovg ]) iz leme[6.1.4 ali da ne
postoji maksimalna topologija (u smislu relacije inkluzije) Hakoja zadovoljava
taj uslov.

Naime, ako jeX = {0,1,2,3}, A; = {0} i B; = {2}, onda topologije

0= {(Z)v {0}7 {1,2}, {07 172}7X}
0, ={0,{0},{2,3},{0,2,3}, X'}

zadovoljavaju uslovid.d), tj. vrijedi A, € O1 Z B1i Ay € Oy # By, ali za
svaku topologiju® naX koja u smislu relacije inkluzije sadrzi topologif@, i O,
vrijedi B; € O, pa takva topologij& ne zadovoljava uslove(d).

6.2 TopologijaOr,

Za disjunktne, konéne (moge@e prazne) familijed i B podskupova skupd neka
je skupBg C Tx definisan sa

B ={OeTx:YAc A (AcO)AVYBeB (BZ0)}.

Onda, prema lenf6.1.4 Bg‘ # () ako i samo aka.[A] N B = 0; specijalno,

0 _ il _
B@—TXIB{Q)}—(Z).
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Teorema 6.2.1Neka jeX neprazan skup. Tada vrijedi

(i) Familija Br, svih skupova oblik#3, gdje sud and B disjunktne, konatne
familije podskupova od skup¥, je baza neke topologij&r, , na skupul'x;

(i) Topoloski prostorT’x, Or, ) je nula-dimenzionalan;

(iii) Ako je skupX konacan, onda je topoloski prost@f'y, Or, ) diskretan.

Dokaz. (i) Na osnovu lem&.1.3treba dokazati da familijgr, zadovoljava uslove
(B1') and (B2"). Uslov (B1’) je ispunjen, jeBr, > Bg = T'x povleti | Br, =
Tx. Pretpostavimo d#y, By € Bry i O € B! N Bj?. TadaA; U Ay C O
i (B1UB2)NO = () pa su familijed; U As i By U By kong&ne i disjunktne, Sto
poviati da Byl 52 € Br,. Stavise© € Byl52 C BS! n B2, pa uslov (B2)
takotk vrijedi.

(if) Prvo se dokazuje da j€I'x, Or, ) Hausdorffov prostor. Neka s@; i
O, dva razltita elementa od’x. Ako postoji skupA € O; \ Oz, onda su
skupoviBéA} andB?A} otvoreni, disjunktni i sadrz&; i O, respektivno. Séno
se dokazuje i u sitaju kadad € O, \ O;.

Za kompletiranje dokaza ovog twdja, dovoljno je dokazati da su elementi
baze topologijeBr, zatvoreni skupovi. Neka jéfg‘ € Br, proizvolino i O €

Tx \ B4. TadailiA ¢ O zanekoA € A §to povi&i O € B?A} C Tx \ B4, il

B € O zanekaB € B §to povidi O € B{” ¢ T\ BA. U obaslaja, dobija se
da je skuplx \ Bg‘ okolina svake svoje tke, pa je, prema lerfd. 1.5 on otvoren.
(i) Ako je skup X kon&an, tada je i skufi’x konaan. Kako je topolo3ki
prostor(Tx, Or, ) Hausdorffov, on je premi len2.3.4ujedno i7; prostor, te je
prema lemP.3.2diskretan. O

Na osnovu prethodne teoreme i legh&.3direktno se dobija sljeda teorema.
Teorema 6.2.2 Topoloski prostoT’y, O ) je T;1 prostor.
2

U narednoj teoremi Be uspostavljena veza izmedsnovnih kardinalnih funkcija
na topoloskom prostor({il’x, O, ).

Teorema 6.2.3 (i) Za neprazan konacan skup vrijedi
d(Tx) = w(Tx) = |Tx| < 22"
(ii) Za beskonacan sku vrijedi
d(Tyx) < w(Tx) = 2% < |Tx| = 22™.
Specijalnod(T,) < w(T,) = ¢ < |T,| = 2°.
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Dokaz. (i) Na osnovu prethodne teoreme (dio (iii)), u ovom¢&slju topoloski
prostor(Tx, Or, ) je diskretan, Sto implicirada j&7x) = w(Tx) = |Tx|. Kako
je{0} € P(P(X)) \ Tx, to se dobijal’y C P(P(X)), pa kako su ovi skupovi
konazni, to vrijedi i nejednakosiT’y | < 22"

(i) Nejednakosti(X) < w(X) vrijedi prema lem2.1.§ dio (i).

Baza topologijé3r, je indeksirana podskupom skup(X)|<“ x [P(X)]<¥,
pa kako je skupP(X) beskongan, to, prema lenil.1.5i teoremill.1.2 vrijedi
Bre| < |[P(X)]% x [P(X)]<| = [[P(X)]<*| = [P(X)| = 2¥], pa je
w(Tx) < 2|X‘.

Pretpostavimo da je = w(Tx) < 21X|. Tada, prema lenf.1.7, postoji baza
B = {Bg‘; : o < K} C Br, topologije Or, koja je kardinalnostik. Kako
su, prema definiciji te baze, skupoliA,] U B,, a < &, kon&ni, to vrijedi
| Uper (L[AQJUB,)| < & < 21X, pa postoji skupt € P(X)\U, . (L[Aa]UB).

S obzirom dajeB(‘D{A} neprazan, otvoren skup®yr, i B baza te topologije, to za

neko! C x vrijedi B = U,; Bi>. To dalje implicira postojanjed € I
takvog da)) # Bé{’f C BéA}. No, time se dobija d&[Ag] € B;;f C BQ‘%A}, paje
A € L|Ag, 5to je kontradikcija sa izborom skupia Dakle, vrijediw (T ) = 21X1.
Na osnovu teorenf& 1. 5se dobijaw(Tx) < |Tx| = 921! O

Iz prethodne teoreme direktno slijedi sljédgeorema.

Teorema 6.2.4 Za beskonatan skulg, topoloski prostoTx, Or, ) ne zadovol-
java drugu aksiomu prebrojivosti.

Pitanje 1. Dali je topoloski prosto(T,,, Or,) separabilan?
Sljede&ca teorema otkriva prirodu topoloskog prost¢fa:, Or, ).

Teorema 6.2.5Neka jeX neprazan skup. Tada je funkcija: Tx — 2°(X)
definisana sa

1, akoS €O

J(O)IS] = { 0, akoS € P(X)\ O

potapanje topoloskog prostordy, Or, ) u Cantorov kut2” (X)),

Dokaz. Na osnovu lem&.2.4 dovoljno je pokazati da je surjektivna restrikcija
fITx : Tx — f[Tx] neprekidno, otvoreno i injektivno preslikavanje.



68 Il PROSTOR TOPOLOGIJA

f je injekcija, jer za raztite element&); i O, od Tx postojiS € O1AO,,
pa prema definiciji preslikavanjavrijedi f(O1)[S] # f(O2)[S]. Ovo zn&i da je
restrikcija f|Tx takote injekcija.

Za O € Tx vrijedi daO € f~'[r5'[{0}] ako i samo akof (0)[S] = 0,
ako i samo akas ¢ O, ako i samo akd@) € B?S}. Slitno se dokazuje d& <

F~'[rs ' [{1}]] ako i samo ak® € B Dakle, vrijedi

g {0 = Bl £ ) = BSY (6.2)

Kako se podbaza topologije Tihonova2fd™) sastoji od skupova oblikag ' [{i}]
zai = 0, 1, funkcija f i njena surjektivna restrikcij@| T’y jesu neprekidne funkci-
je.
S obzirom da se podbaza topolog(e-, sastoji od skupova obllkﬁ{S}
i kako za svakdB ¢ 2P°X) vrijedi f[f~1[B]] = BN f[Tx], to se iz uslova

([é.'ﬂfdobua da
(fITx)[Blgy] = f[B{sy] = 75 [{0}] N f[Tx],

(FIT)BS™ = F1B§™ = w5 {11 0 f[Tx]
Sto znd&i da restrikcijaf |T'x preslikava svaki element pomenute podbaze na otvo-
ren skup u potprostory[Ty] prostora2”(X), Kako za svaku injekcijy vrijedi
9lMier Ail = Nyer 9[Ad], to funkcijaf|T'x preslikava elemente ba#, i, samim
tim, sve elemente 0@, na otvorene skupove potprostgid x| prostora2” (X,
Dakle, f|Tx je otvoreno preslikavanje. O

Na osnovu prethodne teoreme direktno slijedi slfedeeorema.

Teorema 6.2.6 Topoloski prostor(T’x, Or,.) je homeomorfan potprostoru Can-
torovog kuba2? (X,

Da topoloSki prostofT’x, Or, ) ne mora biti kompaktan za beskd@aa skupX
pokazuje sljed& primjer.

Primjer 6.2.1. Neka je zan € w, familija {F,, : n € w} C T, definisana sa

F, = B}ﬁ(g)g}} Tada se na osnovu definicije te familije i teoref2.], dio
(i), dobija da je familija{F, : n € w} C T, familija zatvorenih skupova. S
obzirom da je zan < n ispunjenoP(m) C P(n), ova familija ima s.k.p., aliima
prazan presjek, jer u suprotnom, za topolo@gj« (.., F), vrijedi daje, za svako

n € w, ispunjenoP(n) € O, pa se dobija:

new
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W< € ©i{1,3,5,..} ¢ O

Sto implicira da jeO = P(w) i {1,3,5,...} ¢ O dajuti kontradikciju. Dakle,
familija {F, : n € w} C T, je familija zatvorenih skupova sa s.k.p. koja ima
prazan presjek, pa prema Iefhd.] topoloski prostoKT,,, Oz, ) nije kompaktan.

Na osnovu lem&.4.8i [2.7.3i teoreme [6.2.5dobija se sljedea teorema.

Teorema 6.2.7 Za beskonacan sku), topoloski prostofTx, Or, ) ima kompak-
tifikaciju tezine2!X!.

TopologijaOr, se moze, kao i svaka druga topologija iz skdpa prikazati kao
infimum odre@nog skupa koatoma mreZg;. Drug&ije receno, postoji odreeh
skup ultratopologij&iji presjek daje topologijr, . Slied&a lema ukazuje da u
tom skupu nema glavnih ultratopologija.

Lema 6.2.1 TopologijaOr, nije sadrzana ni u jednoj glavnoj ultratopologiji.

Dokaz. TopoloSki prostofTx, Or, ) je, prema teoreni.2.1 Hausdorffov, pa bi
u slutaju postojanja glavne ultratopologije koja sadrzi topolo@ijtl, , prostorZ’x

u odnosu na tu topologiju takedbio Hausdorffov. No, ovo je kontradikcija sa
lemamd2.3.4i |

Na osnovu prethodne leme moze se zalktjuda u reprezentaciji topologij@r
preko koatoma mreZ€y ucestvuju samo neglavne ultratopologije. Na tafina
za dalje ispitivanje topologij®r, , od zn&aja su topoloska svojstva koja vrijede
u ovim ultratopologijama.

6.3 Konvergencija u topoloSkom prostoru(7’x, Or,)

Konvergencija u topoloskom prosto(ili'xy, O, ) je okarakterisana sljedem teo-
remom.

Teorema 6.3.1Neka je X neprazan skup(O, : o € X) mreZa u topoloSkom
prostoru(Tx, Oz, ) i O € Tx. Onda su sljedeci uslovi ekvivalentni:

(i) limyex Oy = O;

(i) lim, 5Oy = lim,ex O, = O.
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Dokaz. (i) = (ii) Neka jelim,cx O, = O. Ako 4 € O, onda jeB}"*! okolina

od O uTx, pa postojic € X tako da za svakp > o vrijedi O, € BéA}, tj. da

A € O,. Zbog togad € U, ex (1,5, Op Cime je dokazano da vrijedi:

O C lim, 50, (6.3)

Ako A ¢ O, onda jeB?A} okolina odO u T, pa postojic € X tako da vri-

jedi O, € B?A}, t. daA ¢ O, zasvakop > o. Zbog toga vrijedi: A €
Usex Npso P(X)\ Op = P(X) \ limsup,ex, O, Cime je dokazano da vrijedi:

limyex Oy C O (6.4)

Uslov (ii) sada slijedi iz uslovddd), (6.4) i leme2.5.3

(i) = (i) Neka vrijedi uslov (ii) i neka jelU okolina take O u topoloSkom
prostoru(T’x, Or, ). Tada postoji bazni otvoren skdﬁé € Bry, gdje jeA =
{A1,...,Ax} i B = {Bi,..., B}, zak,l € w, tako da vrijediO € Bf C U. Za
i < kvrijedi 4; € O = U,ex,5, Op, te se odabira; € X tako da vrijedi:

Vp>o; A; € Op. (65)

Zaj < lvrijedi B; ¢ O = (\,ex U5, Op te se odabira; € X tako da vrijedi:

Vp > o; Bj ¢ O,. (6.6)
Kako je (X, <) usmjeren skup, to postoji* € ¥ tako daoy, ..., 0%, 01, ...,0, <
o*. Dakle, prema uslovimd&(®) i (6.6), zap > o* vrijedi O, € Bg‘ c U, sto
implicira da jelim,¢x, O, = O. O

Na osnovu prethodne teoreme direktno slijedi slgdieorema.

Teorema 6.3.2Neka jeX neprazan skup i neka j@, : o € X) mreZa u topolo-
Skom prostoryT’x, Or, ). Tada su sljedeti uslovi ekvivalentni:

(i) Mreza (O, : o € ¥) konvergira;

(i) lim, 5,05 = lim,ex O, = O, i familija O je topologija na skupu.

Primjer 6.3.1. Moguce je konstruisati mrez¢O, : o € ¥) koja ne konvergira
u topoloskom prostoryl’x, Or, ), za koju jelim, O, = lim,cxO,. Neka je
X = wi, zan € w, neka je topologija),, na X definisana s&,, = P(n) U {w}.



6. TOPOLOSKI PROSTOR Ty, Oy ) 71

Tada je(O,, : n € w) mreza (StaviSe, niz) u topoloSkom prostdiy,, Oy, ), tako
da je zam < n ispunjeno®,, c O,. Za datu mrezu vrijedi:

lim,e,On = | [ (P)u{w}) = ([ (P(m)u{w}) = [w]<* U {w}

mewn>m mew

TmncuOn = () |J (Pe) U0} = () (W] Ufw}) = ] U o},

mewn>m mew

ali [w]<¥ U {w} nije topologija naw, jer vrijedi:

{2n:n e w} = U, e {2n} & (W] U {w}.

Dakle, prema prethodnoj teoremi, posmatrana mreza ne konvergira u topolo-
Skom prostory7,,, Or,).

6.4 Odnosiizmed topologija na mrezi T

S obzirom da je mrezdl’x, A, V) kompletna, na njoj se mogu uvesti sve topologije
koje su razmatrane u ovom radu (gornja, donja, intervalna, Scottova, Lawsonova).
Naravno, ovo zné da sva tvreénja u vezi ovih topologija koja su ranije dokazana u
slu€aju kompletnih mreza, vrijede i za mreZly. Takotk je interesantno ispitivati
odnos ovih topologija prema uvedenoj topolo@ij-, .

U sluCaju da je skupX konaan, dobija se da je i skupx konaan, pa s
obzirom da su intervalna, Lawsonova, topologija porétkaopologije, to je na
osnovu lemé&.3.2 prostorT’y u odnosu na ove topologije diskretan. Prema teo-
remi[6.2.], dio (jii), takav je i prostorT’x, Or, ), pa su u sltaju kon&nog skupa
X, sve topologije jednake. Zbog toge se u narednom posmatrati mr&zg, za
beskonaan skupX. Akcenat u primjerim&e, kao i ranije, biti béen na kompletnu
mrezuT,,.

6.4.1 Odnosizmed Or, iintervalne topologije

Sliedeea teorema daje odnos izmetbpologijaOr, i Oiptery, NA Mrezil'x.

Teorema 6.4.1(i) Svaki podbazni zatvoren skif);, O] u intervalnoj topologiji
na mrezil’y je zatvoren i u topoloSkom prosto(ii’y, Or,);
(”) Oz’nte'rv - OTX-
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Dokaz. (i) Treba pokazati da je skufy \ [O1, O] otvoren skup u topologijDr, ,
za svaki podbazni zatvoren skifd;, Q-] u intervalnoj topologiji na mreZi'y.
Neka jeO € T'x \ [O;, O] proizvoljno. Tada jed; ¢ O ili O ¢ Os.

Ukoliko je O; ¢ O, tada postojid € O, \ O, pa zaB? | € Br, vrijedi

{4)
O € BY . odakle jeB{ ;, N [01,05] = 0.

Ukoliko je O ¢ s, tada postojiB € O \ Oy, pa zaBéB} € Br, vrijedi
Oe BéB}, odakle jeBéB} N [O1, O3] = 0.

U oba prethodna staja je, prema leni2.1.5 skupTx \ [O1, Os] otvoren u
topologiji Or, .

(ii) Slijedi direktno iz tvrtenja (i) i Cinjenice da su kortae unije i proizvoljni
presjeci zatvorenih intervala u mre@’y, A, V) zatvoreni skupovi u topoloSkom
prostoru(Tx, Or, ). O

6.4.2 Odnos izmed Oy, i Scottove topologije. Odnos izmeéd Oy, i
Lawsonove topologije

Teorema 6.4.2 (i) Svaki zatvoren skup u Scottovoj topologiji na miEgije zatvo-
ren i u topoloSkom prostor(l’x, Or, );
(i) O C Opy.

Dokaz. (i) Neka jeF = {O; € Tx : i € 1} zatvoren skup u Scottovoj topologiji.
Tada je, prema teoreidi3.] dio (i), skupF' doniji skup koji je zatvoren u odnosu
na uzimanje usmjerenih supremuma. Nek&je T'x \ F proizvoljno. Kako jeF’
doniji skup, to za svakoe I vrijedi O ¢ O;, pa je za svake € I mogLEe izabrati
skupA; C X takavdajed; € O\ O;. Nekajed = {A;:ic I}.

Ako postojiig € I takav da za sve € [ vrijedi A4;, ¢ O;, tada zaBéAio} €
Br vriledi 0 € Bioh i il n p =y,

Neka svakiclan familije A pripada nekoj topologiji iz skup#&'. Kako je F’
doniji skup, ovo implicira da za skup atonsa= {{0, 4;, X} : A; € A} vrijedi
S C F. SkupS ne moze biti usmjeren, jer s obzirom da je skiipzatvoren u
odnosu na uzimanje usmijerenih supremuma, vrijedilo bi d@’je= sup S € F
topologija koja sadrzi familijud, Sto je kontradikcija sa izborom te familije. Zbog
toga postoje indeksi, j € I takvi da{0, A;, X} Vv {0,A;, X} ¢ F, odakle se
dobija da nijedna topologija iz skugane sadrzi istovremeno skupovg i A;, pa

u ovom sl&aju vrijediO € BéA“Aj} CTx\F.
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Dakle, u oba sléaja skupl’x \ F' je okolina svake svoje tke, te je, prema
lemi[2.1.5 on otvoren u topologijOr,, .

(if) Na osnovu prethodne teoreme (dio (ii)) vrije@i C Ojnterv C Ory, @ NaA
osnovu dijela (i) ove teoreme 8, C Or, . Dakle, vrijediO, = O[O, U O,| C
OTX- Od

6.4.3 Odnos izmed Oy, itopologije poretka

S obzirom date se u narednom uglavnom Kkoristiti mreze,t®se u daljnjem
konvergencija poretka interpretirati na "jeziku" mreza.

Neka je(L, A, V) kompletna mrezay usmjeren skup {z, : ¢ € ¥) mreza
u L. Tada su, kao kod ultrafiltera, zbog kompletnosti, slggddgementi dobro
definisani:

liminfyex 7, = \/aeE /\p20 Lo
limsup,esy Zo = Ngex \/pzo Tp:

Mreza(y, : 7 € T) je podmrezamreze(x, : o € ) ako postoji funkcija
f: T — X za koju vrijede sljed& uslovi:

SNV €T yr = zj(1y;

(SN2)Vo e X 3reT V7' > 71 f(r) > 0.

Lema 6.4.1 Neka je(L, A, V) kompletna mreZa. Tada:
(i) Za svaku mrezyz, : o € X) vrijedi

liminfsex 25 < limsup,cy, To.
(i) Ako je (y, : 7 € T)) podmreZza mrezér, : o € 3) onda vrijedi

limsup,cp yr < limsup,ex, 6.
liminf cry, > liminf,ex 24.

Dokaz. (i) Ako o,7 € X i py € X, gdjeo, ™ < po, onda/\ngch < Ty <
V> zp. Zbog toga za svake, T € ¥ vrijedi:

p2o p2T

Kako uslov [6.7) vrijedi za svakar € ¥, dalje se za svake € ¥ dobija da vrijedi

\_/O'EE_/\pZU zp < Vs, @p, implicirajuci dajeV c5; A yso 7o < Aves Vs r o
tj. dajeliminf,ecx 2, < limsup,cy, Zo.
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(i) Neka jeo € X proizvoljno. Prema svojstvu (SN2) iz definicije podmreZze,
postojit, € T takav da jef (7') > o, za sver’ > 1, Sto implicira da je

(o 17 2 70} = {y(m) 1 7' 2 70} C {2 0’ 2 0}

zbogcega je ispunjend\, . V>, v < Vs, ¥ < Vs, 7o S Obzirom da
ovo vrijedi za svaka € ¥, to se dobija da je

AV <AV o

Te€T 7'>1 cEX o'>0
pa je prva nejednakost ispunjena. Dokaz druge nejednakosttgmsli O

MreZa(z, : o € ¥) na kompletnoj mreZL konvergira u smislu poretka ka

elementur € L ako jeliminf,ex 2, = limsup,cyx 2, = 2. Dalje se, kao i

u slitaju ultrafiltera, definiSe familij@ c P(L) koju Cine skupoviA C L sa

svojstvom da za svaku mreZu, : o € ) na 4, koja konvergira ka: € L, vrijedi

daz € A. Za familijuC se, slEno kao u lemi.5.1 moze pokazati da je to familija

zatvorenih skupova, koja generiSe topologiju poretka u smislu[Efh2
Analogno lemi4.5.3vrijedi sljedea lema.

Lema 6.4.2 Neka je(L, <) kompletna mreza. Ako mreZa, : 0 € ¥) nalL
konvergira u smislu poretka ka elementue L, onda jex granica ove mreze i u
smislu konvergencije u topoloskom prostdfuy O,, 4, (L)).

Dokaz. Ako se pretpostavi suprotno, tada postoji skipc L takav da vrijedi
x €U € Oprger(L) i

Voe¥ Ir>0 x, € L\U (6.8)

Neka jeT = {r € ¥ : 2z, € L\U}. Akojer, 7o € ¥i 7,7 < o, tada
prema uslovul@.8), postojit € T tako da jer;, » < 7, pa je skupl’ usmjeren.
Tada je potapanjer : T — X preslikavanje koje zadovoljava uslove (SN1) i
(SN2) iz definicije podmreze. Zaista, uslov (SN1) fggbedno ispunjen, a ako je
o € 3, tada, prema uslovilg(), postojit € T tako da jer > o, pa ukoliko je
7 eTir >r,ondajeir(r’) =1 > 1 > o, pavrijedi i uslov (SN2). Dakle,
(x; : 7 €T) je podmreZza mrezéc, : o0 € X).

Kako po pretpostavci vrijedim inf, ¢y, 2, = limsup, ¢y, £, = , Na 0Snovu
lemel6.4.3 dio (i), vrijedi liminf,cr 2, = limsup,cp 2, = z. Na taj n&in je
dobijena mrezaz : 7 € T') na zatvorenom skupl \ U koja konvergira u smislu
poretka kar, pa jex € L\ U, $to je kontradikcija. O

Sljedea lema daje karakterizaciju konvergencije poretka na kompletnoj MikeZi
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Lema 6.4.3Mreza(O, : ¢ € X) u mreziTx konvergira u smislu poretka ka
O € Tx ako i samo ako vrijedi

ol Vo= oIl ol =0. (6.9)

oEX. p>0 oEX p>0

Dokaz. Tvrdenje slijedi na osnovu definicije konvergencije poretka i definicije
operacijaA i V na kompletnoj mreZ{T'x, A, V). O

H)rethodne leme se Gava da na mreZl’xy skupovilim i lim inf kao i skupovi
lim i lim sup ne moraju obavezno biti jednaki.

Primjer 6.4.1. MoZe se konstruisati nizO,, : n € w) u T, koji konvergira u
smislu poretka, ali ne konvergira u prostdfl,, Or,). Za niz{O,, : n € w) iz
primjeralt.3.1 dobijeno je da ne konvergira u prostdfil,, Oz, ). S druge strane,
za taj niz vrijedi:

ol () 0al =0l (P(m) u{w})] = O[[w]* U {w}] = P(w);

mew n>m mew

N ol 0. = ) Olw]™ U{w}] = P(w).
mew  n>m mew
Dakle, uslov [6.9) iz prethodne leme je ispunjen, pa ovaj niz konvergira u
smislu poretka.

Sliede&a lema daje odrashu predstavu o odnosu topologliy, | Opger (T0,) NA
mreziT,,.

Lema 6.4.4 TopologijeOr, i Our4er(T.,) NAT, se ne podudaraju, preciznije vri-
jedi:
OTM ¢ Oorder(Tw)-

Dokaz. Neka je(O, : o € %) proizvoljna mreza na kompletnoj mreZj,, koja
konvergira u smislu poretka. Tada, prema I@nrl.2 ova mreZza konvergira i u
topoloskom prostor{z,,, Ouqer ). Ako bi vrijedilo daOr7, C Ogrger(1L,), OVO bi,
prema lem2.5.2 zn&ilo da konvergencija u smislu poretka mrez2, : o € %)
povlai konvergenciju i u topoloSkom prostofi,,, Or, ). S obzirom na konstruk-
ciju prethodnog primjera, ovo predstavlja kontradikciju. O
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Primjer 6.4.2. MoZe se konstruisati nizO,, : n € w) u T, koji konvergira u
topoloskom prostoryT,,, Or, ), ali koji na istom prostoru ne konvergira u smislu
poretka. Neka j0O,, : n € w) nizuT,, gdje je,0,, = {0,{0,n + 1},w}, za

n € w. Kako vrijedi:

JNo=N U o=

mewn>m mewn>m

to,prema teoreng.3.2 implicira da ovaj niz konvergira u topoloskom prostoru
(T, Or,) ka antidiskretnoj topologiji. S druge strane, za ovaj niz vrijedi:

O[U ﬂ On] = {0,w} # {0, {0}, w} = ﬂ O[U Onl.

mew n>m mew n>m

Dakle, uslov [6.9) iz leme[6.4.3 nije ispunjen, pa ovaj niz ne konvergira u
smislu poretka.

Pitanje 2. Da li vrijedi
Oorder (Tw) C OTW?
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