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Predgovor

1936. godine G. Birkhoff je inicirao izǔcavanje skupa svih topologijaTX na pro-
izvoljnom, ali fiksiranom skupuX. Ured-en inkluzijom, skupTX predstavlja atom-
arnu kompletnu mrežu sa jedinicom (diskretnom topologijom naX) i nulom (an-
tidiskretnom topologijom naX). U posljednjih70 godina ova mreža je intenzivno
proǔcavana, ali odred-en broj problema u vezi nje i dalje ostaje otvoren.

S druge strane, na parcijalnim ured-enjima se na više prirodnih načina može
uvesti topološka struktura. Na taj način, snabdjeven nekom od "ured-ajnih to-
pologija", mrežno ured-en skupTX i sam postaje topološki prostor,čije osobine
u velikoj mjeri zavise od osobina parcijalnog ured-enja iz kojeg je proistekao. Na
taj nǎcin, ovako uspostavljena korespondencija izmed-u teorije mreža i topologije
omogúcava bolji uvid u prirodu odred-enih problema koji se mogu postaviti u ovim
matematǐckim teorijama.

Rad se sastoji od tri dijela. Prvi dio je uvodnog karaktera. Drugi dio je o
mrežama i nekim karakterističnim topologijama koje se na njima mogu uvesti.
Treći dio rada je posvécen ispitivanju osobina mrežeTX , novouvedene topologije
OTX

i med-uodnosa ove topologije sa prethodno uvedenim topologijama. Za svaki
znǎcajniji rezultat naveden je dokaz i referenca.
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Glava 1

Skupovi

U ovoj glavi bíce izloženi pojmovi, tvrd-enja i notacija teorije skupova kojiće se
koristiti u nastavku rada. I pored navod-enja aksiome izbora, ovaj radće se oslanjati
na intuitivnu predstavu o skupovima. Dokazi navedenih rezultata mogu se naći npr.
u [9] i [ 11].

1.1 Skupovi

Skupoviće biti oznǎcavani malim i velikim slovima latinice. Umjesto riječi skup
koristiće se i terminikolekcija i familija kao sinonimi. Formulax ∈ X oznǎcava
pripadanost objektax skupuX, i u tom slǔcaju sex nazivaelement skupaX.
SkupoviX i Y su jednaki, u oznaciX = Y , ako imaju iste elemente. Ako je
svaki element skupaX istovremeno i element skupaY , onda se kaže da je skupX
podskup skupaY , što se oznǎcava saX ⊂ Y . Skup svih podskupova skupaX je
partitivni skup skupaX, u oznaciP (X). Skup bez elemenata označava se sa∅ i
naziva seprazan skup.

Skup{{x}, {x, y}} oznǎcava se sa〈x, y〉 i naziva seured-en par. Ured-ena
n-torka se zan ∈ {3, 4, 5, . . . } definiše sa〈x1, . . . , xn〉 = 〈〈x1, . . . , xn−1〉, xn〉.
Na osnovu definicije dokazuje se da je〈x1, . . . , xn〉 = 〈y1, . . . , yn〉 ako i samo ako
važixi = yi, za svei ∈ {1, . . . , n}.

Ako su X1, . . . , Xn skupovi, onda se skup svihn-torki oblika 〈x1, . . . , xn〉,
gdje xi ∈ Xi, za svei ∈ {1, . . . , n}, oznǎcava saX1 × · · · × Xn i naziva
Descartesov proizvodskupovaX1, . . . , Xn. Specijalno, ako jeXi = X, za sve
i ∈ {1, . . . , n}, za Descartesov proizvod se koristi kraća oznakaXn.

Ako su X i Y skupovi, onda se svaki podskupρ ⊂ X × Y nazivabinarna
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4 I UVOD

relacija (redom skupovaX i Y ). Ako je pritomX = Y , onda se govori o relaciji
na skupuX. 〈x, y〉 ∈ ρ sečesto zapisuje kaoxρy.

Relacijaρ ⊂ X2 je relacija ekvivalencije ako za svex, y, z ∈ X važi:
xρx (refleksivnost);
xρy ⇒ yρx (simetrǐcnost);
xρy ∧ yρz ⇒ xρz (tranzitivnost).
Ako je pritomx proizvoljan element skupaX, onda se skup[x] = {y ∈ X :

yρx} nazivaklasa ekvivalencijeelementax. Skup svih klasa ekvivalencije{[x] :
x ∈ X} predstavljaparticiju skupaX, i naziva sekoli čnički skup oznǎcava se sa
X/ρ.

Relacijaρ ⊂ X2 je antisimetrǐcna ako za proizvoljne elementex, y ∈ X važi:

xρy ∧ yρx ⇒ x = y.

Ako je relacijaρ ⊂ X2 refleksivna, antisimetrična i tranzitivna, onda je ona
relacija poretka, a za par〈X, ρ〉 se kaže da jeparcijalno ured-en skup. Relacija
poretka obǐcno se oznǎcava sa≤.

Neka je〈X, ρ〉 parcijalno ured-en skup iY ⊂ X neprazan skup. Tada je element
x ∈ X:

gornje ograničenjeskupaY ako je za svakoy ∈ Y ispunjenoy ≤ x;
supremum skupaY ako jex gornje ogranǐcenje skupaY i za svako gornje

ogranǐcenjey skupaY vrijedi x ≤ y;
maksimum skupaY ako jex supremum skupaY i pritom x ∈ Y ;
maksimalni elementparcijalno ured-enog skupa〈X,≤〉 ako ne postojiy ∈ X

tako da jex ≤ y i y 6= x.
Ako se u gornjim definicijama relacija≤ zamijeni relacijom≥ dobijaju se re-
spektivno definicijedonjeg ogranǐcenja, infimuma, minimuma i minimalnog
elementa. PodskupL ⊂ X je lanacako za svakox, y ∈ L važi: x ≤ y ili y ≤ x.

Ako je 〈X,≤〉 parcijalno ured-en skup i ako pritom za svex, y ∈ X vrijedi
x ≤ y ili y ≤ x, onda je relacija≤ linearno (totalno) ured-enjeskupaX .

Relacija≤ na skupuX se nazivausmjerenjeako je≤ refleksivna i tranzitivna
relacija na skupuX i za svakox, y ∈ X postojiz ∈ X tako da jex ≤ z i y ≤ z.
Ured-en par〈X,≤〉 se nazivausmjeren skup.

Relacijaf ⊂ X × Y je funkcija ili preslikavanje ako za svakox ∈ X postoji
tačno jednoy ∈ Y tako da〈x, y〉 ∈ f . Tada se pišef(x) = y. Pritom se kaže
da funkcijaf preslikava skupX u skupY , u oznacif : X → Y . Skup svih
preslikavanja skupaX u skupY oznǎcava se saY X . PreslikavanjeidX : X → X
dato saidX(x) = x, za svex ∈ X, naziva seidentičko preslikavanje skupa
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X. Ako f : X → Y i g : Y → Z, onda je funkcijag ◦ f : X → Z data sa
(g ◦ f)(x) = g(f(x)), za svex ∈ X, kompozicija preslikavanjaf i g.

Funkcijaf : X → Y je injekcija ako za svakox1, x2 ∈ X iz x1 6= x2 slijedi
f(x1) 6= f(x2). Dalje,f je surjekcija ako za svakoy ∈ Y postojix ∈ X tako da
je y = f(x). Konǎcno,f je bijekcija ako je injekcija i surjekcija.

Neka jef : X → Y . Ako postoji funkcijag : Y → X, takva da jeg ◦f = idX

i f ◦ g = idY , onda se zag kaže da jeinverzna funkcija za funkcijuf i piše se
g = f−1. Dokazuje se da za funkcijuf postoji inverzna funkcija ako i samo ako je
f bijekcija. Tada je inverzna funkcija jedinstvena, a i sama je bijekcija.

Unija, presjek i razlika skupovaX i Y definišu se na sljedeći nǎcin:

X ∪ Y = {x : x ∈ X ∨ x ∈ Y };

X ∩ Y = {x : x ∈ X ∧ x ∈ Y };
X \ Y = {x : x ∈ X ∧ x /∈ Y }.

Radi preglednijeg zapisa skupovi se mogu indeksirati. Neka jeI neprazan skup,χ
neprazna kolekcija skupova iX : I → χ. Za skup{X(i) : i ∈ I} (kraći zapis
{Xi : i ∈ I}) se kaže da jefamilija skupova indeksirana skupom I. Unija i
presjek indeksirane familije skupova se uvode na sljedeći nǎcin:

⋃

i∈I

Xi = {x : ∃i ∈ I (x ∈ Xi)},
⋂

i∈I

Xi = {x : ∀i ∈ I (x ∈ Xi)}.

Familija {Ai : i ∈ I} podskupova skupaX ima svojstvo konǎcnog presjeka
(s.k.p.) ako je neprazna iAi1 ∩ Ai2 ∩ ... ∩ Aik 6= ∅, za svaki konǎcan skup
{i1, i2, ..., ik} ⊂ I.

Neka jef : X → Y preslikavanje iA ⊂ X proizvoljan skup. Skup

f [A] = {f(x) : x ∈ A}

se nazivadirektna slika skupaA. ZaB ⊂ Y , skup

f−1[B] = {x ∈ X : f(x) ∈ B}

se nazivainverzna slika skupaB.

Lema 1.1.1 Neka jef : X → Y preslikavanje,A,A1, A2 ⊂ X i B, B1, B2 ⊂ Y .
Tada vrijedi:

(i) A ⊂ f−1[f [A]], f [f−1[B]] = B ∩ f [X];
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(ii) f [A1 ∪A2] = f [A1] ∪ f [A2], f−1[B1 ∪B2] = f−1[B1] ∪ f−1[B2];
(iii) f [A1 ∩A2] ⊂ f [A1] ∩ f [A2], f−1[B1 ∩B2] = f−1[B1] ∩ f−1[B2];
(iv) f [A1 \A2] ⊃ f [A1] \ f [A2], f−1[B1 \B2] = f−1[B1] \ f−1[B2].

Ako je pritomAi ⊂ X i Bi ⊂ Y , i ∈ I, tada je
(v) f [

⋃
i∈I Ai] =

⋃
i∈I f [Ai], f−1[

⋃
i∈I Bi] =

⋃
i∈I f−1[Bi];

(vi) f [
⋂

i∈I Ai] ⊂
⋂

i∈I f [Ai], f−1[
⋂

i∈I Bi] =
⋂

i∈I f−1[Bi].

Uz pretpostavke prethodne leme vrijedi sljedeća lema.

Lema 1.1.2 (i) Ako je preslikavanjef injekcija onda važi
f [A1 ∩A2] = f [A1] ∩ f [A2], f [

⋂
i∈I Ai] =

⋂
i∈I f [Ai], A = f−1[f [A]].

(ii) Ako je preslikavanjef surjekcija onda jef [f−1[B]] = B.

Za skupove brojeva koristiće se standardne oznake:ω zaskup prirodnih brojeva ,
aR zaskup realnih brojeva.

Neka jeX neprazan skup. Svako preslikavanje skupa prirodnih brojevaω u
skupX, x : ω → X se nazivaniz na skupuX i oznǎcava se sa〈xn : n ∈ ω〉.

Aksioma izbora: Za svaku familiju{Xi : i ∈ I} nepraznih skupova postoji
bar jedna funkcija izbora, tj. funkcijax : I → ⋃

i∈I Xi, takva da za svakoi ∈ I
važix(i) ∈ Xi.

Neki ekvivalenti aksiome izbora:
Lema Zorna: Ako je 〈P,≤〉 parcijalno ured-en skup u kome svaki lanac ima

gornje ogranǐcenje, onda uP postoji maksimalni element.
Hausdorffov princip maksimalnosti : U svakom nepraznom parcijalno ure-

d-enom skupu postoji maksimalan lanac.
Direktan proizvod familije skupova{Xi : i ∈ I}, u oznaci

∏
i∈I Xi je skup

svih funkcijax : I → ⋃
i∈I Xi, takvih da jex(i) ∈ Xi, za svei ∈ I. Ako je

Xi = X, za svei ∈ I, tada je direktan proizvod skupova{Xi : i ∈ I} ustvari skup
XI .
Još jedan ekvivalent aksiome izbora je dat u sljedećoj teoremi.

Teorema 1.1.1Direktan proizvod neprazne familije skupova{Xi : i ∈ I}, skup∏
i∈I Xi, je neprazan ako i samo ako su svi skupoviXi, i ∈ I, neprazni.

Za j ∈ I, preslikavanjeπj :
∏

i∈I Xi → Xj , definisano saπj(〈xi : i ∈ I〉) = xj ,
naziva seprojekcija proizvoda na skupXj .

Lema 1.1.3 Neka suXi, i ∈ I skupovi i∅ 6= Ai, Bi ⊂ Xi, i ∈ I. Tada vrijedi:
(i) Ako jeAi ⊂ Bi, za svei ∈ I, onda je

∏
i∈I Ai ⊂

∏
i∈I Bi;
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(ii) (
∏

i∈I Ai) ∩ (
∏

i∈I Bi) =
∏

i∈I(Ai ∩Bi);
(iii) (

∏
i∈I Ai) ∩ (

∏
i∈I Bi) = ∅ ako i samo ako postojii ∈ I tako da je

Ai ∩Bi = ∅;
(iv) πj [

∏
i∈I Ai] = Aj .

SkupA je ekvipotentanskupuB, u oznaciA ∼ B, ako postoji bijekcijaf : A →
B.

Lema 1.1.4 Neka suA,B i C proizvoljni skupovi. Tada važi:
(i) A ∼ A;
(ii) A ∼ B ⇒ B ∼ A;
(iii) A ∼ B ∧B ∼ C ⇒ A ∼ C.

Na prvi pogled izgleda da prethodna lema govori da je∼ relacija ekvivalencije,
ali s obzirom da univerzumV svih skupova nije skup, to∼ nije binarna relacija u
uobǐcajnom smislu (jer ni sama nije skup). No, u opštijem smislu, zadata na klasi
svih skupova,∼ se može posmatrati kao relacija ekvivalencije.

Klasa svih skupova ekvipotentnih skupuA oznǎcava se sa|A| i nazivakardi-
nalni broj skupaA. Dakle, vrijedi|A| = {B : B ∼ A}.

Za proizvoljne kardinalne brojeve|A| i |B| može se definisati relacija≤ sa

|A| ≤ |B| def⇔ postoji injekcijaf : A → B. Da je ova relacija dobro definisana,
kao i to da je u pitanju relacija poretka za kardinalne brojeve dokazano je npr. u
[11], a da je ovo relacija linearnog ured-enja dokazano je u [9]. Pored ove relacije
poretka, od znǎcaja je posmatrati i relaciju poretka<, koja je za kardinalne brojeve

definisana sa|A| < |B| def⇔ |A| ≤ |B| ∧A � B.
SkupA je beskonǎcan ako je ekvipotentan svom pravom podskupu, tj. ako

postoji podskupA1 ( A takav da jeA1 ∼ A. SkupA je konačanako nije beskon-
ačan. Primjer beskonačnog skupa je skupω. Zaista, skupω se može bijektivno
preslikati na skup parnih prirodnih brojeva koji je njegov pravi podskup, pa je, na
osnovu definicije, ovaj skup beskonačan.

Kardinalni broj |ω| skupa prirodnih brojevaω oznǎcava se saℵ0 (alef-nula).
Skup A je prebrojiv ako je A ∼ ω, tj. ako je |A| = ℵ0. SkupA je najviše
prebrojiv ako je|A| ≤ ℵ0, aneprebrojiv ako je|A| > ℵ0.

Za skupA i kardinalni brojκ, definiše se skup[A]<κ = {B ⊂ A : |B| < κ}.

Lema 1.1.5 Za beskonačan skupA vrijedi |[A]<ℵ0 | = |A|.

Postojanje kardinalnih brojeva većih odℵ0 garantuje sljedéca lema.
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Lema 1.1.6 (Cantor) Za proizvoljan skupA važi|A| < |P (A)|.

Kardinalni broj|P (ω)| oznǎcava se sac i nazivakontinuum . Skup realnih brojeva
R je primjer skupa koji ima kardinalni brojc.

Neka suA i B proizvoljni skupovi. Sabiranje, množenje i stepenovanje
kardinalnih brojeva |A| i |B| uvodi se na sljedéci nǎcin:

|A|+ |B| = |A′ ∪B′|, gdje je A ∼ A′, B ∼ B′ i A′ ∩B′ = ∅;

|A||B| = |A×B|;
|A||B| = |AB|.

Da je ovako uvedeno sabiranje, množenje i stepenovanje kardinalnih brojeva dobro
definisano pokazano je npr. u [11].

Teorema 1.1.2Neka su|A| i |B| beskonačni kardinalni brojevi (tj. takvi da je
|A| ≥ ℵ0 i |B| ≥ ℵ0). Tada je

|A|+ |B| = |A||B| = max{|A|, |B|}.

1.2 Filteri i ultrafilteri

Neka jeX neprazan skup. Neprazna kolekcijaF ⊂ P (X) je filter ako važi:
(FI 1) ∅ /∈ F ;
(FI 2) F1, F2 ∈ F ⇒ F1 ∩ F2 ∈ F ;
(FI 3) F ∈ F i F ⊂ A ⊂ X ⇒ A ∈ F .

Indukcijom se uslov (FI2) može uopštiti na konačno mnogo skupova.
FilterF je glavni ako je

⋂
F∈F F 6= ∅, inǎce jeneglavni.

Primjer 1.2.1. Neka jeX beskonǎcan skup. KolekcijaΦFr ⊂ P (X) definisana
sa

ΦFr = {X \K : K ⊂ X je konǎcan skup}
zadovoljava svojstva (FI 1)-(FI 3). Ovaj filter je neglavni, jer je

⋂
F∈Φ F = X \⋃{K : K ⊂ X je konǎcan skup} = X \X = ∅, i naziva seFrechétov filter.

FilterU ⊂ P (X) je maksimalan filter ili ultrafilter ako za svaki filterF ⊂ P (X)
iz U ⊂ F slijedi U = F .
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Lema 1.2.1 Svaki glavni ultrafilterU na nepraznom skupuX je oblikaU = U(x) =
{A ⊂ X : x ∈ A} za nekox ∈ X.

Lema 1.2.2 Filter U ⊂ P (X) je ultrafilter ako i samo ako za svaki podskupA ⊂
X važi: A ∈ U ili X \A ∈ U .

FilterF je prost ako iz uslovaA ∪B ∈ F slijedi A ∈ F ili B ∈ F .

Lema 1.2.3 Neka jeU ⊂ P (X) ultrafilter. Tada vrijedi:
(i) U je prost filter;
(ii) ako skupB ⊂ X ima neprazan presjek sa svim članovima odU onda

B ∈ U .

Iz svojstava (FI 1) i (FI 2) slijedi da je svaki filter familija sa s.k.p. S druge strane,
za familiju sa s.k.p. vrijedi sljedeća lema.

Lema 1.2.4 Svaka kolekcija podskupova nepraznog skupaX koja ima s.k.p. sa-
držana je u nekom ultrafilteru.

Primjenom prethodne leme može se dokazati postojanje neglavnih ultrafiltera. Pre-
ciznije vrijedi sljedéca teorema.

Teorema 1.2.1Na svakom beskonačnom skupu postoji neglavni ultrafilter.

Lema 1.2.5 Neka jeX neprazan skup iU ultrafilter naX. Ako jeB ∈ U , tada je
familija U|B = {U ∩B : U ∈ U} ultrafilter na skupuB.

Lema 1.2.6 Neka suX i Y neprazni skupovi if : X → Y surjekcija. Ako je
U ⊂ P (X) ultrafilter naX, onda jeV = {f [U ] : U ∈ U} ultrafilter naY .

Neka jeX beskonǎcan skup takav da je|X| = κ. FamilijaA ⊂ P (X) je nezav-
isnaako za proizvoljne različite skupoveA1, ..., An, B1, ..., Bm ∈ A presjek

A1 ∩ ... ∩An ∩ (X \B1) ∩ ... ∩ (X \Bm)

ima kardinalnostκ.
Uočava se da definicija nezavisne familije podskupova odX ne zavisi od samog

skupaX, véc isključivo od njegovog kardinalnog broja. Na osnovu toga se dokazuje
sljedéca lema.
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Lema 1.2.7 Neka suX i Y beskonačni skupovi i|X| = |Y |. Ako postoji familija
A koja je nezavisna familija podskupova skupaX, tada postoji i familijaB koja je
nezavisna familija podskupova skupaY za koju je|B| = |A|.

Lema 1.2.8 Za svaki beskonačan skupX postoji nezavisna familija podskupova
odX kardinalnosti2|X|.

Dokaz. Neka je |X| = κ i P familija koja se sastoji od svih ured-enih parova
oblika 〈F,F〉, gdje jeF konǎcan podskup odX, a F konǎcan skup konǎcnih
podskupova odX. Na osnovu leme1.1.5i teoreme1.1.2vrijedi |P | = κ, pa je,
na osnovu prethodne leme, dovoljno naći nezavisnu familijuA podskupova odP
koja je kardinalnosti2κ.

ZaE ⊂ X neka jeYE = {〈F,F〉 ∈ P : F ∩E ∈ F} i neka jeA = {YE : E ⊂
X}. Ako suE i G dva razlǐcita podskupa odX, ondaYE 6= YG (ako npr. postoji
x ∈ E \ G, tada zaF = {x} i F = {F} vrijedi 〈F,F〉 ∈ YE i 〈F,F〉 /∈ YG).
Dakle,|A| = 2κ.

Neka suA1, ..., An, B1, ..., Bm proizvoljni razlǐciti podskupovi odX. Za svako
i ≤ n i j ≤ m, neka jexi,j ∈ X takav daxi,j ∈ Ai \Bj ili xi,j ∈ Bj \Ai. Neka je
F proizvoljan konǎcan podskup odX takav daF ⊃ {xi,j : i ≤ n, j ≤ m} (imaκ
takvih skupovaF ). Jasno da je za svei ≤ n, j ≤ m ispunjenoF ∩ Ai 6= F ∩ Bj .
Zbog toga zaF = {F ∩ Ai : i ≤ n} vrijedi 〈F,F〉 ∈ YAi , za svei ≤ n i
〈F,F〉 /∈ YBj za svej ≤ m. Dakle, presjek

YA1 ∩ ... ∩ YAn ∩ (P \ YB1) ∩ ... ∩ (P \ YBm)

ima kardinalnostκ, što znǎci da je familijaA nezavisna. 2

Teorema 1.2.2 (Pospíšil)Na svakom beskonačnom skupuX postoji tačno22|X|

ultrafiltera.

Dokaz. Neka je|X| = κ i A nezavisna familija podskupova odX takva da je
|A| = 2κ (postojanje ovakve familije garantuje prethodna lema). Tada se svakoj
funkciji f : A → {0, 1} može pridružiti familija podskupovaGf , tako da je

Gf = {A : |X \A| < κ} ∪ {A : f(A) = 1} ∪ {X \A : f(A) = 0}

Zbog nezavisnosti familijeA, familija Gf ima s.k.p., pa je, prema lemi1.2.4,
sadržana u nekom ultrafilteruUf . Ako je f 6= g, onda za nekoA ∈ A vrijedi
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f(A) 6= g(A); neka je npr.f(A) = 1 i g(A) = 0, tadaA ∈ Uf i X \ A ∈ Ug, pa

je Uf 6= Ug. Zbog toga, postoji najmanje22|X| ultrafiltera.
Kako je svaki ultrafilter naX kolekcija podskupova skupaX, to ultrafiltera

ima najviše22|X| . Dakle, ima tǎcno22|X| ultrafiltera naX. 2





Glava 2

Topološki prostori

U ovoj glavi bíce izloženi pojmovi i tvrd-enja u vezi sa topološkim prostorima koji
će se koristiti u nastavku rada. Dokazi navedenih rezultata mogu se naći npr. u [2]
i [11].

2.1 Osnovni topološki pojmovi

Neka jeX neprazan skup. FamilijaO podskupova skupaX koja ima svojstva:
(O1)∅, X ∈ O;
(O2)A,B ∈ O ⇒ A ∩B ∈ O;
(O3){Ai : i ∈ I} ⊂ O ⇒ ⋃

i∈I Ai ∈ O;
naziva setopologija na skupuX, dok se za ured-enu dvojku〈X,O〉 kaže da je
topološki prostor. Elementi topologijeO nazivaju seotvorenim skupovima, dok
se komplementi otvorenih skupova nazivajuzatvorenim skupovima. Svojstvo
(O2) se može induktivno proširiti na konačno mnogo otvorenih skupova.

Topološki prostor〈X,O〉 je diskretan ako jeO = P (X), aantidiskretan ako
jeO = {∅, X}. Sve topologije na istom skupu ured-ene su parcijalnim ured-enjem
⊂ i u smislu te relacije antidiskretna topologija je najmanja, a diskretna topologija
najvéca topologija na datom skupu.

Lema 2.1.1 Neka je〈X,O〉 topološki prostor. Tada familijaC svih zatvorenih
skupova zadovoljava sljedeće uslove:

(C1) Prazan skup i skupX su zatvoreni;
(C2) Unija dva (pa i konačno mnogo) zatvorenih skupova je zatvoren skup;
(C3) Presjek proizvoljne familije zatvorenih skupova je zatvoren skup.

13



14 I UVOD

Lema 2.1.2 Neka jeX neprazan skup iΦ ⊂ P (X) familija skupova koja zado-
voljava uslove (C1)-(C3) iz prethodne teoreme. Tada važi:

(i) familija O = {X \ C : C ∈ Φ} je topologija na skupuX;
(ii) C = Φ, gdje jeC familija zatvorenih skupova prostora〈X,O〉.

Neka je〈X,O〉 topološki prostor. FamilijaB ⊂ P (X) je baza topologijeO ako
su ispunjeni uslovi:

(B1) Elementi kolekcijeB su otvoreni skupovi, tj.B ⊂ O;
(B2) Svaki otvoren skupA ∈ O može da se prikaže kao unija neke podfamilije

familije B (tj. postoji kolekcija{Bj : j ∈ J} ⊂ B, takva da jeA =
⋃

j∈J Bj).
Neka jeX neprazan skup. KolekcijaB ⊂ P (X) je baza neke topologije

na skupuX ako je kolekcija{⋃B′ : B′ ⊂ B} topologija na skupuX (tj. ako
zatvorenje familijeB u odnosu na proizvoljne unije predstavlja topologiju na skupu
X).

Teorema 2.1.1KolekcijaB ⊂ P (X) je baza neke topologije naX ako i samo ako
važe sljedeći uslovi:

(B1’)
⋃

B∈B B = X;
(B2’) ∀B1, B2 ∈ B ∃{Bi : i ∈ I} ⊂ B (B1 ∩B2 =

⋃
i∈I Bi).

Lema 2.1.3 Uslov (B2’) iz prethodne teoreme je ekvivalentan uslovu
(B2”) ∀B1, B2 ∈ B ∀x ∈ B1 ∩B2 ∃B3 ∈ B (x ∈ B3 ⊂ B1 ∩B2).

Neka je〈X,O〉 topološki prostor. FamilijaP ⊂ O je podbaza topologijeO ako
familija svih konǎcnih presjeka elemenataP predstavlja bazu neke topologijeO.
Na osnovu definicija podbaze i baze topologije jednostavno se dokazuje sljedeća
lema.

Lema 2.1.4 Neka jeX neprazan skup i familijaS ⊂ P (X) takva da je
⋃S = X.

Tada vrijedi:
(i) Familija B svih konačnih presjeka elemenata familijeS je baza neke topo-

logijeO na skupuX, aS je njena podbaza;
(ii) O je najmanja topologija na skupuX koja sadrži kolekcijuS.

Minimalna topologija na skupuX koja sadrži familijuS i zadovoljava uslove
prethodne leme biće oznǎcena saO[S].

Neka je〈X,O〉 topološki prostor iC familija zatvorenih skupova naX. Famil-
ija BC ⊂ P (X) je baza familije zatvorenih skupovaC ako se familijaC može do-
biti uzimanjem proizvoljnih presjeka skupova iz familijeBC . FamilijaPC ⊂ P (X)
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je podbaza familije zatvorenih skupovaC ako se uzimanjem konačnih unija
skupova iz familijePC dobija baza familije zatvorenih skupova.

Neka je〈X,O〉 topološki prostor ix ∈ X proizvoljna tǎcka. Tada se podskup
A ⊂ X nazivaokolina tačkex ako postoji skupU ∈ O tako dax ∈ U ⊂ A. Skup
svih okolina tǎckex biće oznǎcen saN (x).

Lema 2.1.5 Neka je〈X,O〉 topološki prostor. PodskupA ⊂ X je otvoren skup u
topologijiO ako i samo ako je on okolina svake svoje tačke.

Neka je〈X,O〉 topološki prostor i neka jex ∈ X proizvoljna tǎcka. Familija
skupovaB(x) ⊂ P (X) je baza okolina tǎckex ako su ispunjeni sljedeći uslovi:

(BN1) Elementi kolekcijeB(x) su okoline tǎckex, tj. B(x) ⊂ N (x);
(BN2) ∀U ∈ N (x) ∃B ∈ B(x) B ⊂ U .

Neka je〈X,O〉 topološki prostor. PodskupA ⊂ X je gust ako ima neprazan
presjek sa svakim̌clanom familijeO \ {∅}.

Neka je〈X,O〉 topološki prostor. Kardinalne funkcije

χ(x, 〈X,O〉) = min{|B| : B je baza okolina tǎckex};

χ(〈X,O〉) = sup{χ(x, 〈X,O〉) : x ∈ X};
w(〈X,O〉) = min{|B| : B je baza topologijeO};
d(〈X,O〉) = min{|D| : D je gust podskup odX};

nazivaju sekarakter ta čke x, karakter , težina i gustina topološkog prostora
〈X,O〉 respektivno.

Lema 2.1.6 Za svaki topološki prostor〈X,O〉 vrijedi:
(i) d(〈X,O〉) ≤ w(〈X,O〉);
(ii) χ(〈X,O〉) ≤ w(〈X,O〉).

Dokaz. Neka jeB = {Bs : s ∈ S} baza topologijeO koja se sastoji od nepraznih
skupova, takva da je|S| = w(〈X,O〉).

(i) Aksiomom izbora se može izabrati tačka xs ∈ Bs i na taj nǎcin dobiti
skupA = {xs : s ∈ S} koji je očigledno gust u prostoru〈X,O〉. Kako je još
|A| ≤ |S| = w(〈X,O〉), to vrijedi d(〈X,O〉) ≤ w(〈X,O〉).

(ii) Neka je za proizvoljnu tǎcku x ∈ X, data familijaB(x) = {B ∈ B : x ∈
B}. Jasno da je sǔclanovi familijeB(x) okoline tǎckex. Ako je V ∈ N (x), tada
postoji otvoren skupU takav da jex ∈ U ⊂ V , pa postoji skupBs0 ∈ B takav
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da jex ∈ Bs0 ⊂ U ⊂ V , odakle jeBs0 ∈ B(x). Dakle, familijaB(x) ispunjava
svojstva (BN1) i (BN2), pa je ona baza okolina u tački x i pritom je |B(x)| ≤
|B| = w(〈X,O〉). Dakle, za svakox ∈ X, vrijedi χ(x, 〈X,O〉) ≤ w(〈X,O〉), pa
je ispunjeno iχ(〈X,O〉) ≤ w(〈X,O〉). 2

Lema 2.1.7 Neka jeB baza topologije topološkog prostora〈X,O〉. Tada postoji
baza topologijeB0 ⊂ B takva da je|B0| = w(〈X,O〉).

Dokaz. Razlikuju se dva slǔcaja:
(i) |O| < ℵ0. Za x ∈ X, neka su dati skupoviUx =

⋂{U ∈ O : x ∈ U}.
Tada je familijaB0 = {Ux : x ∈ X} baza topologijeO. Zaista, svaki skupUx je
kao konǎcan presjek otvorenih skupova, otvoren, pa je ispunjen uslov (B1). Ako
je U ∈ O tada za podfamiliju{Ux : x ∈ U} ⊂ B0 ispunjenoU =

⋃
x∈U Ux, pa

važi i uslov (B2). Osim toga, iz definicije bazeB0 slijedi da je ona sadržana u bilo
kojoj drugoj bazi,te na osnovu toga vrijediB0 ⊂ B i |B0| = w(〈X,O〉).

(ii) |O| ≥ ℵ0. Neka jeB1 baza topologijeO za koju je|B1| = w(〈X,O〉)
i neka jeS = {〈U, V 〉 ∈ B2

1 : ∃T〈U,V 〉 ∈ B (U ⊂ T〈U,V 〉 ⊂ V )}. Familija
definisana saB0 = {T〈U,V 〉 : 〈U, V 〉 ∈ S} zadovoljava uslove teoreme. Zaista,
iz definicije direktno slijedi da jeB0 ⊂ B; takod-e vrijedi: |B0| ≤ |S| ≤ |B2

1| ≤
|B1| = w(〈X,O〉) (pri čemu posljednja nejednakost vrijedi zbog beskonačnostiO
i teoreme1.1.2). Jasno je da je familijaB0 sastavljena od otvorenih skupova, pa
ona ispunjava svojstvo (B1). Za provjeravanje svojstva (B2) dovoljno je provjeriti
da se svaki skup iz familijeB1 može napisati kao unije neke podfamilije odB0.
Kako su familijeB i B1 baze topologijeO to za proizvoljan skupV ∈ B1 vrijedi:

V =
⋃ {

W ∈ B : W ⊂ V
}

=

⋃{⋃{
UW ∈ B1 : UW ⊂ W

}
: W ∈ B,W ⊂ V

}
=

⋃{
T〈UW ,V 〉 : W ∈ B,W ⊂ V,UW ∈ B1, UW ⊂ W

}

Dakle, ispunjeno je i svojstvo (B2), pa jeB0 baza topologijeO. 2

Ukoliko to ne dovodi do zabune, u narednomće se umjesto〈X,O〉, χ(〈X,O〉),
w(〈X,O〉), d(〈X,O〉), respektivno koristiti kráci zapisiX, χ(X), w(X), d(X).

Ako je χ(X) ≤ ℵ0, kaže se da topološki prostorX zadovoljavaprvu aksiomu
prebrojivosti . Ako je w(X) ≤ ℵ0, kaže se da topološki prostorX zadovoljava
drugu aksiomu prebrojivosti . Ako je d(X) ≤ ℵ0, kaže se da je topološki prostor
X separabilan.
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Neka jeX topološki prostor iA ⊂ X. Unutrašnjost skupaA ( u oznaciAo)
je najvéci ( u smislu inkluzije ) otvoren skup naX sadržan u skupuA. Zatvorenje
skupa A (u oznaciA) je najmanji (u smislu inkluzije) zatvoren skup naX koji
sadrži skupA. S obzirom da je∅ otvoren i X zatvoren skup, unutrašnjost i
zatvorenje postoje za svaki skupA ⊂ X.

Osnovna veza izmed-u prethodno uvedenih operatora unutrašnjosti i zatvorenja
je data u sljedécoj lemi.

Lema 2.1.8 Neka jeX topološki prostor iA ⊂ X. Tada vrijedi

X \A = X \Ao.

Lema 2.1.9 Neka jeX topološki prostor iA ⊂ X. Tada su sljedeći uslovi ekviva-
lentni :

(i) x ∈ A;
(ii) za svakoU ∈ N (x) vrijedi U ∩A 6= ∅.

Lema 2.1.10 Neka je〈X,O〉 topološki prostor iA ⊂ X. Tada je familijaOA =
{U ∩A : U ∈ O} topologija na skupuA.

TopologijaOA iz prethodne leme se nazivarelativna topologija na skupuA, dok
se ured-eni par〈A,OA〉, nazivapotprostor topološkog prostora〈X,O〉. Ako je
A otvoren skup u topološkom prostoruX, tada se odgovarajući potprostor naziva
otvoren potprostor, a ako jeA zatvoren skup u topološkom prostoruX, zatvoren
potprostor.

2.2 Preslikavanja topoloških prostora

Neka su〈X,OX〉 i 〈Y,OY 〉 topološki prostori ix0 ∈ X proizvoljna tǎcka. Fu-
nkcija f : X → Y je neprekidna u tački x0 ako za svaku okolinuV tačke
f(x0) postoji okolinaU tačkex0 tako da jef [U ] ⊂ V . Funkcijaf : X → Y je
neprekidna ako je neprekidna u svakoj tački x ∈ X, tj. ako vrijedi:

∀x ∈ X ∀V ∈ N (f(x)) ∃U ∈ N (x) f [U ] ⊂ V .

Nekoliko ekvivalenata prethodne definicije neprekidnosti je dato u sljedećoj teo-
remi.



18 I UVOD

Teorema 2.2.1Neka su〈X,OX〉 i 〈Y,OY 〉 topološki prostori if : X → Y
proizvoljno preslikavanje.Tada su sljedeći uslovi ekvivalentni:

(i) preslikavanjef je neprekidno;
(ii) za svaki otvoren skupV ⊂ Y , skupf−1[V ] ⊂ X je otvoren;
(iii) postoji bazaB topologijeOY , takva da je za svaki skupB ∈ B, skup

f−1[B] ⊂ X otvoren;
(iv) za svaki zatvoren skupF ⊂ Y , skupf−1[F ] ⊂ X je zatvoren;
(v) za svaki skupA ⊂ X vrijedi f [A] ⊂ f [A];
(vi) za svaki skupB ⊂ Y vrijedi f−1[B] ⊂ f−1[B].

Lema 2.2.1 Neka su〈X,OX〉, 〈Y,OY 〉 i 〈Z,OZ〉 proizvoljni topološki prostori,
a f : X → Y i g : Y → Z neprekidna preslikavanja. Tada je i kompozicija
g ◦ f : X → Z neprekidno preslikavanje.

Neprekidna bijekcijaf se nazivahomeomorfizamako je preslikavanjef−1 takod-e
neprekidno. Dva topološka prostoraX i Y su homeomorfna ako postoji homeo-
morfizamf : X → Y . Neka su〈X,OX〉 i 〈Y,OY 〉 topološki prostori. Pres-
likavanjef : X → Y je otvoreno ako je za svaki otvoren skupU ⊂ X, skup
f [U ] ⊂ Y otvoren. Preslikavanjef : X → Y je zatvoreno ako je za svaki
zatvoren skupF ⊂ X skupf [F ] ⊂ Y zatvoren.

Teorema 2.2.2Neka su〈X,OX〉 i 〈Y,OY 〉 topološki prostori i neka jef : X →
Y neprekidna bijekcija. Tada su sljedeći uslovi ekvivalentni:

(i) f je homeomorfizam;
(ii) f je otvoreno;
(iii) f je zatvoreno.

Lema 2.2.2 Ako su topološki prostoriX i Y homeomorfni, tada jew(X) = w(Y ),
χ(X) = χ(Y ) i d(X) = d(Y ).

Neka suX i Y neprazni skupovi,f : X → Y i A ⊂ X. Preslikavanjeg : A → Y
dato sag(x) = f(x), za svex ∈ A, se nazivarestrikcija preslikavanja f na skup
A i oznǎcava se safdA. Preslikavanjeh : A → f [A] dato sah(x) = f(x), za sve
x ∈ A, se nazivasurjektivna restrikcija preslikavanja f na skupA i oznǎcava
se saf |A.

Lema 2.2.3 Neka su〈X,OX〉 i 〈Y,OY 〉 topološki prostori iA ⊂ X neprazan
skup. Tada za proizvoljno preslikavanjef : X → Y važi:

(i) f je neprekidno⇒ f |A je neprekidno;
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(ii) f je otvoreno iA ∈ OX ⇒ f |A je otvoreno;
(iii) f je zatvoreno iA je zatvoren skup⇒ f |A je zatvoreno.

Neka su〈X,OX〉 i 〈Y,OY 〉 topološki prostori. Preslikavanjef : X → Y je
potapanjeako je surjektivna restrikcijaf |X homeomorfizam.

Lema 2.2.4 Neka su〈X,OX〉 i 〈Y,OY 〉 topološki prostori if : X → Y proizvo-
ljno preslikavanje. Tada važi:

(i) Ako jef neprekidna otvorena injekcija, onda jef potapanje;
(ii) Ako jef neprekidna zatvorena injekcija, onda jef potapanje.

2.3 Aksiome separacije

Topološki prostorX je:
T0 prostor ako za svake dvije različite tǎckex, y ∈ X postoji otvoren skupU

takav da jex /∈ U 3 y;
T1 prostor ako za svake dvije različite tǎckex, y ∈ X postoji otvoren skupU

takav da jex /∈ U 3 y (tada postoji i otvoren skupV takav day /∈ U 3 x);
T2 prostor ili Hausdorffov prostor ako za svake dvije različite tǎckex, y ∈ X

postoje disjunktni i otvoreni skupoviU i V takvi da jex ∈ U i y ∈ V ;
T3 prostor ili regularan prostor ako jeT1 prostor i ako za svaki zatvoren skup

F i svaku tǎcku x ∈ X koja mu ne pripada postoje disjunktni otvoreni skupoviU
i V takvi da jex ∈ U i F ⊂ V ;

T3 1
2

prostor ako jeT1 prostor i ako za svaku tačku x ∈ X i svaki zatvoren

skupF koji je ne sadrži postoji neprekidna funkcijaf : X → [0, 1] takva da je
f(x) = 0 i f [F ] = {1}.

T4 prostor ili normalan prostor ako jeT1 prostor i ako za svaka dva disjunk-
tna zatvorena skupaF,G ⊂ X postoje disjunktni otvoreni skupoviU, V ⊂ X
takvi da jeF ⊂ U i G ⊂ V .

Lema 2.3.1 Topološki prostorX je T1 prostor ako i samo ako je za svakox ∈ X,
skup{x} zatvoren.

Lema 2.3.2 Svaki konačanT1 topološki prostor je diskretan.

Topološki prostorX je nuladimenzionalanako jeT2 prostor i ima bazu topo-
logije sastavljenu od otvoreno-zatvorenih skupova.



20 I UVOD

Lema 2.3.3 Svaki nuladimenzionalan topološki prostor jeT3 1
2

prostor.

Dokaz. Neka jeX nuladimeonzionalan prostor koji ima bazuB sastavljenu od
otvoreno-zatvorenih skupova. Neka jeF ⊂ X zatvoren skup ix /∈ F proizvoljan
element. Tadax ∈ X \ F , pa postoji otvoreno-zatvoren skupB ∈ B takav da je
x ∈ B ⊂ X \ F . Funkcijaf : X → [0, 1] definisana sa

f(y) =
{

0, za y ∈ B
1, za y ∈ X \B

je neprekidna, jer za bazne otvorene skupove u potprostoru[0, 1] (koji su oblika
[0, b), (a, b) i (a, 1], gdje je0 ≤ a < b ≤ 1) vrijedi:

f−1[[0, b)] = B, f−1[(a, b)] = ∅, f−1[(a, 1]] = X \B;

pri čemu su skupovi∅, B i X \ B otvoreni u prostoruX. Kako je jošf(x) = 0 i
f [F ] ⊂ f [X \B] = {1}, to je prostorX T3 1

2
prostor. 2

Odnosi izmed-u razlǐcitih aksioma separacije su dati u sljedeće dvije leme.

Lema 2.3.4 Svaki Hausdorffov prostor jeT1 prostor, i svakiT1 prostor jeT0 pros-
tor.

Lema 2.3.5 SvakiT4 prostor jeT3 1
2

prostor, svakiT3 1
2

prostor jeT3 prostor i svaki
T3 prostor je Hausdorffov prostor.

2.4 Kompaktnost

Neka jeX topološki prostor. Familija{Ai : i ∈ I} podskupova skupaX se naziva
pokrivačem skupaX ako jeX =

⋃
i∈I Ai. Familija {Ai : i ∈ J}, gdjeJ ⊂

I, se nazivapotpokrivač datog pokrivǎca, ako i sama predstavlja pokrivač skupa
X. Ako su svi članovi date familije otvoreni skupovi tada je u pitanjuotvoren
pokrivač topološkog prostoraX.

Topološki prostorX je kompaktan ako se iz svakog otvorenog pokrivača tog
prostora može izdvojiti konǎcan potpokrivǎc. 1

Jasno je da je svaki konačan prostor, kao i svaki prostor sa konačnom topolo-
gijom, kompaktan.

1U nekim knjigama iz topologije, npr. u [2], se u definiciji kompaktnosti dodatno pretpostavlja
da je posmatrani topološki prostor Hausdorffov. U ovom radu neće se podrazumjevati ta dodatna
pretpostavka.
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Lema 2.4.1 Topološki prostorX je kompaktan ako i samo ako svaka familija
zatvorenih podskupova prostoraX koja ima s.k.p. ima neprazan presjek.

Neka je〈X,O〉 topološki prostor iA ⊂ X. A je kompaktan skup ako je potpros-
tor 〈A,OA〉 kompaktan.

Lema 2.4.2 SkupA je kompaktan u topološkom prostoru〈X,O〉 ako i samo svaki
otvoren pokrivač skupaA ima konačan potpokrivač.

Lema 2.4.3 Zatvoren potprostor kompaktnog prostora je kompaktan.

Lema 2.4.4 Neka jeX Hausdorffov prostor iA ⊂ X kompaktan skup. Tada:
(i) akox /∈ A, onda postoje disjunktni otvoreni skupoviU i V , takvi dax ∈ U

i A ⊂ V ;
(ii) skupA je zatvoren.

Teorema 2.4.1Neka je〈X,OX〉 kompaktan, a〈Y,OY 〉 proizvoljan topološki pros-
tor. Ako postoji neprekidna surjekcijaf : X → Y , onda je topološki prostor
〈Y,OY 〉 kompaktan.

Na osnovu prethodne teoreme direktno slijedi sljedeća lema.

Lema 2.4.5 Neprekidna funkcija preslikava kompaktan skup na kompaktan skup.

Teorema 2.4.2Neka jef : X → Y neprekidno preslikavanje kompaktnog pros-
tora X u Hausdorffov prostorY . Tada:

(i) za svakoA ⊂ X, f [A] = f [A];
(ii) f je zatvoreno preslikavanje.

Na osnovu prethodne teoreme direktno slijedi sljedeća lema.

Lema 2.4.6 Svaka neprekidna bijekcija kompaktnog prostora na Hausdorffov pr-
ostor je homeomorfizam.

Lema 2.4.7 Neka su na skupuX zadate topologijeO1,O2 tako da jeO1 ⊂ O2,
pri čemu je〈X,O1〉 je Hausdorffov, a〈X,O2〉 kompaktan topološki prostor. Tada
jeO1 = O2.

Neka jeX T3 1
2

prostor. Ured-eni par〈Y, c〉, gdje jeY kompaktan topološki prostor

i c : X → Y homeomorfno potapanje takvo da jec[X] = Y , se nazivakompakti-
fikacija prostoraX.

Lema 2.4.8 Ako se topološki prostorX može homeomorfno potopiti u kompaktan
prostorY , tadaX ima kompaktifikaciju.
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2.5 Konvergencija mreža

Ako je X neprazan skup i〈Σ,≤〉 usmjeren skup, onda se svako preslikavanjex :
Σ → X nazivamreža2 u X i oznǎcava se sa〈xσ : σ ∈ Σ〉. Ako je X topološki
prostor, tǎckax0 ∈ X se nazivagranica mreže〈xσ : σ ∈ Σ〉 u X ako vrijedi:

∀U ∈ N (x0) ∃σ0 ∈ Σ ∀σ ≥ σ0 xσ ∈ U.

Tada se kaže da mreža〈xσ : σ ∈ Σ〉 konvergira ka tǎcki x0. Skup svih granica
mreže〈xσ : σ ∈ Σ〉 se oznǎcava salimσ∈Σ xσ. Ako mreža〈xσ : σ ∈ Σ〉 ima tǎcno
jednu granicu,x0, ondaće se to zapisivati salimσ∈Σ xσ = x0.

Lema 2.5.1 Neka jeX topološki prostor,x ∈ X i A ⊂ X proizvoljni. Tadax ∈ A
ako i samo ako postoji mreža na skupuA koja konvergira kax.

Dokaz. (⇒) Nekax ∈ A. Tada je skupΣ = {U ⊂ X : U ∈ N (x)} usmjeren
sa relacijom≤ koja je definisana saU1 ≤ U2 ⇔ U1 ⊃ U2. S obzirom da je za
svakoU ∈ Σ ispunjenoU ∩ A 6= ∅, koristéci aksiomu izbora može se izabrati
xU ∈ U ∩ A. Na taj nǎcin je dobijena mreža〈xU : U ∈ Σ〉 na skupuA za koju se
lako provjerava da konvergira ka tački x.

(⇐) Ako je 〈xσ : σ ∈ Σ〉 mreža na skupuA koja konvergira kax, tada je za
svaku okolinuU tačkex ispunjenoA∩U 6= ∅, pa, prema lemi2.1.9, vrijedi x ∈ A.
2

Teorema 2.5.1Neka suX i Y topološki prostori. Preslikavanjef : X → Y je
neprekidno ako i samo ako je

f [lim
σ∈Σ

xσ] ⊂ lim
σ∈Σ

f(xσ)

za svaku mrežu〈xσ : σ ∈ Σ〉 na prostoruX.

Dokaz. (⇒) Neka jef : X → Y neprekidna funkcija ix ∈ limσ∈Σ xσ. Tada za
proizvoljnu okolinuV tačkef(x) postoji okolinaU tačkex takva da jef [U ] ⊂ V .
Kako x ∈ limσ∈Σ xσ, postojiσ0 ∈ Σ tako da jexσ ∈ U za sveσ ≥ σ0. Ovo
implicira da jef(xσ) ∈ V , za sveσ ≥ σ0. Zbog toga vrijedif(x) ∈ limσ∈Σ f(xσ),
pa jef [limσ∈Σ xσ] ⊂ limσ∈Σ f(xσ).

(⇐) Neka preslikavanjef zadovoljava uslove teoreme. Da bi se pokazalo da je
f neprekidna funkcija, prema teoremi2.2.1(dio (v)), dovoljno je dokazati da je za

2Odgovarajúci engleski naziv je net.
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svakoA ⊂ X ispunjenof [A] ⊂ f [A]. Med-utim, ovo slijedi na osnovu prethodne
leme. 2

Lema 2.5.2 Ako u topološkom prostoru〈X,O〉mreža〈xσ : σ ∈ Σ〉 konvergira ka
x ∈ X i ako jeO1 ⊂ O, tada ta mreža konvergira kax i u topološkom prostoru
〈X,O1〉.
Teorema 2.5.2Topološki prostorX je T2 prostor ako i samo ako svaka mreža u
X ima najviše jednu granicu.

Dokaz. (⇒) Neka jeX T2 topološki prostor i〈xσ : σ ∈ Σ〉 mreža uX koja
ima dvije razlǐcite granicex1, x2 ∈ X. Tada postoje disjunktne otvorene okoline
U1, U2 ⊂ X tačakax1 i x2 respektivno. Zai = 1, 2, postojeσi ∈ Σ takvi da
xσ ∈ Ui, zaσ ≥ σi. Kako je skupΣ usmjeren, to postojiσ0 ∈ Σ takav da je
σ1, σ2 ≤ σ0 i xσ ∈ U1∩U2 zaσ ≥ σ0, odakle jeU1∩U2 6= ∅, što je kontradikcija.
Dakle, svaka mreža uX ima najviše jednu granicu.

(⇐) Prepostavimo daX nije Hausdorffov prostor. Tada postoje dvije različite
tačke x1, x2 ∈ X, takve da za proizvoljnu okolinuU1 tačke x1 i proizvoljnu
okolinuU2 tačkex2 vrijedi U1 ∩ U2 6= ∅. Skup

Σ = {U1 ∩ U2 : U1 ∈ N (x1), U2 ∈ N (x2)}
se može usmjeriti relacijom⊃. Ako je xσ proizvoljan element izabran iz skupa
σ = U1 ∩ U2 ∈ Σ, tada dobijamo mrežu〈xσ : σ ∈ Σ〉 za koju jex1, x2 ∈
limσ∈Σ xσ, tj. koja ima više od jedne granice. 2

Ako je 〈Aσ : σ ∈ Σ〉 mreža podskupova nekog skupaX, onda se definišu

limσ∈ΣAσ =
⋃

σ∈Σ

⋂
ρ≥σ Aρ,

limσ∈ΣAσ =
⋂

σ∈Σ

⋃
ρ≥σ Aρ.

Lema 2.5.3 limσ∈ΣAσ ⊂ limσ∈ΣAσ.

Dokaz. Neka jex0 ∈
⋃

σ∈Σ

⋂
ρ≥σ Aρ. Tada postojiσ0 ∈ Σ tako da vrijedi:

∀ρ ≥ σ0 x0 ∈ Aρ (2.1)

S obzirom da jeΣ usmjeren skup, zaσ ∈ Σ, postojiρ0 ∈ Σ tako da jeσ, σ0 ≤
ρ0, pa prema uslovu (2.1) vrijedi x0 ∈ Aρ0 , što, zajedno saσ ≤ ρ0 implicira x0 ∈⋃

ρ≥σ Aρ. Ovo vrijedi za svakoσ ∈ Σ, zbogčega se dobijax0 ∈
⋂

σ∈Σ

⋃
ρ≥σ Aρ.

2
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2.6 Konvergencija filtera

Konvergencija u topološkom prostoru može biti okarakterisana i korišćenjem fil-
tera.

Neka jeX topološki prostor iF ⊂ P (X) filter. Tǎcka x ∈ X je granica
filtera F ako svaka okolina tǎckex pripadaF . Tada filterF konvergira kax (u
oznacix ∈ limF). Tǎckax ∈ X je tačka nagomilavanja filteraF akox pripada
zatvorenju svakoǧclana familijeF .

Lema 2.6.1 U topološkom prostoruX, x ∈ X je tačka nagomilavanja filteraF ⊂
P (X) ako i samo ako svaka okolina tačkex siječe sve članove familijeF .

Dokaz. Slijedi iz definicije tǎcke nagomilavanja filtera i leme2.1.9. 2

Lema 2.6.2 Svaka granica filtera je ujedno i tačka nagomilavanja tog filtera.

Dokaz. Neka jeX topološki prostor iF ⊂ P (X) filter koji konvergira ka tǎcki
x ∈ X. Tada svaka okolina tačke x siječe svečlanove filteraU (zbog svojstva
(FI1)). Prema prethodnoj lemix je tǎcka nagomilavanja filteraF . 2

Obrat prethodne leme vrijedi za ultrafiltere, preciznije, vrijedi sljedeća lema.

Lema 2.6.3 Svaka tačka nagomilavanja ultrafiltera je granica ovog ultrafiltera.

Dokaz. Neka jeX topološki prostor ix ∈ X tačka nagomilavanja ultrafiltera
U ⊂ P (X). Prema lemi2.1.7proizvoljna okolinaU ∈ N (x) siječe svakoǧclana
ultrafilteraU , pa je, prema lemi1.2.3, U ∈ U . Dakle,x ∈ U . 2

Može se pokazati da su dvije uvedene karakterizacije konvergencije u topološkom
prostoru (preko mreža i preko filtera) ustvari ekvivalentne. Preciznije, vrijedi
sljedéca teorema.

Teorema 2.6.1Neka jeX topološki prostor. Tada vrijedi:
(i) za mrežuS = 〈xσ : σ ∈ Σ〉 na X, familija F(S) koja se sastoji od svih

skupovaA ⊂ X sa osobinom da postojiσ0 ∈ Σ tako daxσ ∈ A, zaσ ≥ σ0, je
filter naX za kojeg vrijedilim S = limF(S).

(ii) za filter F na X, skupΣ = {〈x,A〉 : x ∈ A i A ∈ F} je usmjeren u
odnosu na relaciju≤ definisanu sa〈x1, A1〉 ≤ 〈x2, A2〉 ⇔ A2 ⊂ A1 i familija
S(F) = 〈xσ : σ ∈ Σ〉 definisana saxσ = x, zaσ = 〈x,A〉 ∈ Σ, je mreža naX
za koju vrijedilimF = limS(F).
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Dokaz. (i) Treba najprije dokazati da je familijaF(S) filter. Kako ∅ /∈ F(S),
to vrijedi svojstvo (FI1). NekaA1, A2 ∈ F(S). Tada postojeσi ∈ Σ, i = 1, 2,
tako da zaσ ≥ σi vrijedi xσ ∈ Ai, pa iz usmjerenja skupaΣ slijedi postojanje
σ0 ∈ Σ tako da jeσ1, σ2 ≤ σ0 tako da zaσ ≥ σ0 vrijedi xσ ∈ A1 ∩ A2. Dakle,
A1 ∩ A2 ∈ F(S), pa vrijedi i osobina (FI2). NekaA ∈ F(S) i A ⊂ A1. Tada
postojiσ0 ∈ Σ tako da zaσ ≥ σ0 vrijedi xσ ∈ A ⊂ A1, paA1 ∈ F(S), tj. vrijedi
i svojstvo (FI3). Zax ∈ X, uslovx ∈ limS je ekvivalentan uslovu da za svaku
okolinuU tačkex postojiσ0 ∈ Σ tako da zaσ ≥ σ0 vrijedi xσ ∈ U ; s obzirom na
definiciju filteraF(S), ovo je dalje ekvivalentno uslovu da svaka okolina tačkex
pripada filteruF(S), tj. uslovux ∈ limF(S). Dakle,limS = limF(S).

(ii) Iz usmjerenja relacije⊂ dobija se da je≤ usmjerenje na skupuΣ, takod-e
se uǒcava da jeS(F) = 〈xσ : σ ∈ Σ〉 mreža na skupuX. Za y ∈ X, uslov
y ∈ limF je ekvivalentan uslovu da za svaku okolinuU tačkey vrijedi U ∈ F ;
to je dalje, za proizvoljnox0 ∈ U , ekvivalentno saσ0 = 〈x0, U〉 ∈ Σ, pri čemu
zaσ = 〈x, A〉 ∈ Σ za kojeσ ≥ σ0 vrijedi xσ ∈ A ⊂ U ; što je ekvivalentno sa
y ∈ lim S(F). Dakle,limF = limS(F). 2

Prethodna teorema omogućava da se sva tvrd-enja u vezi konvergencije mreža iz
prethodne glave formulišu u terminima filtera. U naredne dvije leme su navedena
dva takva tvrd-enja kojaće se koristiti u nastavku rada.

Lema 2.6.4 Ako u topološkom prostoru〈X,O〉 filter F ⊂ P (X) konvergira ka
x ∈ X i ako jeO1 ⊂ O, tada taj filter konvergira kax i u topološkom prostoru
〈X,O1〉.

Lema 2.6.5 Topološki prostorX je Hausdorffov ako i samo ako svaki filter naX
ima najviše jednu granicu.

Teorema 2.6.2Topološki prostor je kompaktan ako i samo ako svaki ultrafilter na
tom prostoru ima tačku nagomilavanja.

Dokaz. (⇒) Neka je prostorX kompaktan i neka jeU ⊂ P (X) ultrafilter. Ako
se pretpostavi da dati ultrafilter nema tačku nagomilavanja, tada za svakox ∈ X,
postojiUx ∈ U , tako dax /∈ Ux. Tada je{X \ Ux : x ∈ X} otvoren pokrivǎc
prostoraX, pa zbog kompaktnosti, postoji konačan skup{x1, ..., xn} ⊂ X takav
da jeX =

⋃n
i=1(X \ Uxi) = X \⋂n

i=1 Uxi , odakle je
⋂n

i=1 Uxi = ∅. Med-utim,
za svakox ∈ X, vrijedi daUx ∈ U , pa dobijamo kontradikciju, jer je ultrafilterU
familija sa s.k.p.
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(⇐) Neka svaki ultrafilter na topološkom prostoruX ima tǎcku nagomilavanja
i neka jeZ ⊂ P (X) familija zatvorenih skupova sa s.k.p. Prema lemi1.2.4,
ova familija je sadržana u nekom ultrafilteruU ⊂ P (X). Neka jex ∈ X tačka
nagomilavanja ovog ultrafiltera iF ∈ Z ⊂ U proizvoljno. Tada jex ∈ F = F , pa
x ∈ F , za sveF ∈ Z, tj.

⋂
F∈Z F 6= ∅. Prema lemi2.4.1, prostorX je kompaktan.

2

2.7 Tihonovski proizvod

Topologija Tihonova na direktnom proizvodu skupova uvodi se kao najgrublja
topologija u odnosu na koju su sve projekcije neprekidna preslikavanja. Preciznije
vrijedi sljedéca teorema.

Teorema 2.7.1Neka jeI neprazan skup i{〈Xi,Oi〉 : i ∈ I} familija topoloških
prostora. Tada vrijedi:

(i) Kolekcija P svih podskupova skupa
∏

i∈I Xi oblika π−1
i [Ui], gdje jei ∈

I proizvoljan indeks, aUi ∈ Oi otvoren skup u prostoruXi, je podbaza neke
topologijeO na skupu

∏
i∈I Xi;

(ii) Familija svih konačnih presjeka elemenata kolekcijeP

B = {
⋂

i∈K

π−1
i [Ui] : K ∈ [I]<ℵ0 ∧ ∀i ∈ K (Ui ∈ Oi)}

je baza topologijeO.

Topologija na skupu
∏

i∈I Xi uvedena u prethodnoj teoremi naziva setopolo-
gija Tihonova, dok se prostor〈∏i∈I Xi,O〉 nazivatopološki proizvod familije
topoloških prostora{〈Xi,Oi〉 : i ∈ I}.
S obzirom na definiciju baze topologije Tihonova, direktno se dobija sljedeća lema.

Lema 2.7.1 Uz pretpostavke i oznake uvedene u prethodnoj teoremi važi

⋂

i∈K

π−1
i [Ui] =

∏

i∈I

Vi

gdje je

Vi =

{
Xi, zai ∈ I \K

Ui, zai ∈ K.
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Lema 2.7.2 Uz pretpostavke i oznake uvedene u prethodnoj teoremi vrijedi da su
projekcijeπj :

∏
i∈I Xi → Xj neprekidna i otvorena preslikavanja.

Teorema 2.7.2 (Tihonov)Proizvod proizvoljne kolekcije kompaktnih prostora je
kompaktan prostor.

Dokaz. Na osnovu teoreme2.6.2, dovoljno je dokazati da svaki ultrafilter na
proizvodu datih prostora ima tačku nagomilavanja tj. granicu.

Neka su〈Xi,Oi〉, i ∈ I, kompaktni prostori,X =
∏

i∈I Xi i U ⊂ P (X)
ultrafilter. Za proizvoljnoi ∈ I, projekcijaπi je surjekcija, pa je, prema lemi1.2.6,
kolekcija Ui = {πi[U ] : U ∈ U} ultrafilter na skupuXi. Zbog kompaktnosti
prostoraXi, prema teoremi2.6.2, postoji tǎcka xi ∈ Xi čija je svaka okolina
element ultrafilteraUi, tj. vrijedi:

∀V ∈ N (xi) ∃U ∈ U V = πi[U ]. (2.2)

Koristéci aksiomu izbora izaberu se takve tačkexi ∈ Xi, i ∈ I i na taj nǎcin se
dobije tǎckax = 〈xi : i ∈ I〉 prostora

∏
i∈I Xi. Potrebno je još provjeriti da svaka

okolinaW tačkex pripada ultrafilteruU .
Neka jeW ∈ N (x). Tada postoji element baze topologijeB =

⋂
i∈K π−1

i [Vi]
gdje jeK ⊂ I konǎcan skup, aVi ∈ Oi, takav dax ∈ B ⊂ W . No, tada je
xi ∈ Vi, za svei ∈ K, pa prema uslovu (2.2), postojeUi ∈ U , i ∈ K, tako da je
Vi = πi[Ui]. Dalje vrijedi

W ⊃ B =
⋂

i∈K

π−1
i [Vi] =

⋂

i∈K

π−1
i [πi[Ui]] ⊃

⋂

i∈K

Ui ∈ U ,

pa W ∈ U . Dakle, ultrafilterU konvergira ka tǎcki x, pa je prostor
∏

i∈I Xi

kompaktan. 2

Neka je na skupu2 = {0, 1} zadana diskretna topologija i neka jeI neprazan skup.
Topološki proizvod2I naziva sekub Cantora.

Teorema 2.7.3Neka jeI beskonačan skup. Tada za kub Cantora važiw(2I) =
|I|.

Dokaz. Standardna baza topologije Tihonova na2I , na osnovu leme1.1.5, ima
kardinalnost|[I]<ω| = |I|, pa jew(2I) ≤ |I|. Za suprotnu nejednakost dovoljno
je, prema lemi2.1.6dio (ii), pokazati da jeχ(2I) = |I|. Kako prema istoj toj lemi
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vrijedi χ(2I) ≤ w(2I) ≤ |I|, dovoljno je dokazati da ne može vrijeditiχ(2I) <
|I|.

Neka jex = 〈xi : i ∈ I〉 ∈ 2I proizvoljno iB(x) baza okolina u tǎcki x. Tada
jeB(x) beskonǎcan skup i za svaku okolinuW ∈ B(x) postoji bazni otvoren skup
BW =

∏
i∈I Ui, gdje je

Ui =

{
2, zai ∈ I \KW

{x(i)}, zai ∈ KW

za neki konǎcan skupKW ⊂ I, tako da jex ∈ BW ⊂ W .
Neka je |B(x)| < |I| i J =

⋃
W∈B(x) KW . Tada je|J | = |[B(x)]<ω| =

|B(x)| < |I|, pa postojik ∈ I \ J i za svakoW , vrijedi k /∈ KW . Neka je
V =

∏
i∈I Vi, gdje je

Vi =

{
2, zai 6= k

{x(i)}, zai = k.

Tada je skupV otvoren skup Cantorovog kuba koji sadrži tačkux, pa jeV ∈ N (x).
Neka jeW ∈ B(x) proizvoljno. Tada tǎckax′ ∈ 2I koja je jednakax izuzev za
koordinatuk, gdje je jednaka tǎcki u 2 koja nije jednakax(k), pripada skupuBW

(pa i skupuW ), ali ne pripada skupuV , što je kontradikcija, jer jeB(x) baza
okolina. Dakle, vrijediχ(2I) = |I|. 2

Na osnovu teoreme Tihonova direktno slijedi sljedeća lema.

Lema 2.7.3 Kub Cantora2I je kompaktan prostor.
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Glava 3

Osnovni pojmovi teorije mreža

U ovoj glavi bíce izloženi pojmovi i tvrd-enja teorije mreža kojíce se koristiti u
nastavku rada. Svi navedeni rezultati se mogu se naći npr. u [1], [5] i [ 12].

3.1 Mreža kao algebra i kao ured-enje. Dualnost

Neka jen prirodan broj.n-arna operacija skupaA jeste proizvoljno preslikavanje
f : An → A. Operacije arnosti2 nazivaju sebinarne operacije.

Neka jeA neprazan skup, aF neki skup operacija naA. Tada se ured-en par
〈A,F〉 nazivaalgebra(sa nosǎcemA).

Neka jeL neprazan skup, a∧ i ∨ dvije binarne operacije skupaL. Algebra
L = 〈L,∧,∨〉 je mreža1 ako za svex, y, z ∈ L vrijedi:

x ∧ x = x , x ∨ x = x (idempotentnost);
x ∧ y = y ∧ x , x ∨ y = y ∨ x (komutativnost);
x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z , x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z (asocijativnost);
x ∧ (y ∨ x) = x , x ∨ (y ∧ x) = x (apsorptivnost).

Parcijalno ured-en skup〈L,≤〉 je mrežno ured-en skupako za svaka dva elementa
x, y ∈ L postojeinf{x, y} i sup{x, y}.

Primjer 3.1.1. Svaki linearno ured-en skup〈X,≤〉 je ujedno i mrežno ured-en, jer
za proizvoljnex, y ∈ X vrijedi inf{x, y} = x i sup{x, y} = y u slǔcaju kada je
x ≤ y, odnosnoinf{x, y} = y i sup{x, y} = x u slǔcaju kada jey ≤ x.

1Odgovarajúci engleski naziv je lattice. U ovom radúce se naziv mreža podjednako koristiti za
engleske termine net i lattice, pričemuće iz konteksta biti jasno o kom objektu se govori.
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Primjer 3.1.2. Neka jeEq(S) skup svih relacija ekvivalencije na skupuS. Za sve
ρ, σ ∈ Eq(S) neka je

ρ ∧ σ = ρ ∩ σ;

ρ ∨ σ =
⋂
{δ ∈ Eq(S) : ρ ∪ σ ⊂ δ}.

Algebra 〈Eq(S),∧,∨〉 ispunjava sve aksiome iz definicije mreže, i ta mreža se
nazivamreža ekvivalencija ili particija skupaS.

Teorema 3.1.1 [12] (i) Neka je L = 〈L,≤〉 mrežno ured-en skup i neka su na
skupuL operacije∧ i ∨ definisane sa:

x ∧ y = inf{x, y};

x ∨ y = sup{x, y}.
Tada je algebraA(L) = 〈L,∧,∨〉 mreža.

(ii) Neka jeL = 〈L,∧,∨〉 mreža i neka je na skupuL definisana binarna
relacija≤ sa:

x ≤ y ⇔ x ∧ y = x.

Tada jeR(L) = 〈L,≤〉 mrežno ured-en skup.
(iii) PreslikavanjaA i R definisana pod (i) odnosno(ii) uzajamno su inverzna,

tj. za sve mrežeL vrijedi A(R(L)) = L i za sve mrežno ured-ene skupove važi
R(A(L)) = L.

Dokaz. (i) Iz odgovarajúcih osobina infimuma i supremuma direktno se provjer-
avaju aksiome mreže.

(ii) Iz idempotentnosti operacije∧ slijedi refleksivnost, iz komutativnosti anti-
simetrǐcnost, a iz asocijativnosti slijedi tranzitivnost relacije≤. Treba još dokazati
da za svaka dva elementax, y ∈ L postojeinf{x, y} i sup{x, y}. U tom cilju
dovoljno je dokazati da jeinf{x, y} = x ∧ y, odnosno da jesup{x, y} = x ∨ y.
Neka sux, y ∈ L proizvoljni. Koristéci aksiome mreže dobija se

(x ∧ y) ∧ x = x ∧ (y ∧ x) = x ∧ (x ∧ y) = (x ∧ x) ∧ y = x ∧ y,

što znǎci da jex ∧ y ≤ x. Slično se dobija da jex ∧ y ≤ y, pa jex ∧ y donje
ogranǐcenje zax i y. Ako je z ∈ L takvo da jez ≤ x i z ≤ y, onda je

z ∧ x = z = z ∧ y,
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odakle je
z ∧ (x ∧ y) = (z ∧ x) ∧ y = z ∧ y = z,

pa jez ≤ x ∧ y. Dakle, inf{x, y} = x ∧ y. Analogno se, uz koriš́cenje apsorp-
tivnosti, pokazuje da jesup{x, y} = x ∨ y.

(iii) Neka jeL = 〈L,≤〉 mrežno ured-en skup. Treba dokazati da jeR(A(L))
= L. Kako jeA(L) = 〈L,∧,∨〉, gdje jex ∧ y = inf{x, y} i x ∨ y = sup{x, y}
onda uR(A(L)) = 〈L,≤∗〉 za proizvoljnex, y ∈ L vrijedi:

x ≤∗ y ⇔ x ∧ y = x ⇔ inf{x, y} = x ⇔ x ≤ y,

pa jeR(A(L)) = L. Obratno, ako jeL = 〈L,∧,∨〉 mreža, treba dokazati da je
A(R(L)) = L. Ako jeR(L) = 〈L,≤〉, tada iz (ii) slijedi da je

inf{x, y} = x ∧ y;

sup{x, y} = x ∨ y,

pa jeA(R(L)) = L. 2

Imajući u vidu posljednju teoremu u narednomće se podjednako koristiti mrežno
ured-enje≤ i operacije∧, ∨ podrazumjevajúci da su oni povezani relacijom koja je
data u prethodnoj teoremi.

Mreža〈L,∨,∧〉 (kojoj odgovara mrežno ured-eni skup〈L,≥〉 ) naziva sedual
mreže〈L,∧,∨〉. Kako su aksiome koje definišu mrežu simetrične u odnosu na op-
eracije∧ i ∨, to za mreže važiprincip dualnosti : Ako je φ(≤,∧,∨) neko tvrd-enje
koje je tǎcno za sve mreže iφ(≥,∨,∧) tvrd-enje koje se dobija izφ(≤,∧,∨)
tako što se u njemu svuda≤ zamijeni sa≥, ∧ sa∨ i obratno, onda je i tvrd-enje
φ(≥,∨,∧) tačno za sve mreže.

Neka suL1 i L2 dvije mreže. Preslikavanjeϕ : L1 → L2 je (mrežni) homo-
morfizam iz L1 u L2 ako za svex, y ∈ L1 važi:

ϕ(x ∧ y) = ϕ(x) ∧ ϕ(y),

ϕ(x ∨ y) = ϕ(x) ∨ ϕ(y).

Ako je, pored togaϕ injekcija, onda seϕ naziva(mrežno) potapanjemrežeL1 u
mrežuL2. U slǔcaju da jeϕ bijekcija tada seϕ naziva(mrežni) izomorfizam iz L1

u L2. Mrežni izomorfizam mreže na samu sebe naziva semrežni automorfizam.
Neka je〈L,∧,∨〉 mreža i∅ 6= L1 ⊂ L. Tada jeL1 podmrežaodL ako za sve

x, y ∈ L1 važi dax ∧ y ∈ L1 i x ∨ y ∈ L1.
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Primjer 3.1.3. Može da se desi da je neki podskup mrežeL sam za sebe mreža, a
da nije podmreža odL. Tako mreža ekvivalencija〈Eq(S),⊂〉 nije podmreža mreže
〈P (S2),⊂〉, jer zaρ, σ ∈ Eq(S) u opštem slǔcaju ne mora vrijeditiρ∨σ = ρ∪σ.

3.2 Gornji i donji skupovi. Ideali

Neka je〈L,≤〉 mreža iS ⊂ L. Neka su dati skupovi

↓S = {y ∈ L : ∃x ∈ S y ≤ x} ↑S = {y ∈ L : ∃x ∈ S x ≤ y}.
SkupS je donji skup ako jeS =↓S, dok jegornji skup u slǔcaju da jeS =↑S.
U slučaju da jeS = {x} koristiće se kráce oznake↓{x} =↓x i ↑{x} =↑x.

Lema 3.2.1 Komplement donjeg skupa je gornji skup i komplement gornjeg skupa
je donji skup.

Dokaz. Neka jeL mreža i neka jeS ⊂ L donji skup, tj. neka jeS =↓ S. Jasno
je daL \ S ⊂↑(L \ S) trivijalno vrijedi. Potrebno je dokazati suprotnu inkluziju.
Nekax ∈↑(L \ S), to implicira postojanje elementay ∈ L \ S takvog da jey ≤ x.
Kakoy /∈ S =↓S, to za svakoz ∈ S vrijedi z � y. Ako bi vrijedilo dax /∈ L \ S,
tadax ∈ S, pa izy ≤ x slijedi y ∈↓ S = S, što je kontradikcija say ∈ L \ S.
Znǎci, x ∈ L \ S, tj. ↑(L \ S) ⊂ L \ S. Dakle,L \ S je gornji skup. Drugi dio
leme se slǐcno dokazuje. 2

Neka jeL mreža. Neprazan podskupI ⊂ L se nazivaideal mrežeL ako ima
sljedéce osobine:

(I1) y ∈ I, x ∈ L i x ≤ y ⇒ x ∈ I;
(I2) x, y ∈ I ⇒ x ∨ y ∈ I.

Iz definicije ideala direktno slijedi sljedeća lema.

Lema 3.2.2 Neka jeL mreža. Za dati elementx ∈ L, podskupL(x) ⊂ L dat sa
L(x) =↓x = {y ∈ L : y ≤ x} je ideal mrežeL.

Ideal iz prethodne leme naziva seglavni ideal mrežeL. Dual glavnog ideala↓x
je skup oblika↑x = {y ∈ L : x ≤ y}

Primjer 3.2.1. U konǎcnoj mreži svi ideali su glavni. Zaista, ako jeI ideal, tada
postojix = sup I, pa jeI =↓ x. S druge strane, ako jeS beskonǎcan skup, tada
je skupPfin(S) svih konǎcnih podskupova odS ideal mreže〈P (S),∩,∪〉 i ovaj
ideal nije glavni.
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Lema 3.2.3 [12] Za proizvoljnu mrežuL, skupI(L) svih ideala mrežeL jeste
mreža u odnosu na⊂.

Dokaz. Jasno je da je presjek dva ideala mrežeL uvijek neprazan i da je to opet
ideal odL. Prema tome, u ured-enom skupu(I(L),⊂) za infimum dva ideala
I1, I2 ∈ I(L) vrijedi I1 ∧ I2 = I1 ∩ I2. Dalje, presjek neprazne familije ideala
je uvijek ideal ili je ∅. Kako je

⋂{I ∈ I(L) : I1 ∪ I2 ⊂ I} 6= ∅ slijedi da za
supremum idealaI1 i I2 vrijedi I1 ∨ I2 =

⋂{I ∈ I(L) : I1 ∪ I2 ⊂ I}. 2

Lema 3.2.4 [12] Neka jeL proizvoljna mreža iGI(L) skup svih glavnih ideala
mrežeL. Tada:

(i) Skup glavnih idealaGI(L) jeste podmreža mreže idealaI(L);
(ii) Mreža glavnih ideala (u odnosu na⊂) je izomorfna mrežiL;
(iii) Svaka konačna mreža je izomorfna mreži svojih ideala.

Dokaz. (i) Za L(x), L(y) ∈ GI(L) vrijedi L(x)∧L(x) = L(x)∩L(y) = L(x∧y)
i L(x) ∨ L(y) = L(x ∨ y), pa jeGI(L) podmreža odI(L).

(ii) Uzimajući u obzir (i), dobija se da je preslikavanjeϕ : L → GI(L) defin-
isano saϕ(a) = L(a) traženi izomorfizam.

(iii) Slijedi iz (ii) i činjenice da su u konačnoj mreži svi ideali glavni. 2

3.3 Specijalne klase mreža

Mreža〈L,≤〉 je samodualnaako postoji mrežni izomorfizam te mreže na dualnu
mrežu〈L,≥〉 tj. bijekcija ϕ : L → L takva da je za svex, y ∈ L ispunjeno

ϕ(x ∧ y) = ϕ(x) ∨ ϕ(y), ϕ(x ∨ y) = ϕ(x) ∧ ϕ(y).

Lema 3.3.1 Neka je〈L,≤〉 samodualna mreža iϕ odgovarajući mrežni izomor-
fizam. Tada za svex, y ∈ L vrijedi:

x ≤ y ⇒ ϕ(y) ≤ ϕ(x).

Dokaz. Nekax, y ∈ L i x ≤ y. Tada je

ϕ(x) = ϕ(x ∧ y) = ϕ(x) ∨ ϕ(y).
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Odavde se dobijaϕ(y) ≤ ϕ(x). 2

Neka je〈L,≤〉 mreža ix, y, z ∈ L. Tada elementy pokriva x ako x ≤ y i
x ≤ z ≤ y povlǎci z = x ili z = y.

Najmanji element mreže (ako postoji) biće oznǎcavan sa0, dokće najvéci ele-
ment mreže (ako postoji) biti označavan sa1. Atom je element mreže koji pokriva
najmanji element mreže. Mreža jeatomarna ako se svaki element mreže različit
od 0 može prikazati kako supremum nekog skupa atoma.Koatom je element
mreže koji je pokriven najvécim elementom. Mreža je koatomarna ako se svaki
element razlǐcit od1 može prikazati kao infimum nekog skupa koatoma.

Lema 3.3.2 Ako jeL samodualna mreža tada je skup atoma iste kardinalnosti kao
skup koatoma.

Dokaz. Neka jeϕ mrežni izomorfizam mrežeL na njenu dualnu mrežu. Na os-
novu leme3.3.1, skup atoma mrežeL se ovim izomorfizmom preslikava na skup
koatoma mrežeL. Kako jeϕ bijekcija, ova dva skupa su iste kardinalnosti. 2

Za mrežu〈L,∧,∨〉 se kaže da jemodularna ako za svex, y, z ∈ L vrijedi:

x ≤ y ⇒ x ∨ (y ∧ z) = y ∧ (x ∨ z).

Za mrežu〈L,∧,∨〉 se kaže da jedistributivna ako za svex, y, z ∈ L vrijedi:

x ∧ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Važna osobina klase distributivnih mreža jeste da je samodualna, tj. mrežaL
je distributivna ako i samo ako je dualna mrežaLd distributivna. Preciznije, važi
sljedéca lema.

Lema 3.3.3 [12] Neka je〈L,∧,∨〉 mreža. Sljedeći uslovi su ekvivalentni:
(i) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z), za svex, y, z ∈ L;
(ii) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z), za svex, y, z ∈ L.

Lema 3.3.4 Svaka distributivna mreža je modularna.

Dokaz. Neka je〈L,≤〉 distributivna mreža. Tada zax, y, z ∈ L gdje jex ≤ y
vrijedi:

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) = y ∧ (x ∨ z),

pa jeL modularna mreža. 2

U ogranǐcenoj mreži〈L,∧,∨〉 sa najmanjim elementom0 i najvécim elementom
1, komplementelementax ∈ L jestey ∈ L takav da važi:
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x ∧ y = 0 i x ∨ y = 1.

Ogranǐcena mreža u kojoj svaki element ima najmanje jedan komplement naziva
semreža sa komplementiranjem. Ogranǐcena mreža u kojoj svaki element ima
jedinstven komplement naziva semreža sa jedinstvenim komplementiranjem.

Lema 3.3.5 [12] Svaka distributivna mreža sa komplementiranjem jeste mreža sa
jedinstvenim komplementiranjem.

Dokaz. Neka u distributivnoj mreži sa0 i 1 elementx ima komplementey1 i y2.
Tada vrijedi

y1 = y1 ∧ 1 = y1 ∧ (x ∨ y2) = (y1 ∧ x) ∨ (y1 ∧ y2) =

= 0 ∨ (y1 ∧ y2) = (x ∧ y2) ∨ (y1 ∧ y2) = (x ∨ y1) ∧ y2 = 1 ∧ y2 = y2.

2

Distributivna mreža sa komplementiranjem naziva seBooleova mreža.

3.4 Kompletnost i varijacije

Mreža〈L,∧,∨〉 je kompletna, ako za svaki podskupS ⊂ L postojeinf S i supS.
Jasno je da je svaka konačna mreža kompletna.

Mreža〈L,∧,∨〉 je dcpo (directed complete poset), ako za svaki usmjeren pod-
skupS ⊂ L postoji supS.
Kako u kompletnoj mreži svaki podskup ima supremum, to vrijedi sljedeća lema.

Lema 3.4.1 Svaka kompletna mreža je dcpo.

Neka je mreža〈L,≤〉 dcpo. SkupU ⊂ L ima svojstvo (S)ako za svaki usmjeren
skupS ⊂ L, takav dasupS ∈ U , postojiy ∈ S takav da za svakox ∈ S za koje
je y ≤ x vrijedi x ∈ U .

Neka je〈L,≤〉mreža ix, y ∈ L. Kaže se da je elementx dosta-ispodelementa
y, u oznacix << y, ako za svaki usmjeren skupS ⊂ L za koji postojisupS,
relacijay ≤ supS implicira postojanje elementas ∈ S takvog da jex ≤ s.
Osnovne osobine relacije dosta-ispod date su u sljedećoj lemi.
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Lema 3.4.2 [5] Neka je〈L,≤〉 mreža ix, y, z, u ∈ L. Tada vrijedi:
(i) x << y ⇒ x ≤ y;
(ii) u ≤ x << y ≤ z ⇒ u << z;
(iii) x << z i y << z ⇒ x ∨ y << z;
(iv) Ako mrežaL ima najmanji element0, tada za svakox ∈ L vrijedi 0 << x.

Dokaz. (i) Neka jex << y. Tada jeS = {y} usmjeren skup takav da jesupS ≤ y,
pa jex ≤ y.

(ii) Neka jeu ≤ x << y ≤ z i S ⊂ L usmjeren skup takav dasupS postoji i
z ≤ supS. Tada jey ≤ supS, pa zbogx << y postojis ∈ S takav da jex ≤ s.
S obzirom da jeu ≤ x ≤ s, to vrijedi u << z.

(iii) Neka je x << z i y << z i S ⊂ L usmjeren skup takav dasupS postoji
i z ≤ supS. Tada postojesx, sy ∈ S takvi da jex ≤ sx i y ≤ sy. Kako jeS
usmjeren skup postojis ∈ S tako da jesx, sy ≤ s, pa jex, y ≤ s, što povlǎci
x ∨ y ≤ s, tj. x ∨ y << z.

(iv) Vrijedi jer je za svakox ∈ L ispunjeno0 ≤ x. 2

Koristéci relaciju dosta-ispod, zax ∈ L mogu se uvesti skupovi

¸x = {y ∈ L : y << x} , ·x = {y ∈ L : x << y}.

Lema 3.4.3 Neka je〈L,≤〉 kompletna mreža. Tada je za svakox ∈ L, skup¸
x ⊂↓x, ideal na mrežiL.

Dokaz. Tvrd-enje vrijedi jer su svojstva (I1) i (I2) iz definicije ideala ispunjena na
osnovu prethodne leme (dijelovi (ii) i (iii)). 2

Lema 3.4.4 [5] Za dcpo mrežu〈L,≤〉 i x, y ∈ L sljedeći uslovi su ekvivalentni:
(i) x << y;
(ii) x ∈ I, za svaki idealI ⊂ L za koji jey ≤ sup I.

Dokaz. (i) ⇒ (ii) Neka jex << y i I ⊂ L ideal za kojeg jey ≤ sup I (svaki ideal
je usmjeren skup, pasup I postoji ). Tada postojis ∈ I tako da jex ≤ s, kako je
I ideal, to se dobija da jex ∈ I.

(ii) ⇒ (i) Neka jeS ⊂ L usmjeren skup iy ≤ supS. Tada jeI =↓ S ideal i
y ≤ supS = sup I, pa prema pretpostavcix ∈ I =↓ S, što implicira postojanje
s ∈ S takvog da jex ≤ s. Dakle,x << y. 2
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Lema 3.4.5 Neka jeL kompletna mreža ix, y ∈ L. Ako jex = sup ¸ x tada
vrijedi

x � y ⇒ ∃s ∈ L (s << x ∧ s � y) (A)

Kompletna mreža〈L,≤〉 je neprekidna ako je za svakox ∈ L skup¸x usmjeren
i x = sup ¸ x. Za elementx ∈ L koji zadovoljavax << x se kaže da je
izolovan odozdo. Jasno je da u svakoj kompletnoj mrežiL, za elementx ∈ L koji
je izolovan odozdo, vrijedix = sup ¸x. Na osnovu toga slijedi da je kompletna
mreža u kojoj su svi elementi izolovani odozdo ujedno i neprekidna.

Primjer 3.4.1. Svaka konǎcna mreža je neprekidna. Zaista, neka jeL konǎcna
mreža; tada jeL kompletna mreža, pa je dovoljno pokazati da je svaki element
izolovan odozdo. Neka jex ∈ L i I ⊂ L ideal takav dax ≤ sup I. Svaki ideal na
konǎcnoj mreži je glavni, pa postojiy ∈ L tako da jeI =↓ y, pax ≤ sup I = y
implicira x ∈↓ y = I. Prema prethodnoj lemi vrijedix << x, pa jex izolovan
odozdo. Dakle, mrežaL je neprekidna.

Lema 3.4.6 [5] Neka je〈L,≤〉 neprekidna mreža ix, z ∈ L. Ako jex << z i
z ≤ supS za neki usmjeren skupS ⊂ L, tada jex << s za neki elements ∈ S.

Dokaz. Neka jeS ⊂ L usmjeren skup takav daz ≤ supS i neka jeI =
⋃{¸s :

s ∈ S}. Zbog neprekidnosti mrežeL je sup I = supS i skupI je ideal kao unija
usmjerene familije ideala. Zbog toga izx << z, na osnovu prethodne teoreme,
vrijedi x ∈ I, što implicirax << s za nekos ∈ S. 2

Mreža 〈L,∧,∨〉 je kompletno distributivna ako je kompletna i ako za svaku
familiju {xj,k : j ∈ J, k ∈ Kj} u L vrijedi

∧

j∈J

∨

k∈Kj

xj,k =
∨

f∈∏
j∈J Kj

∧

j∈J

xj,f(j).

Teorema 3.4.1 [5] Svaka kompletno distributivna mreža je neprekidna.

U [5] je takod-e dokazano da obrat prethodne teoreme vrijedi pod dodatnim uslovima
distributivnosti i neprekidnosti duala posmatrane mreže.

Primjer 3.4.2. Neka jeS = (−∞, 0] ⊂ R i neka je≤ uobǐcajni poredak naR.
Kako svaki podskup (samim tim i svaki usmjereni podskup) odS ima supremum,
mreža〈S,≤〉 je dcpo, ali kako npr. skup(−∞, 0) ⊂ S nema infimum, ova mreža
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nije kompletna. Primjer mreže koja je kompletna ali nije neprekidna dat je u prim-
jeru5.1.1, dok je primjer mreže koja je neprekidna ali nije kompletno distributivna
dat u primjeru5.2.1. Dakle, odnos izmed-u prethodno uvedenih varijacija komplet-
nosti mreža je:

dcpo) kompletne mreže) neprekidne mreže) kompletno distributivne mreže.

Neka je〈L,≤〉 kompletna mreža iU ⊂ P (L) ultrafilter na toj mreži. Tada, zbog
kompletnosti, postojelim inf U =

∨{∧ S : S ∈ U} i lim supU =
∧{∨ S : S ∈

U}.

Lema 3.4.7 Neka je〈L,≤〉 kompletna mreža iU ultrafilter na toj mreži. Tada je
lim inf U ≤ lim supU .

Dokaz. Neka jex =
∨{∧S : S ∈ U} i y =

∧{∨S : S ∈ U} (takvi elementi
x i y postoje i pripadaju mrežiL zbog njene kompletnosti). Ako se pretpostavi
suprotno, tj. dax � y, tada postojiT1 ∈ U tako dax �

∨
T1 (u suprotnom, ako

je za svakoT ∈ U ispunjenox ≤ ∨
T dobija sex ≤ ∧{∨ T : T ∈ U} = y); za

ovako izabran skupT1 postoji skupT2 ∈ U za koji je
∧

T2 �
∨

T1 (u suprotnom,
ako je za svakoT ∈ U ispunjeno

∧
T ≤ ∨

T1 dobija sex =
∨{∧ T : T ∈ U} ≤∨

T1). Ukoliko bi postojala tǎckat ∈ T1 ∩ T2, tada bi vrijedilo
∧

T2 ≤ t ≤ ∨
T1,

što prema prethodnom nije moguće. Dakle,∅ = T1 ∩ T2 ∈ U , što je kontradikcija
sačinjenicom da jeU filter.

Dakle, vrijedix ≤ y, tj. lim inf U ≤ lim supU . 2
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Topologije na mrežama

U ovoj glavi će se na datoj mreži〈L,≤〉 posmatrati neke prirodne topologije, kao i
med-uodnos tih topologija. Navedeni rezultati mogu se naći npr. u [1], [3], [5], [6],
[10] i [ 19].

4.1 Gornja i donja topologija

Gornja i donja topologija (Ou i Ol redom) su topologije generisane komplemen-
tima glavnih ideala, odnosno komplementima duala glavnih ideala respektivno,
kao podbazama topologije. Dakle,Ou = O[{L\ ↓x : x ∈ L}] i Ol = O[{L\ ↑x :
x ∈ L}]. Na osnovu definicije ovih topologija primjećuje se da se familije glavnih
ideala odnosno duala glavnih ideala mogu uzeti kao podbaze za familiju zatvorenih
skupova.

Lema 4.1.1 Topološki prostori〈L,Ou〉 i 〈L,Ol〉 suT0 prostori.

Dokaz. Tvrd-enjeće biti pokazano za gornju topologiju, dok je za donju topologiju
dokaz slǐcan. Neka sux, y ∈ L dva razlǐcita elementa. Ako jex < y ili ta dva
elementa nisu uporediva tada otvoren skupL\ ↓x sadržiy a ne sadržix, a ako je
y < x, otvoren skup koji ih razdvaja jeL\ ↓y. Dakle, topološki prostor〈L,Ou〉 je
T0 prostor. 2

Kako svaki zatvoren skup koji sadržix ∈ L sadrži i zatvoren skup↓ x, to vri-
jedi {x} =↓ x. Dakle, za proizvoljnu mrežuL jednǒclani skupovi nisu obavezno
zatvoreni, pa topološki prostor〈L,Ou〉 ne mora bitiT1 prostor. Slǐcno, topološki
prostor〈L,Ol〉 ne mora bitiT1 prostor.

41
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4.2 Intervalna topologija

Intervalna topologija (Ointerv) je najgrublja topologija koja sadrži gornju i do-
nju topologiju, tj.Ointerv = O[Ou ∪ Ol]. Jednostavno se pokazuje da familija
zatvorenih intervala uL (skupova oblika[x, y] = {z ∈ L : x ≤ z ≤ y}) čini
podbazu za familiju zatvorenih skupova u ovoj topologiji.

Konvergencija ultrafiltera u intervalnoj topologiji na kompletnoj mreži okarak-
terisana je sljedécom teoremom.

Teorema 4.2.1 [10] Neka jeL kompletna mreža iU ⊂ P (L) ultrafilter. TadaU
konvergira kax ∈ L u intervalnoj topologiji ako i samo ako jelim inf U ≤ x ≤
lim supU .

Dokaz. (⇒) Pretpostavimo da ultrafilterU konvergira kax ∈ L u intervalnoj
topologiji i neka jeS ∈ U . Ako

∧
S � x, tada je skupT = {y ∈ L : y �

∧
S}

otvorena okolina (u intervalnoj topologiji) tačkex, pa kako ultrafilterU konvergira
ka x, vrijedi T ∈ U , što je kontradikcija, jer suS i T disjunktni. Dakle, mora
vrijediti

∧
S ≤ x i slično

∨
S ≥ x. S obzirom da je ovo tǎcno za sveS ∈ U , to

vrijedi

lim inf U =
∨
{
∧

S : S ∈ U} ≤ x ≤
∧
{
∨

S : S ∈ U} = lim supU .

(⇐) Neka zax ∈ L i ultrafilter U vrijedi lim inf U ≤ x ≤ lim supU i neka je
F ∈ U proizvoljan bazni zatvoren skup u intervalnoj topologiji. Tada je skupF
konǎcna unija podbaznih zatvorenih skupova tj.F =

⋃n
i=1[xi, yi]. Tada na osnovu

leme1.2.3, dio (i), postojii ∈ I tako da je[xi, yi] ∈ U , pa vrijedixi =
∧

[xi, yi] ≤
lim inf U i yi ≥ lim supU . Kako se svaki zatvoren skup uU može napisati kao
presjek baznih zatvorenih skupova uU , to se dobija da svaki zatvoren skup uU
sadrži interval[lim inf U , lim supU ]. Zbog toga zax ∈ [lim inf U , lim supU ], x
pripada zatvorenju svakoǧclana odU , pa jex tačka nagomilavanja ultrafilteraU .
Prema lemi2.6.3, ultrafilterU konvergira kax u intervalnoj topologiji. 2

Teorema 4.2.2 (Frink) [1] Za mrežu〈L,≤〉 sljedeći uslovi su ekvivalentni:
(i) Topološki prostor〈L,Ointerv〉 je kompaktan;
(ii) Mreža 〈L,≤〉 je kompletna.

Dokaz. (i) ⇒ (ii) Neka mreža〈L,≤〉 nije kompletna. Tada postoji skupS ⊂ L
koji nema najmanje gornje ograničenje. Neka je skupT ⊂ L sastavljen od gorn-
jih ogranǐcenja skupaS i neka su u intervalnoj topologiji dati podbazni zatvoreni
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skupovi[s, t], gdje jes ∈ S i t ∈ T (ako jeT = ∅, posmatraju se duali glavnih ide-
ala↑ s). Tada familija{[s, t] : s ∈ S, t ∈ T} ima s.k.p, pošto za konačne skupove
K1,K2 vrijedi

⋂
i∈K1,j∈K2

[si, tj ] = [
∨

i∈K1
si,

∧
j∈K2

tj ] 6= ∅, ali ta familija ima
prazan presjek, jer bi u suprotnom bilo koji element u tom presjeku morao biti
supremum skupaS. Dakle, prema lemi2.4.1, topološki prostor〈L,Ointerv〉 nije
kompaktan.

(ii) ⇒ (i) Neka je L kompletna mreža iU ⊂ P (L) proizvoljan ultrafilter.
Prema lemi3.4.7, vrijedi lim inf U ≤ lim supU , pa prema prethodnoj teoremi,
ultrafilter U konvergira u intervalnoj topologiji svakoj tački x za koju jex ∈
[lim inf U , lim supU ]. Dakle,x ∈ [lim inf U , lim supU ] je tǎcka nagomilavanja
datog ultrafiltera u intervalnoj topologiji, pa je, prema teoremi2.6.2, topološki
prostor〈L,Ointerv〉 kompaktan. 2

Svaki jednǒclan skup u intervalnoj topologiji je ǒcigledno zatvoren, pa je, prema
lemi 2.3.1, 〈L,Ointerv〉 T1 prostor, ali da bi on bio Hausdorffov, potrebne su do-
datne pretpostavke o mrežiL.

Teorema 4.2.3 [10] Intervalna topologija na kompletno distributivnoj mreži je
Hausdorffova.

Dokaz. Neka jeL kompletno distributivna mreža i neka jeU ultrafilter na toj
mreži. Tada, na osnovu distributivnosti, vrijedi:

lim inf U =
∨
{
∧

S : S ∈ U} =
∧
{
∨
{f [S] : S ∈ U} : f ∈ Φ},

gdje jeΦ skup funkcija izbora za familijuU (tj. skup funkcijaf : U → L takvih
da je za svakoS ∈ U ispunjenof [S] ∈ S). Za svaku funkcijuf ∈ Φ, skup
{f [S] : S ∈ U} siječe svakoǧclana familijeU , pa prema lemi1.2.3, dio (ii), on
pripadaU . Zbog toga vrijedi

lim inf U ≥
∧
{
∨

U : U ∈ U} = lim supU .

Znǎci, lim inf U = lim supU , pa je prema prethodnoj teoremi skup granica ultra-
filteraU jednǒclan.

Dakle, svaki ultrafilter na mrežiL ima jedinstvenu granicu u odnosu na inter-
valnu topologiju, pa je, prema lemi2.6.4, 〈L,Ointerv〉 Hausdorffov prostor. 2

Uz pretpostavku distributivnosti mrežeL, u [17] je pokazan obrat prethodne teo-
reme, tj. dokazano je da je svaka distributivna kompletna mreža takva da je topolo-
ški prostor〈L,Ointerv〉 Hausdorffov, ujedno i kompletno distributivna.
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4.3 Scottova topologija

Neka je na mreži〈L,≤〉 data familija podskupovaOσ koju čine svi gornji skupovi
U ⊂ L koji imaju svojstvo da za svaki usmjeren skupS ⊂ L za koji postoji
supremum isupS ∈ U , vrijedi S ∩ U 6= ∅.

Lema 4.3.1Oσ je topologija na mrežiL.

Dokaz. Jasno da∅, L ∈ Oσ, pa vrijedi svojstvo (O1). NekaA, B ∈ Oσ. Tada se
jednostavno provjerava da↑ (A ∩ B) = A ∩ B, tj. A ∩ B je gornji skup. Neka je
S ⊂ L usmjeren skup isupS ∈ A∩B. TadasupS ∈ A, pa jeS ∩A 6= ∅ i slično,
zbogsupS ∈ B, vrijedi S∩B 6= ∅. Tada postojes1 ∈ S∩A i s2 ∈ S∩B, pa zbog
usmjerenja skupaS, postojis0 ∈ S tako das1, s2 ≤ s0. No, zbogs1 ∈ A i s2 ∈ B
i činjenice da suA i B gornji skupovi, vrijedis0 ∈ A∩B. Dakle,S∩ (A∩B) 6= ∅
i A∩B ∈ Oσ, pa je ispunjeno i svojstvo (O2). Konačno, neka{Ai : i ∈ I} ⊂ Oσ.
Jasno da je

⋃
i∈I Ai ⊂↑ (

⋃
i∈I Ai), pa će skup

⋃
i∈I Ai biti gornji ako vrijedi i

suprotna inkluzija. Nekax ∈↑(⋃i∈I Ai). Tada postojiy ∈ ⋃
i∈I Ai tako da jey ≤

x, tj. postojii0 ∈ I tako day ∈ Ai0 i y ≤ x, pa pošto jeAi0 gornji skup, to vrijedi
x ∈ Ai0 ⊂

⋃
i∈I Ai. Neka jeS ⊂ L usmjeren skup za koji postoji supremum

takav dasupS ∈ ⋃
i∈I Ai. Tada postoji indeksi0 ∈ I tako da jesupS ∈ Ai0 , pa

je S ∩ Ai0 6= ∅. Kako jeS ∩⋃
i∈I Ai =

⋃
i∈I(S ∩ Ai) ⊃ S ∩ Ai0 6= ∅, to vrijedi

S ∩ ⋃
i∈I Ai 6= ∅, tj.

⋃
i∈I Ai ∈ Oσ. Dakle, ispunjeno je i svojstvo (O3), pa je

familija Oσ topologija. 2

TopologijaOσ iz prethodne leme naziva seScottova topologija.

Lema 4.3.2 Scottova topologija je finija od gornje topologije.

Dokaz. Neka je〈L,≤〉 mreža. Dovoljno je dokazati da je svaki podbazni otvoren
skup u gornjoj topologiji otvoren i u Scottovoj topologiji. Neka je za proizvoljno
x ∈ L, L\ ↓x podbazni otvoren skup u gornjoj topologiji. Prema lemi3.2.1, skup
L\ ↓x je gornji skup; neka jeS ⊂ L usmjeren skup za koji postoji supremum takav
dasupS ∈ L\ ↓x. TadasupS /∈↓x, pa vrijedisupS � x. Ako se pretpostavi da
je S ∩ (L\ ↓ x) = S\ ↓ x = ∅, tada za svakos ∈ S vrijedi s ≤ x, što implicira
supS ≤ x, što je kontradikcija. Dakle, vrijediS ∩ (L\ ↓x) 6= ∅, pa je skupL\ ↓x
otvoren u Scottovoj topologiji. 2

Teorema 4.3.1 [5] Na svakoj mreži koja je dcpo vrijedi:
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(i) skup je zatvoren u Scottovoj topologiji ako i samo ako je to donji skup koji
je zatvoren u odnosu na uzimanje usmjerenih supremuma (supremuma njegovih
usmjerenih podskupova);

(ii) 〈L,Oσ〉 je T0 prostor;
(iii) za svex ∈ L, {x} =↓ x, pri čemu se zatvorenje posmatra u Scottovoj

topologiji;
(iv) svaki gornji skup jednak je presjeku svih otvorenih skupova (u Scottovoj

topologiji) koji ga sadrže;
(v) skup je otvoren u Scottovoj topologiji ako i samo ako je to gornji skup koji

ima svojstvo (S);
(vi) svaki donji skup zadovoljava svojstvo (S);
(vii) familija svih podskupova koji ispunjavaju svojstvo (S) je topologija.

Dokaz. Neka jeL mreža koja je dcpo.
(i) (⇒) Ako je F ⊂ L zatvoren skup u odnosu na Scottovu topologiju tada je

skupU = L \ F otvoren u ovoj topologiji. SkupU je gornji skup, pa je prema
lemi 3.2.1skupF donji skup. Ako se pretpostavi daF nije zatvoren u odnosu
na uzimanje usmjerenih supremuma, tada postoji usmjeren skupS ⊂ F takav da
supS /∈ F . No, tadasupS ∈ U , pa jeU ∩ S 6= ∅, što je nemogúce, jerS ⊂
L \ U . Dakle,F je donji skup koji je zatvoren u odnosu na uzimanje usmjerenih
supremuma.

(⇐) Neka jeF ⊂ L donji skup koji je zatvoren u odnosu na uzimanje usm-
jerenih supremuma. Dovoljno je dokazati da je skupL \ F otvoren u Scottovoj
topologiji. Jasno je da je to gornji skup. Neka jeS ⊂ L usmjeren skup takav da
supS ∈ U (kako je mrežaL dcpo tosupS postoji). Ǒcigledno daU ∩S 6= ∅, jer u
suprotnom bi vrijediloS ⊂ L \ U = F , a to povlǎci supS ∈ F , što je nemogúce.
Dakle, skupU je otvoren u Scottovoj topologiji.

(ii) 〈L,Ou〉 je T0 prostor na osnovu leme4.1.1, pa s obzirom da je Scottova
topologija finija od gornje topologije, to je topološki prostor〈L,Oσ〉 takod-e T0

prostor.
(iii) S obzirom da je↓x najmanji donji skup koji sadržix i kako je on zatvoren

u odnosu na usmjerene supremume, na osnovu (i) dobijamo{x} =↓x.
(iv) Svaki gornji skupS ⊂ L je presjek svih skupova oblikaL\ ↓ x, gdje

x ∈ L \ S, a prema (iii) su ovi skupovi otvoreni u Scottovoj topologiji.
(v) (⇒) Neka jeU ⊂ L otvoren skup u Scottovoj topologiji. Jasno da je

to gornji skup ; treba pokazati da za njega vrijedi svojstvo (S). Neka jeS ⊂ L
proizvoljan usmjeren skup takav dasupS ∈ U . Tada jeS ∩ U 6= ∅, pa postoji
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y ∈ S ∩ U ; za x ∈ S tako da jey ≤ x očigledno vrijedix ∈↑ U = U , pa je
svojstvo (S) ispunjeno.

(⇐) Ako je U ⊂ L gornji skup koji zadovoljava svojstvo (S) tada je za svaki
usmjeren skupS ⊂ L za koji jesupS ∈ U ispunjenoS ∩ U 6= ∅, pa jeU otvoren
u Scottovoj topologiji.

(vi) Neka jeD ⊂ L donji skup iS ⊂ L usmjeren skup takav dasupS ∈ D.
Tada je za svakox ∈ S ispunjenox ∈↓D = D, pa zaD vrijedi svojstvo (S).

(vii) Neka jeO(S) kolekcija podskupova mrežeL koji zadovoljavaju svojstvo
(S). Ǒcigledno skupovi∅, L ispunjavaju svojstvo (S), pa vrijedi (O1). Neka je
U1, U2 ∈ O(S) i S ⊂ L usmjeren skup takav da jesupS ∈ U1 ∩ U2. Tada
supS ∈ Ui, gdje i = 1, 2, pa postojiyi ∈ S takvo da za svex ∈ S za koje
je yi ≤ x vrijedi x ∈ Ui. SkupS je usmjeren, pa postojiy ∈ S takvo da je
y1, y2 ≤ y, pri tome za svakox ∈ S za koje jey ≤ x vrijedi x ∈ U1 ∩ U2. Dakle,
vrijedi i svojstvo (O2). Neka je{Ui}i∈I ⊂ O(S) i S ⊂ L usmjeren skup takav da
supS ∈ ⋃

i∈I Ui. Tada postojii0 ∈ I takav da jesupS ∈ Ui0 , pa postojiy ∈ S
takvo da je za svakox ∈ S za koje je ispunjenoy ≤ x vrijedi x ∈ Ui0 ⊂

⋃
i∈I Ui.

Dakle, ispunjeno je i svojstvo (O3), pa je kolekcijaO(S) topologija na mrežiL. 2

Lema 4.3.3 Ako mreža〈L,≤〉 ima najmanji element tada je topološki prostor
〈L,Oσ〉 kompaktan.

Dokaz. Neka je{Fi : i ∈ I} familija zatvorenih skupova sa s.k.p. Prema prethod-
noj teoremi, dio (i), svi skupoviFi, zai ∈ I, su donji skupovi, a zbog svojstva s.k.p.
su i neprazni, pa najmanji element0 pripada svakom od njih. Dakle,0 ∈ ⋂

i∈I Fi,
pa je prema lemi2.4.1prostor〈L,Oσ〉 kompaktan. 2

Iz prethodne teoreme se uočava da u slǔcaju netrivijalne mrežeL topološki prostor
〈L,Oσ〉 ne mora bitiT1 prostor. Ukoliko je mrežaL konǎcna ili linearno ured-ena
relacijom≤, onda se Scottova topologija poklapa sa gornjom topologijom naL.
Ako je L = P (X) za neki skupX, tada se Scottova topologija podudara sa kolek-
cijom familija konǎcnog karaktera ( ovo su familijeF takve daS ∈ F ako postoji
konǎcan skupF ⊂ S takav daF ∈ F).

Teorema 4.3.2 [5] Neka je mreža〈L,≤〉 neprekidna. Tada vrijedi:
(i) za svakox ∈ L, skup·x je otvoren u Scottovoj topologiji;
(ii) gornji skup U ⊂ L je otvoren u Scottovoj topologiji ako i samo ako za

svakox ∈ U postojiu ∈ U tako da jeu << x;
(iii) za x ∈ L, skupovi oblika·x formiraju bazu Scottove topologije.
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Dokaz. (i) Neka jex ∈ L i S ⊂ L usmjeren skup takav dasupS ∈· x. Prema
lemi 3.4.6, postojis ∈ S tako dax << s. Jasno je das ∈·x, paS∩ ·x 6= ∅, što
znǎci da je·x otvoren skup u Scottovoj topologiji.

(ii) (⇒) Neka jeU ⊂ L otvoren u Scottovoj topologiji i neka jex ∈ U . S
obzirom da jeL neprekidna mreža to jȩ x usmjeren skup ix = sup ¸x ∈ U , pa
postojiu ∈ U∩ ¸x 6= ∅. Jasno je da vrijediu << x.

(⇐) Ako za svakox ∈ U ⊂ L postoji u ∈ U tako da jeu << x, onda je
U =

⋃
u∈U ·u, pa je prema dijelu (i), on otvoren u Scottovoj topologiji.

(iii) Tvrd-enje direktno slijedi iz dijela (ii), jer za skupU koji je otvoren u
Scottovoj topologiji ix ∈ U , postojiu ∈ U tako da vrijedix ∈·u ⊂ U . 2

4.4 Lawsonova topologija

Lawsonova topologija(Oλ) je najgrublja topologija koja sadrži donju i Scottovu
topologiju, tj.Oλ = O[Ol ∪ Oσ]. Kako je Scottova topologija uvijek finija od
gornje topologije, to je Lawsonova topologija uvijek finija od intervalne topologije.
Zbog toga je topološki prostor〈L,Oλ〉 T1 prostor.

Lema 4.4.1 [5] Otvoreni skupovi u Lawsonovoj topologiji zadovoljavaju svojstvo
(S).

Dokaz. S obzirom da podbazu topologijeOλ čine skupovi koji su otvoreni u Scot-
tovoj topologiji, zajedno sa skupovima oblikaL\ ↑ x, zax ∈ L, uzimanjem kon-
ačnih presjeka takvih skupova dobija se baza za Lawsonovu topologiju kojučine
skupovi oblikaU\ ↑F = U ∩(L\ ↑F ), gdje jeU otvoren u Scottovoj topologiji, a
F konǎcan skup. Prema teoremi4.3.1, dijelovi (v) i (vi), takvi skupoviU i L\ ↑F
imaju svojstvo (S), pa prema istoj teoremi, dio (vii) i svakičlan te baze, pa samim
tim i svaki otvoren skup u Lawsonovoj topologiji ima to svojstvo. 2

Teorema 4.4.1 [5] Na svakoj mreži koja je dcpo važi:
(i) Gornji skup je otvoren u Lawsonovoj topologiji ako i samo ako je otvoren u

Scottovoj topologiji;
(ii) Donji skup je zatvoren u Lawsonovoj topologiji ako i samo ako je zatvoren

u odnosu na uzimanje supremuma njegovih usmjerenih podskupova.

Dokaz. Neka je mrežaL dcpo.
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(i) Lawsonova topologija je finija od Scottove pa je dovoljno dokazati da je
svaki gornji otvoren skup u Lawsonovoj topologiji otvoren i u Scottovoj topologiji.
Neka jeU ⊂ L gornji otvoren skup u Lawsonovoj topologiji. Na osnovu prethodne
leme, skupU zadovoljava svojstvo (S), pa je prema teoremi4.3.1, dio (v), taj skup
otvoren i u Scottovoj topologiji.

(ii) Donji skup D ⊂ L je zatvoren u Lawsonovoj topologiji ako i samo ako je
skupL \ D gornji otvoren skup u Lawsonovoj topologiji, što je prema dijelu (i)
ispunjeno ako i samo ako jeL \D gornji otvoren skup u Scottovoj topologiji, ako
i samo ako jeD donji zatvoren skup u Scottovoj topologiji, što je prema teoremi
4.3.1, dio (i), ispunjeno ako i samo jeD donji skup zatvoren u odnosu na uzimanje
supremuma njegovih usmjerenih podskupova. 2

Teorema 4.4.2 [5] Za kompletnu mrežuL, topološki prostor〈L,Oλ〉 je kompak-
tan.

Dokaz. Neka jeL kompletna mreža. Da bi se pokazala kompaktnost topološkog
prostora〈L,Oλ〉 dovoljno je dokazati da svaki otvoren pokrivač sastavljen od pod-
baznih otvorenih skupova u topologijiOλ ima konǎcan potpokrivǎc. Neka je
{Uj ∈ Oσ : j ∈ J} ∪ {L\ ↑ xi : i ∈ I}, gdje je{xi : i ∈ I} ⊂ L, jedan
takav otvoren pokrivǎc. Tada vrijedi

⋃
{L\ ↑xk : k ∈ K} = L \

⋂
{↑xk : k ∈ K} = L\ ↑x.

gdje jex = sup{xi : i ∈ I} ∈ L. Ali, x /∈ L\ ↑ x, pa postojij0 ∈ J i skup
Uj0 iz navedenog pokrivǎca tako da jex ∈ Uj0 , odakle je↑ x ⊂ Uj0 . Skup
S = {∨i∈K xi : K ⊂ I je konǎcan} je usmjeren isupS = x ∈ Uj0 , pa kako je
skupUj0 otvoren u Scottovoj topologiji, to vrijediS ∩ Uj0 6= ∅, tj. postoji skup
{i1, ..., in} ⊂ I, tako da jexi1 ∨ ... ∨ xin ∈ Uj0 . Kako je↑(xi1 ∨ ... ∨ xin) ⊂ Uj0

i ↑(xi1 ∨ ... ∨ xin) =
⋂n

i=1 ↑xki , to se dobija da

L \ Uj0 ⊂ (L\ ↑xi1) ∪ ... ∪ (L\ ↑xin).

Dakle,{Uj0 , L\ ↑ xi1 , ..., L\ ↑ xin} je traženi konǎcan potpokrivǎc, što znǎci
da je prostor〈L,Oλ〉 kompaktan. 2

Sljedéca teorema daje odred-enu informaciju o konvergenciji u Lawsonovoj topologi-
ji.

Teorema 4.4.3 [6] Neka je〈L,≤〉 kompletna mreža iU ⊂ P (L) ultrafilter na toj
mreži. Ako jex = lim inf U , tada ultrafilterU konvergira kax u prostoru〈L,Oλ〉.
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Dokaz. Dovoljno je dokazati da za svaki zatvoren skupF u Lawsonovoj topologiji
takav daF ∈ U , vrijedi x ∈ F . S obzirom na definiciju Lawsonove topologije
tvrd-enje je dovoljno provjeriti za zatvorene skupove u donjoj topologiji i zatvorene
skupove u Scottovoj topologiji.

Neka jeF ⊂ L zatvoren skup u donjoj topologiji i nekaF ∈ U . S obzirom
da duali glavnih idealǎcine podbazu za zatvorene skupove u donjoj topologiji, to
postoji skupI i konǎcni skupoviMi ⊂ L, i ∈ I tako da jeF =

⋂
i∈I ↑Mi.

Odavde se dobija da za svakoi ∈ I vrijedi ↑Mi ∈ U . Kako je za svakoi ∈ I
ispunjeno↑Mi = {⋃ ↑ y : y ∈ Mi}, s obzirom da je ultrafilterU ujedno i prost,
to postojiy ∈ Mi tako da je↑ y ∈ U . Tada je

∧ ↑ y = y, pa jex = lim inf U =∨{∧S : S ∈ U} ≥ y, što znǎci da za svakoi ∈ I vrijedi x ∈↑ y ⊂↑ Mi, tj.
x ∈ ⋂

i∈I ↑Mi = F .
Neka jeF zatvoren skup u Scottovoj topologiji i nekaF ∈ U . Tada je prema

teoremi4.3.1, dio (i), F donji skup koji je zatvoren na uzimanje supremuma nje-
govih usmjerenih podskupova. Neka jeS ∈ U proizvoljno. Tada je zbog svojstva
(FI 1) ispunjenoF ∩ S 6= ∅, pa postojiy ∈ S ∩ F , i vrijedi

∧
S ≤ y ∈ F , pa je∧

S ∈↓F = F , a zbog zatvorenosti na uzimanje usmjerenih supremuma se dobija
x = lim inf U =

∨{∧ S : S ∈ U} ∈ F .
Dakle, u oba slǔcaja tǎckax pripada zatvorenju svakoǧclana ultrafilteraU , pa

je x tačka nagomilavanja, tj. granica tog ultrafiltera u prostoru〈L,Oλ〉. 2

Ako je mrežaL kompletno distributivna, tada je topološki prostor〈L,Ointerv〉
Hausdorffov, pa kako jeOinterv ⊂ Oλ, to je i topološki prostor〈L,Oλ〉 Hausdorf-
fov. Na osnovu leme2.4.7se onda jednostavno dokazuje sljedeća teorema.

Teorema 4.4.4Ako je mreža kompletno distributivna, tada se intervalna i Law-
sonova topologija na toj mreži poklapaju.

Koristéci teoremu3.4.1, uslov da Lawsonova topologija bude Hausdorffova se
može u odred-enoj mjeri oslabiti.

Teorema 4.4.5 [5] Ako je mreža〈L,≤〉 neprekidna, tada je topološki prostor
〈L,Oλ〉 Hausdorffov.

Dokaz. Neka sux, y ∈ L različite tǎcke i neka npr.x � y. Tada prema uslovu (A)
iz leme3.4.5postojiu << x tako dau � y. Tada je·u otvorena okolina tǎckex
u Scottovoj (pa i u Lawsonovoj) topologiji, dok jeL\ ↑u otvorena okolina tǎckey
u donjoj (pa i u Lawsonovoj) topologiji. Jasno je da su ove dvije otvorene okoline
disjunktne. Dakle, topološki prostor〈L,Oλ〉 je Hausdorffov. 2
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4.5 Topologija poretka

Topologija poretka (Oorder(L)) na kompletnoj mreži〈L,≤〉 je generisana sakon-
vergencijom poretka: Ultafilter U ⊂ P (L) konvergira u smislu poretka ka ele-
mentux ∈ L ako jelim inf U = lim supU = x.

Neka jeC ⊂ P (L) familija skupova definisana na sljedeći nǎcin: A ∈ C ako
za skupA i svaki ultrafilterU naL koji sadrži skupA i koji konvergira u smislu
poretka ka tǎcki x ∈ L, vrijedi dax ∈ A.

Lema 4.5.1 Familija C iz prethodnog razmatranja zadovoljava uslove (C1)-(C3).

Dokaz. Jasno je da∅, X ∈ C, te vrijedi (C1). Neka suA,B ∈ C i U ultrafilter na
L koji sadržiA ∪ B i koji u smislu poretka konvergira kax ∈ L. Na osnovu leme
1.2.3, dio (i), jedan od skupovaA, B pripada ultrafilteruU i taj skup sadržix, pa
ga sadrži i skupA ∪B. Dakle,A ∪B ∈ C, tj. vrijedi i uslov (C2). Konǎcno, neka
je {Ai : i ∈ I} ⊂ C i U ultrafilter naL koji sadrži

⋂
i∈I Ai i koji u smislu poretka

konvergira kax ∈ L. S obzirom da
⋂

i∈I Ai ∈ U , to zbog svojstva (FI3) za svako
i ∈ I vrijedi Ai ∈ U . No, zbog pretpostavke, tada za svakoi ∈ I vrijedi x ∈ Ai,
pax ∈ ⋂

i∈I Ai, tj.
⋂

i∈I Ai ∈ C. Dakle, ispunjeno je i svojstvo (C3). 2

Na osnovu prethodne leme i leme2.1.2familija Oorder = {L \ A : A ∈ C} je
topologija koja se naziva topologija poretka na mrežiL i u toj topologiji familija
zatvorenih skupova se poklapa sa familijomC.

Lema 4.5.2 Neka je〈L,≤〉 kompletna mreža. Neprazan skupU ⊂ L je otvoren
u topologiji poretka ako i samo ako za svakox ∈ U i ultrafilter U ⊂ P (L) koji
konvergira u smislu poretka kax vrijedi U ∈ U .

Dokaz. (⇒) Neka jeU ⊂ L otvoren u topologiji poretka, neka jex ∈ U i U
ultrafilter koji konvergira u smislu poretka kax. Ako se pretpostavi daU /∈ U , tada
za zatvoren skupL \U u topologiji poretka vrijediL \U ∈ U , pa, prema definiciji
zatvorenog skupa u ovoj topologiji, se dobija dax ∈ L \ U , što je kontradikcija.

(⇐) Neka skupU ⊂ L zadovoljava uslove teoreme i neka jeU ⊂ P (L)
ultrafilter koji sadrži skupL\U i konvergira u smislu poretka kay ∈ L. S obzirom
daU /∈ U , to se na osnovu pretpostavke dobija day /∈ U , tj. y ∈ L \ U . Dakle,
skupL \ U je zatvoren, pa je skupU otvoren u topologiji poretka. 2

Lema 4.5.3 Neka je〈L,≤〉 kompletna mreža. Ako ultrafilterU naL konvergira u
smislu poretka ka elementux ∈ L, onda jex granica ovog ultrafiltera i u smislu
konvergencije u topološkom prostoru〈L,Oorder(L)〉.
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Dokaz. Neka ultrafilterU na L konvergira u smislu poretka ka elementux ∈
L. Na osnovu leme2.6.3dovoljno je dokazati da jex tačka nagomilavanja ovog
ultrafiltera u topološkom prostoru〈L,Oorder(L)〉, tj. da x pripada zatvorenju (u
topologiji poretka) svakoǧclana ovog ultrafiltera. No, to je očigledno, jer ako je
A ∈ U zatvoren skup u topologiji poretka, tada na osnovu definicije zatvorenog
skupa u ovoj topologiji vrijedix ∈ A. 2

Teorema 4.5.1 [19] Neka je 〈L,≤〉 kompletna mreža iO topologija naL koja
sadrži intervalnu topologiju takva da je topološki prostor〈L,O〉 kompaktan. Tada
jeO ⊂ Oorder.

Dokaz. Ako se pretpostavi suprotno, tada postoji skupA ⊂ L takav daA ∈
O \ Oorder. Kako A nije otvoren u topologiji poretka, prema lemi4.5.2, postoji
x ∈ A i ultrafilterU ⊂ P (L) koji konvergira u smislu poretka kax tako daA /∈ U .
SkupB = L \A ∈ U je zatvoren u prostoru〈L,O〉, pa s obzirom da je taj prostor
kompaktan, na osnovu leme2.4.3, potprostor〈B,OB〉 je kompaktan i prema lemi
1.2.5, familija U|B = {U ∩ B : U ∈ U} je ultrafilter na tom potprostoru. Neka
je y ∈ B proizvoljno. S obzirom dax ∈ A i y ∈ B, to x 6= y. Zbog x =
lim inf U = lim supU vrijedi x � y ili x � y, bez gubljenja na opštosti može se
pretpostaviti dax � y. Tada postojiz ∈ S = {∧U : U ∈ U} tako daz � y
(jer bi u suprotnom vrijedilox = sup S ≤ y) i U ∈ U za koje jez =

∧
U . Kako

je zau ∈ U ispunjenoz ≤ u, tj. u ∈ ↑z, to vrijedi daU ⊂ ↑z, odakle se dobija
da↑z ∈ U . Po pretpostavci teoreme, topologijaO sadrži intervalnu topologiju, a
kako je↑ z zatvoren skup u donjoj topologiji, to je on zatvoren i u topologijiO,
pa je skup↑ z ∩ B ∈ U|B neprazan zatvoren skup u potprostoruB koji ne sadrži
tačku y (jer y /∈↑ z), što implicira da tǎckay nije tǎcka nagomilavanja ultrafiltera
U|B. Kako jey ∈ B bilo proizvoljno, ultrafilterU|B nema tǎcaka nagomilavanja
u kompaktnom prostoru〈B,OB〉, što je prema teoremi2.6.2kontradikcija. Dakle,
vrijedi O ⊂ Oorder. 2

S obzirom da su na kompletnoj mrežiL intervalna i Lawsonova topologija kom-
paktne (teoreme4.2.2i 4.4.2) i sadrže intervalnu topologiju, na osnovu prethodne
teoreme se dokazuje sljedeća teorema.

Teorema 4.5.2Na kompletnoj mreži topologija poretka je finija od intervalne i
Lawsonove topologije.

Na osnovu prethodne teoreme i leme2.6.4, može se zakljǔciti da svaki ultrafil-
ter na kompletnoj mreži koji konvergira ka nekoj tački u smislu konvergencije
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poretka, konvergira ka toj tački i u smislu konvergencije u intervalnoj i Lawsonovoj
topologiji koje su zadate na toj mreži.

Teorema 4.5.3Neka je〈L,≤〉 kompletna mreža takva da je topološki prostor
〈L,Ointerv〉 Hausdorffov. Tada je topološki prostor〈L,Oorder〉 kompaktan.

Dokaz. Prema teoremi4.2.2, prostor〈L,Ointerv〉 je kompaktan, pa kako je po
pretpostavci i Hausdorffov, to svaki ultrafilter na ovom prostoru ima jedinstvenu
granicu, što, prema teoremi4.2.1, povlǎci da se konvergencija u intervalnoj topo-
logiji podudara sa konvergencijom poretka. Ako se pretpostavi da postoji ultrafilter
U ⊂ P (L) koji ne konvergira u prostoru〈L,Oorder〉, tada, prema lemi4.5.3, on
ne konvergira ni u smislu poretka, pa, prema lemi2.6.4ne konvergira ni u prostoru
〈L,Ointerv〉, što je kontradikcija sa kompaktnošću prostora〈L,Ointerv〉. Dakle,
prostor〈L,Oorder〉 je kompaktan. 2

Pod uslovima prethodne teoreme se jednostavno pokazuje da je topološki prostor
〈L,Oorder〉 Hausdorffov. Tako na osnovu prethodne teoreme i leme2.4.7slijedi
sljedéca teorema.

Teorema 4.5.4Neka je〈L,≤〉 kompletna mreža takva da je topološki prostor
〈L,Ointerv〉 Hausdorffov. Tada jeOinterv = Oorder.

Teorema 4.5.5Na kompletno distributivnoj mreži intervalna, Lawsonova i topo-
logija poretka se podudaraju.

Dokaz. Na osnovu teoreme4.2.3, na kompletno distributivnoj mreži〈L,≤〉 je
prostor〈L,Ointerv〉 Hausdorffov, pa se na osnovu teoreme4.4.4i prethodne teo-
reme dobijaOinterv = Oλ = Oorder. 2
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Glava 5

Mreža topologija na fiksiranom
skupu

U ovoj glavi posmatra se mreža svih topologija fiksiranog skupa. Osobine ove
mreže, kao i nekih njenih podmreža, intenzivno su proučavane u proteklih50 god-
ina. Navedeni rezultati mogu se naći npr. u [4], [7], [8], [13], [15], [16] i [ 18].

5.1 MrežaTX i njene osobine

Neka jeX neprazan skup iTX skup svih topologija na skupuX, tj.

TX = {O ∈ P (P (X)) : O je topologija na skupuX}.

Teorema 5.1.1SkupTX formira kompletnu mrežu ako su zaO1, O2 ∈ TX infi-
mum i supremum definisani sa

O1 ∧ O2 = O1 ∩ O2;

O1 ∨ O2 = O[O1 ∪ O2].

Mreža〈TX ,∧,∨〉 ima najmanji i najveći element.

Dokaz. Za dvije topologijeO1, O2 suO1 ∩ O2 i O[O1 ∪ O2] ponovo topologije,
pa je〈TX ,∧,∨〉 mreža. To je i kompletna mreža, jer za skup{Oi : i ∈ I} ⊂ TX ,
najvéce donje ograničenje i najmanje gornje ograničenje su dati sa

55
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∧
i∈I Oi =

⋂
i∈I Oi,

∨
i∈I Oi = O[

⋃
i∈I Oi],

pa postoje i proizvoljni infimumi i supremumi. Najmanji element mreže svih
topologija〈TX ,∧,∨〉 je antidiskretna topologija, a najveći element diskretna topo-
logija. 2

Teorema 5.1.2 [13] TX je atomarna mreža. Ako je|X| = n, ondaTX sadrži
2n − 2 atoma, dok u slučaju da jeX beskonačan skup,TX sadrži2|X| atoma.

Dokaz. Jasno je da su atomi mrežeTX topologije oblika{∅, G, X}, gdje je∅ (
G ( X, kao i to da se svaka topologija različita od antidiskretne topologije može
dobiti kao supremum odred-enog skupa atoma. Broj atoma je jednak broju izbora
netrivijalnog podskupaG ⊂ X. Ako je |X| = n taj broj je2n − 2, dok u slǔcaju
beskonǎcnog skupaX on iznosi2|X|. 2

Lema 5.1.1 Ako jeU ultrafilter naX i x ∈ X, tako daU 6= U(x), tada je familija
O(x,U) = {A ⊂ X : x /∈ A ∨ A ∈ U} topologija na skupuX.

Topologija iz prethodne leme se nazivaultratopologija na X. Ultratopologija
O(x,U) je glavna ultratopologija ili neglavna ultratopologija u zavisnosti od
toga da li je ultrafilterU glavni ili neglavni respektivno.

Teorema 5.1.3Na beskonačnom skupuX postoji tačno22|X| ultratopologija.

Dokaz. Svaka ultratopologija je familija podskupova skupaX, tj. pripada skupu
P (P (X)). Stoga, ima najviše22|X| ultratopologija. Za kompletiranje dokaza,
na osnovu teoreme Pospíšila, dovoljno je definisati injekciju izmed-u skupa svih
ultrafiltera naX i skupa svih ultratopologija naX. Neka je za proizvoljne različite
vrijednostix, y ∈ X i ultrafilter U , funkcijaf definisana sa

f(U) =

{
O(x,U), za U 6= U(x)
O(y,U), za U = U(x).

Neka suU1,U2 dva razlǐcita ultrafiltera na skupuX. Ako je jedan od njih
glavni ultrafilterU(x), jasno da je tadaf(U1) 6= f(U2). Ako jeU1 6= U(x) 6= U2,
odred-enosti radi, neka postojiA ⊂ X takav daA ∈ U1 \U2 (za slǔcajA ∈ U2 \U1

dokaz je slǐcan). TadaA ∈ U1, X \A ∈ U2 i A ∈ O(x,U2) = f(U1).
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Ako x ∈ A, tadaA /∈ O(x,U2) = f(U2).
Ako x /∈ A, tadaA ∪ {x} ∈ f(U1), jer A ∪ {x} ∈ U1. Med-utim, A ∪ {x} /∈

f(U2), jer u suprotnom,X \A,A ∪ {x} ∈ U2, što povlǎci {x} = (X \A) ∩ (A ∪
{x}) ∈ U2, što je nemogúce jerU2 6= U(x).

U oba slǔcajaf(U1) 6= f(U2), pa jef injekcija, što znǎci da ultratopologija na
skupuX ima najmanje22|X| . 2

Lema 5.1.2 Topološki prostor sa glavnom ultratopologijom nijeT1 prostor.

Dokaz. Neka sux, y ∈ X različite tǎcke i U(y) glavni ultrafilter na skupuX i
neka je na tom skupu zadana glavna ultratopologijaO(x,U(y)). Tada vrijedix ∈
X\{y} i X\{y} /∈ U(y), pa skupX\{y} nije otvoren u prostoru〈X,O(x,U(y))〉,
što znǎci da jednǒclan skup{y} nije zatvoren u tom prostoru. Prema lemi2.3.1,
prostor〈X,O(x,U(y))〉 nije T1 prostor. 2

Lema 5.1.3 Topološki prostor sa neglavnom ultratopologijom jeT4 prostor.

Dokaz. Neka jeX topološki prostor sa neglavnom ultratopologijomO. Tada
postojix ∈ X i neglavni ultrafilterU tako da jeO = O(x,U).

Neka jey ∈ X proizvoljno. Ako jey = x, tadax /∈ X \ {y}, pa je skup
X \ {y} otvoren, tj. skup{y} je zatvoren. Ako jey 6= x, tadaX \ {y} ∈ U (u
suprotnom dobija se{y} ∈ U , što je nemogúce jerU 6= U(y)), pa je skupX \ {y}
otvoren, tj. skup{y} je zatvoren. Dakle, svaki jednočlan skup u prostoru〈X,O〉
je zatvoren, pa prema lemi2.3.1, taj prostor jesteT1 prostor.

Neka suF1 i F2 disjunktni zatvoreni skupovi u prostoru〈X,O〉. Tada jedan
od njih ne sadrži tǎcku x, neka je to npr. skupF1. Tada su skupoviU1 = F1 i
U2 = X \ F1 otvoreni, disjunktni i respektivno sadrže skupoveF1 i F2.

Dakle, topološki prostor〈X,O〉 je T4 prostor. 2

TopologijaO na skupuX se nazivaglavna topologija ako se može napisati kao
presjek odred-enog skupa glavnih ultratopologija na skupuX.

Teorema 5.1.4 [4] TX je koatomarna mreža. Koatomi su ultratopologije. Ako je
|X| = n, TX sadržin(n − 1) koatoma. Ako jeX beskonačanTX sadrži22|X|

koatoma.

Dokaz. Naprije će biti pokazano da su koatomi mrežeTX upravo ultratopologije.
Neka je za proizvoljnox ∈ X i ultrafilter U 6= U(x) data ultratopologijaO(x,U)
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i neka je na skupuX data topologijaO takva da jeO(x,U) ⊂ O. Ako bi postojao
skup A ∈ O \ O(x,U), tada bi za njega vrijedilox ∈ A i A /∈ U . Tada je
X \ A ∈ U , pa je i (X \ A) ∪ {x} ∈ U . Dalje se dobija da(X \ A) ∪ {x} ∈
O(x,U) ⊂ O, odnosno,{x} = A ∩ ((X \ A) ∪ {x}) ∈ O. Kako je za svako
y 6= x, {y} ∈ O(x,U) ⊂ O, to jeO diskretna topologija.

U narednoḿce biti pokazano da jeTX koatomarna mreža. Neka jeO′ ∈ TX

nediskretna topologija iUT (O′
) = {O ∈ TX : O′ ⊂ O i O je ultratopologija}.

Jasno da jeO′ ⊂ ⋂
O∈UT (O′ )O. Da bi se dokazala suprotna inkluzija, neka je

dat proizvoljan skupA ⊂ X takav daA /∈ O′
(takav postoji jerO′ nije diskretna

topologija). Tada postojix ∈ A (A je neprazan) tako daA /∈ N (x) u topologijiO′

(pošto skupA nije otvoren u topologijiO′). Neka jeU kolekcija podskupova skupa
X koja sadrži skupX \A (koji je takod-e neprazan) zajedno sa svimO′

- okolinama
tačkex. U je filter jer bilo kojaO′

- okolina tǎckex siječe skupX \A, jednostavno
se pokazuje da je to i ultrafilter. UltratopologijaO(x,U) pripada skupuUT (O′

)
(slijedi na osnovu same definicijeO(x,U)) i A /∈ O(x,U) (jer x ∈ A i A /∈ U), pa
A /∈ ⋂

O∈UT (O′ )O. Znǎci, važiO′ ⊃ ⋂
O∈UT (O′ )O. Dakle,O′

=
⋂
O∈UT (O′ )O

i mrežaTX je koatomarna.
Neka je|X| = n. Tada su svi ultrafilteri na skupuX glavni, pa su sve ul-

tratopologije oblikaO(x,U(y)), gdje jey 6= x. Jasno da je onda broj koatoma u
ovom slǔcaju upravon(n− 1).

Neka jeX beskonǎcan. Tada prema teoremi5.1.3 mrežaTX sadrži22|X|

koatoma. 2

Teorema 5.1.5Ako jeX beskonačan tada je|TX | = 22|X| .

Dokaz. Kako je TX ⊂ P (P (X)) jasno je da vrijedi|TX | ≤ 22|X| . Kako je
svaka topologija izTX infimum ultratopologija naX, na osnovu prethodne teoreme
vrijedi i suprotna nejednakost. 2

Zanimljivo je da je za razliku od prethodne teoreme dosad nije pronad-ena formula
za odred-ivanje broja topologija konǎcnog skupa. Neki pojedinačni rezultati su
dobijeni. Npr. u [13] je dobijeno da za|X| = 1, 2, 3, 4, 5, 6 ili 7 vrijedi |TX | =
1, 4, 29, 355, 6942, 209527 ili 9535241. Koristéci prethodne dvije teoreme u [13]
je takod-e dobijena procjena : Ako je|X| = n > 1 onda je2n ≤ |TX | ≤ 2n(n−1).

Teorema 5.1.6 [16] Ako je |X| > 2, tada mrežaTX nije modularna, pa samim
tim ni distributivna.
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Dokaz. Neka je|X| > 2 i neka sux, y, z ∈ X različiti elementi. Posmatranjem
topologijaO1 = O(x,U(y))∧O(x,U(z)),O2 = O(x,U(z)) i O3 = O(z,U(y)),
uočava se daO1 ⊂ O2 i (O1 ∨ O3) ∧ O2 = O2 (pošto jeO1 ∨ O3 diskretna
topologija). Ali,O1∨(O3∧O2) ⊂ O(x,U(y)), jerO1 ⊂ O(x,U(y)) i O3∧O2 ⊂
O(x,U(y)) (svaki skup koji sadržix sadrži iz,i svaki skup koji sadržiz sadrži iy,
što daje da svaki skup koji sadržix sadrži iy), pa kakoO2 * O(x,U(y)) to vrijedi
(O1 ∨ O3) ∧ O2 * O1 ∨ (O3 ∧ O2), paTX nije modularna mreža. 2

Teorema 5.1.7 [13] Ako je |X| > 3, onda mrežaTX nije samodualna.

Dokaz. Za |X| > 3 skupovi atoma i koatoma mrežeTX su razlǐcite kardinalnosti,
pa prema lemi3.3.2, mrežaTX nije samodualna. 2

Grupa mrežnih automorfizama mrežeTX ima relativno jednostavnu strukturu. U
[8] je pokazano da ako skupX sadrži jedan ili dva elementa, ili jeX beskonǎcan
skup, grupa mrežnih automorfizama odTX je izomorfna simetrǐcnoj grupi naX;
dok u slǔcaju da jeX konǎcan i sadrži više od dva elementa, grupa mrežnih au-
tomorfizama odTX je izomorfna direktnom proizvodu simetrične grupe naX sa
dvoelementnom grupom.

Od svih pitanja u vezi mrežne strukture uTX pitanje komplementiranja u mreži
TX , tj. pitanje da li za svaku topologijuO ∈ TX postoji topologijaO′ ∈ TX

takva da jeO ∧ O′ antidiskretna, aO ∨ O′ diskretna topologija, pobudilo je na-
jviše interesa. Steiner je u [16] dokazao da je mrežaTX komplementirana, štaviše,
pokazao je da svaka topologija ima glavni komplement (komplement koji je glavna
topologija). Njegov dokaz je u [16] izložen u tri dijela:

(i) Dokaz da svaka topologija na skupuX ima glavni komplement ukoliko
svaka topologija u odnosu na koju jeX T1 topološki prostor, ima glavni komple-
ment;

(ii) Dokaz da svaka topologija u odnosu na koju je skupX T1 topološki pros-
tor ima glavni komplement ukoliko svaka topologija u odnosu na koju jeX T1

topološki prostor bez izolovanih tačaka (to su tǎcke x ∈ X za koje je skup{x}
otvoren), ima glavni komplement;

(iii) Dokaz da svaka topologija u odnosu na koju jeX T1 topološki prostor bez
izolovanih tǎcaka, ima glavni komplement.

Iako svaka topologija u mrežiTX ima komplement koji je glavna topologija,
taj komplement nije jedinstven. Štaviše, u [15] je pokazano da u slǔcaju da jeX
konǎcan i|X| = n ≥ 2, svaka netrivijalna topologija naX (ona koja je razlǐcita od
antidiskretne i diskretne topologije) ima najmanjen−1 glavnih komplemenata, dok
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u slǔcaju beskonǎcnog skupaX, svaka netrivijalna topologija naX ima najmanje
|X|, a najviše2|X| glavnih komplemenata.

Za konǎcan skupX, mrežaTX je konǎcna, pa je na osnovu primjera3.4.1,
ona neprekidna. Med-utim, ukoliko je skupX beskonǎcan, mrežaTX ne mora biti
neprekidna, što pokazuje sljedeći primjer.

Primjer 5.1.1. Neka jeX = ω, O = {∅, {1, 3, 5, 7, ...}, ω} atom u kompletnoj
mrežiTω i za n ∈ ω, On = P (n) ∪ {ω}, gdje jeP (n) = P ({0, 1, ..., n − 1}).
Kako zam ≤ n vrijedi Om ⊂ On, skupS = {On : n ∈ ω} ⊂ Tω je usmjeren,
pa s obzirom da[ω]<ω ∈ ⋃

n∈ω On, to vrijedi supS = O[
⋃

n∈ω On] = P (ω),
tj. supS je diskretna topologija. Znači, ispunjeno jeO ⊂ supS, ali pritom je za
svakoOn ∈ S ispunjenoO * On, pa elementO nije izolovan odozdo (tj. za njega
ne vrijediO << O). Kako je na osnovu leme3.4.2(dio (iv)) {∅, ω} << O, to je
sup ¸O = {∅, ω} 6= O, pa mrežaTω nije neprekidna.

Pored mrežeTX intenzivno su proǔcavane i neke njene podmreže, npr. mreža svih
T1 topologija na skupuX, mreža svih glavnih topologija, itd. Neki dobijeni rezul-
tati mogu se náci npr. u [13].

5.2 Potapanje u mrežuTX

Teorema 5.2.1 [7] Svaka mreža sa1 i 0 se može homomorfno potopiti u mrežu
topologija nekog skupaX koristeći potapanje koje preslikava1 i 0 date mreže
respektivno u diskretnu i antidiskretnu topologiju uTX .

Dokaz. Za dati skupX, mreža〈Eq(X),⊂〉 svih relacija ekvivalencije naX iz
primjera3.1.2jeste kompletna mreža. Ako se razmotri preslikavanje koje svakoj
relaciji ekvivalencijeθ na skupuX dodjeli topologiju naX generisana sa klasama
ekvivalencije odθ kao baznim otvorenim skupovima, tada ovo preslikavanje ho-
momorfno potapa dual mrežeEq(X) u TX preslikavajúci pritom 1 i 0 tog duala
(dijagonalu i partitivni skup) u diskretnu i antidiskretnu topologiju respektivno.

Na osnovu prethodnog dovoljno je pokazati da svaka mreža ima odgovarajuće
homomorfno potapanje u mrežuEq(X) za neki skupX, koje čuva1 i 0 te mreže.
Traženo potapanje dobija se uz pomoć teoreme Grätzer-Schmidta koja tvrdi da
svaka algebarska mreža jeste izomorfna mreži kongruencije neke univerzalne al-
gebre.

Neka jeL mreža sa najvécim i najmanjim elementom1 i 0. Tada seL može
homomorfno potopiti u mrežu svih nepraznih idealaI(L) koristéci preslikavanje



5. MREŽA TOPOLOGIJA NA FIKSIRANOM SKUPU 61

koje elementux ∈ L pridružuje glavni idealL(x). Jasno je da ovo preslikavanje
preslikava1 i 0 mrežeL u 1 i 0 mrežeI(L). Kako jeI(L) algebarska mreža,
Grätzer-Schmidtova teorema implicira da je mrežaI(L) izomorfna sa mrežom
svih kongruencija neke univerzalne algebreA. Dokaz sada slijedi ižcinjenice da
je mreža kongruencija odA podmreža mrežeEq(A), i da sadrži1 i 0 te mreže.2

Naméce se prirodno pitanje da li se u prethodnoj teoremi skupX može izabrati tako
da bude konǎcan ako je data mreža konačna. Ponovo, ovo pitanje se može reduko-
vati na utvrd-ivanje da li data konǎcna mreža ima odgovarajuće potapanje uEq(X)
za neki konǎcan skupX. Nažalost, Grätzer-Schmidtova teorema ne pomaže u vezi
ovog pitanja, jer proizvodi beskonačne algebre,̌cak i za konǎcne mreže. Med-utim,
Pudlák i Tuma su dokazali da svaka konačna mreža može biti homomorfno poto-
pljena uEq(X) za neki konǎcan skupX. Pudlák i Tuma dalje tvrde, bez dokaza,
da se njihov metod može produžiti da se dobije potapanje koječuva1 i 0. Ova tvrd-
nja implicira da svaka konačna mreža može biti homomorfno potopljena u mrežu
topologija nekog konǎcnog skupaX putem potapanja koje preslikava1 i 0 date
mreže u redom diskretnu i antidiskretnu topologiju uTX .

Primjer 5.2.1. Mreža svih topologija na skupuX = {x, y, z}može se predstaviti
sljedécim dijagramom:

0

C

1 2 4 5 63

D

1 2 3 4 5 6 7 8 9B

1 2 3 4 5 6

A

1 2 3 4 5 6

1
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0− antridiskretna topologija; 1− diskretna topologija;

D
1. {∅, {y}, {z}, {x, z}, {y, z}, X} = O(x,U(z));
2. {∅, {y}, {z}, {x, y}, {y, z}, X} = O(x,U(y));
3. {∅, {x}, {y}, {x, y}, {y, z}, X} = O(z,U(y));
4. {∅, {x}, {y}, {x, y}, {x, z}, X} = O(z,U(x));
5. {∅, {x}, {z}, {x, y}, {x, z}, X} = O(y,U(x));
6. {∅, {x}, {z}, {x, z}, {y, z}, X} = O(y,U(z));

C
1. {∅, {y}, {z}, {y, z}, X};
2. {∅, {y}, {x, y}, {y, z}, X};
3. {∅, {x}, {y}, {x, y}, X};
4. {∅, {x}, {x, y}, {x, z}, X};
5. {∅, {x}, {z}, {x, z}, X};
6. {∅, {z}, {x, z}, {y, z}, X};

B
1. {∅, {y}, {y, z}, X};
2. {∅, {y}, {x, y}, X};
3. {∅, {x}, {x, y}, X};
4. {∅, {x}, {x, z}, X};
5. {∅, {z}, {x, z}, X};
6. {∅, {z}, {y, z}, X};
7. {∅, {y}, {x, z}, X};
8. {∅, {z}, {x, y}, X};
9. {∅, {x}, {y, z}, X};

A
1. {∅, {y}, X};
2. {∅, {x, y}, X};
3. {∅, {x}, X};
4. {∅, {x, z}, X};
5. {∅, {z}, X};
6. {∅, {y, z}, X}.



Glava 6

Topološki prostor 〈TX ,OTX
〉

U ovoj glavi na mreži svih topologijaTX uvedena je topologijaOTX
, ispitane su

neke njene osobine i odnos sa "mrežnim" topologijama proučavanim u4. glavi.
Većina navedenih rezultata predstavlja originalan doprinos posmatranoj temi.

6.1 01-podmreža Booleove mreže

Neka je〈B,∧,∨,′ , 0, 1〉 Booleova mreža. SkupL ⊂ B za koji vrijedi:
(BL1) 0, 1 ∈ L;
(BL2) x ∧ y ∈ L, za svakox, y ∈ L;
(BL3) x ∨ y ∈ L, za svakox, y ∈ L;

naziva se01-podmrežaodB.

Lema 6.1.1 Ako jeB Booleova mreža, onda vrijedi:
(i) Presjek proizvoljne neprazne familije 01-podmreža odB je 01-podmreža od

B;
(ii) Za svaki skupA ⊂ B postoji minimalna 01-podmreža odB koja sadrži skup

A.

Dokaz. (i) Neka je {Li : i ∈ I} neprazna familija 01-podmreža odB. Za
dokaz ovog tvrd-enja dovoljno je dokazati da skupL =

⋂
i∈I Li zadovoljava uslove

(BL1)-(BL3). Kako0, 1 ∈ Li, za svei ∈ I, vrijedi 0, 1 ∈ L i uslov (BL1) je zado-
voljen. Akox, y ∈ L, onda za svakoi ∈ I vrijedi x, y ∈ Li, pa vrijedia ∧ b ∈ Li

i a ∨ b ∈ Li. Zbog togaa ∧ b ∈ L i a ∨ b ∈ L, pa su i uslovi (BL2) i (BL3) takod-e
ispunjeni.

63
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(ii) Neka jeL familija svih 01-podmreža odB koje sadržeA. FamilijaL je
neprazna (pošto joj pripadaB) pa, prema (i),

⋂L jeste 01-podmreža odB. Jasno,⋂L sadržiA i to je najmanja 01-podmreža odB sa ovim svojstvom. 2

Minimalna 01-podmreža Bulove mrežeB koja sadrži podskupA ⊂ B biće oz-
nǎcena saL[A].

Lema 6.1.2 Ako jeB Booleova mreža iA ⊂ B, onda je:

L[A] = {0, 1}∪
{ m∨

i=0

ni∧

j=0

aij : m ∈ ω ∧ n0, . . . , nm ∈ ω ∧ ∀i ≤ m ∀j ≤ ni aij ∈ A
}

.

Specijalno, ako je skupA konačan, onda je iL[A] konačan skup.

Dokaz. (⊃) Kako jeL[A] 01-podmreža odB, to vrijedi0, 1 ∈ L[A], pa je ispunjen
uslov (BL1). Neka jem ∈ ω, n0, . . . , nm ∈ ω i aij ∈ A, zai ≤ m i j ≤ ni. Kako
A ⊂ L[A] i L[A] zadovoljava (BL2), za svakoi ≤ m vrijedi

∧ni
j=0 aij ∈ L[A].

Konǎcno, kakoL[A] zadovoljava (BL3), slijedi da je
∨m

i=0

∧ni
j=0 aij ∈ L[A].

(⊂) Dovoljno je dokazati da je

L = {0, 1}∪
{ m∨

i=0

ni∧

j=0

aij : m ∈ ω ∧ n0, . . . , nm ∈ ω ∧ ∀i ≤ m ∀j ≤ ni aij ∈ A
}

01-podmreža odB koja sadržiA. Jasno da vrijediA ⊂ L; uslov (BL1) slijedi iz
definicije skupaL, dok uslovi (BL2) i (BL3) slijede iz distributivnosti∧ prema∨ i
asocijativnosti∨ respektivno. 2

Lema 6.1.3 Neka jeX neprazan skup. Ako jeA1, . . . , Am ⊂ X, tada je 01-
podmrežaL[{A1, . . . , Am}] Booleove mreže〈P (X),∩,∪, c, ∅, X〉 minimalna to-
pologija naX koja sadrži skupoveA1, . . . , Am.

Dokaz. Neka jeA = {A1, . . . , Am}. Kako je, prema prethodnoj lemi,L[A] kon-
ačna 01-podmreža odP (X), i kako su svojstva (O1)-(O3) iz definicije topologije
ispunjena, to jeL[A] ujedno i topologija naX koja sadrži familijuA. Dakle, vri-
jedi O[A] ⊂ L[A]. S druge strane, iz svojstava (O1)-(O3) topologijeO[A] slijedi
da je to jedna 01-podmreža odP (X) koja sadrži familijuA, te vrijedi i suprotna
inkluzija L[A] ⊂ O[A]. 2
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Lema 6.1.4 Neka jeX neprazan skup iA1, . . . , Am, B1, . . . Bn ⊂ X. Onda su
sljedeći uslovi ekvivalentni:

(i) Postoji topologijaO na skupuX koja zadovoljava uslov:

A1, . . . , Am ∈ O 63 B1, . . . Bn; (6.1)

(ii) L[{A1, . . . , Am}] ∩ {B1, . . . , Bn} = ∅.

Dokaz. (i) ⇒ (ii). Ako postoji topologijaO koja zadovoljava uslov (6.1), tada,
prema prethodnoj lemi,L[{A1, . . . , Am}] ⊂ O. Jasno da je tada ispunjeno i
B1, . . . , Bn 6∈ L[{A1, . . . , Am}].

(ii) ⇒ (i). Prema prethodnoj lemiO = L[{A1, . . . , Am}] je topologija naX
koja zbog pretpostavke ne sadrži skupoveB1, . . . Bn. Dakle,O je topologija koja
zadovoljava uslov (6.1). 2

Primjer 6.1.1. Moguće je náci skupoveX i A1, . . . , Am, B1, . . . Bn ⊂ X tako
da postoji topologija naX koja zadovoljava uslov (6.1) iz leme6.1.4, ali da ne
postoji maksimalna topologija (u smislu relacije inkluzije) naX koja zadovoljava
taj uslov.

Naime, ako jeX = {0, 1, 2, 3}, A1 = {0} i B1 = {2}, onda topologije

O1 = {∅, {0}, {1, 2}, {0, 1, 2}, X}
O2 = {∅, {0}, {2, 3}, {0, 2, 3}, X}

zadovoljavaju uslov (6.1), tj. vrijedi A1 ∈ O1 63 B1 i A1 ∈ O2 63 B1, ali za
svaku topologijuO naX koja u smislu relacije inkluzije sadrži topologijeO1 i O2,
vrijedi B1 ∈ O, pa takva topologijaO ne zadovoljava uslov (6.1).

6.2 TopologijaOTX

Za disjunktne, konǎcne (mogúce prazne) familijeA i B podskupova skupaX neka
je skupBA

B ⊂ TX definisan sa

BA
B = {O ∈ TX : ∀A ∈ A (A ∈ O) ∧ ∀B ∈ B (B 6∈ O)}.

Onda, prema lemi6.1.4, BA
B 6= ∅ ako i samo akoL[A] ∩ B = ∅; specijalno,

B∅
∅ = TX i B∅

{∅} = ∅.
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Teorema 6.2.1Neka jeX neprazan skup. Tada vrijedi
(i) Familija BTX

svih skupova oblikaBA
B , gdje suA andB disjunktne, konačne

familije podskupova od skupaX, je baza neke topologije,OTX
, na skupuTX ;

(ii) Topološki prostor〈TX ,OTX
〉 je nula-dimenzionalan;

(iii) Ako je skupX konačan, onda je topološki prostor〈TX ,OTX
〉 diskretan.

Dokaz. (i) Na osnovu leme2.1.3treba dokazati da familijaBTX
zadovoljava uslove

(B1’) and (B2”). Uslov (B1’) je ispunjen, jerBTX
3 B∅

∅ = TX povlǎci
⋃BTX

=
TX . Pretpostavimo daBA1

B1
, BA2

B2
∈ BTX

i O ∈ BA1
B1
∩ BA2

B2
. TadaA1 ∪ A2 ⊂ O

i (B1 ∪ B2) ∩ O = ∅ pa su familijeA1 ∪ A2 i B1 ∪ B2 konǎcne i disjunktne, što
povlǎci daBA1∪A2

B1∪B2
∈ BTX

. Štaviše,O ∈ BA1∪A2
B1∪B2

⊂ BA1
B1
∩ BA2

B2
, pa uslov (B2”)

takod-e vrijedi.
(ii) Prvo se dokazuje da je〈TX ,OTX

〉 Hausdorffov prostor. Neka suO1 i
O2 dva razlǐcita elementa odTX . Ako postoji skupA ∈ O1 \ O2, onda su

skupoviB{A}
∅ andB∅

{A} otvoreni, disjunktni i sadržeO1 i O2 respektivno. Slǐcno
se dokazuje i u slǔcaju kadaA ∈ O2 \ O1.

Za kompletiranje dokaza ovog tvrd-enja, dovoljno je dokazati da su elementi
baze topologijeBTX

zatvoreni skupovi. Neka jeBA
B ∈ BTX

proizvoljno iO ∈
TX \ BA

B . Tada iliA 6∈ O za nekoA ∈ A što povlǎci O ∈ B∅
{A} ⊂ TX \ BA

B , ili

B ∈ O za nekoB ∈ B što povlǎciO ∈ B
{B}
∅ ⊂ TX \BA

B . U oba slǔcaja, dobija se
da je skupTX \BA

B okolina svake svoje tǎcke, pa je, prema lemi2.1.5, on otvoren.
(iii) Ako je skup X konǎcan, tada je i skupTX konǎcan. Kako je topološki

prostor〈TX ,OTX
〉 Hausdorffov, on je premi lemi2.3.4ujedno iT1 prostor, te je

prema lemi2.3.2diskretan. 2

Na osnovu prethodne teoreme i leme2.3.3direktno se dobija sljedeća teorema.

Teorema 6.2.2Topološki prostor〈TX ,OTX
〉 je T3 1

2
prostor.

U narednoj teoremi biće uspostavljena veza izmed-u osnovnih kardinalnih funkcija
na topološkom prostoru〈TX ,OTX

〉.
Teorema 6.2.3 (i) Za neprazan konačan skupX vrijedi

d(TX) = w(TX) = |TX | < 22|X| .

(ii) Za beskonačan skupX vrijedi

d(TX) ≤ w(TX) = 2|X| < |TX | = 22|X| .

Specijalno,d(Tω) ≤ w(Tω) = c < |Tω| = 2c.
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Dokaz. (i) Na osnovu prethodne teoreme (dio (iii)), u ovom slučaju topološki
prostor〈TX ,OTX

〉 je diskretan, što implicira da jed(TX) = w(TX) = |TX |. Kako
je {∅} ∈ P (P (X)) \ TX , to se dobijaTX ( P (P (X)), pa kako su ovi skupovi
konǎcni, to vrijedi i nejednakost|TX | < 22|X| .

(ii) Nejednakostd(X) ≤ w(X) vrijedi prema lemi2.1.6, dio (i).
Baza topologijeBTX

je indeksirana podskupom skupa[P (X)]<ω× [P (X)]<ω,
pa kako je skupP (X) beskonǎcan, to, prema lemi1.1.5 i teoremi1.1.2, vrijedi
|BTX

| ≤ |[P (X)]<ω × [P (X)]<ω| = |[P (X)]<ω| = |P (X)| = 2|X|, pa je
w(TX) ≤ 2|X|.

Pretpostavimo da jeκ = w(TX) < 2|X|. Tada, prema lemi2.1.7, postoji baza
B = {BAα

Bα
: α < κ} ⊂ BTX

topologijeOTX
koja je kardinalnostiκ. Kako

su, prema definiciji te baze, skupoviL[Aα] ∪ Bα, α < κ, konǎcni, to vrijedi
|⋃α<κ(L[Aα]∪Bα)| ≤ κ < 2|X|, pa postoji skupA ∈ P (X)\⋃α<κ(L[Aα]∪Bα).
S obzirom da jeB{A}

∅ neprazan, otvoren skup uOTX
i B baza te topologije, to za

neko I ⊂ κ vrijedi B
{A}
∅ =

⋃
α∈I BAα

Bα
. To dalje implicira postojanjeβ ∈ I

takvog da∅ 6= B
Aβ

Bβ
⊂ B

{A}
∅ . No, time se dobija daL[Aβ] ∈ B

Aβ

Bβ
⊂ B

{A}
∅ , pa je

A ∈ L[Aβ], što je kontradikcija sa izborom skupaA. Dakle, vrijediw(TX) = 2|X|.
Na osnovu teoreme5.1.5se dobijaw(TX) < |TX | = 22|X| . 2

Iz prethodne teoreme direktno slijedi sljedeća teorema.

Teorema 6.2.4Za beskonačan skupX, topološki prostor〈TX ,OTX
〉 ne zadovol-

java drugu aksiomu prebrojivosti.

Pitanje 1. Da li je topološki prostor〈Tω,OTω〉 separabilan?

Sljedéca teorema otkriva prirodu topološkog prostora〈TX ,OTX
〉.

Teorema 6.2.5Neka jeX neprazan skup. Tada je funkcijaf : TX → 2P (X)

definisana sa

f(O)[S] =

{
1, akoS ∈ O
0, akoS ∈ P (X) \ O

potapanje topološkog prostora〈TX ,OTX
〉 u Cantorov kub2P (X).

Dokaz. Na osnovu leme2.2.4, dovoljno je pokazati da je surjektivna restrikcija
f |TX : TX → f [TX ] neprekidno, otvoreno i injektivno preslikavanje.
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f je injekcija, jer za razlǐcite elementeO1 i O2 od TX postojiS ∈ O1∆O2,
pa prema definiciji preslikavanjaf vrijedi f(O1)[S] 6= f(O2)[S]. Ovo znǎci da je
restrikcijaf |TX takod-e injekcija.

Za O ∈ TX vrijedi daO ∈ f−1[π−1
S [{0}]] ako i samo akof(O)[S] = 0,

ako i samo akoS 6∈ O, ako i samo akoO ∈ B∅
{S}. Slično se dokazuje daO ∈

f−1[π−1
S [{1}]] ako i samo akoO ∈ B

{S}
∅ . Dakle, vrijedi

f−1[π−1
S [{0}]] = B∅

{S}, f−1[π−1
S [{1}]] = B

{S}
∅ . (6.2)

Kako se podbaza topologije Tihonova na2P (X) sastoji od skupova oblikaπ−1
S [{i}]

zai = 0, 1, funkcijaf i njena surjektivna restrikcijaf |TX jesu neprekidne funkci-
je.

S obzirom da se podbaza topologijeOTX
sastoji od skupova oblikaB{S}

∅ i

B∅
{S}, i kako za svakoB ⊂ 2P (X) vrijedi f [f−1[B]] = B ∩ f [TX ], to se iz uslova

(6.2) dobija da

(f |TX)[B∅
{S}] = f [B∅

{S}] = π−1
S [{0}] ∩ f [TX ],

(f |TX)[B{S}
∅ ] = f [B{S}

∅ ] = π−1
S [{1}] ∩ f [TX ]

što znǎci da restrikcijaf |TX preslikava svaki element pomenute podbaze na otvo-
ren skup u potprostoruf [TX ] prostora2P (X). Kako za svaku injekcijug vrijedi
g[

⋂
i∈I Ai] =

⋂
i∈I g[Ai], to funkcijaf |TX preslikava elemente bazeBTX

i, samim
tim, sve elemente odOTX

, na otvorene skupove potprostoraf [TX ] prostora2P (X).
Dakle,f |TX je otvoreno preslikavanje. 2

Na osnovu prethodne teoreme direktno slijedi sljedeća teorema.

Teorema 6.2.6Topološki prostor〈TX ,OTX
〉 je homeomorfan potprostoru Can-

torovog kuba2P (X).

Da topološki prostor〈TX ,OTX
〉 ne mora biti kompaktan za beskonačan skupX

pokazuje sljedéci primjer.

Primjer 6.2.1. Neka je zan ∈ ω, familija {Fn : n ∈ ω} ⊂ Tω definisana sa

Fn = B
{P (n)}
{{1,3,5,...}}. Tada se na osnovu definicije te familije i teoreme6.2.1, dio

(ii), dobija da je familija{Fn : n ∈ ω} ⊂ Tω familija zatvorenih skupova. S
obzirom da je zam ≤ n ispunjenoP (m) ⊂ P (n), ova familija ima s.k.p., ali ima
prazan presjek, jer u suprotnom, za topologijuO ∈ ⋂

n∈ω Fn vrijedi da je, za svako
n ∈ ω, ispunjenoP (n) ∈ O, pa se dobija:
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[ω]<ω ∈ O i {1, 3, 5, ...} /∈ O

što implicira da jeO = P (ω) i {1, 3, 5, ...} /∈ O dajúci kontradikciju. Dakle,
familija {Fn : n ∈ ω} ⊂ Tω je familija zatvorenih skupova sa s.k.p. koja ima
prazan presjek, pa prema lemi2.4.1, topološki prostor〈Tω,OTω〉 nije kompaktan.

Na osnovu lema2.4.8i 2.7.3i teoreme i6.2.5dobija se sljedéca teorema.

Teorema 6.2.7Za beskonačan skupX, topološki prostor〈TX ,OTX
〉 ima kompak-

tifikaciju težine2|X|.

TopologijaOTX
se može, kao i svaka druga topologija iz skupaTX , prikazati kao

infimum odred-enog skupa koatoma mrežeTX . Drugǎcije rěceno, postoji odred-en
skup ultratopologijǎciji presjek daje topologijuOTX

. Sljedéca lema ukazuje da u
tom skupu nema glavnih ultratopologija.

Lema 6.2.1 TopologijaOTX
nije sadržana ni u jednoj glavnoj ultratopologiji.

Dokaz. Topološki prostor〈TX ,OTX
〉 je, prema teoremi6.2.1, Hausdorffov, pa bi

u slǔcaju postojanja glavne ultratopologije koja sadrži topologijuOTX
, prostorTX

u odnosu na tu topologiju takod-e bio Hausdorffov. No, ovo je kontradikcija sa
lemama2.3.4i 5.1.2. 2

Na osnovu prethodne leme može se zaključiti da u reprezentaciji topologijeOTX

preko koatoma mrežeTX učestvuju samo neglavne ultratopologije. Na taj način,
za dalje ispitivanje topologijeOTX

, od znǎcaja su topološka svojstva koja vrijede
u ovim ultratopologijama.

6.3 Konvergencija u topološkom prostoru〈TX ,OTX
〉

Konvergencija u topološkom prostoru〈TX ,OTX
〉 je okarakterisana sljedećom teo-

remom.

Teorema 6.3.1Neka jeX neprazan skup,〈Oσ : σ ∈ Σ〉 mreža u topološkom
prostoru〈TX ,OTX

〉 i O ∈ TX . Onda su sljedeći uslovi ekvivalentni:
(i) limσ∈ΣOσ = O;
(ii) limσ∈ΣOσ = limσ∈ΣOσ = O.
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Dokaz. (i) ⇒ (ii) Neka je limσ∈ΣOσ = O. Ako A ∈ O, onda jeB
{A}
∅ okolina

odO u TX , pa postojiσ ∈ Σ tako da za svakoρ ≥ σ vrijedi Oρ ∈ B
{A}
∅ , tj. da

A ∈ Oρ. Zbog togaA ∈ ⋃
σ∈Σ

⋂
ρ≥σ Oρ čime je dokazano da vrijedi:

O ⊂ limσ∈ΣOσ. (6.3)

Ako A /∈ O, onda jeB∅
{A} okolina odO u TX , pa postojiσ ∈ Σ tako da vri-

jedi Oρ ∈ B∅
{A}, tj. da A 6∈ Oρ, za svakoρ ≥ σ. Zbog toga vrijedi: A ∈⋃

σ∈Σ

⋂
ρ≥σ P (X) \ Oρ = P (X) \ lim supσ∈ΣOσ čime je dokazano da vrijedi:

limσ∈ΣOσ ⊂ O (6.4)

Uslov (ii) sada slijedi iz uslova (6.3), (6.4) i leme2.5.3.
(ii) ⇒ (i) Neka vrijedi uslov (ii) i neka jeU okolina tǎckeO u topološkom

prostoru〈TX ,OTX
〉. Tada postoji bazni otvoren skupBA

B ∈ BTX
, gdje jeA =

{A1, ..., Ak} i B = {B1, ..., Bl}, zak, l ∈ ω, tako da vrijediO ∈ BA
B ⊂ U . Za

i ≤ k vrijedi Ai ∈ O =
⋃

σ∈Σ

⋂
ρ≥σ Oρ, te se odabiraσi ∈ Σ tako da vrijedi:

∀ρ ≥ σi Ai ∈ Oρ. (6.5)

Za j ≤ l vrijedi Bj 6∈ O =
⋂

σ∈Σ

⋃
ρ≥σ Oρ te se odabiraσ′j ∈ Σ tako da vrijedi:

∀ρ ≥ σ′j Bj 6∈ Oρ. (6.6)

Kako je 〈Σ,≤〉 usmjeren skup, to postojiσ∗ ∈ Σ tako daσ1, ..., σk, σ
′
1, ..., σ

′
l ≤

σ∗. Dakle, prema uslovima (6.5) i (6.6), zaρ ≥ σ∗ vrijedi Oρ ∈ BA
B ⊂ U , što

implicira da jelimσ∈ΣOσ = O. 2

Na osnovu prethodne teoreme direktno slijedi sljedeća teorema.

Teorema 6.3.2Neka jeX neprazan skup i neka je〈Oσ : σ ∈ Σ〉 mreža u topolo-
škom prostoru〈TX ,OTX

〉. Tada su sljedeći uslovi ekvivalentni:
(i) Mreža〈Oσ : σ ∈ Σ〉 konvergira;
(ii) limσ∈ΣOσ = limσ∈ΣOσ = O, i familija O je topologija na skupuX.

Primjer 6.3.1. Moguće je konstruisati mrežu〈Oσ : σ ∈ Σ〉 koja ne konvergira
u topološkom prostoru〈TX ,OTX

〉, za koju jelimσ∈ΣOσ = limσ∈ΣOσ. Neka je
X = ω i, zan ∈ ω, neka je topologijaOn naX definisana saOn = P (n) ∪ {ω}.
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Tada je〈On : n ∈ ω〉 mreža (štaviše, niz) u topološkom prostoru〈Tω,OTω〉, tako
da je zam ≤ n ispunjenoOm ⊂ On. Za datu mrežu vrijedi:

limn∈ωOn =
⋃

m∈ω

⋂

n≥m

(P (n) ∪ {ω}) =
⋃

m∈ω

(P (m) ∪ {ω}) = [ω]<ω ∪ {ω}

i

limn∈ωOn =
⋂

m∈ω

⋃

n≥m

(P (n) ∪ {ω}) =
⋂

m∈ω

([ω]<ω ∪ {ω}) = [ω]<ω ∪ {ω},

ali [ω]<ω ∪ {ω} nije topologija naω, jer vrijedi:

{2n : n ∈ ω} =
⋃

n∈ω{2n} 6∈ [ω]<ω ∪ {ω}.

Dakle, prema prethodnoj teoremi, posmatrana mreža ne konvergira u topolo-
škom prostoru〈Tω,OTω〉.

6.4 Odnosi izmed-u topologija na mreži TX

S obzirom da je mreža〈TX ,∧,∨〉 kompletna, na njoj se mogu uvesti sve topologije
koje su razmatrane u ovom radu (gornja, donja, intervalna, Scottova, Lawsonova).
Naravno, ovo znǎci da sva tvrd-enja u vezi ovih topologija koja su ranije dokazana u
slučaju kompletnih mreža, vrijede i za mrežuTX . Takod-e je interesantno ispitivati
odnos ovih topologija prema uvedenoj topologijiOTX

.
U slučaju da je skupX konǎcan, dobija se da je i skupTX konǎcan, pa s

obzirom da su intervalna, Lawsonova, topologija poretkaT1 topologije, to je na
osnovu leme2.3.2, prostorTX u odnosu na ove topologije diskretan. Prema teo-
remi 6.2.1, dio (iii), takav je i prostor〈TX ,OTX

〉, pa su u slǔcaju konǎcnog skupa
X, sve topologije jednake. Zbog togaće se u narednom posmatrati mrežaTX , za
beskonǎcan skupX. Akcenat u primjerimáce, kao i ranije, biti bǎcen na kompletnu
mrežuTω.

6.4.1 Odnos izmed-u OTX
i intervalne topologije

Sljedéca teorema daje odnos izmed-u topologijaOTX
i Ointerv na mrežiTX .

Teorema 6.4.1 (i) Svaki podbazni zatvoren skup[O1,O2] u intervalnoj topologiji
na mrežiTX je zatvoren i u topološkom prostoru〈TX ,OTX

〉;
(ii) Ointerv ⊂ OTX

.



72 III PROSTOR TOPOLOGIJA

Dokaz. (i) Treba pokazati da je skupTX \ [O1,O2] otvoren skup u topologijiOTX
,

za svaki podbazni zatvoren skup[O1,O2] u intervalnoj topologiji na mrežiTX .
Neka jeO ∈ TX \ [O1,O2] proizvoljno. Tada jeO1 6⊂ O ili O 6⊂ O2.

Ukoliko je O1 6⊂ O, tada postojiA ∈ O1 \ O , pa zaB∅
{A} ∈ BTX

vrijedi

O ∈ B∅
{A}, odakle jeB∅

{A} ∩ [O1,O2] = ∅.
Ukoliko je O 6⊂ O2, tada postojiB ∈ O \ O2, pa zaB

{B}
∅ ∈ BTX

vrijedi

O ∈ B
{B}
∅ , odakle jeB{B}

∅ ∩ [O1,O2] = ∅.
U oba prethodna slǔcaja je, prema lemi2.1.5, skupTX \ [O1,O2] otvoren u

topologijiOTX
.

(ii) Slijedi direktno iz tvrd-enja (i) i činjenice da su konǎcne unije i proizvoljni
presjeci zatvorenih intervala u mreži〈TX ,∧,∨〉 zatvoreni skupovi u topološkom
prostoru〈TX ,OTX

〉. 2

6.4.2 Odnos izmed-u OTX
i Scottove topologije. Odnos izmed-u OTX

i
Lawsonove topologije

Teorema 6.4.2 (i) Svaki zatvoren skup u Scottovoj topologiji na mrežiTX je zatvo-
ren i u topološkom prostoru〈TX ,OTX

〉;
(ii) Oλ ⊂ OTX

.

Dokaz. (i) Neka jeF = {Oi ∈ TX : i ∈ I} zatvoren skup u Scottovoj topologiji.
Tada je, prema teoremi4.3.1, dio (i), skupF donji skup koji je zatvoren u odnosu
na uzimanje usmjerenih supremuma. Neka jeO ∈ TX \F proizvoljno. Kako jeF
donji skup, to za svakoi ∈ I vrijedi O * Oi, pa je za svakoi ∈ I mogúce izabrati
skupAi ⊂ X takav da jeAi ∈ O \ Oi. Neka jeA = {Ai : i ∈ I}.

Ako postoji i0 ∈ I takav da za svei ∈ I vrijedi Ai0 /∈ Oi, tada zaB
{Ai0

}
∅ ∈

BTX
vrijedi O ∈ B

{Ai0
}

∅ i B
{Ai0

}
∅ ∩ F = ∅.

Neka svakičlan familijeA pripada nekoj topologiji iz skupaF . Kako jeF
donji skup, ovo implicira da za skup atomaS = {{∅, Ai, X} : Ai ∈ A} vrijedi
S ⊂ F . SkupS ne može biti usmjeren, jer s obzirom da je skupF zatvoren u
odnosu na uzimanje usmjerenih supremuma, vrijedilo bi da jeO′ = supS ∈ F
topologija koja sadrži familijuA, što je kontradikcija sa izborom te familije. Zbog
toga postoje indeksii, j ∈ I takvi da{∅, Ai, X} ∨ {∅, Aj , X} /∈ F , odakle se
dobija da nijedna topologija iz skupaF ne sadrži istovremeno skupoveAi i Aj , pa

u ovom slǔcaju vrijediO ∈ B
{Ai,Aj}
∅ ⊂ TX \ F .
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Dakle, u oba slǔcaja skupTX \ F je okolina svake svoje tačke, te je, prema
lemi 2.1.5, on otvoren u topologijiOTX

.
(ii) Na osnovu prethodne teoreme (dio (ii)) vrijediOl ⊂ Ointerv ⊂ OTX

, a na
osnovu dijela (i) ove teoreme jeOσ ⊂ OTX

. Dakle, vrijediOλ = O[Ol ∪ Oσ] ⊂
OTX

. 2

6.4.3 Odnos izmed-u OTX
i topologije poretka

S obzirom daće se u narednom uglavnom koristiti mreže, toće se u daljnjem
konvergencija poretka interpretirati na "jeziku" mreža.

Neka je〈L,∧,∨〉 kompletna mreža,Σ usmjeren skup i〈xσ : σ ∈ Σ〉 mreža
u L. Tada su, kao kod ultrafiltera, zbog kompletnosti, sljedeći elementi dobro
definisani:

lim infσ∈Σ xσ =
∨

σ∈Σ

∧
ρ≥σ xρ,

lim supσ∈Σ xσ =
∧

σ∈Σ

∨
ρ≥σ xρ.

Mreža〈yτ : τ ∈ T 〉 je podmreža mreže〈xσ : σ ∈ Σ〉 ako postoji funkcija
f : T → Σ za koju vrijede sljedéci uslovi:

(SN1)∀τ ∈ T yτ = xf(τ);
(SN2)∀σ ∈ Σ ∃τ ∈ T ∀τ ′ ≥ τ f(τ ′) ≥ σ.

Lema 6.4.1 Neka je〈L,∧,∨〉 kompletna mreža. Tada:
(i) Za svaku mrežu〈xσ : σ ∈ Σ〉 vrijedi

lim infσ∈Σ xσ ≤ lim supσ∈Σ xσ.

(ii) Ako je 〈yτ : τ ∈ T 〉 podmreža mreže〈xσ : σ ∈ Σ〉 onda vrijedi

lim supτ∈T yτ ≤ lim supσ∈Σ xσ.
lim infτ∈T yτ ≥ lim infσ∈Σ xσ.

Dokaz. (i) Ako σ, τ ∈ Σ i ρ0 ∈ Σ, gdje σ, τ ≤ ρ0, onda
∧

ρ≥σ xρ ≤ xρ0 ≤∨
ρ≥τ xρ. Zbog toga za svakoσ, τ ∈ Σ vrijedi:

∧

ρ≥σ

xρ ≤
∨

ρ≥τ

xρ. (6.7)

Kako uslov (6.7) vrijedi za svakoσ ∈ Σ, dalje se za svakoτ ∈ Σ dobija da vrijedi∨
σ∈Σ

∧
ρ≥σ xρ ≤

∨
ρ≥τ xρ, implicirajući da je

∨
σ∈Σ

∧
ρ≥σ xρ ≤

∧
τ∈Σ

∨
ρ≥τ xρ,

tj. da jelim infσ∈Σ xσ ≤ lim supσ∈Σ xσ.
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(ii) Neka jeσ ∈ Σ proizvoljno. Prema svojstvu (SN2) iz definicije podmreže,
postojiτσ ∈ T takav da jef(τ ′) ≥ σ, za sveτ ′ ≥ τσ, što implicira da je

{yτ ′ : τ ′ ≥ τσ} = {xf(τ ′) : τ ′ ≥ τσ} ⊂ {xσ′ : σ′ ≥ σ}
zbogčega je ispunjeno

∧
τ∈T

∨
τ ′≥τ yτ ′ ≤

∨
τ ′≥τσ

yτ ′ ≤
∨

σ′≥σ xσ′ . S obzirom da
ovo vrijedi za svakoσ ∈ Σ, to se dobija da je

∧

τ∈T

∨

τ ′≥τ

yτ ′ ≤
∧

σ∈Σ

∨

σ′≥σ

xσ′

pa je prva nejednakost ispunjena. Dokaz druge nejednakosti je sličan. 2

Mreža 〈xσ : σ ∈ Σ〉 na kompletnoj mrežiL konvergira u smislu poretka ka
elementux ∈ L ako je lim infσ∈Σ xσ = lim supσ∈Σ xσ = x. Dalje se, kao i
u slǔcaju ultrafiltera, definiše familijaC ⊂ P (L) koju čine skupoviA ⊂ L sa
svojstvom da za svaku mrežu〈xσ : σ ∈ Σ〉 naA, koja konvergira kax ∈ L, vrijedi
dax ∈ A. Za familijuC se, slǐcno kao u lemi4.5.1, može pokazati da je to familija
zatvorenih skupova, koja generiše topologiju poretka u smislu leme2.1.2.

Analogno lemi4.5.3vrijedi sljedéca lema.

Lema 6.4.2 Neka je〈L,≤〉 kompletna mreža. Ako mreža〈xσ : σ ∈ Σ〉 na L
konvergira u smislu poretka ka elementux ∈ L, onda jex granica ove mreže i u
smislu konvergencije u topološkom prostoru〈L,Oorder(L)〉.
Dokaz. Ako se pretpostavi suprotno, tada postoji skupU ⊂ L takav da vrijedi
x ∈ U ∈ Oorder(L) i

∀σ ∈ Σ ∃τ ≥ σ xτ ∈ L \ U (6.8)

Neka jeT = {τ ∈ Σ : xτ ∈ L \ U}. Ako je τ1, τ2 ∈ Σ i τ1, τ2 ≤ σ, tada
prema uslovu (6.8), postojiτ ∈ T tako da jeτ1, τ2 ≤ τ , pa je skupT usmjeren.
Tada je potapanjeiT : T → Σ preslikavanje koje zadovoljava uslove (SN1) i
(SN2) iz definicije podmreže. Zaista, uslov (SN1) je očigledno ispunjen, a ako je
σ ∈ Σ, tada, prema uslovu (6.8), postojiτ ∈ T tako da jeτ ≥ σ, pa ukoliko je
τ ′ ∈ T i τ ′ ≥ τ , onda jeiT (τ ′) = τ ′ ≥ τ ≥ σ, pa vrijedi i uslov (SN2). Dakle,
〈xτ : τ ∈ T 〉 je podmreža mreže〈xσ : σ ∈ Σ〉.

Kako po pretpostavci vrijedilim infσ∈Σ xσ = lim supσ∈Σ xσ = x, na osnovu
leme6.4.1, dio (ii), vrijedi lim infτ∈T xτ = lim supτ∈T xτ = x. Na taj nǎcin je
dobijena mreža〈xτ : τ ∈ T 〉 na zatvorenom skupuL \U koja konvergira u smislu
poretka kax, pa jex ∈ L \ U , što je kontradikcija. 2

Sljedéca lema daje karakterizaciju konvergencije poretka na kompletnoj mrežiTX .
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Lema 6.4.3 Mreža 〈Oσ : σ ∈ Σ〉 u mrežiTX konvergira u smislu poretka ka
O ∈ TX ako i samo ako vrijedi

O[
⋃

σ∈Σ

⋂

ρ≥σ

Oρ] =
⋂

σ∈Σ

O[
⋃

ρ≥σ

Oρ] = O. (6.9)

Dokaz. Tvrd-enje slijedi na osnovu definicije konvergencije poretka i definicije
operacija∧ i ∨ na kompletnoj mreži〈TX ,∧,∨〉. 2

Iz prethodne leme se uočava da na mrežiTX skupovilim i lim inf kao i skupovi
lim i lim sup ne moraju obavezno biti jednaki.

Primjer 6.4.1. Može se konstruisati niz〈On : n ∈ ω〉 u Tω koji konvergira u
smislu poretka, ali ne konvergira u prostoru〈Tω,OTω〉. Za niz 〈On : n ∈ ω〉 iz
primjera6.3.1, dobijeno je da ne konvergira u prostoru〈Tω,OTω〉. S druge strane,
za taj niz vrijedi:

O[
⋃

m∈ω

⋂

n≥m

On] = O[
⋃

m∈ω

(P (m) ∪ {ω})] = O[[ω]<ω ∪ {ω}] = P (ω);

i ⋂
m∈ω

O[
⋃

n≥m

On] =
⋂

m∈ω

O[[ω]<ω ∪ {ω}] = P (ω).

Dakle, uslov (6.9) iz prethodne leme je ispunjen, pa ovaj niz konvergira u
smislu poretka.

Sljedéca lema daje odred-enu predstavu o odnosu topologijaOTω i Oorder(Tω) na
mrežiTω.

Lema 6.4.4 TopologijeOTω i Oorder(Tω) naTω se ne podudaraju, preciznije vri-
jedi:

OTω 6⊂ Oorder(Tω).

Dokaz. Neka je〈Oσ : σ ∈ Σ〉 proizvoljna mreža na kompletnoj mrežiTω, koja
konvergira u smislu poretka. Tada, prema lemi6.4.2, ova mreža konvergira i u
topološkom prostoru(Tω,Oorder). Ako bi vrijedilo daOTω ⊂ Oorder(Tω), ovo bi,
prema lemi2.5.2, znǎcilo da konvergencija u smislu poretka mreže〈Oσ : σ ∈ Σ〉
povlǎci konvergenciju i u topološkom prostoru(Tω,OTω). S obzirom na konstruk-
ciju prethodnog primjera, ovo predstavlja kontradikciju. 2
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Primjer 6.4.2. Može se konstruisati niz〈On : n ∈ ω〉 u Tω koji konvergira u
topološkom prostoru〈Tω,OTω〉, ali koji na istom prostoru ne konvergira u smislu
poretka. Neka je〈On : n ∈ ω〉 niz u Tω, gdje je,On = {∅, {0, n + 1}, ω}, za
n ∈ ω. Kako vrijedi:

⋃
m∈ω

⋂

n≥m

On =
⋂

m∈ω

⋃

n≥m

On = {∅, ω};

to,prema teoremi6.3.2, implicira da ovaj niz konvergira u topološkom prostoru
〈Tω,OTω〉 ka antidiskretnoj topologiji. S druge strane, za ovaj niz vrijedi:

O[
⋃

m∈ω

⋂

n≥m

On] = {∅, ω} 6= {∅, {0}, ω} =
⋂

m∈ω

O[
⋃

n≥m

On].

Dakle, uslov (6.9) iz leme 6.4.3 nije ispunjen, pa ovaj niz ne konvergira u
smislu poretka.

Pitanje 2. Da li vrijedi
Oorder(Tω) ⊂ OTω?
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topologijama pričemu topološka svojstva tako dobijenih topoloških prostora za-
vise od odgovarajúcih svojstava ured-enja naTX . S druge strane, skupTX se može
posmatrati kao potprostor Kantorovog kuba22|X| na kojem je uvedena topologija
proizvoda. Ispitivane su osobine ove topologije, kao i odnosi sa drugim "ured-ajnim"
topologijama.
IZ
Datum prihvatanja teme od strane NN Véca: februar 2009
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Univerzitet u Novom Sadu
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