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Teorua. prenosa. zracenja, ima izuzetno znaca Jjnu ulogu u resavanju mno-
~ gih astrofizickih problema.._ S Jedne strane, njeno detaljno pozna.va.n.]e
-q_\predsta.vl.]a. vazno orudJe u dlja.gnostlc1 plazme, tJ 1zvod_|en_]u fizickih

'avo.]sta.va. plazme iz njenog spektra.. S druge strane, sam proces prenosa
'energue zra.cenjen u znatnoj meri odredjuje strukturu ‘dinamiku mno-
~ gih ast roﬁmckl h sredina.

= Dostupnost zvezdamh atmosfera. direktnim posma.tra.npma. &ni ih

'obJektlma. od posebnog astroﬁzwkog interesa. Fizicka SVO Jstva. atmosferai

_ f}xzvedena. iz oblika i intenziteta spektralmh llnlja i kontmuuma. sluze
-_fla.zna. ta.cka u 1zuca.va,n3u zvezda.nlh unutra.sn]ostl, nadina prenosa en-
ergue, teorljlzvezda.ne evolumje 1td U t.ku posled 1h decenua ulozeno*
Je ‘mnogo napora u resa.va.nJe problema. prenosa zralenja u zvezdanim
f-atmosfera.ma. (Jeﬁ'enes 1968; Hummer i Ry’bICkl, 1971; Mihalas, 1970,
;1978

ali je njihovo resavanje bilo relativno sporo. zbog matematigkih teskoéa

annon 1935) .snovne _]ednacme problema su poznate oda,vno,-_

f"veza.mh za nelokalnu prlrodu Pprenosa zracenJa..

_' o Jedna.cma. kOJa. oplsu_]e prenos zra.ceuJa. Je oblcna. dlferencualna
'?"__jedna.cma. samo a.ko su 1zv0n ponon fotona. poznatl. M-ed_]utlml._,_- u
'mnoglm slu¢ajevima u a.stroﬁzla izvori ponon fotona (koeﬁcuentl
*~-em1‘81_]e‘ i apsorpcue) zavise od 1nten21teta. pol_]a zratenja (resenJa prob-s-
lema.) Kako je sam intenzitet nelokalna funkcua. ovih koeﬁ'cuena.ta. - in-
tenzitet u svakoj tacki Jako- zavisi od koeficijenata prenosa (emlslja. iap-
fs?rpcua) u druglm uda.ljemm tackama. sredme --prenos zra.cenja. posta, Je_i.

mku tacku u atmosfen poznate raspodele tempera.ture i pntlska.. Med-:



jusobna fizi¢ka povezanost pol_]a. zra.cen_]a ekscxta.cunog/_]omza.cmnog
stanja gasa se ‘matematicki formulide kroz istovremeno reavanje odgo-

"_va,ra..]uc1h Jedna.cma. - prenosa zracenja i kineticke ravnoteze, koj je opisuju

proces prenosa na makroskopskom m1"--ff’fosk0pskom mvou, respektlvno.-
.'Na.lme, Jedna.cxna. prenosa zra.cenja. oplque promenu u intenzitetu Zra-
-'_?cenja kao funkcuu--ma,kroskopsklh koeﬁcuenata. prenosa. (apsorpmJa.
emlslja) u gasu. Sa, svo;e strane, a.psorpcmm i emisioni koeﬁcuentl zZa-
vise od polja zra.cenJa preko radua.twmh mlkroprocesa kop na.selja.vajuﬁ_-

atomske nivoe (_]edna.cme kineticke / statisticke ra.vnoteze)

S obzu'om da. _]e resavan_]e prenosa zra.cenja. nelzbezan kora,k u
"-"'mnoglm a.stroﬁzmkun problermma., tra.ga.nJe zZa dovol_]no taénim i brz:lmf-
imetodama za nJegovo resavanje za.sluzu_]e posebnu pa,szu Izbor odgo-
'“va.ra._]uceg metoda zavisi od oblika koeﬁcuenata. prenosa 1 njlhove zZav-

isnosti od Pol.]a--*zra.cenja.-.-' Ako je ova zavisnost eksphmtna, jednadine

‘prenosa zracenja i i kineti¢ke ravnoteze se mogu reSavati bilo direktnom

A’ffzamenom Jedne Jednacme u drugOJ ili iterativno. kopa.k --n-l_]--e:- mogucelf

-dobltl eksphmtan 1zra.z 1zmed3u koeﬁcuenata prenosa i odgovarajuceg |

POIJa zracen.]a, neka vrsta iterativne procedure se mora koristiti. Na taj
na.cm, a.nahtxcka resenja. Je moguce dobltl samo za rela.twno mali broJ-’
problea ko 31 korlste na.J_]ednosta.vaeatomskemodele i parametnzo—f
vane sredine. Med_lutlm, ova taéna resenja. veoma su znaca.Jna za testi-
jra.n_]e numenck1h metoda kOJe Je neophodno ra.Zv1Ja.t1 Za resa.van_]e real- |
nih problema._ Numericke metode su svom ekspa.nzuu dozlvele narodito
u toku poslednje dve decemJe sa razvo.]em upotrebom sve mocnue:
racunarske tehmke
Prva 1deja u resava.nju neloka.lnog problema prenosa. zraéenja bio

:‘Je Jednosta.van metod A 1teraC1Je, gde se nalzmemcno odredJuJu polje.:_f;

f-g*e-ncue« (ta.cmje,korekcua. resenja) u optlckl duboklm sredma.ma ka.kve;
su zvezdane atmosfere ova.J metod Je u prak31 ubrzo blO napusten.

Cesée kori§éen1 u problemima formiranjalinijfa, prlpa.daJu grupl dlrekt-:
nih metoda matriéne diskretizacije. Metod kompletne hnea.nza.cue (V1se-

dimenzionalni Newton- Ra.phson metod) ra.zvuen u radu Auer-a i Miha-



las-a (1969), predstavlja n_]lhovu generallzacuu na nelinearne probleme
'ffzvezda.mh atmosfera (konstrukcuu a.tmosfersklh modela) Uza.Ja.mna. po-
vezanost svih promen131v1h uzeta Je u obzir na samo-usaglasen nadin
lmeanza.cuom svih jedna&ina po relevantnlm veli¢inama problema It-
erativno odredjlvanje korekcua tekuceg resenja Je brzo konvergentno
'Medjutlm, ovaj moéan i tokom sedamdesetlh godina najcesce primen-
Jwa.n metod ima izvesne mane. Zbog velikog broja diskretnih vred-'r
nosti nezavisno promenhnnh veli¢ina (frekvenc1, pra.va.ca., dubma) ko.]efi
su eksp11c1tno potrebne za dobar opls problema., ovaj metod zahteva

ogromnu memoruu zZa &uvanje matrica velikih d1‘-ii'7-‘fe‘nzua i ra¢unarsko

‘vreme za opera.m_]e sa nJuna. Stoga jeu pra.k31 ogranlcen na prostue ge-
-.:ometn_]e 1 ne suv1se komphkovane atomske modele 051m toga., moguca,f
._Je po Ja.va. numencklh nesta.bﬂnostl zbog velikih korekcua. u struktun lin-
.,ea,nza.cue kOJe Je, zbog glomaznog a.lgontma, tesko kontrolisati. Pre-ﬂ_
formulacija metode kompletne linearizacij je ('u_er, Heasley (1976)) koja
umesto Feautrier Seme koristi $emu Rybicki-a (1971), pokazuje prednost.

u pogledu potrebnog ra.cuna.rskog vremena u problemlma ko ji za.hteva.;u

veliki broj A] frekventnih tacaka.

U toku posledn_]e decemje iterativne metode su opet posta.le pop-'_

ula.rne zbog svog znatno _)ednosta.vnljeg a.lgontma One po Jednostavljuju'

potpuni (detaljm) opls ‘nelokalne prirode prenosa zra.cenja., t_] reSavaju

Jedna.cmu prenosa koristeéi izvesne fizicke aprokmmacue (tzv ‘aproksi-

mativai A* operator), kongujum zatim resenJe 1tera.t1vno Da bi obezbe-;
le konvergencuu, aprok31mat1vn1 operator mora b1t1, s jedne strane,.
"iﬁzxckl Sto bhzn tacnom, a sa druge, sto Jednosta.vm_u za praktlcnu upo-
trebu. Ovakav pnstup ¢ini osnovu tzv. metoda operatora perturba.cue;
(1tera.cue sa aprokmma.twmm A* opera.torom) kOJe su se, zasnovane na
th ay, 1972a,b Fl'lSCh._

i Frisch, 197 5) kasm_je razvile kao nezavisne tehmke Kombmujum pret-.-

fmetodologl.]l verovatnoée bekstva (Sobolev 1957;

“lposta.vku o saturaciji Jezgra. (Ryblckl, 1972) i ddmgton-Barbler relac1 ju
sa perturba.cxonom tehnikom Cannon-a (1973a,b), Scharmer (1981) je
konstruisao dva aproksimativna A* opera.tora. Za prenos zracenja atom-
ima sa dva nivoa. Zbog brzih konvergentmh svo _]stava., raﬁnlram_]l oper-

ator je ubrzo zatim bio primenjen na ne-L" R probleme u sredinama sa



brzinskim poljima (Scharmer i Nordlund 1982) i na probleme prenosa
atomima sa viSe nivoa (Scha.rmer i Carlsson, 1985; Carlsson, 1986).

Medjutim, iako Je matrica a.prokmma.twnog operatora skoro trougaona,
neophodne mverzue dovode do gotovo istih ogramcenja. kao kod metoda

kompletne hneanzacue

Werner i Husfeld (1985) su prlmemh dl_]a.gonalm Ryblckl -ev i
Scharmer-ov Jednostavmjl (gornJe trouga.om) A"‘ Opera.tor na problem_{
atoma sa visSe nivoa. Upotreba la.ko 1nvert1b11n1h aprok31ma.t1vn1h opera-
tora u jeanStaVHOJ iterativnoj _] Semi (tzv accelerated lambda iteration -
ALI metodl) drasti¢no smanJuJe memorl_]ske zahteve omogucava. juéi tret-
man od oko 100 atomskih nivoa. ALI metodl su prlmenjenl na statxcne,.__
‘erner, 1986, 1989) i na
-sferno-mmetncne prosuene atmosfere (Hamann 1985 1986 Hamann i
NVessolowski, 10) Medjutim, mana ove grupe metoda. _]e u neophod-:_
nosti odredjlva.nja Jednog pa.ra.metra. od é&ije vrednosti znatno zavise brz-

plan-paralelne sredine (Werner i Husfeld, 1985;

ina i kvalitet konvergencue

.lson, Auer i luchler (1986 nada.lje .AI) su predlonh aproksx-"
mativni A* Opera.tor kop ne zahteva odredjlva.nje dodatnog parametra.
Oni su prv'1 istakli da dljagona.la. tacéne A matrice predsta.vlja skoro op-
timalan A* 'opera.tor kop su aprok31m1ra11 matematlckl Neodred_]enostf
OAB pristupa je zavisnost vrednostl elemenata. aprokmmatlvne matnceﬁ_
od konscenog dlskretnog numenckog opisa sistema.
Za_]edmcka crta gore pomenutlh metoda (sa. 1zuzetkom d13agonal-'
nih opera.tora.) je konscen]e matriénog oplsa. kOJl, zZa svcuu pra.ktlcnu'
realizacij ju u re§avanju realnih problema, zahteva veliki radunarki pros-i
tor.
Metod koji ni konceptualno ni prakti¢no ne koristi nikakvu ma-
triénu strukturu Je metod faktora iteracije kojj ji je predmet ove teze. On
koristi. kvam mva.ruante problema (fa.ktore 1tera.cue) za ubrzanje konver-

gencue jednostavne iterativne procedure

Koreni ovog metoda mogu se naéi u radu Feautrier-a (1964b) koji Jl
je predv:deo da. b1 iterativno 1zracunava.nje odnosa momenata mtenzxteta}(
zradenja moglo ubrzati proceduru temperaturske korekcue Auer i Mi-
halas (197 0) su prv1 prakti¢no realizovali ovu 1deju koristeéi promenljive



Eddmgtonove faktore (PEF) kao odnose treceg 1 prvog ugaonog momenta

K,/

‘intenziteta zracenja. ( l,) za resa.vanje monohromatskog problema.

Upotreba. PEF-ova. u okviru _]ednostavne iterativne procedure obezbed-:-

juje brzu konvergencuu ka ”tatnom” resenJu zahvaljujuéi Ilth.VOIIl SVO-
| _]stvu kva.m-mvarljantnostl Korlscenje PEF-ova, u metodi kompletne lin-
I ea.nza.cue je 1ma.lo Za, c113 da se potpum OplS sistema redukuJe za njegovu
uga,onu dlmenzuu , dok Je, medJutlm vellkl bI‘OJ frekventmh tacaka i

.da.IJe ¢inio numerlcko reSavanje gloma.zmm

Metod 1tera.cmmh faktora. ove teskoce prevazilazi tako §to 1de_]u:
kva.m- mva.rua.ntnostl PEF-ova prlmenJuJe na relevantne promenljlve raz-
‘matranog problema. UvodJenJem odgova.rmumh kva.m- mva.rl_]a.ntx prob-«
lema kao tzv faktora 1teracue u Jednostavnu iterativnu proceduru do-
fbua. se brzo i taéno resenje. Da bi se postlgla. konvergenm _]a., iteracioni
faktori treba da budu praktlcno nezavisni od pocetnog skupa. resenJa i
da na Jednostavan nadin omoguce doblja.nje novog, pobol_]sa.nog, resenJa.

’onscenﬁ]e ovog metoda omogudéava da se 1zbegnu probleml slabe uslovl-
._]enostl polaznih Jednacma, vehkog racunarskog vremena 1 prostora. ili
*nestabllnostl ko] Je prate sva matriéna 1zracuna.va.n3a

.va 1deJa. Je blla. uspesno pnmen_]ena. u resa.vanju dve kineticke
| Jedna.cme (za. fotone i ekscitovane a.tome) pri 1zuca.vanju prenosa zra.cenja,.'_-

u rezonantnim lml_)a.ma. ko_]e uzima u obzir i transport ekscxtovamh
atoma (Borsenberger, .xemus - Simonneau, 1987). Metod iteracionih

jfaktora. Je takodJe razvuen zZa problem tempera.turske korekcue ‘konstru-
isanja atmosferskih modela u lokaanJ termodlnamlcko_] i radijativnoj

ravnoteZi (Slmonneau i Crivellari, 1988), kao i za sluéaj kada se konvek-
tivni prenos energije uzima u obzir (Crivellari i Simonneau, 1991).
Cilj ove teze je da ra.Zvije metod iteracionih faktora za tadno resa-
vanje problema. prenosa zraéenja (formlranja. spektralnlh linija) u zvez-
danim atmosferama u neloka.lno_] (ne-LTR) ravnotezi.
Definicija problema sa osnovnim veli¢inama 1 Jedna‘éina.ma koje
ga. oplquu kao i pregled na._lva.znl_]lh numerlcklh metoda razvijenih za

njegovo resa,van_]e dati su u prvom poglavlju teze.

U drugom i treéem pogla.vlju razmatraju se ‘dve « osnovne grupe_
problema. kada j Je zavisnost 1zmedJu koeficijenata prenosa zraéenja i in-



*-tenz1teta. zra.cenJa. moguce 1zra.21t1 eksp11c1tno (formlra,nje hm_]a. atomuna_
sa va. mvoa) ka.da. to nlje sluca.J (formlranje llnlja. atomima sa vise
| mvoa.) i

Kao prlmer resa,vanja. prve grupe problema., razmatramo dobro.
-_pozna.tl problem prenosa zralenja atomima sa dva nivoa u pla.n pa.ralel- |
?nQJ sredini konstantmh ﬁZlelh SVOJSta.V& Ran1JanJe metode na ovom

-‘-_problemu cue t--a-.-cno, a.na,lltlcko resenje znamo, sluZi nam za 1zuca.vanjei

njenih svojstava - tagnosti i brzine konvergencije. Tome posvecujemoi
drugo pogla.vlje koje predsta,vl_]a. Jezgro ovog rada., gde uvodlmo vrse,
f"fa.mlh.]a 1terac1on1h faktora i analiziramo njihova qu;stva.. Metod koji
f{ra.zvuamo za ova_l problem moZe se Jednostavno prlmemtl ‘na druge]
kineticke probleme (sve one u kojima se gore pomenuta. zavisnost moze
izraziti eksphcrtno).

Tehmka. 1tera<:10n1h fa.ktora. za resa.van_]e problema. prenosa zracenja_
atomima sa viSe nivoa (gde nije moguée eksphcltno izraziti zavisnost
koeficijenata em1s1je1 -apsor-pclje' od polJa. zracenja) razvijena j _)e u treéem
_fpogla,vl_]u. Predlozene 1terat1vne procedure su testlrane na modelu atoma
sa dva nivoa &i ji se eksphcrt an izraz za funkciju i 1zvora. prltom ne korlstl i,
na kra.Ju, prlmenJene na resavanje Jednog rea,lmJeg problema. form1ran3af

vodonikovih llﬂl_]a. u da.tom atmosferskom modelu.

Ova metoda, kOJa ima niz praktlcmh prednostl, posta.Je izuzetno
f’ﬁznaca..]na. u slucagewma. kada se prenos zra.cenja. kombinuje sa fizickim
uslovima (napr. hidrostaticke, radljatlvne i statlstrcke ravnoteZe pri kon-
strukciji modela zvezdanih a.tmosfera) ili sa drug1m fizi klm--p-ro-ceslmae
(ka.o Sto Je sluca,_] sa prenosom zracenja. u prisustvu hidro- dma.mlcklh}?{
_}procesa kop se Javljaju u mnoglm astrofizickim srtua.cua.ma) U tim
'-'_'?sluca..]evxma. vrlo Je tesko poveza.tl, napr._. hldrodma.mlcke, Jedna.cme sa
_Jednacmom prenosa za svaku frekvencu i 1 pravac. Problem se, medJu-v
"tlm znatno pOJednostavlJuJe ako se szstem Velrkog bl‘OJa. medjusobno
-povezamh _)edna,cma prenosa zameni samo _]ednom _]edna.cmom sa sred-
njim koeﬁcr_]entlma. - "faktorima ltera.cue .v1 faktori se Jednosta.vno_
fﬁmogu izradunati resavan Jem Jednacme prenosa za svaku fre:"-'.-fvencu 1 svakz
pravac sa datim izvorima i pononma. fotona dobljemm iz fizike problema

u prethoanJ 1teracrjl.



Ukratko, ova._] rad ima za cilj da razvije Jednostavnu iterativou
‘imetodu za tacno i  brzo resa.vanje problema. prenosa zracen_]a. u spektral-

nim linijama k0J1 -predsta.vlja. sastavni deo sloZenijih astrofizigkih prob--
lema.




1. PROBLEM FORMIRANJA LINIJA. OSNOVNE JEDNACINE.

:.Spektra,lne linij Je se formiraju kao posledlca 1nterakc13a poIJa. zracenja. sa
_f_'-a.tomlrna, jonima i elektronima. Osnovna. teskoca. u resSavanju problema.,
f-’formlra.n.]a linija se Javl,]a. zbog cm.]enlce da na.sel,]enostl atomskih nlvoa:_
zavise od polja zracenja. Na taj naéin sta.nJe gasa. u JeanJ tack: zavisi
preko polja zra.cenja. od sta.nja. gasa u svim druglm tackama sredine.
Problem je nelokala.n i, zbog sloZene uza,_]a.mne povezanosti svih fizickih
vehcma, u opstem sluca._]u i nelinearan.

Prostlran_]e zradenja kroz atmosferski gas oplsu_]e se Jednacmomj
prenosa zra cenj.a,.,

( + (n V )I ” ,-,-(r t) — ’7:: n(T‘ t) Xp ﬁ(r t) I, n(T t) (1.1)

'   ' - remenska i prostorna promena. (u pravcu deﬁmsamm Jedlncmm}
‘vektorom n) intenziteta zracenja. I,, ,-,-(r t) je rezulta.t razhke izmedju emi-
‘tovane i apsorbova.ne energije, opisane pomoéu ma,krosk0psk1h koeﬁcue- |
‘nata nand x , respektwno Sve velitine mogu biti funkcue frekvence v,
pravca i, poloza ja i vremena t. U ovom radu ogranic¢iéemo se na raz-
-fma.tra.n_]e sta.cmna.rne (vremensk1 nezamsne) sta.tlcne, pla,n paralelne i

homogene atmosfere. Sa ovim pretpostavka,ma _]edna.cma. (1 1) postaje !

,,ivéﬁ;(z)_ @D - x@haz) (12)

gde Je z promenljlva po dub1n1 u pra.vcu normalnom na pla.n paralelnlf«-

sloj i merena pozitivno ka Sp.lja a p je kosinus ugla izmedju puta,n.]e;{
fotona i z-ose (sl.1).

SL1. Geometrija plan-paralelne atmosfere
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S obzirom na pretposta.vku o statlcno J atmosferi, moZemo smatrati
da su koeficijenti apsorpcije x, i i emisije 5, nezavisni od pra.vca. (u‘_
opStem sluca._]u oni mogu zavisiti od p zbog redlstrlbuC1Je zradenja u toku].

procesa ra.seja,nja) Ovi koeﬁcuentl zavise od nasel_]enostl atomsklh mvoa.;_;

- nj, tj. n; (z < _7) odgovaraJuCIh funkcuaproﬁla py 19, Za a.psorpc1Ju

;'_emlslju, respektwno*

M(z) xn J(Z)AJI vu(z) . (1.3)

Ukoliko su dve funkcije proﬁla. (frekveltne zawsnostl odgova.ra._]uc:1h ma-
kroskopsklh koeﬁcuenata) Jedna.ke i pozna.te, potrebno _]e resiti samo
__chna.cme za nepoznate naseljenostl atomsklh nivoa (Mlhala.s 1978)

Za stacionarnu (d/dt = l) statiénu (v —0.‘_atmosferu gornji izraz
se 1‘8(’1111{1138 u dobro poznat smtem Jednacma. statisticke ra.vnoteze._ Za

fsvakl atomski nivo ¢ moZze se plsatl po _]edna. Jedna.cma.

(1.4)

kOJa. 1zraza.va Jednakost brOJa. svih procesa u Jed1n1c1 vremena ko ji po-
laze sa razmatranog nivoa i i omh k031 se na nJemu za.vrsa.va.Ju. Ukupne_«%_
;verova.tnoce prelaza P,J sadrze odgova.rajuce radijativne i sudarne dopri-
nose. Upra.vo jeu ra,dljatwmm &lanovima sa.drza.na. za.v1snost na,seljenostl_
nivoa (odnosno preko (1 3), koeﬁcuena.ta, prenosa.) od polJa, zracenja.
Zbog uzaJamne neloka.lne zav1snost1 polJa. zracen_la. 1 sta.nja. gasa. u
celoj sredlm, neophodno je resavati istovremeno odgovarajuce Jednacme*
‘prenosa zracen_]a i statisti¢ke ravnoteZe.
-Jednakost— dve funkcue proﬁla, koj Ju smo i ko_]u éemo nadalje pret-
}_posta\utl predsta.vlja. poznatu a.prok31ma.c1_]u potpune preraspodele (kom-

pletne redlstnbucue) zracenja. Ona sledi iz pretpostavke da sve Cestice
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(u sv1m stanjima ekscitacije) 1ma3u Maxwellovu raspodelu po brzinama
na istoj temperaturi. Uopsteno govorem, odstupa.nje od ravnoteZne ras-
podele po brzinama za ekscitovane atome moze biti pre pravilo nego
_ﬁlzuzeta,k §to Je posledlca znatnog bro Ja, radljatlvno indukovanih prela.za.--_-
1 selekt1vnost1 procesa a.psorpcue Prema tome bi trebalo razmatratl 1[
Jedna.cme kOJe odredJuJu raspodele po brzinama cestlca u razmm stan-z
jima ekscitacije. Poreklo efekata parcualne redlstnbucue upravo lezi u
-_'za.wsnostl ov1h funkcua. raspodele od pol_]a zracenja MedJutlm, pret-r

postavka o ‘Maxwellovoj ravnoteznoj J raspodell Je dobra a.ko je frekvencai.-
‘elasti¢nih sudara rned_]u a,tormma dOVOIJIlO velika. Ta.kodje ela.stlcm su-
"ida.rl koji se desava._]u u toku vremena Zivota eksc1tova.nog a,toma, vrse re-
dlstrlbucuu energue medju elektronima unutar nivoa, dovodec:1 do toga
da se sukcesivni ra.dua.twm proce31 kop se odnose na ta.J nivo mogu sma-
trati ¢ potpuno nezavxsmm To vodi potpuno j nekoherentnost1 zra.cenJa u
toku procesa. ra.sejan_]a. ili, druglm recxma,, do _]edna.kostl apsorpcmnog
i emlslonog proﬁla. S obzirom da nas 0113 u ovom radu nue analiza
procesa ra.seJanJa, veé razvuan_]e novog metoda za resa.va.nje problema.x.
prenosa korlstlcemo pretposta.vku potpune prera.spodele zracenja. zbog
njene _]ednostavnostl Razmotrimo sada. jednagine prenosa zradenja (1 2)

i statisti¢ke ravnoteze (1. 4) u vise detalja.

1.1. Jednaéina prenosa zragenja

‘Pretpostawmo da, Je llnlja. formlrana. potpuno nekoherentmm rase.]an.]em_
na kontmuum k031 potlce od vezano- slobodmh prela.za druglh atoma u
gasu.

Onda se ukupni koeficijenat apsorpcue Xy U (1 2) mozZe podeliti
na odgova,ra._]um dopnnos u lmul x,, i kontinuumu X©. Frekventna. za-
‘V1snost llnljskog koeﬁcuenta apsorpcue Je 0plsa,na proﬁlom go,,, ‘tako da
X,, = x! (Py Ovde je x srednjl apsorpcmm koeﬁcuent u liniji k031 zavisi.
samo od gustme a.psorbera. i jacine osc1la.tora. za dati prela,z u 11111_]1 Ap-'-
fsorpcmm koeﬁcuent u kontinuumu x ‘moze se smatrat1 konstantmm na

frekvencama unutar profila linij e.



Sli¢éno, emisioni koeficijent 7, se moZze podeliti na doprinos u linij1

i kontmuumu ¢ . Emisiona sposobnost sredine se moze zameniti

funkcijom izvora, deﬁm sanom odnosom dva makroskopska koeficijenta:

n=n°+n, = x5+ x'e,S (1.6)

gde su §'i §¢ funkcije izvora u liniji i ‘kont-inuumu *res‘pektivno Drugi
&lan u (1. 6) se u ovom obliku moZe pisati samo pn potpunOJ nekoher-
entnosti zra.cenJa. Funkc:ua. izvora u 1111131 _]e tada frekventno nezav-
isna. ‘Podsetimo se da., u opstem sluca.Ju, hm_]skl em1s1om koeﬁcuent
.’zbog 1zvesnog stepena koherentnostl u procesu raseja.nja, 1ma razliciti
frekventni proﬁl od onoga za a.psorpcuu §to za posledlcu ima frekventno
zavisnu funkcuu izvora u 11n1J1 (parcua.lna. prera.sPOdela.)
Koristeéi (1.6), mozemo prepisati jednatinu prenosa (1 2) na sle-

B = o, ST XS = (e + XWon - (1.7)

Jednatina prenosa se Cesto piSe i u bezdimenzionom obliku. Pri-
*tom se koristi frekventna promenljlva. X koga. predstavlja. ra.stOJa.nJe od
‘centra linije vo izraZeno u Jedlmca.ma. Dopplerove Sirine (:r = (V'—'Vg)/ Av,)
Doppler-ov 1 Vmgt-ov proﬁl lmue se onda ‘mogu respektlvno plsa.tl

-l (1.8a)

ex 2 d
(i_gﬁg_'l)‘_f; " (1.80)

U prakti¢nom resavanju prenosa zrafenja uobiZajeno je uvodjenje
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Suprotno orijentisana od ska.le geometrijskih dubina 2, skala optic¢kih
dubina raste od vrednosti r = 0 na povrsml atmosfere ka njenoj un-

utrasnjosti. Nezavisna j _)e od oblika proﬁla. Pz i predstavlja. direktnu meru
opaciteta materlja.la. na geometrusko j dubini 2z (za.v131 samo od broj ja ap-
sorbera u pravcu vizure i jaéine oscﬂa.tora) Sa optlckom dubinom u
centru lmue T. povezana Je relacuom Te = Pz=0T.

Koriséenjem skale optzcklh dubina, Jedna.cma (1 7) u bezdimen-

zionom obliku __;p_o.s:t-.a._].e..-._

WD) _ o 4T ) - 5200 w10

gde je

B=% (1 11 ) |

odnos opaciteta u kontinuumu i u liniji, a ukupna funkcija izvora S;(r)
je data izrazom:

S, (‘r) = - S '(1-) + - ‘8 3 S°(r) (1.12)

e i

Jednaé&ina (1.10) se moZe napisati i na sledeéi nacin:

| p dId’ : ,( T ) =1z p (T ) S I( T) (1 _.]_3).

gde je dr; ukupna monohromatska opticka dubina usled prelaza u liniji

dry = —(X'pz + X°)dz = (o + B)dr . (1.14)

Jednagina prenosa (1. 13) je obiéna dlferencua.lna. Jednacma. kada
Je poznata. funkcua. izvora. Za njeno resava.nje potrebno _]e definisati
grani¢ne uslove.

Za plan-pa.ra.lelnu, polu .beskonaénu atmosferu, moZemo pretpo-"
staviti da na gornjoj grama (rz = - 0) nema upadnog zracenja. tJ da
je



ada Je na velikim Optlcklm dubmama. polje zracenja u hnlp zarobl_]eno
(u termalnoj ravnoteZi sa ma.tenjom)

lim I, zp (T2 )exp (-- Tz / u) 0 (1.15b)

T-"POO

(1.150)

Sa datom raspodelom funkcue jzvora po dubini i graniénim uslo-
vima (1. 15a.) (1 15b) dobuamo reSenja jednadine (1 13)

za 1zla.zno 1 ulazno polje zra.cenja respektlvno Sa dobuemm intenzite-
tima polja zracen_]a moZemo definisati veliéine k0Je se Cesto koriste u
‘-teorm prenosa. zracenJa. To su uga.om ‘momenti - mtegrah intenziteta

'zrac_ enja po svim pravcima. Momenat m- tog reda definisan je izrazom:

Prva tri momenta koja su najcesée koriS¢ena u literaturi i u ovom

(1.17a)

(1.178)

(1.17¢)
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Vratimo se sada jednadini prenosa zraenja (1.13). Vidimo da Je

;nJeno resenje moguce eksphc1tno 1zra.z1t1 u obliku (1 16) samo ako Je

funkcua, izvora z('r) poznata. To Je sluca,J samo kada se pretpostaw da

se llnlJa. formira u uslov1ma. LTR tj. da. _]e fulkcua izvora uslovljena
__'lsliucwo termalmm proceSIma Termalm, sudarni procesi uspostavl—--
JaJu poznate, ravnoteZne ra.spodele polja zracen_]a. i cestlca. gasa. Dok
moZemo smatrati da. uslovi LTR vaZe u oblastima formiranja kontinu-
uma (dUbl_]l, gusc1 slo_]ev1 gde suda.rl dommlraju), na llnue se gornJa;

a.prokmma.cua. ne moze a priori pr1men1t1 Nalme 11n1_1e se formua._]u u .

vidim i redjim sloj jevima atmosfere u kopma ra.dlja.tlvnl prelazi u atom-
'1ma. domlmraJu nad suda.rmm Ka.ko Je pol_]e zra,cenJa. po svo;o J pr1rod1
slobodno napusta atmosferu), stan_]e gasa (na.seljenostl a.tomsklh mvoa) 5
a time i funkcija i izvora u 11n1_]1, odred_]ena. preteZno radua.twmm prelaz-
.1ma., slabo Je vezana za lokalne uslove sredme Drugim remma. funkcua}
izvora u 11n131 nije uslovljena. samo lokalmm termalmm proce31ma, vecf’f
'lznaca.Jnu ulogu u njoj 1gra._|u procesi raseja.nja., u toku kojih zra.cen.]e_-;
povezuje stanje gasa u ra.zmm, Cesto dosta. udaljenlm, delowma atmos-
\'fere ‘Matematicki r\,ceno funkcua 1zv0ra. u llnljl sadrzi Jedan integral
..pol.]a. zra.cenja (po frekvenca.ma. i pravcxma.) koji OPISUJe dopnnos rase-
JanJa Ta.ko, koeﬁcuentl Jedna,cme prenosa (1 13) posta.Ju funkcue njenog;_
resenJa ‘odnosno, jednaéina (1 13) postaje integro- dlferencua.lna '

Sada. éemo preéi na odred_]lva,n_]e nepozna.te funkcue 1zvora u lin-

iji. «*‘nkcua. izvora S'('r) u 11n131 koja je formirana prelaz:ma. izmedju
atomskih nivoa i i j (z < ]) pri. potpunOJ prera.spodeh zralenja, data je

izrazom:

y (1.18)

ko_]l je dobljen korlscenjem (1 5) i (1 3) Ovde su 9; i 9i statlstlcke
-tezme gorn_]eg 1 don_]eg mvoa u atomu. Verova.tnoce po atomu u Jedlnlclf
vremena za spontanu em1suu A,. i a.psorpcuu 3,, zracenJa su poznate_
konstante za dati atom. Nepozna.te na.sel_]enostl a.tomsklh mvoa. n; i nJ
od redJu J___Eu,se_ iz jedna&ina st anja gasa (jednaéina statisticke ravnot eze).
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1.2. Jednaéine statisticke ravnoteie

Jednagine statisti¢ke ravnoteze ( 1. 4) 1zra.za,va.ju konstantnost broja
atoma u pOJedlnlm stanjlma. eksc1ta.cue 1 _]omzam_]e u toku vremena kroz
ravnotezu sv1h mlkroprocesa kop na.seljavaju (rasel_]ava Ju) sva.kl po jedini
atomski nivo.

Za jedan atom sa NL vezanih stanja., naseljenostl pOJedlnlh stanja

n; (z ,'L) se odredJuJu resa.vanjem sustema NL — 1 nezavisnih Jed-t
nadina statisti¢ke ravnoteze (1. 4) i jedne Jedna,cme koj Ja. OplSUJe odrza.nje'ﬁ-'._ﬁ_

fukupnog broj ja cestlca

(1.19)

U Jedna.cma.ma. (1 4) verovatnoca. swh prela,zca. P._, 1zmedJu dvaf:_-
nivoa (z < 3) moZe se 1zra.21t1 sumom ra.dua.tlvnlh R i; 1 sudarnih C i
*doprmosa

Vezano-vezane radijativne ekscitacije i deekscitacije date su sa:

(1.20)

,—_gde 1zmed3u Emstem ovih koeﬁcuenata Za apsorpcuu B,,, spontanu Aji

1 stlmuhsa.nu I,, em1s1_1u vaze sledece rela.cue

9iB; ij = 9gj B 5o (1.20a)

ili tazv. 1ntegral raseJanJa jer _]e medjusobna povezanost zracenja. na
raznim frekvencama i uglowma. (pra.vmma.) na svakOJ dubini prouzroko-
vana rasejanjem

Za vezano-slobodne prelaze, radijativni doprinosi Rz su:

(1.22)
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gde je a;x(v) poprecni presek za foto-_]omza,cuu atoma. Inverzni proces
?;.radl_)atlvne rekombmacue dat je izrazom:

a,k(u)
hyv

exp (kT (22 N 5

Inoj j term odl-—*'

Ovde zvezdica oznalava naseljenosti nivoa u lok:
namickoj ravnotezi (LR) Odnos broja atoma u eksc1tova.nom stan.]u“i
1 prema ukupnom bmJu Jonlzovanlh atoma, 1 "‘/nk, dat Je Jednacmomz
Boltzmann-Saha:

3/ exp (hvir [kT)

(1.24)

(ne Je gustma elektrona a Uk - suma po stan_]lma.)
Verova,tnoce zZa sudarnu eksc1tac13u i Jomzacuu da.te su 1zrazom

SR E " qu (T) (125)

i_gde Je gij (v) poprecm presek zZa prelaz (z — 7) ostvaren sudanma. sa elek-
tronima brzine v (3 moze ozna.ca.va.tl vezani ili slobodm mvo) Deta,l_]l}-

I.odred.]lva.n,]a. vehcme q,,(T) se mogu naéi u knjlzilha,la,sa, (1978), kao 1._.:{

literaturi koja se u njoj 01t1ra. Ako se pretpostam da j je ra.spodela elek-—'

trona po brzma.ma. (v) axwellova, pola.zec1 od uslova detaljne ravno-
teze, _verovatnoce za suda.rnu de-e-"-'??‘s;-01ta.c1‘]u i rekombma.cuu za.dovolja-'-‘
vaju sledede izraze:

(1.26)

Cri = Cir(n}/n}) - (1.27)

‘Ovde je odnos naseljenosti dva nivoa u atomu dat sa:
ni /s = (g:/95) exp (hvis /RT) (1.28)

a (n? nk.._]e dato izrazom (1. 24)

Kona,cno, _]ednacme sta.tlstlcke ravnoteze 2a atom sa NL nivoa i

kontinuumom (k), za svaki atomski nivo i ée biti oblika:




: Da bismo i1z owh Jednacma. odred1h ‘naseljenosti nivoa ni, potrebno
Je znati polje zracenJa. u svakom pojedinom radua.twnom prelazu u

5' atomu (Jedn (1 20) (1 23)) S obzuom na to da._]e polje zradenja reSenje
,_Jednacme prenosa (1. 13) sa funkcuom izvora (1 12), tj. (1 18), koga. Za-
visi od naseljenosti atomskih nivoa kao resenJa gorn_]lh jednagina (1. 29),

= Jasna, je uzajamna zav1snost pol_]a zracenja. i sta.nJa gasa. U problemlma,:

formlranJa hnlja - atomima sa dva. i atom1ma. sa viSe nivoa - oblik ove
. zavisnosti se ra.zhku_]e zbog razhclte kompleksnostl fizickih mterakcua.{

-.sa.drza.mh u ova dva. atomska modela.

.tom sa dva nivoa

a) A

Razmatranje problema. prenosa zra.cenJa. poéeéemo vrlo Jednostavmmj
modelom atoma k031 ima samo dva vezana stanja (z < J) izmedju ko-
_th se ostva.ruje prelaz u llnlJl Premda znatno pogednostavljenje real-
__.nostl, ovaj prototlp omogucava. jasan uV1d u fiziku prenosa zracenja. a
8 obzlrom da j _]e resenJe ovog problema. poznato, veoma je znacaJan iza

'testlranje novih pnstupa. i metoda.

Jednadina statisticke ravnoteze ée u ovom sludaju imati oblik:

Zamenom odnosa (n /nJ) iz (1. 30) u izraz za funkcuu izvora (1.18),
'konscen_]em jedna&ina (1 20a.) (1 26) (1 28) i deﬁmcue Planck-ove funk-
cije

*dobl_]a.mo sledeéu esphcltnu rela,cuu 1zmedJu funkcue izvora u 11n131 i
pol_]a zracen_]a Tyt

S'=eB+(1-¢)J, . (1.31)
Ovde je

o «J,(l — exp ( hv / kT))




pretvorena u kineticku energuu gasa. U L/
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standardni ne-LTR parametar ko ji predstavlja verova.tnocu da je foton
:termahzovan pri sudarnoj de- eksmta.(:l_]l, odnosno da j je n_]egova. energua:

'R, € = 1, dok je u tipiénim

'_-n:_e,-_f;_LTR -s1tua.cuama., e<<1.

Primetimo ovde da Jedna.cma. (1 31) OplSUJe samo Jeda.n specijalan

--'?sluca ) Siroke klase problema. za koj Je se funkcua. izvora (T) moZe izraziti

10 srednja vrednost termalnog (lokalnog) 1 ra.sejavajuceg (nelokalnog)
doprinosa sa teZinama ei 1 — €, respektlvno

Ukoliko uzmemo u obzir prisustvo kontinuuma na koji naleze lin-

"1.]3., zbog prlsustva atoma u gasu koji mogu biti foto_]onlzovam llm.]sk1m‘
zraéenjem, izraz za ukupnu funkcuu izvora S;,('r) na frekvenci z u 11n1_]1_'
(1 12), sa pretposta.vkom da je .S""('r) = B('r) i konscenjem (1 31), moze
se preplsah u obliku:

Se(r) = (1 = &)Tp(r) + & B(r) . (1.33)

£: = (B+epz)/(B+¢5)

parametar koji opisuje ukupnu verovatnoéu destrukcije fotona na frek-
venci z. Efektivni parametar interakcije izmedju materije i zragenja,

kada se kontinualna apsorpcija ne

uzima u obzir (8 = 0).

b) Atom sa vise nivoa

nivoa é&ini problem formlranja. hm‘]a.__’t

fzna.tno tezlm ne samo zbog veceg bIOJa. Jednacma kOJe treba resiti veé i
‘zbog kvalitativno novih mtera.kcua. kOJe se sada Ja.Vlja.Jll Na.lme gla.vna..._

_‘teskoca. u tretlranju prenosa zracen_]a. atomlma. sa V1se nivoa Je u tzv
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f mterlockng” efektu (uzajamnlm interakcijama polja zraenja u raznim

" atomskim Prela.zlma.) ’ la.nc1ma 1ntera.kc13a. u toku procesa ra.seja.nja,-
; ‘fotonl ‘mogu prelaZItl iz _]edne llnlje u drugu, prlpa.da.Juc1 ta.ko ne samo
Jedno jc odred_]eno j liniji veé ”kolektivnom bazenu” fotona (J efferies, 1968)
'polJa. zra.cen_la. svih atomskih prelaza Zbog toga. Je nemoguce eksphcltne

kada se koristi

izraziti funkcuu izvora u JEdHOJ llnljl kao Sto Je to slucaj
‘model atoma sa dva nivoa (Jedn (1. 31)), veé Je neophodno sve linije
(prelaze) razmatrati i re3avati istovremeno.

‘Direktna pnmena. metoda ko Je su ra.zv:uene za resa.va.n_]e problema.;;

-*-_'jprenosa atormma. sa, dva. mvoa na probleme sa slozemjlm atomsklm mod-

elom omoguéena Je tzv. metodom ekvwentnog atoma sa dva nivoa
(equlvalent two- level-atom a.pproa,ch ETLA) Pod pretposta.vkom da j Jei
}medJusobna. povezanost polja zracenja u raznim hnuama Jednog atoma
,'*-sl.a.ba,, prenos zracen;a se resava za svaku liniju posebno, dok se mter—.
}akcue medju linijama ummaju u Ober iterativno. Medjutlm, kako _]e u
*-0pstem sluca._]u, pol_]e zra.cenja u raznim hm_]a.ma Jako povezano, Sto je
u suprotnostl sa osnovnom pretposta.vkom ETLA pnstupa, pomenuta.
,procedura. ili ne konverglra. ili se StablllZUJe oko resenJa koj Je mJe taéno 1-';
konzistentno. Metodl koj Jl ostvaru_]u traZenu konzistentnost u reSavanju.
ovog problema bilo kroz. potpunu matri¢nu dlskretlzacuu bilo u okvu:u;;
razmh 1tera.t1vn1hprocedura, blce ukra.tko 1zlozem unarednlm | 0d61 JCIIHB.
ovog poglavlja.

1.3. Numericki metodi

U ovom odeljku dajemo kratak pregled kl_]ucmh numerlcklh metoda Za
rresava.me problema. Pprenosa zra.cenJa, u spektralmm hmjama. Ieta.ljm_]l‘

‘;0p13 ovih tehnika se moZe naéi u orlglna.lmm nauénim radovima, kao 1._-_

’pregledmm &lancima (na.pr Hummer i Ryblel, 1967 ‘Mihalas, 1985)
kn_]lga.ma. ( ’f_'ff-alko.fen-- ---1-984- 1987 Ca.nnon, 1985)

Ova,J pregled cemo pocetl metodom diskretnih ordllata cua. Je-
'vaznost dvostruka. a.) reprezentacua dlskretmh ordmata ¢ini osnovu svxh?

modernih tehnika i b) ”tagna” -rre_sen_],a--_ jednostavnijih roblema. prenosa



dobijena ovim metodom sluZze kao pouzdan test ta¢nosti novih nume-
| rickih metoda. S obzirom da éemo u radu na isti nain testirati tacnost
b sasep mictoda, mietod diskretnih ordinats Senic falositi  nedto vise de:
F {al 5a.
Numericki metodi ko ji slede razvijeni su sa ciljem da se rese realnljl

f i komphkova.mjl probleml Zbog nelokalne i nelinearne pnrode prenosa

_'-;zra.cen_]a, oni su u osnovi 1terat1vnog tipa. Prva dva. metoda. metod A:

iteracije i metod kompletne lmea.nza,cue, ?"?onceptua.lno potpuno ra,zhc1t1,

E 1 onste ¥adan OplS prenosa. zra.cenja. Dok se prv1 zbog beskona&no spore j

ﬁ"__konvergenm_]e pra.ktlcno ne moze konstltl, drugl se p.ka.za,o moénim u

mnogim astroﬁzmlum aph‘ ”fcua.ma u toku poslednje dve ¢ fecen_]e Med-
:Jutlm zbog ogra.nlcenja. kOJe postavlJaJu racunarsko vreme i prostor,_,
pnmena ovog potpunog tretmana prenosa. na slozemje geomethe 111,
atomske modele Je pra.ktlcno nemoguéa. Kao posledlca toga, ra.zvua.nlf
'su metodi koj 31 su pokusa.va.h da po _]ednosta.ve OplS statisticke ravnoteze
(ETLA) ili prenosa zracenja. (metodl verovatnoée bekstva, tehmke oper-

‘atora perturba.cue ili aprokmmatwnog A opera.tom)

1.3.1. Metod diskretnih ordinata

Prikazimo ukratko prw metod koriséen da se resi Jednacma. prenosa
zraéenja. To je metod diskretnih ordinata - osnova svih modernih teh-
nika. Iako u osnov1 analiti¢ki, ovaj ‘metod zahteva numerlcke tehmke zZa
svoju praktiénu realizaciju. Prvenstveno razvijen za slucaj koherentnog
rasejanja (Chandrasekhar, 1950), uopdten je na sluéa,j nekoherentnog
rasejanja u radovima Klng-a (1955 1956) Jefferies i Thomas-a (1958
1959), Avrett i Hummer-a (1965) i Hummer-a. (1968)

Dacemo osnovne korake ovog ‘metoda na prlmeru resa.va.nja. Jed-

S.(7) na frekvenci

nadine ‘prenosa zra.cenja. (1. 10) sa funkcuom 1zvora Sz

z koj Ja. poticée od linije formirane potpuno nekoherentnim rasejanjem i
kontinualnog fona. (1.33). Jednaéinu (1.10) onda moZemo prepisati u

u dL,(r P
Py d'r( ) -5 “fx)dx""” -

L - 6B (134)




Za resa.vanje 1ntegro-d1ferenc1_]a,lne Jednacine (1.34) neophodno Je
koriséenje tzv. reprezenta.cue diskretnih ordinata. Naime, kontinualne
vrednosti svih relevantnih promenljlwh problema prlkazuju se na dlskret--
‘ ‘nom skupu frekvenci z;, (i = 1, n f), uglova pj, U = 1 nm) i dubina I,

= 1 nd) Integrali po kontmualmm promenljlwm pizc za.menJUJu se,
| pomoéu kvadraturnih formula., odgovara3u01m sumama:

(1350)

(1.35b)

F e
gde sua;i b teZine koge odgova.ra.Ju kvadraturi reda n f i nm po frekven-

cama i uglov1ma, respektlvno, a kOJe za.dovol_]ava.Ju uslove 1 normlra.nja

Pomocu ov1h opera.cua. mtegro dlferencualna Jednacma. (1 34) se
pretvara u skup nf *nm linearnih dlferencualmh Jednacma

% T ’ dr =1I; 2(1 ¢i) 2.2 ob; -&B . (1.36)

'p§te reSenje jednadine (1.36):

L(r) = gise" ™+ I*(7)

sastoji se od refenja njenog homogenog dela i partikularnog resenja I?(r)

koje zavisi od oblika B(7). Ako pretpostavimo da B(r) ima oblik:

B(r) =1+gr+he™ , (1.38)

f‘j_zpa,rtlkula.rno resenJe Je suma partlkula.rmh resenJa koj Ja. odgova.ra.Ju sva-
kom é&lanu u l(r) Tako je (Hummer, 1968)

o & = Hj [(1 E :)’Y + 3 :] (1 23\
Plry=l+glr+: B Ftvr ) +h 1+ 5#3/ 8+ cp.) (1-39)




ba 7 datim izrazom:

e i LTl S

Funkcua. izvora u 11n131 Je, prema Jedna.cma.ma. (1 31) i (1 21) u

ireprezenta.cm dlskretmh ordlnata. data. izrazom:

Sl (T) _ _2_(1 _ 6) | | a;bj I,'j + 6 B(T ) (140) |

S obzirom na oblik opsteg i partikularnog reienja, S'(r) moZemo

traziti u sledeéem obliku:

(1.41)

Konstante 4 i I‘ (a=1, nk nk = n-'**nm) u gornjim izrazima treba

f{ odrediti. I‘ se odredJuJe resa.va.njem tzv. karakteristi¢ne _]edna.cme

2T (u; /(ﬁ n m.))z

=1y - (1.43)

'--idobljene zamenom reSenja Jednacme prenosa (prema (1 16) sa S, (T) da-
tim sa (1. 42)) u izraz za funkcuu izvora (1.33). Pri tome se za Jg,('r)‘~

.konstl rela.m 1ja:

T =3

wki(“):é':i'i(_“l (1.44)

Karakteristi¢na jednaéina ima nf*nm ne-negatlvmh korena I‘2 kOJlu
fﬁ*za.dovolja.va. Ju nejednakost

0<TE < (W/(B+0))T? <T3 < (u/(B+¢2))52 < . <T2 < (u/(B+92))3}

‘epoznate A, se odredjuju iz gramcnog uslova na povrsun (1 15a.) :

Primena ovog uslova na izraz za intenzitet ulaznog zradenja (dobuen'



| pomocu (1.16b) sa S,(r) datim sa (1.42)), daje sistem od nk jednatina

l—g(

Trazena funkcija ‘izvora u liniji konaéno se dobija zamenom kon-
_ .va..] etod jeu pnmem ogramcen na sredme konstantih fizickih
E  svo Jsta.va., odnosno sredine u kojima se parametri ¢ i ﬂ kao i funkCIJa pro-.

*ﬁla. (p,; ne menJaJu sa dubmom Pregled metoda. ko;e resa.va.Ju problemeﬁf

| 1.3.2. Metod A iteracije

U metodu A iteracije, naizmeni¢no se resavaju jednacina prenosa. Zra-

'-'cenJa. i Jedna.cme sta.tlstlcke ra.vnoteze Ta.ko se ova na.JJednosta,vnl_]a

'1terat1vna. procedura. sastop iz dva kora. a: a) sa datom funkcuom izvora

r ,:('r) redava se jednadina prenosa zra.cen_]a. ¢ime se dobijaju intenziteti

; _ w('r) na datom skupu frekvenci z; i pravaca p, i b) sa tako dOleemm*

. ,,,(‘r) 1zra.cunava.3u se srednji intenziteti J,,.('r) i, resavan_]em jednagina
statisticke ravnoteze, dOblja. se nova funkcua izvora S (T) Procedura se
:pona.vl_]a. do konvergencue

Ova metoda. je dobila ime po linearnom operatoru A, ko 31 povezuje,

srednji (po Pl‘aVClma) intenzitet zradenja J,(7) i funkciju izvora Sz(r):

L Naime, integracijom izraza za specifi¢ni intenzitet (1 16) po svim prav-
. cima dobl_]a. se koncizni izraz za srednji intenzitet zracenja (Schwarzschll-
j-;dova. Jednacma.)

gde je




linija potpuno nekoherentnim ra.seJa.nJem ‘kakav ovde razmatramo.

énim ne- LTR

(1 46), kaka.v se korlstl u procedun A 1teracue, fotom
profilom Pz da bi mtegral,]em po frekvencama dali srednjl intenzitet J,.

24

_-fmtegro-eksponencua.lna, funkcua. prve vrste. Integral u Schwarzschlldo-:
Tvo.] jednacini se u teorul prenosa zracen_]a Cesto sreée u Operatorsko.]}
notaciji (1 45) upotrebom operatora A:

A% probleme kop tretlraJu 1stovremeno vise frekvena (problem

'_'formlra.n_]a. hmJa.) ‘moguée je napisati sl:can 1zra.z 1zrazu (1 45), samo

kada je funkcua. izvora frekventno nezawsna. To je slucaJ formlra.nja,}a

imamo:

Io(r) = Alry )S(0")

sa A datim (prema (1.21)) izrazom:

konstltl model a.toma sa dva. nivoa zbog eksphcltnog izraza za funkcuu;;
izvora:

S(ry=(1-¢€)J,+¢B . (1.46)

Tada se direktna A iterativna Sema simboliéno moZe pisati u obliku:

Ova Jednosta.vna. iterativna procedura., medJutlm, ne konverglra u t1p1-—‘

uslovima. To se moze ob Ja.SIlltl na sledec1 nadéin. Funkcua‘-

izvora na da.to_] optlckm dublnl T za.v131 od bro_ja fotona kop direktno
: .;na.pusta._]u atmosferu sa te dubine. Za velike vrednostl T, to su fotom J
koji pnpada.Ju krilima 11n1_]e gde Je apsorpc:om koeﬁcuent Pz vrlo ma.h
Druglm rec:ma., funkcua. izvora za T >> 1 zavisi od mtenmteta. zracen_]a,}

J: se mn oZe sa

Posto se wz vrlo brzo menja. unutar uskog frekventnog opsega, fotom u
krilima. llnlje su numericki lo3e tretirani ovakvom procedurom.
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tome samo ovi fotoni dopnnose kOI’EkCl_]l funkcue 1zvora.

§1ntegra.l

Funkcija izvora u 1zotermno _] sredlm sa e =104 odredJena metodom

_:A 1terac1_1e u naznacenom bro ju 1tera<:13a. Isprek1da.na. l1n1_]a predsta.vl_]a.:_
'ta.cno resenje dobljeno metodom diskretnih ordinata.

Samo fotom u Jezgru hnlJe lgra.Ju znacaJnu 1110%‘1 ‘1 mtegralu J‘P’ i P rema_

delovi. funkcue izvora ko_p zavise od fotona u krilima hmje (na. velikim
;optxcklm dubmama) se teSko mogu kongova.tl u ovakvm vrsti numencke{]
- procedure.

Da bi se ova teskoéa 1zbegla., Rybicki (1972) _]e predloZio da se

» podeli u dve oblastl za frekvence u jezgru (core - c) iu

krilima (wmgs - w) linije:

AcSC+ALSY .

- Zart>> 1, J§ je poznato iz fiziékih ra.zma.tra.nja Difuzna aprokmmacuaf
e dovoljna. i ta.J &lan posta._]e pozna.ta. funkcxja, S(T) Fotoni u krilima su

1zolova.n1 u clanu J w i uéestvuju u korekcul funkcue izvora.

Irugo obJa.anenJe za sporu konvergencuu se moZze dobiti ako se

opera.tor ra.seja.nja. A razmatra kao matrica, a konvergentna. svo Jstva iter-
ativne procedure preko maksimalne sopstvene vrednosti Amu iterativne

a taj J nadéin,



matrice (1 —s)A u (1 47) Prema JeanJ teoremi (Tosxc 1987) iterativni
proces konverglra. samo a.ko Je ,\m” ma.nJe od 1.

-'."f"rednost Xmaz odredJuJe;
brzinu konvergencue._ Sto Je ma.nJe Amu to ée konvergencua. b1t1 brza :

Kao 5to je p poka.za.no u 1scrpno j analizi matematlcklh svo_]sta.va, posto jeéih
]-1tera.t1vn1h procedura. u radu Olson i dr. (1986) za obicnu A iteraciju
Amaz (1 —_ 5)(1 Y | 1) gde Je T optlcka. dubina u liniji. Ako Je € malo
(za radl_}atwno dommantne prelaze) i veliko T (kao u veéini praktiénih
problema.), i _;e bhsko _]edlmm §to vodl heskona.cno sporo _] konvergen-s
r-r'(:131. Sporu korekcuu resen_]a. upotrebom A 1tera.(:1 Je pn t1p1cn1m ne-LTR?.

1.3.3. Metod ko mlet ne linearizacije |

Auer-a

FllozoﬁJa. ovog pnstupa. se nanol_]e moZe izraziti zapazanjem
(1971) pokusa.va.mo da resimo Jednacmu prenosa sa nizom nehn-;

earnih dopunsklh uslova. Realne zvezde 1h redavaju istovremeno 1,
§to éemo Vldetl, da blSIIlO napredovali u ne-LTR teorm ‘atmosfera i mi
moramo uéiniti isto.”

Za ~re§ava.nje globa.lno‘g ‘problema konstrukCIJ e zvezdanih atmosfera
_(Jednacme prenosa zracenja sa nelmearmm uslovima statisti¢ke, radi-

Jatlvne i hidrodinamicke ra.vnoteze) Auer i Mihalas (1969) su razvili

modéan metod kompletne lmea.rlza.cue. U toku poslednje dve decem.]ej
OV&J metod _]e bio &esto pnmen_]wan ‘na problem formlranja. linija .(pn\
'-da.tOJ raspodeli tempera.ture prltlska sa dubmom)

Uzajamno povezwanJe svih ﬁZlelh veliéina Je potpuno uzeto u
obzir kompletnom hnea.rlzamjom jedna.cma. po sv1m relevantnlm pro-
nenljlv'ima. problema i n_uhov:m 1stovrememm resa.vanjem Procedura;
Je sledeéa. Dlskretlzac130m svih neza.v1sn1h promenl_]lwh (prava,ca. frek-
venci, dubma) zamenom 1zvoda. kona.cmm razlikama i 1ntegra,la. kva,dra-

turnim suma.a., sve Jednacme su svedene na algebarskl Obllk
‘vektor nepoznatlh veli¢ina
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Sistem nelinearnih algebarskih jednatina

A(\I; ) =0 z

esa.va. se kompletnom lmea.rlza.cuom svih jednaédina (t_] viSe- dimen-
momm Newton-Raphson-ovim metodom). Polazaéi od neke poéetne pro-
cene ‘I'(O) 31stem hnea.rlzova.mh Jednacma, se reSava po korekcuama 5T

tekuceg resenJa. ¥. S obzirom da prenos zra.cenJa predsta.vlja. gra.mcm
problem u dve tacke, linearizovane Jedna.cme imaju trldljagonalnl oblik

BabVy—Cab¥apy =La ,

i mogu se resiti rekurzivnom Semom Feautrier (Fea.utner 1964) ili Ry-
blckl (Ryblckl 197 1) tlpa.
~ Nov vektor resenja Pt - \I!(")

procedura se pona.vlja. do konvergencué. Resenje je brzo konvergentno

6\1‘ se zatim dobl_]a. i 1terat1vna.jy

F ako polazna. pretpostavka. \Il(o) m_]e suvise daleko od taine vrednostii ako

se funkcue la.ko mogu hnearlzovatl oko tacnog vektora V.

Ovaj metod je blO uspesno Prlmenjlvan kako za sintezu profila
spektra.lmh lmlja. tako zZa modellranJe zvezda.mh atmosfera. Medju-f
‘tlm, on ima izvesne mane. Zbog vehkog broj 0ja tacaka dlskretlzacue koje
f.;su eksphcltno potrebne za dobar opis problema tretlranje slozenijih
e;geometrlja, * komphkova.nulh atomskih modela je onemoguéeno ogra-
%'lnlcenjlma. u ra.cunarskOJ memorljl i vremenu. Iz numeriékih razloga,
'n_]egova. prlmena. Je ogra,mcena. na modele atoma do 20 nivoa. Mogucef};

E su takodje nestabilnosti prouzrokovane velikim korekcxjama. u proceduri

'_;}I_hnea.nza.cue. Konaéno, iako jedinstvena procedura omoguéava da se ra-
;..zllc1t broj Jedna.cma. i dopunsklh uslova uzme u obzir na isti na.cm, mod-

»:Alﬁm_]a. koda za svaki po _]edlna.cm problem zahteva velike napore

Preformula.cua. metoda. kompletne lmea.rlza,cue ko Jll su dah uer i
fi:. Heasley (1976) bazirana na rekurzivnoj Semi Rybicki-a poka.zu_]e izvesna

poboljsanja. u bl‘ZlIll u odnosu na ongma.lm metod Auera. Mlhala.sa...
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L 1.3.4. Iteracija sa aproksimativnim A operatorom

szxrom da _]e potpuno samo- usa.glaseno reSavanje ne-LTR problema
. potrebnog vremena i memoruskog prostora. veoma skupo, metode
ol ~o je apr0k31mat1vno tretlra._]u prenos zradenja u cﬂgu dobijanja ”tacnog” |

| '-_;‘resen.]a iterativno, posta.Ju veoma popula.rne
Osnovna prednost iterativnih metoda nad direktnim Je u n_uhovql
Jednosta.vnostl time la.kso_1 kontroh a.lgorltma. i, u0pste veco_] ‘taénosti
-fzbog manjeg bro ja neophodnih numeriékih operacua Posto su po struk-
turi sli¢cne procedun obi¢ne A 1tera.c1_]e, ove metode su dobile naziv ”me-

tode ubrzane lambda 1tera.CIJe (a.ccelerated lambda iteration - ALI). S

druge strane, s obzirom da j Je njlhova. 1deJa, bazirana na perturba.cmnm

i Cannon-a u kOJOJ se umesto tacnog koristi aprokmmatlvm, jed-

?}nostavm.]l A 0perator, a gres~A uchena. tom aprokmmacuom se tretlra;-

‘kao poznatl izvorni ¢lan u nizu perturbacmmh Jednacma., naziv ” metode

operatora perturbacije” se takodje upotrebl_]a.va. da. oznac1 ovu grupu
metoda.
Prvi pokusaj ubrzanja. iterativne procedure ucm_jen je u radu Ry-“

‘bicki-a (1972) Da bi eliminisao uzrok spore konvergencue obiéne A it-
eracije - slabu uslovljenost orlgmalmh Jedna.cma., Ryblckl Je predlozmi
'_ﬁehmmacuu fotona kop pr1pa.da3u Jjezgru lmue i 1gra3u paswnu ulogu u
‘prenosu zraenja (posebno na velikim optickim dubma.ma) iz jednagina,
'_'za.drza.vajum samo aktlvne komponente prenosa - fotone u knhma. lmue
Ovo tzv. pre-uslovlja.va.nje Jednacma. rea.llque se aprokmmacuom sat-

'-ura.cue zracenja u Jezgru, kojom se 1ZJedna.cava monohromatski sredn_]lf

-7-1ntenzltet polja zracenja i lokalna 1zotropna funkcua izvora za frekvence
u Jezgru llnlje

za ko.]e je monohromats Optlcka. dubina 7, do na.thze granice veéa od

¥ v Je sloboda.n parametar cua. je vrednost oblcno Jedna.-» ili veéa od 1.

Resa,vanJe pre-uslovl_]emh” Jednacma. kOje sadrze samo aktlvne_;_z
\komponente u krllu l1n13e direktnom A iteracijom pokazalo je mnogo
bolja konvergentna svojstva od A 1terac1_1e sa orlgmalmm potpumm‘

_]edna.cma.‘a.. MedJutlm, tacnost 1 brzma. konvergencue dosta zavise od



izbora frekvence koja deli Jezgro od krila linije (tj. od parametra 7).
Pretpostavka saturacue u _]ezgru je fizieki model koji . Jeu osnovi mnoglh
iterativnih tehnika razvuemh tokom osamdesetlh godlna.

\LI metode éemo na.JbolJe ilustrovati ako koristimo mtegralm ob-
lik _]ednacme prenosa:

(1.48)

S=(1-e)A*S+eB+(1—-e)(A-A")S .

Mali korektivni cla.n (1 = 6)(A A"')S koji je posledica uiinjene 3-P1’°k51'

'macue tretira se kao pozna.tl 1zv0r fotona. Resenje se moze popra.vlja.tl_;
iterativno ili koristeéi perturbacionu tehniku.

Ideja se prv1 put Ja.vﬂa. u radu Cannon—a (19733. b) On Je su-
‘gensao zamenu mtegrala intenziteta zracenja. po frekvencama. i pravcima
(u clanu kOJl OplSUJe ra,se_]a.n_]e) kvadraturnom sumom mzeg reda od one

koj ja je uoblca._]eno koriSéena da se dobije resenje zahtevane tatnosti. Ovo

je ekvivalentno zameni ”ta,cnog A opera.tora. a.prokmma.twmm 'ij-.-.f.:-:.f-a,nnon---f
ov aprok31mat1vn1 operator odgova.ra manjem broju kvadraturnih tadaka.
Tako Cannon resava Jednacmu (1 50) Feautrier semom, nastaviéemo da.;_-
;konstlmo opera.torsku reprezentaciju, jer je pogodnlja. za dalji pr1kaz‘i
- genera.llza.cue nJegove 1deje

Koristeéi (1 49), resenje _]edna.cme (1 48) se moze naplsatl u vidu

Perturbacmnog niza (~a.nnon, 1973b)

(1 _ s)(A A*)

(. a-ea-4") | )

1= (1 ~ S)A* g




Funkcija izvora S; dobijena resa.va.nJem (1.48) sa jednostavnijim A*
ropera.torom

S1=(1 -e)A*Si + €  (1.52)

"Popravlja. se doda,vanjem &lanova niza (1 51) dobuemh resa.vanjem sle-
fdemh perturbacwmh Jedna.cma

Si=(l-OASi+(-)A—AYSes , (159

- dok se ne postigne Zeljena tatnost.
’f Iterativno reSavanje Jedna.cme (1 50) Je prvi predloZio Scharmer
(1981 1984) Primenio Je 1deju Ca.nnon -ove perturbacmne tehmke sa
aprOkSlmatIVﬂlm A operatorom na._] edn osta,vnu1ter a,tlvnu Semu:

(1= (1= )A"]STD) = eB + (1 - )(A — A")S™ (1.54)

‘ko.]a, direktno sledi iz (1. 5.)

S obzirom da je potrebno jednaéinu (1 54) resa.va.tl vise puta u

' toku iterativne procedure, prvi uslov za izbor A* oper:

.

_Jednostavno invertovati. Jasno, da bi se obezbedila brza konvergen-
'?-c1Ja A"‘ istovremeno mora b1t1 §to je moguce ﬁz1ck1 blizi tadnom c opera-
'toru prenosa. Med_]utnn treba 1ma.t1 u vidu da j Je prvi uslov numenckl;_;_
neophoda.n Tako su na.Jcesce konscene aproks1macue b11e da. Je A* dl-'
Jagonalan ili tnduagonalan operator.

S druge strane, da bi se dOblO » ta.ca.n operator, potrebno Je da se
izvrsi dlskretlza.cua. 31stema u vol_]nom broj ju slo jeva koj jisu deﬁmsa.mf.
ﬁ-‘;SVO jim optlcklm dublna.ma, ka,o i da se formira diskretan skup frekvencr-_-
i pravaca za numencko 1zra.cunava.n3e J kao operacmnalne funkcue S. ;
__Iskustvo nam pokazuje da se isti numenckl opis sistema mora koristiti
za 1zra.cunavanje a.prokmmatwnog operatora.

Posto se Jednom odredl ”tagan” A operator, na.Jbolje Je da se za.-::_

-‘aprok81mat1vn1 A* uzme gla.vna. dl_]a.gonala matrice 'opera.tora, (Olson 1

dr. 1986) .vaj 1zbor Je ucm_]en u sagla,snostl sa teoremom erschgorin-
a (Tosm , 1987, Olson i dr., 1986) i pretpostavkom da Je fizika fotona



na velikim dublnama. ugla.vnom sadrzana u glavnoj dijagonali A ma-
‘trice. Olson 1 Kuna.sz (1987) su tako deﬁmsan d1_]agonaln1 A* operator

j aproks1m1ra11 mater hati ck1

U literaturi su. predlozem mnogl nadini da se izabere aprokmma—r“

"t'lvm A* operator, a konvergentna svojstva razliéitih opera.tora su. pored-:

Jena. i diskutovana u bIOJnlm radovima (Ka.lkofen, 1987; Olson i dr.,
1986; Olson i Kunasz, 1987; Puls i Herrero, 1938)
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3. RESAVANJE PROBLEMA PRENOSA ZRACENJA KADA
. KOEFICIIENTI PRENOSA ZAVISE EKSPLICITNO OD POLIA

2. 1 Ide_]a metode promenl_]wxh Eddlngtonowh faktora

u monohromatskom problemu

Kao §to smo veé na.pomenuh u uvodu metod 1terac1on1h faktora, koj _]1 Je_
"predmet ovoga rada, razvuen _]e kao generallzacua 1deJe promenlpwh (sa
dubmom) Eddmgtonowh fa.ktora PEF (deﬁnlsamh zZa monohroma.tskl
'tra.lmm hm_]a,ma. Pre nego sto predjemo na razma.tra.nje meta. fa.ktora.i
1teracue ukra.tko éemo analizirati kako i zasto upotreba PEF-ova u jed-

”}nosta,vno_] iterativnoj procedun ubrzava konvergencuu

monohromatskom problemu, potrebno je re31t1 _]edna.cmu pre-

‘nosa zracen Ja. _:
dI;(")- (Lu(7) - 5(r)) 2.1)

sa odgovarajuéim graniénim uslovima. Funkcija izvora

S(7) | = eB(r) + (1 — €)J(7) (2.2)

sadrzi termalni &élan B(7) i ¢lan rasejanja

v b [ 1()ds 23)

b koji Je funkcija resenja I.(r) jednatine (2 1) Zamenom (2 2) i(2. 3) u
(2 1) dobl_]a.mo po Jednu mtegro-dlferencualnu Jedna.cmu za svaki pravac
procedun A 1teracue, gornJe Jednacme se resa.va.Ju u sledecxm

""'.'.korac1ma. a.) sa datom funkcuom izvora S(r) (u prvoj 1terac1_]1, obiéno
'sa ravnoteZnom vrednoséu S(‘T) B(T)), reSava se Jedna.cma. prenosa

zracenja (21) kao obina diferencijalna jednaina prvog reda da bi se



relacija zatvaranja 1zmed3u momenata: J ('r),

PR el w RN L it . " - .
B B Salt RGN e A e 21 ety R - L E
PR . T . . T 0 . L A " I:' Ll _._'_ Ly _‘...|,_"._ P -____" . . .

tako da se F(T) izra¢unava

dobili spec1ﬁcn1 intenziteti I,,('r) za svaki pravac, b) sa ovim intenzite-
1 ”tlma. izradunava se srednji intenzitet inr) pomocu (2 3), tJ ‘nova funkcija
‘1zvora, S(T) iz (2. 2) Procedura se pona.vlja. dok se ne 1spun1 zahteva.m kri-
terijum za konvergencuu U monohromatskom problemu konvergenc1 Ja.;
,se dostiZe u razumnom bro Ju ltera.cua. Ah za sisteme ¢i 31 _]e geometruskl-
'Alobhk mnogo komphkovam_]l od pla.n- para.lelnog, broj j potrebmh iteracija
'-za dobru konvergencuu je wveliki. Sli¢no, i za klasiéni plan-pa.ralelm sis-
[ tem, ako je potrebno ponoviti vise puta proceduru A 1terac1Je (napr.

zZa v1se med_]usobno nezavisnih frekvenm) neophodno Je konvergencuuf

ubrzati. Toi predsta.vlja. osnovni (:113 metoda. PEF.

Naime, 1deja je da se predlom drugl nadin za iterativnu korekciju

‘promen131v1h problema., ili, Jednosta.vno drugi naéin da se dobije nova
* f.funkcua. izvora, odnosno novo J(T) Da bismo dobili J('r), potrebno je
naéi momente Jedna.cme prenosa zracenja Momenti prvog i drugog reda

(2.1) su:

(24a) |

(2.4b)

jalne jednacine drugog reda:

= €[J(r) - B(r)] . (25)

‘Da bi se resile jednadine (2 4), odnosno Jednacma (2 5), neophodna Jey

(T) i K (T)

NaJJednostavm_]l naéin da se ona definise je da se generallzuje Ed-

dingtonova aproksi ma.cua

(2.6)

u obliku

o odnos momenata 1nten21teta. 1, (-r) dobi-

jenih sa S(T) iz prethodne iteracije. Sa poznatim F(T) mozemo dobiti



novu vrednost J(7) korlscenJem (2 7) i reSavanjem (2.5), a otuda i novu
-rfunkcuu lzvora S(T) .va. procedura. PEF ‘ne mnogo kompllkova,nua. od
klasi¢ne la.mbda 1tera.c13e (sl 3. ), vodl vrlo brz03 konvergencm .blcno-
;‘su dovoljne tri 1tera.01_]e Za. kla.smne geometrue (Auer Mihalas (1970),
"Hummer, Ryblckl (1971))

~ METOD ' 'METOD
A ITERACUE PROMENLJIVIH
' EDDINGTONOVIH FAKTORA

POCETNA
FUNKCIJA IZVORA .

N()VA o
FUNKCIJ A IZV. A

S(r)=¢ B(r) + (1= e)J(r) |

| NOVA
FUNKCIJA IZVO RA

s=eBo+a-osm| L

 sa datom
funkcuom izvora

JEDNACINE
MOMENATA

() _ I#(T)" S(T)

L(r)

_EDDINGTONOV

S1.3. Dijagram metode promenljivih Eddingtonovih faktora "



i_..._f;j;a.-zlog za ovako brzu konvergencuu lezi u 01n3en1c1 da je promen-

;lleI Eddmgtonov fa,ktor (2 7) kao odnos dve homologne veli¢ine skoro

? nezavisan od pocetmh uslova (pocetne funkcue 1zvora) 1z koph Je ‘bio
jzraunat. On je kvazi- mva.n_]a.nta. problema. S obzirom da predsta.vl_]a._i
zodnos dva funkcionala polja zra.cen_]a. ‘manje je osetljiv na gresku u in-
, tenzitetu I, (T), Pa _]e veé u prvoj 1tera.c131 skoro tatan. Posto brzo posta. Je“
tatan koeﬁcuent d1ferenc1Ja.lne Jedna.cme (2 5) koju treba re81t1, a koga.f
l- ' se moZe prepisati u obliku:

& ('r)

dr2

b -'--_omogucava. time i brzu korekcuu (konvergencuu) ka. ”tacnom ‘reSenju.

Moguce sui opstue rela.cue za.tvara.nja, od (2 7), i one ca.k mogu
dovesti i do bOlth konvergentmh SVOJSta.VEL kao $to éemo videti kasnue |

-.Posebno, za sferno- simetri¢nu geometriju, genera.hzacua. Eddmgtonove}

; ‘frela.cue (2 7 ) je:

{- K (T) _ J*('r)= 2. (T)H (T) ., | (2.8)
J-gde je pc('r) poznati faktor opamteta sistema (Slmonneau, 1979, 1980).
[ Ukratko, metod kO_]l koristi pogodno izabrane faktore 1tera.c1jef
Za ubrza,van_]e 1tc,ra.t1vne procedure moZe se deﬁnlsatl kao vrsta me-
Sovite iterativne Seme u kOJOJ se smenjuju formalno resenje jednadine

prenosa konscen Za 1zracuna.va.n_]e faktora lteracue i resenJe Jedna.cma.;

‘momenata (mtegralmh _]ednacma. prenosa) zatvorenih ovim faktorima.
atomima sa dva nivoa

U ovom poglavlju razviéemo metod iteracionih faktora za resavanje prob-

"jlema form1ra.nJa. lmlja. atomima sa dva nivoa. Ia”“--?o-f znatno POJednosta.vl-'

JenJe rea.lnostl, ova._] problem Je zna.caga.n ne samo kao nezaobllazan pro-

'tot1p --problem cua. pozna.ta. resen_]a sluze da se testira ta¢nost novih

metoda, veé takodJe kao vazan korak ka resavanju oPstl,]lh problema
prenosa.
Pretposta.vmemo da Je lmua., formlra.na. potpuno ne-koherentmm}.

rasejanjem, superponirana na kontinualnom fonu koji poti¢e od drugih



;..-cestlca. gasa u plan- paraleanJ, polu -beskonacnoj, stati¢noj sred1n1 kon-
?}_sta.ntmh svo _]stava. Doprmos kontmualne a.psorpcue odredJen Je a pr1-

}orl datim parametrom ﬂ demsamm sa (1 11), a kontinualne emlslje

f’funkcuom izvora u kontinuumu za kOJll cemo pretp ostaV1t1 daj Je Jedna*
fﬂra.vnotezno‘] (S” B).
Sa ovim pretposta.vkama, Jednacma. prenosa zra.cenja. koju treba

k_ resiti je obhka. _ 5
d'rp = (pz + B)L:(p,7) — Sz (7

| sa grani¢nim uslovima: na povrsini (v =0)

) (29)

I(n<0,r=0)=0 (2.10a)

f i na velikim optickim dubinama

+ ’ K ;::(T) - (2.100)

gde je prlmenljrva difuzna aprokma.cua. ‘Ukupna funkcija izvora S, (1')

I(p>0 r>>1)—

] (u lmlp i kontlnuumu) data je sa:

S.(r) = 22 §(r) + —E—5°(r (2.11)
(r)= %+ﬂ () %” (r) (2.11)
a funkcija izvora u liniji za atom sa dva nivoa pri pretpostavci potpune
nekoherentnosti zradenja ima poznati oblik:

< ‘(T):E B (T ) + (1 _ E) J‘P (T) . | (2 1 2)

Kao 8to smo veé dlskutova.ll u odeljku 1.3.2., resavanJe ovih Jedna.--
&na dlrektnom A iterativnom procedurom je ekstremno sporo za tlplcne{
uslove prenosa zracenja u spektra.lmm lmuama (1z razloga §to fotoni
u krilima linije - vaZni za korekcue funkcue izvora na vehklm optlcklm;,

‘dubinama - nisu u takvoj vrsti procedure numeriki dobro uzeti u obzir).

Da blsmo ubrza,h konvergencx_]u u iterativnom resa.va.n_ju problemagt
formiranja llnlja, pokusacemo da generahzujemo 1de3u promen131v1h Ed-:--
dmgtonovrhfaktora.. Kako sada dve promenl_]lve deﬁmsu problem -

pravci (uglovi) i frekvence - -_-po_tra.z-_rmo_ najpre odgovara juée ugaone, a



zatim po frekvencama u proﬁlu lmue integrisane momente originalne
Jedna.cme prenosa zradenja.

Uga.om momenti nultog i prvog reda Jedna.cme (2. 9), dobuem in-

F tegracijom p0(1/2)\~ du i po (1 / 2) f i pdp, respektivno, su:

. 3:_((.03: 3 ﬂ)]x —((px + ﬂ)Sx (2- 13 a) |

dK, _ o

Da, ‘bismo odredili funkcuu lzvora., prema. 1zrazu (2 12) moramo

(2.13b)

'.zna.tl lntegra.ljen po frekvencama hnue srednji intenzitet Jo Znadi, pot-
; rebno je izvrsiti mtegra.cuu sistema (2 13) po profilu hmJe, &ime se u_]ednoi_
: znatno redukuJe bro J Jedna.cma. koje treba. re31t1

Za mtegrale po frekvencama. ko_]e éemo pritom dobltl, uvedlmo;
sledeéu n otaci ju

(2.14a)

Na_]dlrektmp naéin da se Jedna.cme (2 13a, b) mtegra.le po proﬁlu.
,hm.]e, kako bi se sistem §to Jednostavmje za.tvono, Je da. se na prvu 1

drugu jednaginu (2. 13) primene operatori:
*:-;spektlvno ‘To da.Je now 31stem Jedna.cma.

dl :(T ﬁ )
dr

=a (,- ﬁ) Spa(r, ) (2.15a)

(2.15b)
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Spa(r,B) = (¢*B+ B +¢¢® +eB¢™)B(1) + (1 —€)(® + Bp*) (7). (2.16)
~ Umesto sistema (2.15), moZemo reSavati diferencijalnu jednaginu drugog

ke J o (1‘-«,«_[5’) - S(7,B) . (2.17)
Kao iu metole 2F-ova, da blSIIlO resili (2 15), odnosno (2 17)
neophodno Je 1mat1 relacue zatva.ranja s obzuom da. imamo dve jedna-
Cme (2 15a, b) a Cetiri nepoznate funkcue Jq,, “p 2(ﬁ) il, 3(/3) Prema

-'tome, potrebno Je definisati j JOS dve rela.cue ko_]lma ée se zatvontl 31stem

4 2.2.1. Prva famllua iteracionih faktora. Najdlrektm]a relacua

zatvaranja

\-Shcno prethodnom monohromatskom problemu, uvescemo sada genera-
lisani Eddmgtonov faktor

(2.18)

koji _]1 sadrm mformacuu o a.mzotropnostl polJa. zra.cenja. (za. sve frekvence

u liniji) kao posledici odredjene vrste geometme, nagiba u funkcul izvora

i blizine granice atmosfere.
Kako u Jedna.cml (2 17) imamo J, s(ﬂ), a u izrazu za funkcuu izvora

(2 16) Jw druga najdirektnija rela.cua. zatvaranja dobl_]a. se uvodJenJem
-"'fa.ktora.

J""( ,B)
' ¢(T)

koji opisuje preraspodelu fotona po frekvencama u liniji, tj. pr edstavlja

f J (T) = (219)

odnos izmedju fotona u jezgru (J3(B) je lntegra.l po uskom profilu ¢ koji
pokriva Jjezgro hnue) i fotona u _]ezgru i krilima zajedno (J‘p)
Na taJ naéin, dobijamo dve pomocne rela.cue K (1) = F(T)J (T)

il o (Ta B ) - fi ("') Jo

w,('r) koje omoguéavaju da resimo (2 17) sa datim




: ,gramcmm uslovima. Granic¢ne uslove dobija.mokoristeéii‘stu vrstu ap-
rokmmacue Ta.ko mozemo defimsatl faktor:

Ha ()

na. obe gramce sistema (z =1-na povrsml i 1= N dovoljno duboko u at-

c mosfen) kOJl éemo kao i faktore F(T) i J(T) odred1t1 na osnovu rezultata.i

i prethodne iteracije, a koji (prema (2.15b)) vodi grani¢nom uslovu:

(7-‘) ‘tp( :)

B 1'_1"

: Ive nove funcue F (1') i f J(T) za.dovoljavaju sve uslove da. budu
-dobn iteracioni faktori. Odnosi su homologmh veli¢ina 3to treba da
:obezbedl dobru kvazi- mva.rua.ntnost DalJe omoguca.vaju doblja.nJe nove
1 ta.che funkcue izvora na Jednosta.va.n nacin, slican procedun pnkazano j
na sl.3.
Predlozem metod cemo test1ra.t1 na _]ednom spec:lﬁcnom problemu
'fformlranju linije u sredini konstantnih fizickih svo_]sta.va., B =1,1i bez
‘-kontmua.lne apsorpcue B . 0. Ovako po _]ednostavljen problem je potre-t
fban i dovoljan za tu namenu. Dovoljan je Jer sa.drz1 sva 0osnovna ﬁzlcf‘

o_]stva. OpStljlh problema NJegovo resenJe Zavisi samo od fizickih ka-
.. Potreban
e, 8 obzlrom da. su ta.cna, a.nahtlcka. resen_]a. ovog problema pozna.ta,_
':. predsta.vljaju svmevrstan test kvaliteta novih numencklh metoda;
_‘ alme, znamo da _]e vrednost funkcue izvora na ‘povrsini S(T = 0) e

i da S(T) raste monotono sa porastom T, dost1zuc1 a.51mptotsk1 vred-r
i ost B =1 na tzv. dublm terma.hzacue L. Dubina termahzacue pred-
* ta.vl_]a. onu dubmu na kojoj j se polje zracen_]a., odnosno funkcua. izZvora
pnbhza.va. svojo J ravnoteZnoj vrednostl Vrednost Lr zavisi od parame-

tra. e i nagina na koji je linija prosirena. a linije sa Dopplerowm profilom

;ko_]e éemo ovde razmatrati (primena metode na druge profile je sasvim
:dlrektna.) Lt je reda 1/6

-_:odstupanja. od LTR) 1mp11c1ra.3u vehke vrednosti dubma. termalizacije,

'idimo da male vrednosti parametra ¢ (vell “

Bto prouzroku_;e numericke teskoce na kOJlma. se kvalitet novog metoda



moze testirati. Prvo, za dobua.nge korektnog reSenja na ovim dubma.ma.,«
:;neophoda.n je doba.r opls polJa. zra.cenja. na frekvenca.ma. u krilima llm_]e;
Drugo, potrebno je korigovati vrednost redenja S(T) na veéim intervalima
'iopt1ck1h dubina.

_‘_?i_;-zlman.]em u ObZII‘ izvora kontinualne apsorpcue, 7& 0, smanjuje
Lt (Hummer 1968), l(OJa. Je tada reda 1/5, gde-;
je .{ dato izrazom (1.33a). Za datu vrednost parametra & pokazuje se

se dubma. termallzacue

T Opada. i resenJe postaJe blize uslovima LTR. To

da sa porastom f, I
Cini problem numer1ck1 lakse resw1m Ako, da.lJe, SVOJstva. sredine msuﬁ
konstantna, i 75 const, pona.sanje funkcue izvora zavisiée viSe od van-_
'_Ja;clj-e ovih SVOJsta.va nego od parametra. e. I u ovom sluéaju problem je
'_.Jednosta.vnlje res1t1

Zbog svega izloZenog, lzabrah smo da. metodu razvua,mo test1-_
Tamo na prvom od gore pomenutih problema. (B- =1,8= 0)
Ka.o kntenJUm za konvergencuu, uzimamo da relativna razlika
izmedju vrednosti funkclje" izvora u sukcesxvmm iteracijama na svunlv
0pt1ck1 'dubinama bude man_]a od unapred zadate vrednosti §. Vrednost'
5 odgova.ra. precxznostl resenJa. kOJu mozemo dObltl sa datim numencklm
opisom sistema. Da blsmo odredili prec1znost 1teracue smo zapodeli sa
-t'a'.cnom- funkcuom izvora dobijenom p-omocu ‘metode diskretnih ordinata

pri istim numeri¢kim uslovima (1st1 broj dlskretmh ta.ca.ka.) Rela.tlvna;

razlika izmedju polazne funkcue izvora koj Ja je tacna i odgovara Juce funk-'

'cue izvora odredjene u pI’VOJ 1tera.cm Je reda lo Zato uzimamo da Je‘_
§ = 1%, s obzirom da korekcije manje od 1% ne bi trebale uticati na
fresen_]e.

Posta.vl_]em problem smo resa.va.h zZa vrednostl ne- LTR parametaraf._

Zani su u tabhcl 1. Iteratlvnu_"

.proceduru smo zapocm_]a.ll sa ravnoteznom vrednoscu = J

€= =10~ “2je=10" 4, a dobijeni rezultati prik:

Jen u relatlvno ma.lom bro_]u 1tera.c1Ja., a greska. dobuenog resen_]a. naﬁ-
povriini polu- beskonanog sloja je manja od 1% u poredjenju sa tanom
vrednoscu ( 's)
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:_Tabhca 1. ReSenje na povrsml dobijeno u naznacenom bl‘OJu 1tera01_]a.
pri primeni faktora F(‘r) i f J(T) (r-parametar relaksacije iterativne proce-

dure, * oznacava da; je iterativna procedura zapocleta resenJem problema
sa e=10"2)

107 0 0.10023 18
0.5 0.10045 11
10-4 0.78 0.010067 -
0.75 0.010080 31

,'_Sl 4. Funkcua. izvoraza B=11i¢e¢=10" -4 dobl_]ena. metodom 1tera.01omh
faktora koja koristi F(T) i f _](T) (a.) i metodom A iteracije (b)

_ __-_._]-__._;-}va,lltet dobuenog resenJa. poka.za.n Je ina sllcl 4a.), gde Je pona-
Sanje funk(:l_]e izvora S('r) sa dublnom (za, £ 1.-4), dato za: prvu
poslednJu i sva.ku petu 1tera.cuu ResenJe se vec u 20 tO] 1teracx_]1 go---
tovo potpuno pokla.pa. sa tadnim resenjem ko_]e Je na shs N

da.to 1skprek1danom hnuom Shka. 4b) prl e W e s AR

. Za istu vrednost 8, resenje se nu-
,menckl sta.blhzu_]e u 53 -¢éoj ltera.c:l_]l, a.11 sa greskom 7000%' na povrsml

Za razliku od metoda iteracionih faktora kopm se dobra osnovna skala
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procesa prenosa zracenja, dubma. terma.hzacue, dobl_]a. vec u prvo_] it-
erac1_]1 metodom A 1teracue ona se veoma Sporo korlguje i ne dostlze
se ni po 1spunJenJu krlterljuma, zZa konvergencuu Prethodna. poredjenja
jasno uka.quu na ra.zhku u kvalitetu i brzu:u resenJa kOJa. se dobl_]a.Ju prl-
menom metoda faktora 1tera.cue sa Jedne, i klasmne A 1tera.c1Je sa druge-
strane. ____

U toku 1terac1ja. se, medjutlm zbog akumula.cue numeric¢kih gre-
sa.ka. Javlja.Ju nestabllnostl u lteratlvnOJ procedun Ponekad ‘reSenja u
?uza.stopmm 1tera.cuama. osc1lu3u zna.tno oko tacne vxednostl .ve o8-
c1lac13e se mogu sprecxtx pomocu rela.ksa.cmne tehmke ‘gde se poboljsana._:
vrednost funkcue izvora izvodi 1z nJenlh vrednosti u dve uzastopne 1t-ir.
eracije (1) i (i + 1) na sledeéi naéin:

SO = (1St 42D

(l+1) o (g)
S input — S
(Sinput i Soutput oznaéavaju

-pola.znu i dobijenu funkcuu izvora u dato j 1teracle dok \(bez mdeksa)

gde Je r- rela.ksa.(:lom parameta.r (0 <r< 1)

--"predstavlja,la. rela.ksua.nu funkcuu izvora - pola.znu u nareanJ 1tera.01_]1 )
Nestabllnostl kOJe se J&Vlja.]u u toku 1terac1_]a. su naroéito izraZene
kod malih vrednosti €. Iz tabhce 1. v1d1mo daj je za ma,nje £ bllo potrebno[_

koristiti vedi relaksacioni para.meta.r Medjutlm, zae <104 nisar> 0 75
(za r=1 nema korekcua), konvergencuu nije moguce ostvariti.

Uopste, odavno su pozna.te numericke teskoée kOJe se JavlJa.Ju u

konvergencul ka.da. Je resenje dosta daleko od pola.znog, kao Sto je to
sluéaj sa resa.va.n_]em ne-LTR problema kod kojih se, pnrodno polazl}
od poznatog resen_]a. u loka.lno_] termodlnamlckm ravnotezi. Ka,ko ovde
"takodje pochemo lteratlvnu proceduru sa ravnoteznom vrednoscu funk-
cije izvora S = B (tJ e resenjem problema sa parametrom ¢ = 1), na
_'.:sluca.]eve Vellklh odstupan_]a. od LTR pokusah smo prlmemtl tehmkui

Hummer-a i Voels-a. (1988) koja prevazﬂazl teskoée ovog tipa resavanjem |

problema uz postepeno smanjivanje vrednosti parametra ¢ od ¢ = 1
do zeljene vrednostl Druglm rec1ma., _resenje sa jednom vrednoscu e,-_-
ko] Je zadovolja.va. posta.vljem uslov za konvergencuu slum ka.o polazno za



sledeéu iterativou proceduru sa nesto ma.njlm pa.ra.metrom €. U tablici
1. je dato Jedno takvo resenje (ozna.ceno sa *) gde smo u resava.nju,
'_problema za € = 10~ kao pola.zno koristili resenJe ‘dobijeno sa ¢ = - 1072,
U ovom sluca_]u, za koji _]e inade bilo moguce ostvariti konvergencuu _
_postlgnuta. je izvesna uiteda u broj Ju ltera.cua. Med_]utnn, za. e<10™ 4, ni
primenom ovakve tehnike (1 sa manjim korakom u promem ‘parametra t-:) |
fnl_]e ostvarena konvergenc1_]a.
Prema tome, ove nesta.bﬂnosti‘su prouzrokovane kako numeriékim
'.-oplsom ﬁzwkog smtema. (dlskretlzacuom svih kontinualnih promenl_]lwh :
'_-dubma, frekvenm i pravaca, i time i Il_]lhOVlh funkcua.) tako i greskama.__.
unetih numeriékim operacuama .ve greske mogu fa.131ﬁk0va.t1 termalne
izvore reda ¢ i tako desta.blllzwatl problem To se moZze pokazati sledeéim
‘razmat ranJem
Prepisimo Jedna.cmu drugog reda (2 17) sa f =0 (1zostavl.]a._]u01,‘
radi Jednostavnostl u notacul, za.v1snost odr7)u obliku:

Koriséenjem:

(2.21)

d; f; = [fr—¢*(1 = ))J, —

Znamo da na velikim dubma.ma gde vazl dlfuzna aproksxma.cua. _
fr tezi 3(~ 0.1838), a F = - 1/3 (sl.5), pa se jednaéina (2 22) svodi na
difuznu Jednacmu drugog reda:

1 d2J
iy e¢*(Jo— B)



Medjutim, ako u 1zra.cunava.nju f1 postoje numericke greske redac
;}*(prv1 &lan na desno; strani (2 22)), do ostva.renja. ove mtua.cue, t_] zado-

| voljenja gornje jednagine numericki neée doéi (reden je neéde konvergirati).

032 | 1

|
—

[ 3

SL5. Tteracioni faktori F i f; u sredini sa B=11i ¢ =10"* u naznaenom

broju iteracija




Da bismo nasli mogudi uzrok ovih nestabllnostl, analizirali smo sve
numericke procese koje koristimo u 1tera.t1v03 procedun - 1zracuna.va.n3e-
intenziteta a«,.,Ju('r) sa datom funk01_10m izvora i reSavanje jednatine mom-
enata drugog reda za.tvorenOJ faktorima iteracije.

Za dob:_]a.nje intenziteta I,, ,,('r), Jedna.cma. prenosa sa datom funkc1- '-
.. _]om 1zvora. S (1') Je resava.na. na dva. nadina. Prvo ; Je prlmenjeno analiti¢ko
" __fresen_]e (od sloja do slo_]a.) sa vrednostima funkcue izvora (i nJenlh nu-

{merlcklh 1zvoda.) u ta.cka.ma. kO_]e odgova.raju skupu diskretnih optlcklh-

dubina. Funkcija izvora Jje aprok31m1ra.na. nizom pa.ra.bohcmh (kubmh)”
lukova koji obezbedJuJu kontmultet funkcue S(T) u ovim taékama kao i
-';.njemh prwh izvoda. Intenziteti I,,p('r) su racunati i Feautrier metodom
koij ja 1mphclra. pa.ra.bohcnu a.prokmma.cuu Za sredn 31 mtenmtet duz pravca.,
prostlran]a. zra.cenJa. (Iz(p > 0 1') + 1 (1 < 0, T)/2) 1zmed3u svake trl uza-

‘stopne tacke po dubini.
U neklm slu¢ajevima oba metoda vode istom rezultatu i istom

‘ -jzstepenu konvergencue Ah, u veéini prunera na vise teskoca. se nailazi
kada se koristi drugl, Fea.utuer metod Ra.zlog lezi u tome, _«sto for-

‘malno reenje za datu funkcl,]u 1zvora (1 16) predstavlja. pravu ﬁz:cku_-_

cada

i ;].sslmulacuu prenosa zradenja, i §to Je resen_]e matematlckl korektno

f "funkcuu izvora aprok31m1ramo para.bohcmm lukovxma. Nasuprot tome,
; _metod konacmh razhka. kao sto je Feautrier metod, koristi parabohcnu
;‘ ia.prokmmacuu za same mtenmtete §to unosi nove nesta.bllnostl.

U reSavanju jednadine momenata -drugog reda (2. 20) koriséeno je
1 ta.kodJe nekohko prlstupa. Prvo, resenje Je dobueno na 1mp1101ta.n nadéin
‘ _-aprokm:ranjem K polinomom treceg stepena. 1zmed_]u dve uza.stopne
L tacke po dubini. Drugo koriséen je Feautrier metod sa pa.ra.bohcnomf
' aproksuma.cuom za K, u tri uzastopne tacke. Dobuenl su isti rezul-‘
tati. Pretposta.vha;um da moguéi uzrok nestabllnostl lezl u gresci une-

'jthJ konacmm razhkama ko Je su konscene da se 1zracuna.3u izvodi u ove

dve metode, jednagina drugog reda j je redena i analiticki, korak po korak.
;  Pretposta.vlja]ua koeﬁcuente Jednacme konstantnim u sloju lzmed_]u dve
'_i-uza.stopne tacke po dublm, dob111 Smo resenJa. u eksponencualnom ob-

Rezultati dobijeni gore pomenutim metodama su praktiéno isti 3to
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se moze videti iz Tablice 2. Ipak, analizom raznih metoda smo konstato-
vali da je za razliku od Feautrier metoda, kvazi-analiti¢ki metod koridéen
za formalno redenje u prvom delu iterativne procedure ( kada ratunamo
--fmtenzltete 1 1tera.c:1one fa.ktore) kompatlbllan sa sva tn metoda. korlscena.;
da se resi Jednacma. momenata drugog reda u drugom delu 1teracx_1e

.‘(,,. ' 0) doleena koriséenjem

raznih metoda za reSavanje jednaéine momenata

e T polinom. Feautri er eksponenc. 'Br ‘iter.

10-2 0  0.10023  0.10019  0.10046 18(p), 20(F), 15(e)
0.5 0.10045  0.10057  0.10044 11 (sve tri)

10-¢ 0.75 0.010067 0.010078 0.010099 17 (sve tri)*

.*.«a,suprot tome ‘ako se za doblja.nje mtenmteta koristi metod Feau-
trler, da bi se post1gla. konvergencua potrebno Je resa.va.tl i jednaéinu
drugog reda (Jednacmu momenata) Feautrier metodom. Druglm refima,
‘ako koristimo parabohcnu reprezentacuu za intenzitete 1zmed3u svake

tri uzastopne dublnske tacke, potrebno je ucm1t1 tu istu :a,prol‘:mmacuu-.E

Za funkcuu ka,o resen_;e Jednacme momenata. Ova restrlkcua. nije

Ko
potrebna. kada Jedna.cmu prenosa (oblcnu d1ferenc1ja.lnu Jedna.cmu pr-
vog reda za svaki pravac i svaku frekvencu) refavamo kvazi-analitickim
‘metodom.

Uprkos konscen_]u raznih metoda za resava.nje pOJedlnlh delova it-

:eratlvnog duagrama., spomenute nestabllnostl i dalje ostaju na dllbl-‘

‘nama termahzacue To je, kao Sto smo veé. dlskutova.h, posledlca. greske_'
u odred_]lvanju .Ju ovim oblastlma., a koja se u toku 1tera.c13a. povecava
S obzirom na dubine u koprna se nestabilnost Javlja., uzrok treba prip-
1sa.t1 losoj 3 reprezentacul fotona u krilima 11n13e kOJl su sadrzanl u raznim
__;momentlma. 1ntenz1teta. zracenja potrebmm zZa 1zra,cuna.va.nje fa.ktora. 1t-*-
eracije. Numericke greske pri izraéunavanju ovih momenata mogu biti

veée od odgovarajuceg doprmosa fotona u krilima lmue Shcnlm Taz-

EIII«":l"ﬁ--__1.’;-'.'-:1;11_Jem..-Smo-_- r-a.nl_.J_,e. ob J_,a-.smh za_.-s_t_-_o_ | "1-;tera.<:1 Ja. ne konguje resen_]e na

velikim dubinama.
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. Na taj nacin, da bismo potvrdlh gornju pretposta.vku o uzroku

ﬁ nestabilnosti, pokusacemo da bolJe predstav1mo prenos zralenja u kril-

? ima lnnJe Razdva._]a,mo profil linije na dve oblasti: Jezgro (c) i krila
(w) &ime udvostruujemo broj potrebnih momenata: ;n('r) i Q"’ (r)i
' iteracionih _fa_.ktora_

l Sada za svaku oblast u liniji imamo po jedan sistem jednacina

. momenata:

povezanih funkcijom izvora
Y =B + ( 1—e)(Jg+ J;v) )

a resavanje ova dva med leSObDO povezana sistema Jedna.cma, odnosno

ve odgova.ra_]uce dlferencua.lne Jedna.cme drugog reda. koriSéene su iste

Mnetode kao u sluca.Ju kada se reSava samo Jedna. Jed nacina.

Rezultati pnka.zam u Tablici 3. potvrdJuJu pretposta.vke o uzroku_ |
fnesta.bllnostl UvodJenJe momenata i iteracionih faktora posebno za Jez-i_i
ﬂjgro, a posebno za krila linije omoguca.va. brzu i stabilniju konvergencuu,'

-.f"~ostva.renu izae=10"%.

} Tablica 3. ReSenja dobijena pri podeli linije na dve oblasti: jezgro -

3 € T S(r=0) Br. 1ter.

102 0 0.10017 B
107 0.5  0.010049 9
10~ 0.75  0.001003 23

_ Iako ovi rezultati predsta.vljaju znacaJno pobol_]sa.n_]e omglednoi’;
‘_Je da neke nestabllnostl JOS uvek posto Je, pa moramo korlst1t1 vehkl
rela.ksacmnl faktor (r 0. 75) za male vrednosti e. One mozda mogu.
Inesta.tl nekim druglm 1zborom gramce koj Jom 11mJu delimo na dve obla.stl,,
fa. kOJa. u kraJnJo_] 1nsta.nc1 ‘moZe biti nov. 1teracun1 faktor, promenl.]lv*-‘
sa dubinom. Isto tako, nestabllnostl bi nestale podelom lmue na Jos?f



veéi broj oblasti. Ali, na ova.J naéin bismo dosli do metoda diskretnih
ordinata sa promenlgnnm tezmama. mtegracue Sto Opet nosi numenckexf
teskoce ko Je zehmo izbeéi.

celini kOJlma. éemo za.tvontl i resa.va.tl samo Jednu (s*larnu) d1ferenC1-__

Ja.lnu Jednacmu drugog reda (2 20) ah bez teskoda kOJe SO upravo ana.l--

izirali. .va.J cilj je, kao §to smo veé rekli, motivisan zeljom da razvx_]emo*
Jednostavan etod reSavanja Pprenosa zra.cenJa. k031 bi omoguc:o lakse
reSavanje kompleksnijih problema u koj jima je prenos zragenja povezan

sa drugim fiziekim fenomenima.

2.2.2. Druga familija iteracionih faktora. Model dva fluida.

'U prvom odeljku ovog poglavlja kada smo diskutovali tehniku promenl_]l-:
vih Eddingtonovih faktora, napomenuh smo da bi relacij Je kOJe su opstije

od . (.,.) F(T)J(T) =0, mogle dat1 bolju konvergenm_]u

Tako, moZemo

'_---'razma.tra,tl linearnu relacuu izmedju momenata: J, Hi K 111 stawse,;

,1 S, s obzuom da u problemu k031 ovde resavamo

';1zed3u Ji
S predsta.vIJa. llnearnu funkcuu J Ovakav stav baziran Je na pret-
;posta.vc1 da b1 korekcue tekuceg resen_]a blle bolje rasporedjene itera-.
tivoim 1zracunava.n_]em veceg broj Ja. koeﬁcuena,ta nego samo Jednog (kao
sto Je (1 7)), i da bi opls amzotropnostl polja zra.cenja. bio korektnl_]l
konscen_]em modela dva ﬂulda a tlme i dva odgova.ra. juéa koeficijenta za
ulazno i izlazno pol_]e zracenja.

.vo plta.nje éemo sada deta.lJmJe ra.zmotrltl na problemu forml-“}
ranja spektra.lmh hnlja. leerencua.lnu Jednacmu drugog reda. (2 20)‘
éemo resavati sa rela.cua.ma. zatvaran_]a. kOJe su opstue od rela.cua. (2 21)
Razne mogucnostl ée biti analizirane i diskutovane u ovom i narednim
odeljcima.

Pokusajmo sada dobiti rélaciju zatvaranja oblika:

.ko _]a. ée za.Jedno sa genera.hsamm Eddln‘”'{_”_[onowm fa.ktorom (2 18) zatvo-
Titi Jedna.cmu (2 20)

(229



Da bismo dobili koeﬁcuente rela.cue za.tvara.nja, (2 23), zbog prls--

f ustva ﬂuksa potrebno je uvesti u razmatranje model dva fluida

a0 Naj-
' Jednosta.vmp model za 0p1s1va.nJe procesa. prenosa zra.cenja Ovim mod-!:
‘:‘: elom odvo) Jeno se razmatraju u svakoj i tacki izlazno I (1') i ula.zno (T)
‘ pol_]e zradenja, definisano na odgova.ra.3uc1m 1nterva11ma. g (0 1) ( 1 0),
: respektlvno .dgovarajuce mtegnsane veliine - m.mentl J x J H

! K;F zadovoljavaju onda izraze:

KE+Kg 50p

S obzirom na momente u (2.23), najdirektniji nacin da se definisu

iteracioni faktori je sledeci:

:: . (2.25)

,gde su X*' i A~ teZinski parametri kop odred_]uju dopnnos raz11c1t1h mom-
enata, a kOJl da bi se iz (2. 26) dobila relacija (2. 23) moraju da zadovolje

sledede izraze:

TKonscenJem (2 26’) u (2 26) i poredJenJem koeﬁcuenata. uz J,i Hpz u
(2. 23) (2. 26), fJ i fH se mogu izraziti preko faktora o¥ i 9t na sledecl;

n acm .

(2.27)
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Drugu fa.mlllju iteracionih faktora tako Cine: Eddmgtonov faktor

' F(T), dva ”faktora forme” a:':(r) i dva ”faktora pra.vca./ forme” 9*(7) Ko-

_jeﬁcuentl relacue zatva.ra.nja., fri fH, se lako iz Il_]lh izvode. Sa relam Jom*

j 'zatvara.nja, (2 23) Jedna.cma. momenata drugog reda (2 20) posta._]e

(2,28)

E Sa ovom fa.mlh_]om iteracionih faktora i novom deﬁmcuom f1, mo-
! _gll blsmo oceklva.tl da. ée numencke greske pr1 1zra.cuna.va.n_]u ,J b1t1_.

.:;nesta.bllnostl na ve11k1m OptICklm dubma.ma. Stawse, 1 da. ée novi &lan
] ng, /d'r imati ulogu prlgusenJa u prostlra.nju nestabilnosti.

Tabllca 4, ResenJe na povrsml i bl‘OJ 1tera.(:1_]a. pn pnmenl druge famlh_]e
f iteracionih faktora (* oznacava pocetak iterativne procedure sa reSenjem
22 c=1077)

. T S(r=0)  Br. iter.

02 0 o098 13

104 . 75 0. 0100 48 17*
0.75  0.010065 32

MedJutlm, rezultatl, pnkaza.m u tabhcl 4., pra.ktlcn ‘su isti kao
} u slucaju korlscenja prve fa.mlll_]e faktora. (2 21) Pona.sanje 1terac1on1h?
j"'wkfa.ktora. ai 9* koeﬁcuenata relacua za.tvaranja. fJ, fu,Fi i resenja (funk-f
' 'cue izvora) sa dubinom u sredini sa B =1lieg=10"* ‘ilustrovano je slikama.
f 6i7.
Gotovo isti rezultat koji 0ji smo dobili pnmenom druge famlhje fak-
" tora posledxca. Je cmgemce da smo poboljsali samo 0pls a.mzotropnostl 'z
1 '.'pol,]a. zra.cen Ja (uvodJenJem modela dva ﬂulda), ali ne i opls prera.spodele
fotona. u Jezgru i knhma 11mJe




S ¥

eloels

L

bo|

1610

&

.

§ , L lile |

0 MO e} [U0DRIN] *9°[S

. ze-0z




52

CeemEIERs RO THoueeuzeu n , g1 =s11= = g s .Evonm

n 5 eIoaz efpyung 1

L bo

ST

m.\ :.\ .m_.ndua;ﬂmn .w_.-uﬂou .muuno_.w_omoo

gi~— 90

0+°0

1 610




N a.pomemmo ovde postOJanJe JOS jedne mogucnosu da se definisu
'ffakton 1teracue pr1 upotrebl modela. dva. fluida. Nalme podela. polJa.
,zracen_]a na ula,zm i 1zlazn1 fluid moze se, umesto na Jedna.cme mome-
nata (2 2.), direktno pr1memt1 na Jedna.cme prenosa. zracenja. Za sva.ku.
frekvencu i svaki pravac: |

25, s) (2:29)

Konscenje p-mtegracue na intervalu (0 1) i mtegracue po frekvencama__
u hnm dovod1 do _]edna.cma. za svaki od fluida posebno

(2.30)
‘ S=eB+(1-¢€), ,

_a J  je. dato Jedna.cmom (2 24), dve Jedna.cme (2 30) povezane su izvor-
f‘ nim &lanom. Kao i ranue potrebna. nam je dopunska. mforma.cua. kojom
;‘__\éemo zatvoriti sistem, tj. potrebni su iteracioni faktori. U ovom sluca,Ju_'-';

cp
J

+_ HE
9% J:i:

Numenckl, ova.J model Je 1st1 0 prethodm .vde b1 se eventu-
;alno mogao oceklva.tl bol_]l Opls doprmosa. pogedunh delova lml_]e funkcul',
'f"lzvora. jer su sada faktori forme a* definisani 1ntegra.11ma. mtenz1teta. pPo
;Elrem proﬁlu 902 Time bi (za. ra.zhku od fa.ktora. (2 25) gde je mtegracua.'_f
, vriena po uskom proﬁlu go,_.:), doprmos fotona u krilima linije trebao biti
'bol_]e numeri¢ki odvojen od oplsa prenosa energl_]e fotonima u jezgru.
_MedJutlm, dobuem rezultat je isti, a izbor Jedne ili druge deﬁmclje fak-
:tora. zavisiée samo od izbora vrste_ diferencijalnih jednadis na koj e treba

. ﬁregiti (jednaginu (2.28) ili sistem (2.30)).
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Upravo smo videli da iteracioni fakton izvedeni iz boljeg opisa anizotrop-
nosti polja zra.cenJa msu doveh do stabllnue konvergencue

Sada. éemo uzeti u obzir razlicite doprmose fotona u Jezgru i krlhma.,_
-\llmje, koristeéi na.Jopstl_]u rela.cuu za.tva.ra.nja. u obhku

‘Pa - f J J‘P +H Kf,a"' + . SS | (232)

Zadrzaéemo model dva fluida kop tretira nezavisno izlazni I"‘ (T) i
rula.zm mtenmtet I ”(r«polja. zra.cenja, i nJegove odgovara.guce momente.
Iz formalnog reSenja jednatine prenosa za plan-paralelni, polu-besko-
naéni sloj imamo:

ornje rela.cue ée nam posluzﬂsl da deﬁnlsemo gla.vm ili ”lokalni”
'-deo polja. zracenja na sledeéi nadin:

I °+(T) - S(r) __
w g;(q—) = 5(7‘ )(-1 — e~ TPelH ) . (2.33)

Ideja. Je da eksphcltmm 1zdva.Ja.nJem doprinosa lokalne funkcuei

_"1zv0ra. polju zracen_]a, korekcue resenJa, vriimo samo 1tera.t1vn1m odred-
- leanjem njegovog ”ne-lokalnog” dela, &ime bi se numericki pra,vﬂno tre-
[ tirao upravo ta_] deo polja zra.cenja. u llnlja.ma. kop aktivno ucestvu_]e,

7 u prenosu energije. Vidimo da je ”lokalni” deo, po deﬁnlcul jednak
}  funkciji izvora (u razmatranoj j tacki sredme) pomnozenoj poznatim ko-
feﬁcuentom Na ta.J nacm, pn 1zra.cuna.va.nju 1ntenzxteta. sa datom funkm-{
‘ ’-__]om 1zvora. (u prvom delu svake 1tera.cue), mozemo direktno dobiti tzv :
f» ne-lokalne” delove pol,]a. zradenja . p("') xp(’r) kao razliku ukupne i

Ine” vrednostl-« »

LU =1 -5
u(T) = I, (1) = S(r)(1 —e~mee /1y | (2.34)
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a time 1 odgovarajuce "ne-lok ao u prethodnom odeljku

(jedn. (2.25)) i sada moZemo definisati iteracione faktore:

oristeéi (2 34) i
deﬁmcuu odgova.rmuah momena.ta. (2 14a), ove fa.ktore moZemo prepl--

ali sada kao odnose ne-lokalnih delova polja. zradenja.

2.35)

im a isti oblik kao (2.23), pri ¢emu su koeficijenti f; i fy definisani sa
; (2 27).

Relaciju zatvaranja za ukupne momente, (2 32) (u ko_]o_] ﬁgurlse i

”:n ova funkcua. 1zvora), dobl_]a.m Zamenom izraza za ne-lokalni deo mom-

_ na.ta.

(2. 37)

. ?-1:

(2.3)



(2.3

‘na velikim opti¢kim dubinama teZi nuli ( ~,,m('r - ) — 0) (sl 131 14)

Sa (2 38) dlferencua.lna Jedna.cma. drugog reda. (2.20) postaje:

T = I Ue =)+ fubp + 555 (2.4

Na vehklm 0pt1ck1m dubma.ma. gde fH('r) =01i fs(r) -0 (dlfuzn
rezlm), (2 40) se svodi na difuznu jednadinu:

1 38 = 139, =5) = frelJ, ~ B) (241

-,sa fJ kOJe tezi cp3

Greske u odredjlvanju fJ ne utiéu na resenje na onako dra.ma.tlcal
I nacin kao sto je to bio sludaj sa faktorima (2 21) i aSImptotsklm ob
i;_-hkom Jednacme (2 22) One samo neznatno mogu da modlﬁkUJu skal

Ms(r), Fo(r)=fs(r)eB | (242

?;Jasno moZemo uoditi razlicite reZime prenosa zracenja. u problemu formi
i ranja linij Ja i njihove karakteristi¢ne duzine. Kada je efi> (1-— e)fs (ns
'-vellklm optlcklm dublnama.) nmlazlmo na d1fuzm rezlm sa pomenuton

| IV imamo tzv. kineti¢k
:rezlm sa kla.swnom dubmom termallzacue deﬁmsa.nom relam jom s(LT
:.,_ € fJ(LT) Naime, koeﬁcuent fs sa.drzl frekventno mtegnsane ntegro
.'-eksponencualne funkcx_]e kOJe taéno reprodukuju kmetlcko ponasa.n_]e
t prenosa zracenja a kOJe smo eksphcxtno uveli deﬁmcuom 1tera.01omh




faktora (2.35). Deﬁmsa.n_]e iteracionih faktora u skladu sa fizickim karak-

teristikama problema. trebalo bi da obezbed1 veoma kva.htetnu iterativnu
proceduru

DOleenl rezulta.tl pOtVI‘dJllJu oceklva.nja. g ta.bl1c1 5. data su
-ﬁ_resenja na povrsml polu beskonacnog slcua. sa B = 1 i Cetiri vrednosti
parametra ¢ = 1072, 10""4 107%,1078. Kao 3to V1d1mo, reSenja su do-
bijena u 1zuzetno malom bl'OJll 1teracua ¢ak i za veoma velika odstu-'
'_-'*pa.nja od uslova LTR (na.pr o 10 iteracij ja je potrebno da se, pola.zec1 od
ra.vteznog (LTR) resenJa, dobue resenJe Za £ = 10 8) Potsetlmo se da,

iterativni proces prekxdamo kada j _]e relatlvna ra.zhka. 8 1zmed_]u funkcua{.;
izvora u dve sukcesivne 1terac1je manja od 1%
sa tim uslovom mJe veéa od 1%.

'Tabllca 5. Resenja. na povrsun pc:lu-beskona.cnog sloj Ja, (l — 1) dobuena_
koriséenjem na.Jopstl_]e rela.cue zat; varan_]a

102 5
1 0- 4 0 6
10~ 0.5 9

Funkcije izvora dobuene za razne vrednosti parametra € su pn"
__. zane na sl.8. To su vec dobro poznata resenja. ko Ja. se mogu nadi, napr. y
__ u radu Avretta i Hummera (1965 sl. 2)

Za € > 10~ -4 resenja su dljena. dlrektno (bez relaksacue) uz veliku
;stabllnost i brzinu konvergencue MedJutlm resavajuéi problem Za € =

_f10 3, nasli smo da reSenja oscﬂuju znatno oko tacne vrednostl, kao §to

b je poka.za.no na sl.9a. Da bismo sprecili ove oscilacije i time ubrzali

?-‘konvergencuu, najpnrodm_]l put Je da uzmemo sredn_ju vrednost 1zedju7
b ulazne (input) i dobijene (output) vrednosti reSenja za svaku 1tera.cuu |
.Na. taj nadin, za slucaJeve € < 10-¢ konstlh smo relaksacuu r =0.5 koja

_vOdl stabilnom i brzom reSenju (sl.8 i 9b)




inkcija izvora za razne vrednosti parametra ¢ u sredini konstant-

| nih svojstava B=1.

i3 =y

| bez relaksacije (a) i sa r=0.5 (b)

© Konvergentna svojstva metode su ilustrovana na sledeéim slikama.
j | slui‘:’:a-.ju sa £ = 10—‘81 funkCija' iZVOI a '; Pra-kti ¢no veé u tl'eéOj i tera.ciji ‘ne
razlikuje Od SVO _]e konaéne ” tacn e” vrednosti. Na— sl.11. Prikﬂzana je

| brzina sukcesivnih korekcija resenja u toku poslednje Zetiri iteracije.
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bro ju 1tera.c1Ja

‘;l‘j_;-__:i--r_-nkcua. izvora S('r) u sredini sa B=11i €= 10 -8 u naznaéenom

‘.:.‘
0 —0.01 ¢

00y F———7

| "". 03 +

_C . O 4_3 2 _1 1\ 2. L «6 i L

ES] 11. Brzina konvergencue (rela.tlvna. ra.zhka. funkcue izvora u dve uza-
f{stopne 1tera.c1_]e é data. za poslednje cetln 1tera<:13e Za sluca._] e=10" 3)

etiri iteraciona faktora a* i 6% prik za.na. su na sl.12. Iterativnu

} proceduru smo zapoceli procenom za faktore a* i %, koja je dobijena
 jednostavnim analiti¢kim razmatranjem dvo-ﬁuldnog ravnoteZnog mo-



dela. Jasno, isti rezultatl bi se d.blll da 1teracue pocnemo procenom za
;funkcuu izvora. Kao sto moZemo wdetl, cak i ‘ako _]e pocetna procena
-da.leko od konacnog resenJa (za. pocetnu procenu smo uzeli ravnoteZnu
vrednost), konvergencija ] Je dostlgnuta, u vrl. ma.lom broju 1tera,01_]a.

Nasl.13. pnkaza.no je pona.sanje genera.hsa.nog Eddmgtonovog fak-
'tora (2 18) sa optickom dubinom, kao i koeficijenata relacije zatvaranja:
' fy i fs. To su takodJe vrlo 1lustra.t1vn1 pnmen dobrih konvergentmh

\ 8Vo _]sta.va metode.
.vde Je interesantno na.poenutl Jednu znaca.Jnu c1nJenlcu, a k03a--"_
* se tice pra.v11nog izbora 1nterva.la. kOJl poknva. k;;:-—adraturna. formula. za
1 ]mtegracuu po frekvencama. Na.lme, ovaj interval bi trebalo da _]e do-
; VOlelO veliki da oblast u kO_]O J se vrsi prenos zralenja ne bude vestackl-'-'
r ogramcena, .clnosno da. poslednJa. frekventna. tacka (u knllma hnlJe)
bude 1za.bra.na. van frekvence zy za koju je, na maksimalnoj optlckOJ du-

1 7 b1n1 od mteresa. Za prenos \‘T, monohromatska optlcka dubina Jedna.ka

zy) definisali pomoéu:

o(on) = ¢/10

?’s obzirom da j _]e za Dopplerov proﬁl LT 1/5 Rezultatl su dobl_]em sa
;24 frekventne tacke (na. intervalu definisanom frekvencom z N) i4 pra.vca.t
x(ugla.) I korlscenjem Gauss-ove kvadraturne formule (Abramothz i Ste-
1964*. Utéinjeni izbor frekventnih tadaka se odraZava na ponasa.njefl
Eimtegnsamh po frekvencama. 1ntegro-eksponenc1_]aln1h funkcija an(r)
--:ka.o Sto je pnkaza.no na sl.14. Strml pad na velikim dubmama. (T > 109)
f,ob.]a.sn.]a.va. se konacnlm opsegom kvadrature Ova po Java. se uocava i

i ~S‘ (Sl 13)a

b u ponasanju faktora o~ i 6~ (sl.12) kao i koeficijenata fy i

Ann- Medjutun,

fi-:i_]ednom reCJu svih veli¢ina kOJe sadrie mtegra.le ko j Je

na. ‘dubinama 7 > 10° termalizacija veé dostignuta (za sluaj ¢ = 107%),
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Napomemmo JOS ‘da smo 1terac1one faktore mogh izvesti polaze(:l

od sistema (2 3.), kao sto Je veé dlskutova.no u odel_]ku 2.2.2., ali sada
._ a.ko se mogu

'u21ma3u01 u obzir samo ne-lokalni deo pol_]a. zracenJa

deﬁmsa.tl sledec1 fa.kton

sa koj Jlma se dOle&_]ll rezultatl istih konvergentmh SVo _]sta.va. Izbor zavisi
samo od individualnih sklonostl ka resa.va.nju jednog ili drugog oblika
jednatina momenata ((2.30) ili (2.4-0))

2.2.4. Dalja diskusija o relacijama zatvaranja

Posto smo anahzlra.h evolucuu rela.cua. zatva.ra.nja. uz1ma_]u01 u ob-

zir postepeno osnovne ﬁzmke karaketnstlke procesa. prenosa. zracen_]a,_;;




"[;pokusaceo sada da pruznno isti opis problema koristeéi ma.np broj
faktora 1tera,c1je od onog koji je definisan u prethodnom odeljku (2 2. 3)
S obzirom da smo u odel_]ku 2.2.2. zakljuéili da bOljl opis ani-
}’zotropnosh polJa zraenja (korlscenjem modela dva ﬁmda.) ne vodi po-
;_boleanJu stabllnostx konvergencue, pokusacemo da zatvorimo swtem__

_]edna.cma. momenata Eddmgtonov1m fa.ktorom F(T) i faktorom ko 31,

odnos ne—lokalmh momenata polja. zracenja daje dobar opis fotona u

krilima linije na velikim opti¢kim dubma.ma. ako éemo, pored F(T)

uvest; i iteracioni faktor:

_f ; .- koii vo di relaciji zatva.ra.nja. oblik: L

| Jednacina momenata drugog reda (2.20) tada postaje:

de = fi(Jp - 5) + fsS

(2.46)

l  sa koeficijentom

Relacua. za.tvara.n Ja. 2.45) sadrzi sva fizicka svo Jstva. ko ja smo ved

j diskutovali. Naime, dubma termalizacije je odredJena. koeficijentom | s,
 dok se za fs <e¢€ fj doblja. difuzna aproksimacija. Razlika u odnosu na

Jedna.cme (2 39) (2 4.) je da _]e sada koeﬁcuent fH -0 (model dva ﬁulda_}_
nlje konscen)

'edJutlm, kako imenilac faktora (2 44) moie posta.tl vrlo mali
.-: (bhza.k nuh) i to bilo gde u sistemu, ova.J faktor moze uvesti znatne
numencke nesta.bﬂnostl Ako se to de31, Ja.sno, resen_]e ce ‘biti

(2.47)

1 i resavanje dlferencx_]a.lne Jednacme (2 46) mJe potrebno. Ah da blsmo;;
j znali da li i gde se ove ‘nestabilnosti mogu pojaviti, moramo opteretltli
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algontam takvom plta.hcom za sva.kl sloj. U slucaju da nestabilnost
posto 3, treba podehtl ra.zma.tram sistem na raz11c1te oblasti: one gde se
Jedna.cma (2 46) mora reSavati i druge, gde sta.vlja.njem da je imenioc
jednak nuli, dobijamo direktno resenje (2 47). lako je ova procedura
teoretski moguca, ona nema nikakvo praktiéno opra.vdan_]e Prema tome,
‘neophodno je birati iteracione faktore koji nemaju takvih teskoéa.
Itera.cmm faktori definisani sa (2 35) u prethodnom odeljku 1ma3u_{;

1sti obhk imenioca, naime:

ali ove razlike (kOJe su suprotnog zna\') reda su prvih 1zvoda. funkcue'_
*-‘problemu formi-

izvora (ili izvoda visih redova ako je prvi izvod nula.) |
firanJa hnua u polu- beskonacno J sredini konstantnih ﬁzxcklh SVo _]sta.va, ovi
lzvodl su, po definiciji, _]edna.kl nuli samo na velikim opti¢kim dubmama _
Osim na tim dublna.ma., gde smo u sta.nJu da predv1d1mo ponasanje it-
eracionih fa.ktora, nestabilnosti se ne JavlJa.Ju na drugim mestima.

S druge strane, razlika J, — S(1 - Mz :)u imeniocu fa.ktora. J.(2 44)
predsta,vlja. sumu pomenutlh ra.zhka., pa s obzirom da Je reda drugogf'

lzvoda funkcije izvora la.ko moZe postati bliska nuh, ali vise ne oba.vezno;-

1 na mestlma k03a Je lako predV1det1
1z svih analiza sledi za *lj-ucak daj Je model dva fluida sa iteracionim

| faktorima (2 35) na.JJednosta.vm_]l ﬁZlel model ko ji, bez dodatne spoljne'
. kontrole a.lgontma., vodi taénom i brzo konvergentnom rezultatu.
Veé smo rekli da je Eddmgtonov faktor F('r) K/, kongéen

3 ': :_ ‘P
] -ida. kongu_]e utlca.J a.mzotropnostl u prenosu zracenja, Utlca.J raspodele”
L intenziteta po frekvencama uzet jeu ‘obzir pomodéu relacije zatvaranja:

pr 3__: fJJcp + fHan’ : +fSS

Ova ra.spodela _]e uzrokovana. frekventnom za.v1snoscu opa.cxteta. ko_]a. se
- ogleda. i u razliéitim optlcklm dubinama za razne frekvence u 11111]1 Med-
Jutlm, a.mzotropnost pol_la. zra.cenJa. modlﬁku_]e i raspodelu mtenzlteta;
! po frekvencama. Druglm re¢ima, dobar opls frekventne ra.spodele Mora

obuhva.ta.tl i dobar opis amzotropnostl U tom smislu je model dva fluida

(tJ uvodJenJe koeﬁcuenta fu) potreba.n
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Na kraju, poSto smo po zazali da upotreba iteracionih faktora

7 ‘(2 35) 1 odgova.rajuce na30pst1_]e rela.c1 je za.tva.ranja. (2 32) vodi najbrzoj
~'§~ i naJstahlmJo _1 konvergencm ka taénom resenJu numerrckl na.Jkompllko-.
vanijeg problema (l = 1,8 = 0), zavrdimo ovu analizu kraéim osvrtom
na fizicki rea.lmp i .pStlJl (a,h numericki la.ks1) problem, deﬁmsa.n na

poéetku odelj jka 2.2. OJe problem koji u obzir uzima doprinos kontinu-

alne : a.psorpcue (ﬂ # O), tj. postojanje u sredini druglh gestica koje mogu
f biti fotoj Jomzova.ne zracenjem u liniji. .va.J problem je numericki Jednos--
, :ftavmjl za reavanje, s obzirom da prlsustvo _]OS Jednog izvora opafcrtetaf
(kontlnualnog) poveca.va. verova,tnocu destrukcue fotona, sma.nJuJe du-
j'? fbmu termahza.cue i &ini da su uslovi formlranja. llnlJe bllZl LTR.

: _?';'fif.-fenera.hza.cua faktora. 1tera.c13e (2 35) l Odgoxrarajuce rela,cue zat-l
} varanja d1ferenc1_]aln1h _]edna.cma. (2.15) odnosno (2 17) koje u ovom slu-

_.-'ca.Ju treba resﬂu, Jednostavna Je i sasvim direktna. Resenja., dob1_]ena. Za

' _'_?sluca.J 3_ =l,e= - 10~8 idve vrednostl parametra B=10"%110" 3 prikazana
; sunasll15. i 1lustru_]u prethodnu dlskusuu PoredJenJem funkcue 1zvora.{
“ u hmJl (za istu vrednost ¢ = 10 3) na sl.10 ( cada. nema kontmualne apsor-
pcije B= 0) i na sl.15, vrdlmo da. sa porastom kontmualnog opa.c:1teta (sa.
t -!.:__povecan.]e ,6) ne—LTR parameta.r € presta.Je da ima odlucujucu ulogu
| u ponasanju funkcije izvora u liniji S(T) (tu ulogu preuzima parametar 3
definisan sa (1 33a)) ida se funkcua. izvora prlbllza.va. ravnoteZnoj vred-
: nosti B = 1. Ukoliko fizicka svojstva sredme jos va.rlra.Ju sa dubmomﬁ;
(B('r) ‘-const), kao 3to je slucaJ dat na sl 16, pona3anje funkcije izvora je

_ta.da. kontrollsano ov1m va.rlja.cuama i neée za.vrsrtl od vrednostl e )e-

‘ u llm_]l, o i utrca. ja va.ruacue B(T), moZe se naéi u ra.dov1ma. Hummer-a.):
‘ (1968), Avrett-a (1965) idr.
.no Sto Je ovde 1nteresa.ntno 1sta.c1 Je da gornjl prlmerl 1lustru.)u{
‘ prethodnu dlSkllSlJll o ma.n_um numer1ck1m teskoéama l(o_]e se Javlja.Ju u
}_ reSavanju ﬁ21ck1 realmth problema Na.lme, problem sa kontmuumom«
_. reSen je u znatno manjem bro_]u 1terac1_]a. (u poredJenju sa resenJem za
luca.J B=1,8=0 (sl 10)) a resenja su stabilnija, tj. sa poveca.n_]em};
.'vrednostl ﬂ dobljena su drrektno, bez korlscenJa. relaksacione tehnike.



S1.15. Funkcija izvora u liniji u sredini sa B=1, ¢ =10"%, (a) 8 =107° i ‘
) p=10

t322210 1 2 3 45 5 7 8 9 70
N Iog T

Sl 16. Funkcija izvora u lmiji u sredini sa B(r) =1+ 1507, ¢ = 10"‘8
() f=10"%i (b) f=10"%

Prema. tome, v1d1mo da metod iteracionih faktora, razvuen i testl-j
b ran na numericki teze resivom akademskom problemu moZe imati samo
'bol_]a.onvergentna. svojstva u primeni na fizicki kompleksm_]e, ali nu-

" , ‘merié ¢ki jednostavnije probleme.



NL Ivoa izmedju kojih je moguée ost-
'L(NL - 1)/2 prelaza (linija).
kao resenje jednagine prenosa:

ahy

Polje zragenja u svakoj
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preko apsorpcionog i emisionog koeficijentas:

(3.2b)

zavisi od naseljenostl n; i n; nivoa lzmedju kOth se ostva.ru_]e prelaz |
'-'-MedJutlm, zbog ra.dl_]a.tlvmh ekscxta.cua. i de—eksmtacua 1zmedJu ova dva
'mvoa, kaoisa druglh nivoa u atomu, na.seljenostl nivoa n; i n; zavise od
polja zra.cenga. (resenJa. Jednacme (3 1)) u svim ra.d.uatlvnlm prelazima,
PpPa time i od na,seljenostl osta,hh atomsklh nlvoa Za.to Je neophodnoj
'_na.selJenostl svih nivoa u atomu odred1t1 za._]edno sa poljem zracenJa. u
svim razmatranim prelamma To se ostva.ruJe istovremenim resa.vanJem:":
jednaéina prenosa zracenJa i sistema jednalina statisticke ravnoteZe.
< AJ) i
,gorn_]lh nivoa k (k > J) u atomu, postoji po Jedna Jednacma. k030m se

‘Naime, za svaki mvo 3 smesten 1zmedju niza donjih nivoa i (z

-’L1z.|edna,ca.va. bl’OJ sv:h procesa kOJl naselJa.vaJu i raselja.vaju razmatramf

ZiciniBii i + TicjniCis + Do, nk‘( -ff %j + BijJrj) + Tk jnaCij—

=15 | Sici(Ajit Byidij) + BiciCjit T Bin e+ B Cin | =0 (3.3)

3 ‘za svaki od N L nivoa. Jasno, za. ] 1, B,;J C., 0 a za ] =N L
_]A Bk, CkJ 0 Kako Je Jedna. od NL _]edna.cr.na. 11nea.rna. kombl-;

, —1 linearno nezavis-

i na.cl Ja, OStallh, potrebno Je resaVatl Sl: St em O d _ N
| nih jednatina statisti¢ke ravnoteZe (3.3) zajedno sa jednalinom odrzanja
} broja Eestica:

| Clanovi jednagine (3.3) odgovaraju pojedinim radijativnim i sudarnim
;procesuma. koji su detaljnije definisani u odel_jku 1.2. Zavisnost od pol_]a;
'j.zra.cen.]a. (resenja. jednacine (3. 1)), sadrzana je u radijativnim &lanovima
‘Jedna.cma. (3 3) u kopma. Je sa J., oznacen SI‘EdIlJl intenzitet zracen_]a J,
1ntegraljen po profilu hm_]e na frekvenci v;;:

: J ( J <p) (34) |
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3.2. Iterativna procedura

_'Jedna.cme (3 1) (3 4) opisuju opstl nelokalnl problem za cue Je refavanje
neOphodno deﬁmsat1 neku iterativou proceduru

Podsetimo se da obi¢na Sema A'.«ltera.cue resava ovaj problem u

Isledec1m kora.ama. a) pola.m se od nekog da.tog skupa. na.sel_]enostl nivoa
,. (na.Jcesce u LTR) sa konma se ra.cuna.Ju a.psorpcmm 1 em151on1 koeﬁ----
cijenti (3 2), b) iz Jedna.cma. prenosa zra.cenJa (3 1) dOleaju se zatim

--flntenzltetl I,_.p(r), odnosno iz (3 4) srednjl 1ntenz1tet1 JU(T) u 11n13ama, c)*

i sa ovim intenzitetima :,(T) resa.va_]u se Jedna.cme statlstwke ravnoteze

(3 3) za dobijanje novog skupa. na.sel_]enostl nivoa. Konvergencua ove na-

-.;__]Jednosta.vm.]e iterativne Seme je, kao §to smo veé poka.za.h, vrlo spora, a

k reenje na vehklm optlckun dubinama se praktlcno uopite ne korlguJe

_ Zbog &injenice da u ovom opstem nelokalnom problemu nemamo
;eksphmtm izraz za funkcuu izvora kao u slu¢aju atoma sa samo dva
"mvoa, iterativnu proceduru ko ju smo razvili u prethodnom poglavlju ne
,mozemo direktno prlmemtl MedJutlm, moZemo pokusah da genera.hzu-i
. jemo njenu osnovnu ideju.
: Kako Je funkcua. izvora za svaki prelaz u 11n1_]1 opisan Jedna.cmomj
prenosa zradenja (3 1), data izrazom (prema (3 2))

o nJAJ' e
n BIJ ’J' ,

| S ' (3.5)

:_.pogodm_]e _]e, zbog da.lje anahze, preplsa.tl Jedna.cme statisticke ravnoteze

(3 3) u nesto drugacuen obliku. Za nivo j (j j= - 2, 3 .wNL— 1) u atomu

. '<J(n BtJ "J J')J'J + Ek>1(nk'k3

Imajuéi u vidu oblik jednagina (3 5) (3 6) najdirektnija gener-
"a.hzacua. 1de_]e ra.zvx_]ene u drugom pogla.vlju _]e ‘da se definiSe iteracioni

;fa.ktor kao odnos polja zra.cenJa. u liniji i njene funkcue izvora, tJ

3.7




Posto se izraduna iz funkczje izvora kOJa. Je resenJe (z) te iteracije i odgo--

*_’va.ra.J uceg polja. zraden ja, faktor i seu (z 1)-voj iteraciji koristi pomoclu
izraza:
:J IJ J ' J nJ 'Jl ? "/

zZa dobljanje nove funkcije izvora S,J Zamenom izraza (3 8) za J,tJ u
jednagine statisti¢ke ravnoteze (3 6) dobua se novi sistem jednaéina samo

za nepoznate _n,a._sel_.]_wenost-l, _-nwo--a,.,

2i-<3 ,jnJ A. ji + Ek;. 7 fk i nE Ak 3 + Ek> JnkA ki — T j E,< j A it

+Ei<j'n£CtJ n; Zl<] Cji ji ¥ Ek>] ng Ck i =N Ek> ;i .C; ik = -0 (3.9)

ko i _]e lmea.ran i otuda lako resw Sa. nov1m nasel_;enostlma. nivoa, dob1-—;
jamo apsorpcmne i emisione koeﬁcuente prema (3 2) , odnosno funkcuuf?
izvora (3.5), i reSavamo Jednacmu prenosa zra.cenja. (3 1) da. bi dobili nove
'_.fmtenZItete Sa. ovim mtenzltetlma i odgova.rajucom funkcuom izvora
(3. 5) izraéunavamo iteracione faktore (3 7) ponavljajuéi proceduru do
konvergencue

Kao odnos polJa. zracenja. J,IJ i funkcue izvora S,,, _faktor fij bi

trebalo da u toku iteracija vrlo brzo dostigne tacnu vrednost i da kao

tadan koeﬁcuent Jednacma. statisti¢ke ravnoteze obezbedl brzu korekcuu
tacnom resenJu Procedura kOJa. koristi faktor f.,, med_]utlm vrlo brzo
-L-dlverglra. To j Je posledlca. cuuemce da. ovaj na.Jdlrektnljl nadéin zatvaranja:-
_ Jedna.cma. kOJe treba re31t1, a koj _]1 Je ma.tema.tlckl opra.vdan, nlje a pnon
5 .-‘opra.vda.n i ﬁZlel Ovo se mozZe ob_)asmtl tlme da poIJe zradenja J,J
.'-'«-'fza.v131 na3v1se od vrednosti funkcue izvora S;; i njenih prvxh 1zvoda., koji ji,
na izvestan nadin, 1gra3u gla.vnu ulogu u prenosu zradenja, a 01_11 utlca.J
| definicijom faktora (3.7 ) nije ‘dobro uzet u obzir.
MedJutlm, s obzu'om da. uvodJeljem rela.c1 _]e (3 7) s:stem _]edna.cmaz

la.czju 1zmed3u polJa. zra.cenja. J 1 funkcue 1zvora S u Opstem obhku

T=a+8S (3.10)

; a n_]ene koeﬁcuente ai _d‘eﬁmsa,tl u skladu sa fizikom problema (Radl
1 Jednostavnostl iu (3 10) i nadalje 1zosta.vljamo indeks 1] za prelaz u

}'hnul)



U narednim odeljcima éemo analizirati nekohko definicij ja koefici-

jenata relacije (3 10) polazeéi od na.J_]ednosta.valh

ca rafiniranijim. Kao
Sto éemo videti, koeﬁCIJeﬂtl pokazuju bolja ili losija konvergentna SVOo-

jstva za.wsno od stepena u kome reprodukmu osnovna ﬁzlcka svo_]stva.;
problema, i u kome se prlbhza.va.Ju prvobltno ] deﬁmcul faktora 1terac1_]e
Kvalitet po _]edmlh koeﬁcuenata ai ﬂ, t] _1 odgovarajucxh lteratlvmhj

'_procedura. kOJe ra.zvua.mo zZa problem formlra.nja. lmua. a.tom1ma. sa vise
_in1voa., testlra.cemo na modelu atoma sa dva nivoa pr1 cemu necemo ko-

l-rlstxtl n_]egov eksphcztm 1zra.z za funkcuu izvora. To c1n1mo _]er Su nam
-.-nJegova, taéna resenJa. pozna.ta.

3.3. Koeficijenti linearne relacije

‘Na.]lrektm_]l nadin defimsan_]a koeﬁcuenata relam_]e (3 10) a = . ﬂ =

,__f, sadrZzan u faktoru (3 7), doveo je do numerickih teskoéa, ta,cmje do
dlvergenm Je

Jedan nacm da. se modlﬁkuje ova, dlrektna. iterativna Sema Je para-

- ’metnzovana. srednJa vrednost izmedju iteracije koja koristi faktor (3. 7)‘
i obiéne A 1tera,c1 je (vrsta. relaksa.cue sa parametrom /\)

(3.11)

1 Ovde su sa (o) oznacene ulazne veligine (vrednost1 iz prethodne 1tera.cxje)
’1 Zal=1 na.la.z:mo Altera.cx ju sa beskonaéno sporom konvergencuom, dok
;._,-./\ 0 vodi iteraciji sa faktorom (3 7) Jednadina (3 11) ima traZeni
]_hnearm oblik pogoda.n za povezwame polJa. zracen_]a. sa Jednacmama;;
 statisticke ravnoteze. Medjutim, problem je u izboru parametra A. Ni-
kva teoretska ra.zma.tra.nja. ne mogu dovesti direktno do nekog oprav-
| davaj uceg izbora vrednostl za A

. Konstantna vrednost /\ ne moze vodltl
‘-;dobrom rezultatu iz 1stog ra.zloga zbog koga. se ni upotrebom samog
_,fa.ktora. (3 7) nue ostvarila konvergencua S druge strane, m_]e moguce;.
'emplruskl dobiti takvu promenu ,\(*r) sa dubinom koj ja bi obezbedlla do-

**{bru konvergenc:_]u u svim problemlma. (za razlicite stepene odstupan_]a.f
jod LTR).



Ima._]ucn u vidu prethodnu anallzu, pokusa.cemo sada da koefi-
cijente a i B linearne relacije (3.10) izvedemo iz fizickih razma.tra,nja___

sli¢nih onima ko_]e smo konstlll u prethodnom poglavlju

Med;j jutim, s
vobzu*om na 0pst1 oblik zavisnosti polJa. zralenja i funkcue 1zv0ra odred-

'-.Jen relacijom (3. 1.), biée potrebno donekle modifikovati 1de_]u iteracionih
faktora

<a0 odnosa dve homologne vehcme To éemo uéiniti na sledeéi
naéin.

U odeljku 2.2.3. dosli smo do za.liucka. da odnosi "ne-lokalnih”
delova momenata polja. zracenja. predsta.vlJaJu dobre faktore 1tera.cue 1sz
_.ra.zloga. to je znatan deo odgovarajuéih momenata sadrzan u njlhovom--_
"lokalnom” &lanu. U ma.njlm ”ne-lo“lnm &lanovima sadrzan je naJe-
fikasniji deo polja, zra.cenja. u prenosu energue, pPasen jihovim iterativnim
-odredjlvanjem ostvaruje i na.Jbrza. (na.JbolJa.) konvergencua S obzuomi

-da. Je eo J*-— a momenta. J =a + ﬂS ma,h u odnosu na njegovu ukupnuf

_;tlvmm odred_]wa.n_]em J .tuda., moZemo deﬁmsa.tl lmea.rnu relacuu tlpa.;

J(r) = J°(r) + T(r) 3.12)

u kojoj je &lan J°(r) (prema (2.37)) dat izrazom:

7o(r) = (1 - Xl

| Napomenimo da sada &lan J(r) (odnosno, koeficijent a rel acije (3.10)):

Jm) =3 -(1- ol(’r)

)S' ( ) (3.13)

m_]e 1tera.c1on1 faktor po nJegOVOJ deﬁmcm i da, u stvari, (3 12) treba tre-

~ .tll'a.tl kao perturbacmnu Semu u ko JOJ se korekcue vrie po J kao malom

perturbacmnom &lanu. ked.]utlm, konvergencn ja se ne ostvaruje, bar ne

‘.-s__a.:_r.-a-._vnotezmm resen_]-em_.S, "B kao pocetmm zZa 1terat1vnu proceduru -

Ovakav izborkoeﬁcijentaa kao male perturba.cue ni Je pogoda.n za korek-
~- cuu perturbacwne seme Fiziéko obj Ja.sn_]enje za d1vergenc1 ju pr1 ovakvom
:‘_1zb0ru koeficijenta a ( -7 ) sli¢no je veé razmatranom u odel Jku 2.2.4 kada

 je. uveden fa.ktor (2 44) Nalme, zanemarivanje ut:ca.Ja amzotropnostl



3.3.1. Iteracija sa koeficijentima a i 8.

postepeno pra.t1t1 i uzrma.tl u obzu nelo

na uza.stopmm mtervahma. optlcklh dubma. (n 1,1-;) u funkcul
S(T[) (moguce 1 prethodmh vrednosti

polja zraenja, tj. neadekvatan tretman prvih izvoda funkcije izvora
kao prota.gomsta. problema., nezaobilazno vodi desta.blllza.cul 1tera.t1vne
procedure Prlmetlmo ovde da premda ra.z11c1te iterativne procedure
moramo ra.zv1t1 zZa problem prenosa zra.cen_la a.tomlrna. sa dva i sa vise
nivoa (zbog razli¢ite kompleksnosti moguc1h 1ntera.kc1Ja) a.na,lognu u
svo Jstwma. izabranih faktora 1tera.c13e moZemo stalno povlamtl zbog iste
;ﬁz1ke koj ja Je u osnov1 ova dva. problema

Konaéno, svi dosa.d*fffsn‘]l pokusa.Jl da se na relativno direktan naéin

definisu koeﬁcuentl al /3 Jos Jednom dok: :'rf*zu.]u da se stabilnost 1tera.t1vnei:
:_procedure u principu ne moZe ‘ostvariti ako se ne uzmu u obzir osnovne

ke ks

rakteristike problema prenosa zracenja.

" Model dva fluida. ;

.Zblog pomenutlh teskoéa pr1 direktnom deﬁmsa.nJu koeﬁcuena.ta. ai ﬂj’
;;rela.cue (3.10), sada éemo ove koeﬁcr_]ente izvesti koristeéi nanOIJll nu-
‘meri¢ku simulaciju procesa. prenosa zragenja - formalno resenJe Jedna.cmeg
prenosa. Naime, vraca_]ucn se modelu dva. fluida moZemo iz sloja u sloj

-nu, granlcnu prlrodu prenosa

zra.cenJa Poéi éemo tako od mtegra.lnog obll'f}“}-’i Jednacme prenosa. ko_]r

-'oplque evoluc:_]u speaﬁcnog mtenzlteta. duz da.tog pra.vca 'y

| za izlazno polje zratenja (mi41 > 7).

Integrali u (3.14) se mogu analiti¢ki izraéunati koridéenjem li-

nearne ili paraboli¢ne aproksrmacue za modeliranje funkcije izvora .S'(t)f

S(mi- 1) i
(1' < TI- 1)) za ulazne intenzitete i,

, respektlvno S(t) na intervalu (1';,1',.,.1) kao funkcrje S(m) i S(mi41) (1 even-

_ tualno S(r > TH.I)) za izlazne intenzitete. Sa izabranim modelom za S(r)*




(3‘16 o )

i ("“= ‘m)‘, ko-

 Zavisno od a.prokSIma.cue za S(*r)
(n), ko_p su funkcue samo monohromatske‘
zavisi od lza,bra.nog matematlckog modela za

.bllk koeﬁcuena.ta. ,8:’:
optlcke dubme u liniji,
funkciju i izvora S(T)

Integra.cuom (3 16) po pravc:ma. i frekvenca

1zraze 2a srednp intenzitet ulaznog (1zlaznog) zrace:

n Ja:i_

JE(r) = a(r )+ B(r)S(7) (317

(3.18)

Iteratlvna procedura koj Ja konstl koeﬁcuente
] pnkaza.na. je na sl. 17. za.Jedno sa procedurom kla.sm
Ra.dl uporedJenJa. u ta.bhcl 6.

deﬁmsane sa .3-18)
ne A «iter a'Cije.
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zaustavljanje iterativne procedure é= = 1072,10~ 3, prikazane su greske u

fi‘funkcul izvora na povrsn:u polu beskona.cne a.tmosfere u odnosu na poz-

natu taénu vrednost S(O) /e. Rezultati za manje ‘vrednosti ¢ nisu
«'_--prezentlranl iz praktlcmh ra.zloga, s obzu'om da se (a. to se moZe za-
kljllCltl i na osnovu podata.ka u tab11c1) sa smanjenjem parametra. £,
konvergencua za traZenu vrednost § ostva.ru_]e u sve veéem broj Ju 1tera.c1 Ja.._
isa nepnmereno velikom greskom reSenja na povrsml Rezultatl dati u
*ta.bllcl 1pak Jasno 1lustru3u zna.cajnu prednost u brzini i tadnosti resenja.;'j-
‘dobljemh konscenjem relacue (3 10) koja na implicitan na&in uvodl novu

funkciju izvora u Jednamne_ statisticke | _ra.v_n_o_.t.eze.

A ITERACIJA ITERACIJA SA
'KOEFICIJENTIMA o, B

_ POCETNA )
FUNKCIJA IZVORA

- JEDNACINA
PRENOSA ZRACENJA |

1' AS

JEDNACINE

NOVA | gE |

FUNKCIJA 1

' JEDNACINE 1
ST ATISTI CKE

S1.17. Dijagram iterativne procedure sa koeficijentima « i



‘Tablica 6. Greska reSenja na povrsini polu-beskonacne sredine za dato ¢
i broj lteracua potreba.n da se Za.dOVOI_]l knteruum 8 za konvergencuu
A 1teracua. Itera.cua. saaif

e s=107 6=10" 6=10"%  §=10
107F 28%(33) 4% (114) 7% (26) 1% (46)
1074 TTIT%(53)  268% (486)  25% (85) 2% (138)

Prodlskutujmo sada. pltanje deﬁmsa.ma. koeficij jenata a i B8 hnearnef |
rela.cue

Jednaéinama (3 15) (3 18) izveli smo koeﬁcuent B u kome je sadr-

Zan doprmos lokalne funkcue izvora pol_]u zra.cenja, polazem direktno od}
forma.lnog resenja. Jedna.cme Pprenosa. Ovo je ekv1valentno formlra,n_]u

glavne dlja.gonale potpune A matrice:

; tlvnom A* opera.toru .lson -ai dr (1986), tj Olson-a i Kunasz-a. ( 1987)
(v1det1 odel_]a.k 1 3.4. ovog ra.da.) Koeﬁcuent a, ko.ll oplque nelokalmf

deo pol_]a. zra.cenja, odgova.ra. malom korektlvnom cla.nu (A A"‘

Prednost koeﬁcuenata. ai '_-(odnosno OAI operatora. A"‘), 1zve-f
~ denih matematickim a.proks1ma.c13a.na., u odnosu na izvesne ﬁzlcke mod-

ele (Ryblckl-Jeva. a.prokmma.cua. satura.cue u Jezgru napr) je §to sa

manje pro:zvol_]nostl slede iz opisa prenosa zracenja Izvesta.n stepen*

pr01zvolJnost1 ovog nacma ubrzavanja. 1terat1vne procedure sadrza.n Je u
: c1nJen101 da konstrukcua glavne dlja.gonale tJ obhk koefici; Jenata. ﬁ ,,(Tt)‘
zav131 od polaznog ma.tema.tlckog modela za funkcuu izvora, ‘pa samim
tim i brzina konvergencue za.v1swe od poéetnih a.prokmmacua. za S(T)

' Na pnmeru atoma sa dva nivoa, gde se nova funkcua. izvora odred-
Ju_]e pomocdu izraza (dobuenog zZamenom (3 10) u (1. 31))

_ B+ =¢)alr)
S( ) C1-(1- e)Blr)

(3.19)



_-na.JboIJe moZemo ilustrovati chemcu da se, s jedne strane, konvergencija
obiéne \1teracue mozZze ubrzati za faktor (1 (1-—6),6) odnosno (1 (1_3).),
‘a.ko se pntom obezbedi da j je korekcwm clan (1 -—e)a, t_] (1- 5)( A— A"') Srt

dovoljno mali, medJutlm da, sa druge strane, neodredjenostl u prav1lnom

izboru A* i numericke nestabilnosti reda veceg od € mogu dovesti i do;_
| d1vergen ci ije.

Probleml vezani za izbor aprok31mat1vnog operatora i za po.]a.vuﬁ
-dlvergencue u 1tera.t1vn03 Semi koja ga konstl a kada fizika problear

ne poka.zu_]e ra.zlog (ba.r ne ocxgledan) za to dlskutova.m sui u radu

Allena i Winga (1978) Jedan od zakljucaka. tog rada, da do sada ne

postoje nikakvi zadovoljavajuc1 a.na.htlckl ili semi- a.na.htlckl metodi za
*optlma.lm izbor parametra koji jim se fituje stepen a.prokmma.cue operatora
A*, ~direktno navodi na neophodnost druga.cueg pnstupa. u deﬁnlsanju

l}samog operatora, tJ cele iterativne procedure.

Zato éemo u na.redmm ode]JCIma pokusati da konstem pozitivno
iskustvo prethodnog pogla.vl_]a u kombmovan_]u ﬁzxckog i matematlckog
.oplsa ‘prenosa zra.cenja., deﬁmsemo na_]pouzdam_]e koeﬁcuente rela.cueﬁj
31.1.:vra.caju01 se ostepeno od perturbacmne seme 1zvorn01 ‘defini-
ciji faktora 1tera.cue k031 vode stabilnom i brzom reSenju. Prvi ko-
}'_.ra.k Je definitivni povra.tak modelu dva ﬂulda. i korlscenje nJegowh os-
obina za ubrza.vanJe konvergencue Zbog _]ednostavnostl, predlozene it-
--era.tlvne procedure éemo na.Jpre 1zucava.t1 i testlra.tl na probleu prenosaf,
-zra.cen_]a atomima sa dva. nivoa, a za.tlm 1h ilustrovati _]edmm realni-

jim pnmeron redavanja problema. formlra.nja vodonikovih lmua u datom
modelu Sunceve atmosfere.

3.3.2. Upotreba modela dva fluida za ubrzavanje iterativne procedure

Kao §to smo v1de11 u prethodnom odeljku " da smo iz formalnog resenja

Jedna.cme prenosa (3 14) 1zve11 koeﬁcuente ai ﬂ, gramcna priroda prob-_.

lema (Poznavan.]e upadncg zra.cen.la. na gorDJOJ gra.mc1 atmosfere i 1z---i-?

- zbog konacnog numerlckog oplsa. swtema.), omogucava. nam odvo.]em-i
tretman ulaznog (-) i izlaznog (+) pol_]a. zraéenja.
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Ovu ¢injenicu ¢emo sada upotrebiti za ubrzavanje iterativne pro-

racije &ju smo sporu konvergenciju veé ilustrovali (odeljci 1.3.2 i 2.2.1).

3.3.2.1. A™ 1terac13a

iteraciju moZemo ubrzati tako §to éemo A operator primeniti na
:poznatu funkciju izvora samo za dobljanje ula.znog polja. zracenja I p(*r),

tj. J™ (r) na svim dubma.ma, koristeéi formalno : reSenje (1 16a), odnosno_'
(3 14a), dok éemo veé u toku odredjlva,nja, 1zlaznog polja. zra.cenja. vrditi
.__korlgova.nje (odredjlva.nje nove) funkcue izvora.
Prv1 deo iterativne procedure se 31mbollck1 moZe pre‘stawtl u ob-_
liku:
J"(T)'"—: | A._(T,‘r') S (1-") = _  (32)

Za odredjlva.nje lzlaznog polJa. zra.cenja, pola.z1mo od donJeg grani Cn0g'
uslova (na 7 = TN) koji mozemo napisati u obliku identi¢nom (3 16b):

7-) + ﬂ (T) (T) (321)

-’F#

, *}a. u koji je nova funkcua izvora veé uneta 1mhc1tno Koeﬁcuentl a; pTN)
' (TN) ovog gra.mcnog uslova. su datl (napr (TN) =0, ,6’ (TN) = 1 |
Integracuom (3.21) po pra.vcl-fr

ai frekvenca.ma u 1111131 imamo:

JHr)=at(r) +B7(r)S(r) . (3.22)

an. J- (T) odredJenlm na pocetku iteracije (3 20) i sa (3. 22) definiu se
l._‘koeﬁcuentl relacije (3 10) na dubini 7 = rx:

(3.23)

Relacua (3 10) se sa gornjl;j-f-_-t_;_'{.koeﬁcuentlma i funkcuom izvora u obhkufz

(3. 5) zamenjuje u _]edna.cme statisti¢ke ravnoteze (3. 6) na dubini ™, k ko

'- se Iljlh.Vlm resa.va.njem (111 u slucaJu atoma sa dva nivoa iz (3 19))‘
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dobila nova funkcija izvora n‘a.toj dubini. Sa tako dobijenom S(TN) ida-
tim koeﬁCI_]eIltlma. az ”(TN) ,8 (TN), iz relacue (3.2 1) odredju_]e se izlazni
intenzitet zradenja I (‘TN)

‘1d1mo da se lmphcltmm uvodJenJem nove
funkcx_]e izvora u gra.mcnl uslov, t_] relaciju (3 22) i resavan_]em jednalina
statisticke ravnoteze dOlea.Ju 1stovremeno i nova funkcija izvora .S'(r)
i odgova.ra._]um izlazni mtenmtet zra.cenja p(r) Za. nastavak proce-
dure neophodno je poznava.tl koeﬁcuente at (TN..l) ”(TN_.l) gra.nlcnogfj__‘
‘uslova za naredm, visi sloj. Sa poznatim *"‘(rN) i .S'('rN), ovi koeficijenti
se formiraju kori3éenjem relacije (3. 14b), _odnosno (3 15b) u kojoj je
--;pnmenom nekog matema.tlckog modela za S(T) veé izvrSeno pregrupisa-
vanje lanova formalnog reenja (3. 14b) za slo_] (TN_I,TN) Prema tome,
koeficijent ﬂ (TN_l) ée biti dlrektna funkcija monohromatske Optlcke;
dubine, dok je of (TN._l) odredjeno 1 ‘upravo dobuemm (TN) i S(TN) .
'Sa tako odredjenim koeﬁcuentlma at (TN..I) ,B (TN_l) gra.mcnog uslova[_
(3 21), formlraJu se koeﬁcuentl a(rN 1) i ﬂ(TN_l) prema (3 23), da bi se
'pona.vljan.]em cele procedure iz sloja u slo_l stlglo do povrsme atmos-

fere. Rezultat je nova funkcua izvora u celo j atmosfen ;(1'), sa kojom se
f__?pocm.]e naredna 1teracua. Procedura nalzmenlcnog odredjlva.nja. ula.znog{?_ﬂ}
_-polja zracenJa sa pozna.tom funkcuom izvorai odred_]wa.n Ja. 1zla.znog polJarg
'.fzra.cen_]a. 1stovremeno sa novom funkcuom 1zvora, (1mphc1tno uvedeno ju
_]edna.cme statlstlcke ravnoteZe pomodéu donjeg gra.mcnog uslova.), pon-

avlja se doi 1spun_]en3a zahteva.nog knteruuma zZa konvergencuu Oplsana.-;j

procedura. ove tzv. A~ 1teracue prikazana je na sl.18.

Tablica 7. Greske resenja. i bro_] 1tera.cua. potrebmh da se zadovolji uslov

é za konvergencuu pri korlscenju A 1teracue

0-"2 140(27) 2% (77)
104 545% (53)  200% (460)

Poredjenjem rezultata u tablicama 6 i 7, vidimo da primena A~
iterativne procedure ubrzava resavanje problema u odnosu na klasi¢nu

A iteraciju. Ubrzavanje se manifestuje time 3to je uslov za konvergen-a

':cuu é zadovoljen sa znatno tacnljlm resenJem Korekcue su brze,
dovoljno da bi bile konsne za praktlcne namene.
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3.3.2.2. Iteracija sa koeﬂcuentlma i

Nagin ubrza,va.nja, konvergena Je predlozen u odeljku 3.3.2.1. Je od zna-
&a Ja ako se prlmem na proceduru koj ja veé v0d1 taénom resen_]u u razum-
nom bl‘O_]u 1terac1Ja. ‘Takav Je slucaJ sa, na prlmer, iterativnom Semom
'ko_]a koristi koeﬁcuente ai ﬁ (3 18), a koj Ju moZemo ubrzati na sledeéi
naéin. Prvi deo procedure Je isti, tJ sa da.tom funkcuom izvora S('r), po-
la.zec1 od gramcnog uslova na povrsml prema relaciji (3 15a.) formiramo
koeficijente oy #('r) ip; (1-) na svim dubinama. Integracuom po pra,vmma.r
i frekvencama u 1111111 doblja.mo koeﬁcuente o (7') 1 } (r) izraza (3. 17),
tj. izraza:

J7(r) = a™(r) + B~(7)S(7) (3:24)

za ulazno polJe zracenja u kome Je nova funkcua izvora sadrZana im-
f'jpllcltno Sa.da, umesto da na isti nagin formiramo i sve koeﬁcuente

(”') i 15 (T)a odnosno t+(‘r) ﬂ"’(r) za 1zlazno polJe zra.cenja, a potomi
'da. ukupne koeficijente (3. 18) sa linearnom relacijom (3 10) zamenimo u
.Jedna.cme statisticke ravnoteze kako bismo odredili novu funkcxju 1zv0ra,_;
koristiéemo odgovarajuée relacije (3.21), tj. (3.22), za izlazno polje zra-
cenja kako bismo sloj po sloj odredjivali istovremeno novu f unkeij u izvora |
i izlazni intenzitet zradenja.

Ta.ko ‘za svaki slo j, pocev od » dna. li_' iduéi ka povrsini atmosfere

formiramo koeﬁcuente

at(®)+a (1
atr)e 20 )‘2* ()

B(r) = ﬂ*('r)-zkﬂ ()

re13.013e (3 10) cuom zZamenom u _]edna,cme statisti¢ke ravnoteze doblja.mo*

_ ('3. 25)

novu funkcuu 1zvora. za ta.J SIOJ sa kOjOIIl odredJuJemo izlazno zra.cenJe
Razlika ove 1terat1vne procedure u odnosu na onu kOJa. odma.h?
formira ukupne koeﬁcuente ai [3 sa datom funkcuom izvora, a.na.logna.ﬁ

1tera.c1_]e Na slici 18 pr1 1
procedure A- 1terac1je i upravo oplsa.ne ltera.cue sa koeficijentima a~ i
B~ sa jasno uocljwom ra.zhkom u prvom delu iterativne procedure. It-
eracijom sa koeficijentima a~ i B ostva.ruje se brza. konvergenc:ua. upravo



zbog 1mp11c1tnog uvodjen_]a. nove funkcue izvora rela.cuom (3 24) 1 kao-.
iu A~ 1terac131, njenog odredjlva.nja. istovremenim resava.njem Jednacmaa
fsta.tlstlcke ravnoteze i Jedna.cme prenosa za izlazno polJe zra.cenja

Tablica 8. Greske resenja. i bI‘O_] 1tera01_1a. potrebmh da se ZadOVOIJl uslov*
b za konvergencuu pri kOl‘lSCGIlJu 1tera.cue sa. koeﬁcuenhma a”ifp”

& = 5:1-—2 5 6=10"3 _
102 2% (16) = 0.2% (25)

Rezultatl pnkaza.m u tablici 8 1lustru_]u ovu veéu eﬁkasnost u
‘korekcu: resenja. MedJutlm, sa uoblca.Jenlm knteruumom za konvergen-
:-.-c1_]u, & —-1%, greska. na povrsml Je jos uvek znatna, dok Je za dobl.]a.nje}
reSenja tacnueg od 1% potreba.n prili¢éan broj j lteracua

3.3.3.3. Iteracija sa faktorom f-

Posto smo odvoj Jemm tretmanom ulaznog i 1zla.znog polja zra.cenja, obez-
f}bedlll prav1la.n opls prenosa i ‘pozitivne rezultate u prethodnlm pnmer-.

ima, vra.tlmo se prvobltno_] 1deJ1 sadrZanoj u izrazu (3 7) zZa kOJu smo
rekli da, |

cioni faktor Ieﬁmslmo sada fa.ktor -

ca0 odnos dve homologne vehcme predstavl_la. _]edlm pravi 1tera.- |

<a0 odnos ulaznog polja zracenja

| i odgovarajuée funkcije izvora:

f(r)= ( ) (3.26)

1 ~Izracuna.t sa vrednoscu funkcue lzvora. dobuene u prethodno_] 1tera.c111 1'_'

] _odgova.ra.Juceg ula.znog polJa. zracenja, ovaj faktor se uvodl u iterativou
I proceduru na sledeéi naéin:

(3.27)

.- Jenjem sa relacuom (3 24) mozemo pr1met1t1 da _]e sa.da., ova,kvom deﬁm-
cuom faktora 1tera.cue koeficijent a (1') = 0 a ﬂ (r) f~(r). Sa tako




deﬁmsa.mm koeﬁcuentlma, procedura odredjlva.nja. nove funkcue izvora
je 1dent1cna. oplsa.nOJ u prethodmm odelJc1ma. 3.3.2.1. 14 3.3.2. 2, odnosno
pnkaza.no j na sl.18.

MedJutlm kao §to se mozZe videti iz tablice 9., ova neznatna razlika
u deﬁnlcul koeficijenata a~ i ,6 linearne rela.cue (3 24) vodi vrlo brzoj
i stabllnm konvergencul ka ta.cnom resen_]u Sa. krlterljumom 6§ =1% za
prekid iterativne procedure, reienja za sve (pa i ekstremno male vred-
nosti €) ta¢na su do na 0.6% i dobijaju se u vrlo malom broju iteracija.

‘_Tabllca 9. Resen_]a. na povrsml polu-beskonacne sredine za razne vred-
_nostl € i ‘broj j iteraci ja potreba.n da se zadovolji uslov § = 102 za konver-
_ gencuu korlscenje.m faktora. f-

& S(r =0) Br. iter.
102 0.9986(-1) 8

10— 0.9935(-2) 14

10—6‘ 0_9997( 3) 21

\a.da. se ta.cnost i brzma. procedure ko Ja konstl fa.ktor 1tera01je f =
~ uporedi sa odgovarajuéim svojstvima prethodmh procedura. (tabhce 5-
" 8), Ja.sna. Je prednost definisanja koeﬁcuenta linearne relacije kao odnosa.
3 i‘shcmh ﬁZlelh vehcma. Podsetlmo da. _]e za razliku od faktora (3 7),
: *utlca._] izvoda funkcue izvora ovde: pra.vﬂno tretlran prlmenom modela
dva fluida.

PoredJenJem iterativnih procedura oplsa.mh u poslednja. tri odel_;-z

' ka, ‘moZemo pr1met1t1 evolum_]u u deﬁmcul koeficijenata o~ i 8~.

] skladu sa dlskusuom koj ju smo imali na primeru Jednacme (3 19), V1d1m0[

da. smanjenje korekcmnog élana. (1 - s)a, koje je u ovim procedurama.

i 'obezbedjen smanjenjem vrednosti o~ (od J™ u A™ 1teracul do 0 u
' "‘), obezbedJuJe brzu konvergencuu

iteraciji sa faktorom
Dobra kvazi- 1nvar13a.ntna. svojstva faktora f~ se jasno 1 mogu v1det1
‘ na sl. 19 Na sl1c1 _]e takodJe pnka.zana. funkcua 1zvora. u sredlm saeg= 10 -8
u toku iteracij _]_a....
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 Iterativae procedure, predlogene u prethodaim odeljcima, koje koriste
| koeficijente linearne relacije izmedju polja zraenja u liniji i funkcije




‘pi¢nom realnom problemu Pprenosa zra.cenja. Izabrali smo tzv. protot1p
problem formlra.l Ja vodomkov:h linija u zadatom modelu Sunceve atmos-
*-_fere, kop Je postavl_]en u radu Athay et al (1968) sa, 0113em da 0m0guc1
.testlranje metoda, i progra.ma. ko _]1 resavaju prenos zradenja atomima sa
vise nivoa.

Problem Sesaetoji u tome da se za a,t'om“vodonika' sa 3 vezana
i Jedmm slobodnim stanjem u svakOJ tacki za.da.tog modela Sunceve
-:-.a.tmosfere odrede nasel_]enostl nivoa, _tj funkcue izvora odgova.rajumh;

j'llm_]a. Lya, Ly,‘ i Ha. Podaci za prela.ze u lmua.ma. i kontmuumu da.tl su

u tablicama 10 i 11 a a.tmosferskl model pnkaz
Tablica 10. Podac1 z_a_ prelaze u liniji.

Prelaz rekvenca 9;/ 9 Aji Sudarni. parametar 7;; i
1-2 2.466(15) 8/2 4, 68(8) 3. 99( 8)
1-3 2.923(15) 18/2 5.54(7) 6.01(-9)
2-3 4.570(14) 18/8  4.39(7) 6.01(-7)

Tablica 11. Podaci za prelaze u kontinuumu.

Prelaz  Frekvenca  a; Sudarni parametar v,
1-k 3.287(15) 6.30(-18)  9.83(-9)
2-k 0. 821(15) 1.42(-17)  1.50(-7)
; 0.364(: 2.05(-17)  8.19(-7)

U radu ~l-tha.y et al. (1968) data su ta,kod_]e resenja. Eetiri grupe

autora (graﬁckl ili tabela.rno) ko_]e su OV&J problem resavale nezavisnim
metodama. Jedan od tih rezultata (Beebe et al) koji Je jedini dat u
vidu tablice (Ta.bhca. 2u pomenuton radu), koristi¢emo radi ‘poredjenja
sa na$im reSenjima.
Postavljenl problem smo resava.h korlstec1 4 1tera.t1vne procedure
(detal_]no oplsa.ne u prethodmm odehmma)
(1) obiénu A lteracuu
(2) iteraciju sa koeficijentima a i ﬂ
(3) 1tera.cuu sa koeﬁcuentlma a”ip”
(4) iteraciju sa faktorom f""‘
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‘Tablica 12. Model atmosfere (Athay et al., 1968; p.182)

h(km)
.7000D+04
+6500D+04

+6000D+04
+.5500D+04
.;5000‘f04;
14500D+04j
«4000D+04
.3800D+04
+3600D+04
';34OOD+043
.3200D+04
+04
_;2800D+04?
.2600D+04
.2400D+04
©2200D+04
.2000D+04
+.1600D+04
<1400D+04
.1300D+04
.1200D+04
~;1100D+04;
;;10000+04J
.9000D+03
.8000D+03
-7060D+03
. 6500D+03
.6000D+03
,15460'+03?
.4960D+03
.4510D+03
.4070D+03
+3510D+03
.2950D+03
.2530D+03
.1970D+03
'i15300+03f
+9500D+02
«5400D+02
.0000D+00
;;?3100D402f
-,5100D+02
-.7800D+02

. 30001

T

.2000D+06
1400D+06f
.1OOOD+06;
+7000D+05
+.5000D+05
;3500D+95
'f3400D+m5
+3350D+05
.3300D+05
j~3150D+054
+.3000D+G5
!2600D+05_
.2100D+05
«1250D+05
f;1000§+05;
- .9000D+04
.8000D+04
‘77009404
.7600D+04
. 7550D+04
+7400D+04
.7000D+04
«6600D+04
.6100D+04
;53000+O41
'{SOOOD+04:
. 4665D+04
.4630D+04
.4600D+04
+4600D+04
.4600D+04
.4630D+04
.4800D+04
,@53700+04
;5675l+04
.;7130D+04
'f7790D+04
.8460D+04
.9120D+04

n,

.2980D+10
+4260D+10
.5970D+10
.8530D+10 .7
+1190D+11
p14909+ll 
11710'+113
.1760D+11
.1780D+11
118100+llf
.1890D+11
.1990D+11
?2390D+II 
+3110D+11
.4890D+11
-6490D+11
.8110D+11
}QOI’D+11:
.1010D+12
;105OD+12'
-1070D+12
+1070D+12
+.1100D+12
+.1160D+12
+.1230D+12
+1330D+12
.1450D+12
+1530D+12
'416200+12 
:;174OD+12 
+1830D+12
.2570D+12 .
[3640D+12
n155900+12 
-1368004127
.1170D+13
;ZIOODflj
-3310D+13
«7160D+13
+1420D+14
'.703OD+142
.2660  15i
«.6670D+15
l1610D+16
+3340D+16

312 

.2450D+10
.3560D+10
+4980D+10

.9960D+10
i1250D+11i
"Fl420D+ll”;
+1470D+11
«1490D+11
+1510D+11
-l5300flli
.1660D+11
ﬁ20100+11f
.2820D+11
.4410D+11
.8860D+11
.1960D+12
.4310D+12 -
.8960D+12
+«2100D+13
+3540D+13
.6890D+13
+.1430D+14
.1990D+14
.5980D+14
.1510D+
.4240D+15
+.6710D+15 .
.1000D+16 .
. 1670D+1¢
_.26500+16?
.60900+16_
”t1.300+17
«1720D+17
. «2510D+17

'*40500+17~
.5690D+17
.8600D+17
.1120D+18
.;144OD+13;
"f18 

.1580D+
.1620D+18

.1710D+18
.1730D+18

15 .

16

kc(1216)

.1590D-14
.2840D-14
.3970D-14
' .5670D-14
_ 7940D514 
«9930D-14
1130D-13
.1170D-13
.1190D-13
+1200D-13
y12500f13
.!1320D513:
.2070D-13
.3250D-13
.4330D-13
.5490D-13
iGAOODflj
 ‘873°D;13;
.1350D-12
«.1930D-12
.3200D-12
'i67800512f
.1310D-11 .
.5700D-11
.4040D~-10
.5320D-09
2480D-08
1210D-07
.8540D-07
_116400-06;
.3800D-06
.7500D-06
.1720D-05
.3810D-05
 }6060D+05;
.8830D-05
i1000D504:
.9290D-05
.7370D-05
.6090D-05
+5290D-05
.5210D-05
!5540D+05;

k<(1026)

.1990D-14
_;2840.'14
.3970D-14
:‘56700*14
;.79409-14}
-f9930Df14_
+.1130D-13
.1170D-13
-11190D-13.
"y1200D-13,
- .1260D-13
11320D+13:
+1590D-13
-;2070D+13 
-3250D-13
+4330D-13
.5450D-13
 !6240D*13
- «7940D-13
+.1080D-12
.1410D-12
;42150D?12"
.4190D-12
7530D-12;
+.2880D-11
.1840D-10
.2370D~-09
.1100D-08
-45330D“081
f72400ﬁ07-
.1680D-06
.3310D-06
.7600D-06
.1680D-05
.2670D-05
,3910D405_
.4440D-05
§;414OD¥@5_
+.4100D-05
.3330D-05
.2800D-05
-25100"05;
.2590D_05-

(63563)

;1990D;14:

‘284°D+14[
€3970D—14
-5670D-14
.7940D-14

.9930D-14

-1130D-13}
.1170D~-13
!11909—13
.1200D-13
.1260D~13

.1320D-13

.1590D-13

.2070D-13
 §328oD413.

.4430D-13

-5940D-13
«7790D-13
.1280D-12
.2340D-12
.6430D-12

+1320D~-11
«1770D-11
.3290D-11
.2570D-11
.3480D-11
.5790D-11
.1060D~10
.2360D-10
.4040D-10
.8890D-10

'y188°}+09 

.1260D-08

.2410D-08
.6180D-08
-12000“07{

;67700507 
!30300;06_
.9770D-06
.5320D-05

111700*04 



. radu

Iteracije su u svim slucagewma. zapocete sa, na.seljenostlma. atom-
skih nivoa u LTR odnosno funkcuom izvora JednakOJ odgova.ra.Juco_] u
-vkontlnuu mu koj _]a. je problemom deﬁmsa.na. na sledeéi naéin:

tJ(T) h < 2000 km,

() = " Bi;(T =10.000), k> 2000 km.

(3.28)

Za forma.lno resenje Jedna.cme prenosa korlscena. Je sledeca dlskretl--r
{za.c1 _]a. 24 frekventnih tadaka u’ ‘mgtovom profilu na intervalu [0 IOOAVD]
4 pravca u i svih 45 tadaka atmosferskog modela.

Pn korlscen.]u procedure 1tera.CIJe ( 1) resen.]e jednadine prenosa.
,J(r) Je zamenjeno direktno u Jednacme statisticke ravnoteze (3 6), dok
su u ostale tri procedure formirani odgovarajuéi koeﬁcuentl a; J('r) Bij(r)
lcuom se zamenom u jednaline statisticke ravnoteZe, posledn_]e mogu

_preplsa.tl u obliku:

(3.29)

(3 29), cla.nov1 U,k 1 ),; ozna.cava.Ju prelaze na.wse (upward) i

B g e O

.'-I.Vde su: AJ i - ElnSteln'ov A k09ﬁCIJent C:J' - 2hy IJ/ c? y a CI!:J 1 ‘

koeﬁcuentl zZa svakl prela.z u 11n1J1

Za odredjlva,nje po Jedlmh radl_]a.tlvmh i suda.rmh &lanova u _]edna.-v
'cmama. sta.tlstlcke ravnoteZe koriséeni su 1zra.21 da.t1 u prvom pogla.vlju',?__';-
rada ((1. 20) (1 21) za vezano-vezane radijativne prelaze, (1 26) (1.27)
3 za sudarne deeksmta.cue i rekombmacue) kao i izrazi predlozeni u ‘samom

Vtha,y et al. (1968) Za vezano- slobodne radlja,tlvne prelaze:

hukt )
kT

Sruk,a,k




. —hvi; JRT
:j = ne'Y:Je vij/

h”l; /kT

Table 13. Temperatura zradenja.

h > 1000 km;
h < 1000 k,_—-

h>50km
h<50km,

h > 200 k,
h < 200 km.

.. Sistem (3 29) resa.va.n _]e zajedno sa Jedna.cmom odrza.nja brOJa.
| Zestica:

, (nH Je ukupna koncentracua H-atoma data modelom u tablici 12)

Jauss-Jordanovom Semom ehmma.cue(’arnahan et al., 1969) Sa tako

= dobuemm novim skupom naseljenostl, t] novim funkcuama izvora

'1terat1vna. procedura se pona.vlja. (za.v:sno od koriséenih fa.ktora,) do 1s-=_
| ‘pun,]enja. uslova za konvergencuu 6§ = 1%, na svim dubinama i za sva
] prelaze.
. ' Sa ovun uslovom 1 korlscen_]em cetm pomenute metode resenJa su
j._dobljena. u 59, 38, 251 10 1teracua, respektivno.

;‘nkcue izvora za 3
'_vodomkove l1n13e pnkaza.ne su na sl 20, zajedno sa resenjem kOJe su dOblll‘
| Beebe et al. (1968) Slaga,nje rezulta.ta dOleelllh pomoéu poslednje tn
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metode (koje koriste linearnu rela.cuu (3.10)) i rezultata Beebe-a j je zado-

'ivol_]ava.Juce A 1tera.(:1_]a. u odnosu na nanrze resen_]e konverg1ra. 6 puta,__

sporije, ali kao §to vidimo sa znatnim greskama na velikim opti¢kim du-
binama. To i u ovo J relatlvno realisti¢noj 3] pnmem potvrdJuJe dosa.dasnju
*dlskusuu da se resen_]e na. velikim dubinama - pnmenom klasi¢ne A itera-

..cue prakt:cno ne korlguje

Ova.J test prlmer nam Je 11ustrova.o vrlo pomtlvna. konvergentna

svmstva metode. Vidimo da pnmena. metode iteracionih faktora omo-

-'guca.va. dobljanje brzog i tacnog resenja. u realnulm astroﬁzwklm pr1-.
: menama.

“ _lgorltam _]e 1zuzetno _]ednostava.n Za programlranje, a modl--
| fikacije koda. radi primene na drugi problem ili model sa znatno veéim
} brojem atomskih nivoa ne predstavljaju znatajan dodatni napor.

Iniverzitet u Beogradu
Prtroduo-matcmucm 'akuum
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U ovoj tezi je razvijen metod 1tera.c1on1h faktora za reSavanje problema
prenosa. zracenja. u spektra.lmm lmuama zvezda.mh a.tmosfera. Formi-
ranje spektra.lmh linija u zadatom atmosferskom modelu je pmblem |
'sa.mo-usa.gla.senog odredjlvanja. polja zratenja u ovim linijama i nasel-
Jenostl atomskih nivoa kOJe ih genensu S obzirom na Jaku nelokalnu
pnrodu procesa prenosa. zradenja, neophodna je iterativna procedura za

j--resa.vanje problema. ko] i ovaj proces {retira.

Metod koji je ovde razvijen predstavl_]a. generahza.cuu 1deJe pro-f

"lIlGIll]lVlh Eddmgtonov1h faktora primenjenu u. reV1d1ra.n03 Semi A it-
eracije. Osnovna. 1deja. :.f,et.ode jeu nala.zemu kva.zx—lnva.n Jantl problema
(fa.ktora. 1tera.cue) culm se uvodJenJem u 1tera.t1vnu proceduru obezbed-'
juje brza ‘korekcija ka »taénom” resenju Tako se u ovo_1 iterativnoj
© §emi smenjuju formalno resenje Jedna.cme prenosa zradenja koridéeno za
jzradunavanje faktora iteraci Je i reSavanje Jednacma. momenata (mtegral-,
nih Jednacma. prenosa.) za.tvoremh ovim faktorima.
Da bi obezbed111 dobra konvergentna. svojstva procedure, ovi fak-
tori mora._]u biti praktlcno nezavisni od pocetnog skupa redenja, dostlzuci
--_gotovo taénu vrednost vec u prvih pa.r 1terac13a Brzina kOJom oni

”posta_]u tadni koeﬁcuentl relacua. ko_]la. se za.tva.ra._]u Jednacme prob-

lema, odredJuJe brzinu konvergencue ka ”taénom” resenJu Da b1 ovi

»-za.htew bili za.dovoljem, na._]optlmalmp nagin je da se iteracioni fak-

tori definisu kao odn051 homologmh releva.ntmh vehcma. problena U
problemu formlra.nja. hm_]a kop ovde razma.tra.mo, to su odnosi lmea.rnlh
_funkcmna.la. intenziteta zradenja.

Sa druge strane, ovi fa.kton treba da budu poveza.m sa nepozna.tlm
‘velicma.ma. problema na takav naéin da njlhOVO odredjlva.nje u procedun
uzastopmh korekcija bude sto Je ‘moguce Jednostavmje Sa ovako defin-
.-:1sa.n1m opstlm zahtevima kOJe treba. da 1spun_]a.va._]u 1tera.cmn1 fa.kton,

redavali smo posebno dve grupe problema formiranja linija u ko_]lma se,

zbog razliitog oblika  zavisnosti koeﬁcuenata prenosa od polja. zra.cen_]a.,

'-;za.hteva. druga.cm pnstup definisanju iterativne procedure i faktora. 1t-

era,cu e.
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Tako smo na.Jpre metodu razvili za sluaj prenosa zracenja (form1-
‘ranja llnlja.) atomima sa dva nivoa u ‘kome eksphc1tm oblik funkcue
"_'1zvora. dlrektno VOdl deﬁmcm faktora. S obzuom da. funkcua. izvora

sadrzi razli¢ite momente intenziteta zracen_]a. (mtegra.le intenziteta po

f:neza.Vlsnlrn pa.ra.metrlma. frekvenca.ma. i pra.vmma.) 1tera.c10n1 faktori

treba da budu definisani  ‘0 n_]lhow odnom .w fa.kton onda formi-

raju koeﬁcnente rela.cue za.tva.ra.nja. za sistem odgova.rajumh momenata

Jednacme prenosa zradenja. Mldodatm napor u odnosu na obi¢nu A

iteraciju kop predstavlja. resa.va.n]e Jedne (s"larne) dlferencualne ]ed-'
nacine drugog reda sa 1teracmmm fa.ktonma. kao skoro taénim koeﬁc1--:_

_;Jentlma, vodl izuzetno brzoj konvergencul ka "ta&nom” redenju.

; li'

‘smo da u resa.va.n_]u problema. formlran,]a. lmua. postop

?VlSe na.cma da se genera.hzu_]e 1deJa, promenl;nnh Eddmgtonowh faktora,

“da se zatvore momentl Jedna.cme prenosa. zra.cenja Dobili smo da.l
*na.Jopstl,]a. relacua. za.tva.ra.nja. 1tera.t1vn03 procedun obezbed_]uJe na._lsta.--;
bilnija i na.Jbrza. konvergentna. svmstva. Ra.zlog Je §to se na ta,_] naéin
_korekcue na._]ra.vnomermje preraspodeljuju medju svim momentima in-
tenziteta koji su releva.ntm zZa proble Takodje _]e zna.ca._]no napoenutl'
da ekspluntno uvodjenje svih znaéajnih fizickih svojstava problema. (a.m-
"zotropnost polja zra.cen_]a. uslovljena gra.dl_]ento funkcue izvora 1 pos-:j
to Ja.nJem slobodne granlce u a.tmosferl, kao i korektan tretman fotona. u
krilima lmue kao aktivnim komponenta.ma. u prenosu zracen ja na vehklm}._

optlcklm dubmaa.) u definiciju faktora iteracije, vodi ka nanOIJlm kon-

*"vergentmm svojstvima. .tuda., dobra ma.tema.tlcka. mmula.cua. ﬁZICklh

procesa, ostvarena definicijom. iteracionih faktora kao koeﬁcuenata. na-

| jopstije rela.cue zatvaranJa, omoguéava da se taéno resenje dobije u ma-

lom broJu iteracija i za veoma veliko odstupanje od uslova LTR. Izu-

- ca.va.nje ovog po Jednosta.vljenog ﬁzwkog problema. _]e vrlo zna.cajno Jer’

sluzi da se a.nallzlra._]u ra.zhclte mogucnostl relacua. zatva.ra.nja., nphova.z
uzajamna poveza.nost taénost, numericka stabilnost i konvergentna svo-

jstva predlozenog ‘metoda.

Metod 1terac1on1h faktora Je ta.kod Je predlozen iza resava.nje prob--

lema. prenosa gradenja atomima sa viSe nivoa. Kako u ovom sluéaju

m_]e moguce imati eksp11c1tnu relacuu 1zmedju funkcue izvora (koeﬁ<:1-
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Jenata. prenosa ) u llnljl i njenog polJa. zracen_]a., neophodno je razviti
neito drugacul prlstup Faktori sada moraju biti definisani tako da vode
Jdlrtektno (bez pomocmh Jedna.cma. momena.ta.) IIOVO_] funkcul 1zvora., a.h;
na druga.cm nadin nego Sto je to &injeno u procedurl A 1terac1Je Naime,
oblik Jedna.cma. statisticke ravnoteze i funkcue izvora omoguca.va. da se
deﬁmse hnearna. rela.cua. 1zmed3u polja zra.cen;a. u hnul i nJene funk ~c1_]e
*1zvora., ko_]om se nepoznata funkcua. izvora uvodi 1mphcﬂ:no u jednadine
statisticke ravnoteZe koje time postaju linearne samo pPo nepozna.tlm
-naseljenostlma. atomsklh mvoa. Koeﬁcuentl ove relacije i lgra.Ju ulogu it-
"-'era.cmmh faktora. Sledeéi za.kljucke izvedene u prethodnoj a.nahz:, otkrili
smo da upotreba. dvo—ﬂuldnog modela i dlrektm odnos 1zmed3u polJa.T;
zra.cen_]a. i funkcue izvora VOdl stabllnom ubrzanju iterativne procedure
Opet smo doblh tacan rezultat u malom broju 1tera.cua. za ekstremno
male vrednosti ne-LTR pa.ra.metra. €.

Mozemo remlra.tl neke od znaca._]mh prednostl ove metode Prvo
ona predstavlja Jednosta.vnu, brzo-konvergentnu 1tera.t1vnu proceduru
koja obezbedjuje tacna resenJa problema u celom modelu. S ‘obzirom

{’da. ne za.hteva. nlkve ma.tncne operacije (_]edme su one koj J(’ se konste&]
-_;pn reSavanju linearnog sistema Jedna.cma. statisticke ra.vnoteze), za njenu

jpnmenu nisu neophodm ni veliki racunskl prostor ni vreme. Jednosta-

gonta _]e la.ko kontrohsatl Stav1se, 1zgleda da. se moze Jednos-f}
tavno pnmemtl na mnoge astrofizicke probleme razlicite kompleksnostl

Iteratlvna. procedura. gotovo skoro 1sto toliko Jednostavna. kao Sema A
iteracije oogucava. laku 1mplementacuu metode u re3avanje problema u
kome prenos zraenja treba. istovremeno resavati sa druglm fenomemmai_
(modehra.nje atmosfera u ne-LTR uslowma., probler.m vremenski zavisne
‘hidrodinamike, komplikovanije geometrije sa poljima brzina, itd.).
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