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Erstes Capitel.

Vorbereitune.

1. lch nehme an, dass y cine Funetion von 2 und z cine Funetion

. d™ o0 .
von & ist. Ferner werde Tn—- " gesetzt.
(2603

Dureh successive Ditlerentiation erhalten wir bekauntlich:

-
T ~{':j - g‘:{ P ((]]!2 R R :Z i,

. . . . . . . . . . . . . . . . > . . .

Daraas ersieht man, dass die % Ableitung durch eine Gleichuny VOIT gy
der Form Y

dry arly a2y dry
(7:)_,_ S it nN u in-2 pa 5
((11) 1/ dz 2= <‘/ d,n-l _*_/"“ dzn— "_! /

l'] di
O I/+/

—3
" e B dz

(n)

bestinmt wird, worin die Coefficienten 7; vorliufie unbekannte rationale
TFunctionen von 2" und der Ableitungen von 2 sind. Es handelt sich am
die Bestimmung derselben.  Zu dem Ende schreibe ich:

nl

dry
) _ 2l ol
(@) oo y="a _;_()l_,”

Ersetzt man in dieser Formel n durch n-r, wo »=8 ist, differentiirt den
1

1/ ll ~In—2
h -+



>
&

so erhaltenen Ansdruck r-mnal hintereinander, so kommt %™ wieder in der
Entwickelung zum Vorschein, worans sofort das Gesetz erhellt, nach

welchem i, _; zu construiren ist; benutzt man dabei die Formel

f (=1 (rAm- 1) = 7l(ﬁT24-1(n+M)

so ergicbt sich:
bpg== (g’ F L e 3(2) zu?zm—d’

wo

(n) __n(n- 1)7.‘.:“ (» —'7‘+_12
1.2 ...
ist, und

] dn -1
(a3> vers :'/(n) N - Z'“ +_< ) 3/ 2"z m,——2+ ______ [(w) zu/zmw&__*_ ,)<n) o112 gl 4J+

dan—1” den~2

Unterwnft man (aa) dersclben Operation, so findet man:
1‘~3 — (n) zrvzrn-—4+ 10 (n) gl gtt gm—b ~ 15 /n\ 213 2",

Fihrt man so fort, so lassen sich bilden
s (725 15,3 2727 0 e 10 (9) 22 270 4 T+ 15() 272957 -
| +7 15(@>z~45~._e
hyes = (1) 20 2= - 21 (1) 272" 2" T4 85 (1) 2 2" T - 2715 (1) 2V 2 2 -
A +.,.7.20(§")Z”"z”z”‘—8+ 7-12.15() Z”az”’z'n ' 1-9-13(16>zu52;,,_,0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Setzt man diese Werthe fiir 4, ; G=s3,....,—9 in der Gleichung (),

=2,

so folgt die Formel:

(I) e J(m——“ - ’“_*._<"> o p— N\,m——?__*_

(lw/l

[(g\ Iy .,y+ 3(n> ,u.J in—1

]zn—.
—"]

dr

A S 10 (@) S 2 S - 15 () 7] 2
dn
dz

n—4 [( VZ!3 + ] 5((7’7, sz"z'2+ 10((15;>le!92!2+ 7_15(;],) .Z”’Z”Q.’; +
~+7.15 (™) 2] 2*

E?{:g [<n> Z(o) ,,14__*_6)1(ﬂ> zvz!/ zv3 +30<n> ZIV " Zv3+ 27'15@0 zw:uez'_e

__{_2.7_20(?) zm? Z”Z’a—*_? 12.15 <(1)¢> 2z Z”QZ'—|—7'9'15 (175) zub] gm0

~+ .d3./_ Z(n)

dz
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2. Nun schreite ich zur Herleitung der Umkehrungsformel, ganz
durch denselben Gedankengang, mit etwas anderer Anordnung.

Wiederum erhiilt man duorch successive Differentiation:

fl/__,l ¢ 1

dz 2’

d’y « L ol

L (X [
lons 1
dz? y 22 ./ P »

g_ . o i ,,m o 12
_— = i - (. . — -
dz J ()y 7/ [ — O i ) |
d""y zu zm zu‘z —zw il 3“8
halt AN |\ SR T g e 15 gt e T | (R
dz& - ,?/ i G:l zl5 y 4 z:b 1() z;ﬂ ] 3/ '— zlb 10 zlG +— Ib ,,,I'IJ’

8, " - T pery il 13
d?j V.1 ; w? Wi z . 1" ® z
DA ", LA e e ey - - — -__._ - - fy .
T =Y L 10y Sy llO g 45, Y 6O - o =715 l

S z\ zwzu zms zu/zu. zu\

gt | = e 1O T N PR I S I
g ’J 2'0 27 10 7 +7 15 8 (-1h 219 ]“
. . . » . . . . . . . . . . . . . . .

woraus folgt:

. dw 1 - o ) ;
B)- oo =y 2= Y Lm0 s Yy g

worin  die Coefﬁcienten HoeiG=23,...u-y vorliufie unbekannte rationale
Functionen von 2z und der Ableitungen von z' sind. Nach derselben

Methode ﬁndet man:

i

,un‘—2 = (I‘I m;1 3 <7l+1) —/;-:é

zIV u 2! ~ua
Uy 3 =..—(":> ;ﬂ*;— 10(’“’1 —ITH'_“, - 15<7‘*'2> Tn:a
e 21113 S ii2 NTE
Ha- 4*012:1—1“(”“) ,,,‘;‘2'*1()("“) e EIG Dbt R R LIG Y Eo
26 2l 2! ,1vz:.2
s =) S — 21 () m; 3 (““)--,,;—; +2T1 ()
4 w18 0 ! ~/H He zll(l
-+2.7. 20(”4'2)’—}—':;——7 12. 10('”"\ 7;;1 7-9- l)(“ '1;4—'»,
Durch Einsetzung der Werthe von gy o, ... -z it der Gleichung (i3)

and durch beiderseitige Multiplication mit 2™, erhilt man die Umkehrungs-

formel:
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dry n (n) __ (Y 90— 1) (m=2) | (n A 1 N
(Do 2=y =@y —y [m 305
hﬂ

y(n-a) {(11)% _ 10(71;4) i 2z + 1() <n+‘> ~ o

,..IH‘J it 12

2V z“’z” 2y
_'q/(n ~4) [GD;T —15 (n-z—l), o 10 <n+1 ________ + 7. l <u;—2> y ;'3 —_
PL
—71509 % |
» ZHR

- 2® 2Vt .
<;III>T_91 (n;.l) S ﬂr <71+1> A__A_%_C) 7 1o<u+ > e
- 2

vl
&

:', /(n-~.’|)

iyl H ,.,HE
+9.7.20019% 2 11235040 E L 1915 (' 15]
& <

Durch ihre Zusammensetzung bictet uns diese Formel schr interessante
Wahrnehmuneen: abeesehen von den Binowminalfactoren, stimmt der Coeffi-
o] o
cient von y" 9 villig mit dem Coefficienten von y’ in dem Ausdrucke fur
d;-{-’J

ey 2!+ tiberein; die Binominalfactoren in dem Coefficienten von y®~9 sind
4 .

einem bestimmten Gesetze unterworfen: niimlich in dem ersten Gliede steht
(%), in jedem folgenden wachsen gleichzeitig 2 und ¢ um eine Einheit
oder nicht, je nachdem der Exponent von z' im Nenner wiichst oder nicht.

Der Beweis, dass alle beide Formeln (1) nnd (I1I) richtig sind, wird
durch das Schliessen von 2 auf n—+1 gefiilint.,

Diese Formeln (1) und (II) nebst der Leibniz’schen Formel finden
ithre unentbehrliche Anwendung bei der Transformation der Diferential-
gleichungen »** Ordnung mittelst der Substitution

{ = ¢ (¥)
Y= o(¥)u
je nachdem uns die Differentislgleichung #»'* Ordnung mit der abhiingigen

Variablen y and der unabhiingigen Verinderlichen & oder o gegeben ist.

3. Gesetzt dass
4 4 e |
() o oe ! =gy=10
() eeen Y ==
ist, so lisst sich durch die successive Differentiation der Gleichung (5),

Einsetzung der Werthe fiir 5" aus G n dicselbe nnd durch Umsetzung

n—1
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dieser Glieder von der rechten nach der linken Seite, folgende Differential-
gleichung 2 Ordnung aufstellen:

0=y 4 (n—1)(gy)" 4+ 2(n—2) (gy)* "8 (n—=3) (g [y" -+ (n—1) gy )"
+4(n—4) (g9 [y"'+ (1) (99)' 42 (n—2) gy' D"+ 5 (n—=b) (¢ [y +
+ (=1 (gy)"' +2(r—2) (gy")' +3(n—3) g ("' +(n-—1) gy) "¢
+6(n—6)(gly"+ (—1) (g1)"' +2 (n—2) (gy")"' +3(n—3) ig (y"'+
(- gy)i--4(n—4) g ("' + (v 1) (gy)' + 2 (1—2) gy YN
A=) (YT (=1 (gt 20 —2) (gy ) 0 430 -8) §g (' +
~+ (=) gy 44 (n—4) Ig (4" +-(n—=1) (gy)' ~+2 (n—2) gy P~
4 ... e
=1 gly" ™0+ (n--1) (gy)* ™" 4= 2 (0—2) (9" )" =+ 3(n—3) Ig (3" +
+ (1) gy 4 (n—4) g (' +(n—1) (9y)' +2(n—2) gy B¢ "+ ...}
d. h.

n-1

YOHEr (0= gy S ) S () gy N0,

woraus sich ergiebt
n

_1 n—
YOy g Ty (e—r) 4y P 0= 2 (D) Plgt 2 I'(n'«r) 3D+

n—3

+gg.§u(n ﬁu) r(n—;}]%—f” Ny ui’ ‘*1 (n—1) ("5 4

z——4 ﬂ—
—l—gg u (n—u) ;/(n—-; Y@R—y—u—4)] .. ... ==
oder
MD o0 gy by by - Ry L 4 k,y=0
worin
] , " n4-7 .
avy. .. =00 B=200 b= (DB 0

ky=_%"H[49""+2 (bn+-T7) gg'], ete.
Sind nun #, und n, zwei verschiedene Iutegrale der Difterentialgleichung
(;/,), so haben wir n Integrale g; der Difterentialgleichung (111)
(V) teee Y= 37} L'/f.’--1 G=1,% ... 1)

und das allgemeine Integral von (III) ist:
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y=q (")’19 7]2>’
wo (1, 79) eine bindre Form von dem Grade n—1 mit constanten
Coetficienten bedeutet.

Aus (V) lasst sich schliessen, dass die Differentialgleichung (111) der
Typus einer Differentialgleichung »*" Ordnung ist, zwischen deren luter-
gralen die Relationen:

YoYurs — Yo Your =0 S Gt 8 vty
bestehen, von denen ithrigens nur n-—2 parabolische Relationen
‘ Yo Yoy = :l/3+1 (v=1,2.,..0=2)
von einander unabhingig sind. ‘
4. Bestehen zwischen n monogenen Functionen ¥ —y,s,....nz ciner
~Variablen z n—2 homogene irreductible Relationen vom Grade my, gy 2 ., ag)
mit constanten Coefficienten:
| VD oo (W, Y2, - Yn) = 0, k=1,23%....02)
so sind, wenn man
L Vi = und gy (yy,1 =y F, (Y, Yoot) : ;
Y i =1, 20000 n=1) Or (Y1, Yo, v Yn) Yo" LD, Yo, Y k=12,
setzt, die Grossen
Dz (i==2,8,.0. n—-1)

durch die irreductiblen Gleichungen:

(VH> O O)l 1)2 sens t)n—l) =0 (k=1,2,.,..0~2)
als algebraische Functionen von y); bestimmt:
(VD) .. =/fi, () (=2,3,....n-1)

Es befriedige nun noch ein zweites System von Functionen
Y, i=,,....p der unabhingigen Veriinderlichen 2’ dieselben Relationen:
VIY oo (1, 15 Y, ... 1) =0
so dass bei analoger Bezeichnung:
(VIII> L FL (?)1, ?)?, e ?)n-—l) == 0 =120
und '
(VI oo = fis (DD (=2 e =)
wird. Es set ferner: '
(IX) “s e .-l)i'-—:giCZ)
(1X’>. . ?L:G,(S’)

G=1.2,.... 51
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Wir setzen nun die unabhiingigen Variablen z und &/ in Abhingigkeit

von einander durch die Gleichung

91(2) = G, (2",
aus welcher sich

X).,..o=y()
*ergeben mag, so dass also identisch:

KD ... gu[y ()] = Gi (2"

ist: und demnach y, durch die bubstltutlon X) in Y, tbergeht. Gleichzeitig

gehen dann aber auch

Y, in Y; _ ' (=23, 10, —1)
tiber, denn einerseits ist
Y =/fi-1[9:(8)] = Si| G, (2")] (=2 1)
und andererseits:
Y =/fi.[G()) (=28, 0

“Also:
XID) ... y;==""" ¥,

Y, (=1,%,3,....0)
Daher folgt der Satz:
' ‘Bestehen zwischen »  monogenen Functionen y; Gete...m  der
Vanablen z n~—2 homogene irreductible Relationen von den G Lden resp.
M. (b=t 3,....n—zy NIt constanten Coeflicienten
e Ys Yos Ys oo Yu) =0 E=1,2, e )
und befriedigt dieselben Relationen ein zweites System von n I unchoueu
¥; der unabhiingigen Veriinderlichen z/, so unterscheiden sich die n Functionen
Y wenn man sie durch die Substitution
g z=1y(z")
transformirt, als Functionen von 2' aufgefasst, von den # Functionen ¥; nur

k?
durch den allen gemeinsamen Factor -‘}/,ﬁ.
"

*) Vgl. Lipm, Schicsinger, Dissert. p. 18; Max Mag)cr, Dissert. p. 11,




Zweites Capitel.

- Die Invarianten der linearen homogenen Differential-
gleichungen n*" Ordnung.

1. Transformirt man die lineare homogene Dlﬂelenhd gleichung
(QI) dny dn—-l 7 )y dn,— ?,, y

+P| *“'*+p3'(_""— "|" '+ pn ![ +pn1/_"0
worin P, .y, o, ... Functionen von z bedeuten, durch die Substitution

! dén dan—1
y == :(; O 3]
wo ¢ und v Functionen von z sind, so erhilt man die Gleichung:

dr—'y an=2

o
CQIO“ +qld~n l+q’>'[:;2 B ""—‘,‘qn—lii:*kqu;:’o

in welcher
i do -1 - i
(%) - == (n>d¢/ \7]i I\pld,l-x —(n 2)13“

- st

r)

"l*(” -k )p/ l‘_zf_{_p/q

Nun aber setze ich:
do
(rg) ... ql=’)l'z— +Po=0
» dz

woraus folgt:

1 .
((/.3) e 0—"::6-“ A

Mit llalte dieser Substitution (ey) haben wir fiir jeden Coeflicient der
Gleichung (A, :
--1—_/‘pldz
qk,: e n
wo @,=0 ist. Mit anderen Worten, die Gleichung (%) geht durch die
Substitution: -

1
—Lfp.d
). .y=uve w/Pute

tiber in die Differentialgleichung mit verschwindendem Coecfficienten der
(n—1)*" Ableitung:
dry dr—2 a3y

<%> dn+a2 ddn 9+ 3;7;';+-...—|-—a,,_1d -+—-a"’v_r—__-_()
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worin die Coefficienten @; ganze und rationale Functionen der Coefficienten
~p; und deren Ableitungen sind. Fir dieselben gelten folgende Gleichungen:

b= T g~ 2

LT B (T W= T Bubby
a4=—z(’“§’)p{“+;;("§‘)Pig—r— o TR = (O
R i L R G R
b= (T)[~3p+ 3»{»{'+fw‘:’ 1 At

1
= ,+ ----- § Pipipe — ;v?va]+(“;3)[~;p:ps+7ﬁ yips]

—‘*‘:L“Pn s b
ete. .

‘wobet {iberall : P = —Jh gesetzt worden ist.

Mit Hilfe der Formel (Il) des ersten Capitels geht ferner die
- Differentialgleichung () durch die Substitution
@) z=¢(®

— dny dr—ly ' dr 2y
(A) cess + 91 A1 +(]2 (lf"_g

in

g 1 4—(1n/=0
- {iber, wo:
'—2"(9 +p1‘P,
a=—0"; a0’ -~) <"~*>p 7Py
== % 10007 - 15010 —w e — 3<">—~]
(7 2)132 ¢ ¢’ "*‘Psflﬂ ;
==—~(';)g—}—15("':‘)%1—&10(";")(%) ~7. 15(n+2)"" by
+7-1501)( _@; = [CTg-10 <’?>%f’3—+ 15 ("r‘>;;);'§]'
@-on [0 fp‘“tp =3CN =T o P

2
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TV i1 1V 18"
J— (n) + 21 (n+1> _+__ 85 (*+1) T;_‘V;’, 92.7.15 (n+9> i '7’
Nlﬂ

118
-——280(""’2) +7 12. 15/’“'3) —T7.9-15 ("5 (7’_‘)

—n[ee” —-15<>"’¢~~-—10< L 7 as(y T
7. n+2\ 7___
71601 7|
118
-P?{C""”)tp“’(r‘~10("5‘)fr“'(p“+15() ]
—P[("5D ¢ @ =3 (") " ' ]9 ("7 ‘)rp”f/"“—!-vw

qn = 'pn (P'"

dr .
und fiberall (p(”:gt—f— zu setzen 1st.

Durch die Substitution:
1
. e"‘ S ndt Cw

G)....y=
geht die Gleichung (4) tiber in
d™w a2y ar—w

<B>--'~§t7[+ S —a s e ,L-l +a w=20

mit verschwindendem Coefficienten der (n-1)*" Able1tung. Die Coefficienten
a; ergeben sich, indem man in (2) die p; durch ¢; ersetzt und fiir die
letzteren ihre Werthe aus (4) einsetzt- somit lassen sich dieselben schreiben:

a2=a2<p""+ ) [ 5 (fp”)”]
=00+ (n—2) 029" ¢ —!—("*’)[ 4"’“‘,2”—1—3 ((pu)qJ

+ (n-—?) (pm i__ 2 (n-l> (/)H?—J

¥ (pV 15(;0“’99“ 5(n 13) (P”’ 2 5(,”__19)9911190“2
w2 0P P
+< 5 )[ i 2 (Pl ( ) ‘Pm +
15(n-18) @\ -
(6).... 16 (P') ]’

a, =a5 (pm_‘_ 2 (7&—4) a;(/)“ (pls +aa [ZL:(;ti (7;;3) (I.ul (f 2 (_n:;a) (ptﬂ (pl]

a4=a4q.;“-|—§- (n—3)ayq"! (p‘z.—{— a, [

3,
+a, [n—: 3¢ g~ 20D g </f“]
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ey [ 70 _ g @70 | D=0 Vg 15(n-18) g
R L R
q)“"(p“ 15(371,"1()) (pm 118 45(73__57)7 (Pil b
-10(n—1)" = e (* )J
| Coe e e oetes o

‘wo in, den Coefficienten a,, a; ... die Verinderliche z durch ¢ (¢) zu ersetzen
ist. Ein fir alle mal setze ich fest, nm die Schreibweise abzukinrzen, dass
die gestrichenen lateinischen (Cursiv-) Buchstaben die Ableitungen nach ¢,
die gestrichenen deutsehen (Fractur-) Buchstaben die Ableitungen nach =
resp. ¢ bedeuten. :

Ferner geht die Dl{fblentldlf‘"lelchul]ﬂ (A) durch die Substitution:

y=0()-u

tiber in
dru dr -ty A2y 1 du
() oo Gt Pigam P gy H o Py =0

Hierin ist nach ((x,)'

de
PE=, [( Iﬂ» (k- l)q‘ [tl» Sl T S G AT/ £+(IIJ'
also ((b
Pi=n""" 4
woraus folgt:

ode1 mit Bu(xcl\%mhtwuno von (4)

@...000)=¢e
Aus (1) und (b) ergiebt sich:

Lo =(3) B -

n_1
v=¢ *-.w
’ .
v Fasst man alle vorliegenden Lrgebnisse zusammen, so kann man
‘aussagen:
Dic gegebene Differentialgleichung (%) geht durch die Substitutionen:

1
- ';,‘f(pl o' (n) s Pl e .
n ()

1, y=u-e
@ ... Z=fl’(‘>[ ’ — =) T")‘
12., y=w-e " T in (B)
1 .
© ... yzv.-e*ﬁmdz in (B)

{iber.
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Die Differentialgleichung (8) wird durch die Substitution:

2= ()
@ ... e o at
vE=W- € 7'
in (B) transformirt. — Auas () folgt weiter, dass die Differentialgleichung

(A} durch die Substitution

— L rp,dt
(&)....u=e TRL

in die Differentialgleichung (B) tibergeht, woraus ersichtlich ist, dass sich die
Werthe der Cocfficienten a@; auch ergeben, indem man in den Gleichungen
(2) die Coefficienten a; durch e; and p; darch p; ersetzt.

2. Wie man aus (6) ersieht, lassen sich dic Goefhcnenten a; durch
¢', die in Bezug auf ¢ genommenen Ableitungen von ¢ und die Coefficienten
a ausdriicken. Jede Function von a, o', @' ... lisst sich also durch a, a/,
als gl @ ... darstellen. st diese Function von der Beschaffenheit,
dass die Grossen ¢, ¢'' ... aus derselben verschwunden sind, so haben wir

fla,a ... =f(a,a'....)
Diese Function f wird dann eine absolute Invariante der linearen homagenen
Differentialgleichung 7' Ordnung, oder kavz absolute Differentialinvariante
genannt. Dieselbe besagt, dass mankzu demselben Fmebnisqe gelangt, wenn
man (B) erst aof (B) transformirt und dann den durch f definirten Ausdrack
aus den newen Coefficienten bildet, oder dxesen Amdmck aus den Coefficienten
von (B) bildet, und dann (). fir z- einsetzt. Die Function f,, welche

duvch die charakteristische Relatlon v
Jo (@, a >-‘fz (C DR

bestimmt wird, heisst eine relatwe D@ﬂerentmlmum'mnte. Die Zahl 7, —
den Exponenten von ¢, den Index von f — nennt man das Gewicht
(Halphen), oder den Exponent (Lipm. Schlesinger) oder die Ordnung (Brioschi)
der Differentialinvariante,

Halpher nennt in der »*" Ableitung eines Coefficienten der vorgelegten
Differentialgleichung die Summe aus den Ordnungs- und Indexzahlen des-

~ hat zum ()re\\lcht die Zahl m—+»; dasselbe

—-v

selben das Gewicht; z. B. d

gilt auch fir »* Ableitung einer jeden Differentialinvariante f,, also d«]; hat

das Gewicht v—-r.
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3. Wir schreiten nun zur Bildung der Fundamentaldifferential-
invarianten. — Durch einmalige Differentiation der ersten der Relationen
(6) erhilt man.

.27

__al (p13+9a (pll(/)_*_ (n+1)[ __4(p“1¢ +! ((P )J

‘worays m1t Beriicksichtigung der zweijten der frenannten Relationen (6),

wenn man setzt:

n-2
(D viay— re a} == a,,

n--2
<8> .. -a;;—'_g‘ (13——-(1‘,,

folgt: .
Og (1)...a3=‘—a3(p’3.

Da ¢(?) nicht constant sein darf, so kann ¢’ nicht bestiindig gleich
Null sein.  Aus den Gleichungen (1), (7) und (8) ist dann crsichtlich:

erstens, dass die Ausdriicke a, und ¢, gleichzeitig 0 oder von Null
verschieden sind;

zweitens, dass der Ausdrack ag aus den Coefﬁmenten van (I%) wud
den in Bezug auf ¢ genommenen Ableitungen derselben als ganze rationale
Functmn dieser Grossen ebenso gebildet ist, wic der Ansdruek «; aus den
Coefficienten von (B) und den in Bezug auf z genommenen Ableitungen
derselben; und

drittens, dass alle beide Ausdriicke a; und «y homogen in Bezug auf
das Gewicht 3 sind, (was der beigefiigte Index andeutet) wie immer auch
die Transformationsfunction gewihlt sein mag.

Also alle beide Ausdriicke a; und ¢ sind relativ invariant.  Laguerre
. n—2 . . .
hat den Ausdruck a; — 5 ab, welchen ich mit a; bezeichne, wiihrend

Halphen ihn mit » und Herr Brioschy mit @, zu bezeichnen pHlegen, oder
« 9

Y 7 . . . oy
noch besser den Ausdruck & — a) die Invariante der linearen Diffe-

rential-Gleichung genannt.
Eine lineare Differentialgleichung n' Ordnung besitzt -2 Invarianten
dieser Art. Es moge gestattet sein, dieselben wie Herr Brioschi vorge-

schldoen hat "") Sundamentale lelu'wtlalm\'um anten zu nennen, weil sich

* Acta math. T 14,
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alle anderen aus diesen herleiten lassen. Um die Regel zur Bildung der
fundamentalen Differentialinvarianten aufzustellen, sei folgende Bestimmung
festgestellt: fir jede der Invarianten haben wir:
. a,==a,q'",

wo a, eine ganze ra’monale Function der Grossen a,, @,....a, und der Ab-
lmtunoen dieser Grossen nach ¢ und homogen in Bezug auf das Gewicht 7,
o, aber dieselbe ganze rationale Function der Gréssen a, ay,...a. und der
in Bezug auf z genommenen Ableitungen dieser Grossen ist.

Um nun eine Differentialinvariante a, zu berechinen, wollen wir,
abgesechen von langwierigen Rechnungen, folgendermassen verfahren:

erstens, jede der Relationen (6):

1 .
9)..oa=0;¢"+ - (O 1)(n i-1) Gt T

(i=2,35,.... (r—l), )

hintereinander (r—:)-mal differentiiren,

zweitens, aus dem so entstandenen System von Relationen mit (9)
zusammengenommen, dorch Multiplication ein neues System (C) von £ Re-
lationen so combinatorisch herleiten, dass anf dessen linker Seite alle mag-
lichen eingliedrigen Ausdriicke — Producte — von einem und demselben
Gewichte 7 zum Vorschein kommen;

drittens: die £ Gleichungen des Systems (C) der Reihe nach mit zu
bestinmenden Constanten /,, /,....{, multipliciren, dann addiren, woraus eine
einzige Gleichung (D) folgt, deren linke Secite eine ganze rationale Function
der Grossen a,, @, _;....a; und ihrer Ableitungen nach ¢ mit unbestimmten
Coefficienten /, und homogen in Bezug auf das Gewicht r ist;

viertens, durch Nullsetzen der Coefficienten der Grossen vom Gewichte
<7 auf der rechten Seite von (D), die #—1 Bestimmungsgleichungen von
[ aufsachen, aus denen sich alle Constanten ! durch eine einzige z. B. {,
ausdriicken lassen. Fur diese Werthe von / verschwinden dann aus der
Gleichung (D) alle Grossen, deren Gewicht kleiner als » ist, so dass sich
am Ende eine Gleichung von der Form

="

ergiebt. Aus dieser Gleichung sind die gesuchten relativen Differential-

invarianten a, o, zu entnehmen.
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Beispiel. Aus den Gleichungen:

n+3d/n.~2 , Sfn-1 "
a4 —"W‘P“"*" (n—8) Ay p"'op"* -0 [ (n? \) ¢y "Z( 3 )‘/’II Jﬂ*n.
a's=alg! —[—-3 ayp! @+ (n—2)afp o (=D 0 (p P - ) o

(O} o =a ¢" —+ badep''g 4= 20, (" ") el
o =a§(p“ _|_(n—§—1) a, (—§(P‘12+(f"’/)l)+ .,

wean ich die linken und rechten Seiten dersclben der Rethe uach mit [,
by, 4y und /, multiplicire, dann addire, folgen fiir /; j_;,0,3,4 die Destimmuyngs-

gleichungen:
3 o n-2\ dn41 n+1
5 (n—8) L-+30,=0, (n_.,)zz-q-m,:ound( 57 )b (") =0,

also:
(»=3)(n- ?)l (=2®m-3)(n+17) /

2.5 b L= 10 (n+Du@—1)

1
— (n=8)ly ="

Daher wird, wenn man setzt:
' 1, @=8@-2) ,,  (-3H»-2)(En+7)
(10).... a, (n— a4 e — 10(n+1) n(n—1)

L (n-3)(n-2) (n=8) (n~2) (bntT)
(11>----a4-—2(n s T T M T ot Dneety | %=

AD ... ag=asq".

- Ganz in derselben Weise verfahrend, habe ich noch die Invariante

2 == Ay

a5 ausgerechnet. Sie wird durch folgende Gleichung gegeben
a. — nd 3-8 , 3(H0-3)n-2) .,
(12)....»3»5-(15— P 1.7 all — 470 at
_G=H (-9 0-D) (T413)
27 (n+1Dn(n-1) ’
und daher: 1
8 dID.... as=a;¢".
~* Der lineare Theil irgend einer Invariante a, wird nach der Formel
—p 428+ 1) (r—-25-1)
N....> @ __ (2-r+284+1)( -/ "(r.g+1)]
(]‘ > sArs[_[a 28~ 2(28+1)(7"8—1) a? —28--1

gefunden, wo: 4,,=1

—pr -2
A7,s+1"“ n 9+ s+2) 4(8

(r-25-2)(r-25-1)"(r-2s) (ZH—‘Z)'
+1)(2s+1) (r~5- 1)(?)—‘2? 3) r()~1)

und
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— 1 fitr =20 (mod. 2)

-3 r==1 (mod. 2)*)

8:0,1,.....“5‘* ”»
~

Den anderen, nicht linearen Theil muss wman auf alle Fille ausrechnen

-

4. Die Ausrechnung der fundamentalen Invarianten lisst sich in

folgender Weise etwas vereinfachen.
Indem man in der Gleichung (I11) des ersten Capitels 4 durch v,

.2.3
a, ersetzt, wird man finden:

ki durch §; und g durel (n+1) n (n-1)

9

d® n—2
v 1, di—=2p 13 (7,'_+ 4 [n—l .+_I N==

O P ey

worin:
o o (n—2 5:)’&:*—? :
i [ [a——ag, I3—— 2’ Ii ( >[ ;(77-}-1)71«(77'"1) ]
(15
0”+7 ote. . ...

Yoo
, l [__.,‘ s [am ‘—3(7;;—1)n(n l)

Durch die Substitution [(d). 1.]:
z==¢(f)

V== W

o n--1 . . .
WO == ~*»—2— ist, geht die Gleichung (14) tber in:

4 2
d w a2 dan- 3w
5+ ..—-}—1,,_,d -l w=0.

(16).... der el Y dpm 2. e dm=3
Die Coefticienten /; ergeben sich einerseits, indemy man in (6) die
durch /; und @; darch [, ersetzt, anderevseits, indem man in (15) I; durch
Wenn man daher setzt:
a—1. =4
a, — l,,.—*—-L,.

so erhilt man, was leicht einzusehen ist, indem man in (6) a. durch L,

[; und @a; durch a; ersetzt.

and @, durch 2. ersetzt:

*) Brioschi, Acta math. T. 14, giebt eine &hnliche Formel an
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Il3 = 23 (PIS

-5 o
L4,___£4 (Pl«l_}_ 3_715_ 83 (I)“ (pl.
an....

. . . . . . . . . . . . . . .

*

Hieraus findet man leicht die fundamentalen Invarianten in der Form:

a3"-:L3
u‘1=L4‘—'7L§—§L;

(18).... - ek :
- n—4 1 B(m-3)(n-4) 1 1(@-3)(n-4)(Tn-13) "
=Ly 2 L4+7 4 Ly — 5 (41 n(n-1) te Ly
<

5. Wir nehmen nun irgend zwei der fundamentalen Invarjanten;

G — AT
und d"l‘ _ 0(1. (/)

Erhebt man die erste in die s*, dic zweite in die »° Potenz, so felgen

("% Gleichungen:

was besagt, dass man zu demselben Ergebnisse gelangt, wenn man (B) evst
; S

L Y _
auf (B) transformirt und dann den durch _a:“' definirten Ausdruck aus den
‘ s .

neaen Coefficienten bildet, oder diesen Ausdruck aus den Coefficienten von
8 aa

(23) bildet und dann fiir z einsetzt ¢ (¢), d.h. die Ausdricke -~ oder —>

( S b

welche aus den Coefficienten der Differentialgleichung und den Ableitungen
dieser Coefficienten rational gebildet sind, sind absolute Ditferentialinvarianten.
Dass a,. und a, relative Differentialinvarianten sind, wissen wir schon. —
Eine algebraische Summe von relativen Differentialinvarianten desselben
Gewichtes ist selbst cine relative Differentiglinvariante von diesem Gewichte.
Ein Product oder ein Quotient von zwei relativen Ditferentialinvarianten
ist wiedernm eine relative Differentialinvariante, deren Gewicht gleich der
Summe oder der Differenz der Gewichte der beiden ersteren ist. Daher

*) Vgl. Brioschi, Acta math. T. 14.
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ist der Quotient zweier relativen Differentialinvarianten desselben Gewichtes
eine absolute Invariante; ihr Gewicht ist immer gleich Null.
Wir schreiten nun zur Bildung der zusammengesetzten relativen
Differentialinvarianten, oder der relativen Dillerentialinvarianten zwetter Art.
Aus a,=a, " und a,==@, '* lisst sich durch einmalige Differentiation
wenn man setzt:

8
(19)...ra.al — sala, = l_),

b
8
. 20)...re.el—scla,=f
.
_éine Serie von ("3%) Differentialinvarianten von der Form:

| (AV).... b, =p, g+t rZe=st.m
ableiten. ’ ’
Durch zweimalige Differentiation aber lisst sich, wenn man setzt:
oy [ —2EL g Bl CrELEED Y e
(?;D""“"'“‘““’ [43( Fo D T etk DY T drs(rbat ) } P _°
' 2r 41 2s+1 @@+ 1) :
2 LY Ao an - l' T l l ST T T T e l‘ A I n+‘ :_'ﬂﬂ.'
(2 D 0t [48(7‘ e T Gt T T drs(rdet D) @ ”*]( =7

eine zweite Serie von (";') Differentialinvarianten von der IForm:

8

(V). ... ey g+ o+

) (r,8=38,4....7) '
aufstellen welche fir »=s=238 die Halphen'sche Invariante A\ liefert.”)

L]
Verfshrt man mit a, und b,.... in der oben angegebenen Weise, so
r .

kann man eine unendliche Reihe von Differentialinvarianten bilden, deren
Gewicht constant um 71 Einheiten wichst:

4541
bl == ra, b —(r—{—s—{—l)b,a
2r+s+2 R R

(28).... b1 =7ra, b’ ——(27'+s+2) b a, (rZs=3,4.0. 1)

3r+s43 2r +s+2 2 +s+2

, =ra, b} —(3r-+s-+3) b, al

7
. . . . . . . . » . .

*) Halphen, Acta math, T. 8.
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Diese Rejhe von Invarianten ist die verallgemeinerte Form der
Halphen’schen s, 8y.,.. Fur jede dieser Invarianten haben wir:

K14 8§+ [ X T (

(V[) oo bl = /'}1 ‘P/(“'+1)7‘+8+ (u—q—])'

ria:manpn)
w==1,2,8...,

. 8 N
Ebenso lasst sich aus a, und ¢, bilden:
.

-
74842 r4s+2

- (VID ..ot dy = 0 - g7 Hort)
: t ‘

WO
r+s+2

(24) .... dy ==ta,¢f — (r-s-+2) & al®)
12 7 ”

ete, ... ete. ...,

6. Die Methode zur Herleitung der Invarianten mit fest bestimmtem
Gewichte 2 und 1 durch logarithmische WDifferentiation, welche Lipm.
Schiesinger **) und Max Meyer

Ordnung angewendet haben, lisst sich verallgemeinern. Ich schlage denselben

**¥) aat die Differentialgleichung 3" resp. 4'*

Weg ein. Es sel «, also auch a, von Null verschieden, so folgt aus der

Gleichung:
ay
o
=
durch logarithmische Differentiation
! i v ol !
@5.....r P A ,,‘,"'_(p.
i a, oy

und durch Differentiation von (25) unter Beriicksichtigang dieser Gleichung:
i

on =S R e [

q)' a, r ap » Qp Qp Qe

i i
Indem man diese Werthe fur %— und %)7- in den Ausdruck fiir a, einsetzt,

so erhidlt man n—2 rationale Invarianten von fest bestimmtem Gewichte ,,2¢
von der Form:

(VIID) ... O, = Oy oot
wo

*) Vgl. Brioschi, Act. math. T. 14.
) Dissert. p. 9, 11.
***} Dissert. p. 6—8.
3‘



20

-
‘27'-}—1 am3 ar C2
(27) e (7')e2 ay (7“—1) ,[ :2_9:—‘(;‘> — a',)‘! = i"—?-
" ) :
und entsprecl'lend
.
72

Op

_I-l( )2 @)
a. | T a?
)

28).. (")a—-a ey -

. (28) +t >2r
gesetzt 1st,

Aus n—2 Fundamentalinvarianten und n—2 rationalen [m'm'unten von

fest bestimmtem Gewichte ,2¢ ergeben sich dre b)q’remo der ‘Lb‘:oluten

Invariauten, definirt durch die G]elchunﬂen.

8 8
al nl o
((x) v T == G s=34,...0)
us g
2 w—9 .. K
(/3) a.,p+‘ agp 1 J p=L2%.. . 5~ firn o 0 (mod.2)
e ’P+‘)e”l"“ o (p+Dglp +1 | o=t "2 a1 (moe
P s -2
( ) (2P+Z)eg+l ("P+ )gp+1 lp:l,?, ceee n';)-‘v- fiie £ =72 6 (mod, N
c e T T T =T -
7 a2p +-1) (121) +2 \lp——l,i’, ....n,,;t 2 721 (m0d.2)

Durch logarithmische Ditferentiation dieser Gleichungen («), (/}) und
(») nach ¢, erhilt man drei nene Systeme von Invarianten, die fest das be-
stimmte Gewicht ,1% besitzen: '
AX) ... @9 ==y g
(X)) ... Cr+y == CP Dy
(XD)...Cr+ % =CP+2) o/

Wwo: J
; iy b,
(r.a)llzzsi"r___,. Bs 7 (rSs=54...m)

ap A, a0,

i+ De, =1,23... "Chiea= L2

(“""'Um _—2 L?A‘l‘_ '—- (2 + ) (va zei p , 3 3 fite 22 = 0 (modl
as p (2 +1) n-1_. _
p+1 4 p=4L2,3... -~ fiirn 21 (mod. 2)
@p+Del Bip 12 | p=1,23... "53 fiiv 1 == 0 (mod. 2)

(2P+1)n = (])—I— 1> Ep+ g,

a2y 42 lp:l,?,ﬁ.., 1—1-}3 fiiv 7 == 1 (mod. 2)
und entsprechend 9, @2+, und ®#+%) in griechischen Buchstaben ge-
setzt ist.

7. In den vorhergehenden Nummern wurde die Differentialgleichung
(B) mit verschwindendem Coeftfcienten der n—1*" Ableitung benutzt, um
die Differentialinvarianten zu bilden. Es ist sehr leicht, auf den allgemeinen

Fall (A) zuriickzukommen. Die Gleichune (B) wurde aus () durch die
2 )



o . ., do .
Substitution y==a-v hergeleitet, fiir n po=0, oder was auf dasselbe
' 2

hinauskommt, fiir a,==0. Wenn wir nun in einer Differentialinvariante, worin
a, =0 gesetzt ist, die Coefficienten a; durch ihre Werthe aus (2) ersetzen, so
ist klar, dass die allgemeine Form zum Vorschein kommt. Ieh benutze dieselben
Buchstaben griechisch oder lateinisch, gross oder klein, fiir dieselbe Invariante,
je nachdem sie sich auf die Gleichungen () oder (A) resp. (B) oder (B),
) () oder (B) resp. (A) oder (B) bezicht. Somit lautet z. B. die erste funda-
wentale Invariante fir die vollstindige DifferentialO‘Ieichung ) resp. (A):

n—-2 -1\ 1 2 n—2
B = (") g #— vt - ot =" e
1 1 , 2 n—-2
A3:—_P3 ) p°— (nz ) [ ])“ n PP 3;{2 ]ﬁ ] o ;{"Pl})g,
und A.‘;zfla‘f >

ete, . . .

Bemerkung 1. Hitten wir in dem bisherigen Verfahren iiberall p,,
durch () p;, a; darch () a; cbenso p; durch (Dp; und a; durch (%) «; ersetzt,
wie es Herr Brioschi gethan, so wiirden sich alle Differentialinvarianten
etwas einfacher ergeben haben.

Bemerkung 2. Unter Hinzuziehuhg dieser Binominalfactoren, giebt
Herr Brioschi in seiner Abhandlung ,Les invariants des équations différen-
tielles linéaires, Acta math, T. 14. noch die Ausdriicke a; und a, an, welche
Herr Forsyth ausgerechnet hat. Dieselben lauten nach seiner Bezeichnungs-
weise:
tg=ps— 3! +—~p, gpé“ 11;“’ 5 3'+1 Pacty

Tn48 o B350 1120493
14(n—4 D (lpgp P Gy
105 8 35 7 21 11431
ot YO 9P 225 vy g
=P 2]"’"_ 22 i TP TP T B
9 385n‘+1728n—1—1919 )
P21
T2 (nt1)?

[
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Drittes Cap1tel

Anwendung der Invarlanten der linearen homogenen
Differentialgleichungen n** Ordnung.

1 L]
1. Wir setzen voraus, dass fur die DifferentialO‘Ieichnno‘
dn— l dn——2y

Q... 570 4 b

die Invarianten ("),'tl, @+, und @2+2,, vom Gewichte .1% nicht gleich-

+p dzn~2? -+ .. +Pn 2 [ +pn/—0

zeitig verschwinden oder ihren Sinn verlieren, dadurch, dass fandamentale
Invarianten ¢, (r=3, 4 ... n) oder Invarianten & vom Gewichte ,,2¢ identisch
Null sind, dann gilt dasselbe fiir die entsprechenden Invarianten l,, my, n,
a, und e, einer jeden Differentialgleichung (A), welche aus (W) durch die
Substitution

Z::(»(t)
(... 3,=9r(z)-u,

hervorgeht; ¢ und g sind beliebige Functionen von t Unter dieser Voraus-

p-+1
e . . Ay +1 & .
setzung konnen die absoluten Invarianten -—7-, - ,ppH and  -—— uicht
ag 2p+2

constant sein. — Ich nehme ferner an, dass die Coeffiicienten p; algebraische
Functionen von z sind, dann sind auch die Invarianten der Differential-
gleichung () algebraische Functionen von 2. Sind nun auch die Coetfi-
cienten p; der Differentialgleichung (A) algebraische Functionen der unab-
héngigen Variablen ¢, so folgert man aus (¢), () und () des zweiten
Capitels dass ¢ (f) eine algebraische Function von ¢ ist. Demnach folgt
der Satz:

,Wenn eine Differentialgleichung () mit algebraischen Coetticienten,
fir welche nicht gleichzeitig die Invarianten von fest bestimmtem Gewichte
1 verschwinden oder ihren Sinn verlieren, durch die Substitntion:

=g
y=o9(t)-u
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in eine Differentialgleichung:
At " lu d—u
A Py
(e g TP gt TP s
mit ebenfalls algebraischen Coetficienten tibergeht, so ist die Transformations-

ts
A 4 p”,_l-;—?; —+ pu =20

function ¢ (¢) eine algebraische Function von £.¢
Der Factor o(¢), dessen logarithmische Abteilung eine algebraische
Functibn von ¢ ist, hat den Wert [Cap. 2, ()]:
Lo, (] n |
L (T a5 d
(;(t)ze ,,J(P:'P (2),7): ) dt
n—1

z(p’ e
n-1

; 1 1.,
Ca (e‘ wd vld"») T oaimdt
, 2= 0(0)

1 . r o,
=P dt.e'— S Pyt
—-"'_—-(p 4
Nun ist ¢ eine algebraische Funetion vou £ Ist ferner
Yo, Yo, o v Y
das Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (%) und
setzt man die Fundamentaldeterminante dieses Systems
dby,

= k=0,1,.. n»—-l)
r=0,1 5

dz¥
bezeichnet man ferner die Determinante, welche aus # eatsteht, wenn wman
die (n—o)*" Ableitungen der y, durch dic 2 Ableitungen crsetzt, mit
fir j=1,s... 0 ergiebt sich bekanntlich:
@) b=

T\ - R ——
)oee B A G=10,.m

Daraus folgi\\

Ay A
h=-"y=—7
also:
Y /pdz 1
e n e d n .

Sind die Integrale y; algebraische Functionen von 2z, also auch von ¢, so
ist 4 ebenfalls eine algebraische Function von ¢ Der Bestandtheil von

o (D), Welc.her ‘nicht algebraisch zu sein braucht, lautet: (3711“’1 @ Tst noch
p, die logarithmische Abléituntr einer algebraischen Function, so ist ¢ (¢) selber
algebraisch. Daraus ergiebt sich der Satz;

»Sind die Integrale y; einer Differentialgleichung (%) mit algebraischen
Coefﬁmenten p, fir welche nicht OIEIChLeltlo die Invarianten 2, ny, 1y
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identisch verschwinden oder ihren Sinn verlieren, siimmtlich algebraisch,
und geht dieselbe ; durch die Substitution:

2= ()

y=e¢@ u
in eine Differentialgleichung (4) mit algebraischen Coefficienten p; tiber, so
nnterscheiden sich alle Integrale der letateren von algebraischen Functionen
nur dorch einen allen gemeinsamen Factor ¢ (f), dessen logarithmische Ab-
leitung selber einc algebraische Function von ¢ ist. Ist p, noch logarith-
mische Ableitung einer algebraischen Funetion von ¢, so sind anch dic
Integrale w; der Differentialgleichung (d) algebraische Funtionen von &

8. Betrachtet man die n Funtionen 3 und n Functionen F, fgy

i=12...1, 1m ersten Capitel 4., als Fundamentalintegle zweier Differential-
gleichungen (A) und (A4), indem man ¥, 2/, y resp. durch u, ¢ ¢ ersctat,
8o folgt der Satz:
' »Bestehen zwischen den Integralen w; eines Fundamentalsystems
einer Differentialgleichung () »'* Ordnung 2—2 von einander uwnabhingige
irreductible homogene Relationen, und befriedigt dieselben Relationen das
Fundamentalsystem von Integralen w; einer zweiten Differentialgleichung (A)
2* Ordnung, so lassen sich die beiden Ditferentialgleichungen durch eine
Substitution:

=0

. 1 :—:QO‘)-M

aus einander ableiten.
: 4. IBs bestehe zwischen den Grossen g (iir w20 das irreductibe
System homogener Rclationen:
: (3> tee ‘f/a(!/n,’lj:u s yn) == 0 (l==1,2, .. 0 ~9).
Setzt man fiir y, und y, beliebige algebraische Functionen einer Variablen z,
deren Quotient nicht constant ist,
' Y=9:(2) Y2=9.(2)
so sind duarch die n—2 Relationen (3) auch u,4-.4..., als algebraische
Functionen von z

Y= g (2) L =3 4.m)
bestimmt, und es besteht zwischen den ¢;(2) =, 5,5... keine lineare homogene
Relation mit constanten Coefficienten, weil sich sonst die Verh#ltnisse je



25

zweier ¢,(2) als constant ergeben wiirden; g,(2) und g¢,(2) waren aber
linear unabhiingig von einander gewihlt.

Diese Functionen 7; == g¢,(2) konnen aufgefasst werden als Elemente
eines Fundamentalsystems von Integralen einer linearen homogeunen
Differentialgleichung () »' Ordpung mit algebraischen Coefficienten, denn
diese Jassen sich aus den Elementen cines jeden Fandamentalsystems und
ihren Ableitangen [2. (2)] rational zusammensetzen, Macht man nun die
Annahnie, dass fur die Differentialgleichung (4) die Invarianten I, m, und
n, nicht gleichzeitig verschwinden oder ihren Sinn verlieren, so folgt aus
den Sitzen. 2. und 3. der Satz:

»Bestehen zwischen den Integralen u; einer Differentialgleichung mit
algebraischen Coefficienten
' d"u dr -y a*u du

<A> e '%-1—})1 = —+ P2 o e ot Pu —d*t—}—p,, w =1,
fur welche nicht gleichzeitig die Invarianten I, m, und n, verschwinden oder

ihren Sinn verlieren, diec n—2 Relationen (8), so unterscheiden sich die
Integrale dersclben von algebraischen Functionen der unabhiingigen Ver-
Anderlichen ¢ nar darch einen allen gemeinsamen Factor, dessen logarith-
mische Ableitung ebenfalls eine algebraische Iunction von ¢ ist. st noch
py die logarithmische Ableitung einer algebraischen Funetion, so sind die
Integrale der Differcntialgleichung (4) algebraische Funetionen von £«

I1.

- 1. Lassen wir nun die Voraussetzung 1. L. fallen, und versuchen
wir die Fille zu erortern, in denen fir die Differentialgleichung () die
Invarianten von fest bestimmtem Gewichte , 1%, nimlich 4,, ¢, und »,, gleich-
zeitig verschwinden oder ihren Sinn verlieren; dasselbe gilt natiirlich fur
die gleichbenannten Invarianten der Differentialgleichung (4). Unter dieser
Voraussetzung  konnen die Fundamentalinvarianten o, ;... ., und die In-
varianten g nar constant oder identisch Null sein.  Aus den absoluten
Invarianten (e), (B) und (y) [Zweites Capitel] kann man nicht mehr
folgern, dass die Transformationsfunction ¢ (f) eine algebraische Function
von: ¢ ist. — Es sind folgende Fille zu erdrtern:



26

@) gy =0, dy,,0=0
1) Cr*e, = 0;
2) Cr¥de, o (0, P+ =0,
0 . = @] —
€) vovitgy FO0, ay,,=0, M =0
1) Grtle, = (),
2) CGrtle, == 0, P+ =0,

d) * s e agp+1 ‘_—‘: 0’ a2p+2 :F O’ (.7.,8)11 == O

1) Cr+de, = (), (P+dp, = ;
2) Cr¥ie, == 0, Cr+ig, o () W+, == 0, B+, = (),
woO ﬁberull ' p=1,2,3 ,_._?"T? fiir cin gerndes n . ‘
‘1 in dem Index 2p—-1
»=1,2,3... ”—;— » 2 ungerades n

n—2 . ’ CT E
p=1,2,8...,— fiir ein gerades n N
2 -2
( n-3 n » ” ” 2_[) -

p=!;2,2....-2— » 5 ungerades

r = s=3,4...7n ” " - (,)-’ S)
zu nehmen ist.  Ferner ist zu bemerken, dass ®@+9, nur auf die Funda-
mentalinvarianten a,, ., und @+ nar auf die 445 sich beziehen, und dass
das Zeichen ,+¢ die Bedeutung hahen soll ,sind nicht alle identisch gléich“.
2. Ic¢h fange an mit dem Falle
@) ... Ay =0, ay,,,=0. ’

Wir gehen aus von dem Satze 8. des I. Abschnittes. Aus demselben
folgert man: wenn fiir eine Differentialgleichnng 2" Ordnung, zwischen deren
Integralen n—2 von einander unabhingige irreductible homogene Relationen
bestehen, dic sd@mmtlichen Fundamentalinvarianten verschwinden, so findet
dies fir alle Differentialgleichungen n' Ordnung mit diesen Relationen
statt. — Die Differentialgleichung: '

g n,

®)....50=0
hat die Integrale
1, z 2% ...2"!

welche cin Fundamentalsystem bilden und die von cinander unabhingigen
Relationen o
2
<4> e Urpt 7 OO yg == 0 {v==1,2,....n—2)

befriedigen.



27

Die Fundamentalintegrale der Differentialgleichung (8,), fiir welche
simmtliche Fandamentalinvarianten identisch Null sind, geniigen also n—2
parabolischen Relationen zweiten Grades, also sind ftir jede Differential-
gleichung #** Ordnung mit den Relationen (4) die siimmtlichen Fandamental-
inyarianten identisch gleich Null.

' Umgekehrt gelioren auch zu jeder Differentialgleichung n'™ Ordnung:
drw dr*w

dw
e T L ) ; = e )
<B) der + de—2 : -+ :an—-l dt -+ a,w ( s

fur welche alle n—2 Fundamentalinvarianten a,,,, und Ay, .0 1dentisch ver-
schwinden, die n—2 parabolischen Relationen zweiten Grades; denn (rans-
formirt man dieselbe durch Substitution [2. Cap. (1)]
L=y (z)
(5) e n-t

w=q¢' 7 v

worin g=¢ (¢) ist, welche aus der Differentialgleichung:

O3 (F) 3 () e

bestimmt wird, so folgt aus der ersten der Gleichungen (6) des 2'" Capitels,
dass in der transformierten Differentialgleichung a,==0 ist. Dann folgt aus
@) dass hintereinander a,=0, a,=0 ... a,=0 wird. Die Differentialgleichung
(B) geht also durch die Substitution (5) in die Differentialgleichung (B,)
tber, d. h. ihre Integrale geniigen den n—2 parabolischen Relationen zweiten
Grades (4).

Ferner folgt aus den Gluchun«*en (18) des zweiten Capitels, dass
hintereinander L,=—0, L,=0, L,==0....L,=0 werden, wenn Ay =0
und a,,, ,==0 sind, d. h. es wird a,==1,. Hieraus folgt mit Beriicksichtigung

der Entwickelung 3. des ersten Capitels:

Erster Brioschi’scher Satz: ,Sind die Fundamentalinvarianten einer
linearen homogenen Differentialgleichung n** Ordnung identisch gleich Null,
so lisst sich das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ausdriicken
durch eine binire Form (n— 1)** Grades mit constanten Coefticienten, deren
Argumente die Fundamentalintegrale ciner lincaren homogencn Differential-

gleichung zweiter Ordnung sind.*
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Zweiter Satz: ,Sind die Fundamentalinvarianten einer linearen ho-
mogenen Differentialgleichung #'* Ordnung identisch gleich Null, so ist
dieselbe von der Form:

. drw nt 1) , ":’}E o (n+1) (?n—m; n }_1) y l—)lz_—{:z Jf:w
(B df't+( 3 )9 gu-v T ( )J dpn—3 +( ? [q'/ - J(’l’”“'

u"\

+(n+l) [4qlll+9(')72+7>JJ ’ _+ == 0,

g
worin (*§")g==a, cine belichige Function von ¢ bedeutet, mnd ihre Funda-
mentalintegrale w; betriedigen n—2 von cinander unabhiingige irreductible
homogene parabolische Relationen zweiten Grades
Wy — W,0,,0==0 (=1, 8,... 0~ D)5
Dritter Satz: ,Eine solche Differentialgleichung (/5)), deren siimmt-
liche Fundamentalinvarianten identisch Null sind, lisst siech stets duveh die
Substition: '
t =y (2)
W == . 0,

— wo z==¢(t) aus der Diﬁ'en'entialgleichung’

(plu
7' 2 ¢
zu bestimmen ist, — in eine Differentialgleichung 2 Ordnung mit con-

stanten Cocfficienten, nimlich in

transformiren.«

0

3. Betrachten wir nun den zweiten FFall:
[)) e a?p+l = (), Qypya | O, (?})i-?)ll = (),

Da 1,=0, also auch 4,==0 sind, so miissen simmtliche absolufe Invarianten

2p4-4
(1 rp

(..., =2 Coust,

“sein, von denen mindestens eine von Null verschieden ist.  Hier unter-
scheiden wir zwetr Unterfille:
])..,(")IHJ")O.,::U



Transformirt man die Differentialgleichnng (5) durel die Sabstitution
(5), worin z==g(2) ist, und*) ¢ (¢) die Gleiéhung
&) ...a,=a,qp"
befriedigt, in welcher a, eine beliebige aber von Null velq('lnodon gewiihlte
Constante z, bedeutet, so folgt ans (7) dass alle lnvarianten e, dann
Conbtanten #y42 sind: dann ergiebt sich aus (91’”);2::0, gy 1 =0 und oy, o=
#p42 dass hinteremander 6,=0, a;=0, a,==2, 0;==0, a;==x,...., im all-

gemeinen @, =0 und Gy =1, 5. Somit wird die transformite Differential-

29+

aleichung lauten;

dro dn-2—2,
(%2) veas "l " + /Qp+2 dz”"?l’_’” = (),
. n-2 )
wWOorm:; p=12,.... e fir cin gerades n
n-3 .
pe=1, 2, ....— . ungerades n
) 9 ] 2 ” D

zu setzen ist. —
9) o ”"*”eg'l‘-O, (?p+2)l]x =0,

Da n,=0 sind, so wmiissen simmtliche absolute Invarianten
: : (42 ppat

(9) ... ——=2— = Const.

: ap 42 .
sein, von denen mmdectula eine von Null verschieden ist.  Wir transformiren
die Dlﬁu'_eutxulg]elchung (B) durch die Substitusion (5), in welcher c=¢ ()
ist, und @(¢) der Gleichung
_ (10).... Wey="¢, ¢”*
genligt, worin Mg, eine beliebige ‘aber voh Null verschieden gewahlte Constante
z; bedeutet; so muss wegen (9) auch ¢, eine Constante z, sein, ferner werden
wegen (7) alle Invarianten e,,. ebenfalls Constanten ... Aus (28)

zweiten Capitels folgt dann, dass a,=="e==12, ist. Nun folgt aus @y, =0

und oy, o ==, hintereinander, dass a;==0, @;==x,, 0,==0. q;=2, ...., I
allgemeinen g,,,,==0 und @, o==x,,,. Somit wird die transformirte Diffe-
rential-Gleichung Iauten:

dr-2p dr -2

(%Q'“ '} , T e -2 St s T Y

"% Womn a, die erste von Null verschicdene Tuvariante ist (dass dhmliche ist hei jeder ¢ (0
bestimmenden Gleichung zn bemerken.)



Ipx 1,2... &:‘2 fir n==0 (mod. 2) l

{ zu setzen ist.

worin
n—3

l_p::l,?...Tfur n==1 (mod, 2) I

4. Wir gehen nun zur Betrachtung des dritten Falles tiber:

\ ’ +1
€) ere Ay 0, 8y, =0, OV =0,

Da @49, =0, also auch die Invarianten ®*Y3,==0 sind, so miissen

simmtliche absolute Invarianten
2p+-3

(an.... Yl Const.

2p+-1
A2p+3

sein, von denen mindestens cine von Null verschieden ist. Hier sind auch

~zwei Fille zu unterscheiden:
1) (Qp+1)62=0-
Wir transformiren die Differentialgleichung (B) durch die Substitution
o e}
(5), in welcher z=¢(?), und ¢ (#) durch die Gleichung
(12).... ag==03¢"
bestimmt wird, wo «; ¢ine beliebige aber von Null verschieden gewiihlte
Constante x, bedeutet, so folgt aus {(11), dass alle e,,, Constanten i,
3 9 o >\ * p 41 2p 41
sind; dann ergiebt sich aus @*Dg=0, @y, ==#y,1 und oy ,,=0, dass
hintercinander @,=0, ay==sx;, a,==0, a;==x.... allgemein a,,,,==uxy,,, und
0,.5=0. Somit wird die transformirte Differentialgleichung lauten:
D+ =) =]

dnv dn—?p -1 v

(B).... — 4+ Z /zp+1d n—tp1 =0

% fir n==0 (mod.

H

2) ]
a1 Zzu setzen ist.
Tfi‘n' ==1 (mod, 2) |

-worin

H

2) Guthg, 0,7 @+, =0,

Da G2+ =0 sind, so milssen siimmtliche absolute Invarianten:

a3p+1 N .
(18).... Gt — Const.

sein, von denen mindestens cine von Null verschieden ist. Transformirt
man die Differentialgleichung (8) durch die Substitution (5), worin ¢ == ¢ (?)



ist, auf die unabhingige Verinderliche 2z, in welchor ¢ (f) bestinmmt wird

durch
(14) .. .. Wey==Wg, p*

wo Mg, eine beliebige, aber von Null verschieden gewihlte Constante i,
bedeatet, so folgt aus (13), dass ay auch eine Constante x, ist, dann schlicsst
man aus (L1), dass sémmtliche ungerade Fundamentalinvarianten e, ebenso
Const_'an‘ten #3p4q sind; ferner ergiebt sich aus (28) des zweiten Capitels,

dass sinmtliche 2+%¢; == @, == , sind. Aus Oyt == #3541 U 015, ., == 0 folat

hinter einander, dass a, =, 0, = 0, a,=1x, .... allgemein a,,,, ==, ,,
Ay == 0. Somit wird die transformirte Differentialgleichung lauten:
do=20 a2y
CORE ;l—z“;+72clz"2+~p/2”*ld"* Eha

. n-2 . n-~1 . .
worln' p==1,2,.... 5 oder p=1,2,.... —5— zu setzen ist, je nachdem
dad

n gerade oder ungerade.

5, Nun kommt der vierte Fall an dic Reihe:
d) ooty F O, gy, F 0, OV, =0.

-~ Da ©9] =0 sind, so mfiissen simmtliche absolute Invarianten (o)

a 3
(15) . ~.— == Const,
sein, von denen mindestens eine von Null verschieden ist.  Teh bemerke
hierzu, dass unter der Voraussetzung ®9l, == 0 die Invarianten ¢+Y¢, und
@r+9e, gleichzeitig O oder von Null verschieden sind.  Hierpael sind demnach
zwei Unterfillle zu unterscheiden:
- oo @Fe == 0, &+, — ().

- Transformirt man die Diﬂ'erentia]gleichuhg (B) auf die unabhingige
Vel'anderhche z durch die Substitution (3), in welcher z=="¢(¢) ist, und
cp(t) durch die (xlelchun«r

(16) .. ==z, '
bestlmmt wo a5 eine beliebige, aber von O verschieden gewihlte Constante
#3 1st, ‘dann folgt zandichst aus (15), dass auch alle «, Constanten x, sein
missen. Ferner folgt aus (28) des zweiten Capitels a, = 0. Hieraus
schliesst man, dass alle Coefficienten a, = ¢, constant sind. Somit wird die
transformirte Differentialgleichung lauten



B “dry dn—3p dr- do _o.
( 6) e d,:"_ —*— '3 " ,::4 +/1 (':”_4 + ce e '_}— /n-l : }‘/u V=
) ... ey (0 EP¥Re, o O Gy == 0 CP¥I == 0.
Da n,=0 and m, == 0 sind, so miissen alle heide -Systeme von

absoluten Tnvarianten () und (p) des 2'* Capitels constant sein, nimlich:

H ‘p+—1 B

An ... & g e Const.
_ (3P+2)e7’+‘
(18). ... ———*— == Const.
A2y 42

von denen mindestens je eine von Null verschieden ist. Traunsformirt man
die Differentialgleichung (B) durch die Substitution (), in welcher z == ¢ (),
und ¢ (&) durch cine der Gleichungen:
[ ay == ey ¢
(19) ... We, ==, (p’g

l Dy = Mgy o
bestimmt wird, wo eine der Grossen ey Mg und Dey cine beliebige, aber
von Null verschieden gewihite Constante bedeutet, dann folgert man dass

die teanstformirte Differentialgleichung lanten wird:

: dre dr-2 dn=ie
@)oo n

in welcher #; constante Coefficienten bedeaten.

D .
i RTINS b A :—1— “n ”:()7

6. Tn allen in diesem Theile angefilrten Fallen sind wir auf Diffe-
rentialgleichungen (B,) mit constanten Coefficienten gefiibet worden. Um
untersuchen zu konnen, welche Relationen zwischen deun Integralen der zu-
gehorigen Differentialgleichung (), oder, was auf dassclbe hinauskommt,
der zugehorigen Differentialgleichung (BB) moglich sind, betrachten wir nun
die allgemeine charakteristische Gleichung:

(20) ... 0" = 1"y T L R, -0, =0,

Zuniichst erledigen wir den allgemeinen Fall. Es seien o von ein-

ander verschiedenen o;-fache Wurzeln #; 4oy o, ., yorhanden, so dass Ea,-n

izt
ist. ‘Ausserdem seien die Warzeln »; so geordnet, dass stets ’/'i/‘"in ist.
Das System der Fundamentalintegrale der Differentialgleichung (B) wird
dann lauten: v
e"i? zeTi?, i, ... g4t @it
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welches wir bezeichnen mit
1) .on. vy, Vi, Vi e Vi, (i=1,2,5...0)

Zwischen diesen Integralen bestehen offenbar die Relationen:

Yu_ Y %a__ _ Vo1
Vya ¥ia Yy Ula,
L)
OV Ym___ "a-l
(@1) |=, = e e =

Vga Vg3 Uy 24,
Vg V2 Vs Usa~1l

’va'g Veg Vg Voq -

woraus sich die folgenden, von einander unabhingigen quadratischen homo-
genen irreductiblen Relationen ergeben:
. 2 , 1=1%3..,.0
(22) ceo e Uidgl — vh»j Ui, BYES 0 (v,i=1:?,s.... ai—-2>

(23) .. .. Vi1 Uig1,2 — Uiy, Uiy, == 0, G=1,8,8..., 02,

Dic Relationen (22) horen auf zu bestehen fir o; =2 und die (23)
fir ;=1 und o= 1.
‘ Zu diesen Relationen konnen noch einige hinzukommen, wobel wir
zwel Fille zu unterscheiden haben:
«) Wir setzen voraus, die Wurzeln 7, seten von der Beschaflenheit,
dass ihre Verhiltnisse rational sind, was besagt, dass ausser der Gleichung
. .
= o;r; =0
. . ) t=1 :
zwischen den Wurzeln 7, noch 62 lineare homogene Gleichungen it
ganzzabligen Coefficienten bestehen; dann konnen wir
. T =y 0 =1,2,. ..0)
setzen, wo g; ganze Zahlen ohne einen allen gemeinsamen Theiler bedeuten,
und die Integrale v, lassen sich als rationale Functionen des Parameters
. {=1¢"
darstellen, némlich:
vy =L G=1,2....00

Aus der Anordnung der Wurzeln »; folgt, dass die ganzen Zahlen g¢; ebenso
geordnet sind, ndmlich

) 0i =7 Qi1 (i=1,2....0-1);
und setzt man ferner



0 T Ot Jl

—= .

Oi41 — Qi3 ri )
wo y; und y; ganze positive Zablen ohne gemeinsamen Theiler bedeuten,
so lassen sich die 6—2 von einander unabhiingigen homogenen Relationen

herstellen:
(24) ... 00—l =0

. Ui i1 Vivan (=1,238... 0-2)

) Sind aber die Wurzeln »; von der Beschaffenheit, dass ihre Ver-

hiiltnisse nicht rational sind, dass aber ausser der Gleichung X ¢; 7, =0
: i=

noch ¢—3 lineare homogene Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten
besteheny welchen die Wurzeln Gentige leisten, dann haben wir 0—2
Gleichungen mit ¢ Unbekannten, von denen also zwei als unabhingige Ver-
#inderliche zu nehinen sind. Seien dieselben », und 7.; dann lassen sich
alle tibrigen 7, als lmeale homogene Fuuctloneu dlLbLl' 7, und 7, ausdriicken,

nimlich

o i i = Wy vy v 7, (=1,2....0-2)
also
. i, = vl
oder |
i Vi1 Ai LV M pit =4
( V-1 ) k’IJ 1> U1

(#=1,2,3,...0-2),

Wenn man das kleinste gemeinsame Vielfache der absoluten Werthe von

V== i — A G=ie,...0- mit m, alsdann ;;7’2_% mit 3; bezeichnet, jede

Gleichung zur A Potenz erhebt und dann immer zwei aufeinander folgende
durch ecinander dividirt, so erhilt man:

f_’fl 1 )/5' A (vz+?,1)/7)l+1 ey (’vu) i3 — i fBic "

wenn man zur Abkiirzung:
' 3G RYCTRTE > D
Biki=1%, Bipihipa=2"*" und ;i — 1 i ="

setzt, werden ¢—38 homogene Relatiohen erhalten:

i@ AN L O g0 G 0
(25)' * Vigr,r Lo =i, ln 0 (i=1,2,...0-3)

wo die Zahlen &, 26+Y und 4 nicht nur positiv, sondern auch negativ
sein koénnen,



Es bleibt uns nun nichts fibrig als zu beweisen, dass ausser den
Relationen (22), (23) und (24) oder (25) keine andere in dieselben nicht
cerfallende Relation besteht. Diesen Beweis werden wir spiiterhin lietern,
Wir gehen zur Betrachtung der speciellen Fiille iiber. ‘

7. Unter der Annahme, *dass o==mn, also ¢;==1, @=1,2..n» und dass
die Verhaltnisse der Wurzeln #; rational sind, horen die Relationen (22) und
(28) auf zu gelten, und wir konnen nach dem Verfahren 6.«), folgende

Gleichungen aufstellen:

')"-z?/(),» (i=t,2...m)

QT ik M ‘
Qig1~ Qiv2 o Vi ¢ 4L,%..0-D
(26)... 7’3’:1-“” == ”5:2’ (=1, 2 )

wo die Grossen g;=>g,,, ganze Zahlen ohne einen allen gemeinsamen Theiler,
¢iund 7; ganze positive relative Primzahlen und »; die Fundamentalintegrale
der Differentialgleichung (B) bedeuten.

Durch die 7, werden die p;, durch die g; die Grossen u; und »; oc-
geben, und umgekehrt durch g, und »; sind die Verhiltnisse der g; und

i=1

. . . n .
dadurch die Verhiltnisse der 7; bestimmt, da wegen 7;,==0 noch dic

Gle;chung %()i —0
besteht. =
Man kann auch umgekehrt zeigen, dass, wenn zwischen den Integralen

v; die n—2 von einander unabhiingigen homogenen Relationen bestehen,
dieselben sich auf zweigliedrige reduciren lassen und die Verhiltnisse der
Wurzeln #»; rational sein miissen:

‘ Es mogen zwischen den Integralen v; die 7 —2 homogenen Relationen
bestehen:

AR l=1,2,2...0~2
1 ALl — =1,2, 2. .m~¢
1 11 0, (m/'=],‘2,3“.pk)7

M =1 ?

@7)... Ry= ¢

von denen jede Relation R, je p, Glieder enthalte, so mtissen sich die in

: . . 7 (k) o
der Relation R, vorkommenden Glieder Hetmi — wenn v, dareh e® ersetzt
=1
wird — zu demselben Gliede €“° vereinigen; es miissen also die Gleichungen
bestehen:

b*
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(28)” lg)/;; 71{"*“,5;/;3‘3 ’2+ ln/z;n Py=ay

und gleichzeitig
Yeg—o

sein'_,fl'fu' k=1,2,0 n-2 UNA my=1,23...p
Sctzt man :

o 11

so gewinnen wir aus (28) durch Subtraction n—2 Systeme von je p,—1

Gleichungen zur Bestimmung der Wurzeln 7, niamlich:

(k) (k) *) » h=1,2, .. 0 ~2
(‘)9) TR dgmk 1"+' d?m;J +dﬁml7 3" + d”m/u nT 0 7 )

mk-—:‘.’,a I Ve

Dazu kommt noch die Gleichung
(80) ... 194 ... A=7, = 0
und die Gleichungen
a k) (k) (k) k=1,2, 002
(01) e dsmk +d2mk+ DEN R '-'l—(lllmlv = O (71},/::?, 3,...pk
welche sich aus den Gleichungen
(%) *) - k1,2, .0 02
lmkl+]7'1/2+""+[m/n O my==1,2,3 "pk >
ableiten lassen, wo n, den Homogeneitiitsgrad der Relation 77, bedeatet,
Die Gleichungen (29) sind wegen (31) von der Gleichung (30) un-
abhiéingig, und es ist ersichtlich, dass von den n—2 Gleichungssystemen (29)
wegen (30) nur n—2 Gleichungen wu'l\hch unabhiingig sein Aomzen. Ich
behaupte aber, dass n—2 der Gleichungen (‘)‘)) von einander unabhingig
sein miissen. Nimmt man nimlich an, dass nur #--3 der Gleichungen (29)

von einander unabhingig wiren z. B.

d(fg?'l -+ dg_ 7y~ dfg ry . + /,L, Py == (51,2, .., n—0)
so wiirden die Gleichungen
]an/v =,72 ’/Sfb/‘k d(g) i=1,2,8...0
. s s
Ao, = "8 g g9 \mnamga s
s=1

bestchen. In diesem Falle wiirden die Relationen (27), wenn man dieselben

( e e 4. ' " (8)
lesp. (]ur( *h l[ (*lt t=1,2...n—2) dividirt und [/ uiltc ==y setzt, lauten:
=1 =1



ni; alek) bbb P
" b=8,4 . Pk
(ﬁ) ﬁk == 07'%13 =1 lt t=0 ( k=1,2, ...n—:!),
o n—3 a(e, n—2)
[{n 2= ¢ (n—2) Il i, M- — () <7nn_2:?, 3,..,[);;#3)_

My -2 s=1

Da aber andrel'selh die Ausdriicke w, 4,0 .. ,-5 Wegen der Gleichungen (“"
den Werth 1 haben, so wiirden 'sich die Relationen (27) anf n--3 zwei-

gliedrige, nimlich . ‘
'lla~1:0 (3=1,2,...0-8)

oder

oo

llplll == ” pll' (s=1,2,,,.0—8

i=t i=1
reduciren, was gegen die Voraussetzung ist. lis miissen also n—2 der
Gleichungen (29) von einander unabhiingig sein und somit alle anderen sich

aus denselben linear ableiten lassen.

Es mogen die n—2 undblmnnloen Gleichungen des Systems (29) lanten:
(-9) ,
(02)--- 2 dj) =0 (s==1,2...,0-%)

so lassen sich alle d dut'ch 'd,-;’ folgendermassen darstellen:

(] (k) () i=1,2,,..n
(,‘l'mk = 2’ I)l/v (/A ( k=1,2,,. .n—-‘.’).

=1 my=2,3 ... pk

(k)
Dividirt man diec Relationen (27) der Reihe nach mit [ll"l" U=t e =2y

=1
SO werden dieselben
= _ .,l]l IllA o fr=t, 2., u—20
[{L l)('/;i /Ill =0 myE=2 3 g )
oder, wenn man
” ’(IIA)
4 i = Uy (¢=1,2,...n-2)
. 1=l
. setzt,
n—-2 (s, 1)
— an’ - k=12, 0=2
I{] - 2‘ (1[% Hll' Moo= U (m’y—-, 8 .00pp >'
L g=1

Andererseits haben aber die Ausdriicke w, wegen der Gleichungen (32)
den Werth 1, d.h. die vorgelegten Relationen (27) reduciren sich auf 1n—2

zweigliedrige::
Uy—1 =0 @=1,2,,.. n—2)

oder



o 7 l(s) " lge)
(3()) cees II U,il'sl =[] v, ¢ =128 oo n-2),
i=1

i=1

Aus den Gleichungen (30) und (32) fo]«'t dass die Verhiltnisse der
Wurzeln »; rational sein miissen.

Aus der ersten Hilfte dieser Nummer folgern wir den Satz:

,Sind alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung einer Differential-
gleichung 2* Ordnung von einander verschieden und ihre Verhiltnisse
rational, so bestehen zwischen den Fundamentalintegralen der Differential-
gleichung 2—2 unabhiingige homogene zweigliedrige Relationen von der
Form:

vispi 3 «
i1 = Lu2 G=1,2,. . =2

Aus der zweiten Hilfte dieser Nummer folgt der Satz: ,
,Wenn zwischen den Integralen v, ciner Differentialgleichung n*
Ordnung mit constanten Coefficienten 7—2 unabhiingige homogene Relationen
bestehen, so kénnen dieselben auf n—2 unabhiingige zweigliedrige homogene
irreductible Relationen reducirt werden, und die Verhiiltnisse der von
einander verschiedenen Wurzeln »; der charakteristischen Gleichung sind

r

rational.“

8. Nimmt man an, dass ¢ = n, also o; =1 @=1,2....n und dass die
Velhdltnmse der Wurzeln #; nicht rational sind, dass aber ausser der
(nlelchung (30) noch n—3 von derselben unabhiingige lineare homogene
Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten zwischen den Wurzeln 7, be-
bestechen, dann habeu wir nach dem Verfahren 6. ) die Gleichungen:

ATy = ;T 1y, G=1,2, ... 0—2)

und, wenn man das kleinste gemeinsame Vielfache der absoluten Werthe

. m \ .

von »; 4= ; — }; wie vorhin mit m bezeichnet, - nFa i =P setzt, ferner
(] i1

sur Abkiirzung By 4= A? und g B — ttipi P = 0@ setzt, die n-—3 un-

abhiingigen homogenen Re]atylonen:

A0 QD g - A0 g JG#D
(B4) .. Uy ! U " Uihe G=1,9,3....0-8),

wo die Zahlen 19, 2" und «@ positiv oder negativ sein kdnnen.
Es kann umgekehrt gezeigt werden, dasg, wenn zwischen den Integralen

v; einer homogenen lincaven Differentialgleichung 2" Ovdnung mit con-
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stanten Coefficienten nur n—3 homogene Relationen  bestehen,  dieselben
sich auf zweigliedrige reduciren lassen und zwischen den Wurzeln 7, der
charakteristischen Gleichung ausser der Gleichung (30) nur noch n—3 un-
abhiingige homogene lineare Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten be-

‘stehen konnen,

.Es mogen die n—3 Relationen lauten:
l L_\ 4,8... -3
. — ¥
(3d).... R, = /(L) ” U/mzz 0 ( ls,L,)J =np )
wmp =1 g_.l
und die linken Seiten derselben maogen je p, Glieder enthalten, so ergeben
sich zur Bestimmung der Wurzeln #; n—3 Systeme zu je p,—1 Gleichungen:

R (ORI " E=1,2,3.,..0—3
<36> e dl'"/u ! ]2"% Pyt /mn/ w == U ( an:—-:J‘.*,s....’i’k .
Dazu kommen noch die Gleichung (30) und die Gleichungen: ‘
() (%) k=1,2... 03
(37> teee llm; -+ (/ ’”’L e dnm; 17%:2,3...;/0 *

Die Gleichungen (36) sind wegen (37) von der Gleichung (30) un-
abhangw und von den Gleichungen (36) sind nur #—3 von einander un-
abhingig, da sich sonst in Falle, dass n—2 von einander unabhfingig wiren,
die Verhaltnisse der Wurzeln 7, als rationale Zahlen und hierans n—2
hdlﬁogene Relationen ergeben wiirden, und im Falle, dass n—4 von einander
unabhingig sind, die Relationen (85) auf n—4 reduciren wirden, was gegen
die” Voraussetzung ist. Es miussen also n—3 der Gleichungen (36) von
einander unabhlingig sein, und somit allc andere desselben Systems aus
diesen n—3 sich linear ableiten lassen.

Nimmt man an, dass die n—3 unabhidngigen der Gleichungen

(36) lauten:
‘ (38).... (/m ——- 0 =230 9

Z"l
dann muss sein

"

5 , () i=1,2,3....n
dp ="y i (s=aiing).
§=1 7)L/\,"'3,4..-.-.p/v
)]
3

DlVldu't man die Relationen (85) der Reihe nach durch lI (‘{ ound setzt

i1
n d(s)

Gy
I v = u, (6=1,2,3,00..%-8)
i=1 .

so werden dieselben:
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-3 ( )
lf [(L) I g™ =0,
))Zk 8=l
Sie redueirven sich daber, da andererseits w, = 1 ist, aut n--3 zweigliedrige:

1

I 5§
(39)--..[’[”1— ’]l’ ”, (3:_:1,2,,,,,7),_8),}

o=
und zwischen den Wurzeln 7; bestehen nur die 2—2 unabhiingigen Gleichungen
(30) und (38).

Setzt man diese Analyse fort, so wird man zum Schlusse kommen: Be-
stehen zwischen den Wurzeln 7 nur n—y von cinander unabhiingige homogene
lineare Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten, so bestehen zwischen
den Integralen v; nur n—py—1 homogene zweigliedrige irreductible Relationen,

und umgekehrt.”

9. Ich komme pun nachtefiglich daza, zu beweiscn, dass im Falle
o), resp. ) Nr. 6 ausser den Relationen (22), (23) und (24) resp. (22)
(23) und (26) keine andere in dieselben mickt zerfallende Relation bestehen
kann., Denn es sei
ai (k)

(L).... w-nm»’w—o (X: 2ilin =m)

k== =1 Vi=1 tvi

eine von (22), (28) und (24) resp. (26) unabhitngize nicht lineare homogene
Relation, welche p Glieder enthilt. Setzt man fiir die vy, (yf:i:gj:::fu)‘ihrc
Werthe ein, so erhilt man Glieder von der Form ¢; 2% e%*; eine Sunme von
solchen Gliedern kann aber nur dann verschwinden, wenn die algebrarschen
Summen der zu demselben: e%** gehorigen Coefficienten ¢; einzeln ver-
schwinden. Die Relation (L) zerfillt demgemiss in melirere Einzelrelatiqn(;n
(Ly), (I)...(L), welche resp. je py, p:...p, Glieder enthalten mdgen. Eine
solche Relation legen wir der ferneren Betrachtung zu Grunde. s moge

dieselbe lauten:

(L,,) Ve, 1 n ul‘“ =0 (32, /m=m)

*) So weit war ich gekommen, als ich von der intcressanten Abbandlung von Dr. Wallenberg:
,Anwendung der Theoric der Differentialinvarianten auf dic Untersnchung der algebraischen Integrir-
barkeit der linearen. homogenen Differentialgleichungen®, J. f. Math., B. 113, Kenntniss erhielt; -in
welcher derselbe Gegenstend behandelt worden ist, den ich zu behandeln unternommen hatte Deswegen
schliesse ich v01heoende Arbeit mit obiger Nummor. o



welche, also, nach der Einsetzung der Werthe fir v;,; die Form

by
e X gy=0
b=1
annimmt; es muss also
20;;:0
sein,
Hieraus folgt:
a ai-1 )
Y Yl 1= S,
j==Yi=1 .

Dividirt wan die Relation (L,) durch o}, so luwtet dieselbe: .
o o Z(L)

(Zh> s e —'i'i (.

3
i=1Y=1 T

Aus den Gleichungen (214), oder was auf dasselbe hinauskommt, aus

(22) und (23) folgt:
»'I)hri . (_,qlg)‘}’i”"l ELI Mi=1,2, ... (Xi)
ta \vy oy’ =123, 0 )
Setzt man diese Werthe in (Z,) ecin, so crhitlt man’
(f,,)- . ( ) (v” ) =0, wo t== \' l%,’ ist.
Uu i=2 \ Uut =t

Da s und m fest bestimmte Zahlen bedenten, so konnen wir diese Relation

durch ( ) dividiren und dann mit ¢ multipliciren, woraus folgen wird:
S
(Z)....xa i1 07 —=o.
i i

Die vorgelegte Relation (L) zerfillt also in Einzelrelationen (L)

von denen jede auf eine solche reducirt wird, welche nur die Integrale:
Vi Vaty Var » v v o Uy

enthalten kann, deren Werthe ¢ ¢=12....0y sind.”

Die Relationen (24) resp. (26) sind nun eben von dieser Be-
schaffenheit; hitte also eine solche Relation (L}) unabhiingig von dep

Relationen (24) resp. (26) bestanden, so wiirde sich nach dhnlichem Verfahren

*y Vgl. Wallenberg, J. f. Math, Bd. 113, p. 20-21.
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wie in der Nummer 7 resp. 8 ergeben, dass im Falle o) fur die Bestimmung
der Verhaltnisse der Wurzeln 2 ..., o mehr als g—1 lineare unabhingige
Gleichungen bestinden, und im Falle ) die Verhiltnisse der Warzeln
rational wiren, was der Voraussetzung widerspricht. — Es bleibt also die
- Behauptung, dass ansser den Relationen (22), (23) und (24) resp. (26)
keine andere nichtlineare unabbangige homogene Relation zwischen den
Integralen wiy; (Zi%:0) besteht, aufrecht erhalten.

yi==

N -~ SE RN ——



Thesen.

Um dic Infinitesimalrechnung streng zu begriinden, ist es not
den Begriff der unendlich kleinen Grossen so zu fassen, dass er untrennbar

mit dem Begriffe der Grenze verbunden ist.

1I.

Die Behandlung der darstellenden Geometrie in organischer Verbindung
mit der syuthetischen Geometrie ist der getrennten Behandlung beider

Disciplinen vorzuziehen.

IIL

Das Causalgesetz entsteht durch Anwendung des apriorischen Denk-

gesetzes vom zurcichenden Grunde aul die Thatsachen der Erfahrung.
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