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MIHAILO PETROVIC

Ako bi se postavilo pitanje koja je bila najistaknutija li¢nost medu srpskim
matematiarima, bez dvoumljenja bi se moglo reéi: Mihailo Petrovié. On je
znatno uticao na razvoj naSe nauke i kulture kao nauénik i profesor Univerzi-
teta u Beogradu, kao u€esnik u polarnim ekspedicijama i plodni putopisic iz
egzotiénih krajeva Zemljine kugle. Petrovi¢ nije samo nacionalni velikan, koji
je ponikao iz srpskog naroda, veé on uZiva veliki ugled u celom svetu.

Po nepodeljenom priznanju Petrovi¢ je najveci srpski matematicar i njegovo
stvaralacko delo zasluZuje da se svestrano i kriticki proudi.

Roden je 6. maja 1868. godine u Beogradu, gde je svr§io osnovnu i
srednju 8kolu. Prircdno-matemati¢ki odsek Velike $kole u Beogradu zavrsio je
1889. godine. Iste godme otiao je u Pariz i tamo je, posle .pripremanja od
godinu dana, poloZio prijemni ispit na Ecole Normale Supérieure, na kojoj
je ostao sve do 1894. godine. Za to vreme zavrSio je na Faculté des sciences
u Parizu: lisans matematickih nauka (1892), lisans fizi€kih nauka (1893) i dok-
torat matemati¢kih nauka (juna 1894).

Period studija Mihaila Petroviéa u Parizu pada u vreme kada je francuska
matemati¢ka nauka dostizala jednu od svojih kulminacionih tacaka. Njegovi
profesori su bili: Poincaré, Darboux, Picard, Hermite, Painlevé, Appell, Tannery,
Boussinesq, Koenigs, Lippmann — sve slavna imena ne samo francuske veé i
gvetske nauke.

Svoju doktorsku tezu: Sur les zéros et les infinis des intégralez des équa-
tions différentielles algebriques (Paris 1894, 109 p.) odbranio je pred komisijom
koju su sadinjavali: Hermite (predsednik komisije), Picard i Painlevé (ispitivaci).
Rezultati do kojih je Petrovi¢ doSao u tezi odmah su zapaZeni i neke od ovih
Picard je uneo u svoj udzbenik: Traité d’Analyse, t. 111, deuxiéme édition,
Paris, 1908, p. 378—381.

Odmah po poloZzenom doktorskom ispitu Mihailo Petrovi¢ je izabran za
redovnog profesora Velike 8kole u Beogradu. Pocetkom 1905. godine donet je
Zakon o univerzitetu, po kome je Velika $kola ukinuta a svi profesori stavljeni .
na raspolaganje. Po propisima toga Zakona, ministar prosvete postavio je prvih
osam redovnih profesora Univerziteta u Beogradu, medu kojima je bio i Mi-
hailo Petrovi¢.

Polovinu stoleta, od 1894. do 1943. godine, Mihailo Petrovi¢ neumorno
i predano spremao je nastavne i naune kadrove za matematiku.
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Kao profesor Velike §kole i Univerziteta u Beogradu odrZao je 3esnaest
raznih kurseva, od kojih je neke ponavljao gotovo iz godine u godinu. Bilo
je skolskih godina kada je sam drzao sve kurseve iz matematike.

Mihailo Petrovié voleo je svoj nastavni¢ki poziv. Njegova predavanja
odlikovala su se jednostavno$¢u i ona su privlacila studente.

Petrovié je imao strogo merilo koje je preneo i na svoje uCenike i time
je u znatnoj meri doprineo da nastava matematike u nafoj srednjoj Skoli zauzme
lepo mesto.

Za svaki kurs Petrovi¢ je izdao skripta ili udZbenik. Pri kraju svoje ka-
rijere odrZzao je i neke specijalne kurseve kojima je hteo uputiti slufaoce u
problematiku iz analiti¢ke teorije diferencijalnih jedraZina.

Pod uticajem Mihaila Petroviéa formiran je ¢itav niz naucnih radnika na
matematiCkom polju. 1z teorijske matematike kod Mihaila Petrovica doktorirali
su: Miladen Berié, Sima Markovié, Tadija Pejovié, Radivoje KaSanin, Jovan
Karamata, Milo§ Radojcié, Dragoslav Mitrinovi¢, Danilo Mihnjevié¢, Konstantin
Orlov, Petar Muzen i Dragoljub Markovic.

Petrovi¢ se radovao nauénom uspehu svojih ufenika i nije im nametas
oblast u kojoj ¢e oni vrditi istraZivanja. U periodu Petrovi¢evog delanja za-
paZeni su, u drugim oblastima nauke, mnogobrojni slu€ajevi sputavanja nauénog
rada, pa je utoliko znaCajnije §to je on davao podstreka za nauéni rad.

Godine 1932. Matematicki institut Univerziteta u Beogradu, na inicijativu
Mihaila Petroviéa i Milutina Milankoviéa, pokreée Casopis na inostranim jezi-
cima Publications mathématiques de I'’Université de Belgrade. Do 1941. godine
izidlo je sedam knjiga.

Navedeni Casopis bio je kruna uspeha Mihaila Petrovi¢éa. To je u stvari
bio &asopis njegove Skole. Preko tog Casopisa naSi matematiari mogli su se
kao kolektiv predstaviti svetskoj javnosti.

Kao mlad Covek, 1900. godine Petrovi¢ je postao redovan ¢&lan Srpske
akademije nauka. U odeljenju prircdnih rauka ove Akademije on je Zivo
uéestvovao u radu. Na sednicama Odeljenja prikazao je veliki broj rasprava
svojih ili svojih udenika. Ovi radovi Stampani su u Glasu Srpske akademije
nauka.

Petrovi¢ je jedan od inicijatora publikacije Bulletin de I’ Académie des sciences
mathématiques et naturelles de Belgrade. U ovoj publikaciji $tampani su na
inostranim jezicima izvodi iz radova koji su objavljeni u Glasu. U seriji ma-
temati¢ko-fizickih nauka navedene publikacije, u periodu od 1933. do 1941.
objavljeno je sedam knjiga koje veéim delom sadrZe rasprave pripadnika $kole
Mihaila Petroviéa.

Petrovi¢ je bio ¢lan vife inostranih akademija nauka i &lan mnogobrojnih
naulnih drustava. Uéestvovao je na vise medunarodnih matemati¢kih kongresa
i drZao predavanja na inostranim univerzitetima.

17. novembra 1939. promovisan je za podasnog doktora filozofije Beo-
gradskog univerziteta.

Petrovi¢ je bio plodan nauni radnik. Prva njegova rasprava objavljena
je 1894. godine u izdanju Akademije nauka u Parizu. Od tada pa sve do smrti,
 1943. godine, on je stalno i sistematski radio i objavio blizu 250 radova od

kojih su 12 posebna naufna dela. Rasprave je Stampao u zemlji i inostranstvu,
na srpskom i francuskom jeziku.
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. Petrovieve rasprave mogu se razvrstati u sledece oblasti: aritmetika, ne-
jednakosti, polinomi, funkcije kompleksne promenljive, diferencijalne jednacdine,
integralni raun i opSta fenomenologija.

Mihailo Petrovi¢ imao je intuicije, pronalazio je interesantne probleme za
proucavanje i Cesto im davao elegantna reSenja. On je imao mnogo ideja, pa
nije stizao da ih do tancina obradi. Stoga se proucavanjem njegovih rasprava,
naroCito iz oblasti diferencijalnih jednaCina, mogu nadi ideje za nova istraZivanja.
Zato nove generacije naSih matematiCara treba da prouCavaju Petroviéeve ras-
prave jer ¢e se ovim ne samo usavr$avati, ve¢ se mogu inspirisati za nova
sopstvena istraZivanja.

Treba primetiti da se u radovima M. Petroviéa nailazi, ne tako retko, na
$tamparske i radunske gre§ke. Na neke od njih bice ukazano u Predgovoru.

Nemacki matematiar H. Schwarz na jednom internacionalnom kongresu
matematiara izjavio je da u njegovim radovima nema nikakvih gre$aka. Na to
mu je M. Petrovi¢ odgovorio: »Kod mene, naprotiv, u svakom radu ima
gresaka.«

Petrovi¢ nije bio samo profesor i naucnik, veé¢ je bio i alas i strudnjak
za pitanja ribolova, zbog cega je dobio svoje popularno ime Mika-Alas. Postao
je stvarno ribarski kalfa 1888. godine, a ne¥to kasnije poloZio je ispit za ribar-
skog majstora. Imao je svoju ribarsku druZinu i kada je odlazio u ribolov
potpuno se ponaSao kao profesionalni alas.

Petrovi¢ je takode bio strastan putnik u egzoti€ne krajeve sveta i putopisac.
Godine 1931. 1 1933. boravio je kao ¢lan jedne nauéne ekspedicije u Severnoj
polarnoj oblasti, a 1935. godine u JuZnoj polarnoj oblasti.

Srpska knjiZevna zadruga objavila mu je knjige: Kroz polarnu oblast (1932),
U carstvu gusara (1935), Sa okeanskim ribarima (1935), Po zabacenim ostrvima
(1936), Roman jegulje (1940).

M. Petrovi¢ je u toku svoje nastavnike Kkarijere driao sledeée kurseve:

Analiticka geometrija u ravni i prostoru.

Visa algebra.

Diferencijalni i integralni raun.

Geometrijske primene teorije diferencijalnih jednacina.
RaCunanje sa brojnim razmacima.

Teorija beskrajnih redova.

Elipticke funkcije.

Parcijalne diferencijalne jednadine matematicke fizike.
Linearna diferencijalna jednadina drugog reda i njene primene.
Kvalitativna integracija diferencijalnih jednacina.
Integracija diferencijalnih jednadina pomocu redova.
Analiti¢ki problemi za obradu.

* Teorija gresaka (Beograd, 1930).

Teorija analiti€kih funkcija.

Elementi matemati¢ke fenomenologije.

* ¥ * %

Za kurseve oznadene zvezdicom, M. Petrovi¢ je objavio tabake.
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Pored toga, on je objavio i sledeée udZbenike:

Elementi matemati¢ke fenomenologije (Beograd, 1911, 774 str.).
Radunanje sa brojnim razmacima (Beograd, 1932, 193 str.).

Elipticke funkcije (Beograd, 1937, 128 str.).

Integracija diferencijalnih jedna¢ina pomcéu redova (Beograd, 1938, 221 str.).

Povodom stogodi$njice rodenja Mihaila Petroviéa mnogo je napisano i jo§
vife usmeno kazano. Medutim, samo izuzetno date su kritiéne ocene na
Petroviéeve naucne doprinose pojedinim oblastima matematike. SuviSe se insi-
stira, ali ne potkrepljuje dokazima, da je Petrovi¢ posebno originalan u feno-
menologiji i u numeri¢kim spektrima. Medutim, potvrduje se sve vise da su
njegovi rezultati iz teorije polinoma, specijalnih funkcija, diferencijalnih jedna-
¢ina 1 nejednakosti (brojnih razmaka) ne samo 1 danas aktuelni ve¢ da oni
sluze kao polazna tatka za razne generalizacije.

D. S. Mitrinovi¢
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Posle duzeg vremena doslo je do ponovnog izdavanja knjiga Mihaila
Petroviéa: Racunanje sa brojnim razmacima (prvo izdanje 1932. godine), Elip-
ticke funkcije (1937) i Integracija diferencijalnih jednacina pomocu redova (1938).
Mihailo Petrovi¢ je ove knjige pisao kao udzbenike za redovne kurseve koje je
drZao na Beogradskom univerzitetu. Medutim, svaka od pjih je vife nego obi-
dan udZbenik, jer sadrzi u sebi mnogo onoga §to jednu knjigu karakteriSe kao
monografiju. Da je zaista tako, vidi se i iz toga, 5to se i danas jedna grupa
Beogradskih matemati¢ara inspiri§e rezultatima koji se nalaze u njima 1 daje
nove nauéne priloge u oblastima koje su ovde tretirane. Ono S§to smeta da
bismo mogli slobodno da tvrdimo da se zaista radi o monografijama u pravom
smislu re¢i je Cinjenica da ni u jednoj od njih nema bibliografikih podataka,
tako da nije uvek mogucno utvrditi o ¢ijem se rezultatu radi, kao ni iz kog
perioda je taj rezultat. Ovo je Stetilo i samom Mihailu Petroviéu kao nauéniku.
Naime, u ovim knjigama ima dosta njegovih rezultata koji su kasnije u svet:-
koj literaturi pripisivani drugim matematiéarima, mada su ovi do8li do njih
desto puta znatno posle M. Petroviéa. Tek danas, za neke od tih rezultata
utvrden je Petroviev prioritet.

Prilikom ¢&itanja ovih knjiga mora se biti obazriv u odnosu na termino-
logiju. Cesto & se naiéi na neadekvatnosti kao i na nesavremeno shvatanje
nekih matemati¢kih pojmova 1 to ne camo sa dana$njeg stanovi$ta ve¢ i, donekle,
sa stanovi$ta koje su zauzimali pojedini matematiari iz vremena u kome je
Ziveo 1 stvarao Mihailo Petrovi¢. Redaktori, mada su, prirodno, ovoga svesni,
nisu Zeleli da vrie izmene u tom pravcu, radi istorijske autentiénosti teksta,

Citalac ée naié¢i na pojedine arhaiéne izraze koji ¢e pri prvom sretanji
smetati ali re za neke, posle razmiSljanja, ¢ini da su ¢ak i1 prikladniji od onih
koji se danas upotrebljavaju.

Prilikom redakcije novog—drugog—izdanja, ponegde su ispravljena suvise
gruba gramaticka odstupanja. Jezik je, u osnovi, zadrZan, mada je prilikom
nedoslednosti autora, izabrana ona varijanta koja je bliza dana¥njim chvatanjima.
Pravopisne greske su, uglavnom, ispravljene, osim u sluajevima kada bi ove
ispravke davale bitno drukgéiji utisak o tekstu.

Terminologija i simbolika najce$ée nije menjana, mada su izvr$ena neka
skradivanja u cimbolici, na primer, pirano je=ume to ,,identicki- 0.

U novom izdanju ispravljene su ranije Stamparske greSke. Takode <u
ispravljeni neki pogresni rezultati, kojih je najvise bilo u knjizi Racunanje sa
brojnim razmacima. Valja naglasiti da su ove greSke uglavnom rafunske pri-
rode. Ponajmanje ovakvih gre$aka, koliko su redaktori uspeli da utvrde, bilo je
u knjizi Elipticke funkcije.

Ubedeni smo da ¢e ponovno izdavanje Petrovid¢evih knjiga znaditi znacajan
podsticaj 1 u nastavi i u nauénom radu u oblastima o kojima je re¢. Pitanja
porekla pojedinih rezultata predstavljaju poseban interes i za istori¢are matema-
tike. I pored nedostataka koje smo podvukli, Petroviceve knjige imaju niz
visokih kvaliteta, koji u potpunosti opravdavaju ponovno izdavanje. Petrovié pise
lako, Zivo, zanimljivo, uvek sa ukazivanjem na otvorena pitanja. Ove knjige su
primer kako matemati¢ko izlaganje ne mora da bude suvoparno i odbojno: u
nizu razmatranja jasno re vidi ruka velikog majstora, mnoge specifi¢nosti naué-
nog postupka nafeg velikog matematiara Mihaila Petroviéa.

Beograd ' Milorad Bertolino
30. VI 1969. Petar M. Vasi:
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Iz obimne, danas toliko obradene teorije elipti€kih funkcija, u ovaj kratak
udZbenik uslo je samo ono §to se, prema elementarnim znanjima iz diferencijalnog i
integrzlnog raduna, i opSte teorije analitiCkih funkcija, sa kojima se pretpostavlja
da raspolaZzu sluSaoci, moZe preéi na predavanjima od jednog skradenog semestra.

Dokazi su, mestimice i na rcéun onzkve tanosti sa kakvom se danas radi,
upro§ceni i skraceni do krajnjih granica moguénosti, a u nameri da sluSalac Sto
k8¢ i brZe dode ma i do ovlaSne slike stvari i da mu se omoguéi upotreba
radunskog instrumenta koji pruZaju eliptiCke funkcije. To je, uostalom, sve 5to
se moZe traZiti od jednog, ovako skradenog, udzbenika.

Pisac
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1. POJAM O PERIODICNOSTI

Iz trigonometrije se zna da kad se za merenje uglova uzme takva jedinica
mere, pun ugao ima za vrednost 2z, funkcija sin z ne menja se kad se vred-
posti z doda ili oduzme 2z, §to izrazava jednadina

sin (z & 27) =sin z.

Isto tako, iz elementarne analize zna se da je
el — =27 — |
prema ¢emu funkcija e? ima tu osobinu da ne menja vrednost kad se vrednosti
z doda ili oduzme 2=, §to se izraZava jednainom
e2t2nt — o7
Za te dve funkcije kaZe se da su periodicne i da imaju za periodu, prva
broj 2n, druga broj 2 mi.

I uopste, za jednu funkciju f(z) kaZe se da je periodi¢na ako postoji takav
Jjedan broj w, nezavisan od z, da je za ma kakvo z

[z +w)=f(2)

Broj w naziva se tada perioda funkcije f(z). Lako se uvida da, kad f(z)
ima kao periodu jedan broj w, imale beskrajno mnogo perioda, a to su

tw,+2w,+3w,+40,...
tj. pozitivni i negativni multipli broja w. To se vidi iz toga $to je ocevidno

SE+2w)=f(z+w)=f(2),
J(z+3w)=/(+20)=[(0),
f(z24w)=f(z+3w)=f(v).
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Kad je, dakle, w perioda funkcije, bi¢e joj perioda i mw, gde je m ma
kakav, pozitivan ili negativan, ceo broj. Kada je broj w takav da ispunjava ove
pogodbe: 1° da se svaka druga perioda funkcije izraZava kao multipl toga broja;
2° da je svaki multipl toga broja jedna perioda funkcije, onda se za takav broj
w kaZe da je osnovna, nesvodljiva perioda funkcije.

Takvi su npr. brojevi

w=2n za funkciju sin z,

w=2mni za funkciju e?.

Medutim, takav nije broj 7 za funkciju sinz: taéno je da su sve periode
funkcije multipli broja =, ali svakav njegov multipl, npr. 37w, 52 7x,... nisu
periode.

Iz same definicije osnovne periode vidi se da je to medu svima periodama
ona koja je, u ravni promenljive z, najbliza koordinatnom pocetku.

No ima funkcija ije se sve periode ne izraZavaju kao multipli jedne iste
periode, veé se jedne izraZavaju kao multipli jednog broja w,, druge kao mul-
tipli drugoga kakvog broja w,, treée kao multipli trecega broja w, itd., gde su
brojevi w,, w,, w;,... takode periode iste funkcije, ali nijedan od njih nije
multipl drugog.

U takvom se sludaju ima smatrati da funkcija ima nekoliko nizova perioda
tw,+20,+3w,,...
(n +w,,+2w,,+30,,...

+w;, 4+ 2w, +3w;,...

Za prvi niz ima se smatrati kao osnovna perioda broj w,, za drugi niz
broj w,, za treéi broj w,, itd. Za funkciju ima se takode smatrati da ima
onoliko osnovnih perioda koliko ima takvih brojeva w,, w,, w;, . .

Kad su w, 1 w, dve osnovne periode funkcije f(z), biée

fGE+m o +myw,)=f(z+mw)=1(2).

I uopste, kad su w,, w,, .. w, osnovne periode funkcije f(z), bice
SE+rmotmyo,+ - Fmy ) =f(2),
pa ma kakve vrednosti imali celi, pozitivni ili negativni brojevi w,, w,, ..., @y,

Prema tome funkcija ¢e, pored nizova (1), imati kao periode i sve vrednosti

2) W=mw, Fmyw,+ - -+, o,
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Izraz (2) je najopStiji izraz za periode posmatrane funkcije; on izraZava
svaku periodu kao linearnu i homogenu kombinaciju osnovnih perioda w,, w,,... @,
gde su koeficijenti kombinacije celi brojevi. Svaka se perioda izrazava u obliku
(2), i obratno, svaki oblik (2) je jedna perioda funkcije.

Funkcije f(z2), za koje postoji samo jedan broj w, pomenute vrste, nazi-
vaju se prostoperiodicne funkcije. One za koje postoje dva takva broja w, i w,,
nazivaju se dvoperiodicne funkcije, sa osnovnim periodima w, 1 w,. I uopSte
funkcije za koje postoje n takvih brojeva w,, w, ..., w, nazivaju se n-perio-

dicne finkcije, sa csncvnim periodama w,, @,, ..., W,.

2. PROSTGPERIODICNE FUNKCIJE

Kao §to je napred kazano> funkcija f(z) naziva se prostoperiodicnom
Junkcijom Lad ima periode i kad se sve njene periode izraZzavaju kao multipli
jedncg istog broja « koji ima ove osobine: 1° svaka druga perioda je multipl
broja w; 2° svaki multipl broja w je jedna perioda funkcije; broj w je i sam
jedna pericda. Broj o je tadi osnovna perioda funkcije.

Osnovna perioda @ moZe biti realan, ili &isto imaginaran, ili kompleksan
broj. Tako npr. funkcija sinaz, gde je a realan broj, ima za periodu realan
broj

27
== 5
a

funkciia ¢??2 ima z.a periodu Cisto imaginaran broj

2ni
w=—

a >
a funkcija e'*9% jma za periodu kompleksan broj
w=(1+i)mn.

Pomoéu elementarnih funkcija e i sin z moZe se formirati beskrajno
mnogo prostoperiodiénih funkcija f(z). Takve su npr. funkcije sa periodom

2ni
w="—":
a

1° svaki polinom po e%?

f(@)=Ay+ A e + A,e2%% 4 . . - + A, e"¥z;

2° svaka racionalna funkcija po e%2, t.j. kolinik takva dva polinoma;
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3° svaki konvergentan red oblika

f(z)=Ay+ A, %+ A, 207 + - - - =Z A, eraz
=0
kao i red oblika
4 J@=3, 4™+ S B, enas,
n=0 n=0
Takve su i funkcije sa periodom
27
w=— 3
naime, svaki konvergentan red oblika
. . +m
f(Z)=A0+A, SlnaZ+A251n 2az+ - - - = Ansinnaz,
n=0
-+ oo
Sf(z)=B,+B,cosaz+ B,cos2az+ - - - = > B, cosnaz.
n=0

3. POSTANAK PERIODA

Sa glediSta opste teorije analitiCkih funkcija, periode funkcija proizilaze iz
€injenica izraZenih Cauchyevim stavovima o, krivolinijskim integralima, a pona-
osob stavom o ekvivalenciji integracionih putanja i stavom o integralu uzetom
duZ konture §to opkoljava singularitete funkcija.

Posmatrajmo integral

©) 2=J ()= /() du,

gde je f(u) data funkcija promenljive #, a a jedna stalna tacka u ravni te
promenljive (sl. 1). Obrazac (3) definise z kao funkciju J(¥) promenljive u, a u
isto vreme i ¥ kao funkciju u(z) promenljive z. Ova funkcija u(z) naziva
se inverzija integrala J (u).

Integral J moZe se uzeti duZ raznih, beskrajno mnogih putanja $to vo-
de od stalne tatke a do promenljive krajnje tacke u koja se posmatra. Prema
Cauchyevom stavu sve ¢e te putanje dovoditi do jedne iste vrednosti z integ-

rala, osim onih putanja po kojima se obilazi oko koga od singulariteta funkcije
f(2). Neka su

4 U=a,u=0a, u=0;...

takvi singulariteti, pa pre no 3to se izvr$i integracija duz direktne putanje C
$to vodi od a do u, izvr§imo je duZ kakve konture C’ koja obuhvata jedan ili
vi$e tih singulariteta (sl. 2). Integral J duZ C’ imaée za vrednost jedan odreden
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broj w, a funkcija pod integralnim znakom koja je u polaznoj tagki konture
imala jednu odredenu svoju determinaciju f(u), moZe po obilasku oko singu-
Jariteta duZ konture imati ili opet tu istu, ili drugu koju od svojih determi-
nacija (u slu¢aju kad je koji od singulariteta kriticka tacka funkcije).

@

Sl 1 Sl 2

Uocimo sluaj kad je ta determinacija, posle obilaska, ista kao prvo-
bitna. Ako se tada, tj. posle obilaska, produZi integracioni put duZ direktne
putanje C, stiZe se u istu tacku uw u koju bi se stiglo i da se nije izvrilo
zaobilaZenje oko singulariteta, veé¢ se¢ odmah iflo putanjom C.

Integral J ée, dakle, za jednu istu krajnju taku u imati dve vrednosti z i
z+ w, prema putanjama kojima se od tacke a iSlo do tacke uw. Drugim redima:
jednoj istoj vrednosti u odgovaraju dve vrednosti z, od kojih je jedna jednaka
vrednosti integrala J uzetog duZ direktne putanje C, a druga je jednaka vred-
nosti istoga integrala uzetog duZ kombinovane putanje sastavljene iz putanje C
i konture C’. Obrnuto: kad se u smatra kao funkcija promenljive z, onda vred-
nostima z i z+ w odgovara jedna ista vrednost u.

Funkcija u (z) ima dakle tu osobinu da je, za ma koju vrednost promenljive z
u(z+ w)=u(2);

ona je, dakle, periodi¢na i ima za periodu broj w.

Kad funkcija f(u) nema nikakvih singulariteta, tj. kad je to kakva cela
funkcija promenljive u, sve su putanje $to vode od a do w ekvivalentne; kon-
ture C’ ne postoje i funkcija u(z) nema perioda.

Kad f(#) ima samo jedan singularitet u=a, ako je ovaj pol, determina-
cija funkcije po obilasku oko tatke « ostaje nepromenjena. Sa druge strane,
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integral J duz konture C’ po kojoj se bude vriilo to obilaZenje, jednak je broju
2 ni pomnoZenom sa ostatkom B funkcije f(4) za pol a. I tada:

Ako je B=0, funkcija u nema perioda; ako je B razlicno od nule, funkcija
u je periodiéna i ima za periodu broj

w=2mi B.

Za takvu periodu se kaZe da je polarna perioda, jer proizilazi od pola «
i njegovog ostatka B.

Kad f(u) ima viSe singulariteta (4), moZe postojati viSe raznih kontura C’
duZ kojih funkcija f(u) ne menja svoju determinaciju. DuZ svake od njih integral
J ima po jednu odredenu vrednost, pa ako su

) Wy, Wyy..., Wy

takve vrednosti §to odgovaraju raznim takvim konturama C’, te ée vrednosti
(5) biti periode funkcije u(z).
Pri tom se moZe desiti:

19 ili da su sve periode (5) medu sobom nesvodljive, tj. da se nijedna
od njih ne moZe izraziti kao linearna i homogena kombinacija (sa celim koefi-
cijentima) drugih, u tome smislu nesvodljivih perioda; tada se svi brojevi (5)
imaju smatrati kao osnovne periode funkcije u(z);

2% ili su neke od perioda (5) medu sobom svodljive, tj. izraZavaju se
kao linearne i homogene funkcije (sa celim koeficijentima) jedne ili nekolikih
drugih nesvodljivih perioda, npr. perioda

(6) Wiy Wyyonny W

tako da je
W41 =My O +My Wy + - - - + My W,
Opra=mM 0 +m 0+ - -« + My oy,
Wpry=m'1o,+m 0+ - - - +m o

Tada se svi brojevi (6) imaju smatrati kao nesvodljive periode funkcije u (z).

Kao §to se vidi, broj osnovnih perioda moZe biti proizvoljno veliki, prema
prirodi funkeijz f(u) pod intzgralnim znakom. Postoje, dakle, n-periodiéne funkcije,
gde je n proizvoljno veliki ceo pozitivan broj.

Kad jedna takva perioda proistiCe od zaobilaZenja oko kakve krititke tacke
funkcije f(1), za nju se kaze da je kriticka perioda funkcije u (z).

4. POSTANAK PERIODA OBJASNJEN PRIMERIMA

Nadin postanka perioda, izloZzen u ovome §to je napred kazano, bife ras-
vetljen primerima §to sleduju.
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I primer: Uolimo integral
rd
(7) e=s@= [,
u
1

gde funkcija pod integralnim znakom ima samo jedan singularitet w=0 i on je
pol prvoga reda, &iji je ostatak B=1. Kad se za konturu C’ uzme jedna ma
koja kontura koja opkoljava tatku u=0 (sl. 3), integral J duZ te konture imace
za vrednost

w=B=1

i prema tome ¢e funkcija
u(z)=e?,
kao inverzija integrala (7), biti periodina i imati za osnovau periodu broj
w=2niB=2mni
i taj broj je polarna perioda funkcije.

II primer: Uodimo integral

u

du

z= N e
V 1—u?
0

®)

gde funkcija pod integralnim znakom ima dva singulariteta: tatke w=—1 i
u=+1, a oba su algebarske kriticke tatke drugoga reda.

4

~ . e
o] _—1 B\l

Sl 3 Sl 4

Posmatrajmo dve konture C’ §to polaze iz tatke O i opkoljavaju: prva C’',
tacku u= +1, druga C’, tatku u=—1 (sl. 4).
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Kontura C’; ekvivalentna je zamki O abc O sastavljenoj od pravih Oaq i
O ¢, beskrajno bliskih realnoj osovini i kruZiéa abc opisanog oko tatke u= + 1.
Du? te zamke integral ima vrednost

[+ ]+ ]

abe

Prvi od ta tri integrala ima za vrednost

1
du . ! . U
[: ———=|arcsinu | =arcsinl=—.
. V 1—uw2 0 2
QOa 0

Drugi integral, uzet duZ kruZiéa abc rr:.preénika r, dobija se kad se stavi

u=1+re¥  du=rie¥ d6

i pusti se da O raste od 0 do 2#; on dakle ima za vrednost
27 E
f . e2df
—_— =] r I —
: V (1—u) (1 +u) J Vs
Vrednost integrala, prema Cauchyevom stavu, ostaje ista za ma koliku

vrednost poluprefnika r, pa dakle i za r beskrajno malo, iz fega izlazi da je
taj integral je-aak nuli.

T-  integral ima za vrednost
f f du =
Y 1—u2 l/ 1—u? 2’
gde znak — pred drugim &lanom dolazi otuda $to je funkcija pod integralnim

znakom posle obilaska oko kriticke tatke w= + 1 promenila determinaciju, tj.
svoj znak.

DuZ konture C’, integral J imace dakle za vrednost 7, a u tacku O se

stize sa determinacijom

©) fa)= _1/11_5

funkcije f(u) pod integralnim znakom.

Na isti nadin, a vodeéi rauna o tome da je funkcija f(¥) parna i da se
ad iz O polazi sa determinacijom (9), nalazi se da duz konture C’, integral J ima
stu vrednost =, a da se preko nje stize u O sa determinacijom

1

V I—u2

fy=+

funkcije pod integralnim znakom.
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Prema tome, celokupna vrednost integrala J duZ dvostruke konture sastav-
ljene iz C’; i C’, iznosi 2n. Broj w ovde je dakle w=2n, §to znali da je
funkcija

u(z)=sinz
kao inverzija integrala (8) periodina i ima za periodu w=2n. Taj broj je kri-
ticka perioda funkcije.

III primer: Uocimo integral

u

(10) z= l%=J(u),
0

gde je U polinom d&etvrtog stepena po promenljivoj u, oblika
(1D U=(1—u?)(1—k2u?),

a gde je k kakav stalan realan broj $to lezi izmedu O i 1.

Funkcija pod integralnim znakom ima &etiri singulariteta

u=—1, u= +1, u=—i, u= +L,
k
koji su svi algebarske kriticke tacke drugoga reda.
Posmatrajmo najpre dve konture C’', i C’, (sl. 4) §to polaze iz tatke u=0
i opkoljavaju: prva tacku u= + 1, druga tatku w=—1.
Kontura C’; ekvivalentna je malopredasnjoj zamki OabcO, a duZ te zamke
integral J ima za vrednost

v+
Oa abc cO

Prvi od tih integrala ima za vrednost K, gde K oznaduje realni odredeni
integral

1
du
(12) K_fv<1—u2)<1—k2u2) '
0

Drugi ‘integral, uzet duZ kruZia abc polupreénika r, dobija se kad se
izvrsi smena

u=1+re®, du=rie®df

i pusti se da 6 raste od O do 2z; on dakle ima za vrednost

f du =ll/_r]n du
ach(l —u) (1 +u) (1—k2u?) ) V(2 +re?y[1—k2 (1 +ret™)]
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pa posto vrednost integrala ostaje ista i kad se poluprenik r beskrajno sma-
njuje, to je i taj integral jednak nuli.

Treéi integral ima za vrednost

0 1
[~ [ [ior
VU VU
cO 1 0

tako, da duZ konture C’, integral J ima za vrednost 2K, a u tacku O se, po
povratku, stize sa determinacijom

(13) S )= _VU

funkcije pod integralnim znakom.

Na isti nadin, a vodeéi rauna o tome da je funkcija f(u) parna i da s€
iz O sad polazi sa determinacijom (13), nalazi se da duZ konture C’, integral
J opet ima za vrednost 2 K a da se preko te konture stiZe u tacku O sa de-
terminacijom

1
) /o
Prema tome: celokupna vrednost integrala J duZz dvostruke konture sas-
tavljene iz C’; i C’, iznosi 4 K. Broj w ovde je 4 K, §to znadi da funkcija u(z),
inverzija integrala J(u), ima za periodu w=4 K.
Posmatrajmo sad dve konture C’y i C’, $to polaze iz tatke O i OpkO]_]a-

vaju: prva tacku u=%, druga tacku w=-—1 (sl. 5).

@ w
f:'l\o' +1 C +{
b\ _a i 'b
Q, Q,
S1s

Kontura C’;, ne opkoljavajuéi tatku uw= + 1, ekvivalentna je zamki OabcO
koja takode ne opkoljava tu taéku, a sastavljena je iz pravih Oa i cO beskrajno

_ . L v . . 1 .
bliskih realnoj osovini, 1 kruZi¢a abc opisanog oko take u= +—. DuZ te zam-

ke integral J ima za vrednost

(15) [+[+]

Qa abc cO
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Prvi od ta tri integrala ima za vrednost

gde je

'
du
szV(l-—uZ)(l-kluZ)'
1

Duz prave (l,%) vrednost } 1 —u? je imaginaran broj, jer je u>1, a

—_— 1 .
vrednost } 1 —k2 u? je realan broj, jer je u<?. Ako se, dakle, napiSe

Vi—wz=i) uz—1,
vrednost integrala
1

K,Zf du
V @2—1) (1—k2 u2)
1

je realna i integral L ¢ée imati za vrednost

L=~1'—K'=—1'K'

prema cemu je

Drugi od integrala (15), uzet duz kruZiéa polupreénika r, dobija se kad se stavi
u=7 4rebi, du=rie' d

i pusti se da 6 raste od 0 do 27; on, dakle, ima vrednost

0i

2n il
du e2 db
. =ilVk
fV(l——uZ)(l—ku)(H—ku) iV ke fl/(l—rzez"")(2+kre"")
abc 0

koja teZi nuli kad se polupreénik r beskrajno smanjuje, pa je, dakle, vrednost
integrala jednaka nuli.
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Treéi od integrala (15) je

(znak — pred drugim &lanom proizlazi otuda, §to je posle obilaska oko kri-
ticke tacke u=% funkcija pod integralnim znakom promenila svoj znak), a u

tatku O se stiZe sa determinacijom (13).

Iz toga izlazi da je vrednost integrala J duZ konture C’; jednaka broju
2K—2iK’ 1 da se, posle obilaska tom konturom, stize u taku O sa determi-
nacijom (13) funkcije f(u).

Ako se posle toga integracija produZi duZ konture C’, vodeéi raduna o tome
da se polazi sa determinacijom (13) funkcije pod integralnim znakom, nalazi se,
kao 1 u sl, 3. da integral J duZ te konture ima za vrednost 2K i da se u
tatku O, po obilasku duZ konture, stiZe sa determinacijom (14).

Prema tome, celokupna vrednost integrala J duz dvostruke konture sastav-
ljene od C’y i C’,, jednaka je broju 4 K—2iK’, pa posto ta kontura dovodi do
determinacije (14) funkcije pod integralnim znakom, to se zakljuuje da je taj
broj jedna perioda funkcije #(z). Ali poSto je napred nadeno da je i sam broj
4 K jedna perioda te funkcije, to sleduje da je i broj —2iK’, pa dakle i broj
2iK’, jedna njena perioda.

Funkcija u(z) ima, dakle, dve periode
w,=4K i w,=2iK’

gde su K i K' realni odredeni integrali:

t
du
6 _ 4
(16) K fV(l—uz)u—kZuZ)’
0

1

i k_d“ .
(n K _fV(uZ—l)(l—kZuZ)'

Svaka druga kontura, razli¢ita od ovih ovde posmatranih, dovodi ili do
istih perioda @, i w,, ili do njihovih linearnih kombinacija koje ne dovode do
kakve nove periode.

Nadene dve periode w, 1 w, su kriti¢ke periode; one su odevidno jedna
na drugu nesvodljive i imaju se smatrati kao osnovne periode funkcije u (z).
Jedna je od njih, kao $to se vidi, realna, a druga Cisto imaginarna.
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Za k=0 integrali K i K’ postaju
1

K= _fiu ___nr,
* 1/l—u2 2
0
teo p .
K’:f—_ = log (u+V u2—1) = + 0,
Vur—1 o

2

tako da funkcija u(z)=sinz, na koju se za k=0 svodi inverzija integrala J,
ima samo jednu kona€nu periodu

w=4K=2n.

5. GEOMETRIJSKO ZNACENJE PERIODICNOSTI

Periodi¢nost se sastoji u Cinjenici da se vrednosti funkcije ponavljaju kad
se nezavisno promenljivoj koli¢ini doda ili oduzme jedna stalna koli¢ina w, koja
tada igra ulogu periode.

Kad se radi samo o realnim koli¢inama, a i perioda je realna, onda je
periodi¢nost geometrijski izraZena d&injenicom da se luk krive linije, $to pred-
stavlja posmatranu funkciju, ponavlja u odredenim stalnim razmacima nezavisno
promenljive koli€ine (apscise) (sl. 6).

Kad se radi o imaginarnim koli€¢inama, bilo da je perioda realna ili kom-
pleksna, takvo je geometrijsko izraZavanje periodiCnosti nemoguéno u jednoj

A | N 1§

ravni, jer samo oznalavanje promena nezavisno promenljive z zahteva jednu
ravan, a oznafavanje promena funkcije drugu, zasebnu ravan.
Da bi se videlo znadenje periodi€nosti u ravni z, razlikujmo ove slucajeve:

Prvi sludaj: neka je perioda w realna. Oznalimo na realnoj osovini
(sl. 7) tacke

(18) +w, +2w, +30,...

kroz njih povucimo upravne paralelne imaginarnoj osovini.
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Ako se uoci jedna ma koja taCka z u oblasti (4), funkcija ée imati istu vred-
nost i onda kad se tatka z premesti u tacku z + w oblasti (B) ili u taku z 42 @
oblasti (C) itd., i to ¢e vaZiti za ma koju taCku z oblasti (4). Periodi¢nost.

A#y
Z-Ww Z EZ+W | Z+2w
o] O (o] [e]
A | B | ©
W e 0 o 2w| 3w x
SL 7

funkcije sastoji se, dakle u tome &to, kakve god vrednosti funkcija dobije u
oblasti (4) u pojedinim njenim tadkama z, takve ¢e iste vrednosti ona dobiti
i u ostalim oblastima (B), (C), ... u odgovarajuéim tatkama

(19) z+w, z4+2w, z4+3 0w, . ..

koje se sve nalaze na jednoj pravoj paralelnoj realnoj osovini.

Drugi sluéaj: neka je perioda ¢isto imaginarna koli¢ina. Tacka w na-
lazi¢e se na imaginarnoj osovini (sl. 7'). Ako se na ovoj oznae tatke (18), pa
se kroz ove povuku paralelne realnoj osovini, dobijaju se pojasi (4), (B), (C),...

IBw _
) z+2w
Z.(U fo)
(B) Ztw
n; 0 - lf]
Z+w
(A =z z
0 >
=W
) o
@ x
=2 W >
o

SL. 7 SL 8
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od kojih, kad (4) sadrZi posmatranu tacku z, svaki od njih sadrZi po jednu
njoj odgovarajuéu taku (19). Ove se take sve nalaze na jednoj pravoj para-
lelnoj imaginarnoj osovini. Periodiénost funkcije opet se sastoji u &injenici da
funkcija u tackama (19) tih pojaseva dobija jednu istu vrednost, onu koja ona
ima u tacki z pojasa (A).

I u prvom i u drugom slu€aju oblasti (4), (B), (C), ... nazivaju se
pojasima periodicnosti funkcije. Tih pojaseva ima beskrajno mnogo, ali je dovoljno
poznavati funkciju u jednome, kome bilo od njih, pa ¢ée se ona poznavati u
celoj ravni, po3to se ona ponavlja u svima ostalim pojasevima. Prvim pojasom
periodi¢nosti obifno se naziva prvi pojas sa desne strane imaginarne osovine.

Tacke (19) nazivaju se homologim tackama ili homologama talke z za
posmatranu funkciju f(z). Periodinost ove sastoji se tada u tome, §to funkcija
u svima homologim tatkama ima istu vrednost, onu koju ima u tagki z.

Medutim, 1 u prvome i u drugom sluaju pojasima periodi¢nosti moZe se
dati proizvoljna orijentacija, ali tako da uvek ostanu medusobno paralelni.
Pretpostavimo da se prvobitne pravougle koordinatne osovine obrnu oko koor-
dinatnog pocetka za ugao a, a da poletak ostane isti. Medusobni poloZaji ta-
¢aka O, w, z i (19) ostaju tada neizmenjeni, po§to se npr. tacke O, w, z, z+ w
nalaze na temenima paralelograma koji ostaje neizmenjen obrtanjem osovina
(sl. 8), jer poloZaji njegovih temena zavise samo od pravaca i potega talaka z
i w, a ne i od pravaca osovina. Prema tome i pojasi periodi¢nosti ostaju isti,
samo im se menja nagib prema osovinama. A rezultat je isti kao da su koordi-
natne osovine ostale iste, a pojasi promenili svoj nagib prema osovinama (sl. 9).

SI.9

Obrtanjem osovina, kojim se ne menjaju medusobni poloZaji koordinatnog
podetka, periode i homologih tadaka, menjaju se same vrednosti svih tih tafaka,
i to na jedan isti nacin: njihovi potezi (moduli) ostaju neizmenjeni, a polarni
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uglovi se smanjuju ili poveéavaju (prema smislu obrtanja) za ugao a, za koji se
koordinatni sistem obrnuo oko podetka. U prvome sludaju vrednost z postaje ze*¢,
a o postaje we*?; u drugome slu€aju izmenjenje su vrednosti ze=* i we=t.

Treci sluaj: neka je perioda kompleksna koli¢ina. Obrtanjem koordi-
natnog sistema oko poletka, €ime pojasi i homologe tatke ostaju neizmenjeni,
moZe se ubiniti da se taka w nade na realnoj, ili na imaginarnoj osovini, pa
dakle da se odredivanje tih pojaseva i tih tadaka svede na prvi ili drugi slucaj.
A iz ovoga §to je napred kazano izvodi se tada ovaj zakljudak:

Kakva bila perioda w, realna, &isto imaginarna ili kompleksna, prvi pojas
periodinosti dobija se kad se kroz pocetak i kroz tatku w povuku dve medu
sobom paralelne prave L i- L’ proizvoljnog pravca; deo ravni izmedu tih dveju
pravih je prvi pojas periodicnosti, a svi ostali se dobijaju povlaceci kroz tacke

+2w, £330, +4w,...

prave paralelne pravama L i L'

Kao §to se vidi, postojanje jedne periode w povlaci sobom ograniCenje
dela ravni u kome funkcija dobija sve mogucéne svoje vrednosti, a koje se samo
ponavljaju u pojasima periodi¢nosti, u njihovim homologim tackama.

2 Eliptitke funkgcije



DRUGI ODELJAK

GENERALNOSTI O DVO-
PERIODICNIM FUNKCIJAMA



6. NEPOSREDNI NACINI FORMIRANJA DVOPERIODICNIH FUNKCIJA

o

» 17 Videlivsmo Kakd. se’ proutavarjent. krivolinijskih integrala
(20) z= [ f(u)du

dolazi do saznanja da inverzija u(z) takvoga integrala ima jednu ili viSe nesvod-
ljivih perioda. To daje moguénost da se neposredno formiraju integrali (20)
¢ija e inverzija biti dvoperiodi¢na funkcija.

Takva je jedna funkcija napred prou€ena inverzija u(z) integrala

A
@D =) Vo 1=k
0

Drugi jedan nalin za neposredno formiranje dvoperiodi¢nih funkcija daje

teorija redova ¢iji je opsti ¢lan odredena funkcija promenljive z. Uoéimo npr.
red

(22) f@=Uy+U, +U,+ - - -
&iji je opsti Clan oblika
(23) U,=u,+v,,
gde je

2tne
(24) = gy (o)
25) v, — S

(ea_ez—nw) (eﬁ_ ez_fn,co) '

gde su « i B dve ma kakve konstante, a w konstanta &ji je realan deo

ne-
gativan.
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Pokaza¢emo najpre da je red (22) konvergentan za sve vrednosti z, osim
za one za koje imenioci izraza u, i v, postaju jednaki nuli. Konvergencija za-
visi od nadina na koji se u, 1 v, ponaSaju za velike vrednosti n. Posto je rea-
lan deo konstante w negativan, izraz e*®, pa dakle 1 e?*#®, teZe nuli kad »n
beskrajno raste, i prema tome imenilac izraza u, ponaSa se u beskrajnosti kao
e*+f. Clan u, ponasa se, dakle, kao izraz

eZ+7lw
- ez_a—ﬂ . enw
ea+ﬂ
§to znadi da se red
26) Ug Uy FUy+ - - -

ponaSa kao geometrijska progresija
e (] +ev et 4 et .. )

koja je konvergentna, jer je e” po svome modulu manje od jedinice. Prema
tome c¢e 1 red (26) biti konvergentan za sve vrednosti z razline od

(27 a—nw+2knii f—now+2kni

gde je n koji bilo ceo pozitivan broj, a k koji bilo ceo (pozitivan ili negati-
van) broj; za vrednosti (27) ¢lan w, postaje beskrajno veliki.

Da bi se dokazala konvergencija reda
(28) VotV +U+ - -

primetimo da izraz e—**, pa dakle i izraz e?~"®, beskrajno raste pri rascenju
broja n, pa da se za velike vrednosti n izrazi

et eZ—Nw | ef_ pt-nw

ponasaju kao —e>"“, tako da se ¢lan v, ponaSa kao

eZ—ﬂ w
- e—z+n w'
e2 Z—nw)

Red (28) ponasa se, dakle, kao geometrijska progresija
e?(l+e e +ed4 .- .)

koja je konvergentna. Prema tome ¢e i red (28) biti konvergentan za sve vred-
nosti z razliéne od

(29) atnw+2knii f+no+2kni

za koje konvergencija prestaje, jer ¢lan v, postaje beskrajno veliki.
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Prema tome i red (22), kao zbir redova (26) i (28), konvergentan je za
sve vrednosti z osim (27) i (29). Te su vrednosti (27) i (29) polovi prvog reda
za funkciju f(z) koju izraZava red (22). Da je svaka od tih vrednosti po! funk-
cije, jasno je iz toga Sto za svaku od njih po jedan od ¢lanova u, i v, reda
(22) postaje beskrajan, a njegova obrnuta vrednost postaje jednaka nuli. Kad
se f(z) pomnoZi razlikom z—a, gde je a jedna, ma koja, od vrednosti (27)
i (29), bice svaki ¢lan u, i v, pomnoZen tom razlikom. A ti su &lanovi dvo-
jaki: jedni, &ji imenilac ne postaje jednak nuli za z=a, a drugi &iji je imenilac
nula za z=qa. Oni prvi pomnoZeni sa z=a postaju jednaki nuli za z=aq, a
drugi se javljaju u prividno neodredenom obliku %, ali se primenom L’Hos-
pitalovog pravila nalazi da je ta vrednost konaéna i od nule razli®na. A sve
to dokazuje da je vrednost z=a odista pol prvog reda za f(z), pa poto ta
funkcija pe moZe imati drugih singulariteta osim vrednosti (27) i (29), to je ona mero-
morfna funkcija promenljive z.

Posto se ni u, ni v, ne menjaju kad se vrednosti z doda 2=/, to funk-
cija f(z) ima broj 2xi za periodu. Ali se moZe dokazati di ona ima za peri-
odu i broj w, i to na ovaj nacin:

Posto v, nije niSta drugo do u, kad se u njemu indeksu n promeni znak,
to se red (22) moZe napisati u obliku

(30) s U= U U F Uy U U, Uy

tj. u obliku reda ¢iji su indeksi svi celi brojevi od —o do + . Kad se na
mesto z stavi z | w, opsti ¢lan u; reda (30) postzje

egZrkrD o

[ea_ez+(l\f+1)w] [eﬂ_ ez+(k+l)w] ~Hien

i to bilo da je k pozitivan, bilo da je negativan ceo broj. To znaéi da zamena
vrednosti z vredno$¢u z + w ima za posledicu samo pomeranje ¢lanova reda (30)
na desno za jedan rang, §to ni u koliko ne menja zbir toga reda (Primetimo
da takvo pomeranje ¢lanova samo onda ne menja zbir reda, kad se indeks
menia od —oo do + oo ; kad bi se on menjao samo od 0 do oo, zbir bi se
morao promeniti, jer ne bi postojao €lan u, koji bi takvim pomeranjem do$ao
na mesto €lana w,). Prema svemu tome:

Funkcija f(z) je meromorfna funkcija sa dve nesvodljive periode
W =27i i w,=w.

Da su one odista nesvodliive, vidi se iz toga §to, kako je realan deo
periode @ razlian od nule, nijedna od perioda w, i w, ne moZe biti multipl
druge.
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7. JACOBIEVA TEOREMA O PERIODAMA DVOPERIODICNIH FUNKCIJA

Za periode w, i w, ma koje dvoperiodiéne funkcije vezana je jedna arit-
metiCka osobina iskazana stavom:

Jacobieva teorema: Kolicnik perioda nikad nije realan broj.

Jer, kad bi taj koliénik bio realan broj, taj bi broj bio racionalan ili ira-
cionalan, i onda:

1° Pretpostavimo najpre da je taj broj racionalan, tj. oblika ;, gde su

p i g dva cela broja, za koja se uvek moZe smatrati da nemaju zajednickih
ginilaca. Iz jednakosti

W _ P

w, 4q
dobija se da je

w, W,

P oq’

pa ako se zajedniC¢ka vrednost ta dva koliénika oznai sa A, dobija se da je
w,=ph, w,=qA

tj. da su w; i o, multipli jednog istog broja A. Ali za broj A moZe se doka-
zatl da je i sam perioda funkcije f(z) koja ima za periode w, I w,. Jer, prema
poznatom aritmetickom stavu o linearnim neodredenim jednadinama sa dve ne-
poznate x i y, ma kakvi bili celi brojevi p i ¢ (bez zajedni¢kih C<&inilaca),
uvek postoje celi brojevi x i y takvi da je
px—qy=41.
Ako je x=m,; i y=m, jedan par takvih brojeva, biée
pmy—qm, =+ 1,
pa prema tome, mnozeéi sa A
m, w,—m, w,= %A,
odakle je
m, w;=m,w, A
Pa posto je tada

f@=fz+mw)=fztmo,£)=f(z£4),

to je A perioda funkcije. Obe su periode w, i w,, dakle, multipli jedne iste pe-
riode A, pa prema tome to nisu nesvodljive periode.
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2° Pretpostavimo da je pomenuti broj iracionalan. Zna se da za svaki
iracionalan broj u postoji takvih racionalnih brojeva LA koji se od u raz-
likuju za koliko se hote malo, §to se moZe izraziti jednako§éu

p+te
q

H —

gde je ¢ koliko se hoée mali broj. Iz jednaline
w,  pte
v q
dobija se tada
5 ) qw,=pw, + Ew,,
prema Cemu je
S@=fz+qgw)=F(z+pw,+ew,)=/f(z+ew,),
§to bi znadilo da funkcija ima za periodu i broj ¢w,. Pa kako ta perioda moZe
biti koliko se hoée mala, takva bi se funkcija morala svesti na konstantu.
Kao neposredna posledica Jacobieve teoreme izvodi se zakljudak:
Nesvodljive periode w, 1 w, ne mogu biti ni obe realne, ni obe cisto ima-
ginarne, jer bi u oba sluéaja njihov koli¢nik bio realan broj.
Tako isto iz nje sleduje i zakljucak:
Tacke w, i w, nikad se ne nalaze na jednoj pravoj $to prolazi kroz koor-
dinatni poletak, jer kad bi tako bilo, @, 1 w, bi imali isti argumenat 0, pa ako
im se moduli oznale sa p, 1 p,, bilo bi

w, =0, e, w, =0,
pa bi, dakle kolitnik “ bio realan broj 2L .
W, oy

8. GEOMETRIJSKO ZNACENJE DVOPERIODICNOSTI

Napred je pokazano da postojanje jedne periode w,, za datu funkciju
J(z) povlaci sobom cCinjenicu da je dovoljno poznavati funkciju za take z u jed-
nom pojasu periodi¢nosti, pa da se ona poznaje za tatke z u celoj ravni te
promenljive.

Pretpostavimo sad da funkcija, pored periode w,, ima jo§ jednu periodu w,,

nesvodljivu na w,. I ta perioda povladi sobom svoje pojaseve periodi¢nosti, koji
¢e se ukrStati sa onima koje povla¢i perioda w,. Pos§to su pravei graniénih pra-
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vih tih pojaseva proizvoljni, oni se mogu izabrati tako, da pojasevi §to odgo-
varaju prvoj periodi budu paralelni potegu druge periode, i obratno: da poja-
sevi §to odgovaraju drugoj periodi budu paralelni potegu prve periode (sl. 10).

SI. 10

Ta ¢e dva sistema pojaseva obrazovati u ravni promenljive z jednu mreZu para-
lelograma koji su, po samome nalinu svoga postanka karakterisani time Sto:

1° paralelogram, precrtan na sl. 10 ima za temena tacke
31 0, w,, w,, W, + w,;
2° svi ostali paralelogrami imaju za temena homologe tacke tackama (31);

3° strane svih paralelograma paralelne su potezima perioda w, 1 w,.

Geometrijskim sabiranjem lako je uveriti se da ¢e temena paralelograma I
(sl. 11) imati za svoje homologe tatke, a za periodu w,, temena paralelograma
11, 1II, ... Zatim, da &e proizvoljna tatka z u paralelogramu I imati u svako-
me od tih drugih paralelograma po jednu svoju homologu tacku, u kojoj funk-
cija dobija onu istu vrednost koju ima u tacki z. Prema tome funkcija, odre-

dena u paralelogramu I, ponavlja se u svakome od paralelograma II, III,...,
§to znadi da prenose¢i paralelogram I duZ pojasa periodinosti (4), (sl. 10) tako
da se 1 poklapa redom sa II, III, ..., ucini¢e se da funkcija bude poznata u

celome pojasu (A4), a prema tome i u svima pojasima periodi¢nosti (B), (C), ...,
pa dakle u celoj ravni.
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Svi su paralelogrami mreZe na taj nalin ekvivalentni u pogledu vrednosti
Sunkcije.

Do istog bi se rezultata do§lo i kad bi se, na mesto periode w,, uzela
perioda ®,; paralelogrami i njihova uloga ostali bi neizmenjeni. Dodade se jo§
i to, da se medusobni polozaji homologih tadaka ne menjaju obrtanjem koordi-

0

natnih osovina za proizvoljan ugao, jer pravci osovina ne igraju nikakvu ulogu
pri geometrijskoj konstrukeiji tih tacaka. Obrtanje ima za efekat samo promenu
nagiba mreZe paralelograma prema osovinama, a ne utie ni na oblik, ni na ve-
li¢inu paralelograma, pa dakle ni na medusobne poloZzaje homologih tacaka.
Paralelogrami mreZe nazivaju se paralelogrami perioda; paralelogram 1 je
osnovni paralelogram perioda. A iz ovoga $to je kazano sleduje da se dvoperio-
di¢nost funkcije sastoji u tome, §to se fumnkcija, odredena u jednome, npr. u
osnovnom paralelogramu perioda, ponavija u svakome od ostalih paralelograma.
Posto su za datu taCku z njene homologe

Z+m, o +m, w,

tj. one §to se iz z dobijaju dodavanjem ili oduzimanjem multipla perioda, to
sleduje da:

1° svako teme osnovnog paralelograma ima za homologu odgovarajuée
teme svakoga od ostalih paralelograma;

2% svaka tatka z na jednoj strani osnovnog paralelograma ima za svoju
homologu po jednu tacku na odgovarajudoj strani svakog paralelograma, i to
onu sa kojom se z poklapa kad se poklope paralelogrami;
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3% svaka tacka z u unutradnjosti osnovnog paralelograma ima po jednu
homologu tadku u unutradnjosti svakoga od ostalih paralelograma, i to onu sa
kojom se z poklapa kad se poklope paralelogrami. U svakoj od homologih ta-
Caka funkcija ima istu vrednost koju ona ima u tacki z.

Ocevidno je da bi, prema samoj konstrukciji paralelograma perioda, nji-
hovo postojanje bilo nemoguéno kad bi tatke z=w, i z=w, leZale na jednoj
pravoj $to prolazi kroz tacku z=0. Ali prema Jacobievoj teoremi o periodama
taj sludaj ne moZe nikad nastupiti.

9. NEMOGUCNOST UNIFORMNIH FUNKCIJA
SA VISE OD DVE PERIODE

Iz posmatranja pojasa periodinosti moze se geometrijski shvatiti da ne
postoji nikakva uniformna funkcija sa vise od dve periode. Jer, kao §to je po-
kazano, postojanje svake periode povlaét sobom ogranienje dela ravni u kome
funkcija dobija sve svoje vrednosti. Jedna osnovna perioda o, ograniava taj
deo na jedan pojas, tj. na deo ravni beskrajno manji od nje. Druga osnovna
perioda w, ograniava taj pojas na jedan paralelogram, tj. na jedan deo pojasa
beskrajno manji od njega. Tre¢a osnovna perioda smanjila bi paralelogram na
jedan njegov deo beskrajno manji od njega samog, tako da bi funkcija, koja
bi imala tri periode, a uniformna je, pa se moZe predstaviti u jednoj ravni, do-
bila sve moguéne svoje vrednosti u beskrajno malom delu peralelograma i mo-
rala bi svesti na konstantu.

Medutim, kao $to je napred pokazano, posmatrajuéi inverziju u (z) integrala

z= [ f ) du,

funkcija u (z) moZe stvarno imati koliko se ho%e osnovnih perioda. Ali, prfma
gornjem stavu, to se moZe desiti samo kad je ta funkcija multiformna, 'a .mKad
kad je uniformna. Uostalom, za multiformne funkcije ne mora postojati gore
navedeni razlog za nemoguénost veceg broja perioda od dve, jer se takve fu‘n,k-
cije, sa svojim raznim determinacijama, ne mogu celokupne predstaviti u jed-
noj istoj ravni.

10. NEKOLIKO OPSTIH OSOBINA MEROMORFENIH
DVOPERIODICNIH FUNKCIJA

Pored osobina, vezanih za pojedine dvoperiodicne funkcije, ima ih i tak-
vih koje vaze za sve meromorfne funkcije sa dvema periodama. Ovde ce fe
navesti nekoliko takvih opstih osobina, koje su osnova opstoj teoriji funkcija
te vrste, u obliku stavova S§to sleduju.

Stav I: Integral ma koje meromorfne dvoperiodiéne funkcije f(2), uzet
du$ ma koga paralelograma perioda, jednak je nuli.
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Jer takav integral

(32) J=[f(z)dz

jednak je zbiru integrala uzetih duZz strana paralelograma. Medutim u svakoj
tagki z jedne strane ovoga funkcija f(z) ima istu vrednost kao i u njoj homo-
logoj tacki $to se nalazi na suprotnoj strani paralelograma, ali u tim dvema
taCkama dz ima suprotne znake, jer su pravci integracije suprotnog smisla. In-
tegral J duZ jedne strane paralelograma biée, dakle, jednak integralu uzetom
duZ suprotne strane, ali suprotno oznacenom. Zbir takva dva integrala jednak
je nuli, pa je dakle i J=0.

Stav I1: Zbir ostataka ma koje meromorfne dvoperiodicne funkcije, za
njene polove $to se nalaze u ma kome paralelogramu perioda, jednak je nuli.

Jer, ako se ti ostaci oznade sa B, B,, B;, ..., prema Cauchyevoj teo-
remi integral (32), uzet duZ paralelograma, ima za vrednost

J=2mi- 2 By;
pa posSto, prema stavu I, mora biti J=0, to je
> B,=0.

Stav 111: Meromorfna dvoperiodiéna funkcija ne moZe imati u parale-
logramu perioda samo jedan pol koji bi bio prvog reda.

Jer, prema stavu lI, zbir ostataka za polove sadrzane u paralelogramu
perioda jednak je nuli, a on to ne bi mogao biti kad bi paralelogram sadrzao
samo jedan pol koji bi bio prvoga reda, jer bi tada taj jedini ostatak, pa
dakle 1 zbir ZBk, morao biti razlican od nule. Medutim, za vie prostih polova,

kao 1 za pol viSega reda, to moZe biti, jer ostatak za takav pol, kao i zbir
ostataka, mozZe biti jednak nuli.

Stav 1V: Za svaku meromorfnu dvoperiodicnu funkciju zbir redova nula,
sadrianih u paralelogramu perioda, jednak je zbiru redova polova sadrianih u
tome paralelogramu.

Jer, kao §to se zna iz opSte teorije analitickih funkcija, svaka se takva
funkcija moZe, za vrednosti z u blizini jedne svoje nule z=ao koja je m-toga
reda, napisati u ebliku:

(33) J(@)=(Gz—a)" ¢ (2),
a u blizini jednoga svoga pola z=f koji je n-toga reda u obliku
(34) J(@)=(Ez—B"v(2),

gde su @(z) 1 y(z) dve funkcije koje ne postaju ni jednake nuli, ni beskrajne
za z=gqa, odnosno za z=_,.
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Neka je f(z) kakva meromorfna dvoperiodiéna funkcija, pa se logaritmi-
sanjem 1 diferencijalienjem jednacina (33) i (34) dobija da je u blizini tacke o

@ m ¢
f@) z—a ¢(2)

f@_—n v
floy z—6 (2
Iz (35) i1 (36) se vidi: 1° da je svaka nula o pol prvoga reda za funkciju
"(z
j;—((j)i da je ostatak za taj pol jednak broju m; 2° da je svaki pol § pol pr-
z

voga reda za isti koliénik i da je ostatak za taj pol jednak —n. Pa poito je
LG

S(2)
rioda ne moZe imati drugih singulariteta osim takvih vrednosti kao §to su « i
B, zbir ostataka te funkcije za polove sadrZane u njenom paralelogramu perioda
(istom kao paralelogram funkcije f) mora prema stavu II, biti jednak nuli.
Medutim taj zbir ostatka je

2.m—2n

2.m=2n,

Stav V: Svaka meromorfna dvoperiodicna funkcija f(z) ima u svome pa-
ralelogramu perioda bar jedan pol.

Jer ako se u paralelogramu uo¢i jedna proizvoljna stalna tacka z=aq,
funkcija

(35)

a u blizini tacke 8

(36)

koli€ni 1 sam meromorfna dvoperiodina funkcija, i u paralelogramu pe-

prema femu mora biti

¢ime je stav dokazan.

¢ (2)=f(z)—f(a)

je takode meromorfna i dvoperiodi¢na, sa istim paralelogramom perioda kao
f(z). Prema stavu 1V za tu funkciju mora biti

2m=2n,

a poSto ona ima bar jednu nulu, a to je vrednost z=g, to broj Zm ne moze bi-
ti jednak nuli, pa dakle ni broj Zn. Pa kako svaki od brojeva n predstavija
red po jednoga pola funkcije f(z) (te dve funkcije ¢ i f imaju iste polove), to
polovi odista moraju postojati.

Iz ovoga stava izlazi kao obiCna posledica:

Stav VI: Ne postoji nikakva cela dvoperiodiéna funkcija.

Stav je poznat pod nazivom Liouvilleove teoreme. Funkcija mora u para-
lelogramu perioda imati bar jedan pol, i prema tome ne moZe biti ccla funkcija.

U tome je stavu iskazana jedna od razlika izmedu funkcija sa jednom, i
funkcija sa dve periode. Medu prvima se nalaze npr. cele funkcije ¢* 1 sin z,
dok se medu drugima ne nalazi ni jedna cela funkcija.
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11. FUNKCLJE snz, enz, dnz I NJIHOVE NEPOSREDNE MEDUSOBNE

N NooA LI

IR » AZARE
Napred proucavana funkcija u(z), definisana kao inverzija integrala

(37)

. du
Z_fV(l—uzm—kZuZY
4

polazna je tatka za teoriju elipti¢kih funkcija. Ona se oznaduje oznakom
u(z)=snz.

Pored nje su uvedene jo§ i ove dve njene kombinacije: funkcija

(38) cn (z)=l/ 1—sn2z
i funkcija
(39) dnz=} 1—k?sn2z.

Uvodenje tih kombinacija u€injeno je po analogiji sa trigonometrijskim
funkcijama, koje se mogu smatrati kao ‘specijalni sludajevi eliptickih funkcija.
A to je ulinjeno narolito s toga, §to se te dve kombinacije funkcije snz &esto
pojavijuju u obrascima za elipticke funkcije, pa je bilo od koristi, kao i pri
uvodenju kosinusa, kao kombinacije sinusa, prouditi im jednom za svagda ana-
lititke osobine, pa ih sa tako proudenim osobinama uvesti u racune kao racunske
elemente.

Uvodenje funkcije c¢n z imalo je jo§ i tu dobru stranu $to, kad je ona
uvedena, obrasci teorije elipti¢kih funkcija postali su sliéni obrascima iz teorije
trigonometrijskih funkcija, na koje se one svode u specijalnom slu€aju kad je k=0.

Kao §to ¢e se videti iz onoga §to ¢e docnije biti pokazano, celokupna
teorija eliptickih funkcija moZe se svesti na prouavanje triju funkcija

snz, cnz, dnz

i njihovih algebarskih kombinacija. One se stoga nazivaju osnovne elipticke funkcije.
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Prva neposredna veza izmedu te tri funkeije izraZena je obrascima ¥to
sluZe za samu njihovu definiciju:

(40) sn2z 4-cn?z=1,
41y dn2z+k2sn2z=|
od kojih je prvi isti kao i onaj §to izraZava vezu izmedu sinusa j kosinusa.

Druga je veza izra¥ena u obrascima koji daju izvode tih triju  funkcija.
Obrazac (37) dovodi do jednadine

(42) %=V1—u2-l/l—k2u2
zZ

koja pokazuje da je
(43) sn'z=cnz-dnz.
Iz obrasca (40) dobija se diferencijaljenjem
snz-(snz) +cnz-(cnz) =0,
odakle je

(44) (an),:_snz-(snz)'

=—snz-dnz.
cnz

Naposletku, iz (41) dobija se diferencijaljenjem

dnz-(dnz) +k2snz-(snz)’ =0,
odakle je

45) (dnz)'= —k2snz.cnz.

Obrasci (43), (44), (45) uopitavaju elementarne obrasce za izvode funk-
¢iia sinz 1 cosz, na koje se svode 7a k=9, a 1o su obrasci

(s z) =cosz,

(cos z) = —sinz.

Druge veze izmedu snz, cnz, dnz, koje takode uopstavaju _sliéne “veze
izmedu osnovnih trigonometrijskih funkcija, bi¢e pokazane u daljim izlaganjima.

12. NEKOLIKE OSOBINE FUNKCIJE snz

Za prouCavanje osobina funkcije snz polazne su tacke:
1° izraz te funkcije u obliku inverzije integrala (37):
29 opsti integral diferencijalne jednadine prvoga reda

Q 2= (1—p2) (1 —k2 p2)
@x) (1—x)(1—k2x?)’

(46)

3 Eliptike funkcije
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koja nosi naziv Eulerove diferencijalne jednaéine i koja se moZe integraliti na
dva na€ina: kvadraturama i algebarskim operacijama.

Napisana u obliku
@7 dx _ dy _
V== (1—kex) [ —)(1—k )

jednadina (46) ima za opSti integral

(48) fl/(l_—xz)(l_j(z x?): V(1 —y2) (1—k2 yz)jL ¢

Sa druge strane, Euler je naSao da se njen opSti integral moZe izraziti
i u algebarskom obliku

x/(1—y) (1 —k2y)—yV (1 —x?) (1 —k2x2)
(49) iy —cC.

Sludaj je sliCan onome sa prostijom diferencijalnom jednadinom

(d_y>2 _1=y
dx 1—x2
B dx . dy_
Vi—x Vimy

Ciji se opsti integral moZe napisati u dva razna oblika

napisanom u obliku

dx dy
= | —=—+
Vl—xz l/l_yz

tj.
arcsinx=arcsiny+C

xY1—pyr—yVl1—x2=C,

o femu je lako uveriti se diferencijaljenjem jedne i druge od dveju posled-
njih jednacina.

Pomo¢u jednaCine (49) dokazuje se da je snz uniformna funkcija promen-
ljive z. Jer kad ne bi bila takva, ona bi za datu vrednost z (izuzimajuéi po-
jedine, specijalne vrednosti z) imala viSe od jedne vrednosti. Neka su x i y
dve takve vrednosti, §to odgovaraju jednome istome z i menjaju se sa ovom.
Prema jednacini (37), koju zadovoljava funkcija snz, tada bi moralo biti

x

(50)

V(l—xz)(l—kzxz) fl (1—y2)(1—k2y2)
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iz Cega se diferencijaljenjem vidi da x i y moraju zadovoljavati jedna&inu (47),
a prema tome i jednalinu (49), kad se u ovoj bude podesno izabrala konstanta
C’. A ova je odredena time §to je jednadina (50) zadovoljena za x=0, y=0
pa dakle tako mora biti i sa jednadinom (49), Sto daje C'=0. A tada je pre-
ma istoj jednacini (49)

XV A=) (I =k y)—y ) (1—x2) (1—k233) - 0,
iz Cega se dobija da je

(51) al - 4
V(—x)(I—k2x2) |V (1—p2) (1—k2 y?)

Poredenjem jednacina (47) i (51) dobija se da je

dx _dy
X y
prema Cemu je integracijom

(52) y=ax,

gde je a integraciona konstanta. Smenom te vrednosti y u jednatini (51) nalazi
se da je
1 B a
V(1—x2)(1—k2x2) | (1—a2x?) (|—kZa2x?)’

pa, poSto a ne zavisi od x, to moZe biti samo za a=1. Iz (52) tada se zak-
ljuuje da je y=x, tj. da se pretpostavljene dve vrednosti funkcije snz medu
sobom poklapaju, i prema tome funkcija je uniformna. Ona dakle nema kritic-
kih tacaka.

A jednacina (42) pokazuje da funkcija u=snz. kao integral te jednaline,
nema ni esencijalnih taaka. To sleduje iz poznatih stavova iz analiticke teorije
diferencijalnih jednadina prvoga reda, a ponaosob iz stava prema kome, kad je
u jednadini :

du y

P @ (2, u)
funkcija @ za jedan dati par vrednosti z=a, u=§ holomorfna, tagka (a, f) je
obi¢na talka za integral # koji za z=a dobija vrednost u=p.

Posto snz, kao dvoperiodi¢na funkcija, ne moZe, prema stavu VI, biti
cela funkcija, a nema ni kritikih ni esencijalnih tadaka, to ona mora imati
polova, pa je prema tome to meromorfna funkcija promenljive z.

Iz jednaline (42), koju zadovoljava u=snz, vidi se da je snz neparna
Junkcija promenljive z. Jer je ta jednalina zadovoljena kad se z smeni sa —z,
ausa —u

3%
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Kao 3to je napred nadeno, funkcija snz ima dve osnovne, nesvodljive periode
(53) w=4K1i w,=2iK

gde su K i K' realni odredeni integrali:

(54)

1
du
K=fv(1_u2)(1_k2 '

1

N
, du
(35) K _fV(ul—l)(l—k?- u?)

Stalan broj k, koji leZi izm:du O i 1, nazvan jz moduo funkcije snz,
kao 3to se vidi, periode w, u w, su odredene funkcije toga modula.

Osnovni paralelogram funkcije snz je pravougaonik &ija su temena tacke
0, w,, 0, w,+w, (sl. 12).

A
W, + W

0 Wy

Sl 12 Sk 13

PoSto je snz uniformnaa funkcija, to o1a za jednu datu vrednost z ima
samo jednu, i to tano odredenu vrednost u=p. Ali iz jednaline (37) nalazi se
da ona tu istu vrednost B dobija za dve vrednosti z koje nisu jedna drugoj
homologe.

Jer, kad se integracija, oznalena u obrascu (37), izvrSi po putanji C’
sastavljenoj iz zamke 3to polazeéi iz tacke O, opkoljava tatku u= +1 (sl. 13),
i direktne putanje C od O do u, integral kad se stigne u taku O ima za vred-
nost 2K, ali se u tu tacku stiZe sa promenjenom determinacijom funkcije pod
integralnim znakom, tako da ¢e se u tadku u sti¢l sa vredno¥¢u 2K—z jstoga
integrala. Celokupna putanja C'+ C daje, dakle, za integral vrednost 2K—z,
dok putanja C daje vrednost z. Pa podto obe putanje dovode do iste tatke u,
to jfunkcija u=snz ima tu osobinu da

(56) sn(2K—z)=sinz,
a to je osobina sli¢na onoj Sto vaZi za sinz, da je

sin (w—z) =sin z.
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Kad dakle funkcija snz dobije jednu vrednost f za z=a ona tu istu vred-
nost dobija i za z'=2 K—a. ' ‘

Tatke z i z' uopste (tj. kad je taCka z proizvoljna) nisu jedna drugoj
homologe, jer se ne svode jedna na drugu dodavanjem ili oduzimanjem mul-
tipla perioda. One su razliCite medu sobom, pa se ili obe nalaze u osnovnom
paralelogramu perioda u kome je z, ili tatka z’ ima svoju homologu u tome
paralelogramu, poSto se¢ dodavanjem ili oduzimanjem perioda z' moze dovesti
u koji se hoce paralelogram.

Prema tome, kad funkcija snz dobije jednu datu vrednost § za kakvu
vrednost z=a, ona tu istu vrednost f dobija i za beskrajno mnogo vrednosti
z, a to su:

1° sve homologe vrednosti a, tj. vrednosti
z=a+4mK+2niK',
gde su m 1 n ma kakvi, pozitivni ili negativni, celi brojevi;

20 vrednost
zZ =2 K—u;

3% sve homologe vrednosti z’, tj. vrednosti
2" =7+ 4mK+ 2 niK',

Kad je tatka « u osnovnom paralelogramu perioda, onda, ako to nije
slu¢aj i sa odgovarajuéom tadkom z’, jedna ¢e se njena homologa z'' sigurno
nalaziti u tome paralelogramu. Te se dve tatke « 1 2z, odnosno « i z'/, mogu
i medu sobom poklapati, kao $to je slucaj npr. kad je a=K.

13. NULE I POLOVI FUNKCUE snz

Jednadina (37) zadovoljena je za z=0, u=0, §to znali da funkcija u=snz
postaje jednaka nuli za z=0, a ona ¢e to biti i za sve homologe vredno-
sti, tj. za

z=4mK+ 2 niK’.

Ali, prema obrascu (56) ona ¢e biti jednaka nuli i za vrednost z=2K.
Funkcija snz ima, dakle, u osnovnom paralelogramu perioda dve nule
z=012z=2K
Kad se tim dvema nulama pridadu multipli 4mK realne periode funk<

cije, dobija se beskrajni niz njenih pozitivnih i negativnih realnih nula, koje se
sve mogu izraziti opstim obrascem

z=2mK.



38 Osnovne elipticke funkcije

A kad se ovima pridadu multipli 2#riK’ imaginarne periode, dobija se
beskrajni niz imaginarnih nula koje se sve izraZavaju opstim obrascem
z' = 2mK+2niK'.

Sve su te nule proste, jer kad za jednu vrednost z bude u=0, izvod

(57) u (2) =V (1 —u2) (1 —k2 u2)
dobija od nule razliénu vrednost + 1. Pa posSto su nule proste, to funkcija
menja znak pri prolasku kroz svaku svoju realnu nulu.

Po svojim realnim nulama snz pokazuje sli€nost sa sinz: 1 ova funkcija
ima beskrajno mnogo nula, koje su sve multipli poluperiode =, i sve su pros-
te. Ali, dok sinz ima samo realne nule, snz th ima 1 beskrajno mnogo ima-
ginarnih.

Potrazimo polove funkcije snz. Kad se u obrascu (37) stavi na desnoj
strani da je u= —+ oo, nalazi se da ¢e jedan pol « funkcije biti

o du

x> = — = —
[ V(1 —u2) (1—k2u2)
0

§to se moze napisati u obliku
|

-+ oo

ot=-“/l~+f+ ]f

0

Prvi integral ima za vrednost K, drugi —iK’, a trei se moZe izraCunati
kad se u njemu izvr$i smena

(58) u- . du - —
koja taj integral pretvara u

|
f dy
V (1 —22) (1 —k222) kK
0
pa se nalazi da je
a=K—iK'— K- —iK' —%.

A posto je funkeija u neparna, to je i vrednost
w
a,.—.—[-K/:_z

jedan njen pol. Sa druge strane, prema obrascu (56), nalazi se da ¢e i 2 K—
—iK’ biti jedan pol funkcije. Pa posto ée ona ostati pol i1 kad joj se doda
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14, Vrednosti z za koje sn z dobija vrednosti +1 1 j:;

perioda w,=2iK’, to ée 1 a''=2 K+ iK' biti takode pol. Pa poito se obe vred-
nosti a’ i o’ nalaze u osnovnom paralelogramu perioda, to se zakljuCuje da:

Funkcija snz ima u osnovnom paralelogramu perioda dva pola, oba imagi-

narna, a to su vrednosti
1@,

iK' =22 2Kk - T
2 2

Dodavanjem multipla perioda
4mK+2niK’'

dobija se beskrajan niz polova funkcije, koji su svi imaginarni. Funkcija snz
ostaje, dakle, konacna za sve realne vrednosti z.

Svi su polovi funkcije snz prvoga reda, jer kad se u jednadini (57) izvr$i
smena (58), ona postaje

v’ = —)/ (1 —22) (1 —k202);

svaki pol funkcije u je nula funkcije v, a za jednu takvu nulu dobija se za o'
vrednost + 1 razlicna od nule.

Potrazimo ostatke funkcije snz za jedan ma koji njen pol z=«. Ostatak
B je grani¢na vrednost kojoj teZi izraz:

(z—a)u(z) :_z:a za z—a.

u
Za z=o ta se vrednost javlja u prividno neodredenom obliku %, ali se
primenom L’Hospitalovog pravila nalazi da je ona

L N S

e e
u? u? u?
Ostatak  funkcife snz za ma koji njen pol ima, dakle, za vrednost ili

ol wel

k k

14. VREDNOSTI z ZA KOJE snz DOBIJA VREDNOSTI :1 I i%

Prema obrascu (37) z ima realne vrednosti samo dok se u menja od —1
do +1. Za ostale vrednosti u ili je U negativno, ili, kad je pozitivno, inte-
gral z je ipak sastavljen iz zbira jednog realnog i jednoga Cisto imaginarnog
integrala. .
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Potrazimo vrednosti z za koje ¢e u dostizati svoje krajnje realne vred-
nosti +1.

1° Vrednost z za koju je u=—1 data je obrascem
—1
f du W,
zZ= = —K=——
V(—u?)(1—k2 u?) 4
0

Ta tagka nije sadrZana u osnovnom paralelogramu perioda (p), ali je u
ovome sadrZana njena homologa tacka 3 K, za koju u takode dobija vrednost
—1. Tu istu vrednost —1 dobija u 1 za drugu homologu tatku 3 K+2iK',
takode sadrZanu u (p). Obrazac (56) ne dovodi ni do koje nove tacke z koja
bi bila sadrZana u (p) i za koju bi u imalo istu vrednost —1.

Funkcija snz dobija, dakle, vrednost —1 za dve tacke sadriane u osnovnom
paralelogramu perioda, a to su tacke 3K i 3 K+2iK'

2° Vrednost z za koju je z= + 1 data je obrascem

1
Z=f du =K=&,
V (1—u?) (1—k2u?) 4
0

a ta je tacka sadrZana u (p), kao i njena homologa K+ 2iK’. Obrazac (56) ne
dovodi do koje nove takve tacke koja bi bila sadrzana u (p).

Funkcija snz dobija, dakle, vrednost + 1 za dve tacke sadrfane u osnov-
nom paralelogramu perioda, a to su tatke K i K+2iK’.

Vrednost z, za koju ¢e u dobiti jednu ili drugu od vrednosti i%, do-
bija se kad se u obrascu (37) stavi kao gornja granica integrala u= —% ili

U= +7lc—. T tada se nalazi da:

3° Vrednost z za koju je u= —% data je obrascem

1 1 1
k% & 1 *
z:Jv(1—u2)d:‘1—k2u2)=_0f=_(0f+lf)

- —KtiK ==
4 4

koja vrednost nije sadrZana u (p), ali je u ovome sadrZana njena homologa
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3 K+iK’, za koju u dobija istu vrednost ——%. Obrazac (56) ne dovodi ni do

&ega novog, tako da:
1 . . .
Funkcija snz dobija vrednost—7 za jednu talku sadrianu u osnovnom
paralelogramu perioda, a to je tacka 3 K+iK'.

. 1 .
4° vrednost z za koju je u= +? data je obrascem

il LT
Z=OfV(l—uE;j?likZu_Z)zoﬁf]:K_iKl'

Ta taka nije sadrZana u (p), ali je u ovome sadrZana njena homologa

K+iK’, za koju je takode u=%. Obrazac (56) ne dovodi ni do &ega novog,

tako da:

|
Funkcija snz dobija vrednost ; u jednoj tacki sadrZanoj u osnovnom pa-

ralelogramu perioda, a to je tacka K+ iK'

Kao 3to se vidi, sve vrednosti z za koje snz dobija vrednosti i? ima-

ginarne su.

15. EFEKAT DODATKA POLUPERIODA VREDNOSTI
PROMENLJIVE z

Prema osnovnoj osobini funkcije snz, ona se ne menja kad se vrednosti
z doda jedna ili druga perioda w, ili w,. Da vidimo §ta biva od funkcije kad
se vrednosti z doda jedna ili druga od poluperioda

Iz obrasca (56) dobija se da je

sn(2K+z)y=—snz
$to znadi da je

%)
sn|z+-—|=-—snz.
2

Kad se, dakle, u funkciji snz vrednosti z doda realna poluperioda, funkci-
Jja zadrZava istu vrednost, ali menja znak.
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Da bi se videla posledica dodatka poluperiode %2, primetimo, da pre-

ma poznatom integralnom obrascu, za svaki integral je
b ¢ b

Uzevsi za funkciju pod integralnim znakom izraz

1 S—TY

Vil—w) (1 —k2 )’

a za a, b, ¢ vrednosti a=o0, b=u, c= oo, dobija se da je

W (u)

u u

’ du
W@ fww W)

oo

(59)

Kad se u integralu na desnoj strani izvr§i smena (58), on postaje

. v
Ofl/ (1—22) (1—k? 22)

pa poSto pravi integral na levoj strani ima za vrednost z, a drugi vrednost
—iK’, to jednaina (59) postaje

z-f—iK':—f 4z
VT (1—& o)
0

iz ega se inverzijom vidi da je

2
v=sn(—z—iK'Y=—sn(z+iK'y=—sn (z+%) ;

pa posto je
1
u=snz, v=—>,
ku

< wz) 1
sn|{z+u—)=—

2 ksnz
koji pokazuje da:

Kad se u funkciji snz vrednosti z doda imaginarna poluperioda, vrednost

to se dobija obrazac

Sfunkcije postaje — .
ksnz
16. UNIFORMNOST FUNKCIJA enz i dnz

Posmatrajmo funkciju
(60) 2==>0 (),
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gde je ® kakva algebarska funkcija promenljive u, inversije integrala

- du
(61) Z".[i(l—uz‘)u—_‘sz')'
0

Posto, kco $to je pokazano, u nema kriti€kih taaka, neée ih imati ni
@ (v) kad god je ® racionalna funkcija. Al ih moZe imati kad je ® kakva
algebarska iracionalna funkcija, premda to me mora uvek biti: ima sludajeva
kad je v uniformna funkcija promenljive z, pored svega toga §to, smatrana kao
funkcija promenljive u, ista funkcija ima kritickih tacaka.

Takav se slucaj javlja npr. kad je

(62) v=)a—,

gde je a konstanta koja ispunjava izvesne pogodbe. Smatrana kao funkcija
promenljive u, funkcija » ima dve kriticke tatke w=a i u= —a. Neka je A
jedan koren jednadine

(63) u(z)2—az=0,

pa pretpostavimo da je konstanta a tikva, da je za njoj odgovarajuéi koren A
jednacine (63) izraz u(A+ x) parna funkcija promenljive x, koja ima x=0 kao
svoju obi¢nu tacku. Tada se ta funkcija, za vrednosti x u blizini nule, moZe
razviti u red koji ¢e sadrzati samo parne stepene promenljive x

u(A+x)=A,+ A, x2+ A, x4+ Ag xS+ - - -

§to za x==0 daje
Ay=u(l), A2 =u(2)?r=a?,

posto je A koren jednacine (63). Prema tome je
(64) [u(A+xX)]2—a2=x2(B,+ B, x2+ Bgx*+ - - -).
Ako se tada za x uzme vrednost x=z—A4, jednadina (64) postaje
u(z)2—a2=(z—2A)2[B,+ B, (z-— A2+ Bs(z— A+ - - -],
a prema tome je
(65) v=Va2—uw=(z—2) ¥ (z2),

gde je ¥ (2) funkcija konacna i razli€ita od nule za z=21.

Jednz&ina (65) pokazuje da vrednost z=2 nije kritiCka kacka funkcije v,
ve¢ jedna njena obina nula. A ako $to se vidi, takav sludaj uvek nastupa kad
su ispunjeni ovi uslovi:

1° koren z=21 jednz&ine (63) je obina tacka za funkciju u(z);

2° izraz u(A+ x) je parna funkcija promenljive x.
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A oevidno je da bi to sve vaZilo i onda, kad bi jedan ili viSe prvih
koeficijenata B,, B,, Bs, ... na desnoj strani jednadine (64) bili jednaki nulj;
i tada bi se¢ opet imao kao zajednicki ¢inilac paran stepen promenljive x, pa
bi se imao isti zakljudak.

Primenimo sad to na funkciju

v=cnz=l/1—zﬁ.

Jednadina (63) je
1—sn2z=0

i ona ima u osnovnom paralelogramu perioda za korene vrednosti A=K i
A=K+ 2iK' od kojih se druga mozZe smatrati kao homologa vrednosti X, pa
je, dakle, dovoljno ispitati samo koren A=K.

Smenom z=K+x u jednaini
sn(2K—z)=snz

dobija se da je
sn (K—x) =sn (K + x),

§to pokazuje da, kad se uzme za 1 vrednost K, izraz sn(i-+x) je parna funk-
cija promenljive x, pa kako je z=K obi¢na tatka za snz, to su oba gornja
uslova 1° 1 2° ispunjena, i prema tome za funkciju v=cnz vrednost z=K
nije kriti¢ka tacka. Ta funkcija ima, dakle, kao singularitete samo polove, tako
da je i ona, kao 1 snz, meromorfna funkcija promenljive z.
Izraz
+ l/ 1—sn2z

smatran kao funkcija promenljive u=snz je neosporno multiformna funkcija te
promenljive, ali, smatran kao funkcija promenljive z, on je uniformna funkcija
ove promenljive. On, sa svojim dvojnim znakom <. ne predstavlja dve deter-
minacije jedne iste multiformne funkcije, ve¢ dve jednu od druge razli¢ne
funkcije cnz i —cnz, kao §to je to sludaj sa izrazom +23, i kao $to je
takode slucaj sa izrazom + )/ 1 —sin2z. Ovu poslednju funkciju obuhvata gornji
zaklju¢ak o nepostojanju kriti¢kih tadaka, i

njoj za 1 odgovara vrednost lz%.

Primenimo sad gornje opste zakljuéke na funkciju

v=dnz=) 1—k2sn2z=} 1—k2u?

v=k V%—uz.

napisanu u obliku
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Jednadina (63) je

sn2 z—L =0
2

i ima u osnovnom paralelogramu perioda za korene vrednosti K+ iK' i 3 K+

+iK’. Posto je 2iK’ perioda funkcije snz, biée
sn(2K—z)=sn(2K+2iK'—z)=snz,

tako da kad se za 4 uzme K+iK’', bice

sn(21—z)=snz,
pa se smenom z=A1+x dobija da je
sn (A + x)=sn (1—x),

§to pokazuje da je izraz sn(A+ x) parna funkcija promenljive x.
Tako isto, posto su 4K i 2iK’ periode funkcije snz, to ako se za koren
A uzme 3 K+ iK' bice
sn(6 K+2iK'—z)=sn(2A—z)=snz,

tako da je opet izraz sn (44 x) parna funkcija promenljive x.

To pokazuje da su uslovi 1° i 2° ispunjeni i da koreni A nisu za funk-
ciju » kriticke tacke. I funkcija dnz ima, dakle, kao singularitete samo polove,
tako da je i ona meromorfna funkcija promenljive z.

Izraz

+) 1—k2sn2z

ne predstavlja, dakle, kao ni u slucaju funkcije cnz, dve determinacije jedne
iste funkcije, ve¢ dve razliéne funkcije —dnz i +dnz.

17. PERIODE FUNKCIJA cnz i dnz

Posmatrajmo opet funkciju
v==> (u),

gde je @ data algebarska funkcija promenljive u, inverzije integrala (61).

Moglo bi na prvi pogled izgledati da, poSto u ima za osnovne periode
vrednosti
w,=4K i w,=2iK’,
te ¢e iste vrednosti imati za periode i funkcija v. [ to ée odista tako biti kad
god je ® racionalna funkcija promenljive u. Ali to ne mora biti kad je ®

iracionalna algebarska funkcija sa viSe determinacija, pa ma ona i bila uni-
formna funkcija promenljive z.
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Prema napred izloZenom opstem postupku za odredivanje perioda funk-
cija $to zavise od jedne promenljive z, vidi se da osnovne periode funkcije »
zavise:

1° od vrednosti integrala (61) uzetog duZ kontura u ravni promenljive u
opisanih oko kritickih tacaka funkcije

V(1 —u2) (1 —k2 u?);

2° od promena determinacija toga izraza po obilasku promenljive u oko
tih kritickih tacaka;
3° od promena determinacija funkcije ® () pri tim obilascima.

Posmatrajmo najpre funkciju
= l/l —u2= cnz,

gde je u inverzija integrala (61). Kao $to je napred pokazano, kad se integra-
cija izvr§i duZ putanje oznacene na sl. 13, poSav§i iz O sa determina-
cijom (+) kvadratnog korena, stize se ponovo u O sa vredno$¢u 2 K integra-
la, a sa determinacijom (—) kvadratnog korena: u taufku u se, dakle, stize sa
vrednoSéu 2 K —z integrala.

Ako se sad funkcija » posmatra, ne kao funkcija promenljive z, veé¢ kao
funkcija promenljive u, ona imi u=1 kao kriticku tacku 1 pri obilasku
oko te tatke prelazi od determinacije +)/1 —u2 na determinaciju —}/1—u2.
Ako se, dakle, pri odredbi integrala (61) ide direktnom putanjom C od
tatke O do w, funkcija v ¢e imati za vrednost

vo= +V1—u2— + ) 1—sn2z
a ako se ide najpre konturom sl. 13, pa zatim direktnim putem do u, funk-

cija v ¢ée imati za vrednost
v, = —V1—sn2 (2_12—2).
Pa posto je
Vp=CNnz, 9, = —cn(2 K—z),
a funkcija v=cnz je uniformna, pa dakle obe putanje moraju dovesti do jed-
ne iste vrednosti v, to je v, =y, tj.

cn(2 K—z)=-—-cnz.
Kad se u tome obrascu izvr$i smena
z=2K+x,

on postaje
cnx=—cn(2 K+ x),
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pa kad se ta smena jo§¥ jednom ponovi, tj. smeni se x sa 2 K+ x, dobija se da je
cn(x+4K)=cnx,

iz ¢ega se vidi da cnx ima za periodu 4 K.

Posmatrajmo sad integral (61) uzet duZ konture oznalene na sl. 14. Na-
pred je pokazano da, kad se integracija izvr§i duZ takve konture, posavsi iz O
sa determinacijom (+) kvadratnog korena, stiZe se ponovo u O sa vredno$cu
2 K—2 iK' integrala, a sa determinacijom (—) kvadratnog korena pod integral-
nim znakom; u tadku u se, dakle, stize sa vredno$¢u 2 K—2iK’'—z integrala.

7 u
+1 ﬁ%
’ -
Sl 14

Sa druge strane, ako se v smatra kao funkcija promenljive #, ona nema

o 1 -~ . C N
tacku u=; kao kriticku tacku (jer su joj kriticke tacke samo u= +1), pa,
dakle, po obilasku promenljive u oko tzCke u=% funkcija v ne menja deter-

minaciju. Ako se, dakle, pri odredbi integrala (61), ide direktnom putanjom C
od tatke O do u, funkcija v €e imati za vrednost

vo=+V 1—u?=+}) l—sn2z=cnz;

a ako se ide najpre konturom sl. 14, pa zatim direktnom putanjom do u,
stize se u # sa vredno§éu

o=+ 1—sn2 (2 K—2 iK' —z).
Pa posto je
v, =cn(2K—2iK'—z)=cn(z—2 K+2iK’),

to, ako se vrednosti z doda 4K (5to ne menja vrednost funkcije, posto je 4 K
perioda) dobija se da je
v,=cn(z+2 K+2iK").
A kako je v=cnz uniformna funkcija, to sve putanje moraju dovoditi
do jedne iste vrednosti v, pa je, dakle, v,=7v,, a iz toga je

cn(z+2K+2iK')=cnz,

iz Cega se vidi da je 2 K+2iK’' jedna osnovna perioda funkcije cnz.
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Funkcija cnz ima, dakle, dve osnovne periode, jednu realnu

w,=4K
i jednu kompleksnu
w,=2K+2iK'.
Njen osnovni paralelogram perioda ima oblik sl. 15.
Uogimo sad funkciju

v=)1—k2u2=dnz,
gde je opet u inverzija integrala (61).

i
2K+ 21K} SK+2IK

ol 4K
Sl 15

Kao 3to je napred pokazano, kad se integracija izvr$i duZ putanje sl. 13,
poSav§i sa determinacijom (-+) kvadratnog korena, stiZze se ponovo u O sa
vredno$cu 2 K integrala, a sa determinacijom {(—) kvadratnog korena pod in-
tegralnim znakom; u taku u se stiZe sa vredno$¢u 2 K—z integrala (61).

Pa kako, kad se » smatra kao funkcija promenljive », ona nema tacku
u= +1 kao kriticku tatku, to po obilasku oko te tacke ona ne menja svoju
polaznu determinaciju +)/1—k2u2. Ako se, dakle, ide direktnom putanjom od
O do u, funkcija v ée imati za vrednost

(66) vo= +V1—kzuz= + /1—k?sn?z—dn z;

a ako se ide najpre konturom sl. 13, pa zatim direktnom putanjom C do u,
ona ¢e imati za vrednost

9,= + V1 —k2sn2(2 K—z)=dn (2 K—z),
pa poSto je funkcija dnz uniformna, mora biti v, =17, tj.
dn(2 K—z)=dnz.
Kad se u tome obrascu smeni z sa —z, dobija se, poSto je dnz parna
funkcija, da je
dn(z+2K)=dnz

Sto pokazuje da je 2 K perioda funkcije dnz.

Posmatrajmo sad integral (61) uzet najpre duZ konture sl. 14. Kao §to
je pokazano, pofav§i iz O sa determinacijom (+) kvadratnog korena, stiZze
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se ponovo u O sa vredno§¢u 2 K—2iK’ integrala, a sa determinacijom (—)
kvadratnog korena; u tacku u stize se sa vredno$éu 2 K—2iK'—z istog in-
tegrala.

Sa druge strane, kad se v smatra kao funkcija promenljive u#, ona ima

tacku u=% kao kriticku tacku, pa dakle po obilasku promenljive u oko te

tacke funkcija v menja determinaciju. Ako se, prema tome, ide direktnom pu-
anjom od O do w, funkcija v ée imati za vrednost (66), a ako se najpre ide
konturom sl. 14, pa zatim direktnom putanjom do u, stiZe se u u sa vredno$¢u

v,=—) 1—k2sn2(2K—2iK'—z)= —dn (2 K—2 iK' —2z),
pa poSto mora biti o, =9, (jer je funkcija u uniformna), to je
dn (2 K—2iK'—z)=—dnz;
a posSto je 2 K jedna perioda funkcije, to se dobija
dn(—z—2iK")y= —dnz,
ili, posto je dnz parna funkcija
dn(z+2iK'y= —dnz.
Ako se sad vrednosti z doda 2iK’, poslednji obrazac daje
dn(z+4iK)=—dn(z+2iK')=dnz
§to pokazuje da je 4iK’ perioda funkcije.
Funkcija dnz ima dakle dve osnovne periode, jednu realnu

w,=2K
i jednu Cisto imaginarnu
w,=4iK’.

Njen osnovni paralelogram perioda ima oblik sl. 16.

-

K] 2K +4iK
dnx
0 2K
Sl 16

4 Bliptitke funkcije
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18. NULE I POLOVI FUNKCUJE cnz

Za proutavanje funkcije cnz sluze kao polazna tzCka njene veze sa funk-
cijom snz iskazane obrascima

67) enz=)1—snzz,
(68) (cnz) = —snz-dnz.
Funkcija cnz postaje jednaka nuli za vrednosti z za koje je
snz=—1 1isnz=+1,
a takve vrednosti, sadrZane u osncvncm paralelogramu perioda funkcije, jesu
z=3K1z=K.
Kad se tim dvema vrednostima pridadu multipli realne periode 4 K funk-

cije, dobija se beskrajni niz njenih pozitivnih i negativnih realnih nula koje se
sve mogu izraziti opstim obrascem
z=2m+ 1)K

A kad se ovima pridadu multipli imaginarne periode 2 K+ 2iK’, dobija
se beskrajni niz imaginarnih nula funkcije koje se sve izraZavaju opstim obrascem

Z=2m+1D)K+2niK'.

Sve su te nule proste, jer je za svaku od njih

snz=+1, dnz= il/l—kz,
pa dakle izvod

cn'z=—snz-dnz
ima od nule razliénu vrednost +) 1—k2.

To pokazuje u isto vreme da funkcija cnz menja znak pri svakom pro-
lasku kroz jednu svoju realnu nulu.

Iz obrasca (67) jasno je da cnz ima iste polove i istoga reda kao i funk-
cija sn?2z, jer se za velike vrednosti snz potkoreni izraz ponasa kao sn2z, a
sam kvadratni koren kao snz. Svi su polovi, prema tome, imaginarni i prosti.
Funkcija cnz ostaje konalna za sve realne vrednosti z.

1z istih razloga i ostaci funkcije cnz za svaki njen pol z=ga su jedna od
. | S . .
vrednosti —; 111+7, jer je grani¢na vrednost izraza
(z—a)-cnz za z=a

ista kao i za izraz
(z—a)-snz.
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Primetimo jo$ i to da, poSto se sve realne vrednosti funkcije snz nalaze
izmedu —1 i +1, prema obrascu (67) tako ¢e isto biti 1 sa funkcijom snz.

Vrednosti z, za koje cnz dobija svoje krajnje vrednosti 41, jesu one za
koje je snz=0, a to su u osnovnom paralelogramu perioda vrednosti 0 i 2 K.

19. NULE I POLOVI FUNKCUJE dnz

I za proudavanje osobina funkcije dnz polazna je tatka njena veza sa
funkcijom snz, izraZena relacijama

(69) dnz= lflik2 sn2 z,
(70) (dnz) =—k2snz-dnz.

Funkcija postaje jednaka nuli za vrednosti z za koje je
1
sSnz= +-—,
k

a one od tih vrednosti, §to su sadrZzane u njenom osnovnom paralelogramu
perioda, jesu
a=K+iK' i o =K+3iK'.

Kad se tim nulama pridadu multipli 2 mK+ 4 niK’ njenih perioda 2K i
4iK’, dobija se beskrajan niz nula funkcije koje su sve imaginarne i izraZene

op§tim obrascem
a=2m+1)K+Q2n+1)iK'.

Sve su te nule proste, jer za ma koju od njih je

s z—ii cnz—\/l—i
n - k’ - kz,

tako da izvod (70) ima od nule razliénu vrednost +}kz—1.

Iz obrasca (69) vidi se da dnz ima sve svoje polove iste kao i snz i
da su svi prvoga reda, jer se za velike vrednosti snz potkoreni izraz (69) po-
nasa kao k2sn2z. Svi su polovi, dakle, imaginarni i prosti. To pokazuje da
funkcija ostaje konacéna za sve realne vrednosti z.

1z istih razloga i ostaci funkcije dnz za svaki njen pol z=a su jedna od
vrednosti + 1, jer je graniénma vrednost izraza

n
Il
=Y

(z—a)-dnz za
jednaka jednoj ili drugoj od tih dveju vrednosti.

4°
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Posto dnz nema realnih nula, a postaje jednaka jedinici za vrednosti z
za koje je snz=0, tj. za vrednosti

z=0, 42K, +4K, +6K,...
to kriva linija y=dn x ne preseca osovinu Ox, A poSto se za

z=+K, +3K, +5K, ...

dobija kao krajnja donja graniéna vrednost funkcije broj V1—k2, to je cela
kriva sadrZzana u oblasti ravni xOy ograni€enoj dvema pravama

y=1 i y - V1=ke.

20. KRIVE LINIJE KOJE PREDSTAVLJAJU OSNOVNE
ELIPTICKE FUNKCIJE

Iz svega $to je dovde kazano moZe se sastaviti slika o oblicima krivih
linija koje predstavljaju osnovne elipti¢ke funkcije. Ti su oblici predstavljeni na
sl. 17, 18 1 19 1 to u okviru jedne periode od z=0 do z=4 K za krive linije

y)
RSt ;
~ ¥
— X
K |o . K\;ZVK 4K
,1] :
Sl. 17
(7D y=snx i y=cnx,

a u okviru jedne periode od z=0 do z=2K za krivu

(72) y=dnx.

Krive (71) jako podseaju na krive

y=sinx 1 y=CO0s x



21. Modularna transformacija osnovnih elipti¢kih funkcija 53

sa podesnom izabranom periodom. U tackama u kojima je

y:'—_17 y=0, y=+1,
i
]

-7 i dn\\\*
; X
Ni-RY : H
; : x

‘o K K
-1

Sl 19,

krive (71) se tano poklapaju sa krivama

TX TX
73 =sin—— i = CO0S —
(73) y YK y K
koje takode imaju za periodu 4 K.

Iste krive (71) i nisu niSta drugo do nes§to deformisane krive (73). Ta defor-
macija je utoliko slabija, ukoliko se k& manje razlikuje od nule. Kad je
k=0, krive (71) i (73) se tadno poklapaju.

21. MODULARNA TRANSFORMACIJA OSNOVNIH ELIPTICKIH
FUNKCIJA

Oznaimo sa
u =sn(k,,z), u,=sn(k,,z)
funkcije # definisane kao inverzije integrala

u

[
S VA=) (1 —k2w)
0

za dve razne vrednosti k=k, 1 k=k, modula k.

Opsti problem modularne transformacije funkcije snz sastojao bi se u
tome da se, znajuéi vezu

@k, ky)=0
izmedu modula k, i k,, odredi veza izmedu odgovarajuéih im funkcija u, i u,.

Izmedu specijalnih problema te vrste ovde ée biti reSen jedan od najpros-
tijih, poznat pod imenom Landenove transformacije. On se sastoji u tome da
se nade veza izmedu u, i u, kad su k, i k, vezani relacijom oblika

ki2(1+k,)—4k,=0.
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Kad se u jednad&ini
dre du
1% (1—u?) (1 —k2 u2)

izvr§i smena
74) u:(1+k')'z)

1+k o2
gde su k i k&’ vezani relacijom

k2(1+k'2—4K =0,

jednadina se pretvara u

d
T L . A—
V{I—o?) (I—k222)
o ¢emu se uveravamo neposredno, izvr$ivsi takvu smenu.

Ako se tada uzme za k vrednost k;, a za k' vrednost k,, funkcija u po-
staje #,, a v postaje u,. Sa druge strane, iz jednadine

dz = dul =
V(l —u2) (1 —k2u,2)

nalazi se inverzijom da je

du
k 2
2 V(1 —u2) (1 —ky2uy2)

a1+

u; =sn(ky,z),

u2=sn(k2, ljk)'
2

Pa poSto su u i v vezani relacijom (74), ista ée relacija vezivati uw, i u,,
pa se iz toga izvodi stav:

Kad se u funkciji sn(k,, z) vrednost k, smeni drugom vrednoséu k,, koja
Jje takva da je
k2(1+k,))2—4k,=0

izmedu prvobitne i nove funkcije sn(k,, z) i sn(k,, z) postoji veza

(l+ky)o
1+ k,02 ’

v=sn (kz, id )
1 +k,

sn (k,, z) =

gde je




22. Degeneracije osnovnih elipti¢kih funkcija 55

VaZnost stava lezi u tome, $to on daje moguénost da se jedna data funk-
cija snz izrazi pomofu druge &iji ¢e moduo k biti razlitan od modula k date
funkcije. Tako npr. funkcije

5 7)
u=sn|—, z|,
5

( 1 4 z)
v=sn|—, —
4 5
vezane su relacijom

5
u= .
4 + o2

Pomoc¢u veza izmedu funkcija
snz, cnz, dnz

lako je formulisati i odgovarajuée stavove za ostale dve eliptitke funkcije cnz
1 dnz.
22. DEGENERACIJE OSNOVNIH ELIPTICKIH FUNKCIJA

Za specijalne vrednosti k=0 i k=1 modula k osnovne eliptitke funkcije

svode se (degeneridu) na elementarne funkcije ili na konstantu. Tako, za k=0
integral

s . du
(75) b[V(l — ) (1—k2w2)’

§to definiSe funkciju u=snz, svodi se na integral

u

du .
z= . =arcsinu,
l/ 1—u?
0

a odgovarajuéa mu inverzija snz svodi se na sinz. Funkcija snz svodi se tada
na cosz, a funkcija dnz na 1.

Za k=1 integral (75) se svodi na

f du 1 l+u
z= =—log ;
l—u2 2 1—u

0

odgovarajuéa funkcija snz svodi se na prostoperiodi¢nu funkciju

ez__e—z

et te?’
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a funkcije cnz i dnz na jednu istu prostoperiodiénu funkciju

2
ezt e2242

Za sve ostale vrednosti k, §to leZe izmedu 0i 1, takvo je svodenje nemo-
guéno i inverzija integrala (75) predstavlja jednu sasvim novu transcendentnu
Sunkciju, nesvodljivu ni na kakve kombinacije ograni¢enog broja elementarnih
funkcija.

Kao §to je napred pokazano, krive linije
y=snx i y=cnx

malo se razlikuju od krivih

y=sinE i y=cosLx
2K 2K

sa kojima se taéno poklapaju u beskrajno mnogo tadaka i to u onima za koje je:

y='—'1, y=0> y=+1'

Ta sli¢nost, kao i mnogobrojne druge sli¢nosti u osobinama tih osnovnih
eliptickih 1 trigonometrijskih funkcija, uéinile su da su oni, $to su stvorili
teoriju elipti¢kih funkcija, nazvali snz “pseudosinus”, a cnz “pseudokosinus”.
Funkcija dnz, koja se za k=0 svodi na 1, bila je nazvana *“pseudo-poluprec-
nik™, jer sinus i kosinus predstavljaju poznate iz trigonometrije duZine za krug
¢iji je polupreénik 1.

Ista je slinost dala povoda i tome da se osnovne elipti¢ke funkcije defi-
niSu jo$ i na ovaj nadin:

Kad se u obrascu (75) izvr$i smena

u=sin ¢, du=cos¢g-deo,

integral (75) se pretvara u

@

(76) z= 19
0

V1—kzsinzgp

U specijalnom slutaju kad je k=0 dobija se da je z=¢; kad je moduo
k razlian od nule, ¢ se ne poklapa vide sa z, ve¢ pokazuje izvesno odstupanje
od te vrednosti; koje je utoliko veée ukoliko se k vise razlikuje od nule.

Jacobi je promenljivu ¢ nazvao ,,amplitudom* promenljive z i to je oz-
nacavao znakom

Z=amg.
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Pa poito je za k=0
sinz=sing, €OSz=cCos @,

to je za k razliéno od nule Jacobi oznafavao funkciju snz sa sinamz, a funk-
ciju cnz sa cosamz. Tek su docnije uvedene oznake snz i cnz.

23. ADICIONA TEOREMA ZA ELIPTICKE FUNKCIJE

Ima bezbroj funkcija f(z) za koje se f(a-+p), za ma kakve vrednosti a
i B, moZe izraziti kao algebarska funkcija izraza f(a), f(f) i jednog ogranide-
nog broja uzastopnih izvoda

f(@), f7(a) ...
PANC) R ()

Kad se ti izvodi i sami izraZavaju kao algebarske funkcije izraza f(a) i
f(B), onda se i f(a+p) izraZava kao algebarska funkcija istih izraza f(a)
i f(B).

Kad jedna funkcija ispunjava uslov takve vrste, za nju se kaZe da ima-
svoju adicionu teoremu: ova iskazuje nz€in toga izraZavanja za tu funkciju.

Za svaku funkciju f(z) ne postoji adiciona teorema. Tako npr. za
funkciju

f2)=e
dobija se da je
fla+B)y=eP=e- %,
pa posto je
e=togf (=L 2,
/()

S(a-+p) se izraZava u obliku
. [ @-£ B
f(a + ‘3) — eloef (@) - logf () — ¢ flay-f£(B)

iz Cega se vidi da se to izraZava ne kao algebarska, ve¢ kao transcendentna
funkcija izraza f(a), f(f), ili jo§8 i f'(a) 1 f'(f). A za nepreglednu mnoZinu
funkcija uopste je i nemoguéno izraziti f{a+f) tako da funkcija bude imala
svoju adicionu teoremu.

Ali postoji i bezbroj funkcija koje imaju adicionu teoremu u navedenom
smislu. Tako npr. za funkcije e? je

fla+p)=e?=e-ef =f(a)- f(P).



58 Osnovne elipti¢ke funkcije

Za sinz je
f(a+B)=sina-cos B +sinf-cosa=f(a) f' (B)+f(B)-f ()
=f(a) VI—f(B)* + £ (B) VI —f ().

Isti je sluaj 1 sa funkcijama cosz, tgz, cotgz, a olevidno je da Ce tako
biti i sa ma kakvom algebarskom funkcijom promenljive z, ili promenljive e%2.
Sve takve funkcije imaju svoju adicionu teoremu.

Ovde ée biti pokazano da i svaka od triju osnovnih eliptickih funkcija
takode ima svoju adicionu teoremu.

Dokaz je sli€an onome na koji se dokazuje u matemati¢koj analizi adi-
ciona teorema za sinz. Za tu se funkciju na elementaran trigonometrijski nadin
dokazuje postojanje takve teoreme. Takav se dokaz ne primenjuje na funkciju
snz, ali se teorema moZe dokazati na nain sliCan onome kojim se analiticki
isti¢e na vidik postojanje teoreme za funkciju sinz.

Taj dokaz za sinz osnovan je na &injenici da se opsti integral diferen-
cijalne jednadine

(77) dy dx

Vl—y2=V1—x2

moZe izraziti u dva razna oblika

(78) arc sin x—arc siny =C,

(719) xYl—yr—ylY1—x2=C,
gde su C i C’ integracione konstante.

Jednadina (78) se dobija neposrednom integracijom obeju strana jednadine
(77). A da je i (79) opsti integral iste jednadine (77), vidi se njenim diferen-
cijaljenjem koje daje jednainu

dx dy ) —
xy |~ — +dx-V1—yr—dy-Y1—x2=0,
y(l/ 1—x2 J1—y2 7

u kojoj su, prema (77), sva tri ¢lana jednaka nuli.

Medutim, kao 3$to se zna iz opSte teorije diferencijalnih jednadina prvoga
reda, kad god dve jednadine

fx, y)=C, p(x, y)=C

predstavljaju opsti integral jedne iste jednafine one ne mogu biti jedna od
druge nezavisne, veé¢ je jedna od funkcija f i ¢ funkcija druge, tako da je

(80) C'=d(0),

pa taj -slu¢aj mora biti 1 sa dvema jednalinama (78) i (79).
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Sa druge strane, kad se u jednalini (78) stavi da je

arcsinx =a, arcsiny =,
prema &emu je
x=sina, y=sinp,
jednz&ina postaje

(81) a—B=C,
a jednadina (79) se pretvara u
sina-cos B—sinfB-cosa=C,
tako da jednaz&ina (80) postaje
(82) O (a—p)=sina-cos f—cosa-sinf.
Da bi se odredio oblik funkcije ®, stavimo u (82) da je =0, pa se
dobija
® (a)=sina

prema &emu (82) postaje

sin (a—p)=sina-cos f—cosa-sinf
ili, smenom 8 sa —f,

sin(a+ f)=sina-cosf+cosa-sinf
koji obrazac izraZava adicionu teoremu za funkciju sinz.

Isti se analiticki dokaz primenjuje i na funkciju snz. Kao 3to je napred
kazano, Eulerova diferencijalna jednadina, napisana u obliku

dx _dy
(83) Yy’
gde je
(84) X=V({1—x2) (1 —k2x2),
(85) Y=V(1—y?) (1—k2 p?),

mozZe se napisati u dva razna oblika

X Y
d
(86) f G fd_c
x Jy
0 0

Y—yX
(87) 22 ¢
1 —k2x2y2
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Prema gore kazanome mora biti
(88) C'=d(C).

Sa druge strane, ako se stavi da je

xdx dy
—=aq, — =
X [

0

prema emu je

x=sna, y=snp,
dx dy
X=—"—=(sna), Y=-—"=(snp),
P (sna) ip (snp)
ednadina (86) pretvara se u
a—pf=C

a jednacina (87) u
sna-(snp) —snf-(sna)
[—k2sn2a-sn2f

C,

pa se zamenom u (88) dobija

sna-(snf) —snf-(sna)
1—k2sn2a-sn2f '

(89) ® (a—f) =

Da bi se odredio oblik funkcije @, stavimo u (89) da je f=0, pa se,
posto je
sn 0=0, sn’ 0=1
dobija da je
® (a)=sna.

Obrazac (89) dobija tada oblik

sna-(snf) —snf-(sna)
1 —k2 sn2a-sn2ﬁ

(90) sn(a—f) =
odakle je, smenom B sa —p,

91 sn(a+p)=
A posto je

sna-(snf) +snf-(sna)
|l —k2snza-sn2 f '

sn’ x=cnx-dnx,
to se obrazac (91) moZe napisati 1 u obliku

sna-cnf-dnf+snf-cna-dna
1—k2sn2a-sn2f

(92) sn(a+pf)=
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Naposletku, u obrascu (92) mogu se funkcije cn x i dn x smeniti svojim

izrazima kao funkcije promenljive sn x, po obrascima
cnx= l/ 1—sn2? x,
dnx= l/ 1 —k2sn2x,

pa se dobija obrazac koji izraZava sn(a+pf) kao algebarsku funkciju izraza
sna i snf. Taj obrazac, kao i obrazac (91), pokazuje da za fumkciju snz
postoji adiciona teorema 1 isti¢e na vidik oblik te teoreme, tj. nacdin na koji

se sn{a+P) izrafava kao racionalna funkcija izraza

sna, snB, (snay,(snf)

ili kao algebarska funkcija izraza
sna i snp.

Ti obrasci uopStavaju elementarni trigonometrijski obrazac za sin (x+f),
na koji se oni svode kad je k=0, tj. kad snz, cnz i dnz degeneriSu u sinz,
cosz i l.

Iz istih se obrazaca i onih $to iskazuju vezu izmedu funkcija sn, cn, dn
izvode 1 adicione teoreme za cnz i dnz, koje su iskazane obrascima slinim
obrascu (92):

cna-cnf—sna-snf-dna-dnf

93 -
(93) cn (a+f) l—k2sn2a-sn2f ,

dna.dnf—ksna-snff.-cna-cnf

94 d ~
G4 nia+h) 1 —k2sn2a-sn2f

odakle se, smenom f sa —pf, dobijaju obrasci za

cn (a—p) i dn (a—Pp).

Tako isto, iz tih se obrazaca izvodi mno$tvo drugih koji, kao i oni,
uopstavaju poznate trigonometrijske obrasce i od kojih ée neki biti izvedeni u
ovome $to sleduje.

Kao prost primer bie navedena primena obrazaca na sluéaj kad je a=z
i =K, kao i kad je a=z i = —K

snf=snK=1, snf=sn(—K)=—1,
cnf=cn K=0, cnf=cn(—K)=0,

dnf=dnK=)1—k?, dnf=dn(—K)=}1—k2.



62 Osnovne elipti¢ke funkcije

Primenom obrasca za sn(a+f) i sn{a—p) nalazi se tada da je

sn(z—i—K)-—gZ—,
z
sn(z—K)=- —an—.
dnz

Kad se, dakle, vrednosti z doda Cetvrtina realne periode, snz postaje

cnz . . . cnz
—— kad se oduzme ta letvrtina, snz postaje ———.
dnz dnz

To je uopStenje pravila po kome je

. n . 4
sin (z+ ) =ccs z, sin (z——) = —cosz.
2 2

24. FUNKCUJE snmz, cnmz, dnmz

Kad se u obrascima (92), (93), (94) stavi da je a=p dobijaju se obrasci

2sna-sna-dna

sn2a=
1—k2snta
e 2q - 2 4
(95) cn 2o | EEARIRAEEG
1 —k2sn4a
._ 2 2 -2 4
dn2a=1 2k2sn2a+k2sn a

1—k2snta

koji se za k=0 svode na elementarne trigonometrijske obrasce
sin2a=2sina-cosa,
cos2a=1—2sin?a.

Pomodu obrazaca za zbirove a4 f i obrazaca (95), uzevii da je f=2a,
dobijaju se obrasci pomcéu kojih se mogu izralunati

sn3a, cn3a, dn3a,
kad se znaju vrednosti
sna, cna, dna,

1 to se moZe produZiti tako, da se pomocu poznatih vrednosti ovih poslednjih
izraza mogu odrediti uzastopce sve vrednosti

snma, cnma, dnma.
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25. OBRASCI ZA ZBIROVE I RAZLIKE FUNKCIJA snz, cnz, dnz
Sabiranjem i oduzimanjem obrazaca za sn(a+ )i sn(a—p) i stavivii da je

a +ﬂ =P a'—ﬁ= q,
odakle je

ptq pP—q
a= s ﬂ:‘ >
2 2

dobijaju se obrasci koji izraZavaju
snp+sng, cnp+ceng, dnp+dng,

pomodéu proizvoda funkcija

snp+q, cnp+q, dnp+q,
2 2 2
snﬁjq—, en?—1 ; dnf—1
2 2

Takvi su npr. obrasci

B — _
2snp‘q-cnp q-dnp 9
2 2 2
snp+sng= ,
l_klsn2_p+.‘l..sn2 Kq
2 2
(96)
2snp—q .cn p+q -dnp+q
2 2 2
sn p—sn g =

l—kzsn2p+q -sn? r—4q
2 2

i sli¢ni obrasci za
cnp+ceng, dnp+dng,

cnp—cngq, dnp—dng.
Ti obrasci uopStavaju Neperove trigonometrijske obrasce kao 3to su

Sinp+sinq=2sin%-q--cOs 71%1,

sin p—sin g =2 sin p;q .cos P9

2

i sliéni obrasci za kosinus. Obrasci (96) se svode na Neperove obrasce za k=0.
Oni su, kao i ovi, od koristi pri logaritmisanju, a tako isto i za dokazivanje
raznih stavova u teoriji elipti¢kih funkcija.
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26. RAZVIJANJE U MACLAURINOV RED

Funkcije cnz i dnz su parne, a funkcija snz neparna funkcija promen-
ljive z. Pa podto vrednost z=0 nije nikakav singularitet ni za jednu od tih
funkcija, to se one mogu razviti u redove oblika

snz=A,z+ A, 23+ A;25+ - -,
7 cnz=By+B,z2+ B z4+ - - -,
dnz=Cy+C,z2+C,z4+ - - -.

Koeficijenti 4, odreduju se pomocu obrasca
(98) Ap—=——snz za z=0.

Uzastopni izvodi funkcije sn dobij2ju se poSavsi od obrasca
(snz)=cnz-dnz

iz koga se diferencijaljenjem i smenom izvoda funkcija c¢cnz i dnz njihovim
vrednostima

(cnz) = —snz-dnz,

(dnz) = —k2?snz-cnz
dobija niz obrazaca

(snz)¢V=2k2sn2z—(1 +k?)snz,
(snz)M=(6 k*sn?z—1—k?)cnz-dnz,

(snz)=24k2sn3z—20(k2+ k%) sn2z+ (1 + 14k2+k%snz,

Kad se u tim obrascima stavi z=0 dobijaju se za uzastopne koeficijente
A, vrednosti:
1 1+ k2 1+ 14k2+ k4
A=—, Ay=— = ’ Asz'—+—"”+ B
1! 3! 5!

PREETE
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Na isti nadin se odreduju i koeficijenti B, i C,, a to su:

BO=1) BZZ_'E:
14k __L+4dk2+ 14k
TR o 6!
k2
Co=1, C2=—7,
2 4 2 4 6
C4=4k +k ’ C6=-—1»6k 44 k +k7’m
4! 6!

Kao $to se vidi, opsti koeficijent Maclaurinovog reda za svaku od funkci-
ja snz, enz, dnz je racionalan razlomak, koji za imenilac ima odgovarajuci fak-
torijel, a za brojilac jedan polinom po modulu k, ¢iji su svi koeficijenti celi
brojevi.

Pitanje je jo§: za koje ée vrednosti z dobijeni redovi konvergirati? Posto

sve tri funkcije imaju iste singularitete, a to su u njihovim paralelogramima
polovi

(99) iK' i 2K + iK',

to ¢e svaki od gornja tri reda biti konvergentan za vrednosti z u krugu opi-
sanom oko tafke z=0 sa polupreénikom jednakim odstojanju te tacke do naj-
blizeg joj pola, a to znadi sa polupreénikom K’. A smenivdi u redovima (97)
na desnoj strani z ma kojom svojom homologom u ravni z, dobiée se nova
tri reda za snz, cnz, dnz koji ¢e konvergirati za sve vrednosti z u krugu
opisanom oko te homologe sa polupreénikom K'.

27. RAZVIJANJE U LAURENTOV RED

Oznadimo sa a jedan ma koji pol funkcije snz. PoSto su svi polovi pr-
voga reda, funkcija se moZe razviti u Laurentov red koji e biti konvergentan
za sve vrednosti z sadrzane u krugu koji ima za centar tacku z=a, a za polu-
preénik odstojanje te tacke do najbliZeg joj drugog koga pola funkcije. Red je
oblika :

B
siz=——+ A+ A (z—a)+ A, (z—a)2+ - - -.
z—a

5
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Napred je pokazano da svi ostaci funkcije, za sve njene polove, imaju

. .. 1 .
za vrednost jednu ili drugu od vrednosti —-1:- ili +7. Prema tome je

B=_+:+ -
k

Da bi se odredili kceficijenti 4,, moZe se u smeniti sa snz u jednadni
koju u zadovolj va

(100) W= (1—2) (1—k2 ),

. o . . I y
pa porediti medu sobom ¢&lanove istih stepena izraza —— i (z—a), posto se
z—a
na levoj strani jednacine (100) smeni

B
u = _(z-a)2 + A +2A4A,z—a)+3 A3 (z—a)+ - - -
pa dakle
2
u'? = i 2A‘B+§A£§+3A33+...
(z—a)y (z—a)? z—a

¢ na desnoj strani,

B
u= +Ag+ A (z—a)+ Ay (z—a)2+ - - -
z—a

Tada se npr. nalazi da na levoj strani ne figuri$e &lan sa -( —l); a na
z—a)’
desnoj on figurie i ima za koeficijenat 4 k2 B3 4,; pa posto su k i B razli¢ni
od nule, mora biti 4,=0.
Red je, dakle, oblika

1
(1on snz=+ L 1 +A(z—a)+ A, (z—a) + - - -
k z—a

a red za kvadrat te funkcije je oblika

[

(102) sn?z= I—:2 (z—la)l tMy+ M (z—a)+ M, (z—a)?+ -

gde se koeficijenti M, odreduju pomoéu koeficijenata A,.
Kao $to se vidi:

1° Red za snz ne sadrZi &lan nezavisan od (z—a);

‘o 1
2° Red za sn?z ne sadrZi &lan sa —— na prvom stepenu.
z—a
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Ta na prvi pogled beznadajna d&injenica ima svoju naroditu vaZnost, §to
e se videti iz ovoga $to sleduje.
Iz obrasca (102) se vidi da je ostatak funkcije sn2z za ma koji njen pol

Jednak nuli. 1 to je takode &injenica od vaZnosti za istu teoriju, jer su mnogi
rezultati na njoj osnovani.

28. OSNOVNE ELIPTICKE FUNKCIJE IZRAZENE KAO KOLICNICI
CELIH FUNKCIJA

Napred je pokazano da nikakva meromorfna dvoperiodiéna funkcija ne
mozZe biti cela funkcija. Ali, iz opSte teorije analitickih funkcija zna se da se
svaka meromorfna funkcija moZe izraziti kao koliénik dveju celih funkcija. Po-
traZimo koje su to cele funkcije za snz, cnz, dnz.

Toga radi uoCimo funkciju

(103) Z (2)=k>[sn2z-dz
0

koja u teoriji eliptickih funkcija igra dosta vaZnu ulogu i naziva se ,,zeta-
-funkcija‘“.

Iz obrasca (103) se vidi da Z (z) ne moZe imati drugih singulariteta osim
onih $to ih ima snz, a to su polovi ove funkcije. Iz obrasca (102) dobija se
integracijom

‘/Vanz-dz:—L ! + M, (z—a)+-%(z—a)2+ - -+ +const,
k2 z—a 2

tako da se za Z (z) dobija red

(104) Z (z)= —

2
+k2M0(z—a)+k2i(z—a)2+ -+« +const
z—a .

iz Sega se vidi da je svaki pol funkcije snz pol prvoga reda za Z(z) i da su
svi ostaci ove funkcije za te polove jednaki —1. U isti mah se vidi i to da je
Z (z) meromorfna funkcija.

Pomoc¢u tako definisane funkcije Z (z) formirajmo funkciju

—fZ(z)a'z
(105) G(z)=e’ ,

pa je odevidno da, kad bi ona imala singulariteta, ovi bi mogli proiza¢i samo
od funkcije Z(z), pa dakle bi se svaki od njih morao poklopiti sa kojim po-
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lom te funkcije. Ali, ni jedan pol z=a te funkcije ne moZe biti singularitet
za G(z), jer se iz obrasca (104) integracijom dobija da je

2 2
[z = —toge—a)+ 0 et s

tako da se moZe napisati da je
(106) G(z)=¢"98(-0. e/ @D = (z—q) e/ @,

gde je f(z) jedna funkcija predstavljena redom uredenim po celim pozitivnim
stepenima razlike (z—a) i koja, prema tome, nema z=a kao singularitet. Iz
toga se vidi da je G(z) cela funkcija promenljive z koja ima z=uo kao svoju
prostu nulu, pa dakle kao svoju obiénu tacku.

Pomocu tako definisane cele funkcije G (z) formirajmo sad funkciju

(107) G, (2)=snz-G(z).
Ona se, prema obrascima (101) i (106), moZe napisati u obliku
1
G, (z)=[;tk : -+ A4, (z—a)+ A4, (z—a)2 4 - - -}(z—a)ef(z)
zZ—a

=[:}: ;c + A, z—a)t+ A, (z—a)3+ - - .:|ef(z).

Iz tog se izraza vidi da je z=a obi¢na taka za funkciju G, (z). Pa ka-
ko singulariteti te funkcije mogu proizlaziti samo od takvih vrednosti kao $to
je z=a, time je dokazano da ona nema nikakvih singulariteta, 3to znadi da
Jje G (2) cela funkcija promenljive z. 1z (107) se tada dobija da je

tako da je funkcija snz izraZena kao koli€nik dveju celih funkcija, za koje
se zna 1 njihov nadin formiranja.

Na isti se nacin, a imajuéi u vidu da funkcije cnz i dnz imaju iste po-
love i istoga reda kao i snz, nalazi da su i funkcije
G,(2)=cnz-G(2),

Gy(z)=dnz-G(2)
cele funkcije.

Funkcije G, G,, G,, G; uveo je u teoriju elipti¢kih funkcija Weierstrass
1 oznadio ih je oznakama

G()=Alz, G,=Aljz, G,=Al,z, G,=Al,z

i tako oznafene one nose naziv Weierstrassove funkcije Al.
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Pomo¢u njih se osnovne elipti¢ke funkcije izraZavaju u obliku

Al z
snz=——,
Alz
(108) enz=A27,
Alz
dnz=ﬁ{,
Alz

tako da se dolazi do ovog rezultata:

Svaka od funkcija snz, cnz, dnz, izraZava se kao koliénik dveju celih
funkcija; te funkcije su Weierstrassove funkcije Al.

Takav nalin izrazavanja osnovnih eliptickih funkcija od narodite je vaz-
nosti s toga, §to je upotrebljiv za sve vrednosti z u ravni te promenljive, pri
¢emu se nema potrebe voditi raduna ni o kakvoj konvergenciji, poSto su funk-
cije Al cele funkcije, pa se mogu razviti u Maclaurinov red konvergentan u
celoj ravni z. Pri svima drugim nadinima izraZavanja elipti¢kih funkcija pomo-
¢u redova to nije slucaj, jer je red konvergentan i upotrebljiv samo u odre-
denoj oblasti ravni z.

29. WEIERSTRASSOVE FUNKCIJE Al

Te cele funkcije, ¢ija je uloga u teoriji eliptickih funkcija navedena ma-
loas, mogu se, pre svega, razviti u Maclaurinov red konvergentan u celoj
ravani z. Tako se nalazi da je

A12=1—é Z4+£6—26—é25+ ceey
4! 6! 8!
Allz=z—& z3+& 25—&27-{— N
3! 51 7!
Alzz=1—g 22+94—z“—&26+ cee,
2! 4! 6!
A]32=1_&22+&24_D_626+ sy
2 4! 6!

gde je svaki od koeficijenata 4,, B,, C,, D, racionalan razlomak koji ima za
imenilac n! a za brojilac po jedan polinom po k, sa koeficijentima celim brojevima.
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Postupnim izradunavanjem tih koeficijenata nalazi se da je
A,=2k2,
Ag=8 (k2 + k%),
Ag=232 (k2 +kSy+ 68 k4,
Ay =128 (k2 + k% + 480 (k* + k9),

B,=1+k2,

Bs=1+k*+4k2,
B,=1+kS+9 (k2 +k*),
By=1+k8+16 (k2 + kS)—6 k¢,
C,=1,

C,=1+2k2
Co—1+6k2+8ks,
Cs=1+12k2+60k4+ 32 kS,

D,=k2,

D,=2k2+ k4,
Dg=8k2+6 k4+ kS,
Dy=32k2+60 k4+ 12 kS+ 8,

Funkcije Al su medu sobom vezane raznim konaénim i diferencijalnim
relacijama, od kojih ¢e biti izvedene ove $to sleduju.

Kad se u jednadinama
sn2z+cn2z=1,

k?2sn2z+dn?2z=1

smene snz, cnz, dnz svojim vrednostima

(109) snz=0@ o, GO 4, GO

G(2) G(2) G(2)



29. Weierstrassove funkcije Al 73

dobija se izmedu funkcija G, relacije

G2+G2=G?,
(110)
k2 G2+ Gy =G,

Medutim, iz jednadine (105) dobija se da je
log G=—[Z (z) dz
0

odakle je, posle dva uzastopna diferencijaljenja,
(log G)' = —2Z' (2).
Sa druge strane iz jednacine (103) je
Z'(z)=k2sn2z,
prema emu je
G 2
(log G)' = —k?sn2z= —k? (El) .
Odatle je
G e
G =~V —(log @)
ili, kad se to razvije,

(111) Gl=%V72'—GG”,

a taj obrazac izrazava funkciju Al z pomodéu funkcije Alz.
Iz jednacina (110), smenom (111), dobijaju se obrasci

(112) G2=\/G2+%(GG”—G’2),
(113) G,=VG2+GG'—G'?,

koji izrazavaju funkcije Al,z i Al;z pomocu funkcije Alz.

Sve tri funkcije
Al z, Al,z, Alyz

izraZavaju se dakle pomocu osnovne funkcije Alz i njenog prvog i drugog izvoda.

Od interesa je primetiti i to da se za k=0 dve od funkcija Al svode
na 1, a druge dve na sinz i cosz. Jer iz obrasca (103) se vidi da se za

k=0 funkcija Z(z) svodi na nulu, §to znaéi da se funkcija G svodi na jedi-
nicu; poSto se tada snz svodi na sinz, cnz na cosz, a dnz na 1, to se vidi
da za k=0 funkcije Al postaju

Al=1, Al =sinz, Al,=cosz, Al;=1.
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Primetimo jo$¥ i to, da funkcije Al nisu jedine pomoéu kojih se osnovne
elipti¢ke funkcije izraZavaju kao koliénici dveju celih funkcija. To se postiZe i
pomoc¢u jedne cele funkcije, koju je u teoriju eliptiCkih funkcija uveo Jacobi i
koja se moZe razviti, za sve vrednosti z, u red oblika

0(Z)= +§ enz+an2’
n=-—o00
a gde je a odredena konstanta, ¢iji je realni deo negativan, &ime je osigura-
na konvergencija reda.
Medutim, metoda Weierstrassova, napred izloZena, koja problem relava
pomocu funkcija Al, ne samo §to je znatno prostija od ostalih, veé¢ je i op-
Stija, jer se primenjuje i na druge elipticke funkcije u beskrajnom broju.

30. RAZVIJANJE U RED CIJI SU CLANOVI RACIONALNE
FUNKCIJE IZRAZA e%

Napred je proudena funkcija f(z) izraZena redom

(114) S@= 2 u,
gde je

2+ w
(115) u, ¢

N (e°—ez+n®) (ef —gz+nw) i
gde su a, 8, w konstante (realni deo konstante w treba da je negativan), pa
je nadeno da ona ima dve periode w,=w i w,=2xni, a da kao polove ima

vrednosti z=a i z=p8, kao i one $to se dobijaju iz ovih pridavanjem multipla
perioda. Svi su ti polovi prvoga reda.

Uolimo sad funkciju
(116) p(@)=f(2)—p-snlz,
gde su # i A dve neodredene konstante. Podesnim izborom svih konstanata
moZe se uliniti

1° da funkcija ¢ (z) ima periode jednake periodama, funkcije sn i z;

2° da ¢@(z) ima iste polove kao snlz;

3° da f(z) ima za te polove iste ostatke kao p-sniz.

Posto sndz ima za periode vrednosti

gi 2iK’
A A

3
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. 4K . o . . .
pa dakle i vrednost —- . to ¢e uslov 1° biti ispunjen kad se 4 i w izberu

tako da bude

4K . 2iK’
w=— 5 2mi= \
A A
a to ¢e biti ako se uzme
A:ﬁ, wz_f_Kn
4 K’

A posto snidz ima u osnovnom paralelogramu perioda za polove vrednosti
iK' 2K+iK' 2Km=n
—=mi 1 - -= +mi,
A A K’

to ¢e uslov 2° biti ispunjen kad se za a 1 f uzmu te dve vrednosti.

Tada obe funkcije f(z) i #-snlz imaju iste polove, koji su svi prvoga
reda. Prema ranijjem opStem stavu, koji vaZi za sve meromorfne dvoperiodiéne
funkcije, zbir ostatcka za te polove jednak je nuli za svaku pojedince od tih
funkcija, pa dakle i za funkciju ¢ (z). Za funkciju sndz ti su ostaci, za jedan

. 1 . 1
pol u osnovnom paralelogramu perioda, et a za drugi pol +—k);.Jer po-
§to je u blizini jednoga pola t=a funkcije sn¢

1 1
snt=—— 4
k t—a

bi¢e u blizini pola z=%=a funkcije snidz

snlz:—L 1 . -

o= — +
k Az—a kAlz—a
tako, da Ce ostatak za taj pol biti —E;, pa za drugi pol on mora biti

+;c1_l’ posto je zbir ostataka jednak nuli. Za funkciju wx-snldz ostatak za je-

dan pol bice, dakle, — ";, a za drugi pol e biti + * .

k A k

Sa druge strane, za funkciju f(z) ostaci takode morzju biti medu sobom
jednaki a suprotno ozn:Ceni, poSto je i njihov zbir jednak nuli. Neka su ti
ostaci —B 1 +B; ko se za konstantu g uzme vrednost

biée ispunjen 1 uslov 3°.
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Kad je tako izabrano svih pet konstanata

a’ ﬂ’ l’ A"L! w
funkcija @ (z) ¢e ispunjavati ove pogodbe:
a) to je jedna meromorfna dvoperiodina funkcija;

b) ona ima u svome osnovnom paralelogramu perioda dva pola, koja
su oba prvog reda.

Medutim, ostatak za svaki pol jednak je nuli, poSto je taj ostatak jed-
nak razlici ostataka funkcija f(z) i #-sniz, a ovi su medu sobom jednaki.

C 1 .
Prema tome u Laurentovom redu za ¢(z) nedostajece ¢lan sa ——— kao i ¢lan
zZ—o

1 - N . . y .
sa - —B, Sto znadi da su taGke z=a i z=f obifne tatke za tu funkciju. Pa
Z__.
posto ona ne moZe imati kekvih drugih singulariteta, osim a i § (i njihovih homolo-
ga), to bi ona bila dvoperiodi¢na funkcija bez singulariteta; takva funkcija,
prema ranije dokazanom opStem stavu svodi se na konstantu. Prema tome je

f@)—p-snrz=C

- - z . .
iz Cega se, smenivsi z sa - dobija da je

(117) snz=:‘-f(%>— _.;Blzf(, _)_

Pa posto se f(z) izrazava kao zbir reda &iji su ¢lanovi racionalne funk-
cije izraza e?, to se vidi da se funkcija snz moZe izraziti kao zbir reda Ciji
su ¢lanovi racionalne funkcije izraza

JT
e"z<a:—>.
KI
Konstanta C, §to odgovara datoj funkciji snz, dobija se kad se u obrascu
(117) stavi da je z=0, 3to daje

o0

= u ,
kBK’f = kBK’,,_Zw "

gde je

eﬂw

U, = ——

(e*—en) (ef — e"ﬁi

posto se u tome izrazu smene a, f, w napred nadenim vrednostima.
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Konstanta C se, dakle, dobija kao zbir jednoga reda koji je konvergentan,
jer je konstanta o negativna, a njegov se opSti ¢lan u, za velike pozitivne

vrednosti n ponaSa kao
eﬂw

et
tj. kao ops$ti &lan geometrijske progresije

ea+ﬂ(q+q2+q3+ .. )

gde je
g=e><1,
a za velike negativne vrednosti » on se pona$a kao —l——, tj. kao ¢&lan geo-
e—ne
metrijske progresije
1 1 1
—t+—+—+
' 9 ¢ ¢
gde je
1 1
—=—=e"<1
q e°

Slian se rezultat dobija i za druge dve eliptitke funkcije cnz i dnz,
posto su im polovi isti i istoga reda kao i za snz.



PETI ODELJAK

ELIPTICKE FUNKCLJE DE-
FINISANE INVERZIJOM
OPSTLIIH INTEGRALA



31. INVERZIJE INTEGRALA STO SADRZE KVADRATNI KOREN OPSTEG
POLINOMA TRECEG ILI CETVRTOG STEPENA

U ovome §to prethodi proudene su funkcije definisane inverzijom integrala

u

: d
8 =
(118) z ofl/ (1—u2) (1 —k2 u?)

tj. integrala u kome se pod kvadratnim korenom nalazi jedan specijalan poli-
nom Cetvrtog stepena.

U ovome ¢e odeljku biti proudene funkcije koje se dobijaju inverzijom
integrala

r du
(119) z= f —_—
K V F(u)
gde je F(u) ma kakav polinom Cetvrtog stepena
(120) F(u)=Au! + Bu3 + Cu? + Du+ E.

Pre svega, da bi integral svojom inverzijom mogao dati kakvu dvoperio-
di¢nu funkciju, sve nule polinoma F(u) moraju biti proste. Jer, kad bi koja
nula, npr. #=c bili dvostruka, u F(u) bi se javio kao koreni Cinilac izraz
(u—-c)?, tako da bi pod kvadratnim korenom ostao polinom drugoga stepena
po u, a inverzije integrala $to sadrZe kvadratni koren kakvog polinoma drugog
stepena nisu dvoperiodiéne funkcije. Tako bi isto bilo kad bi koren bio tros-
truki ili Setvorostruki, ili kad vife od jednog korena ne bi bili prosti.

Neka su, dakle, ¢, ¢, ¢;, ¢, nule polinoma F(u), koje su sve proste pa
se moze napisati

F(u)=A(u—c,) (u—c) (u—c;) (4—cy).

Izvr§imo smenu

(121) u=2*P du=2"P7

> = d ’
yy+o (y y+9)2 d
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gde su a, B, y, 6 neodredene konstante. Takva smena pretvara jednadinu

dz= _du___
VF(u)
u jednadinu oblika
dz e —‘j}ft — 5
Vo (y)

gde je @(y) polinom opet Cetvrtog stepena. Podesnim izborom konstanata a, B.
y, 0 moZe se uliniti da se poslednja jednadina svede na oblik

dy
dz= s
V (1—py2) (1—gy?)

gde su p i g konstante, $to se dobija stavljajui da su koeficijenti stepena y 1 y3
jednaki nuli, i da je koeficijenat stepena y*# jednak jedinici, pa se onda smeni

(122)

z
zZ sa—.

Odevidno je da, ako se traZi da inverzija y integrala jednagine (122) bude
dvoperiodiéna funkcija, nijedna od konstanita p i ¢ ne moZe biti jednaka
nuli, ni beskrajna, niti moze biti p=g¢q. I tada je mogucno izvriti takvu smenu
promenljive y, da se jednaCina (122) svede na oblik

dx
3 d = = s e ———
(129 VA= (k)

gde ¢e k biti realan broj koji lezi izmedu 0 i 1.
Kada su p i g realni brojevi, takva je smena vrlo prosta. Tako:
1° Kada su oba broja p i ¢ istoga znaka, pa se izvrSi smena
L, dy=—.‘1x—_,
q V' q
(gde g oznaluje onaj od dva broja koji je veéi po apsolutnoj vrednosti), jedna-
&ina (122) pretvara se u jednadinu (123) u kojoj je

y=

(124) k=V!L, pa dakle  O<k<g
q
1 tada je

1
y=——snz}V g,
Vq

gde sn ima za moduo vrednost (124);

6 Eliptitke funkcije
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2° Kad su brojevi p i ¢ suprotnih znakova, npr. g pozitivan, a p nega-
tivan, pa se jzvr§i smena
— 1
y=L_l/1—x2, dy=———de
Vg

Vg Vi—x

b

[

jednadina (122) postaje (123), gde je

(125) k=vL, pa dakle 0<k<]1
P—q
i tada je
1 —
y=-—=cn(zVq—p),
Vg

gde cn ima za moduo k vrednost (125).

U svakom slucaju, jednacina (119) ne dovodi ni do kakve nove dvoperio-

di¢ne funkcije, ve¢ samo do racionalnih kombinacija funkcija snaz i cnaz, gde
Jje a konstanta.

Do istog se rezultata dolazi i u sludaju inverzije integrala (119), gde je
F(u) ma kakav polinom treceg stepena

F(u)=Buw+ Cu2+Du+ E.

Taj se sluaj, uostalom, ima smatrati kao specijalan slufaj polinoma
F(u) Cetvrtog stepena (120). Jer, kad se u integralu (120) izvr§i smena
1 dv
U=—, du=—"—">
v V2
obrazac (120) postaje

Z__f dv
V' Dv*+ Co3+ B2 + Av’

pa se dakle svodi na slufaj polinoma &etvrtog stepena, ali koji ima za jednu

svoju nulu vrednost v=0. Odgovarajuéa tatka u=L nalazi se tada u beskraj-
v

nosti, tako da se sludaj polinoma treceg stepena ima smatrati kao slufaj poli-

noma Cetvrtog stepena, ali koji ima jednu od svojih nula u beskrajnosti. Pa

posto je svaka od nula ovoga polinoma jedna kriticka tatka funkcije pod

integralnim znakom, to se sludaj polinoma treceg stepena ima smatrati kao da

je to polinom &etvrtog stepena, ali takav da funkcija pod integralnim znakom
ima jednu svoju krititku taku u beskrajnosti.
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32. NEKOLIKO OSOBINA TAKO DEFINISANIH DVOPERIODICNIH
FUNKCIJA

Neka je ¢ jedna nula polinoma tredeg ili &etvrtog stepena F(u), pa pos-
matrajmo integral

u du
127 = R
(127) z Of G

Prema napred kazanome, ¢ je prosta nula za F(u) kad god inverzija wu
integrala (127) definie kakvu dvoperiodi¢nu funkciju. A tada se mozZe doka-
zati ovaj rezultat;

Funkcija u uvek je parna funkcija promenljive z.

Da bi se to dokazalo, izvr§imo integraciju (127) od tadke ¢ do tacke u
iduéi putanjom cu, pa ée integral imati izvesnu vrednost z. Medutim, ako se,
pre no §to se pode tim direktnim putem, izvrSi oko tacke ¢ obrt duz jednoga
malog kruga (sl. 20), pa se tek onda ide direktnim putem cu, integral ¢e biti

/ U
)

Sl. 20

i

0

jednak zbiru dva integrala: jednoga uzetog duz malog kruga, drugoga uzetog
duZ putanje cu. Prvi je jednak nuli, jer ako se, da bi se izvr§ila integracija duZ
kruga, stavi

z=c+réb, dz=rie’ d@0,

lako se uveravamo da integral teZi nuli kad se » beskrajno smanjuje. Ali, obila-
Zenjem oko kriti¢ke talke ¢ menja se i determinacija kvadratnog korena poli-
noma F(u), tako da ako se poslo sa (+), posle obilaska imace se (—). Pa
kad se, sa tako promenjenom determinacijom, izvr$i integracija duZ direkine
putanje cu, integral ¢e imati vrednost z, ali sa promenjenim znakom.

Prema tome, jednoj istoj vrednosti u odgovaraju dve jednake, a suprotno
oznadene vrednosti +z i —z, 1 obratno, tim dvema vrednostima odgovara jedna
ista vrednost u, §to pokazuje da je u, smatrano kao funkcija promenljive z,
odista parna funkcija.

6*
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Taj zakljucak vazi bilo da je polinom F(u) Cetvrtog, bilo da je treteg
stepena. Primetimo da on ne vaZi kad se za donju granicu integrala (127) uz-
me kakva vrednost ¢ koja nije nula polinoma F(u), jer u tome slucaju vrednost
z=a nije kriticka taka za kvadratni koren (127) koji, prema tome, ne menja
znak pri obilasku oko tacke z=a.

Kao $to je pokazano, inverzija u integrala (127) je jedna racionalna
kombinacija izraza snaz i cnaz, gde je a odredena konstanta. Pa poSto su te
dve funkcije uniformne, takva ée biti i inverzija u. Ona, ofevidno, ne moZe
imati nikakvih drugih singulariteta osim polova: to je, dakle, meromorfna dvo-
periodi¢na funkcija promenljive z.

Periode w, i w, funkcije u poklapaju se sa zajedni¢kim periodama funk-
cija snaz i cnaz, Cija je racionalna kombinacija funkcija u. Kao i te dve funk-
cije, kad u dobije jednu vrednost 8 za jednu vrednost z=a, dobide istu vrednost
f i za jo§ jednu vrednost z u svome paralelogramu perioda §to sadrZi tacku a.

Prema tome u ¢e imati u svome osnovnom paralelogramu perioda dve
nule; od kojih je jedna

0
du

4

(128)

Sve su nule proste, jer kad se u obrascu
(129) M Fw
dz

smeni z jednom takvom nulom, po$to je za nju u=0, dobija se za izvod u’
vrednost |/ F (0), razlina od nule.

Tako isto ¢e u imati u paralelogramu dva pola, od kojih je jedan

+ oo

(130) e [

Kad je polinom F(u) Cetvrtog stepena, svi su polovi prvoga reda. Jer smenom

(131) u=i, duz—ﬁ
? 2?2
jednacina (129) postaje

(132) dv _ _Vv4_ F(L)
dz v
pa ako je
F(u)=Au*+ Bu? + Cu2 + Du + E,
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jednacgina (132) dobija oblik

? =— I/_Ev" + Dv3+ Cv?+ Bo+ Z,
Z

pa, dakle, za v=0 izvod 2" dobija vrednost —V/'4, razliénu od nule.

Medutim, kad je polinom F(u) treceg stepena, svi su polovi drugog reda.
Jer ako je

F(u) = Bud+ Cu?+ Du+ E,
jednacina (132) je
(133) dl:—l/ Evi+ Dv3 + Cov? + B,
dz

pa za =0 izvod o dobija vrednost jednaku nuli, $to znadi da je svaki pol
funkcije u pol viseg reda. Pa kako u osnovnom paralelogramu perioda u dobija
jednu istu vrednost za dve vrednosti z, pa dakle ima dva pola, to se ta dva
pola poklapaju. Funkcija u ima, dakle, u paralelogramu perioda jedan pol, a taj
Jje pol drugoga reda.

33. WEIERSTRASSOVA NORMALNA ELIPTICKA FUNKCIJA

Kao §to je pokazano, smena (131) svodi jednadinu

(134) W _VFw,
dz

gde je F(u) polinom tredeg stepena, na jednainu (133), gde je pod kvadratnim
korenom polinom detvrtog stepena, ali koji ima vrednost =0 kao svoju prostu
nulu. Taj kvadratni koren ima, dakle, 2=0 kao svoju kriticku tacku, pa se,
prema tome, u jednaini (134) ima smatrati kao da joj je pod kvadratnim
korenom kakav polinom d&etvrtog stepena, ali koji ima jednu kriticku tacku
u beskrajnosti.

Uzmimo za kriti€ku tafku ¢ tu vrednost ¢= o1 uolimo integral

u

(135) S
VF(u)
. +o
gde je
(136) F(u)y=Buw3+ Cu?+ Du+E.
Smena

u=av-+b, _ du=adv,
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{a i b su proizvoljne konstante), svodi jednalinu (135) na

v

dv

137 —a ,
(137) z=a Vo ()

gde je
. O () = Mov3-+ Nov? + Po+ Q,
i gde ¢e koeficijenti M 1 N imati za vrednosti

M  Ba, N=a*(3Bb+C).

Izberimo za konstante a« 1 b takve vrednosti da bude M=4, N=0, sto
¢z biti ako se uzme

-

4 C
”:\/73 ’ b=—3p

pa jednacina (137) dobija oblik
- v

: B dv

(138) \/'?I' ) V@ (o)

gde je

(139) D(v)=403—g,v—g;,

1 gde su g, 1 g; stalni koeficijenti.

Stavimo u (138) u n1 mesto o i uodimo inverziju integrala

u
’ du
(140) z / . .
JVaw—g,u—g;
T: inverzija nosi n2ziv normaine elipti¢ke funkcije. Nju je u teoriju elip-
ti¢kih funkcija uveo Welerstrass, oznadio je oznakom

u= Q).

ispitao joj u pojedinostima osobine i istaknuo na vidik njene veze sa ostalim
dvoperiodi¢énim funkcijama.

1z ovoga, $to je napred kazno, sleduje da je p (z) meromorfna dvoperiodiéna
Junkcija promenljive z. Da bi smo joj odredili periode, vratimo se napred po-
smatranom slulaju kad je

i

du

——, F(u)=Au*+ Bu3 - Cu2+- Du + E,
J VF@)

Z =

pa neka su ¢, ¢, ¢,, ¢; nule polinoma F(u). One su sve proste i svaka je od
njih kriticka taCka za kvadratni koren pod znakom integrala.
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Obelezimo u ravni promenljive u dve od tih nula, npr. ¢ i ¢, (sl. 21).

Kad bi se integral uzeo duz direktne putanje cu, on bi imao izvesnu vrednost
z. Ako se pre toga on uzme duZ konture koja, polazeti od ¢, obide jednim

o—0

Sl 21

kruZiCem tacku c¢,, pa se vrati u ¢, integral ¢e imati za vrednost zbir od tri
integrala: jednog uzetog duZ putanje ca, drugoga duZ kruZi€a oko ¢, 1 tredeg
duZ ac, u smislu oznafenom, na slici.

Integral duz kruZia jednak je nuli, o ¢emu se lako uveravamo stavivsi u
, Fu)=A(u—c) (u—e,) (u—c,) (u—cy),
da je
u=c, +re, du=rie® do,
i pustiv§i da se r beskrajno smanjuje.

Integral duz ac jednak je integralu duZ ca, jer je obilaskom oko kriticke
tatke ¢, kvadratni koren promenio znak, pa je jo§ jednom promenio znak i
time $to je smisao integracije duZ ac suprotan onome duZ ca.

Prema tome ¢ée integral duZ cele konture imati za vrednost

a

du
J VE@)

pa kad se kruZi¢ beskrajno smanji, tako da se tatke a i ¢, poklope, on ¢ce
imati za vrednost 2 K, gde je

r a'ur

i :f VF@)'

<

Posle tog obilaska stize se u tadku ¢ sa vredno¥éu 2K, integrala, a sa
determinacijom (—) kvadratnog korena pod integralnim znakom (ako se ne
obilazi i tatka c¢). Kad se posle toga produZi integracija duZ direktne putanje
cu, stize se u tacku u sa vredno$¢u 2 K, —z integrala. Pa posto se obema pu-
tanjama stiZe u istu tacku w, to je

u(2 K, —2)=u(2),
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$to znadi da funkcija u dobija jednu istu vrednost u dvema talkama z i
2 K,—z. A posto je u(z) parna funkcija (3to sleduje iz § 32), smenivsi u (141)
z, sa—z, dobija se da je
u(z+2K)=u(z),

§to znali da funkcija u(z) ima za periodu 2 K| (isto bi bilo i1 kad bi se obisla
1 tatka c, jer je u parna funkcija).

Medutim, na mesto kriticke tacke u=c,, moZe se uzeti jo§ i jedna ili
druga od ostalih kriti¢kih tadaka ¢, i ¢;. Ako se, dakle, oznaéi da je

Ca c3

4__du_’ - [_ du ’
VF(u) V F(u)

2= 1=

nalazi se da:
1° funkcija u ima jednu istu vrednost u talkama
z, 2K,—z, 2K,—z, 2 K,—z;
2° ona ima kao periode
w,=2K,, w,=2K,, w;=2Kj,.
Tako bi izgledalo da u ima tri osnovne periode. Ali se lako dokazuje

da je treca perioda jednaka zbiru ostalih dveju, pa da, prema tome, ona ne
predstavlja nesvodljivu periodu.

Da bismo se o tome uverili, posmatrajmo integral

du
141 —_—
(141) f V F(u)

uzet duZ konture oznzfene na sl. 22, a sa polaznom takom c¢. Integral duZ
svakoga od kruzia oko tzCaka ¢, ¢, ¢,, ¢; jednek je nuli, podto se kruZici

Sl 22

mogu beskrajno smanjivati a da integral duZ njih ne izmeni svoju vrednost.
Sa druge strane, pri obilasku oko svake od tih tadaka kvadratni koren menja
znak. Prema tome integral duZ celokupne konture imzée za vrednost

2K, +2K,+2K,.
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Sa druge strane, prema teoremi o ekvivalenci integralnih putanja, taj de
integral biti jednak istome integralu uzetom duZ kruga C sa centrom u pocetku,
a koji obuhvata sve Cetiri tacke ¢, ¢,, ¢,, ¢;. Taj se krug moZe i beskrajno
giriti, jer funkcija pod integralnim znakom (141) nema drugih singulariteta
osim te &etiri tacke. Iz toga se zakljuCuje da je taj integrel duZ kruga C jednak
nuli. Jer kad se pusti da se tecka u beskrajno udalji od pocetka, polinom F ()
se ponaSa kao njegov ¢lan najviSeg stepena Aud, a integralni elemenat kao

- du -
u) 4 '
Kad se, dakle, radi te integrecije duz C, stavi
u=redi, du=rieid0,

integralni elemenat se ponasa kao

on teZi nuli kad r beskrajno raste, pa ¢e teda i integral, uzet izmedu kona¢nih
granica 0 1 2=z, takode teziti nuli; kako je njegova vrednost nezavisna od polu-
pre¢nika r, to je ona jednaka nuli.
Iz toga sleduje da je
. 2K +2K,+2K,=0,
to jest
W, + w,+w; =0,
a odatle je
w3 = —(w,; + w,);

pa posto, kad je—w perioda, i+w je perioda, to je gornje tvrdenje dokazano.
Napred je pokazano da kad # dobije jednu vrednost f za jednu vrednost
z=aq, ona tu vrednost § dobija i u tackama
a=2K+a, a'=2K,—a, a"=2K;—a.

1

Lako se uveriti da su tzéke a”’ i @’ homologe tacke o', jer je

a"—a' =2K,—2K, =w,—w,

a’"—a=2K,—-2K, =w,—w,,
prema emu je
a’'=d + w,—w,
a’l' =al+ w}__wl’

’

Sto pokazuje da se o i &' razlikuju od a’ samo dodatkom perioda.

Da bi se sve to, kao i ono $to je kazano u § 32, primenilo na nor-
malnu elipticku funkciju @ (z), treba uzeti da je ¢ = o (ta je vrednost jedna kriticka
tatka za kvadratni koren pod integralnim znakom). I tada se nalazi ovo $to sleduje.
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Funkcija @ (z) ima dve periode, za koje se mogu uzeti dve ma koje od
triju vrednosti

cy ¢ ¢

w du du 7 du
1= W, = e 3= = »
VF@w)’ V() VF(u)
gde e
F(u)=4w—g,u—gs;
treCa je perioda svodljiva na one dve koje se budu uzele, po§to je
Wy + w, 4 w,=0.

Nule funkcije su vrednosti

_'f F(uj’z‘”*“ anu) VF(u)

i homologe tih vrednosti; sve su nule proste.

Svi su polovi funkcije dvostruki; sam poletak z=0 je takav pol, jer se za
pol dobija vrednost

00

p— du g
VE (@)
a ostali su polovi njene homologe
zZ=m,; w;+m, @,.

Posto z=0 nije obi¢na tatka za funkciju, fo se ova ne moZe razviti u
Maclaurinov red
ay+a,z+a,z2+ - - -

Ali, posto je z=0 pol drugoga reda, ona se za vrednosti z u blizini tog
pola moZe razviti u Laurentov red oblika
B, B

247 40+ 4, Z+A222+
22z

A podto je funkcija parna, taj red mora sadrZzati samo parne stepene
promenljive z, pa dakle je oblika

B,
(142) QR (2)y=""+A,+ A, 22+ A,z + - - -
Z;

iz Cega se vidi da je ostatak za pol z=0 jednak nuli, pa ée tako biti i za sve
ostale polove.
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Koeficijenti B,, Ay, 4,, Ay, ... odreduju se smenom izraza (142) i izraza
2B,
Q' () —Z+2A4,z+4A4,23+ - - -
z3
u diferencijalnoj jednadini
d@ 2 7
(143) R
z

koju zxdovoljava funkcija @ (z). Uporedenjem ¢&lanova sa istim stepenima pro-
menljive z na levoj i desnoj strani tako dobijene jednaine, nalazi se da je

B,=1,

2
4,=0, 4,=-5 4,-5 A= 52
20 28 240

y e e

1 tako se moze odrediti koliko se hoce uzastopnih koeficijenata A,

Prema tome Laurentov red za funkciju (y)z je oblika

1
(144) @(z)=-—2+A2z2+A4z4+---
V4

. e I . . N C
tj. red ne sadrzi ni ¢lan sa —, ni nezavisan ¢lan. Na toj je &injenici osnovano
z

izraZavanje funkcije @(z) kao koli¢nika dveju celih funkcija, potpuno sli¢no
onome koje je nzpred izloZeno za funkcije snz, cnz, dnz.

34. ADICIONA TEOREMA ZA FUNKCIJU @(z)

Na n-éin sli¢an onome kojim se dolazi do adicione teoreme za funkcije
sinz i snz, napred izloZene, dolazi se i do adicione teoreme za funkciju @ (z).
Ta teorema iskazuje da se vrednost @ (a + p) izraZava kao algebarska funkcija vrednosti

® (@), ®F), ¢@, ¢
1j. kao algebarska funkcija samih izraza (y)a i (y) B, u obliku obrasca

1 (@ (00— B)
145 0 (a . X A
(14 e =it

gde jo§ treba smeniti ©'(a) i () njihovim vrednostima

)2— @ (@)~ 9 (B).

© ' (a)=V4 @3(a)-g ©()—g,
@ B=Va93(p—g ©B)—a

(146)
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Kad se f smeni sa —§ i primeti da je @(z) parna, a @' (z) neparna funk-

cija promenljive z, dobija se obrazac
© (0)+ 9 (B
®()— B

pa se od obrazaca (145) i (147) moZe Ciniti ista onzkva upotreba, kao 1 od
zdicionih obrazeca za funkciju snz.

(147) @w—m:i(

. )2— @ (a)— © (B),

Teko, uzevsi da je f=a, leva strana obrasca (145) postaje ©(2a), a

zagrada na desnoj strani javlja se u obliku o Da bismo na8li njenu pravu

vrednost, stavimo da je f=a+h, p2 pustimo da A teZi nuli. Z-greda tada posteje

{g@+@i@mﬁz(@%ﬂ{

®la+h)—@(a) ® (o)
pa je, dakle,
1 @7 (a)\?
2a)=— |- —2 .
®2a) 4(@,((1)) ®(a)

Pvema obrascu (143) izvod @'(a) izrazava se kzo algebarska funkcija
izraza @ (a). Iz istog obrasca dobija se diferencijaljenjem i skracenjemsa 29 («) da je

@"@=mnm~%,

pa se pomocéu toga obrasca za drugi izvod @ " (z) i obrasca (143) za prvi izvod
izraz @ (2 a) izrazava kao racionalna funkcija izraza @(a) i @ (B).

Obrasci (145) 1 (147) dovode i do obrazaca za zbir i1 razliku izraza @ (a)
i @(f), koji refavaju isti zadatak kao 1 Neperovi obrasci u trigonometriji.
Tako, ako se razviju kvadrati zagrada u tim obrascima, dobija se
® () -9 (B .
(@ (@—9 By

a—pf=a, a+f=0b,

®(a—pH—@+h)=

pa ako se tu stavi da je

odckle je
b+a b—a
Q=-—", = 3
2 p 2
dobija se obrazac
,(b+a , [b—a
@( 2rg>(3—>
P@—@b)-—

EE)

a na sli€an nacin bi se dobio i obrazcc za zbir izraza @(a) i @ (B).
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35. FUNKCIJA ¢ (z) IZRAZENA KAO KOLICNIK CELIH FUNKCIJA

Pomocéu funkcije @ (z) formirajmo funkciju

(148) C(Z)Z—f@(z)-dz.

Posto se @(z) moZe, za vrednosti z u blizini tatke z=0, razviti u red
oblika

1

(149) @(z)=—2+A222+A4z4+---,
z

to se {(z) moZe razviti u red oblika

(150) C(Z)=i+az3+bzs+---,
Z

iz Cega se vidi da je T nmeparna funkcija promenljive z. Ona ne moZe imati
drugih singulariteta do onih $to ih ima funkcija (z). Obrazac (150), koji vaZi
1 kad se u njemu tacka z=0 smeni ma kojom svojom homologom pokazuje
da ¢ ima beskrajno mnogo polova, koji su svi prvoga reda i koji su oblika

Z—myw;+m,w,,

(gde su w, i w, napred odredene periode funkcije y(z), a koji svi imaju za
ostatak 1.

Medutim, funkcija { nema za periode ni w, ni w,. Jer, ako je w jedna
od tih perioda, posto je iz (148)

()= —9 ),

izvod £ (z) ima iste periode kao ¥ (z). Ali to ne vazi i za samu funkciju g,
jer integracija jednacine

{'z+w)={(2)
uvladi jednu integracionu konstantu C i daje

{(z+w)=C((2)+C.

Ako se u toj jednacini stavi da je z=—%, dobija se

§to daje
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pa dakle
w
- 2. ,
t(z+w)=C(2)+ C(Z)

§to pokazuje da w nije perioda funkcije ¢.

Formirajmo sad funkciju
(151) o(z)

koja se neposredno pomoéu funkcije @ (z) izrazava u obliku

{()d
_ Jewa

o(z)—e HEO
Posto je
f‘y(z)-dZAIngqLAzzstA‘quL ce,
3 4
to je
(152) o'(z)=ze‘l’(z)’

gde je ¢ (z) jedna funkcija koja ima z=0 kao svoju obi¢nu tacku. Pa kako

ta funkcija ne moZe imati drugih singulariteta, do onih $to ih ima @(z) a to

je tatka z=0 i njene homologe, to izlazi da je o (z) cela funkcija promenljive z.
Ako se sad uoci funkcija

(153) G(2)=€(2)-0(2)%
iz obrazaca (149) 1 (152) vidi se da ée tatka z=0 biti obi¢na tacka za funk-

" . . . . . . N 1 . v
ciju G (z), jer se pri mnoZenju funkcija @ i o2 ¢lan = potire sa z2. Pa posto i
z

G (z) ne moZe imati drugih singulariteta osim vrednosti z=0 i njenih homo-
loga, to ée i ta funkcija G (z) biti cela funkcija promenjive z.
Jednadina (153) tada daje

(154) o))

oz’

a time je funkcija ®Q(z) izraZena kao koli¢nik dveju celih funkcija.

Cele funkcije {(z) i o(z) uveo je u teoriju eliptikih funkcija Weierstrass
1 proucio im je osobine. One su u toj teoriji poznate pod nazivom ,,zeta-funk-
cija‘“ 1 ,,sigma-funkcija‘‘.

Funkcija o se izrazava pomoc¢u { obrascem (151), a { se izraZzava pomo-
¢u o obrascem

{(z)= —Z—Z log o (2),

koji se dobija logaritmisanjem 1 diferencijaljenjem obrasca (151).
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Iz adicione teoreme za funkciju ¥ (z) izvodi se za { obrazac

Lt B)=C(@)+L B+ D= (B)

2 Qa—¢®B
koji, u vezi sa obrascima
@) =—0(2),
®'(2)=—{"(2),

izrazava { (a+ f) pomocu izraza

£(a), £(B), &' (a), &' (B), £ (a) {"(B)

1 to kao racionalnu funkciju tih izraza.

36. VEZA FUNKCIJE ¢ (z) SA FUNKCIJAMA snz, cngz, dnz

Ako se u jednacini

(155) dz du

V(=) (1—k2 )

izvr8i smena

(156) YL S VL L
v+a 2(7)—{—(1)7
ona postaje
(157) dre  —0 —,
Vavd+cv2+gv+h
gde je

c=4Ba—k*—1),
(158) g=12a2—8a(l+k?)+4k2
h=4a—4 a2 (1 +k?) + 4 ak2.

Konstanta a moZe se izabrati tako da bude ¢ =0, Sto ¢e biti ako se uzme

(159) a=—

Zamenom te vrednosti u jednadinama (158) jednacina (157) postaje

(160) PR S
do i V4vi—g,v—g;
gde je

4
gom = (14 k), = k(14K
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Izmedu integrala u=snz jednaline (155) i funkcije v postoji relacija (156)
gde a ima vrednost (159). Pa poSto jednadina (160) ima za integral funkciju
@ (2), to izmedu Q(z) i snz postoji veza

2

sn2z=—— e

(161) ©(2)+ —

3

ili

1 1+ k2
(162) @)=

sn2z 3

Pomocu veze funkcije sn z sa funkcijama cnz i dnz, dobijaju se za ove
funkcije njihove veze sa @(z), a to su

cn2z=1— 11 k2‘
+
@)+ ——
3
2
dn22=l—%
+
@ +——
3
ili
1 1+ k2
©)=————" 2,
l—cn2z 3
k2 1+ k2
Q)= = .
@) l1—dn2z 3

Samo treba primetiti da veze izraZene gornjim ‘obrascima ne vaZe za ma
kakve funkcije snz (odnosno cnz i dnz) i @(z). Funkcija @(z) sadrZi dva
promenljiva parametra g, i g;; gornje veze postoje izmedu jedne date, uostalom
ma koje, funkcije snz 1 jedne tada tacno odredene funkcije Q(z), i to one &iji
su parametri odredeni pomoéu modula k& funkcije snz obrascima (158) i (159).

Iz tih veza dolazi se i do zaklju¢ka o vezi izmedu pojedinih osobina
funkcija snz i njoj odgovarajuce funkcije @ (z). Tako: funkcija ¥ (z) ima za
polove nule funkcije snz; za svaki pol funkcije snz funkcija @(z) dobija

2
vrednost — ! _;—k itd.

Veze izmedu snz, cnz, dnz i funkcija @ (z) koje imaju druge parametre
g, i g, komplikovanije su i ne ulaze u okvir ovih predavanja.
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37. SVODLJIVOST SVIH MEROMORFNIH DVOPERIODICNIH FUNK-
CIJA NA LINEARNE KOMBINACIJE FUNKCWJE [ I NJENIH IZVODA

Neka je F(z) jedna ma koja meromorfna dvoperiodiéna funkcija, C¢ije
periode neka su w; i w,. Oznalimo sa

A, 0y oo vy Ay
polove te funkcije u njenom osnovnom paralelogramu perioda, neka je my
red rola a.

Prema opsStoj Mittag-Lefflerovoj teoremi za izrazavanje meromorfnih funk-

cija, moZe se napisati da je

Ay B T -J+G(z),

= + .-
z—ay (z—oy)? (z—ap)™

(163) F(z)=Z[

gde je G (z) jedna cela funkcija i gde se sumiranje proteZe na sve polove a.
Red je konvergentan za sve vrednosti z, osim za same polove a.

Neka je ® (z) normalna elipticka funkcija koja ima iste periode w,; i w,
koje ima i F(z). Iz obrasca (150) dobija se da je

L:C(z)—aﬂ——bzs— IR
z

%=—C'(z)+3azz+5bz4+ v,
z

1
~=LC”(Z)—3 az—10bz3+ - - -,
z3 2

Smeniv§i u tim obrascima z sa z—a; dobija se niz obrazaca

1

Z—ak

= C (Zdak)_ll/l (Z)’

— ==l —a)+ ¥, (2,

1 1
e = M (z—ay)— P (2),
(z—ay)? 2 e )

gde su ¥,. ¥,, ¥,, ... funkcije koje imaju z= a; kao obi¢nu taCku.

7 Elipti¢ke funkcije
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Mnozeci leve i desne strane poslednjih obrazaca sa A4, By, ..., Hi i
sabirajuéi tako dobijene jednacine, dobija se

A B H,
Ep—F TR M (2—ap)
z—ap  (z—o)? (z—ap)™

FMT ) + e+ My L () + B (2).

gde su M,, M,, ..., M, stalni koeficijenti, a @, jedna funkcija koja ima a,
kao svoju obiénu tacku.

Prema obrascu (163) moZe se tada napisati da je
(164) F(2)=2M, Lz—a) + 2[M, ¥ (—a)
e My U (2—a)] + H ()

gde se znak sumiranja proteZe na sve polove a, 1 gde je H(z) jedna funkcija
koja ima te polove kao obi¢ne taCke.

Za prvi zbir na desnoj strani jednaine (164) moZe se dokazati da pred-
stavlja jednu funkciju ¢ (z) koja ima za periode o, 1 w,. Jer, ako se sa w
oznali jedna ili druga od tih pericda, napred je pokazano da je

w
C(z+w)=((z)+2§(-2-> ,
prema ¢emu je

(165) (p(z+w)=<p(z)+2C(%>-2Mo‘

Medutim, koeficijenti M, nisu niSta drugo do koeficijenti 4 §to mnozZe

1 1 I

Py ) y o

z—a, z—a, Z—ay

u izrazu (163) za funkciju F(z); to su, dakle. ostaci te funkcije za njene po-

love @, a,, a;, ... Pa poSto je F(z) meromorfna dvoperiodi€na funkcija, to
je zbir tih ostataka jednak nuli, tako da je
ZM(J:O’

1 jednaéina (165) se svodi na
¢ (z+w)=p(2),

§to pokazuje da ¢ (z) ima w kao periodu, pa prema tome ima obe vrednosti
w, 1 w, za periode.
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Za drugi zbir je ofevidno da ima te iste periode, poSto je napred po-
kazano da te periode ima prvi izvod Y'(z), pa ¢e ih, prema tome, imati i
svi izvodi te funkcije. Iz toga sledi da ¢e i H(z) imati te iste periode, kao
linearna kombinacija samih dvoperiodi¢nih funkcija. Pa posto ta funkcija ima
vrednosti a,, a,, a;, ... kao obifne tacke, a ne moZe van tih vrednosti imati
nikakvih singulariteta, ona je cela funkcija promenljive z. A kako se cela funk-
cija, koja ima dve periode, svodi na jednu konstantu C, obrazac (164) postaje

(166) F(2)=C+ 2, [MyC(z—ap) + M, (z—ay)
+ -+ M, gm) (Z_ak)]

1 iskazuje ovu teoremu, poznatu pod nazivom Hermiteove teoreme:

Svaka meromorfna dvoperiodicna funkcija F(z) izraZava se kao linearna
kombinacija ograni¢enog broja izraza

Clr—a), Tle—a), T'(E—a), ...

gde su a,, a,, ay, ... polovi funkcije F(z) u njenome paralelogramu perioda, a
¢ oznacuje Weierstrassovu zeta-funkciju, formiranu pomocu funkcija @ (z) koja ima
istu periodu kao F(z).

VaZnost teoreme leZi u tome, §to ona svodi sve meromorfne dvoperio-
di€ne funkcije na jednu jedinu funkciju, a to je zeta-funkcija. Kad je ova pro-
uena, moZe se smatrati da su proucenei sve meromorfne dvoperiodiéne funkcije
u onome §to je za njih bitno.

Jedna od vaZnih posledica Hermiteove teoreme je ova:
Neodredeni integral

(167) fF(z) dz

jedne ma koje meromorfne dvoperiodicne funkcije izrafava se kao linearna kom-
binacija ogranicenog broja izraza

d d?
log o (z—ay), —logo(z—ay), —logo(z—ay), ...
g 0 (z—ay) ~, 108 (z—ay) 12108 (z—ay)

gde o (z) oznalava Weierstrassovu sigma-funkciju, formiranu pomocu funkcije @ (z)
koja ima istu periodu kao F(z).

To izlazi otuda 3to je
: d
{(z)=—-logoa(z),
dz
pa je prema tome
f {(z—op)dz=log(z—ay),

7
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, d
C(z—ap)dz=C(z—a;)= ~ logo (z—ay),
'z

f{” (z—ap)dz=0 (z—a,,):ﬁ log o (z—ay).
dz?

Takav je nain izraZavanja integrala (167) sliCan onome na koji se izraZzava
integral jedne racionalne funkcije R(z). Kao §to se zna, takva funkcija se izra-
Zava kao linearna kombinacija ograniCenog broja izraza

1 1 1

Z_ak, (z—ap)? ’ (z—ay)? ’

ili, §to je isto, kao linearna kombinacija izraza

l(z——ak), A (z—ak), A’ (z——ak), .o

gde je
TORES
z
a a, a;, ai,... oznauju polove funkcije R(z).
Integral
fR (z)dz

izraZava se, dakle, kao linearna kombinacija ograni¢enog broja izraza
d d?
log(z—a,), —log(z—a,), —log(z—ay), ...
8 ( %) dz ( k) a2 g( x)

Funkcija — je, dakle, reduktivan elemenat za sve racionalne funkcije, a
z

zeta-funkcija je reduktivni elemenat za sve meromorfne dvoperiodidne funkcije.

Tako isto, logaritam je takav elemenat za integral ma kakve racionalne
funkcije, a sigma-funkcija za ma kakvu meromorfnu dvoperiodiénu funkciju.

38. SVODLJIVOST SVIH MEROMORFNIH DVOPERIODICNIH FUNKCIJA
NA RACIONALNE KOMBINACIJE FUNKCIJA snz I sn'z

Prema onome §to je gore pokazano, svaka se moromorfna dvoperiodi¢na
funkcija F(z) moZe izraziti u obliku (166) gde je

(168) 2.M,=0,
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i gde su a;, a;, a;, ... polovi funkcije F(z) sadrZani u njenom paralelogramu
perioda. :

Prema napred dokazanom obrascu za sve vrednosti a i § je:

B 18 (-8}
(169) C(a+ﬂ)—5("‘)+5(ﬁ)+z @@—e®B)

pa, kad se a smeni sa z, a § sa —a;, dobija se da je

1 9°()—¢ (u)

(170) C(z—ap) =L (2D)—C (op) + 2 @) —@(a)
tako da je
I P (2D)— P (o)
Ml (z—a))=C () 2. M,— 2, M, - &M, '
> (z—ap) =L (2)2, 2, (o) + 5 2 Q(2)— @ ()

Posto je izraz

— 2 M, (ay)

nezavisan od z, pa dakle predstavlja jednu konstantu C, to se prema (168) na-
lazi da je

2. M, (z—a )=C+L ZM,,-@—TSZ)_—@'(“‘L),
* 2 © (2)— @ (o)
iz Cega se vidi da je izraz
(171) 2. M, % (z—ay)
racionalna funkcija promenljivih @ (z) i @' (2).

Iz (170) se dobija diferencijaljenjem da je

, , 1 d @ (2)— ¢ (o)
172 ) = — L2
(172) {(z—a) =T (2) + 2 dr @@ @ (o)

Oznaleno diferencijaljenje na desnoj strani, kad se izvr8i, daje jednu racio-
nalnu kombinaciju funkcija

(173) Q@), © (), @, ...,
pa posto je
(174) c%n=—wm@,@%a=6@%a—%,

to se, prema obrascu (172), izraz {’'(z—a), pa dakle i zbir

DM (z—ay).

svodi na racionalnu kombinaciju funkcija @ (z) i @' (2).
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Diferencijaljenjem obrasca (172) dobija se " (z—a;) kao racionalna kom-
binacija funkcija £ (z) 1 (173), §to se, prema obrascima (174) opet izraZava
raciona'lno samo pomcéu @(z) i ¥’ (z). Prema tome se i izraz

> M, % (z—ay)

izraZava racionalno pomoéu ®(z) i @' (z).

Produziv§i tako, uzastopnim diferencijaljenjima i smenom izvoda @ (z)
njegovom vredno§éu (174), nalazi se da se izvod ma koga reda funkcije
C(z—ay), pa dakle i svi izrazi

Z Mn C(n) (z_alc)

takode izraZavaju racionalno pomcéu ®(z) 1 €' (z), Sto dovodi do ove teoreme:
Svaka meromorfna dvoperiodicna funkcija F(z) izraZava se kao racionalna kom-
binacija funkcija Q@ (z) i @' (2) koje imaju iste periode kao F(z).

A posto se prema obrascu

©(2)=) 493(2)—8,9 (@) —g

izvod @ '(z) izrazava kao algebarska funkcija normalne funkcije @(z), to ta
teorema dovodi do ove:

Svaka meromorfna dvoperiodicna funkcija izrazava se kao algebarska funk-
cija normalne funkcije @ (z) koja ima iste periode kao F (z).

1z obrasza

I 1+k?
%()(z) = _ T

sn2 z 3

za koji smo napred na$li da iskazuje vezu izmedu snz i one funkcije ¥(z) Sto
njoj odgovara prema vrednosti modula k, dobija se

2(snzy

¢ndz

Ql2)=—
$to dovodi do teoreme:

Svaka meromorfna dvoperiodiéna funkcija F(z) izrafava se kao racionalna
Sfunkcija od snz [ (snz) vezanih sa odgovarajucom joj funkcijom @ (z).

Naposletku, prema obrascu

(snz) =V (1—sn2z) (1 —k2sn?z),

izvod (snz)' izrazava se kao algebarska funkcija osnovne elipticke funkcije snz,
Sto dovodi do ove teoreme:
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Svaka meromorfna dvoperiodicna funkcija izraZava se kao algebarska kom-
binacija funkcije snz, vezane sa odgovarajucom joj funkcijom @ (z).

Te su teoreme poznate u teoriji eliptikih funkcija pod nazivom Liouville-
ovih teorema. Njihova vaznost leZi u tome, $§to one svode sve meromorfne
dvoperiodi¢ne funkcije na jednu od njih, a to je bilo na ®(z), bilo na snz;
sve su ostale samo algebarske kombinacije tih specijalnih funkcija.

To je i razlog zbog koga se meromorfne dvoperiodiéne funkcije nazivaju
eliptickim funkcijama. Taj se naziv ranije odnosio samo na funkcije snz, cnz,
dnz; kad je pokazano da se i sve meromorfne funkcije sa dve periode svode
na ove specijalne transcendente, taj naziv je obuhvatio i sve njih.



SESTI ODELJAK

OPSTI POGLED NA DVO-
PERIODICNE FUNKCIJE



39, SLICNOSTI I RAZLIKE IZMEDPU PROSTOPERIODICNIH
I DVOPERIODICNIH FUNKCIJA

Kao 8to se vidi iz svega ovoga Sto prethodi, elipticke funkcije, pod ko-
jima se im2ju podrazumevati uopSte sve meromorfne dvoperiodicne funkcije,
sastavljeju jednu klasu anzlitickih funkcija koje pokazuju velike sliCnosti sa
elementarnim trigonometrijskim funkcijama i njihovim ealgebarskim kombinaci-
jama i na koje se one svode za specijalnu vrednost modula k. Te su sliénosti
istaknute na vidik u onome $to je nzpred izloZeno, i one se¢ sastoje npr. u
periodiénosti, oblicima krivih linija §to ih geometrijski predstavljzju, u adici-
onoj teoremi, u raznovrsnim obrascima koji im izraZavaju osobine, u mogué-
nosti izraZavanja funkcije multipla promenljive pomocu funkcije same te pro-
menljive, itd.

Medutim, izmedu prostoperiodi€nih i dvoperiodiénih funkcija postoje i
bitne razlike. Postojanje dveju perioda €ini da je skup dvoperiodiénih funkcija
uzi no skup prostoperiodiénih funkcija, jer sveka perioda unosi sobom jedun
skup pogodaba koje funkcija treba da ispuni; dve periode unose vise tih po-

godaba nego jedna. A to povlali sobom &esto i bitne razlike izmedu ta dva
skupa funkcija.

Tako, postoji beskrajno mnogo celih funkcija sa jednom periodom: takve
bi npr. bile funkcije

m : i
e?, e*¥”, sinz, "%,

A ne postoji nikakva cela funkcija sa dve periode.

Zatim, svaka je meromorfna dvoperiodi¢na funkcija izraZljiva kao alge-
barska funkcija jedne jedine funkcije te vrste, npr. funkcije @(z) ili snz. A
nikakva slina teorema ne postoji za meromorfne prostoperiodiéne funkcije.

Prema Hermiteovoj teoremi svaka se meromorfna funkcija sa dve periode
izraZava kao linearna kombinacija ograni¢enog broja izraza

L (z—ayp), L (z—ay), ' (z—ag), ...
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dok nikakva sli€na teorema ne postoji za meromorfne funkcije sa jednom peri-
odom. Jedna takva teorema u stvari postoji za trigonometrijske funkcije, tj.
za racionalne kombinacije funkcija sinz i cosz, jer se zna iz elementarne ana-

lize da se svika takva kombinacija izraZava kao linearna kombinacija ograni-
cenog broja izraza:
sin az, cosaz,

z—ay d Z—0y dz z—ay
cot , — cot , — cot e
& 2 dz & 2 dz? & 2

gde su a; odredene konstante.

Ali se svaka meromorfna prostoperiodi¢na funkcija ne moZe jzraziti kao
racionalna kombinscija funkcija sinaz i cosaz, 1 poslednji stav ne vaZi za sve
funkcije tukve vrste.

Dokzzano je da se elipticke funkcije ne mogu svesti ni na kakve konaéne
kombinacije elementarnih funkcija. To su, d.kle, potpuno nove transcendente
koje je trebalo prouditi same za sebe, ne traZe¢i da se one svedu na elemen-
tarne funkcije, pa da tek onda, preko ovih, budu proudene.

40. DIFERENCIJALNE JEDNACINE KOJE SE INTEGRALE
POMOCU ELIPTICKIH FUNKCIJA

Postoji beskrzjno mnogo algebarskih diferencijzInih jednacina prvog, dru-
gog, treceg i viseg reda, koje za svoje integrale imaju elipticke funkcije.

Tuko npr. jednuCina prvog reda
(175) Yi—(1—=py)(1—k2y)=0

ima za op§ti integral
y=sn{x+C).

Ista funkcija je i integral diferencijulne jednadine drugog reda
y'—ay’—by=0,
gde su a i b dva stalna broja vezana relacijom
a+2(0b+1)=0;
jednzéina se dobija diferencijuljenjem jednadine (175).
Jedn:.€ina prvog reda

(176) y2—4p3—ay—Pf=0
ima za opsti integral
(177 v=y(z+0C)

sa parametrima g,=a, g;=§.
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Jednadina drugog reda

a
ll_6y2__=0
4 2

ima funkciju (177) kao jednu klasu svojih partikularnih integrala.
Isti je sludaj 1 sa jednacinom treceg reda
ylll_ lzyyl =0
koja se dobija diferencijaljenjem napred pomenute jednadine

a
"6yt 0.
d 2

Prema Liouvilleovoj teoremi svaka je meromorfna dvoperiodiéna funkcija
izraZljiva kao racionalna kombinacija
(178) y=R(u, u')

osnovne elipticke funkcije #=snz i njenog izvoda u'=(snz)'.
Diferencijaljenjem jednz¢ine (178) dobija se

OR OR
179 = U+ u'’;
(179) 4 ou ou'
pa posto je
(180) u2=(1—uw)(1—k2ur)=1—(1 +k?) w2+ k2 ut,
(181) W' =2k2uw3—(1+k?)u,

eliminacijom triju nepoznatih w, u’, 4" iz &etiri jednaCine (178), (179), (180),
(181) dobija se jedna algebarska diferencijalna jednadina

(182) F(y, y)=0
koja sadrZi samo funkciju y i njen izvod y’. Prema tome:

Svaka meromorfna dvoperiodiéna funkcija zadovoljava po jednu algebarsku
diferencijalnu jednacinu prvoga reda koja ne sadrii eksplicitno integracionu pro-
menljivu z.

A za takve jednadine se zna da, kad im se poznaje jedan njihov parti-
kularni integral y=f(2), znaée se i opsti integral koji je

y=f(z+0C).

Uzastopnim diferencijaljenjem jednadine (182) dobijaju se redom diferenci-
jalne jednacdine drugog, tredeg i viSeg reda; sve ¢e njih zadovoljavati meromorfne
funkcije sa dve periode. Medutim postoji stav:
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Nikakva diferencijalna jednaéina
(183) F(z, y, ¥, y', ..)=0,

algebarska po z, y i izvodima, pa ma koga reda ona bila, ako sadrfi eksplicitno
promenljivu z, ne moZe imati kao integral nikakyu periodicnu funkciju.

Jer, kad bi se jednaina (183) resila po z, dobila bi se jedna jednalina
(184) z=PD(y, ¥, ¥\ ...)

gde bi @ bila algebarska funkcija promenljive y i njenih izvoda. Kad bi jed-
nadina (183) imala kao integral kakvu periodiénu funkciju sa periodom w, sme-
na vrednosti z vredno$éu z+mw (gde je m ma kakav ceo broj) ostavlja vred-
nosti y, ', ¥’, ... nepromenjene, a funkcija @ moZez a te vrednosti imati naj-
viSe onoliko vrednosti koliko ona, kao algebarska funkcija, ima raznih svojih
determinacija, a ove su u konaénom broju. Medutim leva strana jednacine
(184) imala bi beskrajno mnogo vrednosti z+m w, $to je prema samoj jedna-
¢ini nemogucno.

No, kao 3to je pokazano, jednacine (184), u kojima ne figurie z, mogu
imati kao integrale i prostoperiodiéne, i dvoperiodiéne funkcije.

Tlako isto postoji i beskrajno mnogo sistema simultanih jednzéina koje
imaju za integrale dvoperiodi¢ne funkcije. Takav je npr. sistem

d—u—'vw=0,
dz

(185) d—7)+uv=0,
dz

d—w+k2uv=0,
dz

gde je k kezkav realan broj §to se nalazi izmedu O i 1. Sistem ima za integrale
u=sn(z+C),
?=cn(z+C,),
w=dn(z+ Cy),

o ¢emu se moZe lako uveriti smenom tih izraza u jednacinama (185) i vodeéi radun
o obrascima koji izraZavaju izvode

(snz), (cnz), (dnz)’
pomocu funkcija
snz, cnz, dnz.
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A lako se moZe uveriti, kao 1 maloc€as u sluéaju jednz€ine (184), da nikukav
sistem simultanih jednadina

du
—=f(z, u, v, w),
. J( )
dv
—— =z, u, v, w),
= @ )
dw
Z=y(z, u, v, w),
0 p( )

gde su f, @, w, algebarske funkcije promenljivih koje sadrZe, 2ko koja od njih
sadrZi eksplicitno promenljivu z, ne moZe imati kao integrale periodi¢ne funkcije.

Neka je n>vedeno jo§ i to, da su u teoriji algebarskih ‘diferencijalnih jed-
nalina prvoga reda pozncti potrebni 1 dovoljni uslovi da bi data jednzina
oblika (182) imzly kao svoje integrale meromorfne dvoperiodiéne funkcije.
Problem je re$ezn primenom op$tith Cauchyevih teorema iz teorije znalitic¢kih
funkcija.

41. KRATKA ISTORIJA ELIPTICKIH FUNKCIJA

Istorija elipti¢kih funkcija mozZe se podeliti na dve periode:

1° prouavenje elipti¢kih integrala;

20 proudavanje eliptickih funkcija kao inverzija eliptickih integrala.

Prva perioda. — Pod elipti¢kim integralima podrizumevaju se integrali u
kojima pod integralnim zn kom figuriSe racionalno: ili sam kvadratni koren
iz k kvog polinoma X Cetvrtog ili treeg stepena, ili pored njega jo§ i sama
nezavisno promenljiva koli¢ina x. To su, d:kle, integrali oblika

[R(x, VX)dx,

gde je X k-kav polinom <cetvrtog ili treCeg stepena po x, a R je racionzlna
funkcija dveju promenljivih x i VX,

Na takve je integrale prvi naiSao Wellis 1655. godine, pokusavajuéi da
odredi duZinu luka elipse. Najdublja ispitivanja na eliptickim integralima izvr-
§io je Euler koji ih je sveo na nekoliko normalnih oblika 1 ovima ispitao
osobine. Ali ono, zbog fega su njegova ispitivenjy postala osnovica za teoriju
i elipti¢kih integrala i elipti¢kih funkcija, jeste njegov pronalazak od 1751. go-
dine o integralu diferencijalne jednacine

dx _dy

VX yY’
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gde je X ma kakav polinom cetvrtog ili treeg stepena po promenljivoj x, a
Y takav isti polinom po promenljivoj y.

U onome $to je napred izloZeno naveden je oblik toga integrala i on je
iskori¥¢éen za dobijanje osnovnih rezultata teorije elipti¢kih funkcija. Euler je
taj, za teoriju te klase funkcija, osnovni pronalazak ucinio sretnim slucajem,
probom, ili, kako on sam to kaZe ,tentando et divinando*. Lagrange je 1768.
godine prvi dao pravi, analiti€ki dokaz Eulerovog rezultata.

Medu mnogobrojnim ispitivanjima u oblasti eliptic¢kih integrala posle
Eulerovih radova, najviSe se istiCu opseZna Legendreova ispitivanja, vriena u
pravcu Eulerovih 1 publikovana u velikom delu toga matematiara ,, Traité des
fonctions elliptiques et des intégrales euleriennes*‘, §tampanog 1825—1828. god.
Posto je elipticke integrale sveo na utvrdene tipove, Legendre je ove u poje-
dinostima prouéio, dao praktiéne metode za njihovo brojno izraCunavanje i
sastavio tablice njihovih brojnih vrednosti.

Landen je dosta unapredio teoriju eliptickih integrala postaviv§i metodu
za njihove modularne transformacije, tj. za promenu modula ¥ u osnovnom
eliptickom integralu

fl/(1~x2)(l—k2 x2) f[/ 1_k25m2

I time, pored ostalih koristi, jako uprostio i prosirio upotrebu Legendreovih
tablica.

Druga perioda. — U toj periodi istorije eliptickih funkcija polinje prou-
¢avanje tih funkcija kao inverzija eliptickih integrala. Ono polinje ispitivanjima
Abela (1825. god.) i Jacobia (1828. god.), koji su skoro u jedno isto vreme,
potpuno nezavisno jedan od drugoga, doSli na ideju proulavanja inverzije elip-
tickih integrala. Oni su odmah pronadli dvoperiodi¢nost tih inverzija i posta-
vili osnovne obrasce za njihovu teoriju, istakli na vidik njihovu adicionu teo-
remu i njene posledice, na$li njihove izraze u obliku beskrajnih redova i ko-
licnika takvih redova, izrazili ih u obliku beskrajnih produkata, nadli veze
jzmedu raznih eliptickih funkcija, veze izmedu njihovih perioda i modula & itd.

Jacobi je glavne rezultate svojih istraZivanja izneo u svome osnovnom
delu ,,Fundamenta nova theoriae funct. ellipt.“ publikovanom 1829. god. U
tim istraZivanjima osnovnu ulogu igra Jacobieva ,,teta-funkcija‘, o kojo, je bilo
reCi u prednjim izlaganjima, i koja je posluZila kao reduktivni elemenat za tri
osnovne eliptiC¢ke funkcije.

Jacobi i njegovi savremenici upotrebljavali su za osnovne elipticke funk-
cije snz i cnz oznake sinamz i cosamz, kao §to je to pomenuto u ranijim
izlaganjima. Dana3nja oznaCavanja sa snz, cnz, dnz uveo je Gudermann koji
je takode unapredio teoriju tih funkcija.
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Razumljivo je da op3ta Cauchyeva teorija analiti¢kih funkcija imaginarne
promenljive koli¢ine nije mogla ostati bez jukog uticaja na teoriju eliptickih
funkcija. Primenom Cauchyevih teorema ucinjeni su veliki napreci u toj teo-
riji, a mnogi su, dotle ve¢ poznati rezultati, postali bolje rasvetljeni kad se
stalo na glediSte opSte Cauchyeve teorije. Ova je npr. dovela Liouvillea
(1847. god.) do pojma paralelograma perioda, do osnovnog stava po kome je
integral dvoperiodi¢ne funkcije, uzet duz paralelograma perioda, jednzk nuli,
do stava po kome svaka takva funkcija mora imati singulariteta u ravni neza-
visno promenljive koli¢ine itd., $to mu je sve dalo osnovicu za jednu opitu
teoryju dvoperiodi¢nih funkcija.

Jedan od najvaznijih rezultata Liouvilleovih istraZivanjy je stav da se
sve meromorfne funkcije sa dve periode izrazavaju kao racionalne kombinacije
funkcija snz i sn'z, a kao algebarske kombinacije same funkcije snz. Liouville
je dokazao i nesvodljivost eliptickih funkcija na elementarne funkcije, poka-
zav$i da su to potpuno nove transcendente, sasvim nov analiti¢ki instrumenat.

Opstoj teoriji dvoperiodiénih funkeija mnogo je doprineo i Jacobi, dok:-
zav§i izmedu ostaloga, i nemoguénost postojanja uniformnih funkcija sa vise od
dve periode, kao stav da koli¢nik dveju perioda nije nikad real:n broj.

Pravo poreklo perioda, sa glediSta opSte Cauchyeve teorije funkcij:, prvi
je istakao na vidik Puiseux, pokazavii kako se periode pojavljuju kad pre-
menljiva, od koje zavisi funkcija pod integralnim znakom kakvog krivolinijskcg
integrala, opisuje razne putanje u svojoj .ravni. U tome su pogledu jako dop-
rinela rasvetljavanju stvari i istraZivanja Riemanna, koji je naroCito istakao
ulogu algebarskih kritickih tacaka pri javljanju perioda, upotrebiv§i pri tome
svoju novu metodu za proucavanje ra¢vanja i determinacija multiformnih funk-
cja i stvorivii pojam Riemannovih povrSina.

Od velikog su znaaja za razvitak teorije eliptickih funkcija bila Her-
miteova istraZivanja, otpoceta 1844. god, vrSena opet sa glediSta Cauchyeve
teorije analitiCkih funkcija. Pored mnogobrojnih rezultata o transformacijama
eliptickih integrala i elipti¢kih funkcija jednih u druge, o vezama izmedu mo-
dula k i perioda funkcije (modularna funkcija), o aritmetickim posledicama
pojedinih stavova teorije elipti¢kih funkcija itd. Hermite je dokazao stav od
velike vaZnosti, da je svaka meromorfna dvoperiodicna funkcija izraZljiva kao
linearna kombinacija jedne jedine funkcije i njenih izvcda, a to je ,,zeta-funk-
cija** koja je napred proulena. Time je naden jedan linearni reduktivni elemenat
za sve funkcije te vrste, a kao neposredna posledica toga stava je Cinjenica
da se integral ma koje meromorfne dvoperiodi¢ne funkcije izraZava kao linear-
na kombinacija jedne jedine funkcije i njenih izvoda, a to je funkcija logo (z)
koja jc takode napred proudena.

Teoriju eliptickih funkcija su znatno unapredila i proSirila istraZivanja
Weierstrassa, poleta 1840. godine, koji je u tu teoriju uneo nove poglede i



41. Kratka istorija elipti¢kih funkcija 113

nove metode. Uvodenjem svoje normalne elipticke funkcije € (z), na mesto
dotle uvedene osnovne funkcije snz, Welersirass je obrasce za eliptiCke funk-
metoda istraZivanja olakSava i uproSéava. Weierstrass je razvio potpunu teo-
riju svoje normalne funkcije @ (z), prilagodio joj sve do tada poznate obrasce
za elipti¢ke funkcije, nafao mnostvo novih obrazaca i istakao na vidik ulogu
te funkcije kao reduktivnog elementa za sve ostale meromorfne dvoperiodiéne
funkcije. Nacin, na koji je on izrazio ®(z) kao koliénik dveju celih funkcija,
mnogo je opstiji od onoga na koji je Jacobi (pomodu svoje ,,teta-funkcije)
reSio problem za funkcije snz, cnz, dnz. Weierstrassov nalin takvog izraZa-
vanja je i prostiji, 1 proteZe se i na druge dvoperiodiéne funkcije. 1 metoda
koju je on uveo, i oblik koji je on dao teoriji elipti€¢kih funkcija, znatno se
razlikuju od onoga $to se imalo do njegovih radova.

Briot i Bouquet su doprineli teoriji ispitujuci vezu eliptickih funkcija sa
diferencijalnim jedna¢inama. Oni su 1854. god. nasli da kad god je integral
Jedne algebarske diferencijalne jednacine prvoga reda, koja ne sadrZi eksplicitno
nezavisno promenljivu z, uniformna funkcija te promenljive, onda je taj inte-
gral uvek:

1° ili racionalna,

2° ili prostoperiodina,

3° ili dvoperiodi¢na funkcija te promenljive.

Isti su matematicari dali potrebne i dovoljne uslove za svaki od ta tri
slucaja, da dakle i za sluaj kad je integral dvoperiodiéna funkcija promen-
ljive z. Ont su svoja istraZivanja pro$irili i na op§tiji sludaj kad je integral
multiformna funkcija promenljive z, ali za jednu datu vrednost z ima ogranicen
broj svojih vrednosti. Za takve slufajeve oni su na$li da je integral algebarska
funkcija ili promenljive z, ili izraza e%%, ili izraza snaz (gde je a stalan broj)
1 dali su potrebne uslove za svaki od tih sluéajeva.

Hermite i Picard su na$li za mnoStvo diferencijalnih jednadina, a narocito
za izvesne tipove linearnih jednadina sa promenljivim koeficijentima, da su im
integrali dvoperiodi¢ne funkcije.

Uporedo sa razvijanjem teorije elipti¢kih funkcija i8le su i njihove pri-
mene na raznovrsne probleme matematike analize, viSe aritmetike, analiticke
geometrije, mehanike, matematiCke fizike i dr. Takve su primene dovodile do
reSenja problema koja su bila nemogucna ili nepotpuna bez uvodenja eliptickih
funkcija. I te su primene bile jedan od razloga 3to se teorija eliptickih funkcija
razvila do danafnje njene potpunosti i obimnosti.

8 Eliptitke funkcije
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