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0.1, Ealdunanje 8 divergentnim redovima pojavlijujse
se neposreine posle stvaranjs infinitezimalnog rafuna, ved
kod pamog lLeidbnitz-a. Daljim Zirenjem matematilke analize
apotreba divergentnih redova postaje sve Zedda., Natematila-
ri osamnaestog astoleda uvidell su da divergeninl redovi
pretstavljaju snainu aspuratura, koristill sa tu aparaturu
i dobili nis znpadajulh resualtata. Buler je, na primer, ig-
veo funkeionalnu jednadinu Riemanc-ave 5 -~ funkeije, &itav
vek pre Riemann-a. MNedjutim, poi3t: cespnovnl matematilki
pojmovi, kao pojsm broja, granice ill funkclje, jod nilsu
¥ili atrogo isgradjeni, prirodno je 3to su primenjena rezo~
novania bila nedovoljno rigurozsa. Cinjenica da su rezulta-
ti dobijeni na takav nalin bili ipak ispravol, mole se jedi-
no objasriti vanrednom intulcijom onih koji su do tih rezul-
tata dosli. EHuler Je,medjutim, shvatico patrebu za 1zvesnim
zasnivanjem raduna s divergentnim redovima. On Je vrlo do-
oro osedac rasliku izmedju coperacija s konvergentnim 1 diver-
gentnin redovima, 1 pisuo je, ne primer: '?arujam da svaki
rad morae imsti jednu cdredjenu vrednost, Dea bl se izbefle
sve tedkode, koje se pri toume pojavljuju, tu vrednost ne bi
trebalc zvati imenom zbira, jer Je opste uobildajeno sa tom
resiju vezivatl jedan taksv pojam, kao da je zbir nastac stvarse
oim sabiranjem, 8 ta ideja se kod divergentrnih redova ne jav-
ljgees ® 4All definicija sume divergentnog reda koju Jje Euler
dap bila Jje manje srefnt., Prema hjegovo] definiciji:s “suma
divergentnog reda jeste vrednost oncg konalnog ilzraza d1jim
| razvijenjen je red dobijen." Hedostatsk definicije je u tome
Sto ona iwmplicitnd preipostavlja da se Jedan red moZe dobitd
razvijznjes samo jednog konadnog izraza. Ali, ns primer, red
1+2 +4+8+  kome Euler dodeljuje kao vrednost -4, objadnja-
vajudi to ¢injenicom da je ta) red dobijen razvijanjea funk-
clje (i-mfd'sa x=2, mofe se dobiti 1 razvljanjem fTunkeije
2{&13—-/1)"4* po (€ 34 AN " 2a 41 =©» 3 Bloga bi mu trebelo
gripisati vrednost oo /kompleksno/. Taj nedostatak Euler-ave
definicije bio je primedean ved od njegavih savrexenike /Ber-
noulll, Callet, Lagrange/.
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Ka da su divergentnl redovi bili Jesto korisdeni,
e samo od Euler-a, ved i mnogih njezovih savrezenika i sled-
tenika, narcd¢ito Fourier-a i Poisson-a, bilo je u istc doba i
natematidara kojil su se skeptidki odnosill prema upotrebl di-
vergentnih redova /D'alembert, Laplace, Lagrange/. <Jeste i
neplodne diskusije 0 divergentnim redovima prekinute su naj-
zad radovima Cauchy-a 1 Abel-a, narollito Casuchy-evia strogim
Zasnivenjem pojma kohverge:cije. Kao 1 Euler,ni Cauchy nije
uspeo da objasni finjenicu da sec olligledno sedopuStenim opera-
cijama B8& divergentnim redovima dolazilo do tadnih re:ultata.
Kedjutim, za razliku od fuler-a, ne uspev3i da objasni tu &i-
njenicu, Cauchy nije ni operisao sa divergentnim redovima,
Pivergentnl redovi,hao sredstvo dosxsza, nestali su iz mate-
matic«e anulize. Cnl se ponovo javlijaju tek krajem devetnaestog
veka. /Frovenius, nl8lder, narodito Cesiaro/.

Cesaro je definisao sume za izvesne klase divergeuntnih
reduva, all je osnovnl zuana®) njegovog rada u tome 3to je iasta-
20 da& su tzkve definlicije stvar koanvencije. Ne postavlja se,
dukle, pltanje 3ta je suma divergentnog reda, ved kuago defini-
s8ali sumu divergentnog reda, Provlem je najzad bio pravilro
formulissn. Prirouno Jje bilo, zatim, ograni3iti slobodu defi-
nicije sa dva zahteva: prvo, da definisanil zbir pretstavlj&
gsenerallizacliju zbtira konvergentnog reda, i drugo, da za defi-~
nisanrl zbir vaZe osnovnl zakonl koji vaZfe za zbirove korvergent-
nih redova, a koji se odnose na sabiranje dva reda i mnolenje
reda nexkia brojem. Cno #to bl vercovatno za¥udilo matematidare
Bulere—ovoy doba, jests da postojil beskonadno mnodtvo razli-
¢itin definicija koje lspunjavaju oba uslova, 1 da medju njima
pe pustoji nijedna koju vi bilo prirodno pretpostaviti svim
ostalim. Da Ll ge istakla ta relativinost, u teoriji divergent-
nii reaova se ne zovori o A-~, b~, itd. definiciji zbira di-
vergeninog reda, ved 0 ai-, i~ 1td. pestupku zbirljivosti, i
sadrzira te tecorije je ispitivanje medjusocbnikn odnosa rezli-
¢itin postupaxa zbirljivostli. Teorije divergeninin redova ko-
natno je opravdala skoro sve rezultate koje je Euler dooio
operusid¢i sa divergectnim redovima, 1 skoro svaza Euler-ova
formula poustaje talua kada se doda ozuaka odgovarajudey postup-
Aa zZbirljivosti. lIsto tako, u problemima u kojima su i ranije
preteZpo korisSdeni divergertrni redovi, njihova upotreta dala
je nove znadajne rezultate /teorija Fourier-ovih redova:Féjer-ov
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stav, teorlija snalitilkog proauZenja: Borel-ovl, LindelBf-ovi,
#ittag~Lleffler-ovli rezultati./

C.Z. Radi ubrzanja konvergencije sporo konvergentnih
redova 1 raecl sabiranja divergeninih redova, Euler je, primedu-

juél da red Z_ a--r:_.naataja iz reda 2 a..> 3zax=ii takodje iz
redazctm(,._..a) 28 4=, plsao J&

e " w A+ XA
Taex" o e (2) -Zax ZCUN) T

tako ga Jje sumu reda ZQK izradunavac kao sumu reds IZ,,,_, gde je
(=2 Z_ %)G- To, sto je xod Euler-a bllo dozaz, Knopp je
dac kao definiciju: red Z a,.je /B,1/ - zbirljiv ka S, ako je
red 2. b.. xonvergentan i suma mu je 4 . 1z veze koja postojd
izmedju op3iih #lanova navedena dva reda moZe se nadi i veza
s0ja postojl lzmedju njihovin parcijalnih suma, tako da se

data definlcija moZe formulisati i na sledeéi naZin: niz A

j& /E,1/ - zbirljiv ka4 ako niz 'é,,,_—-w-’Z“j;(”;)sqkonvergira

ia b, ' |

Tu definiciju Knopp je dalje uopétio:'niz-ﬁﬁje /Eyq/-
zoirljiv ka A akoc niz

Q= CA+q) Z (T)q "s., §.>0©
kKonvergira ka 5 . Tadsg o&igledno. ako sa a.,0znaldimo elemeut
matricé'kcja rranafurmiée niz 4. u <., vazi

=AY T (T) 7
Drusim red ima, elementiu h—tﬁj vrsti te matrice pretstavl):ju
koeficijerite stepenog razvitka funkecije
M,

g—ﬂcm: i:Z) » 47 9.

Eeyer-ﬁbnig‘Je godine 1949 definisac jednu novu klusu
Sm postupaka zbirljivosti koja stojl u izvesnonm odnosu simetri-
Jje sa kKlasom Euler-ﬂpuppuovih postupaka, Nalme, matrica kojs

odgovara jednom Mayer-RBnig-ovom postupku zuirljivosti nali-
njeca je tako da elementi u njenioj n-toj vrsti jesu koefici-
Jenti stepencg razvitka'funkcije

A—-"n

fcm— _—

",
) , O< ve< 4,

i
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lako postoji znatna srodnost jzmedju njih, Euler~Knopp-uvi 1
Beyer-k8nig-ovi postupel pretstavlijaju dave razlidite klase
yostupaka, od kojih nijedrna ne sadr¥i drugu kao specijalan
Bludag.

Definigavii jednu vrstu postupaka zbirljivosti skoro
istovetnih sa Mgyer-K8ni.-ovim, Karamata je poku¥ao da otkrije
i jedou klusu postupaka zbirljivosti koja bi sadriala xao spe-~
cijalan sludaj, 4ako te postupke, tako 1 Euler-Knopp-ove. Stogsa
.8 definisso postupke zhirljivosti sa matricams 81z Jje n~ta
vreta data kxoeficijentima stepenog razvitika funkcije

5-#1(2) =

aZ2+8 \
' W P

Karamata je formulisao 1 sav permanencije za te postupxe zbir-
ljivosti, koji je zatim dokazuo Szegl.

G.%., Wi demo uopdtiii navedene postupke zbirlji-
vostii na taj paefin 3to demo definisati postupsk zbuirljivostl
$ija matrica u n-t0) vrsti sadrZi koeficijente n-tog stepena
rese aspalitidke funkcije §(=z). Ha taj nalln avakaj anailitid-
ko funkeiji §(=z), regularnoj u poletku, odgovarale jedan po-
stupak zbirljivosti koji demo zvatl generalisanim Euler-ovim
postupkom i ozualuvatl saf(EE}f). Stavljajudéi
2+q A-rn az+bl

¢A4P1A~nijvz+&

L=y =

nad postupak zbirljivosti svedce se na Euler-ov, Meyer-ilinig-ov
T ~A

- i1i Xaresmatin. Stavijajudi {(z) =< , dobidemo postupak koji
od borel-ovog razdvaja samo jedna neznatna razlika /ak0

- —— DD kagd X -0,

niz A. bide zbirl]iv ka A :Borel-ovia postupkom, ukoliko =<
neprekidno teZi veskowadnoati, postupkonm CE%E?f:)f'ukaliko'x
tefi beskoradrnosti preko niza prirodnih brojeva. OZigledko

je da iz B-zbirljivosti sledl (k.o ') zbirljivost, dakle,
(Ei,e?‘i)gﬂstupax je op%tiji; ali je tsj dobitak trivijalar./

Csnovni problem koji nastaje definicijom ovih positu-
paka zbirljivosti jeste nadl uslove za funxclju £ (z) tazgo da
njoj asocirani postupsk bude sermanentan, Pozpato je da
Toeplitz-Schur-ov stav daje tri uslova kojli su potyrdni 1 do-
voljni da bl jedsn posiupsk zbirlji?osti bio permanentan. Ti
uslovi se izra’favaju preko elementa wmeilrice postupks zbirlji-~
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vosti, u naSem slulaju preko brojeva &.., gde smo uveli oznaxu
£ = 2 cemeZzs U 3€1ji da iskoristimo Sinjenicu Zto se radi o
specijalpoj klssi postupmk: zblrljivostii ds bismo stav o perma-~
seneciji, koji varl za svaki positupak zbirljivesti, uprostili,
pretvurill w specifilan stav o permanernciji za nasSu klasu postu-
paka zbirljivostl, moramoc uslove © koeficijentima <., prevestl
ra uslove neposredno o funikciji {<z). Prva dva uslova Toeplitz-
Schur-a lako se prevode u tom smislu. Alil treéi uslov, naime
ualov da

Y temy = OWikad ~ 2,
donosi téEILde. Sak 4 kad je funacija {2 relativmo jednostavna,
i80 u dokazu xo0jl je dao Szegh, vrlo je teiko poxazeti da je
gornji uslov zgdoveoljen, 1zuzizsjudl naravno trivialni sludaj
xad su koeficijernti od §(» pozitivei. Da je napisani uslov
srostiji 111 ds se odnosi direktuo na knafiaij&ﬂtecx“,, mi
biemo ga mogli zadr¥ati kao uslov o koeficijentima, ZFrtvgjudi
anekoliko pruktidni 1 estetski zahtev da se svi uslovi odnose
pa fukkciju {cz) » Medjutim, gornji uslov Jje upravo najtezl
od sva tri uslova, i njegovo proveravanje u Xoniretnos slulsju
moZe biti ?raktiéki pecstvarliivo. Stoga Jje bilo nuZno njexu
rnadi ekxvivalensan, 1131 bar dosta op¥il dovoljan uslov koji bi
se odnosio na funkciju {(z)., To je ulinjexo u stavu 2el.

yedjuiim, uslovi koje stav 2.1, pestavlja furkcijl Loz
da vi postupzuk zbtirljivosti ( €, f@) bio permanentan nisu
pimslo odigledni. Postavlja se prirodno c¢itav niz pitanja: da
1i su ti uslovi neprotivredni, da 11 su nezavisni, kolizo Jje
3iroka klmsa funicija koje ispunjavsju te uslove, pripadaju
1i toj klasi funscije 1 funkcije 31ji su koeficijesti pozi-
ti.nl 1 z8 koje je, prema tome, stav ¢ permanenciji trivialan.,
Dzlje, uslovi stava 2.1, dati su u obliku Xoji je podesa:n za
jzvoed jenje doxaza, epecljaine za dgkazivanje stavae O permi-
wenciji, ali koji nije tollko pogodan za efektivnc provera-
vanje. Stoga je poirebro nséi ekvivalenire uslove za koje je
lako proveriti da 11 ih duta furicija zadovoljava 1li ne. hag-
zad, ukoliko fum.cije f(» 1 ¢(?) zadovoljuvaju uslove stiavsa
2.1., permanertini su ne samo postupecl zbirljivostl asociranl
njima, veé 3 oni xoji su asocirani funkcljaca Fleygley 4 f(ﬁtﬁ).
Postavlijs se pitanje da 11 1 te dve furkcije zaduvoljavaju
uslove stuvs 2.1, Ukoliko to nije sludaj, ne sazo Ito uslovi
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stava 2.1l. nisu dovoljno prirodni; ved podleZu vrlo trivialnim
generalizacijamas. Nijedno od navedienih pitanja nema dovoljno
o3igleden odgovor., Uslovi stava 2.1. zahtevall su prema toume
detaljno ispitivenje. Stoga smo funxkcije koje zadovoljavaju
pomenute uslove izdvojili u pos¥dbou klasu, koju smo, kratkole
radi, nazvali klasom E-funkcija. Prvi odel jak posvelen je& pro-
wdavanju tin funkeijs, iscrpnem u onoj merl koja je potrebra
za dalja iglsganja. Stav o permarencijl daje se tek kasnlle,

u drugom uﬁéljku, tako da su njegovi uslovi tada dovol]jno
Jassul. atav 0 inkluziJi, koji obilno daje najbdolju sliku od-
nosa u&n&aw Jeduy klaagppaatupaka zbirljivasti, %ini sadr¥inu
tredeg odeljka. Seatvrtom odeljzu dati su stavovl permanencije
i inkluzije za klasu postupakas zbirljivostl kojm je definisad
‘aramata. Ti stavovl - od kojih je poznat jedino prvd,Sto smo
ved napomenull -~ dati su kao direktne posledice prethodno do-
kazanih opStih stavova. Kajzad, asko specijalni sludajevi posma-
tranih postupaka zbirljivesti, zac fuler-ovl 1 Borel-ovi pos-
tupci, imaju znalaja kao aparatura u teoriji anslitidkog pro-
du¥enja, bllo je od interesa dati opSte stavove ¢ anslitidkom
produfenju pomcéu postupaka ( B, §cz)), ¥to je udinjeno u
poslednjes odel jku.
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Jedna klapa funkcija u vezl sa generaliganinm
| Buler-ovim postupc zbirl jivost

l.l1. U ovome cdeljku posmatrademo jednu gatklasu kin-
se unimodularpin funxelja, 1o Jjest funkeija koje su regularne
u jedinldnom krugu 1 2ij1l je makeimalni moduo u zatvorenom je~
¢inidnom krugu jednak jedinicl. Funkcije te potslase bile asin
toga regularne 1 na Jediniénom krugu, a u tadkl z-4duzimade
vredaost 4 . Dalje, na Jjedinilnom krugu one de makelmalni moduo
dostizati najvile u konadno mnogo taiaka. Poslednji uslov
pretetavlija ustvarl dosts blago ogranilenje. Nalme, iz Cinje~
rice d¢a je funscija {(2) regularna na jedinilnom krugu i razli-
gita od konstante sledl da ona jedinidéni krug preslikava ne
neku analitidku krivu. &k0 bi funkeija dostizalas svo] caksi-
malal moduo, koji je ravan jedinici, u beskonadnc mnogo tadaka
jedipiénog kruga, oxnda bi ta an:litidka kriva imals sa jedl-

Zajech il Wih
pildpim krugom imades beskonalno mnﬁ&affhéﬁfa. Kezko dve anali~

1ifxe krive sa beskonalno mnaggﬁfgﬁgﬁéw;braju‘biti identilke,
1o vi funkeiju preslikavala jedinildnl sxrug na Jediniénl .rug.
S druge strane, kako Jje regulerna u 1 na Jedinilnom «rugu,
funkcijs u njemu moZ2e imati najvide konadno mnogo nula. Reka
pu te nule Z,y, Z,24 sss 20y aee Tpy i nexa je

s <y
A —%:. 2

34(20 = .,g(%)::gqvax31g2)-#,gpczq.

Tada Je funkcijs

Loy = SCE}/Q(?')
prvo, regularna u i na jedinidnom krugu; drugo, nema nula unw
tar njega, trede, nRjes moduo pa rubu jedinildnog kruga Je kon-~
stantan i jednask jedinici. Stoga Jje L) neka konstanta $iji
e moduo ravan jedinici, dakle &(,3__3,:_&—9'?« . udatle je

| o: Oy E - B
Femr=e gz = e [ Ao e - VRV <4 za =42

h P |

Prems tome, uslovom da funkcijs dostife svo] maisimalni modu
wa jedinidénom srugu najvibe kounaldno mnoygo puta, isxljalill s
osim konstante, jedlno funkeije koje su proizvod konalno mno
specijulrih homografskih funkcija. Uostalom, koliko su svi r
vedenl uslovi opati, porazuje 1 éinjenica da je za svaku ani
litidku funkeiju {(z), regularnu u okolinl neke talke 2, mO;
nué¢l - 1 t¢o pna bheskonaldno mnogo raling - tri konstante A, &

takve da funieija A{(axt+b) zadovoljava sve navedene uslove
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Pretpcstavima da funxcija fe) zmdovoljava te usliove
aedna od tadzks u kojims dostiZe maksimalni moduo.

") regularno u okolini tadke t=v, mo¥e se razvi-
Tada se 1 {(ec"™™) mo¥e razviti

i da 4&e.

Poito je (e’
ti u red po stepenima od r-+
po stepenima od ¥ -V , t realno, pa isto va¥i 1 za njihov

proizvod [fcéhj\. aaka je poslednja funkcija razliZita od

pule u okolini tadke t-= Jk to se 1 njen koren | e )lmQZe razvi-
t1 po t-v. Medjutim, posledinja funsicija costiZe zaksimum za
1-9, pa stoga prvi njen izvod koji je u toj tudki rszlidit
od nule mora biti parnoge reda i negativarn, te Je

(et = A - -9 % (-9, & =T

Ka taj nadln, svakoy taéki.eﬁa
pozitivan broj A i nekl paran brojiK. To nam omosuduje da

formuliZemo i poslednji uslov u definiciji, kojs glasi

date funikcije odgovars nekl

Definicija. Aralitidka funkeija fcz) Je E-funscija

840 Je
1) { regularnc za |z, =4

i1) §¢a) = 4, .
itijifeml < A zaizi=A lzuzev u konadno mROgEO taXaka o~

iv) svakom I, odgovara pozitivan broj £.takav da je
T Moo ey = A OG-y )y kad w3 A
gde su M_.(v) 1 <<, definisani pomoéu
,{}.m(-,_): M*liiﬂlza beil= tL.-Ee<angz < t.+=¢ ,

5™y = 4 — A o (-3 e o(e bl )™ b 5 B

De bi se uvidelo da su uslovi u definicijil neprotiv-
re3nl, dovoljno je posmatratl fupcxeiju §c;y:4t§:. Ona oligledno

ﬂdavbljava uslove i3~1ii), maksimalni sdoduo dosti“e sumo u
tadkiz=4, pa je zacovoljeni uslov 1ii). Kzko Je

L fe™)] = A — %?4—aa(t1)_fh - Q,

~ L Ry _ 2
URED WS S I T T S GE (e -1)) e

zadovoljen je 1 uslov iv).
Da bismo pokazali da su sva Setiri uslova u defini-
¢:ji nezavisna dovoljno je pokazati da uslov iv) nije posle-

dica prethodna tri uslova, jer je oligledno da su prva tri

ualﬁ_va nezavisna., Posmatrajmo funkciju ,Fc Z)y = %—(321+ 65."“-/.{.) .
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Una odigledno zadovoljava uslove i) 1 ii). PoSto je

(1 =} Lee™y) o 3’3—-2(23+A.2 cont - 3B con L)

dobljamo €' (¥) = S avnt Com®T —4)

pa [£ce™>| dostiZe makeimum samo u tadki i-0, i zato je zado-
voljen 1 uslov iii;. Medjutim, kako je

@ (¥ = A — %—1—{ 7 5 o (%H) ,‘7: —:%*D‘,
to Je

| f(e™>)= A — %Eth“”‘;th) t - o,
Ba bl F(2> bilo E-funkcija, potrebno je da postoji o~ >0 takvo
da je (g TR A+ TC(Cn=a)") , e =>4,
Stavljajudi«x=%, imademo

no % M)y = Hﬂ-%&f(w_} :_%— h:.g'é'(ZmL—eraA) = /_L-i—-é— (n,—i)3+o((t-l'§'
uslov nije zadovoljen., Birajuéi makakvo « razlidito od 3/
pojavide se u oceni Ay i linearni 3lan. Stoga uslov iv)

H

nije zadovoljen. _ _

Dudemo dve nupomene u vezl sa definmicijom. Pre svegas,
dokazl koji de ze pojavlijivati u odeljcima posvedenim izudava-
nju samih postupaka zbirljivesti va%ili bi 1 za klasu funkcija
s0je bl, mesto uslova iv), zadovoljavale op3tifi uslov

U™ Metn) £ L 4+ (R-4) ™ o4,
wedjutim, taj uslov Jje samo“privicno opstiji od uslova iv).

To se moie dosasati ra osnvvu Hadamard-ovog stava o tri kruga.
Taj etav se ne moZe neposredno primeniti jer se on odnosi na
pounasanje maksimalnog mcdulse Ba celom Jednom pratenu, dok nas
interesuje potajanje maksicmlnog modulas samo na Jednom isedku
tog prstena, definisanom pomodu tu.—Ls anvgx: < too+s g
,<121e®, gde su R, -4 14-R®, proizvoljno mali pozitivnil brojevi.
ya biswmo primenilli liadamard-ov stav, konstatujmo da se pretpos-~
tuvkd 0 celome prstenu xoristi u tom stavu jedino da bvi se doka-
zalo da fun«ei ja %“;fczw » regularna u istom prstenu podto Je

W njexu nacdinjen zaasex, ne mofe dostizatl makesimslai amoduo na
tom zaseku, ved xa& mors dosiizatl na grapiénim kruZnisz lucima.
<edjutim, 1z dinjenice da je funkeija |§(2)| neprekidra ra na-
sem isedku, sledii da funxeija ftt), pa prexa tome 1 funkelje
2“]§LE) s X0ja Je regularna u lisedku, mora dostizati usksi-
malni moduo ma granidnim srufcim luclima, pod uslovem da su
izabranl brojevi R, 1K, dovoljno blisxi jedinici. K& ta} na-
&in, Hadamard-ov stav vaZide i u nasSem sludaju za T xoje se
nalazil u okolini jedinice, Dakle, &'{MM('L) bide konveksna
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funkeijs od Loy, pa ée prema tome imati levi i desni izved u
talki v=4, Stoga, ako prava «. Ly dodiruje xrivu Loy Moo ¢y
(v24 111 == 4} u tadki1=41, tada je zbog konvekspowti za < = 1

Log Mooty 2 * e dog oy odakle Je za =4, ST ey = A
pa iz

VI LAl e
T Mo () = AR W -) — A

]

8ledl B _ . |

"L-” MM#CK) = d_—-* O((n‘._I)MM)J?‘L&-—")/J_-
S druge strane, ako yrava x. lg sefe krivu bog Mo (x), tada_je
111 za ¥>) postojl pozitivan ill za 1<) negativan broj 5. takav
da je fﬂg Mowtr) 2 (#urfB)log | pdakle je

— o

T Mo 2 R s L Boe () 4+ O (=) ), 4
8 w tom slulaju nlje ispunjen nl copftlji uslov

T Moo e e e -0 w54,

Haglasimo da smo u toku dokaza uzgred pokarzll da je
¥ » L, 8to de bitl korildeno i dalje,

Druga napomena 04nosil se na broj «. pomenutibh defini-
cijd. Kad god poatojli, on Je jednak hroju.éh“{fia%ﬂcj/Sleﬁ‘u
Ja je poslednji lzrssz reslan i pozitivan, pokazano je u lemi
1.%. Da veZl tvrijenje o jednakosti, s.edl implicitro iz sta-
va l.4.

Yajzau,naglasimo da ¢e svi doknzil u ovome odeljku
bitl dati pod pretpostavkeom da postoji smmo jedno 1.1 da je
ono Jednaka nuli. Ta pretpostavka, unostalom uobllajena, ne
ogranlieva niukoliko opStoat dooljenih zakljudska,

1.2, Stav ll-&'t AKQ BuU 5'("2‘-) i 8’(2) E"fﬁﬁkﬂij&, f-&ﬁ&
je 1 A(2) = f@1.9(z) E~funkcija.

Dokaz. Udigledno Je da h(# zadovoljave uslove i)-1ii)
u definicijl E-funkeijs. Jedino je potrebno dokazatl da zado-
voljava uslov iv,. hadi togs stavimo ra cosnpova i, 1 iii)

i.}.(QH)\ = A — A_«t%winy u—*("tzw") , {:-,1 >0, t -0,
1)

lqee®il = L=A, 4 o (1%, A, >0, t — 0.

A

odakle sledl grnoZenjem

. <
2) hﬂ\,{ﬁbh}\’: ‘.Lﬂ_ﬂafwa_l_ﬂ*(%l S)JQE}O:%““‘?O.
gﬁﬂ Je Q1 . 'Rb - 1.(;_1 ;t FQL
Ko=Min (®ka), A, =0 40, w, = %, =,

Q--_ s R.ﬂ = KL .# P\."‘ -
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Uvedlimo oznsike |
M,y = Mame [ ¢t \arg 2l < €, ) |

M‘L(’L’ = '{u’a””‘ ‘%(%)‘ ) ‘G—F‘Lﬂ'!:l < 2. » VZl=R, 2, % Jk":n(ga;&-:z)-

Matm = Mcw:,l hqol, larg xl <25
Kako §cz) ¢ q(z) po pretpostiavel zadoveljavaju usleov iv) u defi-
clelji B«funiacije, to je

Mo (ry = n2ast (A + ¢ (tr- i)m“")) , o =2 4,

Jodi) demo imati za |21 = oS A
’(-_#3M3(*L) - m"‘(ﬂa‘—i-ut:,)_/katw-) ~ H;'“-A“‘ﬂrzjkm ts_c%)ltac,z)i_ﬁ

€ % M [§0] T a0 =

< T M, (ry TP ML) =
< (L+ 0= ) (4 + Olce-0)™™)) &
< A+ O {-1)"?)
i1z doblijenog 1 1z Einjenice da Je TP M)z A sledd
e M0y = A+ O (= 0)*72) o A,
$to zajedno sa R) , .dnkaﬂ:uj‘e stav,

Dokaz sledeleg stava zasniva se na dve leme. Prva od
ngih doulje se Jjednostavno gecmetriskom interpretacijom argfca
dedjutim, <ux0o ¢e ona biti desto koriscena u daljem 1zlaganju,
dademc njen detaljan moalitiliki doxsz. Formulisademo je ne u
sajopstijem ovliku, ved u obliku u kom éemo je dalje koristiii,

Lema 1,1. &ako {(2) zadovoljava uslove

i)} regularno je za 1zi < 41
ii) za 1z\=41 massimalni moduo costiFe u tadkams %:.,
kojih je konadno amnogo,

tada Je svanl od b'rf::jeva E;fzz;i/ftz;) realan i1 pozitivan,

Iokaz., Stavimo Zi=4, f(1) =4 ,

Zbog 1, moZemo pisati {-i.e.H) = A +5ItL+ 0@RF), r =0,
odaxie je

H-(&H)\ = A - JIm &’(4.) t 4+ Q) vt > O
AEAQ H(e"”“ﬂ po pretpostavel ina medsimum u tadki ¥ =0, to je
b §7(1)=0, dakle §u) je realno.
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Ha osnovu princlpa maksimalnog modula |$(0l > Lfcol v<t
pa je, zbog 1) 1 %injenice da je { (> realno

A> i+ £y -+ O(Ce-AY)| = A+ § (d.)(m—d.)—i-@-((’f- -4Y")
odakle Jje { (1) ne-negativno,

Hajzad, pretpostavimo da Je { (=0, 1 oznadimo sa
red, a 8a | argument prvog izvoda funkcije f(®) u talki Z=A4
koji je razlidlt od nule. Tada je

ff.%)-- i-l—ReT‘: ('?é#cL)mar-c-(t%«-d.l") , #* —4
#$tavljajudl z=4=ge"" s GOobivamo |

|$cL4¢e")) = 4 4 R ¢Fcos (TT+RY) 4+ o (g") , g » O
Jednostavan rafun pokazuje da je uvek mogudno izabrati taikvo t
u otvorenom intervalu (5. ) da jeT+xt u nekom intervalu
(2w=-E,2w% + %), dakle cos (T+xt)>0, pa atoga postoji tadka
Z unutar Jedinidnog kruga za koju je [£f(z)|>4, 3to je u kon-
tradikeiji sa principom maksimalnog modda. Prema tome, {'C4)
ne moZe biti nula.

Lema l1l.2. 4ko $#(2> gadovoljava uslove 1;-iii) u de-
finieiji E-funkeije, postoje pozitivni brojevi b , ¥y , & takvi
da je

H‘U"‘L L)!\"‘-ﬂ« | fee™)|za 4- o= re= A S 2 Tt A

Dokaz., Xako je fumkcl]a tp(i-’)"‘feﬁ oy Y neprekidna
i, prema prethodnoj lemi 1 pretpostavei t =0 ,¢(©)=3a>0, to
postoji $>0 takvo da Je t{(%w?.a, za ~d=tsd, Razvijanjem funkci-
jefst*/$<y u okolini tadke e’ " imademo

:’-(ma’j") = + X0 )Za (n=1y) + T (K@) (e -4Y), v w1

™) §e*) | -
Polto je (%) ogranideno, bvide

ir‘:fj; \ = 4+ () (n-4)+ O (r -07) =

<A+ 20 (u-A)+ T ~A)) za —-dst=d.
ledjutim, postodi Y>© tako da je

/]_4,.2@(1_1_)4-(7((1 )Y ) € A ra Ay o< 4,
pa Jje H(mq"‘:)‘ SNSRI e 1™ za L-Ysred, -8t
8ime Je lema dokazana.

gtav 1.2, 4ko su {2 1 g(=) E-funkcije, tada je i
h(2)=q(f@) E-funkeija.
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Pokags. Zadriavajudil oznake 1), 2) i 3} uvederns u do-
¥asu prethodnog stava 1 uvodedi oznaku ) - ga‘{ g =g (), V=J(®),
imademo, podto je {(n=4 1 {'4) , ns osnova leme l.1., realno,

I8 ) = Tmleg §&H = Tmlog (A+§Tnti+ T (D) =

= T (§7eny i+ Oy =
= Lyt + O(*),x— o.
Kakd je q(z) E-Tunkelja, ona zadovoljava uslove leme
1l.2., pa postoli nexo 3>0 takve da Je za +—y=q<4i, St <d,
sadguttn 155 =19 (5@ = [ g3 = ¢F gt

Eed lutim, . )
%ﬁ'-: H‘(E{t)lﬂ = (4.--'3143;-1#1‘*' C"(.'thh)) = A #*A: 7 e (t ‘),

1 zdog &), | ) 3
Hg@ Pl = 4of, 9™ o (PP = LAl T s (BT,

tako da je za t dovoljno malo da bl 4-Y =g(¥)sd g -Fsderad

[A@H = LA™ 4 o () & (LA o (BT Y (L-AY™ 0 o (F77)

pa je W s Min (K, %),
Stoz8, da bisno dokazall da je h¢z) E-funkeija, do-
vollng Jje da pokaZemo da postoll neko x>0 takvo da Je

—r 2_![{_,4,-..._ sy
C Mo = A 4 T (e a.) Q ))Jm-—-:-i,
Jer tada Jje utcliko pre

U
TR M, vy = 4 %O(‘.-’L;L} 3‘) N T T S
Vin,¥®) 1L

Uvedimo aznaknfGGuf*)—'giw E>€-_ ’ . Tada, koristedi Zinje-

nieu da je M.cu-4 = F(x-4),~ -»4 polito je (x; E-funkeija,
4 primenjujudi princip maksimalnag madnla. imademo

— O,

UM ey = X T Mase (L] = ‘Mm‘iﬁkﬁlfl)}l =
= H T E‘IMG‘-I\(}L%Q‘*\}- ' AMHLMQA\ (ttkm)b-ﬁ}%‘a:"ﬂ"

rt:'ut‘nca.jk‘z-m (L & ((Mr&)di)mx)) e
- R:-u-t;m’}. mﬁtat-h (‘4‘ - C’r‘{{‘ﬂ_ 'L}M‘))(Li-d'((_"a -*L}M""}‘

< A+ T

} b

ito je, kao 5to smo pokzzali, dovoljno za doikaz stava.

A

t:

1.3, S5tay koji mse navedi u Svom paragrafu daje do-
voljone uslove da bi funzcija {(z) bila E~funkcija, 1 njegov
aradaj je u tome Sto se tim uslovima zamtpo lakie ruxuje negd
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aslovima u &ttinieiji E—fnnkaijn, a gri tome klasa E-funkeija
nije odvise aﬁﬁena.

Stav 1.3. 4ko f(%) zadovoljava uslove i)-11i) u defi-
niecijl E~-funkelje 1 ako je

LLeety] = 4 —A(t -tw) ol >0, kad ¥ —-tu
tada Je {(z) E-~funkecija.

Dat uslov o ponasanja U}c_.é“‘)\ mole se 1 geometriski
interpretirati, On je ekvivalentan uslovua da dodiri izmedju
kpivih c® =1 4 =4, 111, Sto je isto, izmedju krivih

| Attt = 4 1 \z=v=4, budu najvide prvog reda.

Drugi ekvivalent istog uslova, koji deme formulisati,
jednostavynosti radl, pod pretpostavkom da je t.=© , moZe me
dobiti razvijanjem funkeije £¢e*) oko tadke t-o. Tsda Semo
imati

: , %L‘; ,(‘) g X
Fe) = A+ § v m SR e (3D, 5 o,

iz Zega, na osnovu leﬁa lele, sledl |
| £l = A — (Re§ ~ LAY ) PP e (), > O,

pa' se uslov o ponasanju {f(o-*‘:)‘. moZe pisatl u obliku

RUEy > £y —F7n),
u kome obliku demo ga i koristiti u samom dokazu stava 1l.35.

Dokaz. Rasvijanjem funkcije 2 ¥ £(z) u okolini
tadke z=4 , dobija se ' -
% £ f{'},‘) = A 4 (cu+&i) (2‘—4.)1 4= O (t"i'.--d.l!) , T > 4

n~HW ltem] = A + R1 [arto-o) + O(iz-48), = - L,

gde au uvedene Qﬁma O = -1—1 ( RL E"Li) = %’Cnl --i-f"ii}) y o = ‘%_— P fufi’i.
- Stavimo dalje T -4 = ge“"’" o+ b= et Poito je o pozitivno,
to Je -2 <t <% pa Je

RE’, (n..-t-ffoi)(%-d.)l = Pr.g" cos (t +2.'\9’)
negativan izvan jednog para unakrsnih uglova definisanih sa
—0’, << \J',E gde je O < Q},_d- %.;:— » Stoga f¢x) mo¥e dostizati avo]
maksimalni mcduo sameo u oblasii kai? leZi unutar tog para

uglova, dakle u nekoj oblasti 1Tz = < <, gle je!'< neki

pozitivan broj. Oznadimo sa z_ , jednu od ta%aka u. kojima
f¢2) dostije maksimalni moduo z& \z\ =% ,langZ| <%, Tada je
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‘ A | . Z _ 3
5 ON oy = T fag] = A+ RRGarbNE - Tzt =

< L 4 forbillze— 415+ O (12.-41%) =
= A + Kllmﬁ- %i\(mﬂﬁ.)l - O'(m—g,ﬁ) =

= L+ Ul-07), n—4,
tako d4a je zadovoljen uslovy iv) u definieiji EB-funkcijei

Pokazademo da je dokazanim stavom obuhvadena speci-
jalno sveaka funkcija koja zadovoljava uslove 1)-31ii) u defi-
niciji B~funkcije, ako su koefieijenti njenog stepenocg reds
realnl 1 nenegativni. Halime, zbog uslova 114 {(z> Je razli-
33t0 0d Z© ,K =0, 4 42, ,.. Stoga Be u stepenom redu f(z>
raleze bar dva koeficijenta raslifita od nule. Dznadéimo ih
Bax, 1%e,P#9 , 1 neka je L(zy= 2_a.,.z™.

"L =0

En ospovu Schwarz-ove nejednadine, a zbhogz nenega-
tivoostl koeficijenata «.. , 1lmadenmo

oo o , o oo
(Znan)l = (Z’n\ﬁ;ﬂ Wﬁ) < Z-_n?'a.ﬂ Z_Q-ﬂ,,
o

Znak Jjednakostl u nhpisaﬁaj nejednadini ne moZe sta-
Jati, Jjer bl 3ada ni¥a, bile proporcionalpno sa Vo, kad god
Jea.*#C , pa bl bllop=9-. Stoga jJje

(inaﬂf- < Z NG,
L~

o

gde smo iskoristill &injenicu da je ; M, B8 OSROYU usjova
i) 1 1i,, jednsko Jedinicl. Iz doblijene nejedrnaline imamo |

(5 o) = 5 man < L ntn-t)an.
Dakle, zadovoljen Jje uslov {:'(1)"' — £y < RL £y,

Potrebno bl bilo da dokafemo dém Jeo sliZap uslov zado-~
voljen u svim tadkems jedinidnog kruga u kojima {(z) doatile
saksimalni moduo. 411, s obzirom da Je (=) razlidite od z" ,
K=0 4l 4yRpees 1 d8 ima pozitivne koeficijexnte, postojli samoc
Jedra taiva talka, talka 2=4, &lze je stav dokssan.

l.4. Stav 1.4. Potreban 1 dovoljan uslov da [ (=)
bude E-funkcija jeste da {(3) szadovollava uslove i)-1iii) u de-
finiciji E~funkecije i da u svako] tadki ¢ ™% u kejoj f(e™
dogtiZze maksimalnl moduo cude |

v (2Kt %

i’ }:ﬂ‘: | %-.“i.r _ . m":* .
am(e )'—"%m(‘l ) = ---"‘%m (e- ) )

7

gde Jje i 7 ' i ' . 240,
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{Priﬁetﬁmn da uslovi ovog ala.a nlsu toliko uskl ko-
1iko moZda izgledaju s prvi pogled, jer nisu nezavissl, podSto
&alf}\'i o lazvodiuoe funﬁaiga s m (%) delimiZlnoe slede iz ponaianja
1§ Ce™ ) o)

BOKXAZ.

1% Uslov je potrevan,

Pretpostavimo da je [$e¥ =4 - At*S + «(x™™) 1 da funzei
Jaq(z)= E"dfﬁf?,nﬁ '—*-fﬁi), ima u tadki r=4 isvode jednake null zakl]
iro sa redom P-4 , pri Semu je p<2K , Tade je

T2
g(’%) = 1‘5‘&*?('2'*-'1]? ~+ 0‘(!'2—4.‘1’),.13?4. . G"P:lq‘i"‘!e‘ e A

_ . ) CTretde :
\’ﬁ(i«i—gah)—a J.—%—!,&M:SPQ TF 4—0-‘(';3?),@ — O,

dakle 1G(&+ge™| = 4+lapi 8" + o (¢")  za t=-"T/p.
sStavimo d.-s-ge}’::-meﬁ‘“. Tadu Je
My 2 o Ecee ¥ = 1qee T = g lrgeTH 2
z A +i1api g+ »(R7) =

2 A 4 K L n—ddl,
Presa toze, uslov iv) anlje zadovoljen za x=§711) o

G&igledno je da nije zadovoljen ilnl za jedno drugo x , pa sto-
s F(%) Bpije E~fumxcija ako misu zadovoljeni uaslovi gornjeg

stava.
29 uslov je doveol jane.
Podto je ¢(Z) = 4 +Raw (2—4Y "+ o (im—a\>") w4,
iz 3injenice da je !ge™ = I§¢a™l g
f %(Q%;‘) e d A Oge LT SIS T A R
odakle e |

| lcaf.e.t‘.')‘ = A 4 _Qf,a.-a,: Tadalk S ™), — C.
sledi R,Ea.m e O , Gakle QL:L < Rﬁa«ﬁﬂ,_z')O pa postojil
broj m taksv da je (2mrRIw+E< T *-'-x?im-z:rﬂu r2% pde je T = atg o,

Stoga Je funkciga

lﬂ({d-ge O = i+l¢tw|g s (et +TT) + {7, 8 > o,

manja o4 Jjedinice kad jerg malo 1 o= ?—; p& g<¢=) mo% e dostii-
1% — 414 L
zatl maksimalnl moduo saxo unutar neke cbiasti mo L S

:tf:;d.e je K nekl pozitivas broj. Heka Z. ima zralunje ka0 u doda-
za stava l.%. Tada je
r!.”fz”)l& () = R l"'u.i‘-;.)\ = ‘cg (Z)] == A+ (20gi 1B 1] S (R TR TR

ax w6 . |
< /i."i"K jaw | i —4] +- c-{i‘f.*:‘l.i.l DI - 4,
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2.1. Stavy 2.,1. Ak¢ su slementi matrice |l 2 ~.l| defini-
sani pomodu { (®» = Z_ a2 1 ako Je {(*) E-fuskeija, tada je po-
stupak 2birljivosti &ija je matrica || c..|l permanentan.

Dokaz. Treba dokzzatil da su z2adovoljeni posnatl uslovi
Ta&plitz—ﬁahnr-a. nsime da Je

1° i ey = O za svako utvrdjeno

Th e O

ﬂ&aw Z_Cbmn—d_

- I = -

3oZ|ﬂrwvl 0(1)1“—-&@,

W =S 0

1° i v = O 32 svako utvrdjeno ~ -
i ——h W

. L A __i—-a‘lat-)z
da osnowvu Cauchy-eve formule Q... = 3 S,_ Foo 2 >

pa, ako integrifemo po krugua iz21= 3 , imademo 1a..\x 28", gde smo
ga & ogpasili Max [f¢2)| za \#t=% .Prema uslovu iii) u defini-
¢ijl E-funkcije, { (z) Jje razlidito od konstante, pa je, na
ospova principa maksiaslinog modula,d<A , is Zega asledi

g

2° Liw: ia“, =4

" ﬁa osnovu uslova i) u definieiji E-funkelje, (=2 ,
pa stoga 1 (2 , regularmo je za !:1s24 . Stoga eu redovi 3 A
konvergentnl 1 imaju za zbirove { (1) ¥ PoSto Jje, prema uslovu

ii} u definiciji E~funikcije, f(Ly=4 , to jJe Z_ aw = A za sve w.

3° i bamw d = O(1), n —> =

: Podto je { (z) regularnc za \zizi, to Je svaki od re-
dova 2_'%-i ¥ konvergestan. Dea bl se pokazalo i da je miz
sune tih redova ogranilen,potrebna Je dovoljno ofitra ocena koe-
ficijenata (o, , all je doveljno tu ocenn datl samo za . ve-
liko., OUcena de 1 ova] put biti dobljena preko Cauchy-eve formu-
le, ali ée biti izabrans promenljiva putanja integracije, puta-

nja zavispa od v ,n i funkcije f(z) .

Neka funxeija { (=) dostiﬁa pg jedlnilfnom krugu maksi-
malni moduo u tedkama P. 1.2 = e + oznadimo sa (.1 % = Q¥ s
neku tadku na Jedinidnom krugu koja se nalazi izmedju dve su-~
aedrne tadke ..., 1 P.. . Tada krulnosm luku () .. QHH pripada
tatks ©.., a njoj, prems definiciji E-funkcije, odgovaraju dve
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pozitivoa bruja,ikem i «%.., Onda je moguéno datiniaati krufne
lumve Cmm~ 1 dusi D,..—....ﬂv pomodu

/

A — Ynim . Fa v <a.m | -
|24 = ~ R | \
e S X
A+ TR EG V2 X - | /—. | :)

ey “ (

D | 2 N
memy - £ = LE ,gﬂlé ST R mevqa.

re bnhen vala )

: | ¢
E. ’L - X.'“' el d— - ‘Y-n- e *] to. V< “MG""(""“F“") -f..’-"l
[' "L = rﬁ,"m-j d.'i""f-nlm-l"ll W imq—;?\r%\' S ol N l
[ i + Yﬂ_‘w - A- - g--ﬂ-}m*4} - 5{»““- = Y < X a i ™M _.___L__FM.HAH':F

& .
[{1‘ + Yfﬂi‘“'j ‘!-+T“:"'““f41 ay hjl{ix'(‘uai“ﬁ}éy

pri demu je Y...=m" 2%~

Krugni lukovi C.ws 1 du2i D.... zajedno obrazuju pu-
tanju C pod uslovom da je po dufima D.. .. - podesnc lzabragp smer
integracije, Ta putunja je ofigledno zstvorena i sadr3i u unu-
trasnjostl tadku =0 . Dalje, kako je funkcija £ (=) E-funkci-—
J8, OL3 Je regularna za |zl <4 , pa stoga postoli neko >0
takvo éahje ona regularna i za {2l < 448 , S druge sirane, ta-
¢asa ik ima po pretpostavel konadno mpogo, pa postojii urn;

= Mo (K.), Xedjutim, za = > QT*" za svaku tadku z putanje C
va%i 121 s 4+~ | pa putanja C pripada oblasti regular-
nosti funscije {(z) , Prema tome, za ~» dovoljno veliko, dopud-~
teno je primeniti Cauchy-evu formulu
Uy = 2 ’.'wzf"’ T = A T f Tﬁ'zl ?:””‘obt rye T ;(?-?"z) 2" da

2-5: (:. ,..‘:h,g,. 2""‘"’ L

mmﬂ Dwnw

P’a JQ zﬁimﬂvﬂx thm‘rzdmw# éde .-}ﬂ

e = §, VT M

Aoy = | Vo™ 127" lde

RRY

Stoga, a 8 obzirom da indeis m uzlma same konadno
anogo vreanosatl, dovoljne je da poxaZemo da je
T 2. tome = J(4) ksd w -~ za svake .

RN ..Z L e = (} (1) xad W ~—oo= z8 BYHKO v ,



+)

2Ga

Z C o = U('L) kigd m — 22 ga avzKOo ™ |

of = B

- o
Commv = 1§¢mt™ 1277 ldxl = o S (fene™ 37 M =

C v

o _ ‘C“... - m -y
= ( Mty ™™ e f | §ee™ U Mo (o AL

-l

Posebno demo oceniti svakl od tri faktora na koje se
raspada Cwmwv o+ Pri tome, indeks w nedemo vile pisati, radi
jednostavynosti,

a) Prema definiciji B-funkeije 0 "Mow) = A+O((n-15") 2 Aeh (,-:.-4)

2)

%)

Stavlijajuéi n=41% _V’”{, dobijamo Moy ™ s A +Him,

pa je stoga

- H\™ e
(ﬁ{(mm (d.-i-——-) £ @ = W,
b} Prema lztoru putanje
f(fi. v 1ih"{?"‘:)MW_w Za v < oo
alTe —V
rL = - A oL, ==/
(4. + M ) Ta vV .
LV
Kako je (A-~" %)W "2 e’ Za m dovolwe velire, U tamode
.h "Z-'E """1- ' . £ o _E‘
@ (d_-;-'n. "") > e % a ﬁwuu{dw vel iws , 4
aw
—~ ...__.1“,,,-,-...-'#';?»
T e @ ®?
c} Da bismo ocenili integral
»

t - ~-M F y P b4
f t‘f{&ﬂ?")lﬁmcﬂ.aﬂjgdﬁ Je ]: "_"{',M s {', - t.mﬂ-'l . JL[’_FL') = kmtm)’
tf

modificirademo uneiolixke kxlasidnu laglace-ovu metodu.

Pre svega, neka |{cz)| uzima zs \%'=K.,, vrednost
svog makgimunmsa u beskonadno mnoio ta3aka, neka je Rio = A4S
i nexa R oznalave jedan od brojeva R, , K. .Tada krive
| £ (Re*)) 1 \Gol=Man{fm|-MR)ios ju beskons¥no mnoge zajednifiih
tadasa 1 anslitidke su. Sio.sa ase one poklapaju. Prems teﬁ:;iiﬁﬁ

preslikava krug zi=R na krug [fe ! = MR) , Stoga g = oy
oreslikava jedinidni arug na Jjedinilnl krug. PoSto je §(&
regularro za xi< R , g(&> je regularno za izl < 4 , (datle je
glz) = e A (2 , gde je "(z) Jednako proizvodu konalno mnogo
specljalnih nomografskih Funkcija, Na taj padin je {yfr}*ltiﬁ)aﬁ )=
= MR 7Y R(E), Kako to vaii i zak=R,, 1 2za R=R, , mora
pitd MCRD ™ R () = MRJe™ h(F). Stoga obe funicije

ACZE) 1 A(E) woraju imati iste nule, tj. R,=; = K. %

z8 §=4 32, ...p. Kako Je, po uretpeatagci, R.+# R, , to je
"Za-::-t'} Z8 ﬂ':-d_ 2L » iﬁl’P' Qdakle Jﬁ f(i}:-ﬁ z‘:
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Preca tome, |$(®)l=A u svim tadkexza JediniZnog krugs, Sto je
zuprotno uslova iM) u definiciji k-fumxelje.

Mogzudrio je daxle da |[{f(x)| uzima vre_dnaét svoy, maksl-
mumE beskonadno mhogo cuta samo ra jedncme krugu iz =R | R s A+d,
Lako je to R ,_' premga uslova 1ii) v definiceciji B-funxkxcl e, razli-
iito od 4 , to je, xa = dovoljno valiko,fl-'%ﬁ n= Ak Vm"i“"]‘%ﬂr
pu molemp pretpostaviti de |f(~ e )| uzima vrednogt svoyg maksi-

9

IRMA BAAO U KOLESKO m@Ncso taéaxa T, z&a t £ tst ,

| Stoga s8 ir.tehrdlf l:f-(ruz. )i M‘(mobt morie gretsta-
vitl kao zbir Xouadno mnat,n intehrala I 1§ Cee® (™ Mu;“dﬁ:,
gde Bu lunxcije T w107 (‘L} tako izzurane da integrald aogti-
ﬁe makeimum samo jednom unutar intervala integracije, u talki
m:aJu éemo cznaldlitl s8 (v» . Integral

[ reee® ™ Mo T ax

prikazademo kao zbir integrala prekoc intervala (T7,T.-%1, (Ter g, Tatt]
1(Tere, T pri Cemu je £4)>0 izubrano doveljng malo. Tada je

L"l"l"i‘.-r

';f-tme,b.J‘. M vy "t ﬁ[ H(me, ™ jﬁ,{,(m gt 4 Ko O <xs

f—

LL-‘i—

Poito je |f(nd)]>0 za To-2<t<Tu+z, to se funkcijs %Htm‘“}laﬁosfk@

moZe razviti owo tulse ¥t =T. , Tada Je
k-1

gCe,®) = Log |50l - Log Mar = ZA (o (=T R G (E =T

rde a ) QE(,"L,%:) '-f(’l.— k) TL—E“T:";T;"'**:
: : Al"‘“('w')= St~ N :Ala‘.(’t)‘:”.a_tm t--—’-‘."”
Posto Je T:\-_s.m( ) peprekidna funicija od ~ { EM (1)< ©

ot s
to je Ra (v takodje negativio 1 3ta vile Aac )<z Arely za =

dovoljro olisko jedinicl, dakle za~ dovoljne veliko.
Pokazadlemo da svaka funkeija A () , =20, ...,2r-4
izma w talid v=4 nulu bar redadk-m . Kadl toga smatrademo da
€ BVaka 04 tihb fuﬂkclJ& definisana pomodu dva analitil«s izra-
va, jeanoy za "4 1 jednog zansd .Pokazademo da svski od tih
izraza,koje demo 1 dul,je, jednostavhosti radi, ognadavati ea
A ) ima u tadkl r={ pulu reda bar 2x-p . Za to je do-
\ioljna dokazatl da su svl izvodi od A-;u (k) 2zaxkljulno sa lzvo-
dom reda IR-pei jednaxi nuli un=4A. PoSto se, na osnovu L)
izvedi oa A (%) izra¥avaju xao linearna Torma sastavijena |
od pareijulnih lsvoda funkeije «(x,*) pon 1% 1, kaxo su xo-
eficlijentl te forme,icvodi od T, po n , dovoljno je portiati
da, prvo, izsvedi od 7, por (n2d 11ir~< 41 ) postoje za =4,
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{ drugo, da au svi parcijalni izvodl od v(x,Y) por 1 T zakljul-
no sa parcijalnim izvorima reda 2w -1, jednakl muli u tale«l =4,

Pre sve_a, T« je definisano kaso jednoznalna funkeija
od v , Ta Tuankeijas je oligledno 1 neprekidna. Medjutlm, tadke
r=rne et imaju prema iemi 1.1. osobinu da Je F» z{(2)/tm) =0,
Eako Jje g(® = z §7c2y/ £(2)  yazli3ito od koustante, polito ;ia
{(z) raalilitc od 2" ,1 kake Jje g (Z) ragularnﬁ g talkl ¢ '"J

10 inversna funkeija 0d q(2) u okolini te talke preaslikava
neki deo redlne ose oko g(<*™') na konadno mmogoe lukova
analitiZkih krivib oko tadke e ™" «{(Tvrdjenje da e Tt
pretatavljaju luk apalitiZze krive ne bi bilo taldno sko se ne
bismo ogranidill pa n=z4i 111 =z 1, podto je luk analitilke
krive Zije talfke zadovoljavsaju uslov z§°Ce) /=) 2O moBe za
> 4 pretstavlijati nekl skup talaska maksimuma, a za =1 talaksa
misiszuma modula funkelje [(z) , 1.obratne.)

Stoga, posaairane talke = =gt obrazuju luk neke ana~
1itiske krive. Xako je na osnovu atava l.4. T, = U (v ~-1), prvi
izvod od © po T+« ne moZe bitl jednak null, Stoga Jje ¢. anali-
tidka Ffunkelja odn w okolinl tadke n =41, pa prema tome posto-
Je svi 1izvodil ed T, u tadki ~=4,

§ druge strane, na osnovu stava l,4.,

- 3
i) = L+ A -0 e e (iz-11™) 7 o4,

pa Je Qm% 2 §Q13 = f (Z —-‘l)lw-i- ﬂ'(i_z."-i\uf). Stoge Jje
-“th - ' ; 248 ‘ .'.iﬂ
L&j ~ _{-(’Lah') = pﬂ ("L (EL%L “4) ¥ {r - {_)) + u-'(\-':.tah- L) + (" _U‘m)}

o) = Log [§0ne¥) ~Zogy Miny = log T IF(vETON 4 J (-0
= (3__{ ﬁ,o-g e_””“tch;‘m -F(H.e.l‘"‘:) = (ih ari.")M) = |
= R Al (7 -+ (= %) B O'((*L«-JL)M) ~;-—o"(l'L{E.r“-4._}--4—{&--&}\1"‘().

te, podto je et ~L = tis TE), postoje u tadki n=4,%t =0 svi
parcljalni izvodi od win,t) zakljudno s& redom 4r-1 1 jednaki
su null.

HBa oasnovu pokazanog Je ﬁr.‘(*t. 1) P A md\ {reml) Edo au
Pt iﬂ dva realna broja, 1 to vazl za \r-il<2” , dakle 28 "M
davaljna veliko.

Prema tome,oife
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Tt & T e

e m S "y fo \ " e - M("t)}
S uJ"C*‘L"‘;r")\ M(m Ax LLog 15cee®™)) %

I(""\) | al.«’t'-:.
Te T

H
i

Iiw-
TR w T Al (2Tl e Rac o (F BT
e -

I

-
—

Ao 2 - re »
T e i —~4) t T 4+ N L)Y (t -Te
< e“ g k ¢ (. ) z 2w (A1) C )cUt -

T.
Stavimo ~=4 "%, fada je » v
ax~4 (-\."%]/M ""‘ ‘\'__'.',-.', ""'-Cf"r..j )
AL ()" TG TS e Aata

At .

§L1+E

P e

Ako lzvriimo smemu " = (+ —T.)=x + imademo

= A=A
Pimm 'I.M

A NECYSUE TR
Tim g % [ 30 SR
Podto Je P (=) -—_Z_ A (-M) "+ l R s B—‘:—-‘@xm, jer A (<o,
za <> X , gde X uviai samo od funkeolje ((z) Jer od nje za-~
vise jedino brejevi 40 A, to je
o Aucl /14

x )
() P
I e Ane S j. e 2 doe - j. e Ane < ‘(i. .
) S X

Stoga Je [(vs K, m A s iz %ega se kona¥no dobija za ~
dovoljno veliko

i"-';-l-'-n.-l--r
i1 My, T 1 -4
5) [ 1o Moo " dt = K w
L
Usimajuéi u obzir resultate L), 20, 3) 1 5) imademo
¢ < KW o2 e_;.—i«'..,.,n—vl nT AR
-3/ { et n I'n"*"“-‘-ﬂ JA pliach %{-":‘“""‘-)“-‘/M A
2% -" -V - KZ A 4=
Poiito je n ; =n =6 < A= Af2 e
e 1, Am Afa _T T
._(acn-v}ﬂ ~12n =% o < "‘L
A&ﬂ E E.- -"s; Bg” e 2 -__11 —-_-lz}-i—“ 2 L+
o == ol @"1 - j‘
A 1 A
- A —_— e - 4= A
Y —~—TAE = Van Ly - ’
L —e i Nl N L B Sl G )

i, -4 rx 14i-€ 3% za Osxs4i, pa je gornji izraz=7%,
to je | |

Z cvamvy = T(4) za svako™ 1 n dovoline veliko,
'Zd.ﬂm = (J(1) Ead w —» oo  2a svake .

ﬁvedim aledaéa oznaket x = Mang <, Ko Moans lo S i
(.= 7% Tada je |

R VT -
A = I FYERINAET TRMRNY Y S 5 feCee T ol =
L

Do

\ & (“‘LQ- “')\

l-'s'n-h.-

(13{!& ....V""" :IH X v =~ a‘lﬁ""-:“]

<

't“ “' “*—J‘ \l’, :,;’ MYL -
\ S T | AL T LR
’l*—gw
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Po pretpostavel Je H(mef_)‘:‘“)l =A-2:,0<z2= % , Pada de zbog
neprekidnosti biti (fe' )iz ga \n-41c 8, gde jo S>o0 . Kako x4
i (. tefe nuli kad » teZi beskonadnosti, to je, za v davoljno
veliko, Y~ <& 1 (n-41<¥, Stoga je

Ly , 2o G- (L) Bl = -y,
J [_E(R’e‘u*:m)‘ﬂmﬁv-ad)p < { .
1403, Yﬂ“i"i’)“(i"'é‘“) » = . ba je

-5
2

za + dovoljmo veliko, takvo da je d.=n

A . x
L7 s Y& 7T JBYR) >Ni-2,

= 0, e

o

.- Zx'm(i._'i.)w;LL-ru)' +r“(¢__a‘)“;h(i_+dm> =

< 2 (e-ey [eumy T oAl e 2 T (e T 8

-
e

< 3 (L,_a)ﬂ(i_\gm‘)"m A Y S (L—2)

bpa Je prems tamefZ:dn“qﬂ\i za » dovoljno velikeo, dime je stav
dokazan.

Napomena. U sluéaju da se ispituju postupel zbirlji-
vosti asociranif funkeijama definisaniam u 1.3., dokaz stava
permanencije se unekollkc skraduje. Naime, ocena integraia

I LE e )™ My vk

ne zahteva tada glomazan ralur, veéd se douviva neposredno.

2.2. Dokazani stav daje dovoljne uslove da bi (£, $¢»)
postupak zbirljivosti bio permanentar. Prirodno se postavlija
pltanje o potrebnim i dovoljnim uslovima. Ofigledno je da prvi
uglov u definiciji E-funkcije, uslov koji zahteva regularnost
fuokeije (=) w 1 na jedinidnom krugu, nije potreban. Potrebno
de da funkeija f(z) bude regular.a unutar jedini¥nog iruga,
~Jer u suprotnom sludaju nijedan od redova = ia..| ne Li vio
konvergentan. Medjutim, nije potrebno da funkeija f(z) bude
regularna 1 pa jedinidmom krugu, $to pokazuje primer funkeije
definisane stepemim redom 2, 2 w"* 2™ | %ija je poluprednik
xonvergencije ravan jedinici, a Koja 1pak definiSe jedan per-
manentan postupak zbirljivosti. Ukoliko bismo se reili da

problemu pridjemo u svej mogudoj opsStoati, morali bismo treti-
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rati i siudajeve kada funkclija nlje regularna nz rubu jedinidnog
kruga. Tada bl se pored tedkola koje se veé javljajwu kod funkel-
ja regularnih i na rubu, pojavile 1 dve nove vrate tedkodla: prvo
globoda u izboru Konture integracije, koja je bila od odluéuju~
deg znedaja u dokazu stava 2.l1., blla 51 ogranidena, 1 drugo,
vrva dva uslova Toeplitz-Schur-a o koeficijentima «... ne bi

se viSe dalil jednostavno prevestl na uslove o funkclji {(=) .
fie bl se dall prevesti na uslove o funkcijl f(z) 4 Jjer ako
funkcija ima singularitet na Jedlnpi¥nom krugu, vrednost funkcije
a tadki 7=1 nlje vezana sa sumom mjenog stepencg reda u toj
tafki, tako da -~ ako bismo Zelell da uslove o koeficl jentina
prenesemo na uslove o funkeili - bill bi nam potrebnl za ova]
manje vaZan deo stava fezultati zoaino o8triji od onih o0ji su
dati u Fatou~Riesz~ovom ili apsolutnom Fatou-Riesz~0vom stavu.
Stoga nlje realno o¥ekivati reSenje problema u tom pajopitijem
obliku u sludaju funkeija koje imajﬁ singularitete na jedi-
nidnom krugu, ved samo relenjs koja bi se odnosils na pojedine
klase taavih funkcija, posebno interesastinih. Napominjemo da

se (E,§(») postupei sa funkeijom §{ (= , koja inms sin_ularitet
na jedinidnom krugu, prirodpo javljaju kod izvesnih stavova

o inkluziji 111 ekvivalenciji dva postupka zbirljivesti. Uprkos
toga, uslov o regularnosti funkeije {(%) na jedinidnom krugu,
iako nlje potreban, vise je nego prirodan u datom stavu 0 per-
manenciji. Pri tom uslovi, uslov 1i) postasje oligledno poire-
cap, & potreban je 1 uslov da |fxi< 4 za 1z¢=4, #to je Jjedna
genq;a%ii?cija tredeg uslova u definiciji E-funkeije. 0Zigledno
je da %&3 uslov nlje nuZan za stav o permanenciji, 3to pokazu-
je primer iunkcije =" ,<=0.,4,..., Postavlja se pitanje, ne bl

1i se moZda taj uslov (naime, da je [f(mi< A za 1zi£4 lzuzev u
Konadno mBOgo taéaka:ﬁh“ﬁ') mogao zamenitl apétf& uslovom \(Fmi<A
za V214 , pa da stav o permanenciji i dalje ostane u vaZnostl.
Kako avaka funkeija kojx zadoveljave opStiji, all ne i manje
op3ti od navedenih uslova, moZe da bude prikazana kao proiz-
yod konadno mnogo homografskih funkeija,Sto je uzgred pokaza-
ne, u dokazu stava 2.1l., to, da bl se mogla na gore navedeni
nasin uopStiti klasa E-funkcija, jedino ostaje da se dokaZe

da je permanertan onaj postupak zbirljivasti koji je asociran
fupnkeiji F=) = f_‘:; ,0 <=<4 , Hedjutim, prema pepotpunim rezul-
tetima kojims ruspolaZemo, vrlo je verovatno da Je ta) stav
netadsan,
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postupcima zbirljivosti

31, Stav 3.1, Ako Je
i) Zfunkecija q(§{"'=), keja je definisana u oko-

1ini tadke =4, B-funkeljs

11} s. = O (™), gde jo < Min(R, K,), R, ,X,po-
lkprednici konvergencije za funkeijn)fce= ,
odnosno g (%)

tada iz (E f=) -kwms. =5

sledi (E,q@)-lwms.,, =5.

Dokaz. Fre svega, potrebno Jje dokazatl da je fankeija
kt;y=3(&fhﬁ)saiata definisana u_okolini tatke =4 , Posmatrsjmo,
radi toga, skup funkcija koje su u tadki =-4i pegularne, jednake
Jedinicl i imaju pozitivan prvi izvod., Tada 8 jedne strane, sva-
ka E-funkeija pripada tome skupu, s druge sirane, taj akup &ini
grupu u odnosu na kompozigiju funkeije. Odatle ie L(z) definisa-
no za Z2~4 , pa uslov 1) ima smisla.

Preipostavimo da au.zadavaljeni uslovl stava 1 uvedimo

aledeée oznake . .
fPmy = S aw®” | gl = T bau ® B CEY = O cw. R

T.‘ = il e T:.. = || v W T'a = i Crm-*-"‘il

‘5\'1-("1-) = MML EE—LE‘I{, &a, VR = R;J '123, Poqﬁ‘\.pmﬂ-aﬂ{-ﬁ Mmue.t-imc«;jn ra W{EY.

Kako Je L (§t2)) = q(z) , dakle E.“'({,u;)-,,-.% (2), to Jje
v Sl

Z_ C"'\."h" ZG"’\'%L %W - .7:- C’“V!-{:E') = Z E"ﬂm’z’

pa Je na osncvu Welersirass-ovog stava o dvostrukim redovima
i jedinstvenosti razvitka funkcije u stepeni red L.c..t... = %un,
dakle T ==

La Ly = §ia.

| Iz 8injenice da je niz 5, (Ei f) zbirljiv ka 5 , 1

| da je (E,L) postupak regularan, sledi da L 5 (I S.)=> 4 , Na3
e¢ilj je da dokaZemo da je tada niz 5. i (E,3) zbirljiv ka 4 ,
to jest da L, s.=(T1, T )4.>5. 2a to je odigledno dovoljmo po-
kazatl da je Lo (T, sy =(T;T ) 4., Medjutim, zakon asocijativ-
nostl ne va¥i puZno u ovom sludaju, jer posmatrani wvektori i
matrice nisu konadnog reda. Postavlja se, naime, pitanje da 1i
je, odnosno kada je, dozvoljena promena poretka sumacije:

zz Chvc“'vm{sm = Z—Zcm; a-vm‘sm .

ﬂ Cl#-‘.o ée_ F(})- Za,,w';_-, R ud,«.?«..]awm‘f‘ mﬂ&a@%g Paﬂ"’ I_Cl,wl“. 3
W A0 Goe ie,, i< QA e LT A, mmﬁ%m%ﬁa ‘#Ww"f-ﬂ&, .'E{--l"-".!




Poito ﬁapiaani dvostruki red nije apsolutno konvergentan ni
kad su ispunjeni svi uslovi stava, promens poretka sumaclje
nije odigledna. Da bismo Je opravdall, primenimo na rad

T e d Cum A B
Welerstrass-ov stav o dvoatrukiz redovima. iko, dskle, dockaZe-
mo 4z je — -
d Z—_ A voy, S &

konvergentno za |xi= 41 1 da Jje red ch?v&) upiforano kon-
vergentan g8 |(zi< 4 , tada je promena poretka sumacije dosvo-
1jena.

Kedjutim, = : e Z,1c<,..mu--sm\f:-.'-I<2;_'an.wn“‘-:a
jer redovi Z @w 2, Zaws 2" L T law.iz”  4imaju istl polu-
pre&nik konvergencije. Dakle, redovi koji definidiu f.¢(2 kon-
vergentnl su za izi x4 .

S druge strane,za \z: =i vail

()] =] Lavmtm 2™l € T lovmt ani iz <

<€ K 22 toomt ®,

Medjntim, kxako je na osnova definicile E-funkcije,
leme 1.1, i stava 1.3. mogudno nadl -, yr<r,<Ry, 1 ‘¥ » takve
da je F(re"»/ M(x,) E~funkeija, bdide

Z lecwml ™ = L M(my ; pa Jje

T

@l 2 W2l taemtnn = K 2 ot = KL (e,
pa, kako je red igﬁcwdekiitl, abog-bedﬁhﬂkﬁﬂr=95,kanvergentan,
to je red Z:cm ‘}qu nniformno konvergentan zg 1zi< L , Sime
je stav dokazal.

Navedeni stav daje samo dovoljne uslove za linkluziju
dva postupke zbirljivosti. To je i prirodmo, pofto ostrina
jednog stava inkluszije zavisi od oStrine odgovarajudeg siava
permanencije, na ospovu koga se on 1 dokazuje: nemsjuéli potrebne
1 dovoljne uslove za peramanenciju, ne acZemo ih imati i zs8 inp-
kluzi ju.

Hed Jutim, kako je stiav permaﬂ&ncije dat vrlo opfite, 1
‘uslov 1) w gornjem stavm, jer sledl direktno 1z stava permanen-
cije, vrlo je opit, ma da jestavljas doeta uska ogranienja D&
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funkeije F(» 1 gcz> . 411, uskost tih ogreniZenja ne nastaje
usled nedostatia opStostl stava, ved je u prircdi stvari, Da
tismo to objasnili na primeru, posmatrajmo postupak (E, 2% ™)
PoSto funikcija *~" uszima vrednost L u taliama L +2co+ , to je
svakil od nizova .= (L+2=2:) zbirljiv ka » .Stoga, da bi postu-
pak (E,9) sadr¥ac postupak (E,<"7"), on mora pre svega da
svakl od navedesih nizova sabira ka L . To je, medjutim, mo-
guépo samo ake funkeija 9(z) u svim navedenim talkama uzinma
vrednost 4 , a to je ved dosta ofitro nuZfno ogranitenje, koje

nije 1 Jjedino.

Da sam uslov 1) nije dovoljisn 2a tadnost stava, poka-
zuje primers f(z) = 3:1“ y GLX= zi% « GBigledno je da je
h(zy=gq(§ =) = L: 5 (4L -%%) E-funkecija. Medjutim, nis
A= (-3)" je zbirljiv postupkom (= ¢) ka nulil, dok postupkonm
(E.q) nije zbirljiv. Iz tog razloga u stavu se morao pojavigi
uslov 1i). Da je on doveljne prirodan,mogudno je pokazati na
slededi nuédin: ako Jje (4.\ > K I"i“', gde je R , na primer, vede
od poluprefnika konvergercije za funkeiju 32 , tada (E=,9)
transformacija niza A, ne postojl.

haravao, ni uslov ii) nije potreban. To pokazuju tri-
vijalni sludsjevi, kao na primer kad su {¢2) £ g(2 u 1 na je-
dinidnom krugu regularne funxcije od 2% . Tada 3lanovi niza
ga neparnism indeksima mogu rastl proizvoljnoa brzinom.

Kajzad, papomenimo da se uslov 1) ko)l se odnosi na
funkeiju q ($7'(2)) moZe transformimati tako da se odnoei di-
rektno na funkcije {(® 1 9(z) , Hedjutim, takav transformi-
sanl oblik uslova ne same 3to je, zboiz glopaznostl, nepode-
san z8 formulaciju samoy stava o imklurziji, veé je nepogodan
i za primenu na specijalne postupke zbirljivosti,



Jednas speclijalna klasa

4.1. U ovome odeljku dobijeni atavovi bide primenjeni
na jednu posebnu klasu E—paatazaka zbirijivostl, na E-postupke
asocirane funkeljama {(z)= :::¢ » gde au koefieljenti o, b, <, d,
realni. T1 postupci su od posebnog znadaja, Jer sadrZe kao spe-
cijalan sluda] dve poznate vrste postupska zbirljivosti, naime,

Euler~Knopp-ove 1 Heyer-K8nig~ove postupke.

Karamata Je prvi definisaoc postupke koje demc posma—
trati 1 formulimao je stav permanencije ze njih, koji je zatim
Szegh dokazao. ¥l demo w stav permanencije i stav inkluzija za
te poptupke izvesti kao posledice iz nalih op3tih stavova (stav
2.1. 1 atev 3.1. ) uz napomenu da se metodom primenjenom u do-
kazu atava 2.1l. stav permanencije za ove postupke moZe i direktn
dokazati, i to nas znatno jednostavniji i kraéi padin nego kod

Szegb-a.
Stavy 4.1. Da bi E-postupak sbirljiveosti asociran funkci-
Ji fez) = :’::i bio permanentan, dovoljno Jje da
i) 141 >tel
ji)@+%:=t+¢

131) 16 ~al = idb—cl.

Dokaz. Premas opstem stavu oppermanencijil (stav 2.1.)
treba jedino dokazati da su uslovi navedenl u gornjem stavu do-
voljni da [(z) = 3?:2; bude E-funkelja. To je oligledno, jer
zuog uslova 1) [z) Je regularno u i na jedini&noz krugu, a zbog
uslova i1}t =4 ., Dalje, zbog uslova iii)ifc-Hi< 4L 1 zbog ii)
f(or=4 , pa §(2 nije konstanta. Po3to je tada {<(z) homo-
grafaka E~funkecija, ona preslikava svakl krug 111 na krug ill
oa pravid, Zbog uslova 1) jedinidni krug preslikava na krug,.
Kgko su pnjenl koeficijenti realni, centar tog kruga Jje nz real-
poj osi, 1 kako je {(-4) realno i po modulu manje od jedinli-
cai f(uy=4 , to je taj krug u unutradinjosti jedinidénog kruga,
te prema tome ima 8 njim zajednilku samo talku z-=1, pa je zado-
voljen 1 treé¢i uslov u definieclji E-funkeije. Najzad, podto do-
dir izmedju dva razlidita kruga ne moZe bitl reda visSegod prvog,
Zadovoljen Jje, na osnova gtava l.3., 1 Setvrti uslov u definici-

Ji E~funkeije,
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Napomenime da su uslovi navedeni u stave takodje 1
potrebni da-bi {(2> Vbile B-funkcijs,

Badi jednestavnosti korisne je u dal jem izXaganja
pisati bomografeke E~-funkeclje u Jednom drugom obliku, koji demo
nagvati njihovim kanonidkim oblikom. Haime, kake je, na csnovu
uslova 1),4d#0 1 kako su od Zetiri koefieljenta koja filgurisd
u izrazu za {(2) samo tri neszavisna, moZemo bez ogranilenja
opatostl pretpostaviti da je =4, Uslov ii) moZe se _'ish:ariat'ﬂi-
t1 da se eliminide i parametar cv. Uvodedi osznakex~ b , A =~ -c |
homografaka B-funkcija dobija tada oblik |

oc.+(ft+-°¢--(5)%_

'\.P{Z)—,:LM(B} 3

pri &emu uslovl stava 4.1. prelaze u uslove«<i, <l ya+f3 >0 ,
- Postupak zbirljivosti asediram funkeiji v (%) oznadavademo sa

= (¢ ,p) s Z8 =0 on degeneride u Euler-Knoppov postupak, a za
5 =4~ ‘u nekl Meyer~K8nig-ov postupak.

Bavedeni stav, kao i op3ti stav permanencije,daje sa~
mo dovoljne, meppbirebne 1 dovoljne uslove za permanenfeiju,
koji de se modi dobiti tek relenjem ranlje pomenutog problema
Q permanenciji poctupaka 3birijivesti asociranih funkel jama

2 -0
Aokt

4.2. Stav 4.2. Ako je o
1) Sa=0(r") , n < Kem (i, pTi),
ii) ch*-i_ﬁ,--a{,’!?i _} 'DC""'F‘.“ #%jfs}l
iii) L > o w5 ==,
tada 1z £ (=,p)-Lim 5,0 =45

aledi E (<) -llvn S =oAL

Dokaz. Iz &injeniece da w () i <«’(sy imaju jedine
singularitete u tadkama '/ 1 4/3” , iz uslova 1) sledi da je
zadoveljen uslov ii) stava 3,1.Prems tome pa osnovu stava 3.1.
doveljne je pokazati da je ¢ '(t) =¢ (¥ (») E-funkcija. Iz

2N == ~
\f( ) 1 - LR
ElEdi 4 ol 4 R -
¥ = :..75 + 2
. A o A o0 D) A
odakle je ., o cﬂ;*’.-m+-ﬁ’*°¢fb+(}_ f"___,"*‘ *'i‘}lﬁ__
"f (&)= Y (¥ (%) = I—:H-‘“'[% +c-c.{-'ﬁbj - 7= 4
t - 1 - H -
3 &?lﬂﬂjﬂéiu o(‘",*.(-"s - d ""f:" :).t'
kf (.1} -— iL - [SHE ) )
imaé eme " a('!--“""" “’J’%f_ﬂ-??_ ’ f?) ! = "'—""'""{s #:-(3 7 °
% =_.£j._-ae_--(?-:+a¢;’i~’ 7 L"o‘"ﬁ**-d'*ﬁ
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Prema stava 4.l., potrebni i dovol}mi uslovi da ¢ " (=) bude
BE~funkcija su
K -l o 3 e

— — <,
o peap — 4

A — at.m-f!n_i-ﬂﬂﬁ
Bedjutim, ove tri nejednadine ekvivalentne su dvema nejednaldi-

nane £+ p7 --a(.@?c:d-a—‘%-—-ﬂ.ﬁ

L >+ p—xp7,

jer, ako bl L-x-p+rufico, prva nejednadina se svodl na (x-MNWU-3)>¢
8%0 je u suproinosti sa Sinjenicom da su (% i ¢’z E-funkei-
Je. Stoga je zadovoljens druge nejednadins a 2) . Odatle, pre-
X0 trede nejednaﬁinn w 1) , sledi da je zadovoljena i prva ne-
jednadina w 2) . 5 druge strane,ako Je zadovoljena druga ne-
jednadinag u 2) , prve dve nejednadine u L) se svode na
(£-4)(4-P < O , odnoeno na (f-«<)(-A)<C, a te nejednadine su suto-
mataki maﬁavaljena. 8 obzirom da su (% 1 ¢’ (=) B-funkeije,
Dalje, iz obe nejednadine u 2) gledi da su i brﬁjitelj-i ime-
nitelj leve strane trede ne;eﬁnaﬁina-u.«L) pozitivni, take da
Je zadovoljena 1 ta nejednadina.

Hapominjemo da uslov da je 4. = J(X"), <45, deli-

midne sledl iz &injenice %fa jfﬁaix 5. Bbirljiv postupkom L (=3
o (A —=x-3)F =

Baime, funkelja G (z) = —; Sy - = 2 o 2, X <4 p<i,x+fr0

ne moZe za HF#O imatl beskonadno mnogo kucricijenata Jednakih

ruli, i 0. =Kp zan dovoljno veliko, Kako je nig 4. xbirljiv
= (¢, p) 4 to a.s. teZi nuli, odskle je S.=c(if™"). Ha3 wslov
J8 nesto odiriji od teog potrebnog uslova, al:l Je moguéno cleki-
vatl da se stav poboljda tako da pomenuti usleov potpuno nesta-
ne. 28 =90 on je medjutim automataki zadovoljen., Ne pisdudi
ta] uslov, ved ga podrazumevajuéi, transkripecijom praaatalog
dela uslova i), moZemo formulisati slededi atav:

ﬂk‘ﬁ jﬁ o{’-j-ﬁ_uf(s}n{,q}-r’;,_.mf% ’ /L 'D'o(,—-t-[b—a(,i'"’_;f i lﬁfl{;\ﬁi
111 (x+ Py < lec+ 28 ~41 , tada iz E (x,p)-Kms_=s gledi
E (“’lﬁ’)-um S A = ’5 -

Iz napisanog stava sledi specijalno

Flx,0) < E(oc"}d_—-m‘_') ka o > 2=,

atavy koji uspostavlja Q&Bﬂﬂ iszmed ju Euler-Knopp~ovih iiﬂsyer—
K8nig-ovih vostuvaka Ebirljivaﬂti-
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5«1, &tav kol se daje u ovom odeljku pretstavlja
aopiitenje poanatih stavova ¢ analitidkom produfenju pomodu
Euler-oveg, odnosno Borel-ovog pestupka sbirljivesti. Podto
‘se tretiraju opstiji postupei sbirljiivosti, 1 tarunlaeija
atava 1 dokax bide sloZeniji. Ha primer, pojavljinje ae tedko-
éas sbog toga Hto funkcija {,'-(*z) -~ generatrisa postupks zbir-
ljivesti koji posmatramo -~ nije nuZfno cela funkelja, ved moZe
ipati u vellkom stepenu prolszveljno rasporedjene singularite-
ts, 810 de biti od uticaja na oblast v kojoj cdgovarajuéi po-
atupak zbirljivostl anglitidki produZava dati element neke
- analitidke funkeije. Ha taj naldin, oblast u koju ase vr5i ana-

1itidko produZenje zaviside od dve vrate éingularitata: singu~
lariteta funkelje &ije analitilko produfenje trafimo i singu-
1aritata funkcije generatrise oncg postupka zbirljivoeti pomo-
édu kaga “to produZenje vrii. (U renije proudavanis sludajevima -
Borel-ova, littag-Leffler-ova, Lindelff-ova zbirljivost - oblast
Jé zavislila samo 0d prve vrete singulariteta.)

Beka je analitidka funkcija ["(z) data u okolini taZke
% =0 stepenim redom 2_A.2", Polto je F (%) u opStem slulajm
multiformna funkcecija, nije moguéno Jednoznadno definisati ana-
1itidiko produZfenje njenog elamzﬁtaizzﬁmif', ukollke se prethodro
ne uvede u % ~ravan izvestan sistem zaseks. Taj sisten zaseka
Je u velikom stepenu proizveljan. Mi demo ga utvrditi na slededi
nadins ako je Z kritidki eingularitet funkeije ' ¢z) , tada ava-
ka tadks 2% ,» >4, pripads zaseku. Izdvajajudi iz Z -ravei sve
tadke koje pripadaju zasecima 1 sve slngnlaritets od (2>, u
- preostalom delu 2z -ravnl funkcila F(2) bide regularna 1 jedno~
zpadna. Taj preostall deo = -rawvnl pretstavlja neke vrste gene-
ralisani Mittag-Leffler-ovu zvezdu funkeije F (=) . (Medjutim,
u odnosu na ul:igu i1 postanak, postojl znatna razlikas izmedju
Kittas-Leffler-ove zvezde kod samih Hittag-Leffler-ovih i ked
(E.§) ~postupaka zbirljivosti. U drugom aludajn Kittag-leffler-
ova svegda koristi se Jjedine pri izboru putanje integracije,
kao fito de se kasnije videtl, u prvom sludajn, ona istovremeno
vaZl i kao oblast za koju se dobija analitidko produfenje od
TE;Q -Z o« Dalje, u prvom sludaju, ona se nuZno pojavijuje, o~
radjana samim Mittag-lLefflereoviam postupkom zbirljivesti;, u
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drugom sludeju, one je rezultat dosta prolzvol jnog izbora. Kapo~
menimo da se u vezi & tim postavija i pitanje da 1i je mogudéno
ili u kolikom stepenu je mogudno poodtriti stav koji dajemo ko
rifdenjem dosta Siroke proizvoljnosti u izboru zaseka. To pita-
nje je dosta slofenoc i wu ovom radu ostavljeno je otvorenim.)

Oznadimo sa K (£.%) skup tsdaka = takvih da je istovre-
meno (zl< R\zl, gde je X jednsko polupre¥niku konvergeucije za
funkeiju F® , 1 |§=/mi<d, Ako je Z nekritidki singularitet
funkeije E (=) , neka X,.(§%) bude definisana kao X (5.7). Ako
jaz, kritidki singularitet funkcije (=) , neka skupu K_ (¢, =)
pripadaju one i samo one talke Z skupa ?(5;%) za koje Bsvako NZ
O<nr<i pripada takodje skupu K(£3z). Na ta) nadin svakom singu-
laritetu funkcije £ (=) odgovara po Jjedan skup K,x(¢,2). Oznadi-
wo presek svih tih skupova sa %({HF) » Koristedi uvedere oznake,
moZemo kornadpno formulisatl o

Stav 5.1. Ako je F(® E-funkeije, tada (E,f) transforma
cije niza parcijalnih suma reda — . R.7" uniformno konvergira ka 'z
u svakom ogranilenom zatvorenom delu skupa G(5.F) .

Dokaz, Najpre é emo pokazati da stav vaZi za F(z)-_-@va}"d;

jer tu Ginjenicu koristimo w dokazivanju stava za opsti sludaj.
) I-—Ev A

Pareijslne sume stepenog reda od F(z) date su 8a 4.(F=5—Z% .
Oznadimo, kao 1 ranije, (T = T envx , Pada niz

Ca(2) = ) A-T L 4 ) G D I
™ = P T T e Y AR AT

pretstavlija (£.,§) transformaciju niza 4.(% ., Ako * pripada oblas
ti g (£, L:}) = K,(§f,4), tada, prvo, pripada krugu konvergenclje
funkcije {(z , pa Jje red Zﬂlm&q konvergentan i Jjednsk —fﬂﬁ'i‘:} ’

i, drugo,lf@®i <4 , pa "= ->0 . Stoga 2. (&) —>(4~2) %, Ako posma-

tramo ogranidenu zatvorenu oblast sadr¥anu u ((£,V) , konvergen-
cija de biti uniformna, jer u tom sludaju ¥ () uniforumno tai‘i
ruli,

Svaki od skupova K,,»{(§.z) je otvoren. Medjutim, kako
funzeija. =(z) moZ%e imati beskonudno mnogo singulariteta & , to
je skup G (£,F) u opétem sludaju presek beskonadno mnogo otvo-
renih skupova, Odatle nilje mogudno zakljuditi da Je siup Q(g,f:)
otvoren, pa, podto je ta dinjemica potrebna za dokaz, moramo
161 posrednim putem. Dokazadmo, naime, da je Cq (5.?‘7) s kompl e~
ment skupa 4 (§,F) , zatvoren, to jest, da je unija skupova
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CK,,Q,(&",%) zatvorena, Skup CK,,,_(S—,'%] y kac komplement ctvorenog
skupa, zatvoren je, 1, po3to je {(z E-funkecija, ne sadr#i taldku
%z =0, Skup tsdszka 7°, kao skup singulariteta analitidke funkeci
Je, (a8 s1li%no skup tadaka Z* kao skup kritidkibh singulariteta
analitilke funkecije), takodje je zatvoren, i, polto je V(=)
regularno u podetku, ne sadr¥i tadku? =0. Ako tadka % pripada
skupu CK, . (§,7), tadka .;;-""?.r;mpripada skupu CK, . (£, 1), pa je prema
tome 8vakl brojz skupa CG({,~) ravan proizvodu nekog broja Z
skupa 7’1 nekog brojav skupa CK,.(f,4). Da bisme pokazall da
je C(j (§:¥) zatvoren, dovoljno je da pokaZemo da svaki konver-
centan niz %y, Xy y esey Fny oes 1z skupa CG(£,©) ima gra-
nié¢nu vrednost koja takodje pripada skupu CG(f,F) . Posma-
iraJmo neki takuv niz: %, , %, , ...y Zw, ... Prema pokazanom
vaZli F.=5. M, Kiz Z, ne mora da konvergira, izaberimo a

iz njega podniz %, koji konvergira ili te¥i -~ (kompleksno).

Na ta] padin dobijamo miz 2,/=%./%w. Niz 4./ ne mora da konver-
gira, izaberimo iz njega podniz 7.” kojJl konvergira 111 teZi o<
(kompleksno). iz ta) nadin dobili smo niz L. 20" Tads je

£ = E:—T: = g:'"::; Zmr ~ «.".:;ﬂ Z“"Vi‘ﬁ" '
Pofito su skupuvi 2 17 zatvorenl i ne sadrfe mulu, to je i
vz #0 4 i Ww#0 ., Stoga je Lim=z.lmy.v definisan u pro-
sirenoj beojnoj oblasii, pa je diw Z.vMw = Lwg v bowm o, Kake
su skupovi?, 1™ zatvoreni ,to Je Lome 2o Bonee M= = 5 M v P&
je %= lim,. jednako proizvodu mekog brojs skupa CK..(54) i nekog
{v,(2)

broja skupaz ', dakle ¥ pripada skupu C‘j ($,F) . Prema tome je
C9{§$.,%) =zatvoren, dakle CJ({,,F) otvoren skup.

- HNeka je H[{-}Fz) bilo kakav ograniden szatvorer podskup
skupa CBU}.F’). Kako za svakoZ koje pripada rubu generalisane
Hittag-Leffler-ove zvezde, 1 svaeko Z koje pripada otlusti
C}(:Frﬁ) vaii \z21<R 1z} |f(z/z)l< 4 , to za isteZz i za z iz
H (7)) vagi lx/z < R-2§ , 1§ (z/z)lg 4 -2¢ ,4 ,=>0 ., Kako
su obe navedere funkcije neprekidne za odredjeni domen cd = ,
to postoji kontura C oko ruba generalisane Hittag~Leffler-ove
zvezde tako da je za svako = iz H({,F) i evako « sa C .

1) | li{ = R-.§ ].g.(._f_.)lai.-ui.

e

g =) dan

o

Vir == = ﬁ

Ha osnovu Cauchy-eve formule bide ~-(2)- f:.:.:
ako tadka Z le%i u unutrainjosti konture C .
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| - L=
Uvedizmo ozunaku (.. (Z) = ; Comey 7 - . Tada je
= A S . ZVdw .
R = gir §, = by (D)

Prema 4) 1 prema revultatu o analitilkom produfenju reda 2 Z
niz . (2/«) uniformnoe konvergire, pa demo imati

- F(_w'?u o

Bae m-—

iy
- A Lo v S;_ — Za"wv‘-"u(%‘>°[“"‘

B e ]
A% e = —)w “ vz a

Esko je red 2 a.. %5 , asbeg | %4.l< R-T, uniformuo konver-

gentan, to je unifermno konv;raantm red 2 oy 5.(Z), pa Je

= | =T N -
‘_‘(\E) -"‘—'J-'.'f' Q«“:m Z:__anu g *-'-—-S:-g A, (7—"/“) A =

LR+ ™M —HOoO =

it

<.
. =
[l

anarﬂmém konturu C pa konturu koja de potpuno leZstl unu-
tar kruga konvergéncije za fumkeiju ¥ (2) . Tada je

L1

e E )

L e}

O R s

w "R g o

S Q,«.,'m Z L B ( p‘ﬁ“‘" ‘:\41 + p‘z.'zl‘*" R p“" %‘J,} -
R
J

o i

o=
!:—*::ﬂﬂ u':’_ B Q“d“_" ("%71 gd. je ‘:H‘ ('E.} - : O p\ o % )

i

5.2 0O%igledno je da oblast G({,©) mofe biti vide-
atruke, dak beskona&no mnogo puta povezano. Pokazademo, medjutiam,
da ona ne mora biti wopsite povezans. Zato je dovoljino stavigd
Lizy = eFE  m T E AR E (e =(a-2)h Tada je lfm|ee | OEY
pa je [ () E-funkeija, & oblast G (£,¥) pastavijena je od
onog ugla izmedju pravin <=4 $ =4 u kome le¥i talka Z -0, {
ugla unakrenog tom; dakle, nije povezanes. (Crtse¥ 1;.

Kajzad, radi ilustracije stava navedidemo kako oblast
@ (§,¥) 1iggleda ukoliko se posma~

traju postupei z2birljivoatl aseci- 2;:/,,,— o
rand funkeijasa e
o .H"/_,f' _ ,..-""ﬁ
. - _,% ,-'"/ j_f.-ﬂ"’"
A -Gz : ] i T
‘/ _:,..--"'"F:‘_,J” e

ispitivani u Setvrtom odeljku, i
tunkeija F) = (L - 2)™" | Prema de-
finieljl datoj wu prethodnom para-
grafu, 4 ({,¥) Je u posmsirancm
sludaju isto 8to 1 K, (f,0), to
jent skup tadaka =~ za koje Je lato-
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vremeno =l < A/ B | i
low + (A -—=3)%\ < (4 B =],
dakle skup talaka koje Be na-
1aze unutar dve kruga, 1ll u-
nutar jmdmag prvog 1 van dru-
gog od ta dva kruga. Srafira-
ne oblasti na crtefima 2-5

pretstavl jaju tada cblasti

f3(53‘¢) za razlidite odnose :
izmedju koeficijenatao 13 . s

R
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