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GEOMETRIZACIJA KRETANI A I PORuNECAJTA
- NEKORVRERZATIVNIH SISTEMA |

¥ nise primena savremene difecrencijalne geometrije
ne racionalnu mehaniku, od naroditog Je zZnacdaja problem geometri-
zaclije kretanja. Pod ovim pojmom se obilno podrazumeva iznalaZenje
bakvog prostora u kome de diferencijalne jednaéine kretanja imatl
fto neposredniju 1 Jednostavalju geometrijsku inmbterpretoeiju,

Geometri zacija u ovom smiglu pokazala 8¢ narocilte
pogodna prl proudavanju lzoenergiskih - konzervativnih el stems,
Foznato je, nsime da se Mopertijev princip moZe iskazati u
oblikn koJi ekspliclira njegov geometrljski karakter:

codeziske 11
metri [{'},;l Liod, 42},

Cil3 ovoga rads Je da, sa Jedne strene, proslrd
primenu Mopertijevog principa na nekomsorvativme sistonme, /ne
tretirajuél ga kao varijscioni primeip veé imsjudd u vidu
nijegov geometrijskl smisao u gore navedenoh nitllon/, & sa druge
strane, primemi dobijene reszultate ma proudavande poromelaja
holonomaih sklercnomnih dinamilkih sistonay .

- Problemom geomeétrizacije krotanja ¢ijl Jje plonir
Sing (10) bavilo se dosta autora. lesiutim, problemom geometri-
gacije Mopertijevog principa 1 njegovim proEirenjem na hekobzerva-
tivne sisteme, bavic se samo A, Lihmnerovid 2] s ko3l je uglavoon
prouéavao priredu dobijenih prostora. Pitonje geometrisacije
poremeéaia kako komzervativanih tako i nckonzervativaih sistcma
i povezivanje ove teorije sa grupom afinih kretanja nije do sad

tretirano. :

'\“. ﬂ - -



l. | GECMETRIZACIIA KR:TARJA NuRONZLRYAIIVEIE L1453 BA

o *
Reka Je neki dipamdik] alstoz  dredjem u ~dncsa Da
e koerdimate " (i. |1 .1} #vom sllem

s 3 M

Y P 2 ol
/114 o o= W SIS O Ae L =T : %

i sktivnim ccperslisanim nekonzervativaim ~dizmp () knje su
same fuonkcije poloZajs.
zlementarnl rad pa stvarnim pﬁmmndiﬂ {;{_w dat J¢ igrozom

Zam Zive slle n Mfar&mi;jalma oblikw ~L:iuds

MEsrencliislne Jednaiine geodeziskih lini;j., u nekon 1linarne

povizanc® prostorw Lo sa koeficljentime v sm:aﬁ . J\ g3ase:

i
?-‘% ”Lf 1 ‘*“:V &.:w

/1e3/ "L‘_g: N MY 4 ¥ vy
<
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zia aimbol Al oxnadava apsolutni izved v vrcmomm

waeflcljente povesanosti .

Zodatak koji ialim da redimo sastoja Bl .. u i edoboms

Odreditl skslsead mﬁilmg 4 sistem L sielfemnts Povozagostd
[" “w iz /1.3/ %m, ds Jednadina /1. 2/ Walc godowclionz, a da se
3@@36133 /1.3/ svedn na diferenci jalne  Zneiipme heotoming

.'-‘?ﬁ‘
o __ﬁ Lt ¥ E i, N * & Y LL - {'*\.}
) . VI - ° %, ta 3 A L —_— Ly
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# %1211 se na nrholomomne skluronomne dimamitic: alatone,
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Goomesrissndide kretanls nskonservatiwnlh
Prajektorije nekonmerveitmnog sistama.
Epeflcijanti povezamostl.

Esponcnyg © konsdervativais slsatesina.

orenciadl B smislu Singa.

mrﬁneéqd putaBis.
ioreomedadl nekopservativalll sistama,
¢ reisnjizms porzmeésdnih jJedaaiina,

O jedpom grujacm krlterijumu stubilmoctl ctuclonnwmilh krotanje.
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PoSto se apsclutni diferencijal skalara poklapa ss obidnim
diferencijalom, to éemo diferenciranjem /1.1/ dobiti

2T = W%w)% %+ (84 9"

Is /1.3/ _El&&iida Je 35\, ecl/ﬂ(-t—ﬁd% pa posled.n;;a
Jednsadéina postaje:

Q.d/T (53;\.):. q,cy 4—%)\)»6-0[, a,” d.:t

E@riattét /l 2/ 3 identidnost /l.l/ imaéemo:

odnosno

/1:5/ (5%,\)4,1'2.9‘3,,\)4# 2; g*}*)%’qf =0

Kako Je izraz u sgrodi simetridsm mora bitd /L}] 8tr.16/

/1i5%/ ég,x},.--?.(ﬁdt )g,\},

i apétem slucaju je & Ln f[_lg " atr.aéf
Saxﬂ.-— ":7 vGap = Qv.k,u. aL%v

0dnosno: \7 g_'k = Qv)\ gde sinbolv oznadava kav§rijantm

izvod u odnosu na aiatem koeflcijenata paveﬁamsﬂ r ¢

Iz Jjednacdina:

3 W wo
Y %’\)"‘ T vA Qupe T v Jaw = - Qv)x/..
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za zadano Q A /t3. ako su poznatl kovarijantni izvodi pomoénog
tenzora /, imamo da Jje: / 4 str.86 /
Gap "’ 'l

/1.6/ i',,);.-: L.,»S M 5"‘)“‘ - 5,# A +95°, caw o
. + 5 .?_. (i G*}-‘-\’ +¢&Lu\3 @).w - éw &\lk)u.)
ovde ;je S J\}L t.zv.tenzor terzi;je, {w }Kris‘bai‘elavi gimbolil

druge vrste obrazovani u odprosu na pomoéni tenzor f’; ).-. :

U nasem sludaju Je:

/l;?/ 2( abt-—- —-'"") 3,\#-:-. Qv)\).o.O"q,v

Pretpostavimo da Je skalarni mno¥ilac §- iz /11._3/ oblika:

| _9. B, cp |
gde sn-& kovarijantni vektord ko;je treba oﬂ:eﬁiﬁ.

Na osnovu uvedene predpostavke, /1,7/ postojer

/1:9/ P, = Q?

Jadméihe ._/I'].J’/ odnosno ﬂ;ﬁ/ definidu kvazl-metrikn povezanost.
Za odred] ivanje k’oefigijenata r;ﬁ tredbe -o-arediu-ﬁ-v i tenzor
terzi;les;;”. Medjutim, geodeziske linije ne zavise od tenzora
torzije, naime |

| ( 5” e Sﬁ‘;\'*' 5?’:\}.\) C[/ACQY’LE

i /1.3/ postaje.

éli ¢t O.J i\}}*]& C\/ c‘/ + a, (Cb)\%)‘v -|- %vA‘Cb"g")‘)éfiH:: 9£J‘;1,m

aanosno zbog /1.1/ imaéemo
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AR TR F LY a gy 4 41 2T 9%, = 4,675

5'&"9“%0‘/ 2‘% CbA%)avC:\/C‘r +2’T3vw'¢>v

Da bi blo ispnjen uslov zadatka /l.4/ mora bidi:
L Qéfw" 2 S:MC'PA B ‘;\,A 2’}”’-{- 2790, = Q*
8,49 - 29,4 4" 494V 2T = Q¥
Posle zamene /1.9/ u poaled.u,ji izras, imademos -
N4 20,8)90+ D40 2TV e, - 3N Q= Q5
- 8v4’q” +2.Tcg”’° 8, = 20" = Q«ac%:éf“')
'9' (ZTCA,"‘” Cl/“’p )... Qv (Q.T@;‘w évq,"'-’)

Pa je
Qy
do/ By =

(‘gf'g‘i‘}ﬁa\p=7/(&v %—,"-)ﬁf‘)“ = Iy~

TraZeni koefici;]eﬁti ﬁovezanoati ina;lﬁ vrednos td ¢
/1.13/ r)\)-l.* i-\'}-l} +Z A).u.-. m-}mv(a_k%rﬂ-\’@j&%w\- Qq %;\}_._)
& } 1: 2_ (Q*\S;&'}- G}té:« Q g,\)‘.)

gde Je sa J\).u. eznaden deo koji zavisl od torzi,je,

Zaf»E’ S*’*)“\ 5/* A +9.3 CAM
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kojl je ostao proizvoljan Jer ga uslovi zadatka ne odredjuju.

Na osnovu /1.13/ 1 /1.11/ diferencijalne jednadine kretanja

postaju:
N ¥
/1.14/ éﬁu_e$)ﬁ éivw- Q™ =0

MnoZenjem gezg;}é jednséine sa ﬂ,t imaéemo:

24 = 84
isto tako Je r - .
iﬂ.’. 'mﬂeq/mév‘tr
At F
Pa de gjﬂu'-ﬁ. J.'T.'QJ
d:tq/_ A V=

. " el Ty ol X +C {
/1.15/ qi\ 4. "‘G\; q}"l‘ (rrvc‘;" r)»v 4

b 3ednaéine /1,14/ odnosno /1.15/ eu poznabe kso diferencijalne
Jjednadine geodeziskih limija, napisame u odnosu ns proizwoljnl
parametar te

Na osnovu iznetog mofemo formulisatl slededi:

STAV: Holomomni, skleronomni dinsmidki slstem

kreée se po ¢ i 1iniji, w konfigurocionom prostoIy Sa

nekomzervativni

_];aef ic_i entima pove _zamsti

13 teorlje trajektorija poznato je / [5], stT,159 / da ée se dinaml-
%ki sistem kretatl po geodeziskoj 1liniji 1 u sludaju kada polje

sila, koje na njega deluje, ima pravac tangente na tra;jektori;]u
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n svakoj tadki /osobene trajektorije, trajectories remarquables/.
U vezi sa ovim moje se primeniti da su intencije gornjeg lavodje-
nja blle, da se pronadje prostor u kome &e nad dinamidki sistem
da se kreée po bsabenim brajektorijama, sto se jaspo vidl iz
Jednadine /1.5/ h:;]u mojemo iaterpretirati ka0 dmgi Njutnov
zakon, gde je na desnoj atrapd “aila“: Q. 'e'% |

Fronadjime sads takav linearmo povezani p:mstor 1 kome 63 vreme
bitd afin_ifparamet;ar. | .

Iz diferencijalne geometrije Je poznato, da ée dva linearno
povezana prostora imati iste geodeziske linije ukoliko im se
Xoeficijenti pﬂveaanosti rezliluju za venzor: /| 6 , str.156/

/ltlﬁf r\)\)a--n.h}.u p_-r (Q)‘g +Q/...S )

Iz /1.13/ vidi se da Je u ﬁaém sludaju

/1.17/ n)\}_.. ).)&’k Z.A}-L l-‘- Q g‘*\)“

Linearno pwezani prostori Lgr ¥ 1 I;Lﬂ} su dinamigil p@tpuno
ekvivalentnl Jer je ispumjem uslov /1.16/ a diferencijalne jednadine

kretanja u odnosu na sistem koeficijenata povesanmostl /1.17/

Ovde neposredno sl €dl da = dimamiéki nekongzervativni sistem
krece po geodezlsko] limniji u prostoru sa kaeficij_mtima povezsno-
st /1.17/ 1 u tom prostoru vreme igras ulogu efinog parametra.

20 -
PV % %
v = -
. &
"
R T8



2, TRAJEKTORIJ:» NBKONZrRVATIVNOG S1.oT MA

Ako iz jedpadins /1.14/

. N 2,&&%

2/ G + 059 % = 7 &

eliminidemp vreme 1 uvedemo kaso prbmenljivi peremetar luk, defini-

gan sa

j2.2/ AS = Qap- M}‘ GL“\,}L'E 2T St

imaéemo N
/2¢3/ q:\ = % "-%:
) (s |t A AL
/2% G, = ﬁ(ﬂ)"" Ao At
Podjimo opet od sakona Zive sile /1 2/ u obliku
"LL%%)L= 2 a”‘d‘q’)\ pwa oledi
A
/2,5/ ‘fg_-t%_— RN

Zamenom /2.5/ v /2.4/ imamo:

v N\ 2 A ‘- A
24 Q) =%2T+Qg~% %

Jedpadina /2.1/ postale

L q/ L1+ P ﬁuéﬂé LT = 2,@-‘5 taf ﬂﬁﬁT-— Qwﬂ-éﬁ)\
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r |
o T : L_ -
Odnosno: %&2; EE?:CL CL. i?i¢’¥t %'Q» “'C%f:;g
Ha.,:}.jutim Je
A e e LN AL
111

5 N Q;. IN |P- [{)9“]5".# [ G A—ngxp)]q")\c\"?‘__,_o

Negimetridinl deo koefieijenata povezanosti ne igra nikakvu uloga
u razmatranju, pa pésmatrajmﬁ samo simebdricnl dee lzragza u

srednjo]j zagradil:

r2i6/  qb® H Q g;v..-'r (G' 8)\-\-62,\6 ):h,’\q, =0

Stavljajuél

| Tw © W A w
rear Ty = I b i (O ar Q)= 2 Q79

diferencljalne jednacine trajektorija, mmgu s¢ naplsati u obliku:
n Hw . *

e SR I Py S (@ a0

Iz izloZenog sledli

skleroncmnom dinamic

STAV: Trajektoriije nekonzervativno

) povozapom Drosboru

« U ovom prostoru ;

&uﬁina luka 8fini parametar.



3. KOEFICIJENTI PCVLZAROSTI

| Koeficijenti povezanostl: /1;13/,_ /1.17/ L /2.7/ su
Beodesiskl ekvivalentn_j_., tS. digerengi;]alne_ jé@aéi.ne kretanja
napisane u odnosu na ove Ppovezano stl, ne razlikuju se medju
sebodn. Posto Je
ap = M =
r} - n,‘},, = ""‘"‘ (.G‘J\'S)* _\_Q,.S)\)

ﬂ_’\}* n}}* QT(QAS +Q#8 )

sve tri linesarne _pove:anosfsi imaju iste geodezlske linije,pa su

—;—:*kQJ\ ).L-E-G- 5 )

i sva tri linearno povezans prostora
La(T), La(TD), u(n)

dinamio ki ekv:l.val entna .

r

Pesto Je svaks od navedenih povezanosti funkcija 1 koordinata

1 izvoda koordinata po vremenu, Jer svaka zav:i.si od Zive s8ile

Generalz_s anih ai'z.nih eo dezi -

sistem, to one pripada;]u klgsi t.z2v.

gkih prostora, koje je 1928. g. pronaéao Je Duglas /Y_?-_\, str.ls43 -
168 / a kasnije razradio K. Yano / LB] s str.185 - 194 /.

_Havadimo bez dokaza nekoliko dinjenica, koje s¢ odnc:se na ove

prosbore a koje &e pam trebati kasnije.

Apsolutni ﬁiféremijal vektora u generalissnom afinom geodeziskom

prossoru, u odnosu na koefiecijente poveaanosti T je:
p,:haia . M . . P )\ _
/3e1/ 5 N = M 4+ P)..\ A ol.ﬂ\ A\

a kovarijatnl izvod



r 7
. ' . 4ef Pl d
gde su uvedne ozhake B?"-_:-; @) A PE -:_-.-.VN\ %
Dalje su

. » @ . ®
/3 4/ —R';;: = (3, r:_;\"' rj ajv;k)-(a)‘rAv_r/& bf r.)n))'\_

i
o S - p A
/3.5/ T.,,}_‘k = ay FP)\

t.2ve. tensori krivine.

Liov izvod koeflcijenata povezanoatl u generalisanom aflinom

geodeziskom prostoru, u polju vektora E s Blasi:

_ e o
per £ ETHEARGS ENEA A
3




4, NAPOMENA QO KONZERVATIVNIM SISTEZMIMA

Geometrizaclija kretanja nekonzervatlivnih sistema
sadrii u sebi komservativma kretanja kso specijalsn sludaj.
Namera nam Je da podvulemo razlike /geometrijskog karaktera/
koje k__arakteriéu geometrigku interpretaciju kretanja, jednih 1
drugih sistema, | |
Podjimo pre svega od ¢injenice da se Ziva sila sistema: /11/

moZe shvatiti kao kvadrat brzine u konfiguracionom prostoru, naime

a‘)\r

— YL M
mas 2TVEV =Gmq Y
U tom studsju zakon Zlve sile /l.2/ izgleda
N |
/w2l =L Q_—i’l:};:_r i

Kako Jje u ospovi nade geometrizacije postuvljen uslov da se

e A e . , .

vektor bx_-ziz_:m.q, paralelno pomers duz tr:jektorije, to Jjednaclina
J4.2/ implicira geperasliseni afinl geodezlski prostor {Vg;jlo?og

tips. / [_9] y 8trs22/. Ova Jednsdina podvlaéi,_ti 1sto vrome, razliku

izmedju Rimanovog 1 Vajlovog prostora. Naime, u Rimanovom prostoru,
pri | paralelmm_ pomeranju, duzina vektor: ostaje n_epmmen;iena, dok
se u Vajlovom memja po zakomu /4.2/ koji sc naziva kongruentno

pomeranje.
Kads se u jednadinu /1.5*/ zamenl vrednost za:& iz /1.11/ imamo

r

N



odnosno

’ — .- Q\‘
/58/ Vo Gap = = G

Namesto temzors 9Am 4 uvedimo drugi temzor ﬂl}‘ , ko3i je

pmporciamlm sa prvim:

/84.5/ §L49¢, (Y' QQA}L

gde .je pm:l._z.vel;jni skalarnl fzktor, |
Kvarijantnin diferegciranjen /4.5/ dobléemo:
Y, Gap =28 gan 3,0 - o_s‘-%_%_z:

a zbog /4.4/ 1 /4.5/ bide:

/4.6/ N -%-)srh"—'-' /A (,a;__r Qy )2;,\}:&: @_-‘-_-_- Af

gde Je:

/477 &v "2 T QQ

Premg tame, mogude ,ja pomositi prolzvodljnom ftmkcijom@fq,) funda-
meptalnl temzorgiu , & da se oblik jednadine /4. 4/ ne promeni,
Ovo znati, dz u geodeziskom afinom prostoru Vejlovog tipa, nlje
moguée potpuno édz*éditi fundamentalni metridkl tenzﬁﬁ a samim
tim ne postoJil askcioni lini;jski elemenat.

PokaZimo d4a Je za konzervativne aisteme, akcioni lini;]sk.i clemenat

jednoznadajno odredjen, 1 da je prostor u tom sluéaju Rima.nw.

Oznesdimp sa U funkeiju sile a sa FL totalnu energiju sistema

koja je u ovem sludaju konstantna.
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tada Je

/4.8/ (,=0,U ¢
/4.9/ 'Tl_;_. U+ha

Jemenom ovih vrednosti u /4.6/ imaéemo:

v
8l W G =2 5 u..,ml T

Izgberimo skalar G tako da Je

miao; E . VU
« 2.(U+h)
pa sledl:

sy & = C(Vth)

Jednadina /4.5/ tada posige
114 Gop = C(Uth)GApm

a2/ AT = € (V+h)dst ; € = awsds

Sto predstavlja ekcionl linijski elemenat. |

Za vrednost ¢ _iz /J'-'I-._}ll/ pro‘ster sa knei‘icijen’cima povezganosti
postoje Rimamov 3to sledi iz /4.6%/

Prema tome za slucaj konzervativnog sistf:ma_, moguée Jje konformnom
transformacijom /4.5/, imrréiti prepormiranje metridkog tenzora

tako da jednadina

23U G ap

-
/4.13/ V‘, C}J\}* — U__‘_l—b

postane:
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/a.1s/ Yy Gap= O
' ]
—
' 4
Dokafimo malopredjasnje tvrdjenje, da fundamentalni
tenzor nije w potpunosti odredjen, na taj nain, 5to éemo pokazatl
da ne postoji vrednoat & 1z /4.6'/ takva da je

L Q_.!-

-
ol

4.1 d A
/415/ — 2T

Za aluéa;] da ,je siatem nekonzervativan. |
Pomno%imo ovu Jjednséinu sa d‘\l i izvrsimo sabi:ranje, pa Cemo
imatd '

pae d(Ww€)= Q__c_:i_-g‘f

2T
Eako leqy po predpostavci nije totalnl dlferuncijal g faktor /,fT'
ne moie da bude integracionl faktor Fintegraeioni faktor moZe da
bude konadma fumkeijs a ne kvadratna difercncijalna forma/,
Jednadina /4.16/ gubl emisao i nade tvrdjenje je doka_zam;
Preﬁa tome, .izira_n‘/tln.'?/' mogao bi se 3hva’¢i1:i_ kao geometriska
mera nekonzervativnosti uolemog dinamifkog sistema. Na kraju,
napomenimo da komstanta  u /4.12/, me igra bitma ulogu, Jer
je lemenat luka u diferencijalno] geomet 1j1i ocdredjen do na

konstantu.



II DEO

TPEORIJA FOREMECAJA BOLONOMNIH SKALERONOMNIH
SISTLMA

5¢ POREMECAJI U SMISLU SINGA

Za inuéﬁan;}e poreméemg kretansa sklemmmih
holonomnih dinamickih gsistema podjime od Lagraondevih Jodnadina

druge vrste, resSenih po ubrzanjima:
ol |
| Hd\ _ ol . } )
/5.1/ G‘,‘l_ P‘b\[q,- C‘( —_ Q (rr"x ifbv '
gde generallisana slla Q“L aavi_sifsa_mo od polaﬁajai
Predpostavimo da nam je poznato Jjedno regenje jednadina /5.1/

r%.im

5.2/ a* =G )
i neka Je takvo_kretande poremeéeno iz bilo kojeg razloga; Pred=-
pestavljajuéi da su poremeéaji dovoljno mall, za jednacine poremele-

nog kretanja moZemo uszetl:
o
/5¢3/ q, = q + X (t)

gde de 3{_ vektor poremeéajaa
Predpostaviéem da 1 poremeéeno ls:retan.je zadovoljav:a jednacine

/5.1/ kako je to uobidajeno u teoriji poremelaja, nalmes

Rl = =pbTT = o4

4 +Tpyd v = -
Razvijajuéi wvelidinme FM- 1 3 u red, pod predpostavkom da su
vektori 3(?" male veli¥ine prvog reda, imademo u prvoj aproksima-

eiji:

e 5
rm S + X 0 rrw i

Q Q +1“pQ°"
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Zamenom covih vrednosti 1 vrednosti /5.3/ u /5.1/ bide:
u&

4+ ”*-i-(‘paﬂ’xs )(ﬁ, + X )[6\,-\—&) Qq xP s Q%

mnodenjenm igraza w zgradl 1 zadriavajuél sc ns velidipama prvog

reda, a zbog /5.1/ dobléemo:

é
/5.8, 2 0y %'ﬂ”“ %F‘cw% 5 =x" Q"

Ove jednadine cemo zvatl klas;l.éne jednaéine teorije poremeéa,ja,
Sustina sidedeéih transformacija, koje pripadaju S'ingu',. / [10_],'
s_trﬂl - 106 /, Baato;ji se u to.m,__da se gc:rh:je ,j-edna&:l_.ne naplsua
u invarijantnom odbliku, Invarijamtnost se postiZe time, gto se
veliélne Sf.* :I.)El:amene sa aspsolutnim izvodlima %‘?.; A.a 512:'_0:_.,

m da J?
%&z o F[:g O_LSP ¥
cSt’L cli LW *PW}\‘WK ; rxr%m'*‘rw%x*r”"%:c*—rm rmuq‘

cist‘- T
e
ako se na desnoj strani poslednje aed_na ine mesto 9 stavl

i

njegova vrednost iz /5.1/ posle duZeg, all lakog raduna jednacline

/5 -4/ PO Sta;ju:

A s
S R 2474 = " Vi@

Ove jednadine I;]e prvi izveo Sing i1 primenjene su na 3itav niz

/5¢5/

konkretnih preblema 1z oblasti stabilm'sti kretanja; /na primer: |

15 str, £35-6711 / .



6. POREMECAS PUTANJ A

Cingeniaa da su tra:lekto:zide konzervativnog dinamidkog
sistema, geodeziske linide u prasteru akﬂiaﬁﬂg linijﬁkng elements
/4.12/, pruZa vrlo velike moguénostl zs proudavanje poremeéaia
putanja 1 ajihovu geometrimacijuj
Podjimo od diferencijalnin jednaéina trajekmorija.

/6i1/ é_& + T Ajﬁ’ a_cg}
gde Je: CLﬁ'l C (U“’k)d}bl R déz ﬁTcLé?.

a rl"‘t kaeficijenti povezanoati obram?a.ni u odmau na sklciom

metriku. Na cspowvu analize izvrieme u odeljku 44 vrednost ovih
koeficijenata debi;]a se direktna iz /1.1%3/ stavljejuédi

Qr=aV; Q=q% 3,0 = UT L T U+h
4
it r?b*r = it’av}3+ 2{U+h) [3,508&4-3 05,5 U %MJ

Pomavljajuél postupsk kao u prodlom odeljku dobija se za poremebaje
patanja slededa Jjednadina |

liﬂk -9-
/6.3/ S + &Evﬁ- 5&

obe‘ _
g&e su Rimen = Kristofelov tenzor‘R; .5: -1 apsclutnl izvod
S /35 obrazovani u odnosu na akeiom metrilm.

Jednadine /6.3/ poznate su u diferencijalnoj geometriji kso Jjednadine
Xojima se merl t.zv. geodezisko odstupanje /"L*’&cart geodésiquen/.

s Str.217 /
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Ove Jednsadine predstavl jaju uslov da porecmeéene geodeziske
lipije budu opet geodeziske linije.
NapiSimo sada poremeéajme jednadine u drugonm inpvarijeantnoem obliku
koji eksplicira njihov geometriski smisao.

Predpostavimo da poremeéaini vektor obrazuje vekiorsko
polje, pa da je s toga funkecija paramefra G~  preke koordinata,
naima-§

x* = x* [9l0)]

Odgvde sledl da Jje

AG

it (5502 1 (5X)=c

jer je ovo Jednadima kretanja /6.1/, pa gornji lzram postaje

. L o N g o
/6:8/ %{-—i‘f-% iﬁ? (VA Ve )

ZHhog /6.4/ jednaéina /6:3’ pes‘ha;je A M,
A VA X _I_R;';: i ¥ ) 4, ‘ZL.ﬂ- =0

do Ag
Tzraz u zggradi je simetridan. To dokasujemo tlme Sto je antleimetri:
0w |
¢ni deo Tr.)\)-l] izraze

ve o | 0er A
Tv\)* = V)\Vﬁ :x-n{"l" R‘h\)ﬂ. mv



Jjednak nuli .
Galsta, posmatrajmo:

TE)\}L] = VL;\V 1 :I.d'-ﬁ'R
kako Je

V [.J\v).._] :‘td\ . R J\)‘-V

vor A v
"’L*ﬂ x

i
| . A nld\
R‘?[f\p] = (R’”*)* ?;d\)
sledli
‘”"L . L v ...ﬂ( r.,.d.. ,*)
Zbog T 1-__).‘)_‘] T— ;_‘:x- (R./\FY +Rw\ﬁ"" .. v}u\

Poslednjl izrasz pustaje
T x [R“"" + R, +12 )
[A}‘] - """ V)-l)\ ?/\,& )‘\N\

UV Riaspovim prestorima 33; 'R“' & -R..( .R " _
/ [12] y 8%r.182 / pa je ’T"""‘

Jednadina /6,3/ se svodi na

"LI“::.O

feis/ Vo G+ R
/;jer Je T):)_:( | simetridan tenzsor, aﬂk moze da bude makakav

vektor /Eél s StT.15 / ce |
Hedjutim, leva strana jednadine /6;'?/ ldenticna je sa izrazimsa za

Liov izvod koeficljenata povezanosti prostora akcionog linijskog

elementa u odnosu na polje vekbtorsa poremeéajal“ /Lﬁ s Sbtr.6 /
/667 L
>

Prema tome Jednalime /6.5/ predstavljasju potreban 1 dovoljar uslov

da transformaclje
= N
6.7/ G =Q, AN

definisu afino kretanie.



Wa osnovu stava K.Jana / LBI , 8tr.9 / afine transformacije /6.7/
prevode geodezliske li.ni;]a u geodéziska linije, pa su i trajekto~
rije poremecenog kretanja takodje geodeziske iinije u pmstem

akeionog 1ini;}skog elem&nta, 8%0 Je obuhvacenm i definisiéem pore-

meéenog kretan] 8.



7, POREEECAJ NEKONZwRVATIVNIHN SISTuMA

Fozabsvimo se sada pitandéﬂada 11 je mogude i u
sludaju nekongervativnih sistema, naél nekl drugl imariaam:ni
oblik poremeéajmim jednadinams /S.5/.
¥ tom cilju podjimo od dinjenice da su jednadine kretanja dinamidkog
sistema s obzirom na pnvezanast /1.17/ geodeziske linije u genersli-

gcarom afinom geodeziskom prostoru nalimss
5% 4 ae® 4o
/7 41/ dxr 1+ Y % = = O
gde Je
o 4
mar gy = ok (& 3%)

Keka Js pomta neko redenje Jedpnalina /7.1/ recimo:
“=9%(¢) -
i ako je takve kretanje poremelenc, uzmimo za jadnaéine poremedencg

kretanja

/7.3/ a;&:. ﬂ:‘\ t ':I.A_('U

gde kao 1 dosad vektor :Ld smatramo malom v lidinom prvog reda.
Ponavljajuél isti postupak kao 1 ranlije a vodeéli raduna o /7.2/
imodemo zs klasidne poremeéa,jne Jedna&ines

LIPSt
| r 8 o
174/ i—%i-lngwéﬂ"h aé‘n“”"‘ﬁ %+
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. -2
gde jo 95 = (%)

Apmlutni izvod vektora poremeéaja prema /3.1/ e
' >

a drugl spsolutni lzved

R a—

g’:t&_', (i&)_*_n'{ SOC ;x_"ﬁ'

At® . S ﬁdmsm . ak:,)\
_. | )\
5J$_a£ L3, M o S + 9, Ty 0 ™ 28 M g{

d- aMXﬂD " X

M -ﬂ X

P M VG oy Moo 84" X
| 1 v | |

ako mesto dcy/#i stavimo njegovu vrednost ia /7.1/ posle

sredjivanja dobidemo | S
T 1 d daY Adold 1 el v w |
L 4_..‘?5. o Sl AN | * XN
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I1i prema /3.4/ 1 /3.5/

b 11s A !'ﬁ"tg X
/75/ gd;t_-—;-i‘RBPX Sﬂ@ +T3‘w oa::. ﬁ.%;o

Je izrss za geodesisko odstupanje u geperalisanom afinom
gecdezi skom prostoru i predstavija odigledno generalizaelju geode-~
ziskog odstupanjs u smislu Singe i1 Levi - Zivite.

Da bl ove jednadine napisali u drugom invari jantnom
obliku predpostuvimo ds Je porcmedeno kretanje oblika:

/7.6/ @”"—-_- o+ x™ [ q,(+) ]

Zbog ove predpostavke blée:

/2097 4272 3, o 0,'-&"

EvE

Zamenom /7.7_/ 1 /7.8/ u klasiéne poremelajne jednadine /747,

doblée se:
n ¢
/7.9/[3)LBA‘JC°"+SC B,,ﬂ)l;\{-——-(a :C.g)a )...}\""n D I.'{—
9;}‘éfh- qﬁﬁ# =0
st Jdx

o
+ ﬂ?a O A+ Mug X

Kako je lzres u zagradi gimetridan po A i /_,_, to Je
o] v - of
230/ d Inat N+ 7 Sy Tux + "'ﬁ- (v x7) 9 N5\ —

B NP L4 Men 9 05+ Mg AxT=0
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il1i u tepzorskom oblikm  / Lﬁl , str, 188/,

“‘d i..-ﬂ ?
71/ g 3, + R VLT A g, =0

H-eﬁjutim, leva strana ovih :_]éd;naéim_ identilina je ma izrazom
za Liev' izvod keoficijerata povezano stl generslisancg afinog

geode 21 skog praatora, td.:

e’k a8 o V=0
/7:12/ gﬁn ,\_Y‘Vl 1—12,,, ,\:x_-i-T,,N\ aqux

Jednaéine /7.12/ predstavljaju potreban,i_dﬂvoljaniuﬁlev da
infipitezimalne transformacije - poremedeno kretanje /7.6/,
obrazuju afino kretanje, u generalisanom afinom geodeziskom

prostoruy Na osnovu iznetog imamo sledeél

nilje u istom prostoru.



8, O RESENJIMA POR:MECAJNIH JEINACINA

Pa b1 podwvukli maéaa teorije grupa u proud avanju
poremeéaja holopomnih dipamiskih sistems, diskutujmo predhodne
egzistenciju redenja paréijalnih_ peremeéajnih Jjednadina /6.5/ 1
/7.12/. :

Podjimo cd konzervativalh sistema. Poremelajna jednacina za ove

al ateme Je:

m .

a A
/8.1/ A Va = +R ap X

gde V.\ oznafva aimdol 'kﬂva:ijantm izvoda u odnosu na csnovni
tenzor QJ\)-L ={U+Lt) g_,\).\. prostora elementa dejstva.

Uvedlmo tenzor @j_b - Jednaéinon;
/8.07 < - 'DC.Q“ FO( . x . =
/8:2/ X "= F&“'%f‘ 114 (6,*—;._‘17,‘1)

ove jednailne 1 jednaline /8.1/_ napisane u oblliku:
o« ok
/8.3/ N L[‘* == \?}\}.-.

1
cbrazuju sistem parcljalnih diferenci;jalmh jednadina po A M
x* i3 -
nepoznatih veliina A M .

Uslovi int;egrabilmati ovog sistema sas / [8} s Str.56 /

— - s O |

/8.4/
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Prema poznatoj teoremi o egzistenciji reéenja sistema parcijalnih
diferenciaalnih jednadina /v. napr. [;3} s B8tT. 93 /s Potreban

i dovoljan uslov da sistem jednadina /8.1/ cdnosno /8.2/ i /8.3/,
koji u opitem sludaju mije potpun, dopuita redenje Je, da postoji
pozitivan ceo broj !’takav, da jednadine sistema El""* Eygy bude
saglas&.e 2a ave vrednos ti OC.* i é MU c}blaﬁ‘ﬁi pasmatran;ja, a da
jedna&ins sistema Eﬁ Y buda zadovoljene zmag'aednaéinﬁ prethodnog
slstema.,

Ako su uslovi ove teoreme zadcvolj&ni i ako Jo broj nezavisamih
;}ednaéina u prvih K - sistem ;jednak.'h +_!-£_'7'L s bads resenje

ovog sistema nije u potpunostl odredjenc vod sadr?i r proizvoljnih
konstanata, Pada postoji r nezsvisnlh rcsenja xz-:.) }(P(""{;'*“J n)

a prostor akeione metrike dozvoljava r -~ parametarsku grupu afinih
kretanja f’[}é} s 8tr. 396 - 400 fﬁ

Redenje poremeéajnih jednatina /8.1/ data su sa:

| ) (o) C
a5y Xt= C Xy

fvo sledl iz édinjenice da se svaka r = parame'sarska grupa mozZe
predstaviti preko r -~ jednoparametarsklh grupa /V.0apT, [13],31::‘.59/
U sluéaju da Je prastor akciona metrike ravan tj. ako Je

RN =
tada su uslovi /8.4/ identiénosti po QZ i&;.. pa Je reaenje u
potpunosti odredjenmo i broj nezavisnih afinih kretanja je M hE Y.V

Ova] sludaj odgovara kretanju po inercijl oj « kada je
=0

a kinematidkl linijski elemenat ima Euklidovu metiku.



Proudimo sada uslove integrabilnosti parcijslnih poremeéednilh
jedna¥ina za nekonzervativne sisteme /7.12/:

n n QR 4 |
LY R T G vy =o

- N .
Uvedimo kao 1 ranlje temzor %)\ Jednadinom:

P, 4
/877 XL ~xh N

" |
ﬂ:’)\-\-é)\ odnos no 2 EV;\I

odavde diferenciranjem po éyv imamo

7848/ é,, bx = <t T v o (Tl =2, ﬂ:f)\)
i jednadine /8,6/ %ada postaju:

/8.9/ V;:,, &:—- "'-R"):){\ | ?}4‘:{ ‘E‘f V x’
ksko je X samo funkci-;-.]a pﬂ.laﬁa_,l'j.a to sledi jo¥ da je

. A __
/8a0/ Oy X =

Sigtem jednadina /8.7/ - /8..10/ ;]e ekvivalentan sistem pmg <
reda Jednadinama /8.6/ po ’YL + L nepo-zmtih fu:a.kcn.ja ‘e"‘

Uslovi integrabllnosti ovih jednadina su / [_8] y Stre 190 /
fl

S
/8.11/ i_'Rv)*}.—- mv“’u‘“ﬁh (i‘lv 1)V R‘F*"R1rhv s
4+ Q V,;Ig'F-R':gh Vi +Rvy3 VA :I'?=

/8.12/ ;‘:T“‘“—; 2 ATy (S %= Ty —Ton % s
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Ukoliko uslovl integrabilmostd /8.11/ i /8.12/ nisu identinosti
po-IH' i 5};’ tada se moze dokazatd da redenje nije u potpunosti
odredjeno 1 da gzavisl od r proizveljnih konstanti a da generallisani
afini gebdeziski prostor dopudta neku r - parametarsku grupu afinih
kretanja. /[B] , 8tr. 193/,

Ako su uslovi integrabilnosti 1dentidnl zadovoljemi iz /8.11/ 4
/8.12/ sledi 4z je u tom sludaju: |

 Jednadina /8.14/ tvrdi da Je prostor u tom sluc aju Rimamov Uj.
. |

da Jje 9y H:A:O a /8.13/ da Je ravan pa dolazimo do istog

zakljudka _k.a;o i ranije da se kretanje vrsSi po inerciji.

Kao zaki;juéak podvucimo tri dinjenice koje slede 1z izloZenog u

cvom Peglaviju:

1/ Poremeéajl konzervativnih dinamiékih sistcma obrazuju grupu

efinih kr-ektanda u prostoru akcionog linijskog elementa.

2/ Poremedlaji nekameﬁ'ativnih dipnamidkih sistema ocbrasuju grupu
afinih kretanja u generalisanom afinom geodeziskom prostoru.

3/ Poremeésaji holonomnih dinamidkih aigtema shvadéenil kso ruvsSeaje
jednadina /8.1/ odnosno /8.6/ nisu odredjeni u potpunosti, veé
zavise od r proizvoljnih konstanti koje ne mogu bitl odredjene

" uslovima zadatka. |

Ova'posledn;ja primedba, po nasem miéljeﬁu,ﬁ niukoliko ne umanjuje

praktidni znalaj grupne koncepcije u teorijl poremeéa;ja;

U mnogim praktidnim problemima iz ove oblasti izredunuavanje vektora



 poremeéaja vrsi se samo zato da bl se ocenila gtabillnost xretanja

posimatranog sistema, Smatramo da se neki zakljudci u vezi sa
stabilnodéu kretanja mogu dobiti 1 bez potpunog poznavanjs vektora
poremeéaja, & bad zashvaljujuéi teorijli grupa.



9, O JEDNOM GRUFNOM KRITsRIJUMZ ST BILNOSTI
STASIORARNIE KRETANJA

Za kretanje se kafe da je Et&bilﬂﬂ ako Je &uﬁina
' vektara poremeéaja: ""gdﬁ‘f{-"? ogranicena tokm kretam,ja. |

. KEriterijumi za ocemu stabilnosti kretanga, kakn
konzervativnih tako i nekonzervativnih kretahja; nisu dosad nadje-
nil. /ovde se misli na proudavanje stabilngatiISingavom;metodom

poremedala/.

Jedini izuzetak &ini stacionarno kretanje konzervati-
viiih dinamickih sistema, tj. takvo kretanje kod kogo su pozicione
generalisane koordinate 1 ciklidne generalisame brzine komstantne

tokolt Kretan]a.

uslov za stabllnost

syalovo

Potreban 1 dovo

rilikom poremedaia. 10

totalns energiis ne menija

Totalna energija je u ovom slulaju konstantna i iznosi za neporemee

é¢eno kretanje:
R T+N0A= W

a zZa poremedeno:
| !
- T
9.2 T+ 0 =hrbh

gde je O q"' varljacijs konstantne energije;
Iz poslednjeg izraza sledi da Je: b

- >
T*=% %*(ﬂ,dwid‘)(‘fbﬁ*‘*b) A T+5 % Gup 4 g L HGabd X

e & (LnpY A IpnA)) g T Qupdy X



m nesto iﬁ ~ uvedemd %""i imacemo
T = [ P gep i B2 g 4T H =

=LY Bl AEANTY M g“‘ ¢ 0“[‘5""»“’3ﬂ*"ﬁ“‘f”‘;\’ At

i razlika /9:2/ i /9.1/ daje / {_15] . sfsﬁééﬁ/

Eliminisimo iz ovih jednadina vreme, U tu svrhu podjimo od
jednadine /2.5/ koja za sludaj potencijalnih sila glasl:
T
d 3 A1
dk* S

odavde imamo prvi integrsl u oblliku:

{g1ﬂ:-:l('LL‘*r])EEh)\

79.48/

pa /9.3/ postaje:



Podjimo sada od jednadina /8.1/ ka,je pomnoZene sa JLOL@ i

sabrane poo{ izgledaju:
a, a,

AVA V L +R~urw o =0

da® dat 4o,
PommoZimo ove jednadine sa e % o i ssberimo po indeksims
‘)‘-\)-l- 1¢° o Podto Je tenzor ‘R?Apﬂ" antigimetridan pn/u.

1 T o jJe

Ruape 20 S 4 20

pa gornja jednadina poata;je

(.34\\7 "‘)& c&‘”o

A
Posto Je vekfer d‘q{ /d.fa" kovarijantno konstanban bide:
G M. | g
*§“(UV;.:C¢'éfL ‘%ﬂpj’::C)
Aq | a5 Jdg
ra B8ledl da je:

LV 15‘) "B‘.}Lﬂ C

/9.6/
odnosno
o Wy O
/9.6%/ vtrl“)% i ¢ 114

Sar an® _ g
/9.7 CL)\).\ Ae Ao

cde smo sa ertom naglasili da su odgovarajudél vektori napisani

u prostoru elementa dejstva,
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Pﬁevedim izraz /9.7/ u prostor kinematiékog linijskog elementa;
_posto je:
Aap = ZLU-&L»\%).).\. ‘)\%A,u

q" ———
TEN_ L SXN Aol Ayt !
;—gﬂ-.ﬁ G’lﬁ"J AT U')'\ D

isres /3.7/ pmsta&ﬂ*

povezanosti /6.2/ :Lmaéem

%Aﬁ%ﬂ{% L } E'_"iu.f-_..[a U8w+a Uég U %w}l l =

o)% a6

Sto posle kradeg raduma daje:

9 5 | . -
Posto Je AG = J\"LS to prelazkom na parametar A goinji

izras postaje:

/9.8/ %A)-L )\
o . As |

Navedimo bez dokaza jedan pomoénl stav iz teorije grupa koji

glasi{ Dva prostors u konformnom odnosu imade iste grupe kretanja

ako Je CI? 39U=G gde Jje J\ koeficlijenat proporeijalnosti

3y | |
Axp = N Gap, a OC  vektori infinitbzimelnog pomeranja.

/ -Ll}] , stre 23/
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Predpostayimo sada da vektorl poremeéenog kretanja obrazuju grupu
_kretenja, w prostoru elementa dejstva, /Ova predpostavka nije w
opretnostl sa komstataciom /1/ prodlog poglavlja jer Jje svaka

grupa kretanja u isto vreme 1 grups afinih kretanja/.

Tada ;jadnaéina /9.6'/ daje |

A |

Pa Je &

€ =0
gko Je ta grups takva da se poklapa sa grupom kretanja kinemati-
Skog linljskog elementa onds je 1

:x_"'a,,\] = O

pa se iszrazi /9.5/ L /9.8/ poklapasiu jer je u tom sludajus

& = CA =0
~

ofil QL&E_-%.L-"-I&EO

Da% ?"‘l«i

Pa je uslov za stabilnoat pe Singa ispunjen;

Ddavde sledil sledeéa

_elemoenta defstvg

i gko Je ta grupa identidna sa grupeom kretanija konfisuracionog

§_ tabilno.

27.I 1963. god.
BReograd
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