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BOT-CIJE 1 SKHACEHICE

Pojedini delovi teze su nnmerissnl rimskim clframa .
Delovi su podeljeni na parografe (keji su numerisani arap-
skim ciframa) od kojih svaki inoa svoje ime , izusev paré-
grafa u uvodu 1 u prvom delu tesze .

Pri pozivanju na neku jednadinu (relaciju) iz istog
dsla , pisana je njensa ognaka koja sa sastoll od dva brojne
Prvi brod Je u stvari redni broj parsgrafa u kome se Jedns-
3ina nalazi . Jednrkost iz nekog drugeg dela cosznacevana je
sa tri broja pri femu je prvi - broj odellka (dela tese)

& drugl - bhroj parazrafs u komes se jJednalina nalszl .

Slovs H 1 R, u ¢itavom radu , oznalavaju skapove prirodn.

ih i realnih brojeva , respekiivno »
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Teza je sastavljena iz tri dala 1

1 dec ~ Generalizacija 33;4;3 rezultata 4o koleg su
deEli icmél , Ghermanescu i Hossza

11 deo ~ Fumkcionslna jednadina
F(xlgxegifayx *1}ﬂF(xzyxjfiii§3h}Itzl)'# f(xiﬁzﬁ,.y.*x ‘3&*1) ’

I1I deoc - Raeiavanje izvesnih klass funkcionalnih jednading
u realnod ablaati .

le
U prvom dalu doblo sam opite refenje funkciomalne jedna~
¢ine -
(111) “(zl,x gaeeyl )*?(32133§itﬁ P*l)* sEm
?(xm-p-i-l’ F.,.w**lix )t 5‘(3 §+2’xn-p*3’*'**‘.&1‘kl)+ soe
(n>2p-1) ,

+7(x ,xl,.;.,xg_lﬁ

kap 1 Jednuline

{lng) Fl(xl,£2,¢yu,1 )*?2(32,33,;-i;xp*1)* 2es

n_p+l( n-prltEn.pr2v e s¥y )
Hpepez (SnepeorXnoprzssecsXne®y)d oos
‘*’ﬂ {x ’I’lgxﬂ’l#i,xp 1) = 0 (ﬁ?x 29""1) »
pod 3laﬁ@éim;pratpﬂatawkamﬁ

1° ,xiGEE s 248 se skup B ne podvrziva nikekvia ogra-
nicdeniina |
| | | ‘/’5 b *#,
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2% sunkeije ¥ s Odnosno funkclle Fy N (kpje su ne~
posnate) uzimsju vrednosti iz jedne sditivme 4bel-ove grupe H.

Jaméinu_'(lﬂ} s 22 proleveljne n>p , reiill su 1%960.
godine Ja.dczdl , Ys.Ghermonescn 1 HeHosaza u svom &lanku 12)
"On oycllic squations” « Unl su tokodje nasli opite redenje ,
ali su morzlil , 2bog prirode upotrebdbljienog dokasa , 45 uvedn
{ tredu pretpostaviu i

39 Jednaiina ok = . (X,4€H) , mz svako m<n (men) ,
ima Jedinstveno reienje X = /m . L

hemultate iz dlanks 121 generslisas je takodje 1. HosBzl

a svom radu 17] « U ovom radu or nijs pokudao d4- oslabl pret-

postavke ved daje generslissciju u drugom smislu , modifiku-
jiiéi dsdnocinn {1.1) «

0] dokaz je wnatno Jednostnvnlil od onog kojl Bu 4, 1
aluiaju n>2p-1 , 4213 pemenuti autori u 121 .

Jadnadina (le.2) je prirodno uopitenie jednaline (1.1)
1 njeno opite refsnje san odredic istim metodom .

Ustaje neroisno sledefie pitmnje s Da 14 se takodje mole
s | .
nac opfite refenje jednsdin. (l.1) 1 (1.2) sko j8 p < n < 2p-1
1 ako se odhzel pretpostavies 3¢ 3 | o |

2o
U drusom dsla san reiavas Jjednadinu

(E ll) F (Kl ,Kg gess 3-3}14,1)"5'(3& ,-33’ 28 & ’xn,i,lQXl}

= £ (Kpﬂgf*"txn-_-lfxn'xn*l) *

Pretpostavio san d& su nessvisno promenljiive X,E8

da je S poluzrnpa u odnosn nn intermu binarmu opersciju e
i da za tu operaciju postoll jediniini slement e (€5) .
Za nepozante funkecilse £ 1 £ san pretpestavie da usimsju



vrednosti iz jedne adliivne ibel-ove grupe ¥ u koje] jeuadina

(n+1)X = » ma sveko AEY ima jedinstveno reienje po XIC€U,
naime X = /{n+l) » Gofe se dokazatl da ix pﬂﬁlﬁﬁnje pratpa-

stovke sleduje da takodje 1 jeanaéma

X = A I { ml(xwl) 1 KER )

28 svako /L €E ima Jedinsiveno refenje po X . Ova posledicu
san koristliec v dokazn 1 bew pozivanla na nlu »

©liminacijen funkeije F , lednadinu (2.1) sanm sveo na
gciklidinu jedrnading | D

(2*?) i(xljxgiﬁiI,xﬁﬂl*;nlin*l)+fixﬁfxz'yilf;ﬂtxn*l‘xi)

_+ *n% *ﬂxz;'*‘l'xl*xﬁ*‘-"-*-“xn._-:z!x Bflﬁn) = O o

Ovo je uprnve ons jednadina koju smo posmatrali profs
DeSelitrinovid 1 j& u Zlanku 18! . U tom &lanku navedena su
izvesns refen)a jedn-Cine (2.2) sl11 u opstem sludaju nije atve-
djens priroda tih refienjs « U dlanku 13! dokazso sam da je rede-
nje koje je navedsno u 18| opite zko Jj8 n =3 .,

Ovde sam nsstavio rod ne ispitivaeiu karakters onih re-
Senja jednaiine (2.2) nas koje je wimazano u 18l  Dokazao saa
ds su ta redenja opdts L usiudajevire n=5% 14 n=17T.

Ovo @l jJe sugeriralo da pretpostavim da su btz rafienja
op3ta 1 u sludaju proizvoljnog neparnog n « Da 1li Je to tacne,
zazad ostaje nepoznalo »

5 pbzirem na vrlo opSte pwt_m&taﬁrk& o 541 % dokazl su
=2 gleoment rml ma 43 vrle dugsalil » D8 b1 se ovi dokazl nil-
nili ‘to preglednijim uveo san mlamju ekvivilenclls & u
skupu funkeljs E = { £ 5%>x } o Plsano jJe g = h (2,5€%)
tada 1 samo tads ako je funkcijz g~h relienje jednaSine (2.2)

koje ins8 oblik

flttlitggt!t,t 1#t )”fl(tq'taglﬁi'ﬁ itl)

w4 q
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e Em{ fﬁ(tl’tﬁiggyftﬂ_ 'V‘tﬂ“#*l*t _i*z}iﬁi.ﬁ}tﬂ 1’t11)
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gde su £, proisvoljne funkcije nawnstenih argumens
U istom ¢ilju , umesto f{xl,xzﬁ,:“xs,xs,x?.xa)

pisano je samo 1234567.8 1 8licno u drugim slufajevims
- Drugin reclma izostevlijane su slova £ 1 x , zapete 1 zegrade,

De |

U tcmam delu posmatroo ass vide klasa fzmkcimalnih
Jeénaline u realnom podiulju » ivo tih Jjednalins 1

(3.1) ?(Et.}’tﬁ};‘“ﬂhﬁiﬁ) = f{x,y+2) ,
{31 bis) ﬁx;w)ﬁ(yyﬁmhﬂﬁ,ﬁ*g)_ = 0 4
-BEPD

z - . i-1 .
32) poer Ry ¥ ooty gt e e e Ry 0 X pena1 oo ¥ anap)

nﬁ’

(3 3}. zzx—*-%*g e plx 42 teretx FE  atees ) =0
SRR Y AELTERT e e Ry H e 1 T R g Voo B ) 7 0

(3¢4) ¥ ©C*"*F {xl*x *uwx o # By P g o tee et ) = 0

-,
b

wée Jo € coikliinl operator , periods azn+p , koji
' je definissn pomobu jednakosti

gaa ';j@ £ preoizvoljina Pankeida e

Jednasinn (3.1) je specijalni sludej jednadine (Z.1) iz
druzog dela ( poime odde je Seliisi a operscija "." sablrinje )
Ovs Jednaling se svedl n8 (3.1 bis) » Jednadinu (5.1 bis) reilo
sam a ¢lanku 14] pod pretpostaviom da jJe funkeiljs £ neprekidng.
Loristecl eopite refenje Couchy-eve jednaline ovde sam formirso
epite redenje jednndins (3.1) 1 (3.1 Bis) .




Jednsiinu (3.2) reito 38m u ¢lanku 153 paﬁ pratpﬁatmm ds Je
mmza F neprekidna .

Jodnadine (3.3) 1 (3.4) se ovde prvi put pojavlijuju .
Prva se svodl na Cauchy-evu jedn Cinu te sam na ta] nacin eodre-
diec njenc op3te relenje « Jednalina (3e4) Je izgled: znzine
komplikovanijec « Zato sanm posnatrap samo Jedan njen pssrt.tknla«-
ran sluial 1 to keda Je =2 , n=p=l « ?mtpmtavlaajtwi tada
da su funkcije F, (1=1,2,3,4) neprekidne , dobloc ssm opite
reienje te jednadlne « 5ve ove funkcije se Jjavljaju u oblikm
polinome drugeg stepens po dvema promenliivim prl Cemu koefi-
cijenti zsdevoljavaju lzveans uslove «

Ea ma;u Selin &2 1stsknem ddnjenicu , 48 mwe Je prof.
ﬁ«Sﬁiitrimvie podstakao n2 naudni rad u matematict i posebno
u ove] oblastl . FProfesor ﬂtmﬂe Je tskedje prodisimtovio
58 mnom plan teme , proditao prvu versiju rukopisa 1 éso nis
saveta 1 suzestija keojl su zpatno poboljiall tekst o




I émo

SHERALIZACIS » JEDEOG REZULD~T» DO KOJEG BU ROCLL
ACZEL, GHE BIANESCY 1 HOSSZU

Le

Jeiczél, U.Ghermenescu i H.dosszu u svem radu I2/ ¢ On
cyelic equatiens, poamatrall su osnovnu oiklidne funkcionalnu

(1 Ql) F(xlﬁzg pRee rxﬂ) "‘F {Ig 1331&#.-# ,xﬁ,xl) Yeee
+F(X, g%y pewesXy 1) = O

kao 1 iz nje lzvedenu jednalinu
(1#2) F{Iliﬁg pERS ,ZP}*F(KE,XSQ - ‘*:F*‘l) *-‘-i_; L2

s ik o Tr i Lty U D

g (xﬁtxy wes ,xyﬂlﬁ = 0

‘gdes su p 1 a (pw) dva prolzvoljina pozitivna droja.
U navedenom radu onl su formulissli tri teoreme od ko-

jib drugs glasi s
Opite refenje funkelonalne jednu¥ine (1.2), ko je

n =z i‘Ey-il,f | Ja
Ova teoremi, kap 1 druge dve, &smaﬁa Je pod slededim
pretpostaviama @

1° X4 € 8 , gde 3¢ z4 skup 5 ne postavljaju nikakva
egraniienia 3

29 yunkelia P uziss vrednostl iz jedne aditivne Abale
ove grupe H | |

%% 23 eyupu 4 pretpostavljia se da u njoj jednacina
Zanje X = A/m o |




freca teorema, ka;a se odnosi ns jJjednalinu (l.2) u
aluéa;u p < r < 2p~1, dokezsna Je u pomenaton lenkn samo
as jednom primeru. M. Hosszd I?l ja dokazio jednu teoremu ko-

ja gmazaliw rezuliate dvelu spomenuilih teoremi. Taj gene-

raini i resultat je dobljen p@é uzm pretpost&vians 1° 29 ,3a

g

U ovem paragrafu nadéi cemo opite redenje funkcionalne jed-
naéine (1.2) 38 n >2p-l, gde su uzete u obzir samo preiposiav-
xe 1° 1 23 iz pthéﬁag paragrafa.

{2;1) F(xl,xg,. -e ’xP)

- t(xlixg goe * !SP*J’ )":;f (12 '13, L A K fo )*’A  §

zde jo £ proizvelina funkeids (posmatranog tipa) 1 A pro-
izvoljan element 1z M za kol je nA = o
nom s moie proveritl, 4z svaka funkelja F

DOXLT Zamen
oblika (2.1) zadevoljave funkclonalnu jednalinu (1.2). Ostaje

da sa dokaie obrnuto, tj. 48 1z (1.2) sleduje da funkeija F
ima oblik (2.1). Da bismo to dokasali, poéi demo od jednadi-

ne (1#2)# -
Heka je - mwaimlma Piksiranl elenent iz skupd S

?r&tpaatavljajuai d2 je¢ n=22p-1 1L 3“5&?].;&;&31

xml = xp,.,g ™= sew = En 23 y
Jednaling (1.2) dobije oblik

{2*2) F(31,£E ’tii'ﬁ}*a?(xg ”K}’*‘* fzpjﬁ) ""'ii L
*F(xﬁ, DyCaneny@)t{n~2p+Ll)#(CyCraneya)
+F(CyCyueeyCyXy ) #F (0, Cp00esCeXy tEp)teee

-e-fé‘(e:;..,xl,xz,a-u,xp‘__l) = O



Stavljajuéi a peslednjo) Jednakostli x_ = ¢ , doblija se

P
(3*3) F(xlfxzyiiifx..1;$j+?(32,£3¥ii#§:pﬁlgﬁgﬁ)* san
+F(z§“1,ﬁ,a,q*s,c)*(nﬁzp*ﬂiﬁfa,a,;;;;ﬂ)

ff(ﬁgﬁgaﬁtfﬂgﬁl}*?(efﬁi*‘*i@rxlfxg)* i

+§‘(ﬂ,xl,12,¢¢-n,x§_l)' = 0 @

Oduzimanjem jJednakostl (2.3) od (2.2) 1 sredjivanjem
dolazl se do reluells

(244) F(Slgxgiiigizﬁ} =
= ?(Elgngii#tx?':_lﬁﬁ)*ff{ngxﬁ‘*'.*txy-’ﬂ)

| +F{X2133}iii1x?wlfafc)ﬁy(ngx4ﬁt**fxpfcfg)
+ R X
+§.(xlj__1;ﬁ; ﬂ}#t#’ﬂ)ﬂ? (KP; G;Q, Ql#.*ﬁ)
fF(ﬁ*@;ﬁ#t;a) »
| e
Uvodecl notaclle
{(225) f(xl*XE""*ﬁgwl I 19%07

@(x;jtﬁigtt tt,%_l’ Cy 3)’*’ XY *E‘(xpnl’f&iﬂit#t,ﬂﬁ)‘

(2!6) A = F('Q,‘ﬁji#i,ﬁ} $

Fﬁlﬁﬁijﬂ {Et%) ﬁﬂhijﬁ UPpYavo oblik (E#l)t zlesmant
zadovollava uslov n: = o, 3t0 se zakljucuje stavlisjucl u
jednadini {1&2)

o

Kl ws xE  ogge ;ﬂ = O a

Ovim je zavrien dokaz teorome l.



Ova) parsgraf posvetideme daljo) generslizacili jed-
nadine (1.2). Kaiome, paamtméwa funkclenalnu Jednadinu

O L A L

B o1 B e o prr o+ %y
*fﬁ_p*QC R.P*E’ ,*F*j,u-a,xn,xl)* e

+F (xnixl!***fxﬁ_l) = O (p <n) ,

pod pretpostavkams 19 1 29 1z paragrafa 1 {pretpostavka 2°
valil za& svaku od funkolja Ef‘i Yo

Teorema 2. QOpite m&, e fuﬁkeimalne Jedn f‘i;:
ne (3e¢l) , 28 n>2p-1 , data je formulama |

(3:2)  Fy(%)4%ppneesx) .
= fi(xlﬁzg’i**’xp”l)“fi*lC#Ei;}?*&.’%p)
(1 = l,_E, XX !ﬂ"“l) ¥
Fn(xlfxg’f!i?xy)

b fﬂ(xltxg,***#Kpﬂljﬂflcxﬁrxjfl’**xp} : 4

gde su f, (i = 1,2, «se yn) proizvoline funkcije definise-
¢ na skusu S5 , 33 vrednostima iz U . -

b e

Dokaze Radl aps aamﬂja, snatradeno da Je

Fi =P o X5 = Fg4n »
Koz*istﬁé’i te konvencije, jednadiini (3.1) mofemo dati oblik
(3e3)  Fy(®gyxgppreeesXyyp 1 ¥F o (By 010X gn0eeesXy p)* oee
*Fien-p (xiﬁnﬂﬁ "X 14pn-prlt* ¥ 4n.] )
Fien-prl Fian-pr 1% Limopaar =0 093 4 1% )F oo

*Fi*ﬂﬂl(xi*ﬁﬁl’xi’****xi*pzﬂ) = O e



stavljajuél n (3e3)

Zgop =™ Freprl T 000 " Fpapay T O
gde je ¢ proizvoljno fiksirani element iz S, dobljame

(3ad) Titxi?xi+l"‘*’xi+p~1)*?ifl(xi+1*xi¢?**'*’xi+pr1’g)
+F1*2Cxi_}agxi*}ﬁﬁ-n,zi_i_pzl,ﬁ,!ﬁ}* e -
*Fi$?_1(;i¥9ﬁl’ﬁfﬂ"*‘#Q)¥?1+p(ﬂ¥ﬁi***3¢)
+F1*F*1(a,a,agi,ﬂ)+ rs %Fifnﬂp(ﬁ;ﬁ,;gégﬁ)

+F l(a’h"*i*a’ii)+Fifﬁ p+2(3*3”*"c’“1*xifl)

1+ﬁ—p+

+ aws +-Fim‘_l(f},xiixi%liﬁil,xi*gﬁgg' = O e

Ako se u (3.4) stavi x, 4 = ¢, dolazl se do jednadine

(3‘5) -?i(31!31+1:***ﬁﬁi+§*2,%)*?i+ltxi*l,$1*2,¢nt;xi*?*ggﬂjg)
+ % % *Fii’i}*ﬁ(xi*?-z’a*a’*"’$}+Fi‘i'ﬁ-l(e’¢’**"e)

(@,ﬁ,#it,ﬁ)% #at'*?i (h;vféiﬁfa)

“Faep o
+Fi*ﬂ ??1(g,u,‘i!,H’Ei)$’i#ﬁmg+¢(ﬂiaii"‘Gixi}xi*l)

¥ ewn +Fi'¢”?“lh$’xi’xi¥l’*"!xi'i'E“E} = J =

pduzimonjen jednokosti (3.5) od (3.4) 1 sredjivanjem,
dolazimo do relaclje

(3'5) Ficziiﬁi+l;tii,xi+?wl)

= ?i(xitxi*l!&iciﬁi*pﬁgga)
*?1*1{31*1131+g1¥**tzi+y-lig)

1F1+2(xi*2,31*3,¢¢n,31+pfltﬂi3)

+ sew



~6~

‘i‘?ii_p_g (1i"t’p"2 pCrlgenay Q_)
fFitpwlcxiﬁﬁ-l*g’ﬁ’*’*’3)
¢F1*Pﬁ1(ﬁgapit!f¢) #

koja vaZi za svako 1 = 1,2, ees 00 o
dvedimo notaci je
(37} gi(xl.;xgy-nnxfki) = Fi(xl:xg#**iixkl#ﬂ)
I*Fi+1c;2*x5"ibinglfefg)+ san
. %F1*P#E(IPﬁl’3ia#**i’e) 3

(513} di == 1+?_l(aiai***ié) .

Kﬂristeéi koovanci jo Fy E'Fiﬁn s Zakljiudujemo da je ta-

kodje gy = g,,. « Eonstants hy (i) zadovoljavaju uslov

(3+9) Aythot sse +h, = 0,

Jar s2 on dobija 1z jednadine (3.1) akxo sa GTAVL X)X, me e suX =04
Ra osnova (3.7) L (3.8), umesto (3.6) molemo pisati

(3+10) Fi(xliggt#wr?#p)

" 51(31*32"***xpwl)*gi+1(;2‘x3"*"IP)+£1
(L = 1,2, avs 40) &
Ka kraju, uvodedl funkcije
fi = &1 »
£y = &= s

f3 = ggﬂﬁlﬁhz y

1T

$ I OE emiig weih, ew -
.fn EnT TN wee - n-1 *

L koristoll se relacijom (3.%) , zakljudujemo ﬁﬁ.fuﬁkﬁijﬁ (3.10)
dobijaju oblik



(3+11) Fi(xlfxﬁiﬁmﬂ,xﬁ)
= fifxl g-ﬁg; LA B ;KP_l)#fi+l(12’I3, L R X 'IP) |
(1 = 1123 LR B fn)

gde se podrazumeva 43 J8 Iy = 1 .4 ¢
. Zako ie oblik (3.11) identiian sa oblikom (3.2), dokezs-
11 smo 4o iz (3.1) slseduje (3.2) « Obmuie tvrdjenje, tJ. tvre-
dlenje 48 funkclje (342), pri prolzvoljnim I, , zalasta zado~
voljavaju jednzlinu (3.1}, mofe ss proverltl zamanom.
Ovim je zavrien dokaz teoreme 2e
U sludaju p <n = 2p-1 nismo mogll ds ﬁﬁdjﬂma do teo~
réma koje 3u analogne tegremim- 1 1 2




il deo

ﬂpamaiju 9?&@%‘&&?13% da ;a aﬁaeijatimﬁ 148 ima gedméni
almt e (€8) ; drugim reiina pretpostsvliame &a 5
ngrops 88 jedinicem . --
Pretpostavljomo da nepomnate funkelje F,f uzimaju vrede
nosti iz jedne aditivme sdel-ove grupe He 28 grupu ¥ pretpostav-
ljsmo da jednadina (n+l)X = A (I,5€H) ima jedinstveno refe-
ni: X = 4/(n+tl) + Iz toga sleduje 45 takodje i jednaline
X = A { al{n+l) , k€F ) im8iu u ¥ Jedinstveno relenie
Po X » ‘
Frovlem se sastoll u maﬂ;iwmju avih maguam parava
- fankeija (F.f£) za :oje je

(Led)  Flxyaxpeeecsty )-8 (2, 0Xgpenesy 103y )

DokaZimo da 23 svako n (€HN) postole netrivijalna re-
fenja funkcionalne jednaline (lel) o
Zalsta , neks 3%

{(1e2) Fctlitﬁiiﬁifgﬁ*l}

n
Y & _

*fl( Eyr%oseee *tﬁﬂ?" tﬂ*.'t tpe 31*"1)
[ -l
Gi

&
.



#rgi(#1*t2¥*!"tﬂﬁlﬁ?n}ffl(tﬁ’ﬁﬁ*‘**?ghftl)

(%] _
‘o gEﬁ {zv(tlitz’**"tﬁgvitﬂyv+1f§ﬁﬁv*2’***'tﬁ)

zda s iﬁ . f (v = 1,2y ses ,EE?;} } proisveljne funkolje

xoje uzimsju vrednostl iz grupe 4« 2ko J8 n =1, na desnogd
strand formule (l.2) treba sadriatl =amo prva ﬁigmu, a ako Je
n=2 tu sigmu i Zlan sz f£,. Ha desnoj stranl formule (1e3),
ako je n = 2 trebe zadriatl sSamo dva Eland sa :l s & 2ko Je
ba smatratl da je desnd strana jednoka nulls Slove E
ama (1.2) 1 (1.3), o péava cikliind aperata4 perioda

ﬂ#l Eﬁji je definisan P&mﬁcu.j&éﬁﬁkﬂﬁti

"4

{1&4) g ?(tlgtﬁgi!igtﬂ*hl) = (f{tgit?!#**‘*tﬂ*‘l’tlj ¥

gée Js ? projzvolina funikel jde

Dokszacemo 48 funkcije F i £ koje su definisane j@ﬂnaw
kostiza (l#g) i_(l¢3) ﬁﬁﬂﬁ?&ljﬁfﬁja_jﬁai%biﬁﬁ.(111)*

Hajpre imdmo

. B |

= {(1~C) z oV f
V=0
N n+l |
= 1 ¢ £, ~ g gl g
V=0 V=0

il
SR
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p
h
i
ik
bt
i o
“ ot
£
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i;&a
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-1l

(1""’6) F(Il,IE,sa;,xh_’_l) wt f(xlszftl#;xn# +1)

2t0 6 identiino 32 (lz&l}t

Primedba, Gornje granlce gzbhirova u fﬁmulama (le2) 4
(1e3), u kojima je sumacionl indeks oznalen sa& v, nisu morale

biti bas tﬁﬁll " vee su mogle biti % vaéé, nt primer n .

=
511, koo 3to demo poknzsti avi ti dosunskl Slanovi mogli bl da
sa pridrufe onim <lepovima xojl ved figuriiu u tim ghlirovimbe
posmatrajmo, na primer, u sumi koja se jéviia u (1e3) 5 One
sablrke %ojl bl se dobill 28 v =k 1 v = n+l-k gde Je

Eow= 2;5; s 9 F%l] 3 nalma

{li?) fk(tlttzi*‘*’tﬁ“‘k ﬁ k*l:"i*-’tﬂ-)

2 (B qrbpeneresty rEpresesty 3oty ) (v=k)

(1#3) rﬁ*l_k(tlitzi#!#,t?ﬁ“litki Qi!’%ﬂ)

S AUORY CPRTTRTL WL SPTTTPL ML S DI Skt

~ko ovedemo novo fonxeljn

#'ffn+l+k(tx*tk¥l"***tﬁml*%l’tﬁ*"‘*tkfl)

izraz (l.8) doblis oblik

g (Byatpreresty poby ﬁﬁl,*,*,tﬁ}

*gk(§k+l’§k¥“"'*’“ﬂ’gl"t"t l*tk)

¥0ji se moje ssfetl sa izrasom (1.7) u sdamo Jedan 1274z istoz
oblika. 72 to je dovoljno uvestl umesto funkelje I, novu fun-~

kelja fk%gk .
Isto rezonovanle se sofe primeniti 1 na formulu (1e2)s

Navsdino vosebno $ri najjednostavnl iy sincajs ns=l, n=dyg
1 n=3. Zomeniujudél ove vrednesti za n ou (1el)y{lez) 4 (1a3)

‘1‘“#:@

dobhija se



1222 n=1,
(1e9)  Flxy9x,)=F(2gwx,) » £{xjex,) o
(lelo) Fty,%,) = £ (8),8,) 8, (t00%y)
(1.11) £(t)) = o i
2 z2a na=2,
(1e12) F(Xy9X5a%a)oF (X sXgyXy) = £(%y4X50%) »
(1213) FlUystosts) = £5(85485s 8y )08 (00508 I+ (Sasty )
+2; (%0t ety) o o
(Le14) 2(%yp%5) = £3(%5085)=23 (Saety) &
30 28 ne=3, - -
(115) F()9Xyp%gyXy)-F (X pXupXypXy) = £(X) %59 X50Xy) o
(Le16) F(ty,bo0tarty) = ié(ﬁl,tggtB;ti}*fé(tﬁgt3;t4,tl}
| +2o(tuatyatystn) o (T4t 0850 %5)
¥y (Byatpatyety)
H,(Byatyntaety) 2 (b, etyutyety)

(l'l?) _f{£1$t21%3) - flitl;tgtﬁa)*fiitﬁgtﬁﬁtl)

*-fg(tla tg..,-%h fg_( ﬁ3-9t-1*t2) .

DoORKAEIm0 sl&aeéi raznltat i

Lema lo B3 bl funkeciopalna jednacina




v oo

2 ¢’ g{xl,xz,;ﬁ¢, nell = O =
=0 -

Lokas. 2) Uslov Jo O0trebilie
Pzimﬁﬂam.a@arﬁtﬁrﬁ C"y 12 (241) ﬁﬂh&jﬁﬁﬁ

. T2 & _ . - 3
Y.t F(xy,XppeensXp,)) = © T 8{zyaxpseeniXngy) s

ZH Svako ¥ ﬂ Oydsdy son Il @ ablranjen Wiﬁ jaérxﬁkaati
doblis se uslev (2.2).
b) Uslov je dovoljan. Gveo ﬁlﬁﬁhjﬂ iz rezultata koji su

dobili Aczél, Ghermanescu 1 foasz  (videti 121 ).
Tapomenimo samo, 4s se jedno reSenje F, jednaéine (2.1)

,E8d Je uslov {2.2) ispunjen, moie naplisati u @hliku

. o n vel A |

5(31’13#** .y X _.5,1) 4

EF {31‘ 3.32’ ¥ W ,ﬁ%}ﬂl?i} e -Z‘?Q{.Ei ,3{2 yReE !E}}*l )
rogeBtE g ( |
"'"i"“' 31532!”*!& *"l} ¥

uj’un *l pparator ﬁ%fmi‘*

san sa
" &
(2ed) iﬁﬁyﬁﬂ*l - ¥ " .
V=0

Doknige N3 osnovu pretpostavil Je



( ) ) ¥ (11 ;\I.z FUEN ,xn,,l ) - 8 (11 #-xgi - **-.iixﬁ+1) 4
(l“"'{: } ?9 (11112 pRIR rzﬁ*l’) tad g(xiixg : 2 K 2 ] ;xa,t,l ) [
kosti doblje ae

Uduziman jem ovih Jedna
F(X) 9 XopenesX, g )7 (XX pennsX, )
| = G PlypXogwees®y 3 )-F (RysRosenes® 1) »
Cdavde sleduje .(viﬁﬁti flel )
' - oy 2 (2,300 e000%,,) o

gde Jjeo I, prolzvelina funkcijs.

Ovim je dokaz zavrien .

Teorenms la« ko funkcilje F 1 f
Jednadinu (l.1) , ta2da je

(21&5) i;y ﬁ I f{xl*xgi“"*xn 113 ixﬂ'&l)

i pbznuto , ako funkaldas £ iscaniava pslev (2.5), Egatﬁéi
funkelja F takva da vaéi (1;1) .

Ova jecoremd nladuje di:rekino 1z leme 1 .

Primenom formule (2,_;} 1 leme 2 nmolje se odrediti opste
refenje jednadine (1,1) kada je poznatc opite redenje jednsa-
Sine (2.5) o Time je reiavinje jJednadine (l.1) svedeno na
redavenje jednadine (2.5) , u kojoj se javlie samo Jedna ne-
poznata funkelijs £ o
Primedbas HronoloBki posmatranc , jednadins (2.5) je
prethodila Jedn:<¢indl (1.l) .« Fa jednalinu (245) ukazano je
u Slankua 181 , gde Jo prvi put konastatovano dﬁ i‘unkﬂ*iga (1e3)
ﬁ&ﬂwaljava ta j%ﬁa@ainu » .i.ak. mi;@ 33 & da 3¢

zz.@pamm fdﬁhuiﬂ@, ;j_a* 3& ons m..}.ﬁ ;}fzdﬂ.wtz. Vnog ahlikaﬁ



Jednalina {2.5) dobijenz je iz jednadine (l.1) elimi-

naécljom nepoznnte funkelle F o 4 druge strame , noje se iz

Jednafine (l.l) eliminisati nepoznat funkeljs £ .

Zalsta, axo u {1.1) stavime X, = @ (= jJedinidni

elsnent) , dobljs se

(2#6) f(xlgxzisi#’xn) | |
= ?(Klgng LA ’zhgg)“?(xgg-xﬁgﬁyi gxngﬂgﬁl) -

Zamenom furkolje £ 1z (2.6) , jednalinz (l.1) postsje

(gt?} 1‘u(ﬁlf32 y " *e ’xﬂ*l}“j (RQ !*X%! * & “-:“ fiﬂ*l*xlj

= F(Kliﬂg* . A I !xn“l *Erlixﬁ#l,%}tﬁ‘ (XQ; %» 8% ,ﬁﬂi.:{n +1,&,Il )‘

Frobleam refavenja Jednacine (1l.1) sveden je sada na reiavae-
nje jednaliine (2.7) » 4ko pretpostavimo dz je jednalinag (2.7)
refena, funkeija £ dobija s5 iz (2.6) .

Jednzdina (2.7) Je na prvi pogled prostijs jer sadrii

samo Cetirl dlans pri ;volzvoljnom pn , dok Jednadina (2.5)

ima n+l Clanova . Ledjutim,svi rezultatl keoji de bitl u da-
ljem izlo%eni dobijeni su iz jednzéine (2.5) a ne iz jszdnadl-

88 (2+7) «

Je Glavnd vezultatd

Slufal n =74 o Jednadins (l.1) ims oblik (1.9) 1 njeno
opite reienje dato je Tormulams (l.10) 1 (l.1l) , #5to Je suge-
vim Jednigiavoo 25 proversvanie .

_ = % « U cisnku 131 dokasanz je p&& prelpos-
tavkans pavedenin nd pocetka ovos odel ke, slededs teorcma .
Tunkelonalne

sdnasin

Teoraema 2
(3,1) i{ﬁlixgt “ae ’E}, 'ﬁ.§_§.l. cna ’32'?’&2?*1. TR ix4p)

+f(m—-*x3t ? ,EW”I,KE_*Q; "y e gxgﬁ_ﬁl,xzyws P .zﬁ?ﬁxl)

* e



=26~

*f($4p¢;lt-#iﬁ *5rﬁifxp* b ’xgﬁﬁlfxzﬁg T ﬁ§4.#1) = 0

T

+2, (b etouby)=Lo(taptyety;) o

gde su
Za n = 3 Jednadina (2.5) ims eblik

(3.2) £ (xl #12313*14_) +f (33.#3'3 Xy *El)

*f(ﬁ,gx4j£1!xg)*i(x izllxgﬁxsl = 8

tle 1demilina je aa jﬁdnaaiaam (3«1) 28 p = 1 & Prema teo-
remi 2 , opite relenje Jednsfiine (342) je date sa (1.17).
¥a ospovu raduna izvedenog u § 1 zskljulujemo da jJe funkoija

= fl(ﬁlitﬁit3tt4}*£2(tlﬁtztt;*ti}*f_(tzﬁﬁ3it¢*tl}

jedneo partikularno relenje ja*fﬁgia& (1.15) gde je £ defi-
nisano sa (1*17} » Pviaﬁngh;uai lemn 2 , dobija se opite re-
fanje jsdnadins (l.15) pp ¥ u obliku

F(tyatnytgaty) = 7 (81t s tayt,)iye? £(tyatyatsaty) »

gda Je f% prolgvoline funkcija. Peslednja formula se poklapa
aa formulom (l«16) .

Dalktle, dokazall smo da Je (1.16) 1 (1.17) opite refienje
funkeieon-lne Jednadine (1.15) «
ﬂluﬁa.ﬁvi a o= 5 i n=TaU aledﬁé; dva paragrafa
dokazacemo 4z je opite relenjs jodnadine (1l.l1) u ovim slulajevima
dato formlama (1l.2) i (1e3) » Dokazl su prilidnc glomazni .
sluéa] n = 2 » ejenje jednaline (1l.1) dato formulsama
{1.2] 1 (1.3) nije u ovom sludaju opite .




e ¥ o

Da bismo se u to uverili , dovoljmm je sledesd primer.
Feke J8 5 =4 =H 1 neka Je “.° operacijs sablranja re-
alnih brojeva « Jednadine (2.5) , 22 n = 2 , ima tada oblik

Ty 9% +35) 4 (i, g2 a#Xy ) +2(25,X, 4%,) = 0 »

Ova Jednaiins bide dgatal jono lapitema uw -alﬁﬁaﬁgga odal Jku. Hjenc
opite redenje je dato 5a (JeleB) « Hediutim , formula (le.3)
t3s (1e14) daje samo txiviialno relienje f£(x,y) = 0 « Ovim Je
nafe tvrdjenje 4oksszano . |

Ovi rezaliati nan suserirsjian éa pretpostasvime 4z je re~
fenje Jednadine (1l.1) , dste formulaza (1.2) 1 (1e%) , opite
zo n neparme 1 da nlje opfite 2an 1 pamo < He zpamo §ta
aslovijave ova vazliku ifzmedju sludsjevs kada jJe pn pamo i
sluajeva kada je p nepsroo . Hedjutim,megu Se navosti neki
formalni razlozd za to » Frvo 4, broj preizvolinih funkeija
koje figurifiu na desnoj stranl relacije (l.3) je za naparno
n vaé/i 84 1n/2 a za pamo n on jJe bal jednak n/: . Znadéi
kad jJe n parno , ne pestodl “"dovoljan" brel] csrolzveljrih
funkelja u redsniu (1.3) » Drugo , poestoli jJedan rasloeg zbog
x0zd se ne modle doksz iz slufajeva n = 1,3%,5,7 preneti na
sluiajeve kada Jje pn payno « T8j razlog de bditi naveden u
slededer paragrafu .

Cak 1 pri dopunsko] protoostovel da je operacija ".”
komuitativna , navedeno redenje Jednacine g};l) a sludaja
parnog g nije opite « Gvo aleduje iz veo rnavedenog rrimerd.

Cpdti dekaz u sludaju neparmog & nismoe nall, all
izzledn da se latl zetod dokazs (koji Je primenjen u sluisje-
vima n=5 1 n=T7 ) aole crigpeniti 1 za n = $,11, ese

Ceneralizacliis. Umesto funkolonslne jednadine (1l.1)
sota se poamatratl jadnaiina

= f(xlyx?; LR ;xk*l,xktxk+l’xk+2, LA A ,xa*l}



Z8 X =n ammém (3e3) je identilns jednadini (1.1).
Zal 1<k Tn gijedualing (3.3) se svedi na Jednacinn {1:1)
zaista y 2kOC ﬁtam

?(Il #12, e ’xn“"l) e G(zk-i*?’xk%@ TES A ’x.ﬂ *1'11 ’12.,# - W 'xk*l) ’
4 (xl B %-:ﬁn) = g (Kk.ﬁ.#xk;.gr** 31X, 198 s Xppees ;Ik) '

jednadina (3.3) dobija oblik

Gty ooy 3ese s 1 X #5p0 0o 1T 1)
E L L e E UL TR R 2 W% Loy " )
o é.{ ,r-t-h?xk%?#‘*‘! *1’11'32’ »a® 'xk’“l’xkixk"'l)*

Ha krsju 5, 2k0 3.‘!:3!3’1;&3

Xyep ® Pye ppmtosecesXy oty paXanty poysecesX® i 0
prethodna jednzlina postsale

= glt’l’t?ﬂ"’tﬂnl*t *tn'*l} 2

tis dobija se jednadine (1l.l) ssmo 3to umesto slova F,f,x
astoje rﬁaﬁﬁktim i}}git L

Prigedba. ko je S = ¥ = R , mogu se na osnovu nevedenih
resultata formireti mmogobrojini specifaind sludsjevi jednading
(1.1) 111 (2.5) s&8 n = 3,5,7 « Dovoljno firocka klaga &soclja-
t4vnih oyeracija g8 Jedinilnim elementom dntad Je a8

= LM

gde je ‘{’ sroizvoling peprekidnd atipgo r&ﬂtué/ﬂ funkel s de-
finisans naditave] realno) osi a { at nioj inverzna funicije
Jedinidni element ove ogeracije Je ¥ (o) .

G ovome detalinije videtl lmjim 11! .




funkclonsins jednalins (2.5) u evom slulaju glasi

sadi uprolcenja formula , umests f(x,,x, ,3:3,;4,xﬂxﬁ)
piaaaam sane 1“3‘54’5;6 {1 2liéno u drugim sludajevima., Takodje
demo koristitl sledede skradenice
f{113@#13134;ﬁ5#3g} #_13345m6 9
af(xl,32,33,24,35) = n(12345) .

sragim redima , ilzostavlia ss slove £ 1 zagrade (,) ; ume-
sto oromenl jive Xy nife se sagmo njen indeks 1 , & umesto
jediniinog elements st: vlja 3¢ 0 e o

E.ﬁ'ﬁ*iﬁ%@é’i ove 8k M%‘*im jednadina {(4.1) dobljs obiik

{441 bla} 12345¢5¥2§4§6¢l*ﬁéﬁﬁl;ﬁ*ﬁﬁﬁlﬁn3*5512§a4
*51234&5 = 9 e

Teoremsd 3. Upite reionle sdnacine (4.1) je

dato 53 (1e3) L.

(442) F(Xy 3%59%55%, ixﬁ_} = £ {8y 3 X591 Xz 9% 0 Xg )—fl(x; 1 Xz ;xé,xyxl)

Frg nego I%o predjewmc na dokan teoreme D , uvedlino sle-
~
decu definlciju «



 Definiocl]s.ze funkolje Zih zedd Semo ds
saprelsciit = , ti. ds je gz & h, 8ko Je piihovs raziikas
blika

By 9% pXgsT 495 )~h(X) 4X59%X5%, 0 %5)
= 05Xy 2%, s RyaX X5 ) LKy Xy Xy p X 50X, )
(%) 9% 9% 50X 3 X5 ) =2, (XX, 3% 50Xy oX5)
A T e I A L P L

funkcllie «

gdg 3u f,,%,,fy Qpogodno W
Jvedena f@lﬁ@ijﬁ je ?alaaigﬁLak#ivmlenui;aa HoZze se do-
kazatl da iz g, = = hy 1 Bn ® h2 sleduje gy+*8, & by th, »

Takodje iz 22z 2 o (m€s) slednje 2 & 0 .
Teoremd % moie 38 ukrastke naplsatl
(4+3) (4.1) &> (12345 2 o) .
Dokaz tepreme 5, Impllikacija
(12345 % 0} == (4.1}
dokzazend Je u 5 1 « Ustale Jol ds se doksde
(4e4) C (4a1) =3 (12345 2 o) _.

stavljajuéd u jedneCini (4.1 bis) 6 =o0 (tjs % =e) ,

dobl jzmo |

(4e5) 12345*2?4;1*54591;2%4;ﬂ124“+“91231$%a123é*5 = O
Cikliéxinm permutovanjom nesavisng promenlijivibk , 1z

(4+5) dobijamo
w25451-54512-45102e3~5102544~102045-02345 1

O 3

24512+45123+512034+12038 0 5+26345:1+0345242 = o ,
~45123-51234~1230445-23045.1~%50451e2-045123 = 0 ,
51234 +12345+235400¢1+340512 44001243 40012344 = 0



ﬁahirajuéi poslednje Zetirl Jjedn kesti 1 (4+5) , dodhijameo

(4.6) 2(312345) = -01234+5-5012344-45012.3~3450142
+02345 014102754 54510234 +451023
~03451 #2-203454 112034 455120344
+34512:3*}$451¢2+25@4551*12E3415
*ﬁ§123¢¢f4@512n3*3435112*234ﬂ511 .

Lako Je o e
~01074.540234%.1 2 0 , lo234.5-20345.1 2 0 ,
~12034.5+53045,1 & 0 , 12304.5-2%405:1 = 0 ,

12 (4,6) izlazi

A
#
i

(4.7) 2(32345) 2 ~0512%344-50123,4+5102344~512004
*95451#2*3545liﬁ“ﬁéﬂ§l:2ﬁ§4§ﬁlt2
+a45lE.Evéﬁﬁlﬁii-éﬁﬁlzg3*4515243 »

Primerom formule (4.6) {111 preciznije, zamenon 173 ,
2>4 4, 3>5 , 4>0 , 5>1.2 ) , dobijamo

~2{34501e2) = 03451.2+1.20345+01e2034.5+501+203.4
~04501e223~5045142-1e23045-01+230445
+0501025e4+40501 423434051 22+123405
~00)e254e5~5001e2544~45001e2e3~34501 04
*ﬂliﬁiéﬁ*ﬁ&liegéi5+5ﬂﬁl¢23!é+¢§ﬁﬁlﬁgﬁ?

Zto Jo ekvivalentno sa

0 = 0345142+ 1203454012034.5+501 420344
334561#213*3345152%1&?3@45-@1¢233415
+0501e2 5440501 RaJ3+34051.2+1 423405
+0LaZ2340+ 3450142

_ /
Gabvirajucl” poslednju jednsakost a8 (447) , nulazizo

2(12345) & -00l2344-"012%e4+5102504~0150544
| +0451243~4051243-4501243+45102473
+01e2345 ¢l a20545-1.2%045+1 23405
+01220%445+501020304 40501023564 +40501 4203
*ﬁ#ﬁﬂlm?:ﬁ“ﬁl#gﬁﬂ%ﬁg e



#
- ’ L

Eako je
f@5123‘4*§l*2345 &0, *53123t4fl¢25345 = 0
51023#4"‘*11523345 ' *51233*44»1'234&5 -2 y

1z prethodna formule sleduje

(4.8) 2(12345) 2 a451&;3*43512.3-45512¢3+451n2.3
*ﬂ112934a5*561;2ﬁ314*65ﬁ1#23¢4+¢ﬁ5&1c3-3

a54551*2*3~a1;2354-§ .

u cilju daljes ugrasaﬁnaa dopne Btfﬁnﬂ ove relaclije
primenideme formuln (4.€) nz prva Zetiri Zlama . Na ta} nadin
dobljamoe

2(12%45) = -0045142+3-2430045:1-1223500425-512304
+04512,5+0045102342+3004 5,1 +1243004 45
~0512434-405124 50405122032+ 304051
*ﬂlﬂiﬁﬂéuﬁ*gﬂlﬁﬁ34+¢5ﬂlﬁw3*ﬁ459112&3
~024304521-1026304 4 5~5102434-45102¢3 ,

*2(4@512#3) = 3495112&3*2t3ﬁ49“i1*12#3@45*512;3$4
~00D1Z2e 4*4&@51#2#5’2#34395#1#12i34&g
?3512134*Bﬂ512i3t4*¢9ﬁ51i2t3*21349ﬂ5tl
-512;345-ﬁelﬁ;?éwm5312¢3¢4*495a1¢2.3
+a§.3&aﬂ.l+la2.345+5132*}4+a§1a2¢3¢4 ¥

~2(45012.3) = 04501s2e3+2e350451+1243045+01 243045
*$§512l314“4B§@ll2!3‘2#349%1”12*3455
+0012e 544 5+5001 24324 +450014 2,342, 34501
ﬂﬁlﬁi345*@ﬂl2#34%§“§ﬁ5121314*4§Gﬂl!2i3
+32r§%51*192i345*ﬂl@3#3415*§31ﬁ253t4 ¥

2(45102.3) = ~04512.3-230451~024 3045011024 50445
| F05102eBe4 44051263 +20340514+02+540541
*ﬁ132a34l5"551$2n3i4-$5a12;3f2ﬁ345§1
+ﬂ@2*345;1+15a2;5¢.5+§159E.3;#+45133i3
192¢3¢51~a62¢345#1~1392.§%¢§~§lﬁn2;3‘4 .

sko ssberemp ove Cetiyil Jedn:kosti 1 svedemo izraz nz
desno] strani , dobljemo



2{0451243-40512+5-450124 3+4510243)

a 2{-012345+102+345+12. 504513243405
*ﬁlﬁ#394b5*$45ﬂ1&3t3*ﬁ2u3ﬂ45#lf1321534t5
05010 T e d050Le2e 34026 340852 1+051022 %04 )

Cdavdée i1zlazl

2(04512+3-4051243-4501243+4510243)

e 94512t3*%ﬂ§12ﬁ3“4501 e w4 030260
—012e34541020345+1225045-1243405 |
+012430445+04501.243-02 4504511024304 5
*ﬂiﬂlﬁ#3ig“ﬁﬁgﬁligtﬁ*ﬂzi3¢Q5tl*ﬁ§l@2!3t4 .

Eako Je
04512.3-0126%45 = €0 , -405123+1022345 & o
f#gﬂlgog*lﬁgn§45 * 0 ’ 4510243123405 - "

iz prethodne jedn-kostl sleduje

2(0451243-4051243~4501242+4510243 )

o

2 012.308¢5+04501 205078350452 1~1020 50445
05010 Sad=d0501e L 0310207340541 +051 020244 »

«s a5 - _ e
dnotecl relssilu (4.5) 3a 2 1 savirajucl jJe sa posled-
niom relaglijom , nalazind

4(12345) = ﬁl?#gﬂétgﬂﬂéﬁﬂluﬁ'k“32n3ﬁ45:1@1&2*3@¢05
“’551?;;n4*$@531#&# *3213455ﬁ1*@515 -
?&(%l#a;ﬁ@#3+Jﬂl#£9¢p#*ﬂ)ﬁlt23g4*ﬂlig3ﬁé;5) -

. 3 | .
Grupifucl élanove ns desno] atwvéni , imomo

4(13345) (ulﬁ#jufﬁ?“uixﬁlumtﬁ)9(4@;91;213ﬂlﬁé4J9¢-J
%(el.gayéwﬁwﬂﬁalh.;,é}k{alﬁzaﬁé*Emaz.ﬁa%;. 1)

*{thgﬁﬁﬁtl*ﬁlizgﬁii )*{Qxlﬁatﬁtéﬂﬁlt£33&13}
%2{ S0leR 05 ad 000142 _#W) .



i
- R

Xako je

012:30445-0450142+3 3 0 ; 40501e243-102e%04.5 & o ,
01:203425-05012+564 % 0 , 0l:2034.5-02.3045.1 3 o ,
02e340521~01e2%04e5 2 0 4 0510245.4-01.2004.5 2 o ,

iz prethodne relsacijo asleduje
{49) 4(12345) 2 2({501e20%04+0501e2364) »

Da bisme redukovali dalje desnu stir&nu ove ralaclje ,
paéi cemo od jednakosti (4.5) « Stayljajuéi anjol] 2=4& = 0,

10305401035 +5010%+05013+30501+05001 = 0 »
Udavde sleduje
Salo3+05013 = ~lo205-0lo35-3050l~0%a51 ,

3{50lo3+05013) = (50lo3-lo%c5)+(5cla3~30501)
+(05613~01035 ) +(65013~03051)

Eﬁmﬂaﬁaﬁuﬁi 1 posladnio) formull 1 22 1.2 1 3 58 3.4
dolazime o
B{501eR205 4440501254 )
= (5010205ed=102034405) +{501220304~03+4051+2)
+{0581423+4~012203:45) +{2501223,4-03,4051.2)

Kako je

e
w

501e20504~12203+407 £ 0 , 50)le20%e4~03e405142
ﬁ5ﬁ1i23#¢fﬂlt-ﬁ3145 % 0 » @5@143§§#&$3;4¢5112 3

iz poslednje relacije slsdajs

3(&31*333‘¢@95ﬂ1#23#43 20,

£3.
201+203.4+0501023%44 = 0



Ha osnovu toga , 1z (4.9) dobijamo 4(12345) 20 ,
ocdakle sleduje 12345 & o

Ovim je zavrien dokaz implikocije {(4.4) a samim tim &
teprome 3 .

Frimedbe
ni (4*1) . |

2% prvi korsk u reiavenjn jednsiine (4.5) sastojso se v

fomiranju jJednakostl (4.6) o U sludajn kada je n parmo ,
ovaj prvl korak nije mogude uliniti .

« 1% Posto je u dokazu koriidena samo jedn:Zina
mo da js ta jednalins ekvivalentns jednadi-

S+ Asjiavanie funkecionslne Jednsd:

ne o giucelu p=j

Funkcionalna jednadina (2.5) u ovon sludaju ima oblik
(5;1} ~ ﬂyaa fcx;#ﬂg;ﬁ3t34t¥5136t37*33) = O e
ka0 1 u prethodnonm parsgraiu xoristideno a;f@%é;ﬁﬁ ggnake 3
f(xl*g2¥3§!x4¥35!35!£?) = YoS4507
f(xi,@,x},x%,ﬁ§,35*x7,za) = Lo34567.8 ,
nﬁ(xl,ngﬁ3,x4,xﬁ,x5,x7) = n{1234567) ,

1 31i%no u dyugim slulajovims .
dednading (5el) zo%e se nopisati u obliku

(S5el Bis) 1234587.B+234567841+3455678142+45678123
+56 812N A +ETR12%34 547812345 6+81T754564T = O

Pe-o2zen i 4 Upiite jednséine (5.1) fJe

resenie




=26

(562)  £(2y 9% 9Xy9X, 9%5 Xy %)
= £ (R) %00 %50 Ty X5 e TG oTq oty (Rp0Tg 0% 250Xy %70,
2, () 4 X0 9Ky X g 9 X 0 Xy X )= (X X X 4 X 54X 74 %) 2X5)
*‘1’3 {!itx 2,13 o L fxétx?} ff-g (x 4 1%5 3R sy g Xy 3 X 0 Xy )
*34 (.'K_i 2% rx} T £ 208 A :37) ‘-'ff_d, (35 19X sXy 1 Xo yXg e X, )

M 2R -fl !fg !f3 #14

Poslaoadilc e

sleduje da je (1.2) % (lJTgE enje jednsl
'ﬂlmﬁ& _u n='7 4

Pre nego &40 predjemo ns doknz teorsms 4 , postavi {’:/afm
sledeén definioiju .

Defintcl)])a Za funkeije gih 2 E demo da
Suurelaciit 2 , tl. 83 je g 5 bk, 3ko Je njlhovs raziika
oblika | - " "

g (xl 21X, 385 3% g 9%c 9 Xg 9 E ey ) ﬂh(ﬂl L e TR LT t-17)
= £ (X 0% s E5s Xy 0 X5y XgaXg )T (X)X Ky 4 X5 4 X s XXy )
(2 0T s X sy 9 X e X e 3 X0 )0 (Rg 3 X g 9 X 9 X 9Ky X o)
oy (z,,%, sXy 9 Xy 0Ky X g Ry By (X 475695 g s %nsXy g XgeXs )
2 (g 4%y Rmu Xy 2 X 4 X0y K ok (259X 4 Xy g X1 9K 9% 0K, )
gde 3u £y4%,,%5,7,

vvadena “almija J@s relacija ekvivalﬁnaijm 2070 e doké-
sati da 13 g S hy 1g; &by oleduje g+ é%hz . Takodje
iz ng 2o (mcEH) sleduje g %20

Teorema 4 mﬁ%@ e ukrztko napisati

(543) C(541) <> (1234567 2 o) .
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R vl

Doliiz teorsme 4 « Implikacija
(123456738 o) —> (5.1)

dokazana je u § 1l « Cataje da se dokale

(S544)

(541) —=> (1234567 2 o) «

ﬁﬁﬁvljajaéi u Jadnadind (Del bis) B = o {(tj¢.xgm@) y

dobljamo

(55)

{545)

(546)

1234567 +2345671+345670L42+456T012.5
+56701230446701234+5+T012345.6+0123456.7 = 0 »

Cikliékim §ﬁxmﬁ$ﬁvﬁnj$maﬂﬁﬁ&@iﬂﬂ@ promenliivih , iz
dobijamo

~2345671~3456712~456710243~5671023 04
~6T102345-T102345.6~-1023456 47023456741 = 0 ,

3456 TL2+456TI23456T1205 44407120545
+7120345e6+12034 504 T+203456T14035456T1e2 = 6 ,

~456T123~56T1234=5T12304 +5-TL2%5045 o6
*1233456&?‘$3ﬁ455?1l:3945§7112:&45571213'u s I

S6TI234+6TLIE345+T123405.641234056.7
+2340567 14340567122 +4056T1203 405671234 = 0

~6712345=7123456-1234506.7-234506T.1
*§¢5$571i2345@571?¢§f5ﬂ5712314*057123¢#5 = O 4

Tlﬁﬁéﬁ6*1234§67+234569?nliﬁﬂﬁﬁﬂ?luz
*455¢7l2¢3*5697123t4*53T12§¢15*ﬁ712345§5 = 3 @

Sabilranjem poslednjih Best jednakostd i1 (5.5) , dobija ze

2(1234567) = ~0l234504T~To1E545 46~57012%445
~S0T0LE3 445070124 %5-34567012
+023450T 1+ 1023456 T+T102345.6
+5 710234 545671023 4 +4 56710243



~0345671 02~203456T 0112034567
~T1203454 66712034 55671203 +4
+0456T12:3+30456T1 2423045671
+123045647+712304546+6712504 45
- ~056T123 e4~4056T1243-340567102
~2340567 211234056 4'T-T123405.6
+06 71254 45+506T1234+4506T12s7
+34506T1u2+2545067T « 14123450647
=0TLZ345 065071234 25~560T7123 44

: ot

245607124 3=3456071 4225456071 «

Kako je

~012345647+0234567.1 & o , 1&234-5&;7#2@:’&455? l % 0,
~12340564T+234506T:1 & 0 5 1234506.7-2345607.1 &£ 0 ,

12 (5.6) izlaai

5.7) 2(1234567) 2 ~0345671e2+3045671e2-340567142
(375 1) FI4506T1 9 2= 34560T1e2~ 54567012

+045671243~400671243+450671243
wd BEOTL2 e 3=450T01223+450T7102e3

~056T1254+506T123 64560712344
~56T012% 445671023 4567120354

+06TL234 o 5-606T123425-6T01 234 o5
+6710234 5-6T12054 4546712304 + 5

fg?12345t5*7ﬂ12345t&¥?152345lﬁ
f712ﬁ§45i5¥?123ﬁ45s6#712343515 .

Zapenon Ml.—?—-'._‘,s ’ 2*54 s 35 4, 456 , 557 " 6->0 .
T>1.2 , 0 jJednakostl (5.5) , dobijamo

-2(3456T01e2) % 034567Le2+10203456T+01e20345647
*79112ﬂ345!6+67ﬂlt2334ﬁ5*5§7&1§263ié
fﬁisﬁ?ﬁlig13f3ﬁ45571l2f1¥23ﬁ455?
«0Llal304560.T~T01+23045.6=6T0122%04 %
*ﬁﬁ67%1&23#4*4955?ﬂ1#2#5*3455671#2
+1 42340567 +0) 234050, T+ T0OL 23405 46
~06701 423445506701 025 +4-4506T01 e 243
~3450671e2=12254506T-01 223450647
+070102345 264607010234 +5+560T701 e 25 o 4
+4 560701025 +34500T1e2+1 2545607



_;ﬁﬁ1u§§45ﬁi?fTﬁﬁl#’345%§:§?ﬁﬁl¢234*5
<567001 2544567001 2243~ 5456T0142

+01 2345674001+ 234564 T+T001 2545+ 6
*6?@&1:234#5*%67&#1i23#$*4§5?3ﬁl#2#5 .

sredjivanjem poslednje Jednskosti 1 "ssbirvapjem” sa

( 5#7) § dﬂbﬁ&%ﬂ

2(1234567) 2 0456T12+3~4056712 3445067127
=§456ﬂ712r3*4567ﬂ1213*45571ﬂ2¢3'
~055T1E3 e 445067123 44~5007123 44
5670123 e 445671025 44~ 5671205 o4
*ﬁ671234ﬁ5ﬂ6ﬁ?133¢&§f§?ﬁ1334t5
+6710234 450712034 «5+6T12304 45
~0T7123456~7012345 26+ 710234546
~T120345 6+T7123045.6-7123405 6
+01 0234567+ 1 4203456 T~1 2304567
+12234056T~1 «234500T+1e 2345607
*31339345&#7*51t233456#?*91#234@56#?
| | :ﬁli2345ﬁ§#7
*ﬁ?ﬁlt2§45#%*7@1123345#Ef?¢l¢23ﬂ4§&6

| , *?ﬁli234ﬁ§¢§
gQQTQlfgi%rﬁ*ﬁﬂ?ﬂlﬁgﬁé§5*57ﬁl#2354i5
_ *6?&1!33@4#5
#Q56?¢1i§31¢*§ﬂ5?ﬂl123¢4*55ﬁ731#2314_
' +56T0) e 200 ¢4

~0456T701 22« 3+4056701 e23-4506T7014243
*4500TolsCe3 »

Kako Je

01s234567-0712545.6 £ 0 , 1.2034367-T01234540
~1+2304567+7L0734%.0 =2 0 1.2340567-T120345 .6
~142345067+T123045.6 £ 0 , 1.2%4560T-T123405 6

fiv Qe

C
Q »
G

He

iz prethodne formules sleduje

(5.8) 2(1234567) 2 0456T12.3-4056T1243+4506712473
w4 F50T12e3~456T0L « 5445671023
~056T12344+5067123 e4~5607123 o4
~56T0123 4 +50T1L023 4256712054
+6712%4 4 5-60TL2%54 o 5~6T01234 o2
+67102354 o 5~6712024.546712504 5

*ﬁl*2$§4§547fﬁl¥23&455t7*01§234@§6#7
~01 023450647



*573112345i5¥?ﬁ1#2¢54536*7ﬂl&2}ﬁ¢5t5
*?91#23455&5

*%5791§234¢5*557@1;234#5*5T31#2ﬁ34ﬂ5
~0T701ed30445

| *6557ﬁ1123t4*5ﬁ5791¢25m4*55ﬂ7¢1¢23§4

+56T01«203 4

#ﬁ4557&1¢2n3*4&ﬁ67$1l2i3*45667ﬁlt2t3
*4559751i2t3 -

%ﬂﬁi ﬁa&dag-upra%uﬁnja &@3&53 strana ove rﬁlaaija 3 pri-

1° 190, 224, 34»5 y 426 , 53T , 631 , T>2e3 3

2% 1-4 ,
3% 14,
4° 1-4 ,
5% 1->4,

&% 1>4,

220 ;325 , 426 4 55T , 651 5 T+243 3
2235 , 350 5 426 4 527 4 61 , T-+2.3 ;
2-25 , 336 4, 450 3 5T 4 621 , T=2s3 3
255 , 356 5 47 5 530 5 651 , T->2e3 3
255 , 356 4, 437 4 531, Eiﬁ-é y T->2e3 co

Ha ta} nadin , 9531@ s?aéjaﬂja , ﬁahijaja se 31@&@@@

formule 1

2(9455712#3}*55?12#33&“5456712l3
*@55?12&34*4&56712*3*@4&5571n2#3

""2 i&ﬁg‘ﬂ:‘ 67 .1'#12 *334,&55 '7*‘712' 3 -

*%5#5

*56712139415~?ﬂ§?13¢ ~35007T12e3
*ﬁ45ﬂ671!ﬁ#3*2i33459 7#1*12t394596 ol

+0T712: 3045 26+60712504 45+50071 234
+4560TL243+045607 1023420504560 1

012630450 T~T012430450~6T012a304 05
*55?312t3é*455?ﬂ12i3*§$§5?ﬁli2&3

+02e 230456741 +102 304502 T+TI0223045 .5
+§?la§;3ﬁ4;5+5571ﬁ2¢34*4“6?192.3 = 0

-2($95571215}*5712:34ﬂ5#ﬂ£5712134
—@$ﬁ5671#213*2t3ﬂ4ﬁ567&1“12ﬁ394355i7

~Tr203

0405+6~67123045-56712e304

%&5712¢3¢5*ﬁ36712i54+ﬂsﬁﬁ?13i3ﬁ4
+40500T1e2e 323405067 o 17124340506 47



~071243405e6-60T7124345-560T12e34
$9563712#3i4:43§5ﬂ7112;3§2w34556a751

+012 340564 T+7012 3405 +6+67012 0345
+56T0l2e344058T012+344+4056 7010243

=02 340567 al~10234056 4T TIo2 235405 o6
~07102e345-507002 e 34~-0567102 6524

'2(4565?1213)*712#34596ﬁ55?124345

+04506 71 e 243423040067 1 +1243504506.7
*7l3#3ﬁ455*6712#3345*ﬁ5?13¢394¢5

#5535712#3iéﬂ%65567112t3#2#34@5567n1
«12+3405004T=T1234056-0T12 3405

+ﬁ7lﬂ¢3§§5*ﬁ@?lg1345*5637121§415
+§Eﬁﬂ?l§¢3ﬁ4+4556971¢315*g&3¢5ﬁ637§1

012434506 #7-T0124 34 56=67012.4345
”ﬁ67ﬁ121341539&?511§i3t4ﬂ4596?31i2i3

02034500741 +102 43450647 +710243456
+6?1@2~345+367192¢34,5+5ﬁ€71¢2¢5*4

-2(456071243)+12 34560 T-0T12+3456
*$4§55?1¢2'3*2#334563701F12¢3@4567

~T12 4504 56-0712+3045¢6=607122 30445
+0560712e5e4+4056071a243+23405607 01
+12434056T+712434056+07122340546

~ 060712454 055060712634 4-45060T1 23
~2¢3450607¢1-12.34506T-T12.34506
+012.34567+7012. 3456 +0T012. 34546
+607012234 4545007010434 445607010243

#ﬁg134§6ﬁ?#1*1$2§34567“7192i3456
~ 07100345 40~00T108 634 e5~5C0T10 6B ed

~2{450T012eB3)=2aB3450701+012,%34567
~0456T01e263~2+3045671-124304 567
jﬁlﬁ;3ﬂ4§61?“?512i3@43:6*6?312#39415
+05670120344+4056T010245+24 3405671
+1 2634050 T+012 05400647 +7012: 340566
=06 TOLE 43405007012 03444506701 6203
~2e 34506711254 500 T~ 01243450647

+0T0124345.0+607012.345+560701243 44
%4§6$?91i2*3+2iﬁﬁﬁéﬂ?l*lgt3%56$T

~02.4345671~102 «34567=01024 345647
*?3102¢345#6:5?9192tﬁ4t5&§ﬁ?ﬁl$§¢3@4

= D

it

[ -3

¢

3

4



~32..

2{456 7102314020 53456 T=456T102 43

*9#56712n3*2t3ﬁ45671*ﬂ2¢304557a1*1&2*36455¢7
+ 710243045 404071020304+ 5

~05671022364~4056T12: 525405671
~02¢34050T41~102454056 77102340546

1007102034 5+506 71020304 +450671 203
+2e 54506714026 3450067 e 1 +10243450647

w0T102e345 4650700263400 -560T102 ¢34
*456@71&t3-313456371“92134569?#1

*3193#5455m7*?$192#345i6*67316213415
+;67619£*5i4 *4367513#3*2n3456791 : = 0 »

ﬁabiranjamﬁavih,ﬂaﬁt jﬁﬁnﬁkﬂﬁti y Sradjivinjem 1 delle-
njem 88 2 , dobijamo formulu |

6456712+ 3-4056712.3+450671243
4560712034 56T012 » 3445671020 3

+02¢30456 T2 1+1024304564T+710230454 646710230445
~05671026304-02434056701~102+340564T~T1024340546
+06710243445+506T102¢3e4+02434506T«1+102e 3450647
~0T7102454546~6071020 34455607102+ 304-024+ 34560701
~0456701e2+3-0124304564T-70123045 «6-0T7012230445
*5557012§314*4356791#2*3*913134&56#7*7&12;34@516
*357312y34tS*5@57312f3t4’45ﬂ57ﬁ1#2#3ﬁﬁ12#345ﬁ6*7
+070122345.6+607012454.54560T012+3e4+456070102:3 = ©

et | .
"Ssbirnjuci™ -oslednie jednakestl s (5.8) 1 koristedi
relacilje

il

0671234 .5~012.34567
-6T0l2%34.5 +12 504567
'671ﬂﬁJ4n5+1 e 345067

01203456, T~0230456T.1
01234056+ T-02 345067 1

s ~00T1234.5+102.34567 2 0 ,
¢ DT10234.5-12.340567 & o ,
» 671230445-12.345607 & o #
>
»

v fiv jie

-OLls: 3545@!7*92&34&5&7:1 z 9 ¥
_ #ﬂltﬁjéﬁﬂﬁinﬂ2m34§697&l 2 o »

g Q@ O O O

1

debljamn

(549) 2(123@557)

= ~020712344 +506T1E3e4~0607123 64
~56T0123 +4+56710234~56T1207 o4

*ﬁ?ﬁl#23¢5&5*7&1;2&345*6*?%1#23&45tE*T$l§2§495#5



- G

195791m234t§+6ﬁ731¢234*5*67@l*29}4#5?573112§ﬂ415
+056T01 025 ed~506T01+2344+56070123+4+56T01:2030 44
+O56TL02e 3e4~102430456 ¢ T~T102+304506-6T102630445
-96?152¢§4u5-§a6715$¢3;4¥132¢3%ﬂ56*?+7la213435;6
+a7laE.345;6+%a7192f34*5+§6@7l32.3.4n152¢345a6a?
~0567012e3e4+012:504564T+70124304546+070124304 0
+06T012e3445+5067012¢ 304=012034056+T-T0125405 6
*ﬁ751§i345t6*537515¢3415f5§&7312&3#4*@12:3459517 .

mule , primenidemo formulu (5.6) na prvih Zest Slenovs 4 tle
-~ .
jzvriiceno u (5«6} rodom sladete zamene 1

y 42T 5 521, 622 5 T34 3

¥y

1 190, 255, 3~

29 155 , 290 , 336 4 4T 4 521 4 622 4 T>3e4 3
42 125 , 256 , 557 5 430 4 521 4 622 4 T304 |

6% 15 Py 2->6 . 5> $ 4>1 » I~ § E>0 § T>Ze4 o |

-7 3 4> 1 3 o3 0 » O 2 N T 5.4 3
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~0671023 e445=506T71024 e -3 4506712
f?ﬁ!4696?12953ﬁ4595?lljlﬂ25t45&5§?J
+P0 71027 45, 6+68T102 T 405 +560TL024 34

+3 o 456071242%.456071L 023455071
~0102%44564T-701023+4526~6781007 6445
*557ﬂlﬁ2a3#4f}i4§57ﬁ12;33t45675l
*0)e456T12+203 44567140203 44567 #1
+10203+4567 §+T1020345.6+6T10203 445 =0 ,
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2205 040567 011203440564 T=T71203+4055
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Sabironjem poslednjih Josté jednokoasti , svodjenjem slic-
nih &lanova 1 dsljenjem sa 2 , nalazimo

(5s10) -~0567123e4+5067123e4~560T12504
~5670123.4+50T108%.4-567120344

~01232456T+102304567-120044 507
123440557 +12345007-122445607

~056701203 24~ 5640567010 2-01235040564T~T0125+40556
+ﬁ57612§14#5¥§ﬂ57ﬂlﬁiﬁ'4+§#455573112*ﬂ123ﬁ45ﬂ5#7
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0710250456150 T7102%e405 753507102+ 544 +02345607 41

—07 4055 TLe 220540507 21-1203040567-T120340546

PO TLIE0 405 +0 5« 45067122+20%5.45006Te1+1203045064T
#37123315515*ﬁ971263iét5*@3;456571'2*233¢45697i1 = 0 »

" oo Lx an . - <

Unofesi axvivelenciju (5.9) sa 2 41 sablrajuci je zatlm
g (5elo) , 3vodjanjem sliinih <lanova 1 pogodnim grupisunjem
dobljamo
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%(12&3-4567-%&&7133¢4)+(1£3¢4ﬁ55?+567@133:4)
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+(0123 40564 7-05670126 504 ) +(056T102¢3e4-01254450047)
(50570127 ed~1023 24055 T} +{1025445064T-50671024504)
{1205 040552 T= 607010 e 504 ) (56071026 364-12034450647)
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Eako je svais mala zagrids , na desno) stronl ove rela-
cije , ohlika (5.2) ( 20 ) , posle sgradivonie sa 2 , dobi-
48 8@

{(5.11) 2(1234567)

: ﬁ?ﬁltﬁﬁéﬁaﬁ*?ﬁlnﬁﬂ?#ﬁfﬁ*?ﬁlﬁﬁ}ﬁést6*7&1&234&5:5
—06T01e234 45 +60T01 0234 5+6701 02034 «5=6T010 2504 o5
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+07102 4345 40~T701243540066=T102230450+T10263405 45
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*ﬂ?ﬂlﬁ3;4§;é%9?1263*&516+?3123.%ﬂS;é*?lEﬁE;#@Saé
*7612l3@4§ﬁ6&&?ﬁ131345tﬁ*ﬁé?ﬁlEQB#i5f§$7ﬂlng4tﬁ
&§t45ﬁ67ﬁ112ﬂ$3#&595?1¢2 *

ﬁt&vljaéaéi'a (%28) 4 = 6 = 0 4, dobl]a se

{5+12) 1230507 +2305071+5050701«2+050701243
+50T70123+0T0l235+Tol2305+0133057 = O



T

Axo 3o u (5.5) stavd 3 = 6 = p , dobijla se

{5e1%) 12@4597*2#4Sa7l*ﬂ4ﬁa?al¢2*4§a7alz
+;a?alz4@97@lza4.5+?alzeé5*9125457 = 0 *

'vféaﬂi u formull (5.12) sledede zBmene

1°1-1, 222,33, 34, 55,6 , 7>7 ;
29 1"’3.*3’5 -*‘—%3’,& X->4 ,'E‘-—}ﬁ,ﬁ ,"?——:-? :

30 11, 22, 3—*»3..4 ; ’545.6 . ;f—v?

w ¥

& u formull (ﬁdﬁj ¢ ZOmens

1° 126,227, 4212, 553, 72445 ;
29 19142 , 23, 474 , 52546 , T>T
39 1-21.2, 223, &44.5- s 526 4 T>T
4° 11, 2223 , 44, 55,6 4, 77T ;

dobijane slededin sedan

Jednakostl

0 = 1234004607+ 2e340 05071 +405450701ele 3+ 05460701254
+5aG0T0L2«34+0701 2434546+ T70120 34054640126 3405467 s

0 = ~1e23400 4 COT~2405e507102-4054507010245~05e60T01 623 o4
ﬂ%téﬁ?ﬁlsgaéﬁﬁ?ﬁlu2345#%‘?ﬂltﬁgéﬁﬁ16*91123§ﬁ5§67 s

0 = =1230405+607=23+405.60T4#30+405+60701+2-05+607012+3 4
fﬁ;5ﬁT5123§4fﬂ?ﬁ125145§6@7@12%#495pﬁf§123#45§t6? »

O = 5731123ﬁ4t§*7ﬂ1-E3ﬂ¢;ﬁg*ﬂl¢2394tﬁﬁﬁt7*lt23ﬁ41535?
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© = lu235040.00T+ 0450071024045 .60T0Le2e3+45.60T01.2%
*516@791ﬁ234%ﬁ?@lig3ﬁéi5i6*751¢ﬁ§$@5#5?ﬁlﬁgsﬁégtﬁ? 3

~30
D = ~11m3$41533?1524t56ﬂfli ﬂﬁﬁ:565?31#3¢3“4i55ﬂ751m33

~50701083465-0T01e2304e5e6-701e304e56~01e2%044567 ,
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2(1234567) & (7¢1‘25345.5-5iae?a123.4)*(67a1,2e34,5~45.697e12¢3)
+(65G?QItgatéquﬁﬁi‘@5aﬁ7)*(3945t5971t3*5ﬁ575102314)
*(ﬁée791¢2}¢4*§495*5971*2}*(567a1g&53¢4—123.435.63?)
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+(07120304546-01423405467) (243405460714 560701 e23)
+(45¢69791#25n23'4¢5.6a71)*(al.2354.536.?

’64t5597ﬂlu2i3)

+(a4i§a§7al;2;3w97a12¢3a4¢5¢5)
+(44506T01e23~2+3045+6071)
+35405400701e 2405400701025 e4 o

&@kﬂ Je svikas aala a@gr&d& y N3 desno] ﬁtzﬂﬁi posledn je
relacije , ahli%a (Ga2) { 2 a ) . ﬁabijima | |
(5114) 2(123456?) & )¢4ﬁ§#60731;3*ﬂ5§6379112314 *

Etaﬁlj&juﬁi 2 (5#12) 2 = 6 , dolszimo éﬁ

305070l1+0507013 = ~lo3e507~03505071
| | - =50T70la3~0T70l035
~7010%305-0103057

ko ovde lovriime znoe

imamo Jedn:akost



~3G

3#455t6979112*9515@791m23t4 = *142&3#4ﬁ§¢557~¢3¢465n5ﬁ?1t2
~54507014203e4~0T7T61s203e45.6
76122034405 56-0122034405407

Iz poslednje jednakosti 1 (%.14) izlesi

a(l23456?) & (Ei%ﬁg#657ﬁ1#2f1‘253#495#6ﬂ?)
| +(05465070122304-05405¢65071e2)
+{50405450701e2~5060701426364)
+{05460701423 0407012203 245.6)
+{3e405460701e2-T01e203564065.6)
*(ﬁ5¢mﬂ?ﬁ1¢¢3¢4-31.295a¢a5.6?) .

{davde alaﬁuj& 8(125&567) o 5 t3e l23%557 2o , ler
jo svaké od zagrada na desnod strind odlika (542) .

Time jeo szavrien dokisz teoreme 4 » |

Frimedba. 1° ®zap 4 u p“ﬁ*imﬁﬁaﬂz parsgrafu ¢ vidizo da
ie u dokazu teoreme 4 {skoriifens same jedn:Cina (5e5)
Proamd tome , zalkliufujeno 48 su jednadine (S.1) 1 {55} sivi-
valentns . | | '

2°  vunkeije £, (1=1,2,3,4) Jija agziatanciga sleduje
iz teoreme 4 , mﬁgu.ga efertivno odreditl koristedl formule
koje se Javlijaju u dokaza .



111 deo

A58 VARJE IZVESHIBE KLaSs FUNKCIONAIBIH JEDEAC
- HEAIEGd OBLALTX

F(x,7,2)-F(y fmi:)’ “ £ _Cxﬁ +7)

U prethodnonm adalgkn viﬁeli smo d4a ge prl vrlo opitim prat—:
postavksos mnole nael opita refenjie ;semam (2e1sl) 4 8 tA~
kodje 3@&&%51113 (2#?#5) » 28 N = 1,3,5,7 ¢« 28 parmo n nlsxmo

aogli nm&i opite refenje . p
U ovom parsgrafu enalizirsdems j&ﬁnaéinu {2;.1*1) 28

n =2, t;j.. Jednzdéinu

{(1.1) . F(x,g,a}ﬂ?(3,_3,3) = £{XyT3)

prl dopunskim P?&tpﬁﬁﬁw AR

12 3 = & s %Je negivisno gmmm,}ive z,y,ﬁ uzinaja

prolzveljne vrednaastil 12 skups P - __
2® 4 =3, ti. funkcije F 4 £ uaima;;a takedje vredno-

8tl iz skupa realnlh brojeva |
3° Operacija "." js operncija sabiranja reslnih bro-
jeva (ona je ssocijstivna 1 im8 Jediniini element) .

Dakle , umesto (l.1l) mofemo pissti
(1.2} F(xy7y2)~F(7y2,x) = £(x,y+2) »
Eliminacijom funkeilje F dobijamo Jedn=dinu

(1.3) fl{x,yta)+E{y,owx)+L{z,xry) = 0 ,
koje odgovara Jednaliini (2e245) o



341ﬁ

Jednacina
(1a4) g(y+3,x)vg{2+x,7) +2(2+7,2) = 0 ,

/. "
koja se iz {1.3) dodija stavijajuci £(x,y) = zl(y,x) , reiena
jo u Slanku 14! pod pretpostavkom da je fmlf/eija g nepre-
kidna « Haime,u tom <lanku je dokazana sledeca teorend

le OUpite neprekidno refenje funkelonalne
(1e5) gleyy) = (z=2y) ¥{x+y) ,

proizvolins neprekidng funkelia .

gde Jo
iz namﬁ@ﬂtg clanka , nerosradno uleéajﬁ 2 opitlis te0~
rena kolu mm ovde formulisati .

Teonorama 2Z»
(lté}ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ

~te rslenjs funkcioncline

i

(1.6)  gls,y) = Ple2y) ¢ lavy)

g‘ﬁﬁ Je 5&’{3) opite VigdiiA) i‘ﬂ.n.}s:ﬁian;am:@ fad
(1eT) £{xz+y) = £{x)+2{y) ,

1 )(/(x} prolzvoling funksiis . .

4%

%to redenie Jednnéine (l.3) je
£(xyy) = Plax-y) ¢ (x+y)
zde ¥ 1 ¢ imaju isto zn

Eﬁm@%j&jm&i funkediju £ 1z (1.3) =m {l.2) , dobijaxo

Foa ladilo ie

¢ ko ut teoremi < .

A
=hoota o
Fii. &3¥1

F{R3793)~F(7y3,:x) = ,Wﬁf;x*ywsa)y{xtﬁ )

Eﬁﬁ*ﬁ.ﬁ.t%@i ga &injenicom do Je }’ tenje Jednaline (1.7),
odavde sladujs

F{2,752)-7{Fs2y%) = Plx-2) ¢ {aryea)- Ply-z) g (xeg+z) ,
£



ke &

{F(xﬂ’t%)* Fj(xfm) ¢(M‘l“3)} f{?(f,ﬁ,i)ﬁ P(yw&x} SL (yﬂ-ﬁ»x)f = O e

Funkelda Fx,ye2z)~ f(x-2) ¢ (x+y+z) 3Je,dakle, invari-
jantna pri ciklilke] permutaciii promenl Jivih x,y,2 + E2 o8-
novu togz , prems llol (str.8-9) , zakljudujemo da je

(1.9)  Flx,y,2) = f(z-2)¢ {x+y+n)
*+ P (x,y,2)+ FCyy3x)+ P (24%,7)

gde Je ¢’ praiﬁvaljm fmgai,ja .
Frema tome , dokagall smo sledeéi rmx.ltat !
Teorema 3 Opite raﬁ&n-e{jgé&gé&gg (l*ﬁj,_ggg 84
¥ 4 £ pepoznata funkcije , date je nomodu (1.8) £ (1.9) , gde
aa ¢ 1 & proizvoljne funkcije 8 # proiavoljno resenje
Jﬂaﬂﬁﬁiﬂﬁ (lt7f - | |

 Posledicoa. Qpite neprekidno redenie
(1.2) dsto je s2

ainsdinsg

(1e10) £(x,y) = (2x-y) ¢ (x+y) ,
(1.11) Flxyys2) = (x-2))(x+v+z)
+@ (2y7,3)+ P (yazpx)+ ?5(5‘5:3:3’) ’

fmeiaﬁ »
weneralizaciija. Operaciju “." umesto uslovom 33 il b S
md definisatl sa

Xey = g{z~ l(x)*ﬁul(;)l

gde ja gz pr&iﬁvaljna stilkino monotona funkeija koja je defi-
nisana na <itavoj realnoj osi a £ -1 njod lnverzna funkcija .
Ovelro definlasna opericljs jo asoclijativna 1 ima Jediniini ele-
ment e = g{o) (videti 1} ) .

agfavanje Jjednaline (l.l),u ovom generalnijen siudajn |
svodl se apﬁt ns re#ﬁw.n;la jﬁﬁn i&ine (1.2) (vi&ati Mi ) .

jﬁﬂn&%imi
£{zy,z)+: Hys,x) f{zx,5) = 0 ,
pod pretpostavkon da je £ neprekidna funkeliil .



jedne klase ; h Jednacins

U radu 19! odredjene Je opite meprekidnoe relenje jedns
klase funkoienalnih jednadina kojs generalife jednalinu (1.2).
tieka je 2iklickxi opersier ¢ definisan s8

Cf(zl,xg;inﬂgxﬁ%ﬁ = f(%,&j’iii,xmm’xl) »
gde Je £ orroizvoljna funkocljs .
U pomenutom radu nosmatrana je jednalins

51 1 iﬂl |
(2*1) ;s: .E' (zl'*xg*‘iiﬁ*'? , l 2*# tt“l"ﬁ

1=}

)

i

@ © s

zde su m i n {mrn > 2) privodni brojevi, x 4 realne nezaviano

promenljive 1 E"i nepoznste realne funkelje 1 dokazand jea
/s

sledpca tegreni .

Liiine

Teorsgmszs 4e Upite necrekldno redenje jsun
(2.1) dato je sa

Fi(xg?) = (ﬁx‘my)f(x*y) i(#t?) €imliﬁf LA L ﬁ?ﬂﬂlj §
Vi
(1{,3) = (D= i}’)g(?&*?}“ !ﬂJ éﬁa‘i{i"'}’) s

A=

(202)

E@.E 2&- i i ﬁi (i 1,!"-’_. *oe ’m%‘ '“"1}

zroizvolline peprexidne

Prigetimo 42 iz teoreme 4 noicme neposredno 4Aobltl L
opite neprekidne refenje funkelionslne Jednacline

53
( i?j} Ci*l F(Kl*xg*li##*}h ,K

+oeatX )ﬁﬁg
1l

w+‘ Lo B

3 %“"!

kojs se iz (2.1) dobija g%&vlj&juéi Fy = §p = ene = ¢ = § a

e LR
(U opitesm slulaju to ne morsd hitl t3<inoje.
Zeista , ako iskoristimo (2.2} , dobljsameo

oén-l
By = 8o = e = Sppn ] 57 iil gy = #(m-ﬁ-}_}gl % O e

Daxle , opits neprokidno roienje jednaline (2.3) <ate je
88

(2ed) F(z,7) = (mx-my)f{x+y) ,



gde je £ proizvoljna neprekidnma

e ol

U élm ISI reiena jia Jeﬁnaéina kﬁja gansraliﬁa jed-
nalinu (243) « Heka je cikliéni operator ¢ definissn sa
C g(ll,x gmegy iﬂ*ﬂ‘*‘ﬁ) == f(x,,%,.“,xmm*p,xl)
gﬂe je £ gmizval;}na funkoija Posmatrana 3eénacmﬂ slosi
mﬁ-m _
Gi 1

(341) k)
1=1

?(xl*ti » ’*'LE

1T o e e e e iR -!vn-%g)

2 3 .

gde su m,n,p Pesloialiidfejavi , X, realne nezavisno promen-
ljive 1 ¥ n&gamtﬁ r&&.lna fuﬁkaiga .

U rodu Je dokuzana slededs teorems .

Teoremasa 5, Opite
jednacine (3.,1) dato le sa

1° F(x,y,2) = (x- ~E By p x4y rz) + (BB Yo (g 4y0g)

n+R+D m+p
8 myp<pimgn; omip;

2% Flxy7,2) = 2(zsy-p ZE, xvy+a)

~£(-x-y+p FoL2 , xvyez) +(z-n ELLIE arrRe(xiya)

ZZ WMy - P s mAD , m =P}

33 F(x!;‘f:ﬁ} = ¥ I:K*F‘(E’i"‘ﬂ} %&L@p » ﬂyﬁﬁ]—
_f( 4 m ¢ X¥F¥2 )-ﬁ(m ﬁg(xqa?%) 5

28 @ <n=p,;



4© F(x,7,2) = £ [wy-(om) BE2, woyes |
~£( -pem BLE , xeyre ) (-alplB)e(xryez)

ga B =P
5° P(Zy¥7,2) = £ X-m % s Z¥yHE )

~£( y-n BEE , xepen )e(z-n B E)g(xeyra)
2o 2m = 2n £ P

6° F(a,7,8) = £{x,7+2)=-E(y,2+x}+g(x+y,2)-glz,x+y) ,

28 Zm = = P
7% F(xyy,8) = £{2,y,3)-£(y,2,x) , 28 m=n =p ;

srolzvoline neprekidne

gde su £ 1 2

fggg@ijﬂ .

Primetizme da su tecremom obuhvaceni s&m0 slucajavi kada
je p = max (m,n,p) 4&ok se svi ostall sludajevi , keo Sto je
to v <lankun pokeazanc svedd ns posmaltrang .

Iz teoreme 2.2 1 rezultata iz Slanka 121 sleduje da su
ratenjs koja su navedand u slulsjavima 6% 1 7° ‘poslednje toore-
me oplits k%o se pretpostavd samo dn su £ 1 g prolzveljine
funkeije « Taj rezultut je dobijen 1 u élanku 151 .

4o Joi iedns klsss funkoionelinih

Za prolzveoljnu fwmkeiju £ stavime

5 f( Eiixﬁiititxmﬁ*ﬁ ) = f{ xggxstl#igxﬁl_#m*pgﬁl} -

7/ .
Posmatrecene funkeionalnu jednacinu



_ m*ﬂ$9 i~-1 . - )

gde su myn,p priredni drojevi « wa jednadina je , u izves-
non smislu , generalizacija jednadine (2:.3) i specijslni slue
&aj 3®ﬂnawiﬂa (5.1) e Za ovu jednadinu mi demo odrediti ne sameo

nepreicidno veé 1 opite refienje , #to nanm nn&mguc» va da iskori-
stimo rezultate prethodnor paragrafa .

Teoremn 6. Qpite refignie

Jjedneéing (4.1) Je

(4*2) F(xyy) = ¥ (nx-my) (n A m) 3
(4e3) F(z,y) = ¢(=)~¢(y) (n =m),

conohy-eve jednafine (1.7) 2

DoZX2Ze éﬁﬁ?lﬂﬁd&ﬁi Ii =0 (1= 1,25 ees ;ﬁiﬂ*@) iz
(4.1) dobiljame F(o,0) = o . Ha osnovu toga , gtuvliajudél
Zy =X 5 Xy =0 {1 =2,3, eos ,umip) iz (4+1) izlazi

BF(2,0)F{(0,x) = 0 5, tia

(4.4) Flo,x) = ~ % F(xs0) »

ko u jednadini {(4.1) atavim Xy =X 3 Zg =Y 4 Xy = 0
(i = 3,4; . %W ’,31*"13*?) pa dﬂhiﬁm

(aml)F(m)a)-*F(Jt:,y)-*(nﬂl)ﬁ‘(a,x-’f?)+_%*(a.gx}+¥’(:f,§) = 0 ,
ﬁj# prasa (4&4)

(45) F(x,y) = (1- B)i(xey,0)+r 2:(x,0)-Fly,0) «

sitl

(4«5 bis) F{z,7) = (1~ %)f(:ﬁy)* '%f(x)nf(y) »

la osnovu togg® jednadina (4.1) postaje



BEnFD s
| i -. -1 ,
(e A-3) I 7T flmpmpeeerig,,)

+ % wmp ci-d

i=1 £( Ay TEotaew +x%)

mAnsp

. .Tﬁ!j.-"‘l - _ . .
= 1El C 4 (% A Ko tesetX m) .

| Ako Je m=n , jednadina (4.6) je 1dentiékt zadovoljena
pé funkeils £ mo3e biti proizvoljma « Iz (4.5 bis) toda iz~
1221 (443) « Odrnuic nije taikeo proveriti .
AXo j& m 4 n, pokazademo 42 1z (4.6) sleduje da funkeija
£ =zadoveljavs Couchy-evu jednadinu (1.7) »
Zaista , 8tavijaiuci u (4.6)

1° x=x , x5y 4 250 (441,0+1) (p>m>n)
2 X=X 4 X =Y 3,50 (1za,m¢n) (z>n>m) 3
}” Ey=X 9 X 15V » K= (1£1,n+1) | {m > p,n 3 ptaz n) ;
4° Elﬂx 3 X177 2 Xm0 (i#l,m+l) {(m > pym; pn<y)
5% x =x , x_, =y , Xy=0 (1Az,mn) (n > pym ; prazn) ;

pra<n) o

i

5 I}nﬁﬁ ¥ xm%ﬁﬂﬁ? k) Kimﬂ (i}fm,i;%’ﬂ} {ﬂ - Pyi2

ednaiine

£
dobijaju se %akt ivno

1° (- =) [ nf(x+y)wal(x)vaf (7 ﬂ

nf (% }+af (_3)] = nf{x)wf(y) ;

2° (1~ B) [wt(xsy)ent(x)ent(y) |

+ g?- [mf(x)mf{y)] = af(x)mLly) ;

3° (- B [(awa-p)e(aey) +pelx) wp2(y)]



+ B [ut(x)eat(y) | = af(x)ent(y) ;

© (- B) [(men-p)t(zey)ept)opt(y) |
* 3 [‘im)ﬂﬂ*(ﬂ*ﬂﬂﬁ’ﬁ(lef(ﬁr)] :u_nf(x)mi'(y) :
59 (jednadina 3° ) ;
69 (1~ ) [(me)f(ﬂ?)+§f(x)+§f(y)] +3 [Eﬂx)mf(y)]
= (mép)2(x) +{a+p)£(y) +(a~m-p)2(x4y) .

5ve ove jaﬁn&ém se avode , posle sredjivanja , nn
Cauchy-evu Jednalinn
{1+T) f{x+y) = £(x)+L{y) » _

Zoristesl jednadina (1.7) 1 stavljajucd f£(x) = n‘f"(it),
Pormuls (4.5 bis) dobijs oblik (4.2) « Obrnuto , t). da sva~-
¥a funkcijs obliks (4.2) , zde je ¥ relenje jednaline (1e7),
sadovoljava jednadinu (4el) , neposredno Be proverava . Jaio
sluéajevl 185" pbuhvatajn sve mogucnosti pri kojima Je
441 “ % taprend j@ &mamﬁ » |

Poslaedl o le

(427) F{xyy) = cl{ox-my) (n #m) 3
(4.8} Flx,y) = Y(x)=-¢(y) (n=uam) ,

Fy (%) 420 0% ) 45 5 (X002 ) W3 (Xg 92 0) )T (3 42y X)) = ©

Naks je C operator definisan u prethodnom parcgrafn .



Fankelonalna Jednacine

e 4y BYR 41 .

(5al) iil ¢ F,(x, FEotesa ¥Ry X, a4t Kpantesetx, ) =0,

( an,pEH ) 4 zde su ¥, nayognate funkcije , gener:life
jednading (2.1) u 1stom smisla kao 3to 1 jednadina (4.1) zene-
rallzs jﬁﬁﬁ&ﬁiﬁﬂ,(aiﬁ) - y
U ovom parsgrafu mi cemd refiti jednalinu {5.1) o sluda-
Ju kada Je moe= 2 s B =p =1 , pod pretpostaviom 4z su funke
¢lje ?1 .ﬂﬁptﬁﬁiﬁﬁﬁ » Opftl slulaj je vrlo komplikovan .

Teerema T. ko sgrealne funkelfe F, (1=1,2,
3,4) peprekidns 1 sko Jje

(502) By lay 30y eXg) 0¥, (mpvigy 3 ) o3 (g vty 2y J4F, (1, 5)= 0

funkcije F, (i=1,2,3,4)

?I(Egﬁj = 332*(3*&3?2"9%33*ﬁ3*3?*? '
L Egcxt;?) = ég2+(a-¥£;}-yg*$am?%ﬁx+x F¥g o
(523) Fy(xyy) = _axﬁﬂ(aﬂh332+ﬁxay~ ﬂ+ﬁ)x+(3/~E*%MM)J*“ :

5‘-4(1,33 = -iX ﬂ(@,z%)y wﬁ.ﬁjﬂaﬁﬁm X)E*(%*ﬁ)iﬂﬁ- =5y

atante « Obrnute  pri roolz-
F, » definisa-

5G8 BU  8,D,0,3,5, X 2Py T EW
volinie vrednostima ovih konstanzta , funkcije
ne a3 (5*3) E&ﬁﬁvﬂl svaiu adnacing (5¢5) o

vokaze Ubrnute ftvrdjenje moiae se proveriti samenon lunke
clja F, 1z (5.3) u (5s2) , no Zema se neéemo 2sATEovitl W
fﬁha Jﬂm daﬁaau&%i @u ig (th) gl%ﬂﬁj@ (5Q3> *

htavljaguai By =X 3 X, 2 9 Xz = X, =0, Jednocing
(ﬁ#?) ﬁﬂéﬁ
{5e4) ‘%( h?) W - J_{X*‘Yﬂ@}“ (313)“ (3‘#3‘:) »

54 osnovu toon {Se2) g@ zlasitd



{5*5) Fii!i*xgiza)iﬁgelg*Igﬁxa)+§3(I3t£4;£1)
- 4 Flfxzizlﬂzﬂtﬁ)*?2(3?,Q)¥¥3(3§14*11) "
-/
_ﬁt@ﬂlj&éﬁﬁi ovdae Zy=X 3 X =y 5 X=X =m0 dobd jamo
( 5 tﬁ) FQ(K;?} = "{'Fl(ﬁ‘*x )*§3 (x'*'?rﬁ) *Fl(y;ﬂ) *‘45'3(5,?) *?é { 9'93 »

ilininscijom funkoije ¥, iz (5¢5) 1 (5.6) , dolezi se
do jedns=kosti |

(547} ?1(11%@-.2,%)-#?3 (13-*-:& 4,11)+tl-(x.4,u)+F3(a-,_y)+Fﬁ {0,0)
= "l(ngxl+32,a)iFi(xgixsfx"g)+Fl(a,32@33)
’*‘?3(5'14’*31)*?1(@;&) "'F3(Q,ﬂ§ -

Odavde 28 X =i y Xz=F y Xy=2,~0 odnosne X,=x , X =¥
32"*13#6 » imsmg mﬁ;saktima Jednskastl

(5*3) Fl(ﬂ;?) = ?1(313*"*’)*‘F}(x""ytﬁ)*?l(ﬁgﬂ)"ﬁ‘1(@,3)
“FBLI,Q)*FE(y*Q)*h“{n’G}  J

(59} F}(X«:F) = F3(ﬂsx‘*'?)*fl(ﬁ{*?sﬁ}-’*"Fz(.xrﬁ)ﬁ?g('@tx}
—..E"l(x,a)wﬁ’ 1(Fr0) (0,0 ) e
/ .
Uvodecl notaclije

FE{‘&’“) = glcx) » F3(ﬂ*z) = 5:(3) ’
p = Fl(ﬁgﬁ) = fl(ﬁ‘) = fg(G) L
r = F5(0,0) = gy(0) = g(0)

jednakostl (5¢8) 1 (5.9) uzimaju sledeén formu



(5.8 bis) F,(x,y) = 2 (x+y)+g,(x+y)+;(x)-2 (x)-g; (x)-g, (y)*r ,
(5+9 bis) ?5(3?3"’} - ngx*ﬁ'}*flcx“?)*‘%ifx}*gg(x}*flcﬁ)f“‘fliy}*? .

Zamenon u (5e7) 1 sredjivanjem dolazi se do jednaiine
(5edo) £ (xgexyvx))-1) (xy 45y #x )+2, (x)02))- 1) (344%, )
2, (2, )-8 (x4)
*gy (2 #2, 4x5)-5, (2 +350x, ) 4g) (=g0xy) "gi (31’*‘3* J
e (x=%x kx3) ~T,, (x )-£2(32+15}+f (x )

O A R AR

ia Xy=R A=) ¢ X,=K,=0 , pdavde se dobija

£, {x+y)-1, (x)-2, (y)+p
+gy (2+y)-gq (2)-g(yl)+r
+f2{x+3}-;fg(x}mfg(y)+§ .
+e,(2+y )5, (x)-g5(y)4r = 0 »

Doklegfunkelja £y (x)+gy {2+, (x)+g(x)~2p~2r sadovelja~
va Couchy-eva jedn dilnu (l.7) , odakle sleduje

(511) £, (%) vz, (%) +0,(2) 45, (x)=2p-27 = Cyx (¢ = comst) ,

Jer au funzeije f Q,Ql,m po pretpostsvel neprekidne .

Zlimdnacijon fu@;rf g, 1z (5.11) 1 (5.10) , dolozimo do
Jednaiine i

(5612) fl(xl*xﬁ)%£1{33+x4}ﬁ£1(ﬁ¢+31%12)ffl(xl)



L

+8) (X1 +x,+%3 )-8y (X +%;) 48, (x4 4%, ) 426 (x493,)
=8y (X *Xg 4%, -8y (2493, 42, ) 8, (258, (29 )-8, (x,)
2, (xyex o2y )2, (%) 125)=1p (25025 )41, (x)

=2, ( 2yt x 4%y P (252 0L, (x40 )25 () = 0

Zumenom X=X 5 Xu=¥ xlmem- s B&lazimo

£, (x)+2, (y)=2, (xv7)-p
8y (x)+8; (y)=g; (x+y)-x = 0 ,
odakles slieduje

Eliminccijom funkelje gy 18 (5.12) 1 (5.13) , doblja se

(5:14) 2, (2, 4%y 4%, )48 (X5 4%, 4y )2y (xy 42,42y )=y (24 4%y +X,)
28, (:1{-:2 )=21, (xgex,)-2y (x,)-2; (x5) 42y (13) +y (x,)
#2p (2 #my g ) Lp (R0 42y )42y (X593, ) o8, (0%, )

- ;l(21*12}*12%*%)*fg{ﬁ)ffz.(xd‘) w O

 do jednakosti '

;;;fl(ﬁm)-s-fl(y*ﬁ)*fl(mx)*?fl(xw}«gfl(x)-fl(y)ﬁfl(z)*fl(a)

+£2(x*wﬁ)qu(ym}:-fgiﬁm}ufg(xﬁ}ﬁtg(x}+f2(y)¥£2(a)f£2(a) = 0 o
poidle o funkelja f2--£1 zadovoeljave Fréchet-ovu funk- |

ciomzlnn jednadinu (videti 16} ) |

- {513) £{xryrs)-(yrz )L (z+x)~L(xsy ) +L(x)+£(3) +2{z)=2L(0) = 0 &

Enko je opiite naprekidnoe refenje ove jednaline polinonm

drugog siepend 1 kako je :fl(@) = f?{s) = p 4 Bakljudujome
da je |

Eliminacijom funkcije £, 1s (5.14) 1 (5.16) , dobijamo
sledeéu funkolomslmu Jednadinm



S

(5.17) 11(32%33*34}%11(33*24fx1)mf1(xﬁfxl*x?)*zle;zﬁzg)
Z23 X=X 5 Xp= ¥ p Xg=0 5 X4=C iz (5e17) sleduje

tj. funkcija £, sadovoljava a Fréchet~ova jednadinu (5.15) »

Prema tome , postojl relaeljs

(5018) £,(x) = Cx*+Dx+p (C,D = const)
Iz (5416),(513) 4 (5.11) redom izlazi

(5.19)  2,(x) = (#C)x+(B+D)x4p ,

(5420) *.{x) W-+GIE*(ﬂ2ﬂﬁ)K$f .

(5¢21)  g,(x) = =(A+)x"+(Cy~0-B-D)x+x «

ﬂtavlgaaagi
prethedne Cetiri formule transformiiu se n

(5.18)b13) 2, (x) = ax“+bx+p ,

{5.19 bis) fztx) = (a~®132+¢ﬁ+p .

(5420 bis) Jléﬁ) o —ax—( or8)Etr .

(5.21 b48)  g,(x) = -(a-b)x2+( § ~B-bmc)xer o

unﬁﬁ%ai ove lzrazs 28 *“Lﬂﬂ:ﬁ:i;}ﬁ* fl,fzml,&z a {(Seii bis)
1 (5.9 bis) ﬂﬁhijmjh se prv: 1 tyeés od faxmnlﬂ (543) « Zome~
mja;jm..i Fy 1 Fy iz {543) u (5a6) 2 ﬁmauavaﬁaai (o, o) Ba

a doblia so druca fozmuls (5e3) » femaino , iz (Je4) izlozi i
poslednia formula (543)
Oviz je teorema T dokasansd .
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Institut of the Humgarlan scademy of Jei@ﬂﬁﬁs,~val.5,$@riaa.&,
£830e1~2,1960,0e215~321,

i3l Da Ze Dlokovldl 3 3 Sﬁrlgg_,éw'

nelle, Fublicatlions de 1la Facultd 4* ;glaetmtaem:!.{;ua ée vm-
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1?51,pﬁ1§-15,
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liaﬂtima de m ?am:lté dfﬁlaatmmﬁmiqm de 1'Université a
Belgrada,sdrie:s Hathématiques et Phyaiqag,ﬁ@;ﬁB,lﬁﬁltp.zl-aa*

iﬁl De Ze D3ivkovi éﬂl Hedenla Jed dcne £
] nacine, Bullstin de la Soclidté des mathématicima

ﬁt P533151ﬁﬁ3 da l& Ea.Fe do 3%?@1&, Vﬁltla 1951,@1135“195#

!61 He Fx &€ cho %1 Une définition fonctionnelle des
polynomes, Nouvelles snnales de NMathématiques, quatridme 5&-
.ria, £09,1909,pel45-162¢

I?I HeHossaz @ 1 & lnediris fuspvenyo: _
- arol, + @War T 4dawn3raa Akadémia ﬂaatﬂmatikai éﬁ fiw
zik;*.i ﬂaar osztilyfnak Kozleményel,t.11,50e3,D.249-261,

18] Dp. 5. f&ﬁitriﬁf}viﬂ/wm i Djakevié:
zay une classe §*dquations fonotionnelles cyclijues, Comptes
sendus, Paris, $.252,1961,p«10%0~1092,

. " rd

9] Se PreZic-DefeDjokovic: Sur une
gguation fopotiomnelle, Sulletin de la Socdété des mathdmati~
clens et Fﬁyﬁiﬁiﬁﬁﬁ de la Rt?#'ﬁ&.ﬂﬁrbiﬂQVﬂl&1311§51!§#14?f152i

lol Izabrama posplavijs iz natematike II, Beogprad 1962,
(prvi tlunak)e.
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