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{usle Ekehsasustiljia//iscrpliivenje/, kso infinitezisalne
metods, javila se u msatematiei st rih Grks, prvensivenc u refisveniios
problemp kvadroturs ﬂ?uhature.

enovnag 1de Jna geadriinag ekshaustije
gzl jalsa sae w odredjivanju algoritmaea
poczodu kojJeg e posanantrana velidsine ()
/Auiine povriinag Baipreminag moite iscr e
paeti preko gavo jih delova 4d0 velldilsine,

menje 0d svake unapred sadate, velid¢ine
iete vr et e. Horalo se, prirodno, odush nametnuti pitanje,
kekvinm gse niegop savo Jjih delove veli1dinasm
", na navedeni nadétin, moZie sigurno iscr p-
Bt i, Frva teorema n deeeto] knjisli B u k i 1 dovih £1enmn e~
netautvediule sa takvu operaciju legvesne dovoljne uslove. Ta teors-
ma xlasis |

tieke su date dve nelednske veliline; sko se od vede odumuec vile
04 njicne polovine, & gxiim od dobivencog ostatka vidie od njegove polo-
vine 1 ako se gva gperacila sukoeslvio ponovi dobide se za optalak ve~
14¢in: kojs de biti manjs od date manje velisine®.[’, 49

Fa kraju Euk l i d primeduje de se teorema =liénc dokszule i
za slutsj kad ne od vede velidine oduszme njena polovinm, satim od ostat—
ke njegova polovina itd,

- 8voju tesr-owm K wu k 1 1 & imvodi keo posledicu jednog osnovnog
stava, sade pognatog pod lmenok Eu d o ka~Arhimedovoeg
postulepta /ekeiomm/, koJi, prewe A rh imedu, glasi:

"Nekea su date dve nejednake duEi, 111 dve nejednake povriiine, ili
dve nelednake sepremine; ako se vifek jedne od ovih veliline ned dru~
gow sebere ssmim sobom isvestan broj puta, onda e taj sbir premsfitti
Jednu, 111 drugu od velilina, koje se mediu sobom uparndjuju#.[Zn{]

Citireni gostulat je ilmplicite dat u Cetvrtol E ud o k s-oveld
definiciji rezmeres - |

"Kake se Za su dve veliline u resmeri jedna prems drugel eko neku
multiplur ms koje 0d njih mofie biti vedl od dmn".@,,ﬂ

Havedenn Euk 1 1dova teorcma bila je od primarncg snadsja
g8 rzevitak ekshaustije koo praktidnog 1ﬁfin1taaiunlneg slgoritea mate-
matike anticke epobe. Hjegova primens kulminirale jJe i sablistsla, po
gatvareniz regultatise, u delima A r h i meda.
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F{ demo 1istadi doknz Euk 1 1 dove teocreme u jednom chlika
koji je od interesa sa predmetl istralivanja kojism se bavimo dalje u
ovo] raspravi. .
Heks su date dve velidine o 1 [l i neka je o (’Z: o Ako re 24 vew
1iZine 4> cdusme velilina =, , dobide me

{4: A1 :hf‘f)g—

Cvim Jje ulinjen prvi korek u iserpljivanju veliline ﬁ o AkO 8¢ 5nd po-
nove, preme Eu k 1 4 4 u, od f.-ﬁ,, oduzme velilina «, , dobide wme

’{&2, = f‘d‘f%z = A(2) ({}-[34)

Ovim Je ulinjen drugl korak u iscrpljijivaniuv veliline /{f- « POROVYL 11 se
ists operacija f ~puta, dobide se

'éﬁ: = ﬁx‘-z + Ay = ){HX {”“g"-*f)

odnosno

- b - B
(0. 1:1) CI2E = A () (f.=0)
| | 'g = gff'“!

1 time je uﬁinj&n “E:,-ti korak u iseriijivanju velidine ﬁ e Preme E Q-
kl1i1idovod pretpontavei ofigledno jei

(0-1;2) B4 Ned (¢=123.. . &)
1x mlmiu(@% 3 f) luke sledi relmcija
b
g_é&;!"‘ 4"h(£)
odnosno »
(0.1;3) <t )
- L=y

Pakle, ponle % Lo kGrake u :l‘.!aerylj;tmju valiéine 'ﬁd. dobija ee
veliiine 7, . Usled hipotetitke relucije (0.7, 1) bide

K
(9.1; 4) 77('/-)1@) < K

=4
Ako e end, shodno Eud ok s-Arhisedovom postulatu,
pre:poptevi da se sabiranjem veliline J., doveljan broj puta same se~
Yom, mole dobitl velidina koja 6e biti veda od velidine ./ , tj.ako se
pretpostavi da uvek poztoji prirodan broj /. tskav da je

4
—,:<a
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4§ ako ne Euk l idevo 1isorpliivanje veililine J— igvrii tolikeo pue-
ta dn e ,2,*.;:»'77 s ONnda Je
2.1t .a
72r S 7 <

115, 9 cbsirom ne (O’f} 3 g (0.1; %)
. L

a ov> uprevo tvrdl Eu k 1 L d o v a teorems.

Sto se )](c.j manje razliruje od 1 bide poirchan manjii broj koraka
g iscrpliivaniu valiﬁme/ﬁ- da bl se postizgmo feljenil ostsisk ’Z,: y B
Sto se )\(¢) manje raslikuje od % bide potreban vedi broj korske u is-
erpliivaniu velitine £ ds bi se postigec ostatak ¥, . Prems tome, pre-
ko koliniks () moke se oceniti "breina iscrpljivanje® velidine £ .
Svojom pretpostavkom (0,/:2) Euk 1 1 d Je u sultini deo interval m
kome je dovoljno 4da se nalasi )1(4.‘) s+ DA da se iscrrliivanjem veclicine
/ﬁ. dodje sigurne do veliline manje od svake unapred date veliline.lL .
Ovde Je otigledna &1 potpuna analogililia
g a pojmom kRonvergentnog beskraljJnog r e~
4de, posebnoe 2a pojmcu ~breine njeszgcve
xonvergencije. Tako 2e Jasno otkriva du-
boka £ prirodne srodnost tenedjnu Jjednog
infinitesinmalnog slgoritnmae natensztihke
antidke epohe § Jednog infinitesgsilzalnog
g lgoritueun matenatililke moderne ¢pohe, 3to-
&a je upravo zZnalajno podvudl da Jje u najnovije vreae ekshaustijs dove-
dena u vezu i & principom totelne indukeije u okviru generalisanog prob-
lems iscrpliivanja Ba basi savremene teorije skupova./4, 4(0-#{’7

Prethodne tinjenice, poaebnoe mmo istakli, jer su nam one dule nepo#
gredinog povoda da pristupime, usev u Qelini, listralfivaniims ko jin su pred~
mat Ove rasprave.

Ue2, kadu raspravu podelldeno dalje u tri odeljika. ¥ prvom ocdeli-
ku ulinidemo kratek ocevrt na istorisku genesu ekshauptije kao infinite-
gimelneg algoritue, saonovancg na pomenuto] Eu k 1 1 dovol teore~
mi, taénljens Eudoks-Arhimedovyonm poastulatu. U tom
osvriu posebno demo se sadriati na posnatim eporijama D i ho t o m i~
Je & A0 1 1 eleatskog filozofs Z enon a, Jer se one u naudnoj
literaturi Sesto, posredno, ili neposredno, dovode u vegu sa penesom
ekshaustije.[ 5, 2245~270; 6,64-F0O; ¥ 40-28: 8 453-159; 9a, F¥-44; 94,
83-86) 9¢,8-9; 94,9, de, {3-28; 10, 406— 416 § 41, 176~ 195 ],

Bi demo te mporije matematiliki tretirati u opltijem obliku od onog koji
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se do sad j=vlieo u naulnoj 1 filozofsko) literaturi s ciljem ca ®® Bto
tatinije eagleda njihovs mogude uloga u genegl ekshsgusiije, kao infinite-
gimalnog algorites matematike antilke epohe. Odeljak demo gavriiti kret-
bom snalizoe Arh imed ov e ekshaustije, s posebnim poglelor ne -
ony etranu njenog idejnog sadriaja, kojom se anticipiraju rodernl infiw-
nitezimslni slzoritei: Weskrajni nis, cdnosno, bpskrajni red.

Sinjenics upravo pomenuta u vesi 8 Arhimedovomn ekshaue
stijon redovno sc istilde u odzovarajudo) naulnoj litersturi. I'ri tome 8®
prave vrlo uopBtene opservacije koje ne izlase van okvirs eloemcntarndh
pojmova o beskrajnom redu. e uolava ase gnalaj idejne sadriine volilmika
(0. 1,4) s adekvatnog infinitezimalnom slgorittu u Arhined ovo J
ekshaustiju, kad ova treba da se dovede u vegu = beskrasjinim konve: g,antnh
redom, odnoano, beskrzjnim konvergentnim nisom. U cilju da se itz veza u
aspektu navedenog kolilinika sagleda i demo u drugon odeljku nafie raspra-
ve, uvedjenjem generalisancg kolilnika N ¢) = specijalno nagvenog Fun -
keija ekshausti je—, uophtiti YuklideArnime-«
d o vu ekshasustiju, kao infinitezimalni slgoritam, i dokezadewo neko-
1ikc teoreme o ekshaustiji koristedi pojsw funkci je ekashau
ati} e, |

U ¢redem odeliku naSe rasprave dafemo izvesne primene na heskrajne
redove nekih resultats, dobivenih u drugom odeljku. Zatim Semo dati ne~
koliko novih miavova o0 numeridkim redovims es flenovims stelincg 1 nal-
gmeniinog znska, s naroiitim pogledom na karskter i ulogu funkcije ekp~
haustije u tim stavovima.

Pomenulil biswo, na kraju, de su neki regultsti, kojle demo i zlokiti
u ovej raspravi, sadrfsni u nekim radovims koje emo veé abjavili./2;43; f{a/
T{ su resultati ovde detmljnije ragradjeni { upotpunjeni.

Svaki smo odeljak podelili na paragrafe. Upotr:bili smo pcricionu
numersciju i neke skradenice: | ~teorema, /) ~definicijm, / ~leza, P/ «
poslediica teoreme 1:F%#m ~prisedbs, Brojevi u uglasto) sagredi cdnose ae
ne gpisak literature koja se nalasi ns kraju resprave; crno nepissni
preictavliaju redne brojeve u spisku, a ostali brojevl, naplseni pl&*fé,
pretatavlijaju strane u delu koje je navedeno pod brojem napisnnim erno.
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i. ¢ EUDOKS-EUEXLILSOYVYOJL I LARBIXEDOVLOJd
EXSHAUST IJI

1.1« Arhimed je jednom sacphtio [715, 179-784] ée eu neki
gec:otri pre nejgs, u reSsvenju geometriskih problema, korist!l! stav
koji je u uvodu ove raspreve istekoult kae Euw d ok e-arh i edovw
postulst,

frema Hasnkel-u £ Lorii /G.lorie navedens - ¥ h i~
me dova konetastacijn mopls Bl se odnoaiti ma H il pokrsat e
g8 Hiosa, kejgga, kake se pretpostavijis, sredinom V stoleds poliubac
da doksfe teoremu ds se povréine kErugove odnose kao kvedrsti profnika,
To je dalo povoda Enrigques-udapgmetrada je K1 pokrat
prvi nsgovestio ekshaustiju kmno metodu [5::, 21-2 zj

Premp R o f in i-u, nopred nevedene A r h f me d cva konastae
teclija, wogla bl se odnositi na E ud o k 8 &, 8ko je u pitanju zapre-
min: piramide i kupe[722]

EFrank , potnati istorllar antiiic neuke 1 filozofile, zak-
1jatuje da bl se Ane k & a g0r a wmogad snatiratl tvorcem cischaue
gtije, kao infinitesimelne metode, sbog svyog vrlo posnrteg i sasvim ja-
eno forsulisancg infinitezimalnog princips /10, 7747

L odnesu na malo, ne postojl nejmenje, alii uvek postoii monje, Jer
je nemogude dm bide bude uniBteno delenjem. Isto tako, u odnosu n= veli-
ko, postodi uvek vede 1 ono Je Jednako malom v mnoltwvu, 1 po touze Je |
gveks sivar u isto vreme veliks i mﬁla“.[f;af{]

Lzev wopfite, nije dat pousdan odgover na pitanje o tome za lije se
ime sizurnc molie vesati prvo stvearanje ekshaustije kso infinitezimslne
metode. No, izgleda nam da to § nije 0d bitnog gnoseoloikog sholsja sa
probles geneze ekshaugtije. Higurno je dosad utvrdjeno ds se onn, kro
cdredjena matematilks metoda, prvi put jJavijs u Eun k l i dcvim
Elementima, 8 jedne strane u forml konkretnih urimena [76, JEY
386, 394, 'm{ﬂ s & 8 druge strane, u forai dva stava, koli su jo] teoriska
podloge, A nalme: jednog, implicite datogu IV Eudoksov ol
definiciji rzemere i drugog, isvedenog iz prvog, w vidu praktiline, vcjé'
istaktnute, Eukl 1840y e teoreme. Stoga bl bilo esnoveno E u -
docksa i BEuklida smmsirati tvorcime ekshsustije keo mntena-
titke metods. |
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1.2. U naulnoj litereturi, kac #to swo wu uvodu 1eilskli, koje treti-
ra pitanje rasvitka grike mutemstike 1 posebno problem geneze ekshsustie
je, vrlic se znalajna uloga u tom rasvoju, cdinosno genezi ekghsuatije, 40~
deljuje Zenonovim aporijsme L ihotomija i 4Aahil.

Eratki igvodi navedenih aproije neleze se u Aristotelovo]
fizici. Hije pomnat njlihov uriginalan tckot, Jer je isgubljen £.18 u KO-
me ;» je & enon izlofic. Posneti komentator Ar i s % o v e Love
fipike, HEimplied e, opdirno se radrieo u svodim komentarims
ne pomenutim aporijsma. Na osnovu tih komentera B.P et ron o j e v id
je dao hipotetitku rekomstrukeiju originalnik formulacije aporije L i~
hotomid jau & Ahi 1, koje bi, prema toJ rekonstrukciji, na arp-
gko-hrvutekon jesiku, treb:lo da glamee:

nike postoli kretenje, pokretno more najpre prefi pelnvinu puta, &
pré polovine celcg puta polovinu njegove polovine, i opet poicvinu cve
polovine, &4 ako je bro) pelovina beskrajan, nemoguie je da beskrajno bu-~
de predjeno w konalnmom vremenu. Kretanje aakle ne postoil”. Lﬁ Fé- ??/

“gko postoji kretenje ni nejsporili ne woie nikade bitl dostigout
ni od nejbrieg. Jer onej koji goni mora nuinis necinom, pre ne o gto do-~
stigne /onog koji bega/, najpre dodi ns mesto odakle Je¢ pobao ¢neld koji
begs. 4 ako se pretpostavi, de se razdaljips izsedju njih moée smanjiva-
t1 u beskonadnost, ne samg da Ahil nikads ne mofe gtidéi hektlora, nego
/ne mofe stitél/ nit karnja&n".[fﬁg 4_7

Bovedene formulscije su po formi 1 sadrisju ekvivalentne ouim fore
pulecijama pomenutib aporija koje susrefemo u nsudnod 1 filozofekod 1liw
tersturi. Stoga éemoc se u caljem iglsganiju P e troni jevid e~
v i b forsulacija driéati.

Uppopijeua Dibhotomije & Ab &1 postulirzna jc wogud-
nost de te data duf deli u beskrajooet i da se delenjem keo ostutuk d-
pije dul koja de biti manja od svake unapred zadate duki.

Jasno je da se¢ pomenull oststak, w sludsju D ihotouwil]e,
dobiin, kad me od deste dubi cduzze njenw polevins, petim od preoeisle
palavine njens polovine i itmko dslje, ponevlijajuéi sukcesivne isti pob
stupak sve dotls, dok se ne doblje catatek koji Ce bitd amanjli . unspred
gadate dufi. -

shvetd 14 se u sporiji A h i1l poleins ragdaljina iznécju ihila
{1 kornjade kao dete du¥k, onda postupei kojim se dolaxil do ot ilka, mE-
njeg od unapred mmdate dulu, nije precizno formulisan, keo u aporijt
Pihotomija, jer se samo pretpostavlje:de se resdaljins ismedju
Ahila i kornjale “"mole smsnjivati u deskonalnost®.
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Hekn Je A, Ay, 4, ... As ... Jedan niz ugastopnih polofsje Ahila i

Ko K, Kooo. Ko ... korespondnetni niz uzastopnih poloZaja kornjazie,
-.-.......:.:._.;.. K.n | o X‘l‘ ' k'w- f
A, Ay | Ay Ain T

U pmuénold 1 filozofskod literaturilé; 9a ., 94, 9e: 14 At A&y 19,
26;24;2g]matamatiﬁkg tretiranje postupka ¢ kome Je red u aporijit 4 h 4 1
gaccive ag he protpogtavels

(A 234) F? _—?-mzﬁ:j; (A=K, ; a,:jq_ L5023, 1.0

Tretirva 11 se kretanje Lhils § kornjale snhodno pretpaatavci{?ﬂﬂjf) i
trotirs 11 se podetns razdaljina A, K, tzmedju Ahile i kornjale kso data
duZ, onim cc postupak, koji dovodl do duBi, manje od unupred saisnte du-
Ei, saztojl oligledno u slededem: L |

Ud duii AoK» treba oduseti dug A.K: ('f-ﬁ) o zatlm od precsiale du-
81 dut A.Kog(7-2 ) 1 tako dalje eve dotle dok preostala duk nc bude ma-
nja od unapred gadaste duXl, tj. dok razdaljins iszwedju Ahila i kornjade
ne bude manjs, od unapred sadate rezdaljine. Prema tome oplaani postupak
dovodi do omtetka

(1.2:2)  AuKo= AZ’Z;%

koll de sigurno biti manji od unapred sadaste dufl, samo ako je 72 dovolj-
ne veliko, tji.zke se opisanc operaciia mnad duii 4. K, dovoljne velikil
broi puts ponovi.

Generslne formulisens protpostavike u aporiji A B 11, e naime,
de se rasdaljina lgmedju Ablils § karnd&ﬁaibmaze spanjivati u boskonadnost”
dogvel lava da ne postupak, o kome je red, molZe opBtije meteomatilkl treti-
reti, no Eto se dosed u naulnoj 4 filozofskoj litersturi tretiruo.

Mi demo ead pokagati keko e ta) poetupak, shodno formuluciji apo-
rije A h 1), mole motematifkl generalizirati.

Fodjimo gzato od pretpomstavke

(// 2) 3) K,,;.; f(/c ( '4::2:. < /4:?7(:‘-1' f'K;-"; K;,‘ (L.': /* '2* a.a ves M )

T K o K" King ki.' K "

-Ab A1 A’g‘ AL At'!'ﬁ 1441 A‘H-r-,f

koje je oligledno opltijs od pretposiavke { 1.2;1) i teoriski je osnovana
na forzulacijl aporije A h 1 1, kad se odnos breine Ahlle prens breimi
kornjale uopSteno uzme kao odnos braine onocga koji se brie krefe pream
brzini onoga koji se sporije krede /ahil-flektor/. Stavimo 1i ead




ﬁg-—; L - /( K
— -_—a[c_:} M - /J L
Ak A 4 1¢) [¢=242,3,00 %11 )
tada mlﬂ(iwz;@pm#am
gza[‘“r)"'éfﬂ.)< i {(t.‘-‘-‘/,‘?,‘? :trmlll‘)
114 g |
(1.2,%) 04 g1e)e L (em 125, )
-y Pyt i ¢ P

glde je ()~ 'ﬁ(é-’)—.;f/#?
Ake me talks 4, nalazi levo od taltke Af‘-; s Onda je
0e Qre)é 4

a2 sko s8 nalasi ismedju talaka /{‘:_, - | A’,: , onde jJo 2/ >1L . Oba slufaja
. stoje u saglasnosti & formulecijom sporije AR41il., He ugimamo u obzir
sluEaj u kome me talka/, mele nelaziti i na desno od telke /. , jer ni-

jo u saglasnostl s ferwsulacijom sporije A h i 1, mada ga, sa Sisto mate-
Kako je

L Y

f‘-‘_}ﬁtﬂk:‘*}‘__ ".".."Z /‘j (4"-542_, 3"24;;'771;;E)

A, K,

4"‘ ,_Ath{!;:m/{b* }ﬂ — {"Z/‘y /{,:':il &3_; . FFo s ‘j

A(gl’-;. h,;u

gdnesn o

ey oare—rtsg

.;M;-_- j-Z’/c') [t=24,2,3,...7...)

e —

ALL;
te dobijumo

~
A K. = A K, [f -2/}
=2

Pretire 11 se kretanje Ahila i kornjade shodno pretpostevei [/ 23]
§ tretira 11 se podetna razdaliina 4/, izmedju Ahila i kornjade, kao
data du@, ends se postupak koji dovodi do du¥i manje od unapred sadate
duki sastoji u slededexm: . | |

0d dubd 4,4, treba oduseti duk /ih, 1#/1) + $3tin od preostale duki
Quk £, Z(19/))F () + pa od preestale dubi duk Aok, (1-27)(1-£/2))2/3)
1 tako dalje ponavliajusi sukcesivno sparsetiun istu operaciju.

Uporedi li se aperija A b L1 8 Euklidevoen teeremos,
onda se jasno vidi da Buk 1 1 d o v a pretpostavka eksplicitne istile

uslov
(.2;5) Y& Pre) < 1 (¢=4,2,3.. . 7., )
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dok generslno formulisana pretpoztavika u aporiji A h 11 /da se ragdalji.

na izmedju Ahils i kornjale "molke smanjivati u beskonalnost?/ implicira i~
ri uelov gl

Prirodno je pretpostaviti da ese diskusijom, potxtsknutom Z e n o =~
novom aporijom A hi 1, v Grlkel, preeuvklidovako) metematici 3 fi=~
logofiji, mogleo u nekol foral 1stadl pitanje pod kojim d8 se us=lcovima ra-
gdaljina izwedju Ablla { kornjade /odnosno ihile i Hektorse/, smuniiveti uw
beskonainost”. Na jedno takvo mogude pitanje madrian je delimicno cilgover
R Euklidovwvol teosremi, jJjer ona daje dovoljne uslove pod :2ojima
ap nuvedens ravdsl]liine sigurno, "mofe manlliv:aty a beskonadnoast®.

bko je At A R)=0 . ti. 1) = lo (L'=423.00 2., . } op-
da imemo slulaj Dihotomije, a ake je g/cis j 1 éfaur-; s 3. fﬂ): f’-—Z
onde je to rlula} setemetickog tretiranje mporije A h 1 1, dobrc poznatog
a literaturi, |

Izlcleno tumasnje aporije Dihotomije &4 AND11 u avetlo~
8ti Fukxlidove Steoreme pokazuje da je matematitki oesnovenc gleda-
t1 u njime stavove koji uizvesnom smielu anticipirsaju, ednosnc, nogovedtge
vaju Furlidovu teoresu i infinitezimaslni rlgoritam u ekephnustliii, kon mm-
tenetilks) metodi woplte., Cvu su miseo igrazili smnogi sutert koii su prole
Savali rezvitak satematike sntiZke epohe, a marotito Enrique s/%
9%, 83-86 7 , Zeuthen/[6 64-720/ 4 Mandalf o [71 4%-—}?.5_‘7
Bo, vl oni aporiju A h 1 1 4Sretiraju u okviru ufeg uslove (*{, 2,5 ), anpw
trajudi Eak da Je ZM) konstenta, Oligledno je ds se ne tnj nalin neoprave
dane =uisva podloge em kojJe je osnovano dovoditi u vesu sporiju 2 h 4 1
sa ¥ ultlildovoeas teoremonm { g ekshaustijom koo infiniteriz=inim ale
- goritmon. -

Ead ge odredjuje Z e non o v o mesto u rarvitku metematice antidke
epohe 1 kad se posebno ocenluje uloga koju su mogle odigrsti sporije D 41—
hotowmijas 4 Ah11l u tom reagvitku potrebno je imoti u vidu slede-
ée Ginjenices ;

8/ lokom V stoleda pre nove ere u grikoj matemstici dominirs problem
inkomensursbilain veliline 1 problem akiuelne infinitesimele /P L t a g 0~
rejska monase i Demokritoev matematilki atom//% 255“2}0;
55} E-24 , 10, D6~ Ijg]. ¥1 se problesml sueredu s idejom bepkresine deljivo~
sti { ¢ {defom veliline koja je manje od svake unapred sadste velicine.

b/ Apoerije P i hotomi fa i Ahid javijaju se tokom V
stoleda 1 to najverovatnije u njegovo) prvoj polovini. One svojom sudrgi-
nom idejno impliciraju beskrsinu deljivost AuEl 1 potencijtlnu infinite-
gimsiu, odnosno, dul koja je mania od sveke unspred ssdate dnli.

@/ U IV stoledu pre nove ere, shodno vremenu i stanju metematike nay-
ke, E udoks teorijom proporcija resSava problem inkomensurabilnih ve~
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1itina [94:3 2,3] » Cetvrta definicija u gklopu te teorijet"Kale se da su dve
velicdine u ragmeri jedna prema drugo] sko nekil maltiplum me koje od njih
gofe hiti vedi od druge™; n o=novi de isto §to 4 Bu do k-t v h im e~
4d o v postulat kojim se posiulira beskrajns deljivost 1 potencijelnes in-
finiteziwala. Fomledica fag postulata, keo #to smo ved naglesili, Je
Euklidova teoremam. Pojava ove teoreme, kako Je ved u fgvesninm omi-
glu istaxme L ur i a%}ﬁ,di%]iﬂtnriaka je gnadr)na, One, & jedne strane,
oznacuve kraj etape u raevitku matematike antiéke epohe, kead je v shvatanju
prirode geometriskin velilina /dudi, povrsine, gapremine/ dominirzle ideja
aktuelne infinitegsimple /F it s gore jeka monmia i Pemokrit
o v aatematitki atem/, 1 8 druge strane, osnaniees poletak etape za koju &e
bitl ksrakterigtidéna ckehaustija, kac infinitesimaine xetoda, kojou se kros
praktiinu resliszaciju ideje potencijelne infinitesimnle /geometrisks veli-
&ina koje Je manja od svake unepred date geometriaske velidine iste vrste/

.‘1‘.0516 niz koniretnih problems geometrije /Eu k 1 4 d -~ Arhimed/,
Ao Je ret 0d kakvog puw sneaelaje nogle
Piti aporije Bihotomija & 2hil 28 r8zv i
tak ceatematike antidke epohe, onda suatra-
mo 28 nije 90d primwarncg enatajys postavl] e
44 i rejdgavati pitenje kakve je stvarne ¢ i-

Jeve hteo postidé¢dil Zenon navedeninrc apoa=
i1 ienn kao 8S8to z2e¢ to0o ponekad u naudnod 1 i~
eraturi posebno istide /neprluritafio 7 /.
ogotove ne mofie biti od primarnog 2naeadoas-
8 postavil janjte pltanjs v Torei alterna-

i ve, d.&)fli sa Z2enoncoecvi ¢eilievi bpi1li zmat e~
aticdkog, 111 filozofskog /metafizickog
araxtersa, jJer jJe dobro poznato da je baid

a8 epohnu gréke antike kasrakteriasaticno v re
0 tesnoe procLimwanyie, upravo stepeanijec nau-
e 1 filogofije, 0dnosno neudnih 1 f£4ilcé#

0 kih probPblena, 2 narodito prodvlencs ma-

e tike1filazafije[24n-;£&ﬂﬁa. ocpte je po=
n a Einjenica da g8 u £iL)ogofskoj 1lite~
8 ri navedenin sporijame pripisuiu ¢ i~
Jevi il Judilveo £1lozofekog karakitera.
tczgeae, ako se £ell coceniti njithova cogudtda

logas v rasvithkana satemstike anticke epo~
e, onda jJje bDitno utvrditi njihovu stvarnu
atemeaetidku sedriinug £ na oasnovu togs pr o=
eniti koliko su one kao takve objektivno

PO

OB B E QMW R W R NE oty oo M
£ o+ 8
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gle,negcavisno od ciljeva koje im Je po-
avie njihoyvw autar,atimulitnti rasgsyY i-
X matematidke antidke epohe. Matemxzant i &~
s adréfine koJjJnu ama)u svetlostl Eukl1ido~
, teoreme u navedeninm aporijama prethod-
, utvrdili, keo i mesto kxoje te aporije
yugimaju w xompleksuw injenica pod a/, b/
¢/, devoljno j'aeno govore das su one =0Tra
e stinulativno deloveti na razvitak ma-
enatike antidike epohe, poasebnoe na Lgenezu

kshausti]e.

1.3. Eukli1dovom tearemom i primensma koje je posredstvom
, teoreme Euk 11 d ostvariouevojim El ement ima[, 3717, 24
94, 4op ] ekshaustijs se kao metoda afirmirala u matematici grike anti-

2. U teoriskem 1 praktiZnom pogledu ona je dokivels svej puni Pascvat u
elima Arh imeda ns problemime kvadrature 1 kubature.

U Semu se sastoll Arhimedova ekshauatija kao infinttesi-
alna metoda i keko se ona primenjuje 1 nigu problems kvadrature i kubsture
dgovorimo kratko na postavlijeno pitanje.

Neka je () sadana velilinm - povrdins, od-0sno; gapremina. Postavlja
1@ problemt odrediti mermi broJ /7 (Sl) Sadane veliline fLePo Axh i~
s e d u postojanje mernog broja Mm(fl) je nesumniivo. On Je impliicite &
sriori pretpostavljs na osnova odiglednosti kojun prufa geometrigka intui-
eija. Za njega se ne postavlja pitanje ksko treba shvatiti mernl broj (S )
odnosno, &ta trebs podragumevati pod mernim brojem M(), tadnije kako ga
treba definissti. To je, naprimer, polszne pitanje kojim se bavi u resava-
niu postavlijenog problems moderni matematilar, odnosedi se kritilki prema
otiglednoati koju prula geomsetriska intuicija. |

Arhimed nepomsredno prilasi odredjivanju praktifnog geomeiri.
gkog algoritma iscrpliivanje velidine ,Q . Tu je za njega tefilte poatav-
1jenog problema. Genijalno spretninm primenama geomeiriskog aparata A T ~
himaed odabirs izvanredno pragtid¢ne puteve kojli ga sigurno vode redeniu
postavljenog problema ~ utvrdjivanju mernmog broja m(f)). On najpre, bespre-
kornon ta&nosti, odredjuje cmmtriaki postupak pomodu kova formira monoto-~
no rastudi niz velidina A, koje su sve manje od veliline 19 /i sve gu
tate vyrete kao vellline () / 1 monotono opadnjudi niz velidina d.,,, s KQle
su sve vebe od velidine (2 /i sve su iate vrste kao velilina 2/,

Teky naprimer, kad je u pitanju kvadratura prvog ssvojs spirale
[25 62-32] , 411 kvadrature kruge [2, /96 - /98], Arhimed deli pun ugao

na

2”{‘”’2, 3‘,%.;:)
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mogle,negevieno 0d ¢cil jeva koje im Je po-
atavio njihovy auntor, gtinulitati rascsvi-~
tek natematiéke antidke epohe Matematid
ke sadréiins kolJju nma)'u svetlostis Euklido~
ve teoreme w navedenin aporijapge prethoad-
no utvrdili, xao 3 mesto koje te aporije
cauzimajiuu komplekasuw &injenice pod a/, b/
i1 ¢/, dovoljno j'asno govore da su one mora~
le stimnulativno deloveaeti na razvitak ma-
t ematike antiéke epohe, poesebne e gene=sczu
ekshausti]e.

1.3, Euklidovon teoremom i primenams koje Je posredsivom
te teoreme Euk 11 d ostvario u svojim El emen t 1 m s [16, 377 346
394, 460 | ekshaustija se kao metoda afirmirala u matematici grike anti~

ke. U teoriskom i praktidnom pogledu ons je doiivela svoj puni fascvat u
delimas Arh imeda ns problemima kvadrature i kubature. |

U Gemu se pastoji Arh imedov a ekshaustija kano infiniteszi~
malna metoda i kako se ops primenjuje i nisu problema kvadrature i kubature
Odgoverimo krstko na postavlijenc pitanje.

Keka je [} sadans veliéina - povriina, odrosno, eapremina. Postavlja
se problem: odrediti merni broj m (Sl) sadane veliline () . Po A r h i-
me du postojanje mernog broja m({.) jJe nesumnjivo. On Je implicite a
priori pretpostavlija na osnovu oliglednosti keju prufa geometrieka intui-
cija. Zn nlegn me ne postavlis pitanje kako treba shvatiti merni drojm(s),
odnosno, 3te treba podragumevati pod mernim brojem misl), tafnije kako ga
treba definissti. ?0 je, naprimer, polagno pitanje kojim se bavi u redava-
" nju postavljenog problema modernl matematilar, odnosedl se kritilki prema
ofiglednosti koju prufa geometriska intuicija.

Arhimed neposreino prilasi vdredjivanju praktitnog geometri-
skog algoritma iscrpljiivanja veliline _Q . Tu je za njega telifite poatav-
ljenog problema. Genijelno spretnim primensma geometriskog sparats AT -~
B inmed odabire izvanredno praktilne puteve koji ga sigurno vode reﬁmﬂn
postavljenog problema - utvrdjivanju mernog broja m(f2). On najpre, bespre-
kornom talnosti, odrediuje geometriski postupsak pomoéu kova formira monoto-
no rastudi nis velilina A, koje su ave manje od velidine _Q /i sve mu
iste yrete kso veliZine () / i monotono epadajudl niz velilina d,,,, s koje
au sve vede od veliline (2 /4 sve su iste vrate kao velilina 2/,

faky naprimer, ked Je u pitanju kvadratura prvog saveje spirele
[25, £8-32] » 114 kvadratura kruga [2, /96~/7#], Arhimed deli pun ugso
na

2" (m=2,3,4,... )
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jednakih delova. Zatism konstruille u epiralnom savoju

1"
_ ’2-*4 (4?':-2;(’3!%[;::: )
apisanih krulfnin sektora 1
2W (ma"ziaiif‘a*")
oko njega oplissninh kruinih sektoraj 4 krugu konstruise
2% (m=2,34...)
upieanih pravilnin poligona 1
- av (0‘2:2‘, 3, 4,000
oko njega opisanih pravilnih poligona. Ovde su veliline Ao, BURS
f’/sal.’l'-'f (0}-__21 3 4,..)
upisenih sextora, odnosmo. povriine
b (1= 2,300 )
upisanih poligons, a velildine A, su aume
SZ.H- f;’??-:'z! 3;4;!' ] )
oplieanih sektora, cdrnosno. povriine

opisanih poligonas. fz” /W Z;.%é;”#)

Ea 8liCan nalin postupa 1 za slulal kvedrature { kubeture lopte %
njenth delova [2, 74-80, 92~ 24]

Ako Je u pitanju kubasturs pmhalamn /Tespektive hiperboloida 4
elipsoida/, onda A r h i m e d& deli osnu dul parabole /respektive hi-
perbole 1 elipse/ na /)7 Jednskih delove i konstruile satizm upissno u pa-
rabololidu /rtap&&ha hiperboloidu 1 elipsoidu/ i oko njega opiasno ntepe-~
nasto telo koje je sastavlijeno od

- (m=2,3, 4 ... )
adnoano od
| n {(Mm=2,3,4%...)
krulnih cilindera [2, 27¥-28 f, 28%, 309 725]. Ovde su veliline [, Eapremine
(" [m=2,3,4%...)
sukcepivyno upisanih stepsnsstih tela, a v elidina a,’,,,, su gapremine
Vi (n=234...)
sukcenivne oplisanih stepenastih tela.

Fodto je definisso postupak po kome se konstruide veliline (. i .,
s time 1 sam proces iserpljivenja velidine ), Arh imead dokasule da
se definisaniz postupkom velidina () wole iserpsti do velisine koja je ma~
nin od svake maprod gadate velifine, tj.da se mofe paatiéi da malika

ton - Lan.
bude manja od avake unapred sadate veliline[2% éd-¥1 | 2, 196-794; 2840
287289, 309, 346" 32,? cdnosne u alulsju lopte L njenih delova, da kolidnik

oy,
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bude manji od kolidnika proigvolino uzete vede 1 manje veliline f_:Z. , 4 d-42 ,
45-1%, 408, 1097,

Dokmge u problesu kvadrature savoja spirale i krugs, kao i u roblemu
komplanacije 1 kubature lopte, A r h i med, izmedju ostalog, zasniva
inas Euklidovoj teoremi.
| Kadalje A r himed tvrdi, u svakom pojedinom siudaju, da kore~
epondentne velidina /A gzadovoljava uslov

Ay 4 L Loy (M= 2,3, #"éé‘ )

i dokazuje pomodu reductio ad adsurdum de nije: moguds niti jedna/relsciin
4> 8, A< 5L

tjs dn mora biti

odnoano

; o (A) = ™M(8L)

U sludaju kvedrature parabolinog segmente /25, 2%#-250] A rh i m e 4
foraira samo monotono rastuédl nis velilina A, /iste vrate kao parsbolin
seguent (1. / koje zadovoljavaju u:laﬂ

Z.’C“: <Q (m#izga.l"')
pa zatinm na osnovu Eu k 1 i d“5’v ¢ teoreme dokazuje [25, 218-220] da we mo
$e postidl dea razliiks " -

£2- Z_"?-ﬁc

=1

bude manja od svake unapred sadate velifine., Nadalje se tvrdi da korespon-

dentua velidina /4 sadovoljava uslov
: -

4= 2 o 4, (M=42,3... )

-1

gde je 7, < 4 1 pomoéu reductio sd absurdum se, potpunoc mnalogno prethodno
navedeninm sludajevima, dokssuje da mors biti

- | mid)= m(S2)
fo bi bio odgovor nes pitanje koje swo napred postavili.
Arhimed unosi u ekshaustiju, s odbzirom na svoje prethodnike,

gnadajnu novinu, time Bto poamatra istovremeno monotono rastuédi niz veli-

Eina |

(A, %1) 04 Ly { €, & S0 (m=2,34...)

i monotono opadajudi nis velidins

(4.3;2) - Qed, < O, < A,y (m=2,3,4...)




i4 -
Ta je Einjenica istaknuta u literaturi o Arh 1 m e d u, naroditc kad jJe
u pitanju njegov doprinos teoriji exshaustije, kao infinitesimnlne metods,
s obeirom np doprinos njegovih prethodnika [:24 / 41 ?] |
Za sluds)l monotono restudeg nirs velidina (7.2,7/) dobijm se u A r A i-
medovo] ekshrustiji kolilnik

- /Cg; R | " o | —

{//‘333) /4@ = ) - ‘C;'-q (a*ﬁzza"'fén-o)
koji je analogan kolisnixu (0.7'1) a Eudoks-Euklidovo] eksha-
ustiji.

Ako se radi o monotono opadajudem nizu velidina (4.3 2) onda se, u smi~
gl Evdokses-Euklidove ekshaustije, moie protumaliti, da se
veliéinad,- ) iscrpljuje nizom velilina |
_ - Oy~ O, (m=2,3,4...)
'T--‘-pa se mmmsnéi kolidnik biti

£222,3001,@o=O
( g

odnosno

4.3, 4) A’u'):d"‘ i (¢2423,... ; 2o=0)
52 - d#‘-_'f

Na poznati naltin lako Jje pokasati d4a
sw kolié&niei({33) 41(13;4) ne samo manyji od 7
kod po jedinih privera Arhinmedovye ¢ekeaohan-
gtije koje smo nepred 1stakli, nego da Enk
MO LEW neogranidenc opadati ka nuli. Tako,
naprimer, s sludalj Arhimedove kubaturse
obritnog paraboloida bider

/

Ak)= e (e=2,34...)
i |

) 1 - (t=23 4.,

At 757 ( EAI

Ovim gs¢ Jasno pokarxuje kako #u okviri
intinitezimalnog nlgoritsa u Arhimedovoj skshaustiji
4aleko $iri ed onih koje daje Euklidovwva
teoreme, na kKo0joej Jeo ustvyari blo sasnovan
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jnfinitezimalinl plgoritear v pre~irh inedovskoj ekshau-
sti1ji. B4 smo 0o¥vu ¢injenicu ovde poaedno
podvukli u navedenonm aespektn Jer nismnme
ae isliulitseraturi da se Arhimedove ek s~
hauetijeas poesamatra u tonw aspekitu XxXs0 gen e
ralisacijipn EundoksEuklidove ekoshaustiti ie
/ma da je dobro posnate da s¢ ona u izvesnom smislu u literaturi tretirs,
kao nagovedtaj, odnosno anticipacija odredjenog integrala, 1 time jJo] se
poglavito daje karskter generalnije matematiike metode u uporedjenju sa
prearhimedovakom ekshaustijom/, « §t0 Je potpunoe prirod-
noeo posunstrati kako sa stancvilits njene
idejine sadriine kao infinitezinmalne me~
tode,tsko 1asto i sa stanovikta Tormalnog
‘mlgoritma kojJi ona implicinra.
| Zelimo 11 da naroito podvulenmd kojl su bitni momenti u !. rhia e~
d ovoj ekshaustiji, onda mislimo da su slededi:

o/ Implicitne pretpoatavks de e pricri postelsi N ( -Q-)

¢/ Piksiranje praktifnog slgoritma imerpljivanis veliZine () wu okvi-
rizs koji, u pojediniwm smaa;ﬂm, daleko prolesge okvire, cdredjene
Buklidovom teoremom, da bl velicins () bils iscrpliena de veli%i~
ne koja je manja od svake unapred ﬁa‘lm vYelidine iste wrate,

d/ Dokax da je
m()= m(82)

Cinjenica ¢/ je od primsrnog mnadaja kad pe u Arhimedovo}
okshaugtiji Eele odrediti onl elementi koji anticipiraju, odnosno nagove-
Btaveju, moderni infinitegimalni algoritam, beskrsint red, odnosno be-

J skrajni niz. Ona pokezuje da je prirocdne pretpostaviti ds se pred A r h i-
medom poatevljialo pitanje: kekav mora biti nis velifins pomodu kojin
ge veliding () mofe i{scrpati do velidime koje de biti manjia od svake upns-
pred date veliline? Odgovor na to pitanje, kao 5to smo veéd istekli, A r-
himed Jje nalagio u okvirima koje prulla Euk 1l i d 0o v a teorems
/napriser: kvadratura parabolinog segmenta i kvadrstura krugs/, keo i u
daleko #iirim okvirima /naprimer: kubstura paraboloida i hiperboleids/,
odredjujusl u svakom konkretnom sludaju, pomodu geometriskog, kso formalmog
sparata, algoritam formiranja feljenog niga velidina, Taka je A r h i-
med saista anticipiraoc, mzolkda talnije, mntia, Yeskrajni red, odno~
sno, beakrajini nis.
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2, FUNECYIJA EEXSHAUSTIJE I REEKEE TEORERE
O BEXK8HAUSY IJI

2.1, Uopitidemo sad pojum ekghaustije kao pojam infinitesimalnog
1lgoritme slededom definicljom!

DEFINICIJA 2.1.1. Dat je broj /resplhlétive vel i-
Kines « Eeka se® 0d.2 odusme broj /respekt i
re velitina/«, § 0d dob {1 enog ostetka bro
A 3 0d ponovno dobi jenog ostatka brog A3
i neke #g8e ta operacija in inf.sukcesivrno
ponavlijea.0pisanu opersaciju svademo eke-
haustije /Ascrpliivanje/ broja /respekt i~

ve volié i=n.q£¢L .

Dakle, nko }je
Ay = CQotdy = Rot (A=) = LY (A~Q5) + o (@e= )
Alp = Qyrd, = ALyt (%“Q-r) = Efz) [a-0,) + Q,

m = gt;fqubt = a&:—{?" {ﬂa'-ﬁg;,) - ff‘r) /g'ﬂg,'.r)-‘f- Qﬁ‘_}.

onda se relacijom

- _ Q;,‘-—a-‘-r )
i.ﬁuf,,f) | - E/“'J "";a - Q., (¢ {2‘3.)”' J QZo=0)

definile algoritan ekshaustije broja /respektive veliline/ . , gde je Tunk-

cija frr)unapred data.
Punkeiju

Z?ﬁﬂ?_df5fﬁd

gde e(OM) skup prirodanih br ojeva £V aédeno
funkciljan ekshausti]e.
DEFIRICIJA 2.1.2. A k o |

a. —~>~Cl. A > oo
xasadeno da je ekshaustijas konvergen t D A,
u protivnom sludaju ekshaustijan Je diver-
gentna,
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U Eudoks-Euklidovel & Arhlimedovo] eks-
haustiji sa svaki konkretan problem funkcija £/.) je ustvari tako geome-
triski definissna da ekehaustija sigurno kenvergira. Tu je funkcija f/ﬁj
keo pojam implicite determinirana nisom geometriskih stavova.

Zada 11 se unapred bdbroj /reaspextive velidina/ o 41 funkeija Ez’o) 4L ‘e (W)
mogu se postaviti pitanja; ks kve uslove mors sadoves-
l1jeveati funkecijall) cé¥)de bl ekshausti]fa
b1la konvergentna? Kakve je uslove dovolj~
noe e funkei jali)céM) sadovoljeva pa da &k s~
haustije konvergilra? lsvesnl odgovorl na ova pitanja bide
sadriani u teoremams koje slede. Ovde demo odmah podvudi da te teoreme do-
kazujero na taj nalin 5to u generalisanom oblikw koristimo posnatu C a u-
¢ h y~evu ideju ispitivenja beskrajnih proisvoda pomodu logaritamskog reda
5 [2?3 %5“}*@&?/22, 234/ « Meke o4 tih teorema /napr.i T.- 2 1, f) 7. 2.1 43/
‘gsu pomledice poxmatih stavova u teoriji beskrajinik proigvods. ML smo ih
ipek possbno istexli, jer se svakom od njih refito odredjenc iskeszule o
funkcijli eksjaustije, pa su kao takve ovde od interesa.

THOREMA 2.1.1« D a b 1 ekshaustija definieana
relacijom{(Zf;)bi1la konvergentna potrebno
juidaveljna da

j &{E(c)--a» e , 71— o

Dokasgs. Kako iz r&laaiaa (2.4;1) aledd

ﬂ;: — Qg.'-f . . |
T - a,, 1=£re [t=423...;m.)
111 |
/&"‘ Qt‘ ,
: - =  /-£r0
af - a.;;-.,
odnosno

(2.1:2} /Q O/ = /&/ 7]-f E/L)/

to na osnovu dobro poznateg stava u tearijl beakrajnih proizvoda [22 25@7
sledi teorema. :

Ple2elele Ako Jeo ekshaustija definioeana
rcl;eijﬁn(:u 4) konvergenditna onda runkcijt
ckahauutijot’/&/nnfnolc Pits stalnoe veda od
9 ,n1t4 stealno manja 040,

e’
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PHROKIFMA 2.]1e2e U a DY ekshsustilja definisena
ralaeijam{2.4;--'-l))biln konvergentna potrebdbneo

,Etﬂ)l““a’ %2, M > e2
¢z 4

P ok a g. Pretpostavimo 11 suprotno da red
o

/) |Eo]

Y
konvergira, onds na osnovu posznatih stavova u teoriji beskrajnih proigvo-

da [22, 22‘?] sledi
M-

W({"E(ﬁ)) ——)? *O , N> o0
A=q

4 dalje na osnova relacije (2.7 2) |
[@=Gn|—> g'# O, N> =s

tj.ekahaustija definisens ralmi_jemﬁ.f; /) ne bi konvergirala, Dakle, mora

M.

’ "
% /E(L)/——‘) oo, F) —> Do
| 4L=1
- TEOREMA 2.1.3. A koo
(2.’}5) .._/ J/E[(D/ — QP;M%O@
=1

gde Je 22 prirodan dbroj, enda je potrebno

i dovyoljinoe da
 om pot

- 4 K.=:'f

da b 1 nknhau_utija)dariniatna relaci  om
52,4;4))3931';:511'&1&- |
Dokas., I pretpostavke(?.7;3) sledd

E/cj-——,ab 0, L —>o°
pa se mofe uvek odrediti prirodan broj _,L}, tako ds =a svako ,L} L;, bude
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0(\ f""t’ﬁ);< 1

Dekle, mofemo ataviti

}eﬁ ff-E(w) -[(L)_%EL%EZ__,“_.T__.., (€2 4Ls)
odakle sledi | £ (éff_r-_z) -
(215 Q10 = ({-Em)gp;‘,’;* —= 2: == (¢>L2)
t4. na CENOVY (2.4,5)
(2.1;6) ()= | L= o0 (2 2)

Dalje le

114

" 'Eako na osnova preiwuta-ke(Z.f‘ 3) 1 nlmijt(ﬂ.f} ¢) red

j LJ,, (c) E(c) ' (P24)

L=l

| nima konvergira, to is rclmija 24 ?‘) & na oBnovu TZ f f sledl 7-5? / 3

(2.1 8) Erye (-11) . [L3L0)

i1 akto ekshauastije konvergiras, aInll

24" fou4q |
A
Z {Z ——Ef°7) M —> oo
— K /] |
' Az k=1

j e egz’nniléo_n, onda nora
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a¢

) o) o e

| Y
gde Jgjoz»,zprira-—dan bro)j

Doka g lzhag {2,%}5} vaki relacija (2.?‘; 7)1 na osnovu (2, ?;."7) vaki

relacliia |  pe
e | ' _ (_ f)!’-f
. 4 C&J;p (¢) < 2 o (/49.3- 2)
=1 -

Dalje je dokag teoreme na osnova relacije (2.1;8) Jusan.

P.f.2.1.4e Ako Jo skshaustija defintsanas
relaaijom(i.f;{)}tanvergent-na i ako read

xonvergiras, onda red

1=
mora ﬂiversirtti.

Prircredhba. E obsiron mD 2. 12 1 relmiju(z;’ ﬁ)??:?/émin se
gmatrati kao poaledim posnete Cauchy-Fringehe i nove teore~

., -Tenet
’ Ako red Z E.u. konvergira tada proigvod W-(f*f-) konvergira, il1i 4i%

verglra ks zmli, prema tome, da 1i red &l komergira, 111 divergira.
L2 4€0; 28a e~ » 284, 5] =
PHUREMA 2.1.5. A ko |

(2.1,9) Ewe (-11) (¢3Lo)

i akeo Je nlils | | -
| ~ et |

(.»?f/ﬂ) | Z(Z ifﬁ))) PN —> oo

| | AT K<y
cgranidfen, a
@) (ffa)) —> @0, 71> 00 (m=1,2,3,.., )
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enda je ekshaustija definissna relecijom (Z.7'// konvergentna.

Dokas, Zap-dm relacija (2.1 7] vostaje

Zrne 1
(2-1,12) : &;(’ f*[-?cﬁ) "‘"2 ,(Z E“’V 'Zaé'i’m (e) E (e
1=1¢'9
{ relscija (7, [ 5) L'z,
ST El
w-w'n (¢) =~ E;fl’i“;
Y |

Iz relacije(2.1,/3) & na osnova (2.¢' %/ aleds

< W =k
- 2 (¢ & 4 2wy g
vs
pa xbog (2.7:/7)
. o
Loy
2 UMWEKQJ —> -0, M2 e
t= ¢,

& kako Je nis(f !’,fﬁ} po pretpostavel, ogranilen, to is /2 !2)01«11

Z.Z?(J"EM)“’ -po, M~ o

A=l |
Pa na osnovu 7:-2 1.7 gakljulunjeme da je ekmhaustija, definieans relacijom
(2 4: /) o konvergentna.

- PT 2.15. A k © rad oo

konvergirsa, a read

el |
divergirsas, onds skshaustijas, defindisana
relactjom/lf//konvergiras.

Primedba, 8 ebsirenna) 272 irulmijn/[f_@_}n}?fj moke
se smatrati kso posledica max malofas navedene C s uch y-Pr ing o~
h ¢ £ m-ove teoreme,
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THLORENMA 2.1.6. A kK O

(2.4 44) E(‘-) é (0, 7,) (Cl‘?’{‘;)

onds je potrebno 1 dovol jrno da

('ij 15) | ; ) E(d) —> 0o, 7 —> oo
XY

da 51 sekehaustijs, definisaneg relacijjon
{(Z2.1; ) xronvergirela

ok a8 2. Da je uslov (2 1, f5)patr¢bm sledil nepoarednoe iy T.?f_)f 2,
jer je prema (2.7,14)
[Ew)| = Etw)

Doka¥imo da je 1 dmalja.n. Na oenovu (L.7; ?)uledi

(.? 1 16) 7_’ ‘fa»?(/ Eru Z &, (L) Fre)

gde Je - o0 "
(g(e) = — £ o (4240

=1

iili zhog (2.{; 14 ) |

(2.1;13) —oe < L) L ~1 (42 o)
Prema pretpostavel (2 1'/5)4 na omnowvu(2.1,46)4(2.1,17) 7-2 {1 neposredne
sledi T.2 fé

TRORIMA 2.1.T7« Ak ©

oty Eel1) - (L3 ¢)
enda je potrebno 1 dovoljno ds
o
(2-£1e) = ==, 71> o2

A= 4
dn b3 ekshaustija, definisana relesoci jon

{ff.#;i},kaavargiralh
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Dokag. Stavimo 14

Ero= 2-Ete) (€5 4)
tada, & obzirom na (2.7; 18)
g
E)€(01) (¢34)

Kako e dalje

&7 / £ = faj ﬁ-—E?a = (1) Ele) (C2 L)

iit M m
-/
z &j[f—E’uﬂ] = Z Cd:{b_')f:(c')
Anlo 1L=4¢%
gde je | L e | o
Wi (L) = Z v (&2¢,)
| | N A

to je oiigledno daTQ.f? sledi na osnovn 2-2, f é'

3.2. Ka osnovu pojms funkeije ekshsustije definisafemo u ovoane #to
sledi dvea posebna oblika ou_ﬂmutuu sonotonu 4 alterna~
tivnu ekshaueti]ju. Zatin éemo u veri sa njime dsti nekoli-~

ko teorens.
Posebno isticanje monotone i alternmativne ekshaustije pokaezalo se

avrsishodnim, kao &to Ge se 1o videti iz deljeg izlaganjs.
DEFINICIJA 2.2.1e Ako Je funkedija ekshsustije

EFte) takvea da je
Qo QL ' (42 4,)

| &:.Lf)ag)Q
onds 6emo kasati da je sekshauetija def i~
nisanasa rulnuijau(&fﬂ)n’anatnna uelacgna,
cdnosno. monotono silsagna

odnoaneo

TEOEEMA 2.2.1. Da D3 ekshaustijn definisanns
relacijon(2fi/pi1le monoctonas /agtlaczna, oono
sno, silasns/ potredbne jJe 1 dovoljno aa

(.20  Ewelsr s L)
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| Dokasg. DokeZimc najpre da je uslov {ﬂ.zi ‘f)patr-am. Pretpostavimo
11 de je taj uslov ispunjen sa L=V>4L., bide

(.2;2) < Em< 4

tj. /s cbzirom na -2,{;;%/

Gy = A
0L 7= o, <!l

a to mole biti samo ako Je

d.., £ d, < O

111
Ooey >Q, > A

Ho, kako prema D 2.21u prvom slulaju mora biti

a,. £ d.,,K 4

& u drugon | |
Oy 2 Ly 2 &

to otliglednoe hipotetilkarelacija {2*2 j.Z ). pod pretpostavkom da je ekshsu~
- mtija monotona, mora imati sa posledicu relsciju

(2.2;3) O Etvr1) & 4
_ Polito je relacijea(2,2:7) po D 2.24 sigurno udwaijenn gsa V=+4,, to na

" osnovu relseije (2,2: ;3) 1 principa potpune indukcije pledi da fe biti zado-

voljena gs svaki prirodan braj P ép
Keke sad vefi nejednakost

. o< Ete)e 1 - (£ Lp)
. I8
,_ . A, - oy
2.2 —= - <& S 2
( / 27') | O < @ -— Q(..'-'.f i | . (42’ é“’J
i uzgming da Je za 4;=v>-a’o
Aoy < Q.

tada je na osnovu (2,2;4)

0(0,-a,, < a-a,.,
odnoasnd |
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(2.2:5) O,., L&, L Qa

Ig{Z.2 t)sleds

a-a, > o
pa se na omnovu (2.2;4) dobija |
QMI"Q"‘ > O
te nsjzad
{2“2;6’) a}w< C{y.f; <Q
isto tako, pretpostevimo 11 ga ,c,‘.-.-:v>z,'¢
av-nf > Q
dobijamo da je
(2.25') Q. < a,.,
1 zatim nuino dslje sledi na osnova (2.2:%da je
(2.2 ¢') AL Oy Ay
Fako otligledno mors waliti jedna od nejednaksstd
4, ,<a, a< a,.,

to 15/2.2:4) mora slediti relscije
A, £, < Q

" odnosno |
a < Ly < A

pa £2to na maziuw ralacijo(z..? ; 6_) /reapuktiva(i?,i' , {?/ i principa potpune
indukcije sledi da ée relecije (2 7'5)/Tespketive/? 2 J &)/ bit1i sadovoliena
ga gvaki prirodan brod Y ¢4,

TEOHEMA 2.2.2, Da b1 monotona ekshausgti]a,
definisana rolneijan(ﬂ."’}{)_,hila konvergen-
tne potrebdbno Je I doveline da

A

’ .

) E) —rem, e
s

Doka i ove Lecreme neposredno dedi na osnovu 7.-2.?'6 i 7,-2, ?,/
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Primedba. Sedriaj | 222 je narodito snalajan u odnosu na
Eudoke-Euklidovu i Arhimedovu ekshaustiju.

Prez teorema vw deseto] knjizi Eukl i dovih BElemensasta,
koju smo u uvodu istakli, specijalan je sluda} T}j,}*z y jer me gasniva ns
pretpostavel ds funkclje ekshaustije nije manjacd%. Arhimedoyv
algoritar monoctone ekshzuntije, kag $%0 220 pokszall, u pojedinin =]lula~
jevisa /nepr.t kubatura parsboloida & hiperbelﬂiﬁn/je takav da funkcija eke-
haugtiije posteje manjn od svakog unapred datog brojs. T a ke J e ved
rhimedovom ek shaustijonw implitoeoite uka-
ano ne mnoguénoet Eirokcog vnop8tavanjia Eu-
lidovog algoriteme maonotone ekagshaustije.
cecremon 2.2.4poestignuta je maksiwalna
ranica vnopsd8tavanyliae tog algoriteme, pa s mnad
ramoe 4da Je upravo atoga od snad&amaja posedno
codvudi tu teoremau.

W oo R R OR

T. 2.6.4 gadrid potpua odgovor ns pitanje postavijeno u poldetku uvoda nafe
ragprave a naine: koji je potreban i doveljlen uslov ds Bi se nizom svoiih
dalovn vaelidina §) imcrpla do velidine, manje od syske unapred date veli-
Sine? {nteresantno Je primetiti da Je paf~
Bji komentatora 2uklidovih Kilemeneats, na-
redfito kad jJe u pltanju njegova prva te or e~
ma u desetoj knjiesd [ 20-24 3 29 26t-263 ) 16, 45~
A Yy, 30, A0 ; 34, dhbh—-446 ; 32, 25&— 2%e ]
isbeglo, kolikeoeo prirodno, tolilkoeo 48to ma-
tewmanaticki { logidckil oanovano, postavl ja-
mrlJe navedenog piltanja I komentar pomen -
"t e BEuklidove teoreme, adekvatan postavd]e-
non pitan .

Teoremom 2 2.7 dat je potpun odgovor na pitanje koje je istaknuto
i prvom odeljku ove rasprave, povodom Zenonove saporije Ah f 1,
& neizme: pod kojim de se uslovima ragdal jins izmedju Ahile i kornjade
/odnoeno Ahils i Hektoras/ "smanjivati u beskonaldnost®. Seavi 11 se £/
= Z{;'} » Onda sledi da Je patrebm i doveljan uslov das

Z{k}-—efk  —~d oo

1= r

Jedan od mtipiénijih klasiénih priuera primene Eu k 11 d o veg
algoritma monotone ekshaustije malagimo u A rhimedovoi kvadraturi
mhalim segraenta Efl, £f€*222] o AkO j® /A povrina tnicijalnoz trougla,
upisanog na posnati nadéin u parabolinoa segmemptu, ondas se, s obgiron na
Arhimedov postupak dobija lake |
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L T
A - P
D, = E pr= ( L=+, 2‘,3.,. )
=1 .

& penm toga je (- %A « Prema definicionoj relmeiji (2.1; f) lako sledi
Ete)= e, ( t=123,.., )y tj,; Tunkcija ekshaustile se svodi ns konstantu koja
pripadn intervalu [Z,} 1) fiksireanom Euk 1 idovom tecremom.

BEFINJCIJA 2.2.2. Ako Je funkoeijas ekahaugtije
E(C-')takta da je

Ay Bpypnd AL Rupy Ly (2200, 2000, Zeordyen . )

i respoktive | |

L;?’LL"J' (dfrl‘?’ £ q’ < Czt:fl < Cﬁi’w- (62 2"1#3 Q’t‘;b"z; ‘?':ﬂ::*é_pﬂ ¢ v )JP

- enda demo kazati da Je ekshasustije, def s~
nigana relaaijam(f?“fj'f), alternativna,

TEQREMA 2.2.5, Da b4 ekshaistijae definisana
ralacijam(-?-’f;f).biln salternativna potrebd~
no Je&e & dovol jno da bude

(2.2%) Ere) >t (¢222)
(2.2 8) OL Ete) +Etcrg ~Ete) Ereny) < 4 _ (¢224)

Dokas. Dokaiimo najpre da su uslovi(2,2:7)1(22:4) potrebni. Pret-
- postrvimo 11 4s je uslov /2,.‘2;}‘_) ispunjen za (:V > f¢-7bide

tj!
Ay 9wt oy
CT, h a-p-;
& to znalli biti same ako je
a,,<a £ 4,

111 |
gv. ( &l a‘“-f'

£ako je prema D. 2.2 u prvon siulajn
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av-f < dw-! < a < ai«'

e u drugom |
A, ¢ A< Ovsy & Orey

to oligledne hipotetilka relacija (2-2: ‘;?). pod uslovom da je ekshaustija
altern-tivna, mora Iimeti sa posledicu relaciju |

(2.2:10) Etvin> 4

Podto je relaciia {'.2,2; 9] poD 2.2.2 sigurne gadovoljena sa Y = J¢., to na

osnovu(2.2;10) 1 principa potpune indukcije sledi da je ona zedovoljena
ga svaki prirodan brej Y > Ztlo

” Primetimo najpre da je

. i : (Iﬁl‘— Aot} (A= )+ /‘?H-f"?bj (R- Dete) ~ /"?;.ﬂ“t-?g,) (2?;,‘*— ﬂ;.,)
VL) - oy Bty = S22 R e T e -
Ey+Erir)-E F (o) la-,)

A1 = Ay = A leyy + Oy Ry Gy = e,

e

(G- %) (- A.) T a - a.,

t3.

Qﬁ-}_f - gx.-'-f

{2*2; ?’?') 5’6) +E/£,'M) "‘f/ﬂj E/L"":!) T ————
a - a,.,

(4‘-:3 2&:&)

Pretpostavime 11 sad da je uslov{{.Z;£) 1spunjen ss £=v> 2. bide

(2.2; 72) | 0« E(*’)%E(Vf/)-fh’)f{ﬂfﬂ < 1
111, s obzirom na (2.2;1¢)

(9,2:14) 0C 2 “j;zzi
. - T V)

a to mofe biti samo ako je

av-f <Ov ( CL

A < avﬁ < Qv-y
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o kako po 1,7.7.%u prvom slutaju mora biti

AL Oy A,
a u drugom

aw < Qv-fz < Q
to jJe odigledno p A |

_ Y2 T Yt

Oé Qy - Q'v < i

odnosno, s obsirom na (2.2; 74)

(2.2;14) OLElvrp) +Evi2)- Ltr)Fovrd £ 1

$3. hipotetiska relaclija {2;2; /2) pod uslovom da Je ekshaustija alternativ-
na, mor:s imati sa posledica relaoiju (2. Z2)/4) . Polto Je relacija (2,2 /3)
odnosno /. 2! 12) xadovoljena po D.2.2.2 migurno sa ¥ = 2(¢5 , to ée ona

na osnovu(<.2;74) 4 prineips potpune indukoije biti sadovoliena me svaki

prirodsn broj F > 2¢,

Dokadino sad ds su uslovi (2 2;%)1/2,2:3) doveljni. Pretpostavime

da vafe uslovi, tj.

; Ao-Goer
2.2:15) a-a.°1
D=4,
2.2 16 —t!
(2.2: 16) O« Q__Q“(i
{1 usmemo da je ma L=V 2/, |
' a<l Aa,.,
tads na aanm(zaﬁ; *f.ﬁf) lako é@bﬁm
i na osnovu (2,7 {6)
(2.2;17) A<l Dyl Ay,

Is (2,2)17) sledt

(¢220,)

(¢22¢) .
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a-a.,. 70O

pa se na osnovy {Q-E; 1€) lako dobija
ay ZQW; '_f: av,&x < Q.

t3.
2.2 78) Ay L Oyyp € A

Is (4,2/17) 4 (22, 18) sledd, dakle,

(22, 19) Oy 4O O L Oy < Oy

Kako je ne osmova (2.2:719) .
A~y < O L A-Guuy 7 O

" to 1% (2.2, 46) 1ako sleds

{2:2; 26} pr; £ Qvg@ < Q < Qﬁ*:“_s < a‘v#-f
Ista tako podiemo 1li od pretpostavke da vaii
.., <A

ne siidan na ¢in dolazimo do relecije

(2.2:19)  Oyy LGy, <A< Ohpy £ O

(:gfgj 20°) Oyary £ Cr’w.a £ < Q“"“’ < Qw.z,

Kako oligfedno mors vafiti jedna od relecijs
‘9.2:.;-: 7 y taia-f< a
to iz uslova(2.2,4) 4 (2.2, /) mors slediti relacija
Aaio oy, £ A K Az < Gy
ne osnovu (2. -“.’j t{lodnosne. relacija
azdw < a.u;*f <a< QZ-LLA& < Q.zz.;

na osnova(Z: 497, Stogm, 8 obsirom ma(2.2; 70)/respective (2. 2;-?&9/ s A& DO
principu potpune indukcije, sledi da de relacija (2.7, 79) /respextive re-
lacije (2.2;79)/ biti sadovoljena xa svaki parni broj +2 Z¢..

Lo-1
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PEOREMA 2.2.4. D a Bl ekshausti ja,

definisanas

relecijomi{2.44) ,pila alternativne dovol j-

no jJe 4da

(¢'22¢,)

(2.0,20) . Fwe(t]
Dok s %. ?rétpaatavim 11 da vaZi uslov (2.2;21), ednosno
"o ' a\r..‘ - arr..”-f

(2*2)' Q'z') 4< A - Q’L‘—f. ...4 21

{ usmemo 11 de je sa < = V> 2o
| AL A,y

tada na osnova (<4.2;22) 1ako dobijamo
N (2.2;23) . aucacQa,.,
Ix (22:23) £(2,2:22) lako sledi |

(‘2"2;23;) av ( (31 < a,.,;,
-Eako je
Q"aﬂﬂ <O
"~ %o na osnovu (2. 2-; 21) 1(2.2; 23) 1sko dobijamo
(2'2; 24) Q}*-f,z < QX Qv‘-ff
Isto tako podjemo 11 od pretpostavke da vadi

| Ay, X O
 dolapimo lako do relacije

(2.2 25) a,., < ada,

(2. 2; 2¢é) | Oy & QAL Oy
Esko oligledno mora vaiiti jedna od relacije
a“f&?zﬁ.-r J 'a-uL*r‘{Q

to na csnovu (2.7;73) mera, u slufaju prve relacije biti

De < A< Qg ,

( ,C“?,- 26&]
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odnosno. na osnowva (2,2;29) , u slubaju druge relacije

| a?;l«to ~d 4 a ( C{zﬂa

Znto, & sbzirnm na rﬁlmiju (2.2; 24) frespektive (2.2 2¢)/, m prema prin~
cipu potpune indukclje, mledl da fe relmcija 2. 2 23) /ruplmt:!.va relaci-
ja (2.2,25) / viti sadovoljena sa svaki parni brold V2 2¢a

Stavimo aad
aa’a-ti‘f | . | + :
o= ~of, Lo, s Lpllo
o 7~ (04, <4 £22¢Lo)
odakle sledi
= 2‘9—' Qg — Ko /Q' ‘-/’24.5"?)
(42 2¢s)
Ay = < 20-Q¢ = Hw (.::? @)
odnowno
(2.2:2%) Ouipg= Qg = & (A= Q) = Ky (Q-Qu)
Za L= V> 2o 18 (2.2:17) sledd
(,?2} ’?X) aw‘; ~ C’v-f = a(v '(Q'Qv-g) - ofvﬂ KQ‘" 01)
ama L=Mr> QLo |
(2.2:29) Orpy= Oy = Hyy, (A-0y) = Ausz (- Cysy)
S obzirom da je , .
N ) (4"}26&)

ns osnovu (2.2;33) & (2.2;24) yrupiitiu ne omnowvw (2.2,75) & (2.2 26)/1: relscije
(2,2, 28) 1(2.2;29) leko sledd

{2;2; 30) a""f‘i £ a'ﬂ-'f 1‘ a'ﬂ 4 OU‘?‘&
{rtspekti'u |
(2.2;30) Auyd Ouy & 0upnd0,

Relacite (2.2,24) 4 (22,30) dajm

(2.2:31) O£ Q1 d O £ Oyyy < Oy,
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{ rca?a‘ktivt relscije(2.2,25) 1 (2.2;,3 O:Pdaau
(L.430)  Oyyd Oy 4O L Aoy <O §

Ako stavimo u (2720 = Y+ 2 , & zetim L=V/3 na sliZan nalin
dobi jawmo |

- (2.2,32) Apr2d R, LA < Ayyy £ Ay
odnosno |
(2.2,32') Clyor & A3 L Q & Oup, ¢ Ayiny

Kako je (2.2;31)[3:'&:1:&':17& (2.2; 31')¢ sigurno sadovoljena sa = 2o »
to je s obzirom na (2 2:32), a presa principu potpune indukeije, relacijs
/2,2,31) /respextive (2.2 3¢')/ zedovoljena sa svaki parni broj > 2!

Tﬁﬁﬁﬁmé.zd., Ako $e skshausgtije definisana
relacijom(2.1,1) alternativne onds bar jed-
na o4 auk_aeaivnih-vradnosti

Ete) , E(err)
mora biti manje 0d 2
Dokas 2 Pretpostavimo suprotno bar xs jedmn prirodan bro) L = V2
> A2¢p +» u naimes | |
(2.2;33) £ v) #'.2'!':((9) y Etvit) = 2+d(v+4)
gde je
(2.2;34) Stvzo 37 SvH) 20

Prema pretpostsvel ekshaustija Je slternarivna, pe sato na osnovu T2 .2; 3
mors biti gadovoljen usloy

¢ £ E{v)-,«E{vHJ*E{v)fNH) (4
111, s obsirom na (2.2)33)
0L 2+41%) +2+d(v+) = [2+d1v)][2+ S(ve)] L 4
odnosno . | -

(2.2 35) $(m+dlv#9) 4 41v). 821 L O
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Relacijia (2.2/35) je, s obzirom ns pretpostavku (2.2;34)apsurdna; prems tome,
A vodedi rafuns o T.72.2.4 sakljudujemo da mora postojeti dar jedna od nejed-
nakosti

Stico , dfvedco

odnosn®. bar Jjedns od nejednaxzosti

Fmd 2, Ev)l 4

TEOREMA 2.2.5. Da P41 alternativna ekshauati-
Ja definleanasa relnﬁijam(2.{;/).keﬁvergira-

" la potredbnoe jJe i doevol jno da
| M

| : | jEfzclf)fEKZLJ-E(“ulyf(z&)}_._;M/ ) > S

¢=1

M

z ;Ef20)+5(2&¥g~f/u) E/umj-—-a- oo 7> os

=9

Dokasg. Fremm (2*2j¢4)b;&t

a.u.' - & 22

A — oy

- E{zc".j) + E/.z&l) -E/Zéf-/){/‘?ﬂ?

Qs pps = Loy y
2T TRET o Flag) 7"5/2&%/} -5’24.%‘ (20%1)
Q = Gy -

Pakle, Jasno je, 8 obsirom na .D 2:2;2. de doksz teoreme peposredno sledl
na usm'm'z»?;zz

P 2.2.5. Ak0o Je gltesrnetivna, eksheusti}]a,
definisana relacijon (/) ,  konvergentna,

onda

(2.2;36) j J ZE/«:W{/&,Q -Fte)f /e;w] > o9, 97~ 9

L= ‘f-
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Dok a . Prema (22 =?) blde:

» - v’rf

ST Ir

/ t{'cﬁf{uﬁ t(t)/-fw/)JJ [E(")'J‘f/ﬁﬁ) L/&)Fﬂfﬂ)/ (v3 22
’L-Ztn _ ‘4’:24::

[ kaka je dalje

; / ﬂ-‘f“”{)“f/c)ﬁéff)] 7 ZL.(Z»*U E/.Ef.f/ [i“'-Zf {)’;23) ?‘/E/-?tj:‘[.%’.ﬁ/g"if?{) ,?M/
?’

g‘!:’

t0 na osnovu 7:.2*2.5 sledi (2@31; 3C.)

Primedba. Primeri Arhimedove eksghaustije, koje smo
veé iptakll u prvom podeljku ove rasprave, klasidni su i tipiéni primeri
. alternativne konvergentne ekshausntije,
Pako Je, naprimer;
8/ U sludaju kvadrature prvog savoja epirale ( P= #6)

*

O = T ZENEED) | g o TH 2U00YY 5 A (g2,

23&'-1’ 3 ‘23&.! 3
1
..?Lff azﬁff
[2¢) = 3 327%4 .
é- )3 32r_r7 > 2, E/Q"”'fj"a 5297, 2 < 2 (4‘423;-.-)
b/ U slutaju kubature obrtnog paraboloidas(z2y7 2esc)
—_ 7:’/;/;1:, 'fzﬂ”/a/(r*%) | 2 )
Do = = ) Car = —i——, c= A Tp (t'=123...)
Eraj= 2 5/2&"0_ = & [;5' < 2 | . (¢'=423...)

2 z 2 ? <
¢/ U sluaju kubatire ohr’cnng elipmidn ( — = 1)

 LEcYhys) L e, |
Gect= “Trir 1 P é‘/}»/)a“é‘} ) A=gbre’ (433
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1 2 - bey e*r83e rfs5 AR S
Vm 9 e 2 2 (2t94) = = - = e &
Ef) = 2 34y ! & 3err) 343 4 1h¢ 2930, 1 "< B b ¥30 ¢ <

s, NEXOLIKGC TEOREHRAZ O BERKIMN KURER I &
E1M BESKRAJHINK REDOVIHMA

U prvoxr parsgrafu ovog odel jke dokazademo, primenom nekih teorecusa
koje se odnose na ekshaugtijn nekoliko stsvova 0 konvergentnim numerilkim
1 o jednoj klasi divergentnih numerilkih redovs. Nedju pomenutim stavovi~

‘s dve e pretstavl] iati s M nekf- klasifn®:, D i n i-

Ab e lébove:, pgtavovés
U drupon paragreiu dokazademo, 111 ém samo naveati /gde smstraxo

da je pamcéni ptay dobro pognst, 111 Se njegov dokaz Jjasun prema onome,
$to smo pretohodno ixlokill/, nekoliko pomodnih atavova koje demo koristi-
ti u dokaziman nekih %teorema u tredem i Setvrtom paregrafu. |

Budriine tredeg parsgrafa bide nekoliko teorema koje pe odnose na isve-
snu klssu koavergentnih redova s positivnim élanwim', odnosno ne igvesnu
klasu konvergentnih alternstivnih redova koji sudovoljavelu Le i dn i g-
ov kriterijum konvergencije. Xaco osnovu u dokasima i1 formulacijesms svih tih
teorema koristidems jednu D i n i-evn teoremu. ’

Baposletku u detyriom parsgrafu bavidemo se bmkrn,:.lm pumeriéki: re~
dom koji se dobija keo raslika dvaju numerilikih D i n i-evih, odnosno
Dint~dbe 1-ovih divergentnih redova. Taj red stoji u direktonoj vesti
ga onim konvergeninism redovima koji se tretiraju u Sredex parsgrafu, kso
i ma jednen kis:zom divergentinih redovs sa poxitivaim Slanovims.

Ovde je od interesa odmah istadi de se nis teorema koje dokesujemo
u tredex 1 Getvrtom paragrafu sasniva na takvim pretpostavkssa kojima se
implicite gahteva da je funko i Ja ¢ekshaustije Xon~
vergentneae 1 monotona. Ml éemo u posebnim primedbama,
ur tecreme u tredem i letvriom paragrafu, obratiti naroiitu pafnju na
uslove kojima ae podvrgava funkci ja eksheaenstije, kore-
spondentna konvergentnom redu koji je u pitanju.

Sele Ako Je Eadan kanidng«rtm nis

Am__‘}é) ) —> oo
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nde je, uobniromnaé?.ﬁ#) i 13.2,‘/.2, funkeijs ekshaust i~
| @

I/bﬁ'"" 6-»-—
(3.11) £ (m) = T (M=142,3...)
7 slutaju konvergentnog reda
(3.1, 2) g U = A
bide n=1
. "H;,,.
Pom = ;M& —> /3} /y},__; o
pa Je . | .
3.1, = 2 ' 42,3, %, =
(3.1;3) Lim)= 5 (M42,30 0 e =L 0t

Na osnovu nekih teorewma ﬁ drugog odeljkas ave rasprave dokassdemo
sad kno Hto amo ved § nmpred istakli, nekolike teorema koje se odnoss na

konvergentan ved (3.1;2)

TEOREMA S.1s1. A kO red

e

Ueo |7
Izm-fi
e 4 |
konvergirae gde Je $22 prirodan bBroyj, on-
- de red oo P
_ff_(zz_-ﬁ.“
| K ,
m=4 AE"

more divergirati Ko toe,

Dokas neposredno sledi na osnovu /.Z73 ked se usme u obzir funk¥
cija ekshaustije date u oblixu (2.7,

‘Z&Pr-l?.: inamo1
PT. %1.1. Ako Tred

L
(=)
ﬂ"?‘f

konvergira onda red
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oo
/

U,

Al ————

1
m=A

ma'ra divergirati xa +oe.

FeOhEMA 3.1.2, A Kk o

Al

Eonet

N |
/ £ (e g
- ; K| t,., Y —» oe
L. )
M¢4 A4

etrnniﬁen,,anda'ragﬂ

=

me 1 |
moera divergirati, gde Jebt22 prirodsn broj.

Uy, € (_,f" f) | | - (012»'?’2:.)

i ako je nis

Dok a B neposredno siedi na osnowvu 7.—2.'7-1} k=d se funkel ja ekshau-
atije vzme u obliku (3.1;3)

Za =2 luasol
PT, 3.1.2, Ak O red o0

h=1

kenvergira onda !"dﬁ

more diverglirati

TECEREZRA 3.1.7« A k0o Tred O

z Jﬂw |

=}
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konvergireaes, onda red
=S

[ e
Z',,_,

Dok a g neposredno sledi ns opnovu T.-Q,‘f.z » kad se funkclje ekshan-

stije uzme u obliku (3.4_; 3)
Primedba 1.Keda Je U,>0 (7=123,.., ), onda se 7, 3,4, 3

avodi na U 1 n i-evu teoremul

Ao o0
).
V= 4

konvergentan red s ponitivnim &¢lanovimea, onda je red

| oy
mora divergiranti. -

o

(3.1;3) , Un.
Go-1

) =1
divergentan [32, 33 22,302]

Frimedba 2. HNavedena D i n i-eva teorems nepcsredno sledi

isn 7 2.2.2 jer y |
| E{’”) = ?E-é (0}7() (‘”"‘42;3:1:)

M=)

" kada su Slsnovi konvergentnog reda (3.7;2) positivnt.
" FPrimedbs 3. Ako jJe unapred zadan konvergentan nis

On—> v , h—> oo

onda se mole uvek Btaviti
/Zﬂ‘j — a—' Q -f
u‘n = a‘?r_ 57,,_4
pa na osnovu [, 3,13 sledi dared
Lo

/Q*_‘?::f.
a-d -:/

. n=1
divergira. U sludaju kads je
6&p;>’£2&-__§lcjj V) —> Do




4C

dobijewo drugl oblik P 4 n i-eve teoreams:

ike |
Oy, > Qy —> O, M —> oo
aﬁdn red oo
(3.1; ") | ey~ D,

.ﬂ.—
M= 1 77

P@kaaa‘em sad kako ma osnowvua 7:3.1'. 3 mledis
TORENMA 3l.4. A KO J @

beakrajni red 4 ako

(3.1,4) ,Dﬁlf-'-‘/idﬁ/—-% so, M —> oo

ondsg red

) ||

d 1 vergirasu.

Dok a £ PoSto prem (3; 1) ‘1)
A |
— > O YY) > O
» /

to moienc staviti

/Z:M-: = Dies (m=i}2{3-l"')
pa na osnovu |31 3 sledt da red | .
oo
/ -D‘H"D-n-l/
_ Don,
=4 |

odnoand red o0

divergira
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Primedba 1. Kada je 4»n>0 (%=123,... ), onda se
T 21bevodi na A b e 1-D i n i-evu teoremus

dko Je oo
2_d.

divergentan »d sa pozitivnis &lanovima, onda je red

(3.1,4’) MZ %‘i

divergentan [34.22,2499]

Poznsto je de je A b @ 1-D 1 n i~eva teorems snadajne za teoriju
divergentnih redova, kad je u pitanju breins divergencije reda ¢ pozitivais
&lanovima /[# 22, 308/Gnm daje negativan odgovor na
pitanje: Fostoji 11 divergentitasn red s po-~
i1t ivninm &lanovima ko jl najeporije aiver-
girg_‘? Jer, UuEme 11 se da red

D

=l
najesporije divergira, onda je jaano da od tog reda divergira srovrize reg

(3.4 4) |
3.2. Sad demp doxarati, 1li samo navesti, nekelike pomodnih stavo-
va koje demo dalje koristiti u dokazims nekih teorema.

Lena 5_.2.1. Ako su
Do
ZL ,
(3
M= i Ny

m
kanvargentni redovw a pogitivaniag &€1lan o~

vinma 1 ako je
) tcw_

m-»oe Tn

onda }Je

/H ~» o Kenrs ey

/&mg—-~=*¢ (%, = Zc& ¢ = Zc)

Lema je dobro posnats, pa njen dokax ne isvodimo.

{
D e

h= 4

Jenma 3.2.2. Akao j e
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ronvergentan red s positivaonpim ¢lancocyvyina
{ ako Je

[ 3. 2;1) /gvm Mt

nr#ac o
ondsas red
oo

(3.2;4) 7 xe

. v =
konver gira.

Uoka x. Stavimo 14
, Y,

onda ss, s obsirom na (3, 2;1), neposrednc na osnovu L.3,2.1 dobiga

rﬁ'}?& ‘g’}"‘“ = ML

m -» oo t’*""f
pa preca C a v ¢ h y-evom iwliéni&kan kriterijumu red (5 2 ) Z )kﬂﬁvergm

Lemg %.2:.%5, N e ka }J e

[3.2.3) Z,f,,h =4

konvergentan red " positivninm Elanevim:
i neke Jeo

(3.2;4) | /&o’n- =f"‘44’ _

m-—-n-m -

Usme 1i s e o

(3. 2:5) W= 7l (xeln), 2 4.)

ol
e mid

taods 6e £a svaki prirodan broj K red
C

\ o (xk~1) - )
(.5,,.3; ) | E Zm - A (’,3(&_ A)
mey
konvergirati 4§ zsa savakil prirodan dbrojc«
bide -

- | | ,&f;,-.,)
(b 1) lom Lo < <t
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Dok asg. Pretpostevimo da red (3.2 é) konvergirs:i*ds waki (3 2 z)
¢nda, = obgirom na(3 2:5) , a ne osnova L. 3.1 f sledi

\ ef’”
A

W ~ 0 'H"'J’
8to gnadi ds red =0

? {/8(")__ /3(“)

- . rn=q |

konvergira. Fremas tome s obzirom m( 3“2 3) 1 (3. 2 "i) + B BB CENOVHR Prin-
cipa potpune indukcije, vledi da Ge red ( 3.2 é) konvergirati za svaki prirvodsn
broj 'ﬁ, i r‘*a. de istovremeno ga mmki priroden brod *é biti zadovoljena re-

lacija (3 2* 7
zfc

= H<L1

Lene 3.2.4. Nekas jJe

e f
konvergentan red & posgsitivnin &lanevinn
Ako Je |
T
(3.2.8) /fww-—-—-—- AN -

ndoo Yney

onda Je

Dokas. EKako je

Z (-0, (€2 L2 0, M2

kenvergentan rtd.
Ako Je

(339 A = neo

Y~ e .




snda je

7V —> oo -

b Iﬁ ks 8. OUiigledno _jni

- e A,

{f”" 7" {:”"""J #ree ¥ (/C”ﬂ)’*f - fmrzv)f ’

(3.2)3 7;0) fﬂﬂ / "(u-u/ — (/Cmcz 'Cw;)-?" IR - /-wazy.- c"ﬂ"’*d"" .

> !
4&?‘2#}.-{“
| f3 2' % {f) ’Cﬂ’t’z}l /C'H*JVH !CH?.Z? 4 _ ’C-Hfgy
(3.4:11) — S _
| | Lot 2ymg

8 obzirom na( él“?) 1( B,Zj{ﬁal;ﬁ

{3.2:12) Aipm Gprar = Crvaver /L |

/szv-; ~ Lomp2y
N

Paétn se proizvoljno malow pozitivnom broju é moie karesmdirnti indeks
i, (&) tskev da Je nejednskoat

Lnsay = £ |
/4*64 2y -»f.::-'m! <A+£

/c?ff'zi’*f - va-f,zp
qnd?*olim ge svako 71> %(E) 4 sa svako V24 to Ge prems (3010)bit1

Mt < | %*:_f/ < S € (7> o)

t3.

Lenm %.2.6. E ek u 3.

_;_ )" =G (b Cog= O, 715 09)

konvergentan red 1 neka je

/fym E”-fi--;/kzi,

_/Jq--p.m-
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i{-a“"/ e (rem; 1)< ¢

V= mnpy

Uzme 11 se

tadas de za svaki prirodan broj 2 red

z el = 60

konvergirati 1 sz svaki priradan broj R biée

bim [ f*‘:{/-.: i

ttwﬂ
N~ oo "

Dokag ove leme Je anszlogan dehm L,3.2,3

Lews 312.7- Eeka :

Z(-l)"":c,,, (Cpe)> Co=> O, w-a-m)

k_ﬁnvergontah rc& i neka Je

o [ 5] =t

41&4':5'@

’ﬂ/n:t ’cw:‘}__Aéi

m-—-a-:::n_

Dokse g ove leme Je mlam dokazu L.3;2.£yi

%.35. U dokseims i formulacijams teorems koje slede, kao $tc amo u
uvedu ovog odeljka ved istakli, poslulibemo se jednom D i n i-evom teo-
reson [Cf 22 302] kodu éemo ovde najpre formulissti u obliku mduan =
ciljeme nafih ifspitivanja, a m:un:

A ko -

a‘h-t>0-"“">0} Y =3 S0

a .
onda éde red oo

E f Czhv"éau‘
a.,.,:_ /

m =/
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divergirsti sa 5.;’/ 1 1Ikmargiuéc Za 5 4 1

Primedba 1. Ako ase ovde uzme pornata smens [&f.iZ, 302,_7

"
ﬂyaﬁ_}#/ -8 ("3”3.‘.(‘, 541)

1 iskoristi poxnata nejednakost

4_2&( f(/_f/ (f‘ /on;rv'o{m f'r?; 9712)
onda se lako dodblla |
gy ™ 7’-.5‘ r~£
Ll o & (a)F-al) (73 1)
AN
i nejzad -
2, Hopey = ~ 29 r-&
(3.3,1) N aak > (8¢1;008¢[7% )
| = 7 " -
gde Jje

| ‘ A
i [ 5] najveél prirodan broj koji je manji od "1“:5—

Primedba 2. m:ajc

(3.3;2) Zu =4
konvergentan red i sko - |
(3.3,3) . E/W)G[QZ) | (9> )
onda je lako pokasatl da valli | |
/fw/(/t»-a/ (779 7?1:}
Zaista, kako is (3/7)aleds ' |
04 —Zé"‘:< 2, ' (7> %,)
114 |
0 < Zn-: - tn. |

n{

<2 | . /ﬁ)ﬁa)
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inesno

—17< c,,_, < 1 ' (7> %)

o je | - |
(3.314) [ty )< o] (92> %)
asno je da 1{3 3:‘[!) sledi (3‘3 3) .

Kp osnovu navedene D i n i-eve teoreme i relacije ( 3,2 !) mofe se,
lakle, formulisatis

TEGE-RA B.%.1e AR O J @

2:%.4

kornvergentan red 1 e k ¢

Em)e (0,2) X,
ends ée red oo
Z [ Coperd = 1 Eonf
[ )8

diverglilirati ga 521 cIkeﬂverziruéc za S<¢4 i-'

imade sunmgu
S = > [t %] u/g,,,/ ($eL; 0]y

L

PFPrimedda 1l. Ake
E(m}é/ﬂ,/)

onda ns ocElOovd 7:3;24 red fB.B y 2) wokie pripadati samo akupu kenvargantnih T8~
dove s positivnim /respektive s negativain/ &lanovina, U ovom se slulaja
T.3.3.4 svodi na nevedenu I 1 n i-svu teorsmu u pomnato) formulsecljis

Ako je oo
2 U
m=
konvergentan red s positivais Slanovisna, onda red
Ui

Mz Z"""f
divergira sa $> 1 1 konvergirs 20 §¢4 [cf 22, 30&]
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Poznato je da ove teor-ma igra snséajnu ulogu u teoriji redove, kad je
u pitenju problem brzine konvergenclje beskrajnog konvergentnog reda/C/ 22,
%é@] . Ona daje negativan odgovor ns pilta-
nje: Foetoji 11 red kolji najaprrije konver-
g 1 r a? Jer, pretpogtavili se &%oreﬂ

2t

naisvorije konvergira, onds je Jaam da e od Sog reda aparije konvergirat!
fed

L (0£8<4)
Zé
M=y o]
AEKD
Etn)e(1,2) (1> M)

onda 7a osnovu [, 2.2.4 red(3.3,2) pripada skupu alternstivnih redova koji
kenvergirajup Lee L b n 1 g-ovom kriterijusm konvergencije.,

Em)e (0, 1-4) (6444 1)
sa beckralno mnogo -indeksa/ 1 ko o
[tm) € (1, 121 | ( -d{/?}zfi}

t:kodje za beskrajno mnogo indeksa 77 , onda je jasno na osucvu 7,247 &
fa 2;2 5 da red (3 3 E) ne pripada ni skupu konvergentnih redova s pozitivaim
/respekiive negat ivm.n/ Slanovima, ni skupu alternativnih redova koji kon-
vergiraju po L e 1 b n 1 s-ovolm kriterijusa konvergencije.

PFrimedba 2. Ako stavino

| 1

?91"" D‘h..«

gde o~ |
/Dﬁ'&]"‘/z dﬁ/-—-e-m/m—-}m
Ke4
onda dobijamo
' _ Y _ th
. E/'??)"‘ &H_E:
oo oo

[Yoet - 120 | f [ Das| = | Dope]
| , = —_— (1=6= A
_ Z | /zn-r/s - [D.,,,,’)\ ID,’ J
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e
2_d.
__ "a )
eckreaejijsn red i neka

[Dule| L d| > o= ) > o

pa eposredno sledi teorcmas
Heka Je

=i
L ko .
G ¢ (0,2) (9> M)
2,
nndg e red .
D......,)
Im, }I::..1
=1
d ivergirati sa.gt_ | aIkanvergirtén ta/\>o
4 imade sumu
n " ! ' 1 |
o= 12”:}\ ’i )} + U [5::} (A>a; 27 Zq'([‘}\‘}'f'f)
Za |Dn] =D, i AyO teorems se svodi ne Pringsheimova teo-
remat '
Ako je

&%
f
s
N =,
divergenten red 8 positivaiz ¢lanovima, onds red -
o |
o,
1:»,, 2

M=t

konvergira sa y) Pl [ef 22, 30@7
Na oanovu 4.3,.7, 3 1 navedense D i n i-eve teoreme lako sledis:

TEGHIMA 3e3.2. Heka jJeo

/ , =

konvergentan rred a pogitivanie Elanovina.




20

L ko Je
| : /C'HH /k
(33;5) e = <4
i . m—»Ce "
onde e red |
Do
/ ,Zh(#-g
[ €T
m=v

divergirati sa £§>4 , & konvergireée sa s¢ 4
i 1 nade sunmu

{ X -4 .
3= ﬁ;[tfi]i (§¢4; 0<% < ;—fg]ahd

gde ke(n)

Primedbda. EKako jJe

on L

Etmy= T/ =1- 7 (‘h-?:—i)
. -t N~ |
Yo je, na osnovu (3.3;5) 4 L.3.21 .
(5-3}'59 /ﬁww E(n) = A M= A . (0¢A%d)

m-n"?-‘

Obrnuto, na osnovul.3,2.4 lako is (3.3;5’)31&&1 (3 i; £)
Prema tone st'pretpan_t,a*rka(lfj?)urﬁdﬁma%ﬂ
"mameniti ekvivalentnosm '?-r&tﬁﬁ-3337303(3'3.357

Na osnova Llﬁ.& {1 navedene D i n if-eve teoreme lako sledi

TRURARA 3.5.3. Neka Jeo

Gt

; (‘f)%.!/fﬂ - G | (10“-’>/CM’_; Q) = Ghll)
m=q |
_kanvergcntnn red | |
Ako Je
| . Ly
3.3;6 Aurin = AL
( ,6) s s ™ |
ondea e red
]

E [Cnerf= 1 ]
| Coel &

=1
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divergirasti 5&5?:(& kanvergiraéa £ e o<4

i1 incade sumsu
M

Gle Y Ll gy (6 (1t o

N4

PFriosneddbe 1. Ksko je

_ ¢!
Em)= ”)2.:"" =41 ] 2= (m24)

to je, na nsnaw(asﬁ}é)iz‘ 325, /
/fvm E/?:) = 42z 4/ (14 A4<Y

Obrnutc, na aanam[’.?ia?lnka 1!.(35 6))s1eas (3.3; 6] Prems tonme,

pretpostavika(i36)uli3.3.3 noke se samenits

ekxvivarx¥entnon yratpaatnvkan(?S é’)
Primwmeddba 2. Ako je

(3* 35'?) "cv" /f,.“ { Aoy = L | (V> 7o)
onda je oo oo
! / |
Z [C-,:'C-.-;)é Z (C,_’-(‘,,._) | (¥2 M)
odnosng v YEntd
}’B-u/ £ /tfn—a/ | (072—"7?@)

pa &8¢, dakle, m_aaaam(a.a; ?)mka formulisati teorems malogno. 773,; 345
generalnijen oblikus | |

Heka je " |
("f.)micn = & /C,,-,wa"“’;"""“)
konvergentan r:‘d |
Lko Je

f t 'c'"'”-—/pa:'i

m—-iﬂ

| 2’.5"'0 /;sz}
g,
A P2
h=1 |

onda de read
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divergirati ssfz4, &#@ konvergiradéde z2a S<4d
i 1sade sunmau o

Mo
k) [len ]| g e *
6. B ; | VK / + ﬁ;/t:l‘”/ (§¢4; mﬁ;a[;f‘:}],.d
m= ' |
g a e KE&(WV)
Po#ito je - | .
(x) ~t ] ap CH~1
(~1)” 72 '/ (/fff-f/V) ' J- E[ﬂ))
() = e ____'11 . 4 n
| tmiz

to se u cvor sludefu moie formulissti primedba analogns prinedbid.
Primedbde 4. Ako je konvergentan red oblika

_/_; ('1)%4/{41, /an-u)’cn'*a; n -:'Pm)
e 1

onda e |
']rﬂnnl} = (CH"“cﬁ-nJ'F (cﬂfz*-fc-n-;;) v ¢ s

_/zn-_rf/- = (C‘H*L" c'nﬂ-) v (Cw-f-‘r - 'Cm.r) o

pa je, dskle, jasno ds de u vezl g redonm
A0

E 1 /et |= 1011
e

h=1

. wait{ teorems analogna 7:3 3.2

Uogimo 11 sada kolidnik 7#/2;,” dve sukocesivna ostatke komvergentnog
rede g pozitivnin &lanovims, onda se moie formulisati:s

TEOREMA 3.3.4. Heka Je

DA

. X
konvergentan red spesitivniu lanovimae

’fvm lc'n-ﬁ

Ako jo

(5* 3,9) Coney (’Cn)w_, ('cnﬂ)v



3
a sve 1indexsemyli isteoevremeno s BVve {in-
e ik sevY2inezawnviasane odm , onda de red

fu/z;_[ - ?”’VZ',,P
(/b))
=1

ivyergirati 28 624 , 8 konvergirade za {4
inesede sunu | |

4=f(r 5 14 (§¢4, 048¢ é-‘if]”)

Dockac, 15(3'35 3) na OBNOVU 1324 sledi

(3.3, 10) N Turt, _ o

m_&
m-voe O

dok me iz [&3’;@) doblija

oo Do |
J A £ ye-1
(3 34’ n ’Cwﬂ vci € g < v 7 Cn
Kako se usled(3 3:3) mofe useti
/5_::6:_14 1 B ( 71> 7o)
to 1% (3.3,9)sledd
Z—qﬁ"w <. o (’h:# Ty

111
Koy €. & Crrzy [Ty An)

odnosno | -
_/C_-n.___ ‘ 'S:':.:.’. | (’h) ’71_#]
Cur T

4 dalle |

B 4’4,--,-2...4 Uon~ Yone I | (M > No)

zn-: = zb - B | |



o4

t3. Lo, G [m> n)
[3.3;12) Z, - o _

Ra osnovu (:.2'/0) (3,7 42) 3 D 1 n L3eve teoreme jasno sledi dalje
ﬁbltlﬁ 7:.3;3*4( )
Primedba 1. Ako se pretpostavka /73 3) sameni pretpostavkom

i 3?? | :C,,.,,,__ 4 f’lﬂ_ | /’Ha:zj ')J&z‘j
/C'n'?v-; cu,
dobija se o | o
/C""Z ; Conpv ¢ 'C?’H'"/ ; /C?:fp-,'
~N =/ 3
odnoane

Ce ¢ L
2. ¢ o -
tJ. dobija se (3, 3/2) « Prema tome pod pretpostavkom() 3 9) moie se formu~
l1issti teoremu aualogna 7:.:?\'3'4 |
Primsdba 2. Ba osnova.3.22 i 4334’ lako Je videtl da

Je uslog ‘

ry) = On

ekvivslentan uslova(s 31¥)
Oslovi(3.3/8) 1(3.3,7) ednosne ualow {3.2' 2/ devede, keo Eto smo videli
do relacije

(13; 3:42') -.EMU £ 5—/7#,7 /ﬁ;m]

aevnrelmua{j;@;!{)-Pr"'unn tome, J o -.jﬂlﬁﬂ kako se u
generelnijenm obliku moke formuliesati/23)

'Pomedw funkcije ekshaustije £/

Primedbda 5. KEa osnovu /.3 7] mofe se/ 32/ formulisati u gene~
ralnijem oblika na slededi nadin

" Heka Joe L
2 64

| mel -
konvergentan red s pokitivaim 8lancvima.




55

bk o Je
y ~p Lo
| . - n1P-f s
(3'3}"3’} Zgi tf(:? £ [ fmn

jedan prirodan hrajﬁ:fai za sve indekae
»4 § istovremeno sa sve 1ndekaece V24, new

vienpno od indeksasam, onda dae red
>

! ® ) (e} &)
- Cuf el — Lo ftY

o/
ER——————— e i
} &)
= 4

tvergiraeas i 5116:;,;[, ujkﬂnttfr'giraée aa 5S4
{nade smsumu |

(s o) (4= |
s" 4 (%) (e oee by

Jesno je da zamens ualava(&l 3_;. fﬁ} & uslovom

6’"3) ,ka*ﬁ
’ R m+ty ni)
(3 31 ”9 t@:-u & &'mu

' oY)
lopuiita primedbu anslognu primedvid
Kaukg Jeo
(K<t (w4} o)
‘ O ( /E (m) = E {m) )

| (7)) = "L

M/

to se 1 u ovom slufaju moie datl priué.ha snslogns primedbi 2,

7& konvergentne alternativne redove koji gadovoljavaju L e 2 bni B~
ov kriterijum konvergencije mole se formulisati teorema anslogna 7 3,3.4 |

PECR.FA 3.%.5. Ne kx an J e

Z(—f)”"}c,,:g {«C,,_,)zc,.,-—ia/m-aw)

Eonvergeonitan reéd
Ao Je



%Aé 3 ’fﬁz (fC'ﬁ'ff fvz '/C“J".“fz}'?‘l - /Cﬂ"l'f&'#"l"z
S g Con =~ ,cﬂ - ,cm-*’

. sve indekpempli istovreneno £8 s v e in-
s keeV2onesavisno od indekaamn, onde &e

e d o |
. | [zﬂ/zh_'{'ﬂ [Znﬁ/éL
Z: /e

{vergirnti sa 24 a keavarairaéa s a 54
{imsade aunmu

g”;ﬁ-r{*}- %’115 . (§44; 0125-41_;:-; H)

Dokas s 12 (3,3;4‘;] AR o8novY 1.3.2.5'31&41
(3.5:16) Lm0/ |= ©

' T ~q g ry: —» oo
dok se 1z(s.3;/5) dobije

oy Coer) \RY
‘c""ﬂ[ "“L) ( L fwurﬁ ~ s VIR, (f (¥ Jz a)

adansné

oo

Car Y 4 v/ Z:
(c”ﬂZ [( C:j { ('C’H:FJ.YH 'cmzwz)
-_— g ,.’,w 8
3.
| | £,

4+ -:c!-.: _

jer ge, = ablirén .m(a.a; 'M) moke uzeti

Cnry (72 7,)
A 1

Poito :h._
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[ | = ()™ Lo . (> 1)
to 15(3,3; 7) sledd

s Cn £ 1™ o (’cw'f‘cmﬂ)

il3 |
it £y & /Z'H [(’"Qm(ﬁ” - ("Oﬁ" C.,,]
i 4dalje
()" hon s & D Aot [ 2 #(1) " Ve ]
tji |
("‘f)m"z&u‘(%. 4 (’7)%’ wis ’Z%_
: aﬂjﬁj‘; 3, 18) (”f)"cnff ¢ (—f)"’"&_
{9,168 -— - &
O ("

Relacija (3.3 /2] daje

,- ..
» ;:"ﬂ ¢ Yo, = Loy | (%3 7o)
111 _ i Eormy
(o N O,
e‘?‘lr ~ t'ﬂ-rf‘
- odnosno | y | ( "2 No)
S z,,./ < /t,..,

i8 asncwu{.?. 3; fé) i{/ 3. 3; f?) i D 3§ n i~eve teoreomwe Jusno csledl dckag

Prime d Ba 1. Ako se pretpoatavika (3.6;!5;) samenl pretpostavkon

(3;3'1‘59 ’c’ﬁ'f'l é ’cn-rZ?'H T ’C’”?ZV"‘Z’ (m?’i
g Cn Anray —~ Amyavedt

0 e
At z (»Cm;,v""cmwﬁ) < Ay 2 (Cmmn"'cnfl’*i)
v=o Ve o

doblije me

ali kaxo Je
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De e
ftm-:]"-" 2:.. (CH*W' 'c'""‘-%””) 4 MJ"“ Z(/‘Cnu?ﬂ“fwzwz)
=0

Y=
‘o je

/C-nw /fw*t/ £ ~ /)t%}
cdnogno
(1) nit )
n Zn-s

t3i.d0bija Ml{.?,a; f?} Dakle, pod -gretpax-twkm(i&*;ﬁj‘;oﬁa ge formulisuti ted-

rema nnslogns | 335
Pri medba 2. Lsko ge vidl ne evmmé.id.fi[,a,z,; da Je

o Bslov

- (3.3;14') Lvin Em) = 4

Y} ~P OO

ekvivalentan uslovu (3.3; t4)
Uslovif3.3;15) 1(3.2;#5) dovode, kao to swo videli, do relacije

(3.3;18') EFrar) ¢ £ () - ' (0> )

aavacia@&;f?) Premxea tome je 02igledno kako se
T33ysmote generalnije formulisatl pomodén
funkcilje aknhauatijef{ﬂ)-

Primeddba 3. HKe amawz.,?ul,é mim.fliﬁ-farmlimti Rene~

. rainije ns sledefi nalim:

 Eeka Je
| Co
% (_{)w-k'.__:e- (Copey? o~ o)m-em)

| | med
konvergentan red
A ko J e
é‘m}' &ﬂno
Y] —p O¢ Cn

| _ - (K=1)
(3*3}20)' / ‘Kf:,ii / Z / tétziw - / tmﬂ-;;,w-z/
= el e

sa jedan prirodsn hrﬁj%-‘:f;i ts sve indek~



| 29
sem>4 4 Sstovremeno £a 8YVE8 indekse Y20

nasaviana od indekesam, onda éde rTed
- () (i
t —_— tm!/
2 ¢

[ £[°

m= 1
divergirati =2 é?}i. al’kanvergiraéo g a ${4

{1 inade saumu

g(”)f_ﬁf;’ﬁ}k‘g ($ed;080%< [F)ee)

'Ja.una ie da zsaens uslova (3.3;26?) uslovoa

. &-) (-1 (x-1)
(3'.3; '2-02) / ?Z_(:%;—/é /)szw:/"‘ / ’Zmz-y;z/
SR S R Al

dogvoljsve primedbu snalognu primedbi 7
Kako Je

E (J‘r-f) U) (#‘-1)/ _ (E C?U _ E/'n))

k]
s
to se 1 u ovom aslulsju mofe dati primedba snslogna prisedbl 2

$.4. U ovome #to dalje sledi 1 Zime savriavamo ovu naliu rsspravu bavidw

., mO Be ispitivanjien reda

o

(343 / (A.,,-—B.,,)

- N 4
knda su redovi

Din iéevi (27 3’} (3.1 3""? odnosno A b e l-p i n i-evi div&raemmi redo~

vi (3.7}‘1") » Doksazademc nekoliko teorema u kojina ée biti 1 staknuti neki
dovoljni uslovi sa konvergenciju, odnosne apsclutnu divergeuciju, reda (J&;1)

TEOKEMA 3.4.1. Neka Je

T e

xonvergentan red -Iphnitivnia Blaneviun
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o L

| :>: Co- f/.%, ~ Cn/ En, E ' K ’C.,,_ _ A
(ih;fb) / ,C,,_‘,/Zﬂ / - _2.':_/ ta-—; 'Cm-lj

=4 =4

t0 se na osnovu (3,#;{2} 1 (3.4;44) lako makljuSuje da red (3,4;¢) mora ta-
kodje divergirati.

Primedbe 1. Lako se vidi da se red (3,4 5) mofe napisati u
obliku 0

| ’(/Cm-;-*én_ H-_C_.,_._,_.
Z: Cones Cnwe

M=}

pa Je, = obsirom ma (3.4;1)4 (3.432)

| - /Ca-:‘ﬁw - ’E‘l__b__
An= Cor bn= %

Preme D i n i~evo] teoremi [CF: 7°3.13] redovi

-

Aol . L
(3.4:89) Z o : .,

41':{

su divergentni. N a ¢t a } na&inri‘nﬂda;’c dovol jne
aslove, d 8« bi red(34:5) ,40b1jen odusinag-
‘njem korespondentnih 8lanove Dint-evih
" divergentnib redova(34/jkonvergiraoc, od-
nosne apesoclutno divargirae.-

Primedba 2. Ako e pretpostavka (3, b A-) sameni pretpostsvkom

(3.4:4') ()" 2 Mg, (C)”
dobija se teorema anslogne /- 3.4.7
Frimedbda 3. Zameni 1li se pretpostavkia (jlf .4) pretpostavkon

: | L Ty '
3,44 —= & mzd, V20
( é) C . . .c?”‘v ( / )

odnosno, pratpontnkm

(3-4346') f',,b? 'CZ.ZI:,’ ' (m21,v30)

lako je videti da de valiti teorems anslogns [. 3.4 1 -



a/ Ako Je
N
(24;3) | =l
i . | |
(3,4:4) ()" & Cay [40)"

ta sve indekpevz4di Lstovremeno s & sve
indekpe Y20 nezaviano _ed indeksam, tada

red

L= o
£ ,r% /Cﬂ.)

' - M=4
konvergira i i1inas sumw -1

(3.4:6) < g[ffz?: L.2).) (& ﬂ:)] (0¢8¢1)

b/ Ako Je =1

(3.45%) Ao ...’C.‘:__._._,_f
tade red m o~ oo G
(3.4;8) N
- i G
divergira M=

Dok as. Dokasademo najpre tvrdjenje a/. Prema (3.11;3)1 A osnovu
Ata‘ ?*f sleddi

odnosno |
o~ é -~ . A
ol AE Je
) = DO
1' .
- 7‘“ te o\ A D toe 4
i3tlf_;_9) J(E:'" -C:':) s Co ( )
rr= 4 | :
Kako se usled (3.4; 3) mofie useti

oy (N2 )
o ¢t --
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to se 1x(3.3;4) slisno kao ul 3.3.4 dobija

/é’n- 4
1
7~ e Con

(%2 770)

odnosno
N Z"-‘T"‘! /Z""-
[3.4,10) . 3 o
Polto je
Ao . A,
Yo o

' %0 me, vodedl raduns ¢ relaciji (3.4;4’0) lako szekljuduje da vali nejednakost

?),'-'1344 Ao l — (772 M,
(3:4,4) i )
Kako je dalje |
| 50 . e
o Co)o ) Lw (B
Py <1

te na osmovu (34;9) , (3.4, 10} 1 (3 4:4/) mneposredno sledi

= %-1
Z / ? ’ € £ 4 4
t fc " . /Cq, -4 ———
= } z’l"’ | Coe =1 t“*r ! ‘2’%" °

ti.red (3.4, 5) konvergira 1 ima — (3.4} 6)
Dokafimo sad tvrdjenje b/, Prema (3 4;7) 1 na osnovu L 2.2.7 sledi

(3.4;12) M 2 =
. | M>oe Lo
i dalje
| {34‘}”’:} ,&/m f—"‘—— = ff/m, /_z‘_”"-z'_’__ o)
Y1 —> S0 ‘:’! n —>» oo /&., |
Hﬂ. osnova (3:4}’3) 1 7:.3!:&3"?%,3 n'pﬂgr‘dm ﬂ'di d. m
o0
z;> r/l;vé%,“'cy&;/
a /a“'#/z:,,_! |
m = 4

sora divergirati, a kakc js



o0 . o
c""/znﬂ"c"’/zw | / /Z‘H*J /E"_.-/.C..?.‘:../
(3.4314) Z / A/t / - Z, RS
m=4 | ! ¥i= o

t0 se na osncvu (3.#}?%} 1 (3.4 74) lako sakljuluje da red (3,4:8#) mora ta-
kodje divergirati.

Pri ﬁ edbe l. Lako se vidi ds mi red (2,4 5) wofe napisati u
obliku >0

’ (/c'n-:‘ C*n.__ Lo,
Z Coey Cnrt

=

pnja, e obzirom na (3.‘1(;_9)1 (3.4, 2)

Amt ’Cm:"a. Bm= o,

e 2
Prems D i n i~-evo}] teoremi [c:‘,l. 773, ﬁ.’:] redovi
o Qo
3415 Conei= o 1 =
( ’ ) Cn-s nes
m:,’ = A

gu divergentni. N a ¢t a ) naéinriff,‘f,dnje dovol Jne
uslove, d = bi red(34;5) ,d0b1ijen odusima-
njem korespondentnih Elanova Dini-evih
" 4ivergentnih redova(34#M)konvergirae, o0d-~
nosano apsolutno divergiraso.

Pricedbdba 2. AkO so pretposiavka (3*1.,; Jf) gameni pretipostavkom

(3.4;4') ()" 2 Cor. (C0)"
dobije se teorema analognas T 3.4.1 :
Primedba 3. ZIameni 11 se pretpostavka (3,1,} 4) pretpostavkom

| Con, ’C'HNN
5 — ¢ mzd, Y20
(3 1! 'fé) ‘Cn-,r .cw*v ( /
odnoono, pretmfuvkm :
f o vy (m2»4,v>0)
Y Y -; > ——— i | i 07
- (3.4;46") Cen

leko je videti da e vaBiti teorems snalogna |.3.4.1
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Primedba 4. Huoanwula.?z 4324 nopauredmsle&i
wivalentmm uslova

Avin Efn) = A (04 MYL)
H > o

slovu (3 41 3)

Leko je pokasati da Je relaeijn (3.4;10) ko3a Ja posledica ualova (3 4 2)
(3. 4; #) ’ ekvivnlantna relacijs

Em)z£E (m)

Uslovi f}‘.é; 3) 1 (3, 4: 4') dovode do ®lacije

. s * .' } . “_—-u. >" At
(3.4 40} . Z

ka koju nije tefko pokazati da je ekvivalentna relaciit
f [n-1) £ E (m)

Apalogno vefi kad je u pitanju ualov/.S ‘9 76) ednosno (3. % /6')

Frema tome je Jansne kako se mokel/34/7
generalnlje formsul isasti Ppomodu funkeije
ekah,aaati:tfﬁ%) |

Priacedba 5. §a ma\mﬁuﬁ-ﬁﬁ mofe ase tvrdjente a/ u Z-_.i'..é/
generaliegsti ne slededi nading |

Ako jJe

ta jJedaen prirudan bro} ’éﬂ'pb i sa sve tnde k-

semz24 14 fastovremeno a2 ave indekee v o

necsavisno od indeksan » tadae e read

>0 |
2 (sz/ _ z,f"ﬁ’)
4 (r~y
prp Nt 2"4:-1

kan-v¢r¢1rn't1 i Aimade sumau




Jasno je de ae tvrdjenje &/ u 7._3.9.1 moZe analogno generalliesti i
u sludaju uslova (3.4;%') , ednesne (3.4,7¢) L (3,4 757

Po#ito je
(-1} (%-1) o)
Eim = MZ?"’ (EE, = Em)
=/ ‘

to se u sluiaju m:mdmg generaligiranog tvrdjenjs af mo¥e u pogledu
- funkoije ekshaustije E (St;"" formulisati primedba snslogne primedhi 4.

TEOK«MA 3.4.2. N eksa Je

: (‘0”}(!,, =6 (0> €™ O, 7> )

korvergentan red

Ako J e
pum
: Aonts 2r71 Y I ’fm*.zw;,
/3:/'/} 72) "'2-\;:_) < /c‘n ~ /wa"

ts sve indekse m>1 1 S stovrenenc za sve
indeksge V20 ,nesavisno odmn, ondas e red

(:4:49) 0 (18- %

N g
konvergirati & imade sumu |
/ €1 . | 0L8<4L
(3.4;,20) | 6H=bo'[€/fm)f] | (o< /

Dokas. Keo tu/l 335 naosnovu(3.417) 1 (3.4 /2) vise

- )% n-1
(3[,2)) (/) Anrs < -7)" "G (™2 I)
) Cn Cn- v | |



| &5
Is (3.4;17) oa osnova L.3.2.5 sledt

y é-{-ﬂl'/;t
b 3

=3 Oa

odnosno ” - |
(3.45)22) Lo _("),Z_’c”*’ = /Zm _‘”-ZZ::’-.-.-/HQ,

m=> oo N v =» oo -

1 dalje oo ( )
2 40 A N R . B /7Y [t]=6
(3.4;23) (!M ) ,) ),

m:-..dl#-j
Podto Je

i
12.] Jtu] (m24)
i /Cm - < Lt

a2, a obgirom m(?.‘v}ﬁ?) 3 (3.4} 22)

), A . (m>4)
"'"’i',c":"" 1+/% | |
to Jje ' -
3 ) ] oy, A (L - E".:*.Z.) (n21)
(3%2%) /-:g::/" ""C:f' 4 140 (/’Zn-r/ /G

pa je, dakle na osnovu (3:*‘73 2.3)

L~ | /c‘
pe ) (1%l %)< com -
me4 | |

$3. red (3. 4;49) kenvergira i njegova je suma /3 4; 20)

Prizedbdba 1. DPpblde se Leorema mlom 7:3‘4,,2 ako se usloy
(3,9_}? {y) =eseni uslovom ' .
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2v#!
(3‘1.; !25) (%’.’.f. é /Cm-rzw: . ‘ng-.?.wz
’Cﬁ, - /c-n.’-f
111 uslovom
(3,4, 25) C bwy Lmzen = Cwnnz
| T T /C‘"'f.?,r“" /Cowav-f»;'
odnosne wslovon
- | ; iy Aompavsy = Crtavaz
s ’ | P > - . ' .
(3 .4‘)25) Cn, “ Cutay = ﬁnmvﬁ

Za sluda} uﬂlma( 34, f&?) i (3.1-3; 25) dobija me relacija
Etnr1) ¢ Em)
a za slulaj] uslove (3.4, /) 1 { 3,-%J'25) relaclja

E(nt) 2 £n)

Primedba 2. Lakc se uolava da se red (%4 #9) mole napisati
u obliku o

>
(fc:-c-..ﬂ_ (i) 1)
Cn /)
=t

gde jo, prema (3._‘1; 1) 1 (3.4;2)

_ IC-.,-C".H ’ - /&-J-/Z;./
/40,, = --'—'-—-’c% 4 Ba—: T

Pakle ovie vaii primedbdasn, analﬂgnaPW;f

ws /-3.Y91
Primedba 3. Ha ammmﬁ;?;?,ﬁ'i Z.i:&? sledi ekvivalentnost

uslova (3.4;17) uslovu

'3 L 43! y Efn)= A+4
(3.4;1%) éﬂ_ﬁmw)
Ves mmo utakli da (3.4:73) 1 (3. & 25)#@1’961 do relacijie
. Einine Efm)
1 uslovi(3.4; 2') 4 (3.4;25") do relacije

£ (n1)2 f/v)
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pa je,dakle Jmeno kako se ponmneodnu funkelje
oknhauntijnffz)nalt generalnije formulisa

217342
Primedba 4. !aaam'm[,3.?é maiu7_392:rarmliut1u_

generalisanom obliku ne slededi nedin:

Heka Jeo o
Z(“/)w/fcﬂ =6 ' (ot > ™ o;m-em)

m= 4
konvergentan red 1 neka Jeo

/&7;-, ‘C"‘“ =M< A

/7 —> oo

. -7) [ 2¥4) (n' /) (4=4)
/ ‘Za{:‘:‘d/ Z -hf.wu/ /tzw:vr.a
el — (e

s a jJedan yriradanbraj%ﬁ;bi £ e 8ave indek~
se M21 4 1istovremeno 23a& sve indeksne V20 ,
nezavieno o0d indeksam ,« tada de Tred

= ) el

Nn=
koavergirati 1 imade sumu 7

(#). (e (0¢2, ¢ 1)
6 121 4) g

Anslogna generalizacija 7-31/ Z vaiide 1 u sludaju ualmm(j, 4 /39 ’
odnoano ualma(? Y, 25) 11113, ‘ii' 25°) _

i} pogledu ftmkﬁijc akahmwtija L?;,{P#} alitno ee mofe primetitli kao
u primedbi 3

TEOREMA 3.4.%. N eka je

) e

divergentan red i neka Jo

{53* 4,26) Oorgey > Oy —> o , M —> pe
a/ Ako Je



(.4527) B> - | B, di (D;=;d~)

(3.4;23) B Znloy 4 s

gde Jeo ;b:é’n. ocdredjeni prirodan d»roj, onda
de red

. m
(3.4:29) Doy 3.+ 2 o)
, Do a:»-: | A=
| rv'h-:f }
konvergirati i imade sunmn
| 2
- (3:4;30) o= (%1) (0¢ed)
»/ Ako je |
| 2
(3.4 31) A ooy ol = 0O
) —» %o A.;*dn
onda e red oc
H / Do--: d'n.
(3.432) / o A
m= 1

divergirati.

Dok a Z. Dokazademo najpre tvrdjenje a/. Prcuma prve} pretpostav-
ol (3,4,27) wledi

(-Dﬁ'd?’) A o Z -Dp- a—/p
ednosno

(3.4;9) . Do dpr 7 Dp iy

s druge strane, prema drugo]) pretpostaval [ 3;#;2}) gledi



A byt d"'dﬂv-t Ayt o
(3‘17} 31’) Ao oo "‘dm:?’ deﬂ-dﬁﬂ

Ako me pretpostavi

(3.4; 35) Docs s > Do ol

odnosno

- onda sora bitl

.Dm-n 2 M -+ Oémw;

Vodesi raduna o relaciji(34)34) dovija se

. dnﬁ dm
> R
-'D""‘“ g a-/'n - q/ml

).

(?‘};11;3@) ﬁlﬂ d‘# -'?ﬂ' -D‘Mﬁ d*ﬂp

tiipotetiZka relacija /3,4 35) prems drugo] pretpostavel (3,4: 27) daje
auino relaciju (3.4 34) 3 @ druge strane, preza (3. 4:33) relmeiji (3.4335)
je zadovoljena sa M= , Prema principu potpune indukecije, sledi, dakle,
d a relacija (34 35) odnosno relacija |

o i f
54,3 *27.} ‘3?) Dw—) d,,,., % D, du.;
mora biti zadovoljena za svakl prirodan droj M2
Podto
b (Ous o e e e
bide
(3..&;;35") fi‘k'm. Dundy = ‘gbm 2> __D'"" - ,Z'm d_ ” dh-;
1> Og | J-“"'"-L‘ " a’ﬁ-;""dw
" ] dﬂ-l‘

ke 2



6y

prems dobro posnatej S %t o 1l 5~ e n » & n-ovoj teorsnl EZ’..?Jf ?fj
Jagne je da ﬂ& mo¥e ataviti

(3.4;39) z , “:““‘" 2 D, s -—-’-;},—-—D_ )

- Poito Je

it Dy dy = A4y (D= A ) = duip Dyl -amf o,
= .Dﬂ oo = di

i vodeddi raduna a(ié} Z3) s (3. 4, 38)1 f3 *'1"3?) dobija se nepoaredno

0 ;(% ) <o (% %

tj.red (3.4;29) konvergira i ima sumu (3.4 30)
Dokazimo sad tvrdjenje b/. Na esnova (3.4/31) 4 (3.4 58) sledd

dm Dndo =

pa ée zalo na osnovu 7:3.1.3”}':2}3 e d
Dy

(3‘ 4}1’0) / D‘ﬂfd'h*i D'# 9/1:/
| b"‘!"‘! dn-:
,ﬁ;:;;:;
divergirati
Jasno Je oo oo
' /Dﬁ,afm-,-bd/ ?" gﬁ/gﬂ_qﬁ'
(3, 4 2 D Obones Doei| D 4y,
(3"% ’H) M= -1 g =) d' |
(3.4;42) Jn P = 4

& M—lm Dm-—l
Posto red{> 4’ 10) divergira na osmovu(3, 4 4f) 1(24:47) sledl da 1 red
(’3{1{5 32) mora divergirati.
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Primedda 1. lako se vidi da se red (3*’159‘9)-911 napisati g

Z: (dn—f‘i{m . ;0_{2_)
Ao, .,

m=1

?r&m(&llj'f) i (3,4}2) bide

_ oy . da
s =a f b

Red

=

o do
. 4,

je D i n i-ev divergenini red, a red

‘8.4 it
Bk 4h) ) &

MN= 1t

jo A b e 1-D i n i-ev divergentan red [(f T 314~ Prvm. 4 [ , % a
t aj anadin/3432 daanje dovol jne uslove, da b1
redf34y9 debvijen odusimanjenm koresponden~
tnih 8lanova bDini-evog divergentnog redasa
(3.4743) 4 A4dbel~Dint-evog divergentnog reda(344y
kopvergirao odnosno apsolutno divergi-
T A O |

Prizeddba 2. 5 obslirom na(.iﬁ;'ﬁ?)i(& 4} 3?) jasno je de 4 ne
pofe biti beskrajno.

Primedba 3. Ako be ualovi(3 %] 7}) samene usloviza

p-
sy D ety | Gay e Lo
| sy~ o oy - a-{rﬂ

dobide se teorems analogna ] 34,3 . Iz ualova( 4 7] sledibe

D'k-! d'h-z < Dﬂv I-Zou

pa na osnovu (3, 4;33) 1eko me vidi de .4 ne mo#e biti O , a sko Je A
beskrajno, onda se dokaz:je, du ée red (3.4 32) _X divergirati, sliéno kao
1 u sludaju 7,2,4.3 , knd je . 2=0.

(3.4;43)

Mo}




s/ Ako jJe
+ Y S
(3.4 45) /fum - A # O
7Y =P OO
i

z2a ve indekxsemz{l za sV indekse V=20 ne~
saviasno od 1ndokaa/n,andu de vrod

b)) (%

m~}

konvergirati 1 isaade sunmau .
; -'__9 s PRI
(3, 45 48) S=£ /2 i) . (04 6¢1)
b/ A ko
| /C-;-..__
(3.4;49) , ,EW =
m=> oo
onda de red oo -
" | L
(3.4;50) ; / A /
M=

ﬂi#&r&irati.

2ok a s. Kako je

/z‘?l'-}' | ,Z:"II-; '2::;.; Zn.’ -4

aledl ol

,- ;B 'C“lb ‘ci{l’u — ! ’2‘.:' ’dﬂ-; 'f
G4351) &)L &(%-%)

=4 =/
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Is pretpostavke(l.4)45) na osnove L.3.9,1 sledt

L.
pe Jje smato po |
' ey | B
0422 I ek
=1 |

@« - oo
/ g /
/c“ c"ﬁf‘l = ,qu A:{qu
Y=0 vz O
ili
z:t-t é tﬂ-! ( 2'-{‘)
3.
/é"':!-a"' g'ﬁ, y Zﬂn ]« bm
79 7
odnosno
. AZI'H.e L th-! (W?ﬁ i)
'“ y 7 /
(3.435%) A (A

Ha -aanmu( S48 2) 1 (2 4}511) dobija ae

(3.4, 59 Wf%w& 4 up -g;‘-:z %
Podto je o wl
- 0 o< B
to s obsirom na (3.4 5%) mora b:tu
(3.4, 5%) R4 %”-"T 71"'

Dakle, na osnova (3,1:__;54} ,/3,17;5‘5) ’ /3_9;;.4,) i {3,1,; 5'“5) , Bledi nepo-
sredno | |



13
D

| w\ A /5.
I (5 &) A (4

=41

ti.red (34.47) Konvergira i ime suma (3.4, 48) )
Doka%imo sad tvrdjenje b/. Is pretpostavie ( 3,1,5'&9)1 na esnovu Z.3.2,1

pledl
£11'1‘I ...,(.3}‘.'- == O
9

£ —» O

ba prema | 353D 3 red

"
- fﬁ_,/z,i_' — %/Z,f'
’ ’ 7@:#;/24_, ‘
 Mm=A |
@mora divergirati, a kako Je
_. o N
! | r
b = G/t0 | o [t _ ":’_é_/
‘z'""/’zi‘l-'l ] flq,..:. | t” fh
M= 4 | m= 1
: 1
Z
! =<1
0< 7,

$0 neposredno sledi da red

o If
J‘j"-’.:::.z....."'-._fv:.:z.
2l

?M#}

mors divergirati, t}.red (3-’4}50) |

Primedba l. Ako se pr-ipostavka (3»‘:;3?’3) zamenl pretpostavkom
Cnyv S, Lo

el < Al

/¢'n-ﬁ/ Ca
doblia se taorema analogua T.'M# Sa istl nadin kao $xts 3tc pretpostavka
(3.4 46) dovodi do relscije(3.%4,5)) , pretpostavka (3,4:4¢') dovedi do relacije

_ Un- o
(3.4, 54) """‘Ti'é T

(3.4 467) (m24, Y2 )



T4 b4 ﬁ y»
Jasno je de u sludaju pretpostavke (3. 7;4() m 2~ moge biti O,
dok u slulaju pretpostavke(d.y %') ne moZe bitt
| Primedha 2.3.&911#‘

Do .
_’ Cn ' 2 Eo
(2 28

%z
gu Dinij-evi dilvergentnl redovi, pa sato i

ovde vaki primedbda anel ognae Pmi um'f"fv"y‘f
Primedba 3. Is uslova(34 4f)sledt

E ‘ E/’I! _f_
m-»> o0 Ll |
| Relacijaf3.b'/h) keja je posledics uelova (3.4:4¢), ekvivalentna je relacijt

£l (n) € L(n)

Isto tako relacijfs ( 3.4 @ﬂkau_ je posledica uslova (3; ‘ij%f)akvivalmtm Je
relactii |
LE (m) 2 ﬁ /)

Jasno Jje, dnkllu, Easko auTififineit gEenexral -
nije formul {isati pomodu funkecija okshau-

e tiie E/z) L L),

TRORERA 3&415& Neka S -

Ho oo
, /
*Zd.., ¢ 2 el
=/ he?
dva divergentna redn s a poesitivnonin &1 a -

novinasg

s/ Ako je
| h gt» .'
. M=p |
! ' dv @d} ( V=4
(3.4;5%) 7 =2 724 Z2,3...m)
"
onda de red Do

N //
(3:4; 59 ZJ %‘" ﬁ')



>

konvergirati i imadéde sunanu

{
. d
5 70 @

(04 ¥<1)

B/ Ako jJe

* L, e
(5,4761) A —= =

> oo i,
ondnp de red m/,,[»_g_é_/
(3. 4;62) 2 Pt Dy
‘ n=1

divergiratli.

Dok a 2. Pobito Je
oy, o DDy D;"_'Dzz;:L: 2:1:1__ 2,.,

IR [ el

b, DL D, D, D Ds

to je o
/ w(.; Dfn-'l ....._""’2:.-. __'_!_1__;_)
(3.4;63) Z:/*ﬁ:“ ) E DL

n=

fnosnovu S t 01l 8«f ¢ 1 5 ¢ n~-ove tedreme E?%H’ _7 iz pretpostav-
ke(J.bj.‘S?) sledi |

N —> O "’1"‘"”
pa je szato o |
. Dm__ - -
(3-4;6%) Z Do z:...,,) % aé’
; m= 2

Ig pretpostavke (/ 3, ‘:’;Qjﬂtdi
M
ol /_d
114 ; Y Y=l
"y
Dh

IN
(\/1
®
X~

i



| /
, ;P,:,"']_)m: <& ]2:!:"'1?41-: | (D;:DL-"’Q}
Do Dna
tj- | D
PR Di,- e (N22)
{3.4'€5) 5:{“ £ oL Z
#to snsdl 2 .
D T — l —_
s D Y A YR
Frko 3¢ .. , Dl
0< =3, D
to a-n aM-mfat#féf) sledi
R, 4
[3.%,66) 0< N L Z,

Pekle, na am&w@-"}“) ’ (3%’54) i(&é;éé) doblja se neposredno

0o ) (L) Lig- %)

fh=1

t§.red (34,59 konvergira 1 ims sumu (3.4 60)
Dokatimo msasd tvrdjenje b/. In pretpostavke (3.4;63‘} se doblja

o Da
o g~ 0

pa nz ognovu Tﬁ:t?ﬁ—.‘Pmai sledi neposgredno da red

o

- By _ D |
Dor-g D
Dy |
Mme & Dy
divergirs.
Pgdto je
oo - | Qe |
| ET.Z.’._ Do D‘Lu{ 1 DL. D |
f ! —— ] ————e  m— E————
JLI).:..'_:':_. ] ) ; Dh.-, D |
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i ) |
0<& <l
to sledd daved o
(h_ Da
| :Df'h-l Dn-: ‘
M=2,
mora divergirsti, a takc isto 1 red [3..1-/;52) » Jor Je
D _ Do _ ol dh
J}fm . u'n-l D.- :Dfn-f

Primedbdba 1. Zsmeni 11 se pretpostavia (3,‘1;&"3) sz pretpostavkonm

_ oh ol
G.y;58) dn 7 L (124, 9=4,2,3... m)
dobija ge teoremas anslogna T 3, I/r 5 ﬂ Al
Jasnce je da u sluliaju uslova (3:433} g i O 21: ne mofe biti O s B

ako je beskrajnm, onda e red(3,4;62) divergirati, jer jJe tada £, W O
| 2o |

N~ oo
Uglov ( 34 J" 5 §) dovods do relacije

dy | dn

Di = Dn
; odnoeno do .
Dhr P

a ﬁﬁlav‘{j’,éf;ﬁ?f} do relacije .

i
Pn T Dn

odnosno 4o _
Don- Do,

pa Je etoga Jaeno ksko uT:& %5 zoke formuliasati pod gemerslnijom pretpod
stavkom no #to Je(34 52), odnomme (3.4; 54 |

Prinmedba 2. Redovi
. b '

o de
25, L%

net



718
su fbel-Dini-evi divergentni redovi. Isto

gu to § redovi

o il
A o,
Do ? ,s
=g, " me L, ~
Stoga £e 1 ovde vatiti primedba annlogna

Prmi 4 us T34 1

Primedbdba 3. Ako se usme
M (-5 - ¢ — (X-1) 9). D:@t) d‘/‘:)
{’2:. Z b‘N 1 .Pmk)= ; :D-v (D'HE ) m=
yer D= 4
i ako se pretpostavi da postoji
¢X=1)
/gwﬁ Do
msse Dk LY

ra jedan prirodan broj & ’ anﬂ_a. sledi da de na ognovu S t ol z~J e 1 &8 en
ove teoreme i relecije(d 4 f7)1/3.4,67) + & preme principu potpune indukeije,
biti sadovoljena relacija

) DR L B
:(nj

DD

77 => oo .¢; r —» oo
£a sveski brod K& (N)
bakle, sad T. 3,45 mokemo generaliziratis

Hekasa s u
Lo+

Zd,,_ ! Zhaé-{..

-1

" dve divergentne rudunpeaitivnis &lan o~
vyirae
a/ Ako je

:&in é‘i—"’-:j?‘-‘a

T X

D/(A"d .0
n i
.Z>J'(?[} < jﬂ;{u{)

sa8 Jedan prirodan br&jﬁ:fa ’ ttld; e r e
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]

' (b 1{p=t
.£EL... ;ééh_;im
| DE’J D) (») |
m=+4 ~

ronvergirati i finade sunu

~0t)_ o, D" 2%
6= 2};7'; 5 (j" A"’*’) (04 % <4)

A ;;-M'ZF=O

Ao

b/ Ako Je

onde e red

e D

M-t

= K+t
7 DL{ ) D:gx-g) /

m= 2,

divergiratil sa svaki droj kKe(M
Formulacijas generalisane teoreme de biti snalogna za slulasj kada je

_b#(n-!)- D(K—;)
o, > M
D' o P) 73

TECHYMA B.4.6, Neka s u

O M. |
Z:fc»-:*ﬁ i [ el =4
me 1 fy=4 |

dve konvergentna reda s positivaonin &¢1ane-

vinoe.
Axo Je

/ /
Consz C
) e Z _é Nt} 47) O

onda e reod o0

, -
(3.4;68) ZJ(;L .

e

¥

| | Do o
fe 2 ¢ 't’=Zc’)
! ) (* R‘W;K /Y ke “

i
-

=1 v

konvergirati,



Dokes. Iz uslm{ilf (1) meposredno sledd

b G = Ao

M —» e

i na osnovu L~3*2'4

/ |
(3.4369) A e = Ak O

m-—»>oe In

pa s:i0 Ooba reds

(3.4 ¥0) Z:;»c,,,_ 4 __Zti..

=)

moraju konvergirasti, iii divergirati,
Lko mdmi{fﬁ.f-f ;‘?'C"} konvergirajua, onda nsposredno sledi dan 1 red (3, Q;é@]
konvergira. | ‘ - |
Pokazademo sad de red 34 48) konvergira 1 u sludaju kad redovi (3.4 ;70)
divergiraju. Is (3,4/67)sledi nejednakost
/

;
Lowive) , Cours
Cmivsp) Cny)

ga sveki indeks M2 O 1 sa svakil indeks Y2 ¢  nezgavisno od mm , odnosno
sledi nejednakost |

/ /
/Cﬂ'*l"'cm-wﬂ 4 ’cm-ff- /C'n-rv'v-f

114 |
L Z Conswor) £ ,i‘,,f,,., Z Crsvt1 (12 O)
4 4dalje - e
(fw"fnﬂ)'ci' ~ /tf-,-tiﬂ)‘tw ("H:}O)

tde

/['n.. é ZH-H

41. %M

pe je stoga

/Zy Z ___3"‘:__ | (7?2"0; )—’:-'*/,2,3,--: 47)

(3.4;71) A Y

Dakle, na osnova (3464 4(34;71) 11.3:4,5 neposredns sledt da red
_(31” 6 E) konvergira i u slulaju ksd redovi(} ¥ ?0) divergiraju.



8l
rrimedbal. Analogne se¢ teorema moZe formulisati, s2ko se u
nesto uslm'qé. Y467 ) ugme usloy

| 2! /

(3456y) TR < PR & Geroe (M3 0)

Frimedbdba 2., Veii primedba kojsn Je potpuno analogns Pm,a
ug s S04

Primedba 3. Ako Je

M -> o Ca
onda Jje - | /
.: Z
v =0
nN—> oa Z’"

pa oby reda (3:‘!3?6) a/ 111 konvergiraju; b/ ili samo jedan konvergirs,
a drugl divergira; o/ 111 oba divergiraju.

J sludsdu 8/ sledi neposredno da red (3.4:43) xonvergira; u sludaju
b/ sledi, s obsirom na A b e 1-D i n i-evu teoremu[cf, 3. = Prom. 4]
da red (3.‘!}58) divergira, a u slulaju e/ na osnovu l3 L Celedi dr red

)
U -
m o m
}
2 T Z Ty
=1 Ve 4 I

divergira. mz= 4



2/

/3/
/4/

/5/
/6/

71/

/8/
/9/

/10/

- 11/
n2/
/13/
/14/

/18
/16/

/11/

/18/
/19/
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