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PREDGOVOR

Mehanidke dokazivanje teorema je pravac u kiberneti
ci koji ima za cil] modeliranje procesa dokazivanja teorema
na racunabima. Dokazivanje teorema primenem raunara u tesno]
Je vezi sa "ve3talkom inteligencijom"™ - disciplinom koja igt-
razuje moguénosti radunara u intelektualnoj sferi.

Teorijsku osnovu za mehanidko dokazivanje teorema Sine
algebra i matematidka logika, posebno teorija logidkog izvo-
djenja i teorija algoritama. Programski sistem za mehanidko
dokxazivanje teorema obuhvata: formalizme za predstavljanje
problema, metode i procedure traZfenja dokaza, algoritme i she
me programa, programske jezike i metode programiranja. Izgra-
djivanje sistema ima povratno dejstvo na teorije u okviru ko-
Jih se sistem razvija. Na primer, ne prilagodjenost radunara
za neposrednu realizaciju pravila izvodjenja razradjenih u lo
gici, malazZe razradu novih metoda i pravila izvodjenja. Zbog
toga novi pristupi i metode desto imaju 3iri znadaj.

Prvi pokusaji programiranja dokaza teorema datiraju iz
>0~tih godina ovog veka. Zatim je usledio intenzivan razvoj me
toda dokazivanja i tehnika programiranja, praéen usavrsavanjem
radunara. Ipak, postignuti praktidni rezultati znatno zaostaju
za prvobitanim predvidjanjima.

Polje primene mehanickog dokazivanja teorems Jje vrlo 3iro
ko« Osim u raznim oblastima matematike, koristi se kao aparat
i u raznim zadacima kibernmetike: prepoznavanje oblika, pona3a-
nje robota, sistemi za vodjenje dijaloga na prirodnom jeziku,
provera korektnosti programa, sistemi obuclavanja, igre i d4r,.

U ovom radu razmatramo neke poznate, i navodimo nove meto
de za mehanicko dokazivanje teorema u klasicnom iskaznom radu-
nu i teorijama prvog reda sa matematidkom indukcijom.,



SadrZzaj je podeljen u pet glava. Prvoj glavi prethode
fvodne napomene koje ¢ine samostalnu celinu,

U Uvodnim napomenama navode se prema literaturi, vazniji
rezultati u vezi sa razvojem vestacke inteligencije i mehanid
kog resSavanja zadataka. Poseban osvrt daje se na resavanje ne
kih matematidkih zadataka, dokazivanje teorema i tendencije ra
zvoja. Navodi se okviran pregled programa., Precizira se zada-
tak dokazivanja teorena.

U Glavi I izlaZemo jednu novu, aritmeticku metodu za pre
poznavanje izvodljivosti u iskaznom racunu, Metoda je zasnova
na na ideji aritmetizacije i numerickom kriterijumu za prepo-
znavanje izvodljivosti. NeSto izmenjena verzija ove metode ob
javljena je u [70] . Kao pomoéni rezultati navode se neka obe—
1era argumentnog dela tablice bulove funkcije i pokazuje da
se taj deo tablice moZe kompaktno zapisati pomoéu komkatenacije.
Prosiruju se bulove operacije sa Ly= '{0,1} na skup Lok , ke N,
Operacije na Lok izrazavaju se pomodu obic¢nih aritmetic¢kih ope
racija: sabiranje, oduzimanje i generalisane konjunkcije.
Razmatra se moguénost programske realizacije ove metode. Po ov
oJ metodi proces izvodjenja zamenjuje se izracunavanjem vredno
sti aritmetidkog izraza. To daje mogucnost za jednostavno prog
ramiranje primenom funkcijskih naredbi i funkeijskog potprogra
ma za generalisanu koajunkciju. Osim toga, postiZu se i ustede
u memorijskom prostoru.

Glava II sad?i teorijske osnove mehanickog dokazivanja
teorema u predikatskom radunu. Na osnovu literature izlazZemo
razne pojmove i poznate rezultate koje koristimo u daljem iz-
laganju. Osnovai sadrZaji su: pravilo rezolucije, algoritam uni
fikacije, specifidne forme rezolucije i procedure trazZenja do-
kaza, Osim sistematskog izlaganja rezultata, sadinjene 3u i
blok sheme algoritama pobijanja za pojedine forme rezolucije.
Ova glava ne sadrii nove rezultate, pa pod uslovom da su sadr-
faji koje obuhvata poznati, moZe se izostaviti pri éitanju rada.



Glava III sadrzi rezultate o matematickoj indukciji u
dokazima reductio ad absurdum za teorije prvog reda sa aksio
mom indukcije. Uvode se pravila indukeije koja su narodito
pogodna za takve dokaze. Dokazuje se korektnost i potpunost
‘ovih pravila kad se uz MP (modus pomens) i GEN (generaliza-
cija) primenjuju u pomenutim teorijama., Pravilo za &lanove
disjunkcije, uopstenje je ostalih pravila i pogodno Je za pri
menu u mehanickom dokazivanju teorema. Navode se primeri doka
za primenom uvedenih pravila. Osim formalizovanih dokaza, raz
matraju se i neformalizovani dokazi od suprotnog matematidkom
indukcijom. Za tu namenu formulisSe se princip obratne indukci
Je, a njegova primena ilustruje se primerima,

Glava IV sadrzZi metode i pravila za mehanidko dokazivanje
teorema u teorijama prvog reda koje dopustaju primenu matemati
cke indukecije. Prvo se navode dovoljni uslovi za realizaciju
matematicke indukcije primenom samo pravila rezolucije., Zatim
izlaZzemo realizaciju matematidke indukcije po JeL.Darlingtonu
[32] « Tehnika F-svodjenja, opisana u [32] koristi aksiome lo
gike drugog reda. Osnovai nedastatak ovog prilaza Jje Sto se ak
sioma indukcije zadrZava u polaznom skupu i tako omoguluje ge-~
nerisanje suvisnih posledica. Slican nedostatak, kad Jje red o
aksiomama Jjednakosti, otklonili su Robinson i Wos ]ﬁ?é], Uvo-~
djenjem pravila paramodulacije. Pravilo binarme indukcije ko-
Je uvodimo, otklanja pomenute nedostatke i shema-aksiomu mate
maticke indukcije eliminiSe iz polaznog skupa. Time se smanju
Je broj generisanih posledica-i skraduje dokaz.

Modifikuje se algoritam unifikacije. Dobijeni algoritam ma od
redjivanje zamene predstavlja uopstenje algoritma unifikacije.,
Razmatra se ugradjivanje pravila binarne indukcije u postoje-
Ce procedure zasnovane na rezoluciji.

U zavrsnom delu ove glave izlazu se rezultati o potpunosti pra
vila binarne indukecije u mehanickom dokazivanju teorema, kad se
za to korigti rezolucijsko-indukecijska procedura pobijanja.
Dokazan Je stav potpunosti za jednu'dovoljno opstu podteoriju
teorije prvog reda i navedeni su uslovi pod kojima potpunost
vazi za celu teoriju.



Glava V sadrzi informacije o programskoj realizaciji
rezolucijsko-indukcijske procedure pobijanja, koja je zasno
vana na uredjenoj linearno] rezoluciji i pravilu binarne in
dukcije. Opisuju se karakteristike programskog modula izgra
djenog za rezolucijsko-indukecijsko dokazivanje teorema u te
orijama prvog reda i navode prvi test-primeri,

Ovaj programski moduo inkorporiran Jje u interaktivni sistem
"Graph" 2za klasifikaciju i unapredjivanje zmanja u oblasti
teorije grafova, koji se razvija na Elektrotehnidkom fakulte
tu u Beogradu pod rukovodstvom prof.dr DragoSa Cvetkoviéa.

Zelim da izrazim posebnu zahvalnost prof.dr Mirku
? Stojakoviéu, prof.dr Nedeljku Parezanoviéu, prof.dr SlavisZi
- PreSiéu, dr Marici Pre$ié, dr Zarku Mijajloviéu i mr Dragani
~ Jemuovié za sugestije, primedbe, uputstva i posveéeno vreme.
 Za podsticaje i pomoé pri koncipiranju i testiranju program

skog modula za rezolucijsko-indukcijsko dokazivanje teorema,
narodito sam zahvalan prof.dr Dragosu Cvetkoviéu,



UVODNE NAPOMENE

1. O RAZVOJU VESTAGKE INTELIGENCIJE I MEHANICKOG
RESAVANJA ZADATAKA

| Na moguénost spoznavanja i opisivanja zakonitosti
miSljenja ukazano je jos u anticko doba (dela Permenida, Zeno
na, Aristotela). U XVII veku Lajbnic radi na projektima forma
lizacije Jezika i miSljenja i masSta o stvaranju maSine koja
bi umesto ljudi mehanidki vriila dokaze ( [162]) str.l42).
Pojavom radunara 40-tih godina naSeg veka i sintezom sa
rezultatima matematidke logike, stvoreni su uslovi za dublje
prodiranje u intelektualnu sferu. Saznanja i rezultati do ko
jih je doSao A, Tjuring naveli su ga da bezrezervno veruje u
moguénost stvaranja inteligentnih masina. Za prepoznavanje
inteligentnog ponadanja masine Tjuring je 1950, godine pred-
lozio slededi test:
"pAk¥o je ponaSanje maSine, koja odgovara na pitanja, nemoguce
razlikovati od ponaSanja Coveka, koji odgovara na analogna
pitanja, onda oma poseduje inteligenciju." ( [158] str.21).

| Pitanje ostvarljivosti "inteligentne ma3ine™ izazvalo Jje
Yive, festo polemifke diskusije. Na neplodotvornost takvih di
skusija uticala je pre svega neprecizna formulacija "veStacke
inteligencije", a s druge strane, zanemarivanje razlike izme-
dju potencijalne ostvarljivééti i obima praktidénih fteskola na
tom putu. Medjutim, kao posledica naucno-tehnolosSke revolucije
javlja se nuZnost automatizacije pojedinih intelektualnih ak-
tivnosti. Tako je vedtalka inteligencija, koja je jos do sre-
dine 60~tih godina imala dosta labilan naudni oslonac, privuk
la veliki broj istraZivada najrazliditijih profila. O naglom
razvoju koji je usledio, indirektno govori i sledea ¢injenica:
"Za detiri godine, protekle od izlaska sjajne monografije N.
Nilsona "Ve3Stadka inteligencija" ([143] ), ona je postala sa
mo kanonski (i zato nezamenljivi) uvod u teoriju resavanja
zadataka, jer su u nizu pravaca dobijemi novi vazni rezultati,



a niz centralnih problema veStacke inteligencije u njoj uopste
nije odrafen... Veéina ovih problema istaknuta je pre svega u
intenzivnim istraZivanjima 1970-1975.god. u oblasti robota koji
poseduju inteligenci,ju."(f]j&], str. 9)

Intenzivan razvo] jedan je od razloga 3to jos uvek ne po-
stojl jedinstvena i precizna definicija vestacke inteligencije.
npesetine definicija, razjasnjenja i preciziranja, koje su se
pojavile u domaéojl) i stranoj literaturi za poslednjih 10-12
godina, nisu pojasnile ovaj problem i krug ideja koje leZe u
njegovo]j osnovi." (G.S.Pospelov i D.A.Pospelov,1974; [158],str¢
21). NajJjop3tije releno "to je resavanje *intelektualnih? zada-
taka primenom automatskih metoda, pre svega uz pomoé racunaraees
Cilj radova u ve3tadkoj inteligenciji je stvaranje masina, ko-
je izvode takve aktivmosti, za koje Je obilno potrebna inteli-
gencija Zoveka. U osnovne pravce ove oblasti ubrajaju se auto-
matske me#ode reSavanja zadataka, 'razumevanja? i prevodjenja
jezika, dokazivanje teorema i prepoznavanje vizuelnih oblika
i govora,” ([145],str.5 i?7). |

Umesto jedne opSte teorije vestacke inteligencije postoji
niz teorijakih dasciplina koje su u vezi sa njom. Sve deSée se
govori o sistemu vesStadke inteligencije. Takav sistem odredju-
je se u [158],str. 23, kao sistem sposoban za:

" prikupljanje i korekciju znanja na osnovu aktivnog prima-—
nja informacije o svetu i generalisanog iskustva,
-~ svrsishodno ponaSanje na osnovu prikupljenog znanja.”

U razradi sistema veStadke inteligencije suitinsku ulogu ima
moguénost formalizacije neformalno postavljenih zadataka 1
nalazenje dovoljno efektivnih procedura pretraZivanja u mnostvu
varijanata, Poseduju 1i takvi sistemi autonomni intelekt, pita-
nje je koje u sebi sadrzi dosta neodredjenosti, a odgovor zavi
si od pozicije (filozofske, posebno gnoseoloske i psihologéke)
sa koje mu se pristupa. Neosporno je medjutim, da su postojeci
sistemi sposobni da pribliZno kao dovek, ponekad i uspesnije od
Soveka, obavljaju pojedine aktivnosti koje su do nedavno smat-

i ————

1) Misli se ma literaturu u SSSR.



rane iskljucéivom privilegijom doveka ili su mu &ak bile ne-
hostupne.
| Veliki broj problema iz domena vestacke inteligencije mo-
%o se predstaviti u obliku redavanja zadataka, pa znanja siste
ma ukljucéuju univerzalne i specijalne metode resavanja zadata-
ka. Osim numeridkih metoda koriste se metode logidke i heuri-
gsticke prirode. Prihvaéeno je da se pod sopstvenim metodama
?veétaéke inteligencije podrazumevaju upravo one koje se zasnil
vaju na raznim oblicima predstavljanja problema i raznim prb-
cedurama pretrazivanja. Medjutim, primeéena je obrnuta zavis-
nost lzmedju opStosti predstavlijanja i moénosti metoda pretra
zivanjas

"Pri pokusaju izgradjivanja opsSteg reSavaoca zadataka biéemo

prinudjeni da ga snabdemo opstim i zato relativno slabim

metodama reSavanja." ([158] , str. 39).

Domen prvih istrazivanja u oblasti vestadlke inteligencije
bile su razne igre i neki matematicki zadaci. Razloge za takav
1zbor okarakterisao je M. Minski: "Igre i matematicki zadaci
uzimaju se ne zato 3to su prosti i jasni, veé zato 3to oni pri
minimalnim pocdetnim strukturama daju najvedu sloZenost ..o"
({158], atr., 23),

Medju prvim programima za resavanje matematidkih zadataka
istic¢u se: programi Gerlentera i dr. ([46], [47], 1959,1960 g.)
za resavanje geometrijskih zadataka izgradjeni na bazi heuristi
ka koje koriste ufenici uz oslanjanje na crteZ kao model;
program Slejgla ([179], 1963 go) SAINT -~ simbolilki automatski
integrator, koji resava elementarne integrale na bazi metoda i
heuristika koje primenjuju studenti pri resSavanju analognih za
dataka., Program ANATLOGY T.Evansa ([41],1964 g.) otkriva geomet
rijske analogije sa crteZa na nivou boljeg srednjoskolca.,
Program W.Martina ([119]),1967 g.) i J.Mosesa ([138],1967 g.)
operise sa algebarskim izrazima, diferencira ih, odredjuje
integral i resava proste diferencijalne Jjednadine, Heuristicki
program regresidne analize F.A.Milera ([126]) podev od 1964
gsodine na3ao Jje mnogobrojne primene u industrijskim kompanijama

SAD, (videti [185], str. 132).



gvaki @d navedenih programa odlikuje se specifiénoSéu metoda
i heuristika. Osim parcijalnih pristupa resSavanju matematié-
xih zadataka Javila se ops3tija ideja modeliranja na radunaru
deduktivne metode uz uvaZavanje i primenu postojeéih teorij-
skih rezultata. Za to poseban znacdaj imaju rezultati o algo-
ritamskoj neresivosti pojedinih tipova problema, Takav Je
problem prepoznavanja izvodljivosti, ¢iju je algoritamsku ne
re3ivost u opStem sludaju dokazao Cerd 1936 godine, Mada je
ovaj rezultat Cerda udinio besmislenim sve dalje pokusSaje iz-
gradjivanja takvih algoritama, rezultati Erbrana iz 1930 god.
wpuéuju na izgradjivanje algoritama koji zavrsavaju rad i daju
odgovor uvek kad Jje tvrdjenje izvodljivo iz polaznog skupa
tvrdjenja. Za tvrdjenja koja nisu izvodljiva, takvi algoritmi
u opstem sludaju ne daju odgovor i rade beskonaéno. To je u
vezi sa egzistencijom sledeée delimidno rekurzivne funkcije:

@A) _{1 , ako je A teorema |

inale nedefinisana

i u saglasnosti je sa rezultatom Cerda.
Tvrdjenje o egzistenciji takvih algoritama ne uzima u obzir
praktidne teSkoée za njegovu realizaciju u ogranicenom prosto-
ru i konadnom vremenu, pa ima principijalni karakter. U vezi
sa prakticnim mdguénostima rafunara je i rezultat o postojanju
po volji sloZfenih problema (videti[199],str.172-177).
Prostorno vremenska ogranidenja racunara upuéuju na zakl jucdak
da se mogu formulisati zadaci za koje se zna da su resivi u ko-
nadnom, ali koje radunar neée moli resiti za unapred giksirano
vreme, Upravo to nala¥e potrebu za razlikovanje principijelnih
i stvarnih moguénosti radunara. Medjutim, navedena ogranicenja
vaZe i kad se red "radunar" zameni sa "cCovek", pa nisu prepre-
ka za pribliZavanje radunara moguénostima Coveka i njegovim
potrebama, Zbog toga, poseban znadaj imaju istraZivanja na izgra
djivanju efikasnih procedura za resavanje zadataka praktidnog
stepena slozZenosti,



2, O RAZRADI PROGRAMA ZA DOKAZIVANJE TEOREMA

Razrada programa za dokazivanje teorema stimulisana
je iz visSe razloga. Sa stanovista vestacke inteligencije ova]
problem u sebi sadrzi vaZne komponente inteligentnog ponasanja.
Mnogi zadaci koji se reSavaju u kibernetici mogu se formulisati
xao teoreme koje treba dokazati, pa postoje raznovrsne moguéno-
sti za primenu. U matematidkom stvaralastvu takvi programi mogu
posluZiti kao sredstvo za proveru postojelih dokaza, zatim za
testiranje hipoteza, a u sadejstvu sa Covekom i za dokazivanje
novih teorema., Osim toga, iznalaZenje adekvatnih pravila izvo-
djenja i mehanilkih procedura dokazivanja ima i samostalan Teo
rijski znacaj. | |

Rezultati Hilverta, Cerda, Gedela, Genzena, Tarskog, Erbra
na, Tjuringa, Markova i drugih logidara u vezi sa formalizaci-
jom matematidkih teorija i logilkog izvodjenja, teorijom doka-—
za i teorijom algoritama salinjavaju teorijsku osnovu za izgra
djivanje praktidnih algoritama dokazivanja.

S ciljem okvirnog sagledavanja postignutib rezultata pomenuéemo
neke istaknute programe za mehanilko dokazivanje teorema.

Program LT Newella,Shaw i Simona ([140]},1957 g.) dokazuje
teoreme u idkaznom radunu. Testiran na teoremama iz "Principia
Mathematica"™ [211], od 52 teoreme dokazao je 33 teorema.

Program Wang Hao ([207], 1958 g.) dokazao je skoro sve
teoreme iz “"Principia Mathematica". Naime, viSe od 200 teorema
u prvih pet poglavlja dokazano je za 37 min, od toga je oko 3%
min utrofeno na rad ulazno-izlaznih uredjaja, tako da je stvar-
no vreme rada iznosilo oko 3 min. Teoreme predikatskog raduna
sa jednakoiéu koje su zastupljene u sledeéih pet poglavlja PM,
oko 150 teorema, radunar Jje dokazao za manje od jednog sata.

Od programa i mehanidkih procedura za iskazni radun isti-~
Semo jod sledeée: Amarel S.([5],1967 g.), Ehrenfeucht A.,0r-
lowska E. ([40],1967 g.), Anufriev F.V.,Kostjakov V.M,,Malaso
nok A.T. ([12],1972 g.), Mogilevskij G.L.,0strouhov D.A.
([135],1978 g.) i Rangaswamy S.V.,Chakrapani N.,Tikekar V.G.
([L66], 1980 g.)o
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Medju prvim programima koji dokazuju teoreme na jeziku
predikatskog racuna prvog reda su programi Gilmora P.C.
([50],1960 g.), Davisa M.,Putnama H. ([3%4],1960 g.) i Prawit
za ({161], 1960 g.).

Abrahams P. ([1], 1963 g.) je sastavio program za proveru
matematickih dokaza formulisanih na Jjeziku predikatskog raduna.
Program Jje u dokazima nekih od 635 teorema u "Principia Mathema
tica' otkrio mekorektnosti koje Jje Abrahams uspeo da otklcni.
7Za proveru jedne teoreme trebalo je u proseku 17 sec,

Kad je u radu J.A.Robinson ({170],1965 g.) formulisano
pravilo rezolucije otvoren je put ka moénijim programima.
Char-tung Lee ([94],1967 g.) Jje koristeli rezoluciju napisao
program za izvodjenje posledica datog skupa aksioma., Centralno
mesto u njemu zauzima kriterijum interesantnosti posledice.
Programe za mehanilko dokazivanje teorema zasnovane na princi-
pu rezolucije napisali su Robinson Ge., Wos L. (1969 g., prema
(143} ), kao i Allen J.,Luckham D. ({4],1970 g.) Ovi programi su
dalje usavrsavani i varirani od strane niza autora.

Dokazivanje teorema na principu rezolucije primenjeno je u
programima za vodjenje dijaloga Greena i Raphaela ([56] ,1968g.)
i Greena ( [57],1969 g.). Druga znadajna primena rezolucije
razmatra se u radovima Waldinger R.J.,Lee C.T. ([206]},1969 g.),
Manna Z. Waldinger R. ([108], 1971 g.) u vezi sa proverom
korektnosti programa, a i sa automatskim programiranjem.
Formalni sistem LUCID Achcroft E.A.,¥Wadge W.We. ([{2],1976 g.)
namenjen je za pisanje i proveru programs.

Dalje povedavanje efikasnosti programa ostvaruje se uvodje-
njem semanticdke informacije i stvaranjem moguénosti za interven-
cije spolja u procesu dokazivanja ( Henschen [65],1974 S.).
Drugi prilaz je u ugradjivanju specifidénih svojstava konkret-
nih teorija u pravila izvodjenja i algoritme unifikacije (Sla-
gle J. [183],[184], [187]), 1972,1974 g.) Na tom putu su i rezul
tati o matematidkoj indukciji koje izlaZemo u ovom radu,

Razradjuju se sistemi zasnévani na logikama visSeg reda,
intuicionistidkoj logici i modalnostima. U radu J.L.Darlingfiona
[32], koriste se aksiome teorije drugog reda.



Osim prilaza zasnovanih na rezoluciji postoje i druge
ietode za mehanilko dokazivanje teorema koje se zasnivaju

a obratnom metodu S.J.Maslova ([112]-[118), 1964-1979 g.),

tao i na prirodnom izvodjenju (Sanin N.A.[l9§],1965 ge.) 1
raznim heuristikama (Bledsoe [17],1971, Norton [146),1971,

jledsoe,Boyer,Henneman [18],1972, Bledsoe,Bruell [19],1974,

fevins [139],197% g.).

nosim niza logidkih teorema dokazane su neke teoreme
mlementarne algebre, elementarne i projektivne geometrije,
n takodje 1 elementarne teorije brojeva. Na primer takve:
£3ko je kvadrat svakog elementa jednak jedinici, grupa Je
komutativna?! , 'kvadratni koren iz prostog broja Jje iracio
palan? , *prostih brojeva je beskona&no mogo?’. SlozZenost
‘dokaza poslednje dve teoreme, izgleda, pribliZava se gra-
nici savremenih moguénosti maSinskog traZenja izvodjenja.
Na taj nadin, zasad je malo nade za maSinsko dokazivanje
waista sloZenih teorema, tim pre teorema, koje &ovek ne
‘uspeva da dokaze... Drugi nadin - je sadejstvo matematida-
ra i radunara, pri Semu Sovek principijelno usmerava dokaz
i izride hipoteze, a maSina... proverava hipoteze i daje
materijal za formiranje novih hipoteza." (Enciklopedija
kibernetiki, tom I,str.300,{221]).

"Program Garda ([60]) u nekoj meri uz pomoé Eoveka,
uspesno Jje savladao zadatak traZenja prvog dokaza Jjedne
hipoteze teorije modularnih struktura.” ([143],str.234).

Osim za modeliranje dedukcije, izgradjuju se procedu-
re i programi za modeliranje induktivne logike 1 induktiv-
nog izvodjenja: Solomonov R.J.({190] ,1964), Hintikka J.,
Suppes P.([68),1966), Plotkin G.P.([153]),[154),1969,1971),
Poplseston R.J.([157],1969), Hintikka J., Niiniluoto I.(

[69],1976), Meltzer D.([123},1970), Kibner E.B.([79],1977),

11

Manna -Z.,Waldinger R.([110],1977), Von Henke F.W.([2041,1977).
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Na kraju ovog pregleda napominjemo da se u navedenim
radovima koriste razne forme predstavljanja problema. Za opSte
probleme izvodjenja i dokazivanje teorema koristi se deklarativ
no predstavljanje u formalno-logickim sistemima. Za uzZe orijen-
tisana istrazivanja pogodnija su proceduralna predstavljanja u
okviru posebnih problemski orijentisanih jezika, a takodje i
semanticka predstavlijanja koja omoguluju operisanje sa semantid
kom informacijom u okviru semantickih mreZa. O specifidnostima
pojedinih tipova predstavljanja moZe se videti na primer,u
158], str.56-62, U ovom radu koristimo deklarativna predstavlja-
njae

%, PRECIZIRANJE ZADATKA MEHANICKOG DOKAZIVANJA TEOREMA

- Za. predstavljanje problema koristiéemo formalne teo-
rije. U metateoriji uvode se definicije izvodjenja, teoreme 1
posledice skupa formula. Navodimo te definicije prema[162],
str. 69-71, |

Definicija l. Konacan niz formula B,4Bsyeee B, formalne teo-

rije & zovemo IZVODJENJE (DEDUKCIJA,DOKAZ) u teoriji

ako svaka formula Bi (1<si<g in) tog niza ispunjava uslov:

1° B; je aksioma, ili

29 B, je direktna posledica nekih prethodnih formula niza
po izvesnom pravilu izvodjenja teorije T .

Definicija 2. Formulu Bm formalne teorije zovemo TEOREMA u
teoriji T , u oznaci fE: B, ili }—-Bm s, ako postoji bar Jje-
dan niz ByyBoyeeeyBy koji je izvodjenje u teoriji T . U

ovom slucaju kaZemo i da je taj niz izvodjenje teoreme B_ -

Definicija 3. Neka je F neki skup formula formalne teorije
7T i neka je A odredjena formula iste teorije. KaZemo:

L
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formula A je POSLEDICA skupa formula F ako postoji konacan

niz formula Bl’B2""’Bm (Bm je A), ¢ija svaka formula B

ispunjava uslov:

1 Bs je aksioma; ili

2 B je iz skupa F; ili

5 Bl je direktna -posledica nekih prethodnih formula niza
po izvesnom pravilu izvodjenja teorije T »

Ako Je A posledica skupa formula ¥, onda pisemo: F}?:.A,ili
" F}—A. Kad je F konadan skup, umesto {Al,...,nk}fﬂ-ﬁ pisemo:

Al’ﬂli,ﬂ-kl'_‘ A 2

osnovu navedenih definicija,za dokaz da je formula A teorema
(1i posledica skupa formula F) u teoriji T , dovoljno je odre
utl bar Jjedno izvodjenje B ,...,B , 8de Je B formula A
lredalvanae takvog niza formula za zadatu teoremu A, cesto
mhteva jaku intuiciju u pogledu odabiranja njegovih elemenata.
pdjutim, konstrukcija traZenog niza moZe se izvrsiti, bar u
rincipu, mehanidkim putem bez oslanjanja na intuiciju. To pre-
Eziramo u sledeéoj tacdki.

pl. Metoda potpunog pregleda. Graf dokaza teorema

Neka R(S) === def s ¢ P(S) , gde je S neki skup formula
worije C , a P(S) skup svih direktnih posledica formula iz 5
b pravilima izvodjenja teorije T , i neka je za skup aksioma f
eorije T

%1(&) def R (R (£) ), za1n20.

ada, s obzirom da je izvodjenje teoreme A konacan niz, biée za
eko konadno k>0 : A€ R (A ) o Metoda potpunog pregleda sasto
i se u uzastopnom generisanju skupova Ry (}L) s 121,250000K o
[2d je skup £# konadan, ovim postupkom moguoe je odrediti mini-
1alan dokaz, tj. izvodjenje sa minimalnim brojem formula ili
dravila izvodjenja. Preciziracemo redeno pomoéu pojmova teorije
grafova.



14

yefiniSemo prvo,_nivo flormule C u datom izvodjenju:

(1) Ako C€HR , onda C ima nulti nivo,

(2) ako Jje S neki skup formula koje pripadaju datom izvodjenju
i formula D€ S ima najvisi nivo u S, oznaden sa J (j> 0),
i ako se formula C, koja ne pripada skupu S, izvodi iz D i
moZda jo3 nekih formula skupa S po pravilu izvodjenja € ,
onda C ima nivo J+l .

Kako formula C moZe imati viSe izvodjenja, formula C mo¥e imati
rekoliko razliditih nivoa (po jedan u svakom izvodjenju).
i:zvod:jenjima koja su odredjena trojkom (A ,R,F) y &de je

# ~ skup aksioma, A - skup pravila izvodjenja, F -~ skup ter-
ninalnih formula, pridruZuje se orijentisani graf &iji su &vo-
rovi formule iz A* ( A*= U Ri(ﬂ) )« Pri tome, formuli C
koja ima m razliditih izvodjdnja odgovara na grafu m razliditih
cvorova, a svakom izvodjenju odgovara po jedan podgraf takvog
grafa,

Definisademo prema [158] (str.85-87) apstraktni graf dokaza.
Apstraktni graf dokaza teorema Jje uredjen par (G,s) , gde je
G skup &vorova, a s funkcija nasledja definisana na pod-
skupovima iz G, dije su vrednosti podskupovi u G, pri Zemu
Su zadovoljeni slededi uslovi:

le s(g) = &
2o Ako 8(G°) # P i G’ G, onda je G’ konalan skup
5¢ Ako 22 GG G i G'’€ G vaZi G'¥ G’’, onda s(G")Ns(G”’’)=g

#. Neka je G = {n| neG i n¢s(G") za svaki G'q G} i
Gy 1= {n] B es(G") za G"Singi i1GNGHAIF ,

tada Jje: a) G, # &

b G= UG
os%i

c)GiﬁGj=ﬁ za 1 #£ 3 .

Uslov 3 obezbedjuje da razliditi skupovi dvorova imaju razlidite
skupove sledbenika. Sledbenici se defini3u na slededi nadin,

i
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efinicija neposrednog sledbenika:

H Ako je G’g G" nG.G" i n'e S(G") . onda je n’ n&posredni
_sledbenik 28 Ne
efinicija sledbenika:

Cvor me€G je sledbenik za n&G, u oznaci m>n , ako
(1) m je neposredni sledbenik za n , ili
(2) m Jje neposredni sledbenik nekog sledbenika za n .

slov 4 obezbedjuje da u grafu (G,s8) svaki dvor ima jedinstven
i?O, tji Za i#j ako n.EGi, onda néGd °

Graf (G,s) interpretira se u domenu dokazivanja teorema
1a sledeéi nacin:
| Preslikavanje f: G —» g% svakom dvoru ne G pridruuje for-
mulu £f(n)e A" ; skup &vorova 8(G’), gde G'S G, preslikava se
u skup formula R({f(n)lne&G’}) odredjen primenom svih pra-
vila izvodjenja iz skupa R na formule skupa {£(n)]| nec’}.

’ri takvoj interpretaciji grafa (G,s) izvodjenje formule f(m)
yadrzi sve formule £(n) za koje je m=n .

Sada se zadatak dokazivanja teorema moze predstaviti kao
uredjena detvorka (G,s,F,g) , gde je FaG skup terminalnih
Evorova, ag: G~ (C Jje skup realnih dbrojeva) funkecija
ocene kojom se izraZava sloZenost izvodjenja. Po metodi pot-
punog pregleda generisu se svi évorovi iz G,,Ghjess , pa se
za ne G; funkecija g(n) obilno izraZava brojem i, tj. nivoonm
cvora n . )

Jasno je da zbog brojnosti skupova Gy algoritam potpunog pre
gleda daje ogranidene, gotovo neznatne, moguénosti za praktic
nu realizaciju., U takvo] situaciji primenjuje se sledeci izlaz:

Ako nas interesuje samo da 1li je data formula teorema u
formalnoj teoriji Zﬂ, zadovoljavamo se moguénoséu, kad takva
postoji, efektivnog utvrdjivanja &injenice da izvodjenje po-
Stoji; ne nastojedi da to izvodjenje i nadjemo,

" ese kad Jje lakSe dobiti neformalizovani dokaz o postojanju
formalnog dokaza, nego navesti sam formalni dokaz, i pri
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tome se neformalizovani dokaz moZe izvesti *finitnim’ meto-
dama..ey Skloni smo da se njime potpuno zadovoljimo. Ako je
red o primeni radunara na probleme trazZenja ili provere do-
xaza, onda je umesan jo3 Jedan korak. Neki izbor dovoljno
przib i pogodnih metoda koje su vel poznate u matematici,
;1i (za zadatke mééinskog traZenja izvodjenja) nekik novih
‘metodayes.ey fiksira se u svojstvu novog formalnog sistema,
Eu Gijim okvirima radunar treba da ostvari traZenje 1ili pro-
‘veru dokaza." (Klini,[82],str. 254-255).

- 3.,2. Napomene o terminologiji
7Za razlikovanje formalnih od neformalizovanih dokaza u

iteraturi postoje razliditi termini: "proof" i "demonstration”
a engleskom, "vivod" i "dokazateljstvo"” na ruskom jeziku.
stina, oni se &edto ne razlikuju (videti na pr. Klini (821,
tr. 248, ili Mendelson [124], str. 39), a znadenje im se odre
juje kontekstom. Sli¢no je i sa upotrebom termina: teorema,
tav, metateorema, lema i njima srodnih. Trudecé¢i se da ostanemo
to bliZe uobidajenoj terminolégiji, precizirademo znaclenje
ledeéih termina, koje koristimo u ovomfradu,
fermin "teorema" koristimo

za teoreme formalne teorije u smislu definicije 2 |
r za stavove ili leme matematidke teorije kad je red o njihovom

mehanickom dokazivanju.
la tvrdjenja koja izridemo u ovom radu koristimo termine "stav”

L "lema".
Permin "izvodjenje” koristimo za niz formula u smislu definicija

L-3, a takodje i za takav niz snabdeven numeracijom formula i ko
Rentarima.

"Dokaz" zavisno od konteksta ima sledeta znadenja:

~ obrazlaganje tadnosti stava ili leme izrelene u tekstu, 1ili

~ utvrdjivanje egzistencije izvedjenja za datu formulu, ili

~ kongtruisanje izvodjenja.
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od "mehaniclkim dokazivanjem teorema - u uZem smiglu”

odrazumevamo primenu radunara za

lkonstruisanje izvodjenja u nekoj formalnoj teoriji,
utvrdjivanje egzistencije izvodjenja,

dokazivanje stavova ili lema neke matematicke teorije u
okviru odgovarajuceg formalizma prilagodjenog racdunaru.

Mehanicko dokazivanje teorema - u Sirem smislu" podrazumeva
pazradu metoda, pravila, strategija, procedura, algoritama i
avograma, tj. celokupan sistem koji obezbedjuje mealizaciju
Rehanickog dokazivanja teorema u uZem smislu.
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GLAVA I

MEHANICKO DOKAZIVANJE TEOREMA ISKAZNOG RACUNA

Metode i programi za mehanicko dokazivanje teorema
I8kaznog raduna razmatraju se u (5], [12], {¥0], {43], (135), [166),{493]},[207].
ovoj glavi izlaZemo Jjednu aritmeticku metodu za prepoznavanje

rizvodljivosti u iskaznom racdunu.

ARITMETICEKA METODA PREPOZNAVANJA IZVODLJIVOSTI

Zhog odludivosti iskaznog raduna dokaz teoreme kon-
Jtrukcijom njenog izvodjenja moZe se zameniti ispitivanjem od
govarajuleg kriterijuma, Dokazom da je taj kriterijum zadovo-
[jen za datu formulu, dokazana Jje egzistencija njenog izvodje
1ja. Za dokazivanje teorema u ovom smislu postoje razni krite
pijumi i postupci za njihovu proveru (tautologije, konjunktiv
he normalne forme, razni postupci opovrgavanja). Ovde, u tad.,
L.3, izlaZemo metodu zasnovanu na numerickom kriterijimu i na
britmetickom postupku za njegovu proveru. Metoda dopusta jed-
nostavnu programsku realizaciju na FORTRAN-u. Pomoéne rezulta
Ee izlaZemo u tad, l.l. i 1.2 Ovi rezultati, zbog veze sa bu
Lovim funkcijama, odnosne sa k-znadnim 1ogikama mogu predstav

-

Lijati i samostalan interes,

.1, NEKA OBELEZJA ARGUMENTNOG DELA TABLICE BULOVE FUNKCIJE

Neka Jje bulova funkeija f(xl,..;,xn) predstavljena
sablicom 1., gde SU XqyoeeyXy pomoéne promenljive, Postoji

Tezas
' Xi = xﬂ‘l"l—i ’ i=l,2,.-q,n . (1)
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Tablica 1.

- o — —
X, X, ;7 eoo X, K
‘__n_____l___________g____]_-___% f(}{l,--.,xn)

1 *1 X2 et *natm | -
0 O ves. O O gl

0 O eee O 1 £€

Fedno obeleZje ove tablice je da se J-ta vrsta njenog argument
rog dela odredjuje binarnim zapisom broja (Jj-1), j=l,2,n..,2nl.
Razmotridemo karakteristike vezane za kolone -~ vektore koji od-
govaraju promenljivima. |

Neka je konkatenacija Lﬁf a; = 8,3;+003, definisana sa

i=0 m
o . k+1
(1) K 2y = &, 3 (ii) K a; = ( ‘/( 31) 81 ’
i=0 i=o i=o

tada vaZi slededa lema.

[ema 1. Svaki vektor X, 1€isn tablice 1 mozZe se zapisati

l  J
u oblikus: _
n~-1 i~1 . ot .
2;/{1 ( 1 0d2T+ T 1. < 1327+ I‘) (2)
j=0 Tr=1 R - |

gde eksponent (a2l+.r) odredjuje redni broj koordina-
te, posmatrano odozgo na niZe u tablici 1.

bokazq Niz oblika ©00 eeo 01l oseo 1 2zvaéemo p e r i od a .
Perioda vektora Xy Je Ol , njena duzina je dy=2 , a X, sadrzi
pi—1 perioda. Tada svako]j komponenti neparnih perioda vektora
X33 (1> 1) u X, odgovara komponenta 0 , a svako] komponenti
Parnih perioda vektora Xi 19 odgovara u X komponenta 1 .Zato
Z2a duZinu perioda vazZi: d;= 2d1ﬂ1 y 1>1 » Kako Je dl=2, sledi
d 2 2+ ’ 1=l,n sy 2 broj] perloda vektora X je 2n/21 =2 nhl °
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omponente (j+l)-ve po redu periode vektora }_{i sy 05 .,5;211"1—1,,
imaju redni broj od j2l+l do zakljuéno sa j2l+2l, pa se ova
,erioda moZe zapisati u obliku:

- S ol .
I gizhm [0 g0
I'= =2 -1+1

fake se pri prelazu na sledeéu, (j+2)-gu periodu ne narulava
redosled komponenata, jer prva sledeCa komponenta ima redni
wroj (G+1)2%+1 = (jar+2*)+1l , vektor X; se moZe zapisati u
ybliku konkatenacije uzastopnih perioda, t¥j. u obliku (2) .

Posledica 1, Svaki vektor X. , i=l,n , tablice 1 moZe se
generisati izrazom:

on-i_y ol . )
X, = < K [r/(21'1+1)] JeT+r (%)
J=o r=]

gde je [ ] - oznaka za ceo deoc.

Zaista, za r$2i"1 biée [r/(2i"1+l)] = 0, a za 2i-L p 2t

je [r/(21'1+1)J =1, pa je (3) ekvivalentno zapisu (2) .

Pogledica 2, Izraz

n 2n-i_1 o1 _ i
K K K [rertajise (3°)
i=l Jj=o r=1

reprezentuje argumentni deo tablice 1,

Neka Je Ki dekadni ekvivalent binarnog zapisa odredjenog

{formulom (2), odnosne (3). Odrediéemo K. tako sto binarnu cifru

n— - L)
3a eksponentom k pomnozimo sa e k 1 saberemo proizvode za
1 n
L=)y 00092 3

]Ki - Z Z [r/(21"1+1)]:i2i+r . 22n-(j2tir) .

J=o0 =l
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-1 i n-i i
211-12 . 2- .2
on_42imy 2n 21, - -
- 2 =2 2J' ra
> MECRRED W
j=o =277 4+1 J=0 r=2l-l+l
21 n
= _géifil e« Neka je I(m) = 22 - 1 4 tada je
(2 - 1) + 2

—I@) -
Ki= ilo ’ l=1,-oi,ﬂn (4)

I(i-1)+2

Na osnovu veza (1) svakoj promenljivo] X, odgovara broj

_ : ____I()
ky = Kpp1-qg 0 Bde Ey = (i)

’ i=1i"'sn ° (5)

Primetimo da broj I(n) odgovara funkciji konstanti f£=1 . 17

Primer za ilustraciju obeleZja u sludaju n=3

| Odredidemo vektore Xy 3XpyX3 i karakteristike kl'k2’k3 .
Na osnovu (1) i (3) je

| o 8 . |
1 = % = K K (25189 2 010%0%0*151%1718 = oooo1111
J=0 r=1

1 4 . :
pom X = KK [2/3)497F 2 010°1%1%0°0°1718 = oo110011
j=0 r=1

01010101

3 2 .
3 = X = K WK [2/2) 397 = 01120%1%07150718
=0 r=1 .

H_ —

1) Za odredjivanje ki mogu se koristiti i formule:

n-1

n--1
k]En)=l 22 -1 2

-1
s x{™= 1272

Ocevidno, formula (5) omoguluje neposredno i nezavisno

4 l) ’ i=2,5,.n-3n .

odredjivanje ovih brojeva,
MoZe se jos$ primetiti i sledeéa karakteristika:

n I n-1
r—l ki = r—l Ki = (I Cn ) ) »
7=

i=]
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|

._..____I.iil_=15;k2=- I(L=5l;k3- IQ)_ -

Fl I(2)+2 T(1)+2 T(0)+2
| e

g = @32 = 2552 .
L=1 -

l.2. PROSIRENJE BULOVIH OPERACIJA SKUPA L, NA L.k

Na skupu L, = {0,1} operacije disjunkecija (V) ,
ronjunkcija (A) i negacija (1) definisane su tablicama:

VI Ol AlO 1 IO 1
Ol 01 010 O 1110
1111 1i0 1

2} njih Jje L2 regularna bulova algebra.l)

k

leka je preslikavanje: Ly —=L,x definisano na sledeCi nadin

‘f(x1,:{2’i--,x}:) — 2k_13{1 + 2k"‘2x2 + oweo + 2°Xk ; XiE{O,l}

Ede je 1121: = {0,1,2,3’ill,2k“1} ®

De__gin_i(}j;ja_ 1_2. Neka je X = ‘e(algae,-'.,ak) sy J = ‘f(bl,ba’ﬂi-’bk)

a;4b; €Ly , i=1,25400,k 1 % jedna od operacija V,A.

def .

Jeposredno se dokazuje da Jje za ove operacije L2k rezularna
bulova algebra, Ulogu istakmutih elemenata imaju O i (2k- 1) .
Kako se sva svojstva operacija Euvagu na Lok, analogno se pro-

Siruju i druge operacije skupa L2.2

[ T

— — -

1) Pojmovi bulove operacije, bulove algebre i regularne bulove
al zebre uzimaju se u smislu definicija u [51] , str. 37-45 o

2) Operacije max(x,y), min(x,y) i (2k-1)—x pretvaraju Lok u
bulovu algebru, ali ona nije rezularna ([51], str.246).
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Na L, vazis 11X = 1-x ; XVy = X+7-Xey } X =¥ = 1l-X+Xoy ;
Xe>y = le(X+ty)+2exey .,
Na osnovu ovih veza i prirode funkcije ¥, u sz vaze
gledeée Jednakosti:
TX = (2k-1) - X

x VY =X +y -XAY

n X +IXAY

X=7 =‘1x+x;‘(y 72 (Qk-l) - X + XNy (6)
X&p>Y = IXAIY + XAY = (Ek-l)-(x+3)+2(xw) = 1(x+y)+2(xA ¥)

gde su XyyE€ Lok 5 "=p" i "&z" simbeli za implikaciju i ekvi-
valenciju, a ™ + " , " - ® j % 4+ " ghiZne aritmetidke operacije,

Za lzvrsSavanje ovih operacija dovoljno je imati tablicu konjunk-
cije na skupu.Lek . Tablica se jednostavno ispisuje po slededem

algoritmu,

Neka je matrica T,y odredjena sadrZajem tablice konjunkcije
na skupu Lom 1 neka je E-m kvadratna matrica reda ot ¢iji su
elementi konstante 27 y Gada

Tomyl =

r

L

Tom

.T

’ T = [0] 3 m=0 l’lli k=1 *
Tem + Kém_j L , ,

Primetimo da pri rudnoj upotrebi nema potrebe zapaméivanja ove
tablice, veé je dovoljno zapamtiti samo ovaj Jednostavan postu-~
pak za njeno ispisivanje.

Izracunavanje konjunkcije =xAy na Lox na racdunaru, moZe se
izvrsiti po slededem algoritmu:

D = min{A,B

(C=D »-2E

N

Ckraj)

c > 2k-1 da J 3 5X=1 \ ne

—"
[k=k-1 ] [ Bepok-1 |
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_%, KARAKTERIZACIJA TEOREMA ISKAZNOG RACUNA - ARITMETICKA
METODA PREPOZNAVANJA IZVODLJIVOSTI

Neka je H bijektivno preslikavanje skupa iskaznih

lova'{Pl9°'°’pn} na Skup'.[kl}.-.,kn} 9 gde su ki= Tzéé%%:z—',

n
'(n) = 22 - 1 , karakteristidni brojevi promenljivih x., i=lyeeylly

,tabliCi 1,
Tada svakoj iskaznoj formuli F(pl,a.a,pn) odgovara izraz

'(kl,a.a,kn) u bulovoj algebri L22n .

Na osnevu stava potpunosti iskazneg racuna i regularnosti
ulove algebre L22n vazi stav:

TAV 1. Formula F(Pl""’Pn) iskaznog raduna je teorema
ako 1 samo ako f(kl,.."kn) = I(n) o

Utvrdjivanje da 1i je data formula iskaznog raduna teorema
0oZe se realizovati po sledeem postupku:

1. Izborom preslikavanja H odredjuje se izraz f(kl,...,kn)
2. Pomodu tablice, ili algoritma za izracdunavanje konjunkcije
na L22n ,kao i jednakosti (6), izradunava se_f(kl,,.,kn)nk

3. Ako je k¥I(n), formula nije teorema., U ovom sludaju na os-
novu broja k moZe se odrediti kolona vrednosti bulove funk
cije odredjene datom iskaznom formulom. Ustvari, k je de-
kadni ekvivalent te kolone.

4, Ako je k=I(n), formula je teorema.

rimer 1, Dokazalemo da jé formula % 5.21 iz PM
(1pA1g) = (pe>q) teorema,

Kako je n=2 racunamo u Ly, .
Neka je E =(§ {51 , pomolu tablice-konjunkecije za Lq.

L jednakosti (6) radunamo:
'(3,5) = (13A15) =>(3<=5) = (12A10)=»(15-8+2(3A5)) =
= 8 =3(7+2) =2 8=>9 = 15-8+8AN9 =7 + 8 =15 .
{ako je I(2) = ot*_ 1 a 15 , na osnovu stava 1, formula je teorema.
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ga rastom n naglo se povecavaju brojevi sa kojima se raduna
u_ngﬁ » Rad sa velikim brojevima moZe se izbedi primenom sle-
jetez postupka "deljenja na pruge".,

Neka sva izracdunavanga treba izvoditi u algebri L °C . ecen
1 , .

12delimo kolone tablice 1l. na pruge od po 2¢ komponenata 1 2za
svaku prugu odredimo odgovarajuéi dekadni ekvivalent.
pobija se matrica karakteristidnih brojeva:

.
kll k12 o080 kln
k21 k22 - - k2n

s 3 o g = 2°7° (7)

Sada se postupak primenjuje na vrste matrice (7), tj. izradunava
se f(kilgﬂﬂlgkin) = ki Y i=1,2’|0l’s 0

Pri tome, potrebno je voditi racduna da izbor preslikavanja
Hi"{Pl’°"’Pn}"'“[kil"“"kin}
ostane ne promenjen u odnosu na indeks J brojeva kij’ za. svako i,

Formula F(pl,...,pn) je teorema ako i samo ake za i=l,24eee48
vaii ki = I(C) ]

U racunu su moguée razne olakSice., S obkirom da se prilikom
lzradunavanja f neki argumenti ne menjaju, mogu se koristiti do-
bijeni medjurezultati. Izradunavanja se znatno skraduju ako se
uzmu u obzir identiteti u regularnoj bulovej algebri, posebno oni
u kojima ucestvuju istaknuti elementi.

Primer 2. Za formulu p=(q V r => (r =—»p)) izradunavanja
Gemo izvoditi u L16 « Matrica (7) ima oblik[ig g g] .

k, = £(0,3,5) = 0=>0GV5=(5=>10)) =15 ;

iskoristili smo identitet O=x = 15 .

ky =£(1543,5) = 15=>(3V5==(5 =$115)) = 3V5=3(5=>0) =
= 7==>10 = 15-7+7A 10 = 8 + 2 = 10,
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ko je ko# 15 formula nije teorema. Njoj u tablici 1 odgovara
ledeéi vektor vrednosti: 11111010 odredjen konkatenacijom bi
yrnih zapisa brojeva kl i k2 0

Navedeni postupci predstavljaju jedan oblik "kolektivne
ritmetike", omoguduju kompaktan zapis i brzo iradunavanje prime
sm identiteta algebre I, on e
| 2

Ako se realizuju na radunaru, prednost je 35to se raduna sa
rojevima kdji odgovaraju nizovima logidkih konstanti, a ne sa
»sebnim logidkim konstantama. To daje moguénost racionalnog ko-
LS¢enja memorije radunara. Optimalno popunjavanje registara mo-
3 se postidéi postupkom cepanja na pruge., Primetimo jos da ne
»raju sve pruge sadrzati po 2° binarnih komponenata. Naime, mo-
gée Jje cepanje na prige sa po 31'52""53m komponenata, tako da

m
S 8; = 2R + P2 se mozZe raditi u algebrama I

i=]

231, Lzsgjii-'Lgsm o

o4+ MOGUCNOST PROGRAMSKE REALIZACIJE

IzloZena metoda dopusta vrlo jednostavno programiranje
? FORTRANU upotrebom funkecijskih naredbi i funkeijskog potprog-~
hma za lzracunavanje konjunkcije. Proces izvedjenja zamenjuje
e izradunavanjem vrednosti aritmetidkog izraza, pridruZenog da
0J formuli, tj. svodi se na izvrSavanje jedne aritmetidke nared
€4
a primer, za formulu 1(pVq)<=>1p A1q dovoljno je formulu zapi-
ati u modifikovanoj poljskoj notaciji:

> (T (V (pya) ) 2 A(py,1q ) )

- Oformiti sledeéu FORTRAN-naredbu:

NF = MEQ(NEGQMDIS (3,5)),KON(2,N56(3),NEG(5)))

Tl Cemu se koristi pridrufivanje:

‘n—s»2 (broj razliditih iskaznih slova u formuli)
P—+=3 (karakteristidni broj ky)

- @—» 5 (karakteristidni bro] kz)
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4 — HNIEG
v —=MDIS
A — KON
= — IMPL
& —> MEQ

a0 prvi argument konjunkcije navodi se vrednost n,
a izvrsavanje ove aritmeticke naredbe potrebne su jos i
iledeée funkcijske naredbe:

NEG(E) =2 % 2% % N-1-~-K
DIS(X,L)= K - KON(,K,L) + L
MPL (K,L)= NEG(X) + KON(N,K,L)
MEQ (K,L)= NEG(R+L) + 2 # KON(N,K,L)
a0 i1 funkeijski potprogram KON(N,K,L) , koji se moZe napisati
leposredno na osnovu navedenog dijagrama na str. 23 .
'o iztadunatoj vrednosti NF odluduje se da 1li je data formula
eorema (NF = 2 g %2 % N - 1), ili ne.

la detaljnijem opisu kompletnog FORTRAN programa se ne zadrZava
10, S obzirom na njegovu Jjednostavnost, a takodje i iz razloga
ito su u sredi$tu na3e paZnje u ovom radu metode dokazivanja
-eorema u predikatskom racdunu, Tim pre, sto su metode koje se
.zlaZu u narednim glavama ovog rada primenljive i na iskazni
*acum,
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GLAVA II

TEORIJSKE OSNOVE MEHANICKOG DOKAZIVANJA TEOREMA
U PREDIKATSKOM RACUNU PRVOG REDA

U ovoJ glavi na osnovu literature [124] . [82] R [194} ’
], (170] [158] i {143] izlaZemo osnovne rezultate o doka-
anju teorema u predikatskom racunu prvog reda. Stavove navodi-
sez dokaza uz pozivanje na literaturu u kojoj se dokazi mogu
L.
istié¢emo slededlu notaciju:
ragrade i interpunkcijski znaci )  ( ,
propozicioni veznici 9 VvV A = <>
(vantifikatori ¥ 3
Promenl jive Xie k=1,2,00.

J konkretnim slucajevima piSemo i X,¥,2,Uy3VyWyaeo
1-arni (n> 0) funkeijski simboli £ , k=1,2,...

J konkretnim slulajevima za n> 0 pisemo f,g,h,...
Za n=0 umesto konstanti f; pisemo a,b,Cye00
-arni (n3 1) predikatski simboli py , k=1,2,...

U konkretnim sludajevima piSemo P,QyRyeee

NEODLUCIVOST I OGRANICENJA NA MEHANICKE PROCEDURE DOKAZIVANJA

Predikatski radun se moZe izgraditi kako na bazi sintaksnih,
0 1 na bazi semantickih koncepcija. Prema Gedelovom stavu
punogti obe koncepcije su ekvivalentne:

Formula predikatskog racuna prvog reda Jje teorema

ako i samo ako je valjana,-tj.: p— A +—— k= A

inicija 1. (Hilbert i Bermajs [67],str.192.)
Formula A Jje deduktivno Jjednaka formuli B, ako je A
izvodljiva iz B i B izvodljiva iz A po pravilima
predikatskog raéuna.l)

brimer, formula A(a), gde je A(a) proizvoljna formula u koju

lahtev f— A<=>B jadi je od Aj— B i B4, tj. od zahteva
2a deduktivnu jednakost formula A i B.
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1azi konstanta a , deduktivno je jednaka formuli ¥xA(x).
;aj primer se uopStava do stava ( [67], str.192.):
Ma koja formula A sa jednom ili visSe slobodnih promen-
1jivih, deduktivno je jednaka formuli koja je univer-
| zalno zatvorenje formule A.
bog toga, kad je reC¢ o dokazivanju teorema, moie se raditi
wmo sa& zatvorenim Fformulama,
y zatvorene formule vazi stav ([162], str. 56. i 125.):
) Formula A je semantidka posledica skupa formula
Al,A2,...,Ak s akko AlﬁAg ...;ﬂAk}=?A.je valjana formula,

tJe. Alsﬂgs-“sﬁ-khﬁ*——*b AjAA5 ses AL A

j Formula A je (sintaksna) posledica skupa formula
Aysfos-eeyA) , akko je A semantifka posledica tog skupa

formulal)' tj . Al ,Az, s s ,Ak\'—‘ A""""—""’ Al gAg, »oe ,Akh A »

'u

a 0snovu stava potpunosti i ovog stava, zadatak dokazivanja
E Je data zatvorena formula teorema (ili posledica skupa za-
vorenih formula), svodi se na dokazivanje da je odgovarajuéa
brmula valjana. Iz rezultata 5eréa.(’[82],,str.312.) sledi
B ne postoji opsta procedura za utvrdjivanje da 1i je data
rmula valjana ili nije. Sa sintaksnog stanoviita ovo je
karakterisano u [67] ,str. 172:

predikatskom radunu mi ne mozemo, kao m iskaznom, zameniti
Ezvadjenje formule primenom neke odlucive procedure. Naprotiv,
Ri smo u principu prinudjeni da se zaustavimo na deduktivmoj
ﬁetodi.”
edjutim, za formule koje su valjane postoji mehanidka proce-~
ura pomocu koje se u konadnom broju koraka potvrdjuje da je
ormula valjana ( [82], str.365.). Postojanje takve procedure
BJe osnovu da se predikatski radun smatra poluodludivim ([158],
tr, 81.). :
efinicija 2, ([158],str.80., [67], str.168.)
. Zatvorena formula A je zadovoljiva ako postoji interpreta-
Fida pri kojoj A ima vrednost T (tj. pri kojoj je A tadna).
Takva interpretacija jé model formule A.
A e nezadovoljiva ake za sve interpretacije ima vrednost A1 ’
(tj. ako za A ne postoji model),

i

\ L oy -~ L - 1 - a-_._..-;.—...---'..-.. — =, g, e, e L-l-.-.l-—u- e m e o ¥ L a
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pefinicija 3. ([158], str. 81)
- Skup S zatvorenih formula je zadovoljiv ako je zadoveljiva

xonjunkecija svih formula iz S.
Skup S je nezadovoljiv ako je nezadovoljima konjunkeija
svih formula iz S.

Na osnovu definicije 2., valjanost i1 nezadovoljivost su
dualni: formula je valjana akko je njena negacija nezadovoljiva.
gledi, umesto dokazivanja valjanosti, moZe se dokazivati nezado
voljivost negacije date formule. Na primer, umesto dokazivanja
valjanosti formule A A veo AAy=>A , dokazuje se nezadovolji-
vost formule AIA .../\AkATA « Na osnovu definicije 3., ova]
zadatak svodi se na dokazivanje da je skup {Ay,...,A,,7A} ne-
zadovoljiv.

Metode dokazivanja nezadovoljivosti datog skupa formula
zovu se metode pobijanja (opovrgavanja).

Navedene definicije nisu konstruktivne, jer nije moguce
razmotriti sve interpretacije na svim domenima. U posebnim slu-
ajevima moguée je odrediti interpretaciju pri kojoj formuladA
ima vrednost T , pa tada sledi da A nije valjana. Zbog toga,
metoda gradjenja modela sluZi kao dobra dopuna metodli izvodje-
nja, jer se konstrukcijom izvodjenja utvrdjuje dokazivost tvr-
djenja, a gradjenjem odgovarajuéeg modela (za negaciju tvrdjenja)
utvrdjuje se nedokazivost tvrdjenja, ([67], str.37.).

Iz egzistencije konadne procedure koja daje odgovor u slu-
¢aju kad je formula valjana, sledi egzistencija konaéne procedu
re za utvrdjivanje da je negacija formule nezadovoljiva. Prvi
korak na putu izgradjivanja takvih procedura je Skolem-Levenha]
mov stav ([124], str.79): |

Ako proizvoljna formula predikatskog raduna prvog reda

ima model, onda ima prebrojiv model.

Sledi, za dokaz da je formula nezadovoljiva dovoljno je dokaza-
ti da nema prebrojiv model.

Dalje, iz rezultata Erbrana sledi da je za utvrdjivanje nezado-
voljivosti, umesto svih interpretacija nad raznim domenima, do-
voljno posmatrati samo interpretacije nad jednim domenom: Erbra

Novim univerzumom.



 ERBRANOVA TEOREMA ZA KONACAN NEZADOVOLJIV SKUP SASTAVAKA

1., Skolemizacija i skup sastavaka

Neka Jje Ax(t) oznaka za formulu odredjenu iz fornule
x) zamenom svakog slobodnog ulaZenja promenljive x termom
, pri Cemu je t slobodan za x u A(x)

wodimo prvo, prema [194] i [124] , opis procesa skolemizaci-
)
Formula u preneksnoj formi je univerzalna, ako su svi
kvantifikatori u njenom prefiksu univerzalni.
Neka Jje A zatvorena formula u preneksnoj normalnoj formi.
Formula A® y, koja ne sadrzi kvantifikatore odredjuje se na
'sledeéi nac¢in:
1° Ako je 4 univerzalna, tj. oblika Exl...ﬁx B, gde n>0
i B ne sadrzi kvantifikatore, onda Jje A®* formula B .
2° Ako je A oblika ¥xl...¥thyB s =0, uvodi se nov n-arni
funkcijski simbol f ; u slucdaju n=0 £ je nova konstanta.
Neka je A° oznaka za formulu ¥Xq+0o¥x B (f(xl,...,x )) .
Formula A° sadr3i aedan BngSt&HClJ&lnl kvantifikator manje
od formule A. Ako A° nije univerzalna, postupak se ponavlja,
tj. grade se formule A°° , A®°° itd., sve dok se ne dobije
univerzalna formula. Iz nje se A*® odredjuje prema 1°,

KaZemo da je A* dobijena iz A skolemizacijom.

Svaka zatvorena formula predikatskog racuna prvog reda

2¢ se transformisati u skup sastavaka primenom sledeéleg

>stupka ( [158] , str.83., [14%3], str.181.):

(1) Vrsi se preoznadavanje promenljivih tako da razlidita
ulazenja kvantifikatora vezuju ®mazlidite promenljive

(2) Eliminidu se simboli <> i =2 uzastopnom primencm zamena
AedB w——> (A=>BI)A(B=>A) i A=>B-=+——1TA VB

(3) Negacija se dovodi neposredno ispred predikatskih simbola
primenom zamena:
(TA)e——> A ; 1(AVB)<——TAATB ; 1(AAB)=——1A V 1B ;
T¥EXA -— —JxTA 1 T3xA«——> ¥xIA .
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CY) Formula se dovodi u preneksnu formu primenom zamena:
. |

KxA(x) AB zamenjuje se sa Kx(A(x)A B)

KxA(x) VB zamenjuje se sa XKx(A(x)V B), x ne ulazi u B.
len(x)/\KéyB(y) zamenjuje se sa KixKéy(A(x)/\B(y))
leA(x) VKeyB(y) zamenjuje se sa K,xK,y(A(x) VB(y))

gde K,K;,K,ec{¥%,3}.

5) Izvrsi se skolemizacija preneksne forme
16) Formula (bez kvantifikatora) dovodi se u konjunktivnu

; normalnu formu

7) EliminiSu se simboli A zamenom AAB sa dve formule A,B .

;menom (1)=(7) odredjuje se konadan skup formula od kojih je

ka disjunkcija konacnog broja atomicénih formula ili njihovih

Eacija.

é_ Atomiénu formulu ili njenu negaciju zovemo literal.
Sastavak je disjunkcija literala. Prema tome, primenonm

l=(7) na datu formulu odredjuje se skup sastavaka. Iako sastav

ne sadrze kvantifikatore, smatramo ih zatvorenim formulama.

se opravdava sledeéom valjanom formulom:

fx(DlA ceo ADk)<:=-.‘;» ¥xD1 A <o A ¥xD,. , gde su D; sastavei.

Neka je S’ neki skup zatvorenih formula i S skup
‘tavaka odredjen primenom (1)-(7) na svaki element iz S°.
la vazi stav ([458],str.84.,[143], str.185., [124],str.93.):
| Skup 8° Jje nezadovoljiv akko Jje nezadovoljiv skup S .

s Erbranov_univerzum i Erbranova teorema

Neka je S konadan skup sastavaka.
- Erbranov univerzum H , kao domen interpretacije za S ,
‘iniSe se na slededi nadin ([158], str.182., [143] str.185.):

'inicija 4.

) Svaka konstanta sadrZana u S pripada H.
Ako S ne sadrzZzi konstante, onda H sadrzi neku konstantu,
recimo a .,

) Ako termi tl,...,tn pripadaju H, onda term fn(tl,...,t
pripada H, gde je f* funkcijski simbol iz S.

) H sadr¥i one i samo one terme koji zadovoljavaju a) ili b)

)

n

- Ove definicije.
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5ranov univerzum je konacdan akko u S nema funkcijskih simbo-
. u suprotnom H je prebrojiv.

ginicija S.

Term koji ne sadrzi promenljive je fundamentalan tarm.

Fundamentalna instanca sastavka D(xl,...,x ) nad skupom
fundamentalnlh terma P, gde su XqseevyX SVE razlicite

promenljive u sastavku D, je sastavak Dxl,...xk(tl""’tk>

sdredjen zamenom svakog ulazZenja promenljivih X; ub termima
-hi . tiéEP y 131,2,..4,k.

Pundamentalna instanca sastavka D koji ne sadrZi promenljive
be D.

vidno, fundamentalna instanca nad H Jje konstantan primer
tavka D(Xl,...,xk)-

Pinicija 6.

E;branova baza skupa sastavaka S je skup svih fundamentalnih
instanci atomiénih formula iz S, nad Erbranovim univerzumom
i za S,

fundamentalna instanca atomic¢ne formule zove se atom.

ma tome, elementi Erbranove baze su atomi.

primer, za skup S ={P(x),Q(g(y))VIR(z)} Erbranov univer-
v je H = {a,g(a),g5(g(a))yees} « Jedna fundamentalna instan-

sastavka Q(g(y))VIR(z) u odnosu na H je Q(g(a))VIR(g(g(a))),
ranova baza konadnog skupa S je skup

{P(a),Q(g(a)),R(a),P(g(a)),Q&(8(a))),R(g(a) )y ovo}

branova baza konadnog skupa S je konadna ako je H konadan
L ako S ne sadrZi promenljive; u suprotnom je prebrojiva.

ginic:i;ja 7.
F—interpretacija skupa S je interpretacija S nad H koja

ladovoljava uslove:

1) Svaka konstanta interpretira se kao ona sama

.2) Svaki n-arni funkeijski simbol f iz S interpretira se kao
funkeija g2 s H, takva da se (hl,...,hn)EiHn preslikava
u f(h yeoo i e H .

(3) Svaki predlkatskl simbol p interpretira se kao relacija
duZine n skupa H .
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xa je A "{Al""’An""} Erbranova baza za skup S.

ada je H-~interpretacija J odredjena skupom:
{nh}...,mn,...} » gde je m; istinitosna vrednost za A,.

obiéaaeno je da se umesto m; piSe A; kad m;=T, odnosno TA4
nd By =] .

H~-interpretacija J ne zadovoljava sastavak D(xi,...,xk)

ko postoji fundamentalna instanca Dxi""’xk(tl,.'.’ t,) nad H

oja pri interpretaciji J ima vrednost L .

-interpretacija J ne zadovoljava skup sastavaka S ako ne zado-
oljava bar jedan sastavak iz S.

a primer, H-interpretacija Jq= {P(a), 1Q(g(a)) ,R(a)ye..}

» zadovoljava skup S = {P(x),Q(g(y))V'R(2)} , jer fundamental-
1y instanca Q(g(a))V1IR(a) sastavka Q(g(y))VIR(z) pri interpreta
Lji Jy ima vrednost L . |

a%i sledeéi stav ([25},prema [158] str.184.):
Skup sastavaka S je nezadovoljiv akko je S nezadovoljiv

pri svim H-interpretacijama,

ledi, za utvrdjivanje nezadovoljivosti skupa sastavaka dovoljno
e razmotriti samo H-interpretacije,
edjutim, kako Erbranova baza moze biti beskonadna, odredjivanje
Fdnterpretacije je u tom slucaju beskonacan proces. Osim toga,
roj razliéditih H-interpretacija ne mora biti konadan. Ove tes-
oée otklonjene su zahvaljujuéi znamenitoj teoremi Erbrana ([82],
tr. 450.),
'eoTema Erbrana ima nekoliko ekvivalentnih formulacija. Za sa-
rzaje koje izlaZemo najpogodnija je formulacija J.A.Robinson
{170], engl. ,str.27.)
Kona¢an skup sastavaka S je nezadovoljiv akko za neki
konadan podskup P Erbranovog univerzuma je nezadovoljiv
skup P(S), gde je P(S) skup svih fundamentalnih instanci

| sastavaka iz S nad P.

tup P(8), tzv. zasidenje S nad P, Je konalan.

| Navedeni oblik teoreme Erbrana omoguluje da se nezadovolji
98t konadnog skupa sastavaka S utvrdi primenom sledeée konadne

’Tocedure ([170],str.27., [158), str.184.):
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Neka su Po’Pl’P2"“ konacni podskupovi Erbranovog univer
Luma H za konadan skup sastavaka S, takvi da P, < P; 4
gvako 120 i YP, = H.

Proverava se da 1li su skupovi PO(S),Pl(S),Pg(S),...
nezadovoljivi. Za ma koji konacan podskup P od H za neko Jj va-
5i P C PJ i zato P(S) C_'__'_.PJCS)
gledi, ako je S nezadovoljiv, onda je za neko konacno Jj nezado-

y Za

voljiv Pj(S), pa procedura zavrsSava rad na koraku j.

Kao konadni podskupovi Erbranovog univerzuma mogu se uzetl
nivoi H_sHyyeeo koji se definisu na sledeéi nacdin:
(1) H, je skup svih konstanti u H
(2) Ako termi tl,...,t pripadaju nivou HJ
onda term f (tl,...,t } pripada nivou H.

HsC Hy g 0 320 .

Procedura zasidenja nivoa odredjuje skupove Ho(s)’Hl(S)""
3ve dok se za neko konaéno Jj ne utvrdi da Je HJ(S) nezadovoljiv.
Ako S nije nezadovoljiv, procedura ne zavrsava rad.

Na metodi zasiéenja nivoa zasnovane su procedure za mehanié
ko dokazivanje teorema Gilmora [50], Davisa-Putnama [34] i razna
ajihova poboljSanja ( [35] ). Medjutim, nagli rast brojnosti sku-
pova H‘_J i H (S) sa rastom j, i pored pokuSaja poboljsanja, ¢inio
je ove procedure praktidno neefikasnim,

skupa H,

j+l 1

3+ PRAVILO REZOLUCIJE. ALGORITAM UNIFIKACIJE

Osnovne rezultate o rezoluciji izlaZemo prema [170] .

5.1. Fundamentalna rezolucija

Definicija 8. Ako ja A atomiéna formula, onda su literali
A i 7A kxomplementarni i obrazuju komplementaran par.

Definicija 9, Sastavak je konadan skup literala.

Prazan skup literala je prazan sastavak, u oznaci O .

Prema ovoj definiciji disjunkcija literala shvata se kao skup
literala. Treba razlikovati prazan sastavak od praznog skupa Sa-



ravaka. Prazan skup sastavaka je zadovoljiv, dok prazan sasta-
ak nije zadovoljiv.

efinicija 10,

Iiteral koji ne sadrzi promenljive je fundamentalan literal.

sastavak ¢iji su elementi fundamentalni literali je fundamen-
talan sastavak. Posebno, 0 Je fundamentalan sastavak.

rema ovoj definiciji svaka fundamentalna instanca sastavka D
ad Erbranovim univerzumom H, je fundamentalan sastavak.

efinicija fundamentalne rezolvente

Ako su C 1 D fundamentalni sastavei, L& C , Mc D
i L,M jednoclani skupovi ¢iji elementi obrazuju komplementaran
par, onda je fundamentalna rezolventa R sastavaka C i D
sledeci fundamentalan sastavak: R = (CNL)U(D\M) .

2 primer, za P(a)VQ(b) i 7P(a)VIR(f(a)) , gde su a i b konstan-
3 1 £ funkecijski simbol, fundamentalna rezolventa je
'b)VTR(f(a)), tj. u skupovnoj notaciji: ¢ = {P(a),Q(b)} ,

= {P(a),TR(£(a))} , pa je R = {Q(v),"R(£(a))} .

Neka je S skup fundamentalnih sastavaka. Skup R (S), nz 0,
efinlse se na sledeé¢i nacdin:
def
(1) R,(S) == S : (2) R .4(8) ==

‘pri Zemu je R(C) 8L GUF , F - skup svih fundamentalnih

rezolventi sastavaka iz skupa C.
ada vazZi slededéi gtav (teorema o fundamentalnoj rezoluciji,
170], str.28,): ]
Konadan skup fundamentalnih sastavaka S je nezadovoljiv
akko za neko n >0 skup Rn(S) sadrZi prazan sastavak.

Bda vaZi slededi poseban oblik teoreme Erbrana ([17¢0] , str.29.):
Ako je S proizveoljan konadan skup sastavaka, onda Jje S
Rezadovoljiv akko za neki konadan podskup P Erbranovog
univerzuma za S i neko n3> 0 skup Rn(P(S)) sadrzZi prazan
Sastavak. (P(S) - zasiéenje S nad P).
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PFravilo fundamentalne rezolucije je poseban sludaj opsSti-
jeg pravila - pravila rezolucije koje se mo¥e primeniti i kad
sastavel sadrze promenljive. U slededoj tadki navodimo pojmove
koji se koriste za definisanje pravila rezolucije.

3.2. Zamene, unifikacija i algoritam unifikacije

Definicija 11, ([170] , str.31l.)

Zapis oblika t/x , gde je x promenljiva i t term razlidit
od x, zove se zamenska komponenta; x je promenljiva i t je
term zamenske komponente t/x .
Konadan skup zamenskih komponenti

@ ={ty/x,.c0nt /b, gde x; # x; za ifj ,
ZOVe Se zamena. |
Prazan skup zamenskih komponenti je prazna zamena.

Neka je E konadna red obrazovana konkatenacijom simbola predi-
katskog racuna i © neka zamena.
O-primer reéi E, u oznaci Fe, je red odredjena iz redéi E
Jednovremenim zamenjivanjem svakog ulaZenja promenljivih
x- | i - » ) L] >
i wE za koje tl/xle @, termima t,

Na primer, za P(f(x,y),2) i © ={y/x,a/y,b/u}, 6-primer je
P(f(y,a),2) , a za zamenu 8y = {&/x,a/7,b/u} y ©y-primer je
P(f(apa)!z) . |

Ako je- C neki skup redi i @ zamena, onda je @-primer
skupa C,, u oznaci C®, skup svih redi E6, gde E€C .

Definicija 12, ‘
Neka su @ =-{tl/kl,...,tn/xn} i A dve zamene.

Kompozicija redom zamena © i A , u oznaci 6A, je skup 9V’
gde je ©%=s {t; /Xjyeeeyt /XN X /R g0y x /30 }
1A% =2aN{ uwx] t/xeo} .
U [170] , str.32. dokazane su sledeée jednakosti:
l. (E6)A = E(61) , za ma koju red E i ma koje zamene 6 i A .

2e (6A)M = 6(ApM) , za ma koje zamene 6 , M .
3. (C3UC,)A = C;AUC, , za ma koje skupove re&i C,i C, .
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yeka je © meki skup terma i literala.
Leksikggyafski_gpredag uvodi se u C na sledeéi nacdin:
" 19 AeC Jje ispred BeC, ako A sadrii manje simbola od B .
2% Ako A€C i BeC sadrZe isti broj simbola i ako su a iz A
i b iz B prvi po redu (s leva na desno) razliditi simboli,

onda je A ispred B akko a prethodi b u sledelem poretku:

: 1 1 1
xl’xz,.‘.,fg,fg’...’f%.,fz’...,...’Pl’P2‘..',...,1

gde su X5 promenljive, fg konstante, fg funkcijski simboli
duzine Jj, pg predikatski simboli duZine j, 7 znak negacije.

yafinicija 13,

Neka je A neki, najmanje dvoélan skup literala.
- Skup neslqgggjg B za skup A Jje skup svih literala, odnosno
terma, koji na r-tom mestu u literalu L;€A podinju simbo-
~ lom :fi s 1=1,24...4 gde je r najmanji redni broj takav da
u nizu Jf, 8%, «.. postoje razliditi simboli.

kevidno, ako B nije prazah, onda sadrzi bar dva elementa.

a primer, za skup A = {P(x,f(x,7),¥),P(x,8(y),2),P(x,a,2)}
kup neslaganja B = {f(x,y),g(y),a} .

efinicija 14.

Zamena. © Jje unifikator skupa C, gde je C skup terma ili skup
literala, ako je CO® jednodlan skup.

Ako za skup C postoji unifikator ©, kazZe se da © unificira
skup C, odnosno da je C unifikativan skup.

Cevidno, ako je @ unifikator za skup A, onda © unificira i skup
eslaganja B za skup A. ‘

nifikativan skup A moZe imati vise unifikatora.

8finicija 15,

Neka su @ i 6 unifikatori skupa literala A.

Unifikator 6 Jje najopStiji unifikator (NQU) skupa A, ako za

ma koji unifikator © skupa A postoji zamena A takva da je 6=6A
>3toji algoritam unifikacije ( [170] , str.32.) koji odredjuje
U za unifikativan skup literala i daje odgovor o nepostojanju
Nfikatora u sludaju da skup nije unifikativan.
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A1zoritam unifikacije za konacan neorazan skup literala

—r

1.korak Staviti k=01 6,-= e (e-prazna zamena).Preéi na 2.

2.korak Ako A6, nije jednodlan skup, preéi na 3. U suprot-
nom, staviti 6= 6k i zavrsiti rad.

3,korak Neka Je Vk prvi, a Uy sledeéi element u leksikograf-
skom poretku uredjenog skupa neskaganja Bk A} Ask .
Ako jJe Vk promenljiva, koja ne ulazi u Uk, onda odre-

diti 6, . = G'k{Uk/Vk} (kompozicija 6 i {Uk/Vk}),
uvedati k¥ za 1 i preéi na 2. U suprotnom, prekinuti
rad i saopStiti da unifikator za skup A ne postoji.

U [170], str.32-34 dokazano je da algoritam unifikacije zavriava
rad za svaki neprazan konadan skup literala i da je u slucaju
kad algoritam zavr3ava rad na 2.koraku, zamena 6 NOU .

SHEMA ALGORITMA ODREDJIVANJA NOU ZA KCNACAN SKUP LITERALA

EoEED
\ A=hy>-- -0 0d /
k..

E-E
<E€k je Jednoclan >—— & = 6’]

Formiranje skupa neslaga=- | G'Je (e
nja Bk za Aﬁk . a sxup A

Leksikografsko uredjenje | h
Skupa Bk- Bk={ k’Uk,lll} m

_*<;F' je pgomenI"lva:>

ds

da Vkuﬂziu'ﬁk _>
1 —
Nije .
_f_'ikativ\

B [T sl W e+ ﬂ




40

3.3, Pravilo rezolucije

Navodimo prema [170], str.33 i [158], str.187 definicije
rezolvente 1 pravila rezolucije. Sastavei se tretiraju kao
sicupovi literala,

nefinicija rezolvente
Neka za sastavke Dy i D, , koji ne sadrie zajednilke
promenljive (to se uvek moZe postiéi preoznacavanjem pro-
menljivih), i za LDy » LysD, vaZe uslovi:

(1) Skupovi L, i L, nisu prazni,

(2) Za skup A svih atomilnih formula sadrZanih u VL,
postoji NOU 6, ,
(3) Elementi jednodlanih skupova IL.6

1 8a i L2 6, obrazuju
komplementaran parl)

Rezolventa sastavaka Dl i D2 Jje sastavak
(D;\ Ly)e, U (D2\ L,)6, -

Na primer, za sastavke D;y: P(x)VIQ(£(x))VP(z) i D,: TP(a)VR(y)
rezolventa je: 1Q(£(a))VR(y) . U skupovnoj notaciji: |
D ={P(x),7Q(£(x)),P(2)} , Dy= {1B(a),R(¥)} , Ly={P(x),P(2)}
Ly={1P(a)} , A= {P(x),P(2),P(a)} ; 6 ={a/x,a/z} ; Iy6={P(ad}
Ly6 ={P(a)} 5 (D;\ L,)6 ={1Q(£(a))}, (D,\L,)g ={R(7)},
ra je rezolventa: {1Q(f(a)),R(y)}

Kako sastavci Dl 1 D2 mogu imati najvise konacan broj

razliditih podskupova L; L, 2a koje vaze uslovi (1)-(3),
8ledi da je broj rezolventi najviSe konadan.

Definicija rezolucije

Neka su D, i D, sastavei za koje su ispunjeni uslovi
(1)=(3) i R njihova rezolventa.

D,,D .
Pravilo izvodjenja: 12 ZOVE SE REZOLUCIJA .

R

1) videti definiciju 8. tad. 3,1l. str. 35.
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Neka je R (C) gel CUF , gde je F skup svih rezolventi

alemenata skupa G,
7za skup sastavaka S, skup 51nﬁSJ definiSe se na sledeéi

&dn:
TR (8) =8 5 2° R (S) = R(R,(S)) , n20 .

vazi lema ([170], -str.34,.):

Ako je S skup sastavaka, P neki podskup Erbranovog univer-
zuma BE za S 1 P(S) skup fundamentalnih instanci sastavaka
iz S nad P (zasidenje S nad P), onda je

R (EE))= P(R(B)) .
Njena posledica je: .’R_n(P(S))E P(.‘R_n(s)) .

Sada se poseban oblik Erbranove teoreme (videti tad.3.l. str. 36.)
transformiSe u sledeéi stav ([170] ,str.29.):

Ako je S proizvoljan konacan skup sastavaka, onda je
S5 nezadovoljiv akko za neki konacan podskup P Erbra-
novog univerzuma za S i neko n3x» 0, skup P(ﬂ{n(s))
sadrzi prazan sastavak.

Dalje, kako bilo koja zamena terma umesto promenljivih ne mo3e
transformisati'neprazan sastavak u prazan sastavak, sledi:
P(5{n(8)) sadrzi prazan sastavak akkn:?tn(S) sadrzi prazan
sastavak,

To omoguéuje da se gore navedeni stav transformiSe u sledeéi
konadan oblik ~ teoremu o rezoluciji.

Ieorema o rezoluciji ( [17¢] , Str.30.):

Konalan skup sastavaka S je nezadovoljiv akko skup :Rn(S)
za neko konadno n 2 0 sadrii prazan sastavak,

Oéevidno, kad Je S konadan skup fundamentalnih sastavaka,
Ceorema o rezoluciji poklapa se sa teoremom o fundamentalno]
rezoluciji (videti tad.3.l. satr.36.) .

Na osnovu teoreme o rezoluciji definiSe se pobijanje
datog skupa sastavaka ([170], str.35.):
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Pobijagii_gppovqgﬁvagig) dateg skupa sastavaka S je konaclan
niz sastavaka Bj,eesyB, , takav da za svaki &lan B, , lg¢igk,

vazi:

1° B; €S ili B,

5 je rezolventa neka dva prethodna &lana niza

2° Bk je prazan sastavak .

sledi, pobijanje datog skupa sastavaka S je izvodjenje praznog
sastavka iz skupa S, pri ¢emu skup pravila izvodJjenja sadrzi
gamo pravilo rezolucije.
Iz teoreme o rezoluciji sledi:
Konac¢an skup sastavaka S Jje nezadovoljiv akko postoji
pobijanje za S.
Zzato Je teorema o rezoluciji ujedno i teorema o potpunosti ovog
logickog sistema.

4, PROCEDURE MEHANICKOG DOKAZIVANJA TEOREMA
ZASNOVANE NA REZOLUCIJI

Na osnovu teoreme o rezoluciji mofe se izgraditi
sledeéa procedura pobijanja ( [170], str.37.):

Za konadan skup sastavaka S primenom pravila rezolucije
odredjuju se skupovi .321(3) ’ JEQ(S) s » ¢« ¢« pri emu moZe
nastati jedan od sledeéih ishoda:

1. Za neko konadno n3 O skup Rn(S) sadrzi prazan sastavak,

pa je S nezadovoljiv;
2. Za neko konadéno nz=0 RH(S) -S?n+l(s) » Pa je S zadovoljiv;

3. Procedura beskonadno-generile rezolvente, Sto je u vezi sa
neodlud¢ivoséu predikatskog racuna prvog reda.
Prepoznavanje beskonadnog procesa mogule Jje samo u nekim
posebnim sludajevima,

Procedura pobijanja moZe se primeniti za dokazivanje teorema
u teorijama prvog reda (specijalnim kvantifikatorskim radunima)
sa konad&nim brojem sopstvenih aksioma i za dokazivanje teorema

predikatskog raduna.
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U sludaju teorija prvog reda skup S se formira na sledeli
nacin: s s s g
5 = AlUAEU--.UAkU('IA)

gde Ai

A; s 1ix)l,25e009k o & (TA)° je skup sastavaka odredjen iz ne-

gacije zatvorepe formule A za koju se trazi dokaz.
7a dokaz da je formula A teorema predikatskog raduna, u S nije

su skupovi sastavaka odredjéni iz sopstvenih aksioma

potrebno navoditi aksiome predikatskog raduna. Zaista, ako je
A teorema predikatskog raduna i A zatvorena formula, onda je
formula 7 A nezadovoljiva, pa Jje nezadovoljiv i skup S = (8%,
gde (1A) je skup sastavaka odredjen iz negacije zatvorense
formule A, |

Procedura pobijanja koja se gradi neposredno na osnovu
teoreme o rezoluciji ima viSe teorijski nego prakti&an znacaj,
jek brojnost skupova R, ;(8) sa poveéanjem i naglo raste.
Skracé¢ivanje i usmeravanae procesa izvodjenja postize se ograni-
gavanjem primene pravila rezolucije i primenom efektivnijih
strategija'pretraiivanja. Procedura koju smo navell zasnovana
je na strategiji potpunog pregleda, kaZe se jos i pregleda u
Sirinu ili zasiéenja nivoa, tj. na generisanju rezolventi svih
parova sastavaka iz .Fii(S) y 1=0,1,.40 |

U sledeéoj talki navodimo informativan pregled vaznijih
ogranienja peimene pravila rezolucije, a u tacki 4,2, kratko
izlaZemo ideje nekih strategija pretraZivanja. U tadki 4.5.
navodimo opsSte blok sheme algoritama pobijanja zasnovanih na
raznim formama rezolucije.

4,1, Specifidne forme rezolucije (informativan pregled)

4.1.1. Semantlcka _rezolucija ([158] , str.191.), zasniva se
na ideji klasa koji se definise na- sledeéi nadin:

Neka je I interpretacija i P neki poredak predikatskih
simbola sadrZanih u skupu sastavaka S.




Konacan skup sastavaka {El,...,Eq,N}-,qgul, z0vVe gSe

gemantidki kila S uodnosunalP il

(PI - klas) akko El""’Eq (tzv.sateliti) i N (tzv.
jedro) zadovoljavaju uslove:

(1) I ne zadovoljava E; , 1=1,2,444,Q

(2) Rl-N_i postoji rezolventa R; ; za& Ry i Ey 2i=1l,2,.44,4Q
(3) Rezolucija se vrsi po literalu 1IL;€E; koji Je najvecli

uk;u odnosu na poredak P: Pl<.P2-< eee <Py y gde Pj

su predikatski simboli koJji ulaze u sastavke skupa S.

(4)Interpretacija I ne zadovoljava rezolventu Rq+l'

iezolventa Rq+1 zove se PI - rezolventa. S obzirom na (1)-(4),

yI-rezolventa nastaje uzastopnom primenom pravila rezolucije.

~ Semantidka rezolucija (PI-rezolucija) je pravilo izvodjenja
koje iz datog skupa sastavaka S generise PI~rezolvente.

- Izvodjenje iz S je PI-izvodjenje ako je svaki sastavak u
izvodjenju element iz S ili je PI-rezolventa prethodnih
‘&lanova izvodjenja.

rimer ( [4158] ,str.192.):

Neka je E;= P(x)VQ(x), E2=Q(x)VR(x), N="P(x)VIQ(x)VR(x)
[«{P,7Q,"R} , gde 3P,7Q,7R znadi da su atomidne formule
toje sadrie simbole P,Q,R netalne pri interpretaciji I .
ljeka je P slededi poredak predikatskih simbola: P>Q>R .
lada je {Ei’E2’N} PI-kla$, a PI-rezolventa ovog klasa
Je R(x). Ovde ni {E,,N} ni {E,,N} mnije PI-klas, jer I
tadovoljava rezolvente, pa uslov (#4) nije zadovoljen.

PI-rezolucija je potpuna u sledeem smislu (Ceng,Li,1973.,
Prema [158] str.194.):
Ako je P poredak predikatskih simbola u konaénom nezado-
voljivom skupu sastavaka S 1 I interpretacija, onda
postoji PI-izvodjenje praznog sastavka i1z S . |

I2boron specijalnih interpretacija dobijaju se posebni sluca-
Jevi semanticdke rezolucije: hiperrezolucija i rezolucija pot-
Pornog skupa. Prethodno izlazemo uredjenu rezoluciju, koja se
k°risti za definisanje hiperrezolucije.
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t,1e20 Uredjena rezolucija ([158),8tr.196,)

Peredak predikatskih simbola uveden za PI-rezoluciju,

g op3tem sludaju ne obezbedjuje jedinstven izbor literala u
gatelitu, koji je kandidat za unifikaciju i rezoluciju. Da bi
ge obezbedio jedinstven izbor literala uvodi se poredak u sas-
tavke (Reiter,1971). _ |
7a razliku od sastavaka, koji se ftretiraju kao skupovi litera-
l1a, uredjeni sastavei su uredjene k-torke literala odredje-
ne poretkom literala u sastavcima s leva na desno, Prvi lite-
ral u sastavku je najmladji, a poslednji je najstariji. Od dva
1iterala u uredjenom sastavku mladji je onaj koji stoji levo.

Ako za dva ili viSe literala uredjenog sastavka D postoJi
NOU © , onda uredjen sastavak koji se dobija iz Do iskljudiva-
njem ma kojeg literala identicnog mladjem literalu, zove se

uredjen faktor sasgtavka D.

Uredjena biparna'rezq}vengg sastavka Dl 1 sastavka D2, koji

ne sadrie zajednidke promenljive, odredjuje se na sledeédi

nadin: Neka su Iy 1 L, literali u D4 i D, y respektivno.
Ako za Ll i L2 postoji NOU @ , onda se formira konkate-
nacija nizova Dle iD,8 i iz nje se odstmanjuju komplegen—
tarni literali L;0 i L,0 . Zatim se iz tako odredjenog ure~
djenog sastavka iskljuduju literali koji su identidéni nekom
mladjem literalu., Tako odredjeni uredjeni sastavak D je
uredjena binarna rezolventa redom za D, 1 D,.

Uredjena binarna rezolventa Dy i D, razlicita je od uredjene

binarne rezolvente za D, i D,.

Uredjena rezolventa uredjenih sastavaka Dy 1 D, je jedna od
sledeéih uredjenih binarnih rezolventi:

a) D; i D, |

b) Dy i uredjenog faktora D, ,

c) Uredjenog faktora Dy i D, 4

d) Uredjenog faktora Dl i uredjenog faktora D2.
Uredjena rezolucija je pravilo izvodjenja koje generise
uredjene rezolvente iz skupa uredjenih sastavaka,




jredjena rezolucija je potpuna (Kovaljski,Heis 1969,prema
r158],str. 197.)« Medjutim, semantilka rezolucija za uredjene
msta?ke, koja se odredjuje na osnovu uredjenog semantickog
flada za interpretaciju I (0I-klas), tzv. OI-rezolucija nije
otpuna (Anderson,1971, prema {158] 8tr.199.).

1.5, Biperrezolucija ([56],5t7.199.)

Neka Jje svaki element skupa I negacija predikatskog sim-
pola (kao u primeru na str. 44.). Za takvu interpretaciju I,
PI-rezoluclaa zove se pozitivna hiperrezolucija akko svi sa-
belit:. i sve PI-rezolvente (hiperrezolvente) su pozitivni
ured,jenl sastavel (sastavci koji ne sadrze 1 ), jedro nije
pozitlvan uredjen sastavak i u svakom nepozitivnom uredjenom
pastavku literali bez negacije prethode svim literalima sa
pegacijom.
i.nalogno se odredjuje negativna hiperrezolucija.
Postoji algoritam pobijanja koji za nezadovoljiv konadan
skup sastavaka S generiSe prazan sastavak generisuéi pozi-
tivne hiperrezolvente ([158],str.200.). Blok shemu tog algo-
ritma navodimo u tadki 4.3.

tedol, Rezolucija potpornog skupa ([143],str.243,[158] str.194.)

Neka je S konadan nezadovoljiv skup sastavaka i K & S,
bakav da je skup S \ K zadovoljiv.
Yeka je I interpretacija koja zadovoljava skup S\K i P neki
poredak predikatskih simbola u S. Iz potpunosti PI-rezolucije
Bledi da postoji PI-izvodjenje praznog sastavka iz S. Prema
tome, u svakom PI-kla3u interpretacija I ne zadovoljava satelite
P& nijedan sastavak iz S\ K ﬁije satelit., Sledi, u svakoj bi=-
18rnoj rezoluciji u procesu odredjivanja PI-rezolvente, bar
V8dan sastavak pripada skupu K. Kafe se da je K potporni skup
l da njegovi elementi imaju podrSku. Smatra se da i svaka re-
Z0lventa ima podriku.
3inarna rezolucija u kojoj bar Jjedan sastavak ima podrsku zove
5% rezolucija potpornog skupa.
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razlaganjem svakog PI-klasa u PI-izvodjenju praznog sastavka
na niz binarnih rezolucija doblja se izvodjenje sa potpornim
gkupom. Na osnovu potpunosti PI-rezolucije sledi da Jje rezo-
jucija potpornog skupa potpuna.

Ako je S konalan nezadovoljiv skup sastavaka koji poticu
od sopstvenih aksioma neke neprotivrecne teorije prvog reda i
od negacije teoreme koju treba dokazati, onda se za potporni
skup K mogu uzeti sastavei koji potidu od negacije teoreme
(S\K Jje u tom sludaju zadovoljiv).
OpSta blok shema za binarnu rezoluciju koju navodimo u tadki
4.3 obuhvata rezoluciju potpornog skupa.
Rezolucija potpornog skupa &esto se razmatra i kao posebna
strategija ~ strategija potpornog skupa ( a ne kao zasebna
forma rezolucije).

4,1.5., a) Linearna rezolucija ([4158],str.202.)

Elementi polﬁznog skupa S zovu se ulazni sastaveil.

Ulazna rezolucija Je binarna rezolucija para sastavaka od
kojih Jje bar jedan ulazni sastavak.
Linearno izvodjenje iz 8 Jje niz sastavaka Dl,...,Dn y Ede
je D;€S , a svaki &lan D, 4 4i=1l,24e0e4n-1 , je rezolventa
sastavka D, (tzv. centralnog sastavka) i sastavka B (tzv. boc-
nog sastavka) koji zadovoljava jedan od uslova:

(1) Be s, ili

(2) B Je Dj za neko Jj 4 1< j<i o

Primer ([153],str.202.)

Za skup S= {1P(x),P(x)VQ(x),1Q(x)VR(x),IR(X)VS(x),
IR(x)VIS(x)VE(x),P(x)VIN(x)}

graf pobijanja koJji zadovoljava uslove linearnog izvodjenja

Prikazan je slikom la.,

Rezolvente 1,2,3,5,6 (6 je prazan sastavak) odredjene su

ulaznom rezolucijom, a rezolventa 4 rezolucijom prethodnika,

tj. iz 31i 1.,



P(x)VQ(x)

| 3(x)VR(x)
P(x)VR(x) /1

TR(x)VS(x)

P(x)VS(x) |
TR(x)VIS(x)VT(x)

P(x)VIR(x)VI(x)

P(x)VT(x)
P{(x)VVE(x)

P(x) -
| 1P (x)

Slika la

P(x)VQ(x)

_ N
peeyv [0 G 1

P(x)V v[R()] VS(x)
P(x)V[QG)| V[R(X)] V VIR(X)V

VB(x)
P(x)V[Q(x)| v v[s )] viR(x)
P(x)

2

1Q(x)VR(x)

1R(k)VS(x)

WR(x)V1S(x)VT(ﬁ)
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vazi sledeéi stav potpunosti linearnog izvodjenja (Lokhem,1970,
prema [158],str.204.):

. Neka Je D1£ES sastavak koJji figurise u nekom grafu pobi-
janja za skup S, Tada postoji graf pobijanja za skup S
koji zadovoljava uslove linearnog izvodjenja sa pocetnim
gastavkom Dl .

sledi, pocetni sastavak se bira iz K& S s gde K sadrii sastavke
koji se poJjavljuju u nekom pobijanju za S. Za K se moZe uzeti
skup sastavaka koji poticu iz negacije teoreme koja se dokazuje.

4.1.5. b) OL — rezolucija ([158], str.205.)

Poveéanje efikasnosti linearne rezolucije, bez naru-

Savanja potpunosti, postiZe se uvodjenjem uredjenih sastavaka
i informacije o rezolviranim literalima ( [$9] , [101] ) .

Informacija o rezolviranim literalima duva se tako sto se
prilikom rezolucije ne odbacuju komplementarni literali, vel
se u rezolventi zadriava literal koji pripada prvom sastavku.
Taj literal se na neki nadin markira. Ovde smo markiranje iz~
vr8ili stavljanjem literala u okvir (slika 1lb ). Markirani
literali zovu se A-literali s & Svi ostali literali zovu se
B-literali.

Operacija saZimanja uredjenog sastavka D je brisanje posled-
njeg literala I, iz D akko za L i negaciju nekog A-literala iz
D postoji NOU @ . |

Znacda] operacije saZimanja je u tome Sto se eliminise potreba
za rezolucijom prethodnika, pa u jzvodjenju ne treba memorisa-~
ti prethodne rezolvente. To Jje veoma znacajno za realizaciju
na racunaru.

Operacija skraéivanja uredjenog sastavka D je brisanje svih
A-literala iz D iza kojih nema B-liferala,
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oL - _izvodjenije Je linearno izvodjenje sastavka D, iz skupa
_uredjenih sastavaka S sa pocetnim sastwkonm Dleis akko su za-
dovoljeni sledeéi uslovi:
(1) Dj,q » 28 i=l,eeeyn-1 Je uredjena rezolventa sastavka

D; 1 sastavka B, , pri cCemu je rezolvirani literal iz

Dy 111 1z uredjenog faktora od D; , poslednji literal u D,

(2) By je sastavak Dj za neko j , lgj<i, ili je BiEES. Kad Jje
By sastavak Dj’ J<1i, onda se Di+l dobija iz Di operacijom
sazimanja (bez rezolucije sa Bi)e

(3) U izvoedjenju nema tautologija.

Uredjena rezolventa se 2za sludaj OL-izvodjenja definiSe na isti
ihaéin kao 1 uredjena rezolventa uredjenih sastavaka za slulaj
.ﬁredjene rezolucije (videti str. 45. ), ali se pojam uredjenog
Efaktora i pojam uredjene binarne rezolvente, koji udestvuju u
ftoj definiciji, sada odredjuju na sledeéi nadin:

;Uredjeni faktor sastavka D za sludaj OL-reolucije odredjuje
'éb kao uredjeni faktor sastavka D za uredjenu rezoluciju
(videti str. 45.) uz dopunu da se pri obrazovanju uredjenog
faktora primenjuje operacija skraéivanja.

Uredjena binarna rezolventa  sastavka D, i sastavka D,y koji

ne sadrze zajednidke promenljive, odredjuje se za QL-izvodjenje
na sledeéi nadin:

Neka su Ly 1 L, literali u uredjenim sastavcima Dy 1 Dyy Tes-

pektivno., Ako za Ll i'TL? postoji NOU © ? D Je uredjen sasta-

vak dobijen iz konkatenacije nizova Dle 1 D2@ putenm

1) iskljuivanja L,® , |

2) markiranja 1,9 ,

3) iskljudivanja iz preostalog niza svakog B-literala koji
Je identican mladjem B-literalu u nizu ,

%) primene operacije skradivanja ,

onda‘je D uredjena binarna rezolventa za Dl i D2..

Na sliei 1b prikazan je graf OL-izvodjenja za razmatrani brimer.
OL -~ rezolucija je potpuna u sledeéem smislu (Loveland 1972,
KQValjSki,Kjuner 1971; prema [158] str 207.):
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Ako je D uredjen sastavak u nezadovoljivom skupu S uredje-—
ib gastavaka i ako Jje S‘\{D} zadovoljiv skup, onda postoji
[-izvodjenje praznog sastavka iz S sa podetnim sastavkom D .

U tadki 4.5. navodimo blok shemu algoritma pobijanja za
[ - rezoluciju.

.2, Strategije pretraZivanja (skice osnovnih ideja)

Procedura dokazivanja moZe se razmatrati kao par (T,¥)
de je T polazni skup sastavaka i pravila izvodjenja, a X
trategija pretraivanja za T ([458], str.180.).
trategijom pretrazZivanja suzZava se skup sastavaka i odredjuju
s oni sastavci na koje u konkretnom koraku procedure treba pri-
eniti pravilo izvodjenja. Specifiénim formama rezolucije, raz-
atranim u prethodnom odeljku, takodje se suZava izbor sastavaka
kandidata za rezoluciju, ali redosled izvrsSavanja rezolucije
ije u potpunosti preciziran.
obzirom da detaljno i strogo izlaganje raznih strategija, kao
oseban problem, zahteva dosta prostora, a kako to nije osnovni
i1j ovog rada, ograniliéemo se grubom skicom osnovnih ideja.
zdvajama strategije uproséavanja i strategije zasnovane na funk
ijama ocene, koje mogu ukljudéivati sintaksnu ili semantidku in-
ormaciju. Poseban pravac u razvoju strategija pretra¥ivanja,ko-
1 ovde ne razmatramo, je "sludajno pretrafivanje" i primena re-
ultata teorije verovatnodéa. |

2ol Strategije uproséavanja

Strategije uproséavanja ﬁrimenjuju se za suzavanje polaznog

kupa sastavaka S, kao i za eliminisanje suvisnih sastavaka ge-
€risanih u toku rada. Takve su na primer, strategije iskljudi-
anja tautologija, iskljudivanja azbudnih varijanata sastavaka,
trategija tzv. &istih literala ([170]), strategija apsorpcije

- 8trategija potpornog skupa. Pomenute strategije su ili ugradje
® u gspecifiéne forme rezolucije ili se sa njima mogu kombinova-
1. Na primer, sa hiperrezolucijom bez gubitka potpunosti moze

'® kombinovati strategija apsorpewije.



k‘ze se da sastavak Dl apsdrbuje sastavak D2 s ako postoji
lameﬂa e , takva da Je D19<=D2 » U tom slucdaju se sastavak

D jskljuduje. Medjutim,za binarnu rezoluciju (ili semantic-
hlxezoluclau) i sve strategije zasifenja nivoa, iskljucéiva-
nje D2 ne narusava potpunost izvodjenja samo ako se D2 isklju-
xuje nakon zasidenja nivoa. Kad je rec¢ o hiperrezoluciji, ko-
rak (%) algoritma (videti blok shemu 4.3.2. str, 55) moZe se
jopuniti iskljuéivanjem svakog sastavka iz skupova T ili M,
koji je apsorbovan nekim drugim sastavkom iz T, odnosno M.

| Fliminisanje sastavaka moZe se izvrsiti i na osnovu seman-
pi&ke informacije. Ako je poznato da Jje u datoj interpretacijl
aeki literal sastavka tadan, onda se ceo sastavak moZe isklju-
fkiti. Ako je neki literal netadan u konkretnoj interpretaciji,
pnda se taj literal moZe iskljuditi iz sastavaka u koje ulazi,.
:“' Kao poseban sludaj strategije uproséavanja moze se razmat-
Ehti prekidanje procesa izvodjenja u slucaju kad se beskonadan
proces generisanja rezolventi moZe unapred prepoznati ([170] ).
| Strategije uproSéavanja doprinose suZavanju skupa sastava-
ka, ali ne preciziraju redosled primene pravila rezolucije na
preostale sastavke - kandidate za rezoluciju. Taj problem se
reSava strategijama zasnovanim na funkcijama ocene.

4.2.2, Strategije zasnovane na funkcijama ocene

Funkcije ocene sloZenost izvodjenja izrazavaju realnim
brojem. U terminima grafa izvodjenja funkcija ocene g Jje
preslikavanje G —+R, gde je G skup ¢vorova grafa, a R skup
realnih brojeva,(videti str.15).

Za primenm pravila rezolucije uzimaju se oni sastaveci za
koje funkcija ocene ima najmanju vrednost. U praksi su najras-—
Prostranjenije funkcije koje se odredjuju kao zbir funkecije
sloZenosti izvodjenja i neke heuristidke funkcije kojom se pro-
cénjuje slo¥enost preostalog dela izvodjenja od datog sastavka
do terminalnog sastavka, Tipidan primer strategije koja se zas-
Biva samo na oceni slo¥enosti i ne uzima u obzir heuristidke

OCene je strategija potpunog pregleda - zasiCenja nivoa. U ovon
sluﬁaju sloZenost izvodjenja sastavka D odredjena je najmanjim
brojem j, za koji vaii DeRj(S) y (videti str.13.).
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!jpiani primeri strategija zasnovanih na heuristickim funkcija-
sa ocene su strategija jedin®dénih sastavaka (tzv. jedinicéna re-
,olucija) i strategija najmanjeg broja literala., Prema strate-—
il jedinidnih sastavaka rezolucija se vrsSi na jednoclanim sa-
stavelimd, Sto neposredno generisSe prazan sastavak. Kad to nije
goguée vr3e se rezolucije jednodlanih sa dvoélanim sastavcina
[tde OVa strategija opravdava se skraéivanjem sastavaka, s ob-
;irom da je ¢ilj izvodjenje praznog sastavka. Da bi se izbeglo
5enerisanje niza sastavaka koji se ne zavrSava praznim sastav-
com uvodi se graniéni nivo - dubina pretrazivanja. Strategija
pretraiivanj&_u dubinu omoguduje izvodjenje praznog sastavka
1ko se on nalazi u okviru izabranoj granicnog nivoa.

strategija najmanjeg broja literala daje prednost onom paru sa-
stavaka koji imaju najkradu rezolventu. DuZina rezolvente izra-
tynava se po formuli: d(R)< d(A)+d(B)-2 , gde su A i B sastaveil
1(R) broj literala u rezolventi R.

Dijagonalna strategifa (Kovaljski,1969) zasnovana je na
funkciji ocene: £(D)=g(D)+h(D) , gde je g(D) -~ nivo sastavka D
a1 grafu izvodjenja, a h(D) - duZina sastavka (detaljnije vide-
ti u [“!58], str.221.). Ova funkcija ocene se uopstava (Minker i
ir. 1974,5eng Li 1973) i razmatra se kao linearna kombinaciga
funkeija, na primer: f(D)=w°g(D)+wlh1(D)+w2h2(D) y gde su w;
koeficijenti, )%Qwi =1 , g(D) nivo sastavka D, hl(D) duZina

sastavka D , hz(D) najveéi nivo sloZenosti terma u sastavku D.
Medjutim, pri izboru funkcije ocene treba imati u vidu da u pra-
ktiédnoj realizaciji, njeno iz{aéunavanje moze zahtevati vise
vremena i memorijskog prostora nego primena neke primitivnije
strategije. Oﬁo ogranidenje istice u prvi plan strategiju
potpornog skupa i strategiju jediniénih . 7.0t .l s sastavaka,
Osim toga, stvaranjem moguénosti za intervenciju spolja u pro-
cesu dokaza istrasivad moZe da u zavisnosti od situacije menja
strategiju i na osnovu sintaksne i semanticke informacilje usme-

rava dalji tok izvodjenja.
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Blokx sheme algoritama pobijanja zasnovanih
na raznim formama rezolucije

;415'

3.5.1. OpsSta blok shema algoritma pobijanja zasnovanog
na binarmnoj rezoluciji

S-dati konadan (1)
skup sastavaka

kriterijum za izbor pa- (2) NE
ra sastavaka Dli D2 iz S

DA dokaz nije nadjen

izbor sastav.Dyi D, iz S (3) Ckrai

kriterijum za 1zbor (4)
L]_E Dl 1 L2 E.-‘-..D2
| DA |

1zbor L i—'—..Dl i ng'-‘-_,Dz.

Odredjivanje skupa A ato (5)
mi¢nih formula u I.lUL2

odredjivanje NOU za skup
A po algoritmu unifikacije
< postoji NOU 9 za skup A

ne

DA | odredjivanje rezolivente
R=(D; N\ L; )OU(D,\L,)8

kraj
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gomentar: (2),(3),(4),(5) zavise od ogranidenja primene pravila
rezolucije 1 od izabrane strategije generisanja sastavaka.
griterijun (2) ukljuduje i odluku o prekidu rada kad je iscrplje-
no predvidjeno vreme ili memorijski prostor kazo i druge uslove

za prekid rada u slucéaju da dokaz nije nadjen,

4.3.20 Blok shema algoritma pobijanja za hiperrezoluciju

(pocetak)

S—~datil konacan
skup sastavaka

M~skup

Odredjivanje skupova A, '
i B e i+l 1
1+1L _
Ai+1-pOth .ul‘eda & SaSt ) 1Z wi"l'l

-negat.uredj.sast,iz w;

1+l "% v ; i+l |
L EEEEEEZE:]

TﬂAOUi ® IUAi

Odredjivanje skupova M 1 N
pozitiveuredj.sastav.iz S
N-skup negativ.uredj.sastav.,iz S

redjivanje skupova T 1 M

DA
/S Je nezadovoljiv \

s M=TUM

[[Odredjivanje skupova

lBl-?éng?fE?St'iz R ‘

Alepoz.ur.sast.iz R ——{ Odredjivanje skupa R |
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gomentar: J = brojaé nivoa; A sadrzi hiperrezolvente generisa
ne na nivowx j; i -~ broj satelita koji ucdestvuju u formiranju
piperrezolvente. Na svakom nivou Jj, Bi
skupa, Jer se maksimalan broj literala sa negacijom u ma kojem
uredjenom sastavku u By smanjuje za 1 pri poveéanju i za 1 .
gorak () Jje uveden da bi se na nivou (J+1) izbeglo generisanje
rezolvente dobijene na nivou J.

Wi Je skup uredjenih rezolventi sastavaka Dy i D, 4 gde je

Dl uredjeni sastavak iz M ili je uredjeni faktor uredjenog sas-
tavka iz M, D, je uredjeni sastavak iz Bi' Rezolucija se vrsi
po literalu u D, sa najveéim predikatskim simbolom, a u D, naj-
gtarijim literalom. R je skup uredjenih rezolventi sastavaka Dy
i D2 s Bde je Dl‘uredjen sastavak iz skupa T ili uredjen faktor
uredjenog sastavka iz T, a D2 je uredjen sastavak iz skupa N .
Rezolucija se vrsi po literalu u Dl sa najvecim predikatskim
gimbolom i po ma kojem literalu iz Dy e

U sludaju kad je S zadovoljiv skup, ovaj alporitam ne prekida

rad, pa se to mora ostvariti intervencijom spolja.

se smanjuje do praznog

4,53.3. Blok shema algoritma pobijanja za uredjenu
linearnu Ol-rezoluciju

- konacan skup sastavaka
D ~ pocletni sastavak

Odredjivanje skupa Ry, svih uredjenih rezolven-
ti sastavaka iz Rj i sastavaka iz S, kao i svih

sastavaka odredjenih saZimanjem sastavaka iz R. .

s

m - il il L i i _

Jje nezado-
voljiv
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Komentar: J - brojaé nivoa. Rj+l Jje skup uredjenih rezolventi
koje se obrazuju od sastavaka iz Rj (centralnih sastavaka) i
sastavakXa iz polaznog skupa S (ulaznih - bo&nih sastavaka).

U slucaju kad s3e sastavak DEERj moze saZeti, onda se sastavak
]j;E odredjen saZimanjem sagstavka D ukljuduje u Rj+
ne traZe rezolvente sa sastavecima iz S.

[l - prazan sastavak.

S obzirom da se skup Rj+1 odredjuje samo na osnovu skupa Rj 1
polaznog skupa S8 (primenom ulazne uredjene rezolucije i opera-
cije sazimanja), nije potrebno memorisati skupove Ro""’Rj-l N
Navedena shema zasnovana je na strategiji zasidenja nivoa za
OL-rezolucijue. Ako je ulazni skup S zadovoljiv, navedeni algo-

ritam ne prekida rad, pa se u tom sluaju zaustavljanje ostva-

1 i za D se

ruje intervencijom spolja.
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GLAVA III
yATEMATICKA INDUKCIJA U DOKAZIMA “REDUCTIO AD ABSURDUM"

U ovoj glavi razmatramo dokaze "reductio ad absurdum"”
gy teorijama prvog reda koje sadrze aksiomu matematidke indukci-~
je i neformalizovane dokaze od suprotnog zasnovane na principu
nobratne indukcije'., Za teorije prvog reda sa aksiomom indukeci-
je uvode se pravila indukcije pogodna za primenu u dokazima "re
ductio ad absurdum"., Dokazuje se potpunost uvedenih pravila.
Pravilo P5 za c¢lanove disjunkcije, koje Jje uopstenje ostalih
pravila, pogodno je za primenu u mehanid¢kom dikazivanju teorema,

1, PRAVILA INDUKCIJE U TEORIJI PRVOG REDA

Neka teorija prvog reda sadrzi sledelu shema-agksiomu
indukcije: |
A(0) = (¥x(A(x) =>A(Sx) ) =>¥xA(x)) (1)
gie je A(x) - proizvoljna formula u jeziku teorije, Sx - sukce-
gor od x, a formule A(O) i A(Sx) odredjene su iz A(x) zamenom
svakog slobodnog ulaZenja promenljive x termom O, odnosno Sx ,

respektivno, , |
Neka Je Ax(t) ~ oznaka za formulu odredjenu iz A(x) zame-

nom svakog slobodnog ulaZenja promenljive x termom t, pri cemu

je term t slobodan za x u formuli A(x).
Neka promenljiva y ne ulazi u formulu A(x). Tada je formula

(1) ekvivalentna formuli:
A,(0) =>(¥y(A,(7) =>4 (S7)) =>¥xA(x)) (2)

Nadalje, za sve formule smatramo da nijedna promenljiva u formu-
lu ne ulazi i slobodno i vezano (to se uvek moZe postidi preo-
znagavanjem promenljivih), kao i da razlicita ulaZenja kvantifi-
katora vezuju razlidite promenljive.
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gormula (2) ekvivalentna Jje formuli.:

¥xdy (A (0)=(1A(x)=xXA_(FINA_(57)))) (3)

Neka su zl,...,'zs y 8= 0, sve razlicdite slobodne promenljive
g formuli (3), tj. u formuli A_(0) . Tada je formula

Vo, eee V2 ¥y (A (O)=HTAG)=3(A(FIATAL(ST)))) )

deduktivno jednaka formuli (3), odnosno (1), pa se moZe uzeti
za aksiomu, + |

Neka je A teorija prvog reda koja kao sopstvenu shema-
aksiomu indukcije sadrZi formulu (4) i €ije su sve sopstvens
aksiome zatvorene formuie,
Neka Je H* teorija ¢ije su aksiome odredjene skolemizacijom
aksioma teorije ¥ ,(postupak skolemizacije opisan je na str.31)

7a H 1 H* vazi slededi opSti stav, tzv."Druga E -teorema"

([124] ,str.111.):

Neka je " teorija pﬁog reda, ¢ije su sve sopstvene
aksiome odredjene skolemizacijom sopstvenih aksioma

teorije prvog reda € , Tada

a) ako je & formula teorije T i le; £ , onda [rE,— E

b) teorija T je neprotivredna akko je neprotivredna Z*.

Teorija K" je konzervativno prodirenje teorije ¥, jer su sve
aksiome teorije KX teoreme u H*,

Skolemizacijom shema-aksiome (4) dobija se sledeéa shema-
aksioma teorije X *:
Ax(0)=>("A(x)=>(Ax(SCX,zl, evay Zs) DA 1%(-38 (x, Zysoeny ZS) D)) (Ll.*)
gde je g skolemova funkcija (s+1) argumenata i ZyyescyZy

1)

sve razlicdite promenljive u Ax(o).

1) A (8(Xy215e0052.)) Jo [A(3)] S(8(Xy215000,25))
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1.1, PRAVILA P1 i P2 . OSNOVNO PRAVILO INDUKCIJE

Iz (4%) pomoéu MP (modus ponens) dobija se pravilo:

Pl &CD)"‘A(X)E,;; A (8(Xy2q1000y28g) INAL(SB(XyZ71000y3g))

gde je g skolemova funkcija (s+1) argumenata 1 2z;400043g
sve razlicéite slobodne promenljdve u AX(O) o

Iz (4*) zamenom x-—»t, term t je slobodan za x u A(x),
izvodl se

!—J_'f_; AI(O) ;”(1%(1‘5)#(%(8('&,21, *e e ’ZS))A-IAI(SE(.!:’ZI’ s -gza))))

i pomoéu MP dobija se pravilo:
P2 Ax(O),"Ax(t) l}? AX(S(t’zl“" ,Zs))Aij(sE(tszlt coe ’zs))

gde Jje term t slobodan za x u A(X); Zy9e009%, SVE razlidi-
te slobodne promenljive u Ax(o); g = skolemova funkcija

(s+1) argumenata .
Posebno, kad je Ax(O) zatvorena formula, tj. 8=0 :

A (0), A (8) b AL(B8(E)IATAL(Sg()) .

Pravilo P2 je uopstenje pravila P1 , Jjer kad je ¥ slobodna
promenljiva x , P2 postaje Pl .

Primer 1, Dokaz reductio ad absurdum pomodu P2 za teoremu
¥x (x = 0 + x) u formalnoj abtitmetici.

le a # 0O + & negacija i skolemiz.date formule;a-skol.konst.
2e 0= 0 + 0 teorema t=t+0 za O u svojstvu ¥

3. ga = 0 + ga 2 1 1 po P2 za term a ;

4e(ga) '#0+(ga)’ Umesto Sg(a) stoji (ga)’

S5.(ga)’=(0+ga)”’ iz 3, teorema t=r=>t"= o’

6.(ga) ' =0+(ga)’ iz 5, teoreme (t+r) = t+r” i tarAr=s=1t=s
7.kontradikeija 4 i 6.
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Primer 2. Neka su FX(O) i TFx(F(x)::—Fx(Sx)) teoreme teorije
prvog reda sa indukcijom. MoZe se smatrati da je F..(0)
zatvorena formula. Primenom pravila P2 dokazademo ¥xF(x).

1) Direktan dokaz (bez redukcije na apsurd):
1. F_(0)

. date teoreme
2.¥x(F(x)=#Fx(Sx))

3. 1F(x) hipoteza

4, Fx(s(x))A'TFx(Sg(x)) 1 i 3 po P2 (ustvari P1l)

5¢TF(x)=p(F (g(x))ATF_(Sg(x))) 1,3 i 4 stav dedukcije i MP za 1
6+(F, (5(x)) =>F_(Sg(x)))=>F(x) iz 5,kontrapozicija,tautologije

7e Fx(S(X));‘?Fx(Sg(x)) iz 2, zamena X —eg(x)
8e F(x) & i 7 po MP '
9, ¥x¥(x) 8, pravilo GEN (generalizacija).
2) Dokaz reductio a d absurdun
e Ex(O) date teoreme
2+ ¥x(F(x) =pF, (8x))
5¢ 1R, (a) negacija i skolemizacija formule ¥xF(x);a-skol.konst.
#o Fy(g(a)) }- 1 i3 po F2
5. -‘Fx(SS(a))

6o Fx(g(a)):Fx(Sg(a)) iz 2, zamena x—s>g(a)
7 F&(Sg(a)) 4 1 6 po MP
8.kontradikeija 51 7 .

Valjanost dokaza u primerima 1 i 2 neée se narusiti ako svuda
umesto terma g(a) piSemo novu skolemovu konstantu u oznaci g.
Takodje umesto skolemove fﬁnkcije jednog argumenta g(x), moZe
se uzeti nova skolemova konstanta g. UopsSte, arnost skolemove
funkcije se moZe smanjiti za jedinicu. To se obrazlaZe na sle-

deéi nadin. Formula (2) ekvivalentna je i sledeloj formulil)

27¥x(A(0) =>((x)= (4, (F) A TAL(SY)))) 3°)

1) U predikatskom radunu va?i: ako promenljiva x ne ulazi u
formulu B(y) i promenljiva y ne ulazi u formulu C(x), onda

- ¥x 3y (B(y) =>C(x) )e=p Ay¥x(B(y) =>C(x)) .



Zato se umesto shema-aksiome (3) za sopstvenu shema-aksiomu
indukcije teorije X mo%e uzeti formula

¥Zy oo o¥2, Jy¥x (A, (0) = (QA(x) ==(A(FIATA_(S7)))) Ca

Skolemizacijom formule (4°) dobija se sledela shema-aksioma

teorije K *:
Ax(0)==?(1ﬁ(x)%(ﬂx(8(zly--iszs))A1A-x(38(zls---353)))) (4’3)

gde su ZyseseyZ, 4 820, sve razlidite slobodne promenljive

u A_(0) i g - skolemova funkcija s argumenata. Za 8=0, g je
skolemova konstanta,
Iz (4°%) zamenom x—+t , term t je slobodan za x u A(x),izvodi se

v Ax(O) =2 OV AL (B)=>(A_(8(215000y2 ) )ATIA(S8(2)5e00,2,))))

i pomoéu MP dobija se pravilo:

p2° %(0)1152'(1:)}—3?' Ax(g(zl"”’zs))A.m‘x(Sg(zl""’zs))
gde je term t slobodan za x u A(x); ZyyesssZ, ~ SVe razli-

¢ite slobodne promenljive u Ax(o); g - skolemova funkcija
8 argumenata,

Za slucaj kad je Ax(o) zatvorema formula,tj,s=0, pravilo glasi:
4,(0,718, (8) b A (8DATA (Sg)

gde je g mnova skolemova konstanta,

Pravile P2°zovemo o s n o vn o pravilo indukcije.
Iz shema-aksiome (4°%) po MP izvodi se pravilo Pl17:

AI(O) ,1.&(}!) ,—J?;' %(E(le oo -153))/\ 1%(88 (zli' “1"53))#

Osnovno pravilo je uopStenje pravila Pl’, jer kad je t slobodna
promenljiva x , P2” postaje P1’,

l.2, GENERALIZACIJA OSNOVNOG PRAVILA INDUKCIJE

U glavi II ,tad.3.2. navedene su opsSte definicije zamene,
kompozicije zamena, unifikatora i NOU za skup literala. Preci-
zirademo ih za formule teorije prvog reda.
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Definicija 1.

a) Skup zamenskih komponenti & = {tl/xl,...,tn/xn}
gd‘e Je’ xiixd Z3 i#d i nijed-na od promenljivih }tl,-.-,xn
ne ulazi u terme t. , i=l,..syn , 2z0Ve se zamensa .

b) Primena zamene 6 na neku formulu A znali jednovremeno
zamenjivanje svih slobodnih ulaZenja promenljivih X; U A
termima £,y i=ly..0yn

c) Formula AG¢ , dobijena primenom zamene 6 na A, je & -primer
FORMULE A, u oznaci A_ , ako su Termi T, zamene & slobodni
z8. promenl jive x; u formuli A, izlyeeeyn &

d) Zamens & je unifikator za formule A i B ako se ¢~-primeri
ovih formula poklgpaju., Pifemo: A _= B_ .

6
Ocevidno, za formule A i A unifikator je prazna zamena., Takodje,
ako u formuli A nema slobodnib promenljivih x; sadrZanih u 6 ,
onda Je_arﬁa .

STAV 1., Neka formule A i "\Bx(t) teorije K *zadovoljavaju
sledede uslove:
(i) Postoji unifikator 6 za formule A i Bx(O),tj. A _= (Bx(O))G.
(moZe se smatrati da promenljiva x ne ulazi u A, ni u ¢ )
(ii)Primenom zamene & na formule Bx(t) i Bx(g(zl,...,za)),
gde je g skolemova funkcija s argumenata i ZygeseyZg
sve slobodne promenljive u BX(O), dobijaju se 6-primeri
ovih formula, tJ. (Bx(t)-)s' i (Bx(g(zl’”"zs)))s' .

Tada se u bteoriji X* izvodi formula:
(Bx(S(le---szﬂ)))G. AN (131:(88(51""’2’3)))6‘ .

Dokaz. Saglasno sa definicijom 1, ¢-primeri formula A, Bx,(t) i

Bxfg(zl....,zs)) mogu se izvesti u-teoriji X*. Zapisom 1Bx(t)

obezbedjeno je da Je term t slobodan za x u B(x). Zato u teoriji
K * postoji sledeée i'zvodjenje:



l. A

2. 1B_ (%)

3'(131(17))6' & -primer formule 2 (uslov (ii))
4.(Bx(0))is 6-primer formule 1 (uslov (i) )

5' Bx(O)# (1B(x)=#(3x(g(zlg *eo0 ,'ZS))/\"BX_(SS(Z]_: .0 !zs))))
aksioma (4°%*) za B(x); ZyseeyZg SVe slobodne promenljive u Bx(O)

Se BxCO)#(—‘%t)#(Bx(g(zl,.--,zs))AﬂBx(SB(zli""zs))))
iz 5, zamena x—»%t , jer Je t slobodan za x u Bfx) .

7¢ (B2 (0)),=»((9B, (¥) ) =>((B(8(21 904925)) ) ACIB, (88(27504525))).))
& -primer formule 6

8e(By(8(Zys0ee335))) ACIB, (S8(2y500012,)))y 42 7,4 1 3 po MP

Na osnovu stava 1 formulise se sledele pravilo:
(pod uslovima (i) i (dii) )

U slucaju kad su A 1 IB_(¥) literali, unifikator & se moZe
odrediti po algoritmu unifikacije.

Primer 3. Dokaz reductio ad absurdum za teoremu formalne
aritmetike ¥x¥y(x+y = y+x) , primenom pravila P3,

le a+ D2 ¥D +a neg.i skol.date formule;a,b -skol.konst,
2e X + 0= 0 + X teorema

Zoa +t =g+ a 2 ilpoP3 za termdbi €=Jasx}

he, a + g'¥ g’+ & } g - skolemova konstanta (s=0)

5.(a + g)’=(g + a)’ 3, teorema t=r=pt’'= r’

Ge a + g'=(g + a)’ 5, teorema (t+r)’= t+r’i teoreme o jednakosti
7¢ 8°+ @ =(g + a)’ teorema t’+ r = (t+r)’

8, a + g'= g’+ a 6 i 7, teoreme o jednakosthd

9. kontradikeija 4 i 8 .

Pravilo P3 je uop3tenje osnovnog pravila (P27), jer kad Je
.AEEBKCO), onda je unifikator 6 prazna zamena, pa P3 postaje
osnovno pravilo.
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primedba. S obzirom da promenljiva x ne ulazi u zamenu 6 ,

6 -primer (B(x))s. je formula Bs(x), pa Jje 6 -primer (Bx(t))s.
formula B"’.x(ts') s Sledi, term t6 Je slobodan za X u Bs.(x) .
gada se stav 1 moZe preformulisati, a pravilo P> uprostiti, na
aledeéi nacin,

STAV 1. Neka formile A i'IBx_(t) teorije H* zadovoljavaju us-

love:

(i) Postoji unifikator 6 za formule A 1} Bx(o), te A?Béx(o)
(x ne ulazi u ¢ ),

(ii)primenom zamene & na formulu Bx(t) dobijs se §-primer
te formule, tj. Bex(ts) .

Tada se u teoriji ™ izvodi formulas

ng(S(zls-"izs))/nBG-x(sS(zl&"st))

gle 3U Z;4ee04%, SV slobodne promenljive u By _(0) i
g - skolemova funkcija s argumenata,. |

Dokaz. Saglasno definiciji 1, ¢ -primeri formula A 1 Bx(t) mogu
se izvesti u teoriji K*. Prema uslovu (ii) term t& Je slobodan
za X u formuli Bs(x). zato u teoriji A i"'pf.::.ﬁttct,j:i. izvodjenje:

le A

2,18, (%)

3.1Bsx(t6) ¢ ~primer formule 2 (uslov (ii))
4e Bg, (0) §-primer formule 1 (uslov (i) )

De Bﬁ'x.:(o) ?(135(1) -_-'—'?(Be-xcg(zlj ') ’zs) )A-‘Bsx(sg (zl’ e 153))))
aksioma (4°%) za formulu B (x); Zyyesyhg —SVe slob.prom.w Bsx(O)

5o Bs, (0)=(1B,_(£6) =p(Bg, (8(21y0012g) N Bs (S8(21500125))))
iz 5, zamena X—»t6 , Jer je t€ slobodan za x u Bg(x)
7 Bsx(g(zl,.q.,zs))AﬁBex(Sg(zl,...,za)) iz 6, 4 1 3 po MP .

Na osnovu stava 1’formulile se sledele pravilo:

P3’ A, 1 Bx(t) !‘F Bex(g(zl,...,zs))/\“lBs,x.(sg(zlﬂ“,zﬂ))
(pod uskovima (i) i (ii))

Kad su A i 'le(t) 1iterali unifikator & se mozZe odrediti po
algoritmu unifikacije. |



7a razliku od pravilalP3, argumenti skolemove funkeije g u
pravilu P3° su peomenljive iz Bex(O), dok u pravilu P3 zbog
orimene zamene 6, argumenti skolemove funkcije mogu postati
razni termi. Prednost pravila P3° nad P5 sastoji se u manjem
yroju argumenata u skolemovoj funkciji.
oravilo P3‘ je uopStenje osnovnog pravila (P2°), jer kad je
aEan(O), onda Jje unifikator & prazna zamena, pa P3’postaje
2% o |
Pravilo P3‘ se moZe dalje uopdtiti na sledeéi nadin.
3TAV 2, Neka formule A i 1B teorije X ¥zadovoljavaju uslov:
(1) postoji zamena 6 , takva da se na & -primere Ag i
1B, moZe primeniti osnovno pravilo, tj. Ao je oblika
F,(0) 1 "B je oblika IF_(t), term t je slobodan za
x u P(x).
Tada se u teoriji A" izvodi formula:
Fx(g(zl,...,zs))z\TEx(Sg(zl,...,zs))

gde 8U Zy4e.4,2_, 82>0, sve slobodne promenljive u for-
muli Fx(O) i g - skolemova funkcija s argumenata,

lokaze Na osnovu definicije 1, formule Fx(o) i'1FI(t) mogu
e izvesti iz formula A i 7B. Zato u teoriji X *postoji izvodje-

e A

1B |

. FX(O) 6 -primer formule 1 (uslov (1))
-.'lFx(t) 6§ -primer formule 2 (uslov (i))

o Fo(8(214000y2 ) )AVF, (88(25000y25)) 3 1 4 po P27

gde ZyseseyZg SU SVE slobodne promenljive u Ex(O) i
g Je skolemova funkcija 8 argumenata.

Na oshovu stava 2 formulise se sledeée pravilo:
4 A, 1B H* Fx(B(zlt"'153))/\1FK(S€(511"'sza))
(pod uslovom (i))
ko je FX(O) zatvorena formula,(s=0),onda pravilo glasi:
A, 1B l—-:;c——,_—- Fx(g) A"lFx(Sg) , gde je g nova skol.konst.

(pod uslovom (i))
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Pravilo P4 je uopStenje osnovnog pravila, jer kad su A 171B
oblika F_(0) i IF (%), zamena & je prazna, ps se P4 svodi na
P2’, Pravilo P4 je uopStenje i pravila P3” , jer kad je B
formula oblika B (t,) i formule P _(0), F, (%) oblika B, (0)y
"Bax(tlg) respektivno, onda je 6 unifikator za A i Bx(O), pa
se P4 svodi na P3°,

Specifidnost pravila P4 ilustrujemo na primeru formula na
koje se mofe primeniti. pravilo P4, ali se P3“ne moZe primeniti,
Primer 4. Neka je A: P(0,h(x),x)

1B: TP(£(F,2) W, £(04W))

gde je P - predikatski simbol duZine trij h,f -
funkcijski simboli duZine jedan, odnosno dvaj
X,7sZsW = promenljive.

Uzmemo li u svojstvu terma t term w ili term £(O,w) iz 7B,
onda za A i Bi(o) ne postoji unifikator, jer se O iz A ne
unificira sa £(y,z) iz B »
Uzmemo 1li u svojstvu t preostali term £(y,z), onda je Bx(o) |
formula: P(O,w,£(0,w)) , koja se ne moZe unificirati sa A iz
sledeéih razloga: skup neslaganja za A i B_(0) je B = {wsb(x)}
(o skupu neslaganja videti na str.38). Za skup B, algoritam
unifikacije (videti str.39.) generiSe zamenu €, = { h(x)/w } .
Za A6, : P(0,h(x),x) i (B (0))f : P(0,h(x),£(0,h(x))) skup
neslaganja je B, = {x,£(0,h(x))} « Kako promenljiva x ulazi
u term £(0,h(x)) skup B, se ne moZfe unificirati. Sledi, 2za
A i_Bx(O) ne postoji unifikator 6 . Zato se na formule A i 1B
ne moZze primeniti pravile P3°.
Medjutim, ako na A i 7B primenimo sledeu zamenu

6 = {0/y,0(0)/W,0/x,0(0) /2 §
dobijamo © -primere

" Ag: P( O ,L,Dbh(0), O )
TBg: VP(£(0,1h(0)), B(0) 5 £(0,1(0)))

Ako sa F(x) oznadimo formulu P(x,h(0),x) , onda se formule Ag
i 7B mogu oznaliti F_(0) i 1Fx(f(0,h(0))), respektivno. Zato
se na A i 1B mo¥e primeniti pravilo P4 , 3to daje formuwiu:

P(g,h(0),8)ATP(Sg,h(0),8g) , & Je nova skol.konste
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U sludaju kad su A i IB literali zamena 6 se moZe odrediti
po p&%bnom algoritmu koji je uopstenje algoritma unifikacije,
(videti, u daljem tekstu, algoritam za odredjivanje zamene,
Stre87,) |

1.3 PRAVILO INDUKCIJE ZA CLANOVE DISJUNKCIJE

STAV
Neka su Dlz AV Cl i 112: 1B V 02 formule teorije H*
koje zadovoljavaju sledeéi uslov:
(i) postoji zamena & takva da se njenom primenom na D,
i D, dobijaju 6-primeri oblika Dyg: F (0) VG i
326='1Fx(t) v 026.,(term t je slobodan za x u F(x)).

Tada se u teoriji X* izvode formule:
Fx(g(zl’nii'zs)) V Clsv 026 i -‘?x(sg(zl’-ili,zs)) v Clsv 025' b ]
gde su ZigeeoygZgy 820, sve slobodne promenljive u formuli

F, (0), a g skolemova funkcija s argumenata.

Dokaz. Na osnovu definicije zamene € i ¢~-primera (def. 1l.),
& -primeri farmula Dl i L’n2 mogu se izvesti u teoriji U'C". Zato
1 teorl.j:\.x postojli sledede 1zvodjen;]e'

L.'101==?A - formula D, zapisana pomodu implikacije
26 10, =1B ~ formula D, zapisana pomodu implikacije
5 TCyNICH,=pAAB 1l i 2, tautologija

e 1016,/\1026_=-.;,F (o)/\"l];' (t) ©-primer formule 3 (uslov (i))

Je Fx(o)AjFx(t)# Fx(g(zl’ voo 135))A1Fx(88 (zlt oo 155))

teorema iz koje je izvedeno odnovno pravilo P27; ZysessyZg
su sve slobodne promenljive u.Fx(O); g -~ skolemova funkcija
8 argumenata.

de 1016./\'1026,=7F (g(zl,-u,z ))A F (Sg(ﬁ ,...’Z ))

4 i 5 tranzitivnost implikacije

| iz 6, tautologije
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Na osnovu stava 3 formuliSe se sledede pravilo:

(pod uslovom (1))

Posebno, kad Ag (tJ. Fx(o)) ne sadrzi slobodne promenljive,s=o,

pravilo glasi:

.wcl,‘leczﬁ Fx(g)vclsvcge » VB (Sg)VClEV(st
(pod uslovom (i))
gde Jje g nova skolemova konstanta.

Pravilo P5 je uvop3tenje pravila P4, jer kad u formulama

Dy i D, ne postbde ¢l anovi 01 i 02 s onda se PS5 svodi na P4,

Kako je P4 uopsStenje pravila P2; sledi PS5 Jje uopitenje osnovnog
pravila P2’, | | |

1.4, PRIMERT DOKAZA REDUCTIO AD ABSURDUM PRIMENOM FRAVILA PS5

Primer 5, Dokaz teoreme ¥x¥y(x + ¥y = 3y + x) u formalnoj

aritmetici., Dokaz se oslanja samo na teoreme koje se
dokazuju bez indukcije.

l., a+b # b+a negacija date formule; a,b - skol., konst.
2¢ 29y V 240=y teorema (dokazuje sg bez indukeije)

3¢ af0+a V a+g=g+a iz 2 i 1 po PS5 za term b

4, afO+a V a+g’7(g'+a} 6 ={a/z,(0+a)/7} ; Cy 24y 3 C, ne postoji
5 0=0+0 teorema (dokazuje se bez indukeije)

6o h=O+h V a+g=g+a iz 51 3 po P5 za terma; 6 = @ ;
7. W'¥O+h’ V a+gmg+a h - nova skolemova konstanta

8. h'=(0+h)‘V a+g=g+a iz 6, teorema t=r =>t’= 1’

9, h’=0+h’V a+g=g+a iz 8, teorema (t+r)’= t+r’
10, a+g=g+a iz 7 1 9, tautologija (pVq)A (1pVq)=>q
11, a+g°¥ g%+ a koraci 6~9 za 4 umesto 3-u koraku 6

12, a+g’= g+a’ iz 10, teoreme koriSéene u koracima 8 i 9
13, x+0°= x’+ O teorema (dokazuje se bez indukcije)

14, g+a’f g’+ a iz 12 i 11, teorema (tarA tys) =>ris

15.
16,
17

-

giwi= g%+ w iz 13 i 14 po P5 za term a
g+w’ o E'+W'} 6={g/x} ; w - nova skolemova konstanta
g+w’’= g’+w’ iz 15, teoreme koriSdene pod 8 i 9

oy - 3 B |
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primer 6., Dokaz teoreme ¥x¥y(x’+ y = (x+y)’) u formalnoj aritm.

l. a’+b #(a+b)’
2e X+0 = X

3, X +0=x’

4o (x+0) =x”

50 X +0=(x+0)’
6. a’+g=(a+g)”’
7o a'+8 ';‘(a+g" )M

j

8. (3.’-!-8) ;-(a_i_g)c; _

9, a’+g’=(a+g’)’
10 kontradikecija

negacija date formule; a,b =-skol.konstante
aksioma
teorema t+0=t za term x°

. iz 2, teorema tar=>%t"= p’

iz 5 1 4, teorema i=r Asa=r =pt=s
511 po P> za term b; 6= {a/x}
g - nova skolemova konstanta

iz 6, teorema tar =pt’= r’

iz 8, teoreme (t+r) =t+r’ i t=r Ar=s =p t=s
 C=r—pr=t
719 .

Primer 7., Dokaz teoreme ExVyEz((x+y)+z = x+(y+2z)) u formalnoj

aritmetici.

l. (a+b)+c ¥ a+(b+c) negacija date formule;a,b,c =-skol.konst,

2e (X47)4+0 = x4y
%2e JiO0 = ¥
4, x+(y+0) = x+y

teorema t+0=%
~ ii -
3, teorema tar=ps+t = s+

S5¢ (X+7)40 = x+(y+0) 2 i 4, teoreme o jednakosti

6. (a+b)+g = a+(b+g)

5ilpo PS5 za termec ; 6= a/x,b/y}

7. (a+b)+g’H a+(b+g’) 4 g - nova skolemova konstanta
8.( (a+b)+g)i=(a+(b+g))’ 6, teorema t=r =pt’= r’
9. (a+b)+g’= a+(b+g)’ 8, teorema (t+r)’at+r’ i teoreme o jedna-

10, (a+b)+g’= a+(b+g’) 9, - ii -

ll. kontradikeija

kosti

7 110 .,

Primer 8. Nekarsu aksiome:
X<y =< z=px<2)

X <X
X$X

XLJ=>X$7T
AL (0) =p(¥y (A, (7) =pA (V7)) =p¥xA(X)).

Dokazademo ¥x(0X) .



71

l. 1(0O<ga) - negacija date formule; a skol.konst.,
2¢ X<Y=p(y<2=%x<2)

3¢ Xx<X°

4, x<x aksiome

D¢ XY= XY |

6. 058 } : 4 i 1 po PS5 za term a; 6= {0/x}

7. Wosg”’) g - nova skolemova konstanta

8. W xgy)=>1(x<y) 5, kontrapozicija

9. W0<g")=p(0<g’) 8, © ={0/x,8"/y]}
10. 1(0<g”’) 7 i9poMP

11, 0<g,” } | 3 i 10 po PS5 za term g ; & = {0/x}
12.1(0*<si') gy - nova skolemova konstanta

13, 0<gi'=p(gi<z=po<z) 2, @ ={ 0/x, &1/} .
14, g1<z =>0<3 11 1 13 po MP

15.’1(0<z)=:>'1(gi< %) 14, kontrapozicija o

16. (0< gy )=p1(87<8y") 15, - o @ ={gl’/x}
17. gy <81") 12 i 16 po MP

18. g1<8y° 39 © = {81/x}

19, kontradikcija 17 1 18 .

2+ POTPUNOST PRAVILA INDUKCIJE

U tad, 1l.2. i 1.3, dokazano je da su pravila P3,P3”,
P4 i PS5 uopStenja osnovnog pravila P2’ i da je osnovno pravilo
P2’ uopstenje pravila Pl1”. |
Korektnost uvedenih pravila sledi iz stavova 1,1°,2 i 3 - pri-
menom pravila na teoreme teorijeOf*Lizvode se teoreme teorije
X*1),
Dokazacemo potpunost pravila P5 u smislu izvodjenja u teoriji
FH*, Dokazi potpunosti ostalih pravila izvode se analogno.

1) Aksiome teorije A ™ odredjene su skolemizacijom aksioma
teorije X . |
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STAV 4. gtavy potpunosti

Neka Jje A skup sopstvenih aksioma i T* skup teorema
teorije prvog reda X" xoja sadrii formulu (4°%) xao
sopstvenu shema-aksiomu indukeije.

Ako Je Tp skup teorema koje se izvode iz skupa aksi-

» _
oma -ﬁl = .ﬂ* ™~ { J\ Jd je formula (4"’)} kad ge skup

pravila izvodjenja teorije X* prosiri pravilom PS5,
onda je "l'p -T", |

Dokaz. Kako je PS5 uopitenje pravila P1l°, svaka teorema koja
ge izvodi primenom pravila P1” moZe se izvesti primenom pravila
P5. Zato je dovoljno dokazati da stav vazi za pravilo Pl’.

Primenom pravila P1’ na formule A _(0) i TA(x) izvodi se
formula Ax(g(zl,..;.,zs))/\'lxx(Sg(_zl,...,za)_) s Pa se na
osnovu stava dedukcije moze izvesti aksioma C3 T

A, (0)=p (_1A(x) =>(g(g( ZyyeessZg) IATA (SE(2Z 400 1Z5))))e

Sledi, P5 je potpuno u smislu izvodjenja u teoriji x* .

Valjanost dokaza reductio ad absurdum primenom P5 u
teoriji X" za teoreme teorije prvog reda H , utvrdjuje sledeéi
STAV 5.

Neka je B zatvorena formula neprotivredne teorije prvﬁg
reda sa indukcijom A . Neka je S skup sopstvenih aksioma
teorije X . .
Formula B je teorema teorije akko se u teoriji X" iz
koje je iskljudena aksioma indukeije (4’“) i koja Jje
prosirena aksiomom ("lB)is ,1z primenu pravila P5 moZe
izvesti kontradikcija, tJ. .

A =B akko A} , (BLan e L

(formula (1]:3',)aiE jeo skolemizirana negacija formule B).

Dokaz. Neka je formula B teorema teorije K .
Kako je H neprotivredna teorija, iz skupa aksioma . teorije XK
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prodirenog aksiomom 1B izvodi se kontradikcija, tj. teorija &
proSirena aksiomom 1B je protivreéna. Na osnovu Druge E-teo-~
reme (videti tad. l.l. str.59.) protivreéna Je i teorija koja
ge dobija prosirivanjem teorije X" aksiomom ('IB)“ « Kako Je
pravilo PS5 potpuno u smislu izvodjenja u teoriji X* (potpunost
je dokazana u stavu 4 nezavisno od ostalih aksioma u X*),
sledi da se aksioma indukcije moZe iskljuditi iz prosirene te-
orije J*® i uz primenu pravila P5 moZe se izvesti kontradikci-
Jae |

Obrnuto, neka se u teoridi.gr'} iz koje je iskljudena aksioma
indukcije 1 koja je prosirena aksiomom (13)5 ¢ UZ primenu
pravila P5 moZe izvesti kontradikcija. Na osnovu Druge & -teo-
reme i korektnosti pravila P5, protivrefna je i teorija JC pro-
irena aksiomom 1B, Kako Jje X neprotivredéna, sledi formula B
je teorema teorije M.

NAPOMENA Uvedena pravila indukcije mogu se primeniti i u
teorijama prvog reda koje medju sopstvenim aksiomama ne sadrie
gshema-aksiomu matematicke indukcije, ali koje ukljucuju mate-
matidku indukeiju., Takva je na primer, teorija dije su sopstve-
ne aksiome odredjene Sistemom (A) Hilberta i Bernajsa [67],str.
322 1 330, | |

%, PRINCIP ORRATNE INDUKCIJE U NEFORMALIZOVANIM
DOKAZIMA REDUCTIO AD ABSURDUM

Aksioma indukcije moZe se zapisatli u obliku

A, (0)=> (A xA(x)=pAF (A, (FIATA,(S7))) | 2°)

Formula (2°) do na prebrojiv skup svojstava formalizuje sledeéi
rinci obratne indukcide:

Ako prirodan broj 1 ima svojstvo P i postoji prirodan
broj m koji nema svojstvo P, onda postoji prirodan broj
k kXoji ima svojstvo P, takav da (k+1) nema svojstvo P .
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Jednostavno se uveravamo u "“prirodnost" ovog principa i u
moguénost njegove primene u neformalizovanim dokazima re-
ductio ad absurdun,

Takav dokaz podinje sa: Postoji prirodan broj m takav da~1P(m),
§to se dobija iz pretpostavke da nije ¥nP(n), n prirodan broj,
tj. da tvrdjenje ne vaZi. Kad je dokazano P(1), iz P(1) i TP(m)
prema principu obratne indukcije izvedi se P(k) i TP(k+l), za
neki prirodan broj k , pa se iz toga izvodi komtradikcija.
Princip obratne indukcije daje moguénost da se kontradikecija
izvede na osnovu P(1l) i P(m) bez prethodnog izvodjenja ¥nP(n).

Primetimo da je princip obratne indukcije varijanta
principa najmanjeg brojal):

Ako postoji n da je Q(n), tada postoji najmanji n

da je Q(n), tj. u formalnoj aritmetici:

= 3xA () =2 Ay (A (F)A¥2(2< 7 =14, (2)))

Primer 9. Neka je P(n): 2+4+e.++2n = n(n+l) « Redukcijom na
apsurd dokazademo: za svaki prirodan broj n vazi P(n).

Neka tvrdjenje nije tadno. Tada postoji prirodan broj m
da TP(m)., Kako je P(1l) tadno, jer 2+1=1.(1+l), prema principu
obratne indukcije iz P(1) i 7P(m) sledi da postoji prircdan
broj k takav da je P(k) i 1P(k+l), tJe 2+eee+2k = k(k+l) 1
2+e0e+2k+2(k+l) o (k+1)(k+1l+1l)e Sledi, k(k+1)+2(k+1l)#(k+1)(k+2),
pa (k+1) (kx+2) o (k+1)(k+2) 8to je kontradikcija. Dakle, dato
tvrdjenje je taéno,

Primer 10, Neka je P(n): Ako je A prebrojiv skup, onda Je A"
prebrojiv skup, n prirodan broj.
Dokazademo: ¥nP(n),
Pretpostavimo da tvrdjenje nije tadno. Tada postoji prirodan
broj m da TP(m) . P(1) Je tacéno, Jer al = A je prebrojiv skup.
Iz P(1) i 7P(m) prema principu obratne indukcije sledi da posto-

ji prirodan broj k da je P(k) i TP(k+l), tj. da je skup AF pre-

brojiv i sknp_Ak+1 nije prebrojiv. Kako Je Ak+l = Ak*x A 4, PO

definiciji direktnog proizvoda skup Ak x A je prebrojiv, pa Je
Ak+l prebrojiv, Sto je kontradikeija. Time je dato tvrdjenje

dokazanoe.

1) Ovo je primetio dr Zarko Mijajlovié .
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"GLAVA IV
MATEMATICKA INDUKCIJA U MEHANIGKOM DOKAZIVANJU TEOREMA

SadrZaj ove glave posveéen je razradi metoda i pravila
za mehanic¢ko dokazivanje teorema u teorijama prvog reda koje do-
puétadu primenu matematidke indukecije. Na osnovu izloZenog u gla
vi I i rezultata glave IIT, uvodi se pravilo indukcije koje uz
rezoluciju omoguéuje mehaniko dokazivanje teorema metodom pobi-
Jjanjae.

1. O REALIZACIJI MATEMATICKE INDUKCIJE U MEHANICKOM DOEAZIVANIU

Na osnovu teoreme o rezoluciji (videti str.41) neza-
dovoljivost konadnog skupa sastavaka S moe se utvrditi konad
nom primenom pravila rezolucije. Zahtev da polazni skup sastava
ka S bude konacan, predstavlja ograniéénje za primenu rezoluci]
ske procedure pobijanja na teorije sa shema-aksiomama. Za takve
teorije rezolucijska procedura mo¥e se primeniti samo pod poseb
nim uslovima, U opitem sludaju, uvode se dopunske tehnike ili
nova pravila. |

l.1. DOVOLJNI USLOVI ZA REALIZACIJU MATEMATICKE INDUKCIJE
REZOLUCIJSKOM FROCEDUROM POBIJANJA

- @) Neka je A teorema teorije prvog reda X sa indukcijom.
Kako je svake izvodjenje teoreme A u teoriji X konadan niz for
mula teorije J( , aksioma indukeije u tom nizu pojavlijuje se
najvise konadan broj puta i to svaki put u vidu neke konkretne
formule, |
Ako su za formulu A unapred poznate sve konkretne aksiome induk
cije, dovoljne za njeno izvodjenje, onda je skup sastavaka S
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dobijen od konkretnih aksioma indukcije, ostalih sopstvenih
aksioma teorije X i negacije formule A , konadan i nezadovo-
1jive. Prema teoremi o rezoluciji nezadovoljivost skupa S5 mo-
ze se utvrditi konacénom rezolucijskom'procedurom. S obzirom
da ne poznajemo opSti postupak po kojem se na osnovu date
formule A unapred mogu odrediti sve konkretne aksiome induk-
cije koje su dovoljne za izvodjenje formule A, navedeni uslov
je zadovoljen kad je red o mehanidkoj proveri postojeéih doka
za, Na taj nadin mogu se otkriti aksiome ili teoreme koje su
suviSne, kao i nekorektnosti u postojeéim dokazima,

' b) Neka jo H teorija prvog reda koja sadrZi konalan broj
sopstvenih aksioma i shema—aksiomu matematilke indukcije. Neka
Je ~7fi_ podteorija koja sadrZi sve sopstvene aksiome teorije
H osim aksiome indukcije. |

Lema 1. Formula A(x) je teorema teorije A skko formule
A (0) i ¥y(A, (37) =pA_(8y)) su teoreme teori:je:"C st

F5c A(x)  skko |= A (0) A¥y(A,(7) =>4, (57))

Dokaz. Ako je |z A(x) , onda u teorijiX postoji izvodjenje:

l. A(x) teorema

2. ¥xA(x) 1, GEN ,

Je #x.ﬂ.(x):Ax(O) logidka aksioma .

4, ¥xA(x)==7Ax(y) - 1ii - (y ne ulazi u A(x))
5 ¥xA(x) =pA (Sy) - ii - -ii -

6. A,(0) 21 3poMP

7« A (¥) 2 il4 po MP

8. A (Sy) 2 i 5 po MP

9. Ax(y)==?Ax(S?) 7 i 8, logidka aksidma_p:p(q=§p) i MP
10, ¥y(A,(7)=pA, (SK)) O, GEN .

Obrnuto, ako je }?- AX(O)_ i l—,TVTJ'(Ax(y)"—"?ﬁ(SY))a

onda se u X iz aksiome indukcije pomoéu MP izvodi ¥x A(x),

pa Je "fﬁ(x) .
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Za bilo koju teoremu A{x) teorije X u odnosu na podteori~
Ju .7('1 koja ne sadrzi aksiomu indukcije, postoji tacno jedna
od moguénosti:
(1) bz A(x)
(2) }___. AX(O)A Vy(Ax(Z?) =p>A_(8y)) i A(x) nije teorema u -711'

gde je x neka od promenljivih u formuli A
(3) AL(O)A ¥y(A_(y)=>A,(8y)) i A(x) nisu teoreme u X, ni za

koju promenljivu u formuli A .

Neka su Ti skupovi teorema teorijex koje zadovoljavaju (i),
i=1,2,3. Teoreme teorije* koje ne sadrie promenljive ukljudujm
se ili u skup Tl’ ili u skup '1!3 . Tada Je

Am wg 1 \Jm, =0
T im1 1

gde je T skup ‘beorema ’ceorlaex

Teoreme iz Tl mogu se dokazati rezolucijskom procedurom pobijanja,
jer je skup sopstvenih aksioma teorije 7('1 konadan .

Za teoreme iz T3 neposredna primena rezolucijske procedure ne
dovodi do rezultata, s obzirom da skup sastavaka koji poticu od
aksioma teorije V£, nije dovoljam, a skup sastavaka koji poti-
¢u od aksioma teorije ¥¢ nije konadan. |

Teoreme iz skupa T2 mogu se dokézati primenom rezolucijske pro=-
cedure pobijanja, jer vazi sledeci gtav.

STAV 1.

| Neka je S konadan skup sastavaka odredaen iz sopstvem.h
aksioma neprotivredne teorije in 1 negacije zatvorene
formule A_(0) A¥y(A (¥)=>A,(Sy)) , gde je A(x) formula
teorije X' ., Teorija X osim aksioma teorije X sadrii
shema-aksiomu matematilke indukeije. Tada,

S Je nezadovoljiv akko formula A(x) pripada skupu 'I‘1UT2 .

Dokaz. Ako je S nezadovoljiv, onda s obzirom na neprotivredénost

teorije J, sledi da je FEAxCO)A“F(AxCY>=>Ax(937))’ pa je
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Obrnuto, ako je A(x)e TlUTE s onda je (i) A(x)eTl ili (ii)A(x)eTeu

(1) IZ‘EE-A(x) s Da osnovu leme 1 sledi
4
e A(O)A ¥y (A, (7)=»A, (7)) »
pa je s obzirom na neprotivrecnost teorije X, , skup sasta-
vaka S nezadovoljiv.
(i1) Iz A(x)€T, , na osnovu definicije skupa T, Je

bt 4, (0A R (A, (1) =>A,(59))

pa Jje skup sagstavaka S nezadovoljive

Kako je S konalan skup, nezadovoljivost se moZe utvrditi
konaénom rezolucijskom procedurom. Prema tome, za A(x)e T, ili
A(x) &€ T, postoji konadno pobijanje zasnovano samo na rezoluciji,

U opstem sluEaju,'za datu formulu A(X) nije unapred izvesno
da li pripada skupu Tlu ‘1?2 . .u:o_ A(x)e T3 s 1li nije teorema
teorije A , rezolucijska procedura ne zavrsava rad na praznon
sastavku. | |
Medjutim, ponekad (na primer kad je red o mehanidkoj proveri
postojeéih dokaza) moguée Jje polazni skup sastavaka S formirati
tako da osim sastavaka koji potidu iz sopstvenih aksioma teorije
Jﬁfl , S sadrZi i sastavke koji potidu od nekih teorema teorije
K, takvih da se ukljudivanjem u S i sastavaka negacije zatvo-~
rene formule &(0)/\23(&(3):7&_:(83)) dobije konadan nezadovo~
1jiv skup sastavaka. Primetimo da se upravo na toj esnovi reali-
zuju neformalizovani dokazi. matematidkom indukecijom, zasnovani
na dokazivanju baze indukecije P(1l) i induktivnog koraka
P(kx)=>P(k+1), k€N . Zaista, u dokazu baze indukeije ili induk-
tivnog koraka koriste se razne poznate teoreme, medju njima i
one koje su (ranije) dokazane matematikom indukcijom.
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Primer 1. Mehanidka provera dokaza teoreme ¥x¥y(X+y = y+xX)

Se

primenom rezolucijske procedure pobijanja, na osnovu sle-

- deleg polaznog skupa aksioma i teorema formalne aritmetike:

X=Xy =P (xl X5 =P xzuxg aksioma

(xy+x5) 7= X, + x5 teorema (dokazuje se bez indukcije)
Xy =X =P xi- xé aksioma

(xy+%5) ‘= x{+x, teorema (dokazuje se indukcijom)
X,+0 = O+x, teorema (dokazuje se indukcijom)

Neka je A(y) ozhska za formulu X+y=Y+X. Tada Je
%(O)sz(Ay(z)_—,»Ay(z’)) formula:

(Xx+0=0+x)A ¥2(X+222+X =>X+2’= 2°+x) . U polazni skup uklju-
cujemo formulu:

T EX((X+0=04+xX)A ¥z (x+2=2+X =>x+2 = z274X))

Iz formula_l-s odredjuje se s.ledeéi skup sastavaka S:
20 (x1+x2)f- X, + xé
Do X ¥Xy V X7=x5
' ! 4 ' 4
4 (xl+x2)“- x1+32-

5e x1+0 = O+ | |
6 a+0¥0+a V a+bmb+a

xl- |
iz formule 6§ a,b - skol.kons?t.

7¢ a+0F0+a ¥V a+b’y b +a
Primenom binarme rezolucije iz sastavaka 1-7 izvodi se prazan

sastavak: . |

8e at+b=baia | 5,6 R (rezolucija)
9. a+bh b+a | 5,7 R
10.(a+b)’=(b+a)’ 3,8 R

1l. x;#a+b°V x,#b+a 1,9 R

12, (a+D)#xz V (b+a) =x; 1,10 R

13, (b+a) ‘#b’+a ¥ (a+b) ¥a+b’ 11,12 R

14, (a+b) ¥ a+b’ 4,13 R

15, 0O (prazan sastavak) = = 2,14 R
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1.2+ REALIZACIJA MATEMATICKE INDUKCIJE PO JL.DARLINGTON-u

U radu J.L. Darlingtona [32] , uvodi se posebna
tehnika f-svodjenja (f-matching technique) koja se uz rezo~
luciju koristi za dokazivanje teorema u teorijama sa Jedna-
kosnom supatitucijoﬁ i matematic¢kom indukecijom,

Tehnika f-svodjenja primenjuje se u slufaju da se u po-
laznom skupu sastavaka nalaze sledeéi sastavei koji predstav-
ljaju aksiomu jednakosne supstitucije (1), odnosno matematid-
ke indukcije (2) 1 (3):

(1) x£y ¥ 2(x) V £(y) |
(2) 3£(0) V £(gx) ¥V £(x) gde Jje gx skolemova funkecija,
(3) 1£(0) Vv 1£(Sgx) V £(x) & Sx je sukcesor za X

Funkcija £(x) je funkecija drugog reda Jednog argumdnta, kojom
se predikatski izraz predstavlja kao funkcija ne samo svojih
globodnih promenljivih, veé kao funkcija ma koje (pravilno iz-
gradjene ¥ formule ili terma koje sadr?i, ili kao funkeija ma
koje formule ili terma koji se mogu unificirati sa (pravilno
izgradjenom) formulom ili termom sadrzZanim u izrazu. Na ta]
aadin, funkcija £(x) je generalizacija poJjma iskazne funkcije.

Demonstrirademo primenu f-tehnike prema [32],

Yeka su dati sastavei: o

(1) x#y ¥ 2(x) V £(3)

(4) ocezx=z
2de .. posludnji predsfavlja zapis leve neutralnosti u grupi.
Rezolucijom (&) 1 prvog literala iz (1) generise se zamena
O = {.e2/x 4 2/y} 1 izvodi se rezolventa: Tf(.ez) V £(z) .
f~-tehnika omoguéuje svodjenje (4) sa drugim literalom iz (1)
na sledeci nacdin:

x iz f(x) moZe se unificirati redom sa:_;ez ' @ 9 %2 4 2 (dru-~

go ulaZenje), pa se generilu sledele zamene:

94 = { .ez/x , (Q'Z)/TCQ):} o, = fe/x 5 (sq2z=2)/£(q)}
93 - { Z/X (.eq=z)/f(q)}- Oy = f{z/k R (.ez=q)/f(q)}.
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pPrve komponente ovih zamena odredjuju term kojim se zamenjuje

argument od f , dok je druga komponenta pseudo-zamenska. Njome

se odredjuje predikat kojim se zamenjuje £(q), pri demu gq

markira mesto u predikatu na kojem se nalazi argument od f .

Navedene zamene omoguéuju generisanje sledeéih rezolventi:
0ZAY V yaz za- 8y 3 e#y V y2Z=2 za o,

ZAY V .ey=z za 85 3 24y V .e22y za Q, .
Rezolvente su "mormalni" sastavei u.tom smislu 3to ne sadrze f.

Uvodjenje sastavka (1) kao aksiome jednakosne supstitucije
opravdava se u [32] moguénoséu generisanja primenom f-tehnike
svojstava refleksivnost, simetrinost i tranzitivnost jednako-
sti u grupi. '

Uvodjenje sastavaka (2) i (3) u svojstvu aksiome matematid
ke indukcije opravdava se u [ >2] moguénoséu izvodjenja, prime-
nom f-tehnike, jedinidnog sastavka oblika f(x) iz dva sastavka
oblika £(0) 1 If(x) Vv £(Sx)

Uz primenu metode pobijanja dokaz za F(x,b) na osnovu F(0,b)
i TF(x,b) V F(Sx,b) u [32] ovako izgleda:
Primer 2,

1. 3£(0) V £(gx) V £(x)

_ ~aksioma indukcije
2. 1£(0) V £(Sgx) Vv £(x) - | |

o F(O,b) | ’
4 TF(x,b) V F(Sx,b) -
5¢ T1F(a,b) negacija formule ¥xF(x,b); a - skol.konst.
6e F(gx,b) V F(x’b) 1y 'f-tehnika ; O = {F(Q;E’)/f(Q)}

7+ TF(Sgx,b) V F(x,b) 2,3 f-tehnika ; @ = §PF(q,b)/£(q)}

8. F(ga,b) ~ 546 R (rezolucija) ; 0 = {a/x}

9« TF(Sga,b) 5,7 R ; © = {a/x}
10, F(Sga,b) 4,8 R ; © = {ga/x}
11, kontradikeija 9,10 R

Nave3éemo jod jedan primer iz [32].



Primer 3. Dokaz primenom f-tehnike za teoremu:
 (x<0)=p(Sx = 0V Sx<0) |
u Sistemu (B) Hilberta-Bernajsa ( [67],str.335).

le. T(x<x) aksioma u Sistemu (B)

2 W(x<y) V Y(y<z) V x <z sastavak odredjen iz aksiome
: X<YJAJ<2z=>>X< % Sistema (B)

3 x<Sx aksioma u Sistemu (B)
4e 1£(0) V £(gx) V £(x)

aksioma indukcije
S5¢ £(0) V IL(Sgx) V £(x) |

6 &<K0 sastavel odredjeni iz

7. Sa £ O negacije date formulé;

8. 1(Sa <0) | ~ a - skolemova konstanta

9, a<gx V a<x 4,6 f-tehnika ; @ = § (a<q)/f(a)}
10, 1(a<Sgx) V a<x 5,6 f-tehnika ; - ii »

11, a<ga 1,9 R 3 9= Ja/x]

12, 1(a<Sga) 1,10 R ; - ii -

13, 1(ga<z) V a< s 2,11 R s ©={a/x , ga/y]}
14, a<Sga | 3413 R : O = iga/x s Sga/z }
15, kontradlkc:t.aa 12 14 R

Pr::.metlmo da sastavci ‘7 i 8 ne udestvuju u izvodjenju kontra-
dikcijee Ustvari, navedeni dokaz Je dokaz i za teoremu T(x<0).
U navedenom primeru f-tehnika se primenjuje samo na jediniZne
sastavke - literale . To vaZi i za ave ostale primere navedene
u [32] . © slucaju kad se pojavljuje nejedinidni sastavak, kao
na primer, X=y V x<y , u [32_] se za primenu f-tehnike uvodi
novi predikat, xgy de x=y V X<y 4 Pa s8e sastaveci dobijeni
iz takve definicije ukljuduju u polazni skup sastavaka.

Za fTestiranje h_ove f-tehnike, prema navodu u [32] s ONna Jje
ugradjena u COMIT program za dokazivanje teorema napisan u In-
stitutu za instrumentalnu matematiku u Bonu, i realizovana na
racunaru IBM 7090 .
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l.2ele Nedostaci f-tehnike, Pravilo paramodulacijes,

Osnovni nedostatak ovog prilaza je prisustvo aksioma
(1)y(2) 1 (3) u polaznom skupu sastavaka. One ne samo 5to pro-
siruju osnovni skup i doprinose poveéanju dmZine dokaza, nego
omoguéuju generisanje i nepotrebnih sastavaka iz kojih se dalje
generisu novi nepotrebni sastavci. Time se prosiruje i "zamag-
ljuje” prostor traZenja dokaza, Sto negativmo utide na efikas—
nost metode,
Na primer, ( [158], str.210) neka iz P(a) i a=b treba izvesti
P(b)e. Primenom f-tehnike dobija se sledeée izvodjenje:
1o XAY VUE(x) V f(y) aksioma

2. P(a)

5« a=b R

4. aFy V P(y) 1,2 f-tehnika ; @ = fa/x , P(q)/£(q)}
5- P(b) 3'34 R

Prirodnije bi bilo ne 1zvod1ti formulu_pod 4 , veé pomoéu
posebnog pravila izvodgenja dobiti kbtadéi dokaz za P(b) nepo-
sredno na osnovu P(a) i a=b ,

Kad je red¢ o teorijama sa jednakoséu navedeni nedostaci su
otklgnjeni uvodjenjem pravila paramodulacije (Robinson,Wos [174]).
Pravilo paramodulacije omoguéije izvodjenje bez pozivanja na
shema-aksiome jednakosti. Navodimo prema [158] str.213 , formu-
laciju pravila'paramodulacijez

Iz sastavaka Dyt P(t) V C1 i Dyt Tas ¥V Cs 9 koji ne
sadrie zajednlcke promenljive (gde su C, 1 C, sastavci,
r is termi, a P(t) literal koji sadrZi term t) pod
uslovom da postoji NOU 6 za t i r , izvodi se tav.
binarni paramodulant sastavaka Di i D2=

gde Ee[séﬂ oznadava rezultat zamene Jednog ulaZenja
terma t6 u P, termom s6 .



Kao posledica redenog, javlija se pétrnba i za pravilom
indukcije koje bi , po analogiji sa pravilom paramodulacije,
omoguc¢ilo izvodjenje bez pozivanja na shema-aksiomu indukcijeo.
Takvo pravilo uvodimo u sledeéem odeljku.

2, PRAVILO INDUKCIJE U ANICKOM DOKAZIVANJU TEOREMA

Pravilo indukcije koje ovde uvodimo omogucuje da se
sastavei koji potidu od shema-aksiome matematicke indukcije
eliminisu 1z polaznog skupa sastavaka. To bslobadja od rada sa
proizvoljnom formulom (formulskom promenljivom) koja figurise
u aksiomi indukcije, doprinosi smanjivanju broja generisanih
sastavaka i skradivanju dokaza., U izlaganju koristimo pojmove
i rezultate navedene u glavi II i glavi [II ovog rada. H

Na osnovu pravila P5 (glava IIL , str.é69.) formuliSe se
slededée pravihlo indukcije za mehanicko dokazivanje teorema.

Pravilo binarne indukeci e (pravilo P):
Iz sastavaka P,V G ilp, ¥ G, (gde su P, 1 Py litersali,
C, i C, sastavei) koji ne sadr¥e zajednidke promenljive i

zadovoljavaju uslov: |
(i) postoji zamena & koja daje 6 -primere P;. i TPoq

oblika L_(0) i 7L (%) ,

izvode se sastavei:

I'xh(g(zl"""zs)) v clsv 028 i -‘Lx(sg(al,!I-’zs)) V Cls.v 026-
gde Jje g = skolemova fuﬁkcija s argumensta; ZqseeeyZg SVE
razlidite promenljive u literalu Lx(o); S - sukcesor .

PisSemo: | | |
P Plvcl ,1P2702 P— Lx(g (Zl, L AL Zs) )V013V026 ’111! (SE (zl’ oo ’ZS) )v
(pod uslovom (i)) VCq6VC0og,

Skolemova funkcija g koja se uvodi prilikom primene pravila P,
zavisi od literala u koji se uvodi, pa se za razlicite literale
uvode razlidite skolemove funkcije.
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U sludaju kad Lx(o) ne sadrzi promenljive,. g je nova skolemova
konstanta, pa se po pravilu P izvode sastavci:

Lx(g) V'016V'026 1 ‘1Lx(Sg) v 016v Cog *

Osnovnl problem za primenu pravila P u mehanidkom dokaziva;
nju teorema je odredjivanje potrebne zamene 6 o On se reSava
tako Sto se za to koristi modifikovani algoritam unifikacije.,
IzloZziéemo to u tadki 2.l1.

Neke prednosti primene pravila P u odnosu na tehniku
f-svodjenja [32], ilustruju slededi primeri.

Primer 4, Dokaz za ¥xF(x) iz F(0) i ¥x(F(x) =>F(Sx)) primenom
rezolucije i pravila P (F(x) - literal u kojem je x jedina

promenljiva),
l. F(0) |
2.,1F(x) V F(Sx)
2.1F(3) negacija formule ¥xF(x); a -~ skolemova konstanta
b, F(g) 1 i3 po pravilu P § g - nova skol.konst. |
5.13(38)} 6= @ ; Cy i C, ne postoje
6. F(Sg) 244 R (rezolucija)
7. O 5,6 R

Navedeni dokaz je za Setiri koraka kradi od dokaza u [32]
(uporediti sa primerom 2, str. 81.). U ovom jednostavnom primeru
neposredno je uoéljiva samo prednost u pogledu broja korisnih
sastavaka, dok je prednost u pogledu ukupnog broja generisanih
sastavaka ovde skrivena, poSto nismo razmatrali strategiju ge-
nerisanja sastavaka. .

Primer 5. Dokaz teoreme ¥x(0O+x=x) u formalnoj aritmetici.
lo X175, V Xy x5 V XpnXz

2e ylﬂya V’ylnyz aksiome zapisane u obliku sastavaka
3e Z+0=0 | (uzeli smo samo neophodne)

4, (2 +z2) = zl+z2 |

5 O + a ¥ a negacija date formule; & - skolemova konst,.
6o O+ B = g } 3 i 5 po pravilu P; 6= {0/2}; Cy 1 C, ne
7« 0+ g°# g° postoje; g -~ nova skolemova konstanta

8o(0 + g) = g7 2,6 R

O X,#0+g°V x,¥g" 1,7 R
10.(0 + g)’# 0 + g’ 8,9 R



~imer 6o Kompletan dokaz primenom rezolucije i binarne indukecije

za teoremu ¥x¥y(x+y=y+x) u formalnoj aritmetici (dokaz Jje nesto
duZi, Jer se polazi samo od aksioma, & ne i od teorema form.arit.).
e xlflxe \ x1¥x3 V' x2=x3

2e zl+0-z1 |

30 T17¥o V y7255 aksiome (samo neophodne)

5, zz+zg-(z2+z5)’ ' |

5. a+b # b+a negacija date formule; a,b - skol. konstante
6o zl+07('x5 V 232Xz 1,2 R |

7o 27229 2,6 R

8o Zy7%, V Xp=2, 7,1 R

9e 2727440 8,2 R

LOl (22'"53)’: 22+35 8’4 R
Ll.jzlﬂk3 V 2;+0=x; 9,14 R

124 (z +0)’= zi 243 R
L3 (z +0) #k '} zi=x3 12,1 R
Le Z 1=zl+0 - 15,10 R
L5¢ 2]+0=8,+0" 14,11 R uz preoznadavanje z, u 1l

6= {a/z, , (0+a)/x3}

e nova skolemova konstanta

6 = 1{0/21}

e nova skolemova konstanta

16 a¥O+a V a+g=g+a 5,11 P
17, a#O+a V g4+g’#g +a } 8
18, h=0O+h V a+gmg+a } 9,16 P
19« h’= O+h? V a+g=g+al h
200 h’=(0+h)’V s+g=g+a 19,3 R
21, (0+h)‘=h’V a+g=g+a 20,8 R |
22, (0+.h)'#fx:3 V'hf=x3 V a+g=g+a 21,1 R
23, h’=0+h’V a+g=g+a 22,10 R

t.'..l-tn CJle "aw

Uy A+ZIEHR ' 23,19 R

25, a+g’#g’+a koraci 18-24 u31majucl 17 umesto 16 u koraku 18
26, (a+g)’=(g+a)’ 24,3 R

7. (2+8) "#x5 V (g+a)"-x3 26,1 R

28, (g+a) ‘=a+g’ | 27,10 R

29. (g+a) #x3 V a+géx; 28,1 R

30, a+g ' =g+a’ 29,10 R

31, g+a’=a+g’ " 30,8 R

32, gra'#xz V a+g'=x3 30,1 R
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33. g+a#g +a 32,25 R

34, g +adg+a’ 33,8 R

35, g'+W = giw’ } 34,15 P ; 6={g/2,}

260 g +W H giw’’ w nova skolemova konstanta
37 (87+w) =(g+w’)’ 35,3 R

58+ (g7+w)’ #k N4 (gw’)'ux3 57+1 R

39 (g+w’ )'=s +w’ 38,10 R

40, (g+w’ )’ax3 Vg +w'=xa 39,1 R

Ble g°+W’s gyw’’ 40,10 R

42, O | 41,36 R

2e1le ALGORITAM ZA ODREDJIVANJE ZAMENE

Modifikovaéemo algoritam unifikacije {videti str.J9.)
tako da u sludaju kad za date literale ne pos'toji unifikator,
odredjuje zamenu ¢ s potrebnu za real:.zacn..ju pravila binarme
indukcije, kad takva postoji. |

Blok shema algoritma za odredjivanje zamene data Je na
figuri 1. Kako algoritam na izlazu daje NOU za dati par lite-
rala, ako NOU postoji, a u sludaju da NOU ne postoji na izlazu
se dobija zamena 6 ili odgovor o njenom neposto.]an,ju, algoritam
predstavlja general:.zac:.;]u algoritma unifikacije. |

IﬁPrekidana linija na figuri 1 navedena je samo radi komparaci-

Je sBa algoritmom unifikacije (da bi se bolje uodila dopuna) i

ne pi'ipada algoritmu za odredjivanje zamene,

U navedenoj shemi ;ié- .

n - broaaé neslaganja koja s ne mogu otklom.tl unifikacijom.
Kad je na izlazu n=0, onda Jjé 6 ROU. Kad je na izlazu m>0,
onda Jje & zamena koja obezbedauje primenu pravila binarne
indukcije.

k - brojaé svih neslaganja

@ - prazna zamena



BLOK SHEMA ALGORITMA ZA ODREDJIVANJE ZAMENE

(pocetak)
A =

A 6, Je Jjednodlan d

FORMIRANJE SKUPA NESLAGANJA
B, za An6§. Elementi se re-

djaju u leksikografskom po-
retku; nula prethodi svim

G

konstantama. Bk

Oy}

“_‘ m 2o Vk Je pr'omenl:jiva.
ne |
6" ne post :
@i - g ulasi u Uk
. fNotf Tev, T e {U
ﬁpggtoj;
/ Era;l_ >
L 6k 61c,1= 6 107V )
(om0 d8

Tk' X poticu |
iz istog literala

postoji NOU @ za
Uk 6'1c+1 i xs]:H-l

\ 6xi1™ €1

Figura 1.

OTKLANJANJE RAZLIKE:
na mesto uocenoi ula=-

uplsude se O 1 dobija
se L;6, fol. Formira se

A_={L Gk,Li k[o]}
,:le{l 2} .
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L; &, = literal dobijen primenom zamene 6 na literal L;
Anﬁ;k - skup dobijen iz skupa An primepom 6& na literale iz A,
6,.1° - kompozzci.)a zamena 6' L, 1@

X - cuva prvi po redu term Uk literala Li . ie{l 2} sy kKoji
| se ne moze unificirati sa odgovarajuéim termom Vk_lite-
rala L6 , jef1,2} i j#L + Taj term je kandidat za

primenu pravila binarme indukcije,

Algoritam ma odredjivanje zamene odredduje najopstiju
zamenu (NOZ) kad zamena postoji (to je posledica odgovarajudeg
svojstva algoritma unifikacije) i daje informaciju o nepostoja-
nju NOZ, kad zamena ne postoji.
- Rad algorltma za odredjivanje zamene ilustruje sledeli prlmer.
Primer 7. Odredjivanje zamene (NOZ) & za skup: |
A= {.P(O h(x),x) , P(f(yl_.z)twif(oiw))}_
(to je skup iz primera 4 glave JI[, str. 67, na
kojeg se pravilo P3’ ne moZe primeniti).

Aos A, BO--{O,f(y,z)}' s Pa NOU za A ne'postoji.
Kako je Vo= 0 i U = £(y,2) 4 bile €= 6,= 0 4, X = £(yy2z) i nakon
otklanjanja uocene nazlike, za n=l biée-

A= '{P(O h(x),x) » P(0yw,2(0,w))}
Dalje, By= { w,h(x)} Ova razlika je otklonjiva uniflkaclaom,
pa Je Gé {b(x)/w} i za k=2

416 = {P(0,h(x),x) , P(0,h(x),£(0,h(x)))}

Sada Jje B,= ~{x,f(0 h(x))} y Tazlika nije otklonjiva uniflkacijom,
pa kako je Vom x i ulazi u Uy= £(0o,h(x)) , bice

6= 6,{0/x} = {h(0)/w , O/x} .

Kako Je n=1 i oba terma Ué- £(0,h(x)) 1 X - £f(y,2) poticdu iz
drugog literala P(f(y,z),w,f(0,w)), traZi se NOU @ za

Uy65= £(0,h(0)) 1. X6;= £(7,2) .

Po algoritmu unifikacije odredjmje se: @ = {O/y , h(0)/z}, pa Je
nova zamena,GB jednaka 6%9 = {h(0)/w , O/x 4, O/y , h(0)/2} .

Dakle, Gy ={h(0)/w , O/x , O/y , b(0)/3}
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Za n=2, nakon otklanjanja razlike dobija se

As= {P(O h(x),x) , P(O, h(x) 0)} i A -{P(O h(0),0),P(0,h(0),0)}
=-[P(0 h(0),0)}
Skup A6 3 Je Jednollan, pa je odredjena & = ET5 « Kako je na izlazu

n=2, 6 je NOZ za skup A. Upravo ovu zamenu smo koristili u primeru
4 na str.67. |

Zaista, primenom € na A dobija se AG‘- {P(0,h(0),0),P(£(0,h(0)),

| ,h(0),£(0,h(0)))} .
Kako je P(0,h(0),0) = [p(x, h(O),I)]x(O) = L,(0) i
P(£(0,h(0)),h(0),£(0,h(0))) = [P(x;h(o),Ij]x(f(o,h(o))) --Lx(t)i
za t = £(0,h(0)) , na sastavke

1= P(O,h(x)yx) V 01 i Dot -lP(f(Ysz)sW f(O w)) V Cs gde su
Cqy i C, sastavc:., moZe se prlmenlti prav:.lo P i izvesti:

P(Eihco),S) v clﬁ'v 026' i 1P(5 yh(0),8”) V cl \J 026'

gde je g nova skolemova konstanta 3=0 Jjer Lx(o) ne sadrzi
promenljive. |



91

2.2, UGRADJIVANJE PRAVILA BINARNE INDUKCIJE
U PROCEDURE ZASNOVANE NA REZOLUCIJI

Ugradjivanje pravila binarne indukcije u rezolucij-
ske procedure pobijanja moZe se ostvariti na bazi sledeleg
principa:

Praviloe binarne indukecije prlmenjuaa se na date sastavke,
3ane ako se na date sastavke ne moZe primeniti pravilo
rezolucije, a svi uslovi za primenu pravila indukcije su
zadovoeljeni, | |

Ovaj princip ne zavisi od konkretne forme rezolucije (binarna,

hiperrezolucije, lineatna rezolucija) ni od konkretne strategije

pretraZivanja, pa se moZe primeniti na svaku od njih.
Tlustrovademo to na opsStoj blok shemi algoritma pobijanja zasno-
vanog na binarnej rezolucldi i strategiai zasidenja nivoa.

Opsta blok shema za rezoluciju modifikuje se bez narudavanja
osnovne strukture sheme uz sledeie dopune:

- dadaje 86 INDUKTIVNI BLOK u kojem se po pravilu P
generildu novi 3astavci u sludaju da za uolene
literale ne postojl NOU, a postoji zamena 6 ,

- dodaje ge algorltam za odredalvanje zamene 6 (Figura 1)e.

Opsta blok shema algoritma poblaanja sa binarnom rezolucijom

i binarnom 1ndukclaom data Je Figurom 2, Isprekidana linija na
Figuri 2 navedena Je radi komparacije sa algoritmem koji se za-
sniva samo na rezoluciji, pa ne pripada algoritmu. Komentar

uz Figuru 2 identidan Je komentaru za rezoluciju na str.55, uz
dopunu da u polazni skup sastavaka S ne ulaze sastavei koji po-
tiéu od shema-aksiome matematidke indukcije. Realizacija induk-
tivnog bloka je olevidna, pa se na njenom komentarisanju ne za-
dr¥avamo. Potrebno je samo voditi raduna da se pri svakoj novo]
primeni pravila binarne indukcije uvodi nov simbol skolemove
funkcije ili konstante, koji nije sadrZan u skupu gsagtavaka ge-
nerisanih do tog momenta. Te se mofe postiéi uvodjenjem nmmera-
¢ije ovih simbola, |
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OPSTA BLOK SHEMA ALGORITMA POBIJANJA ZASNOVANOG NA
BINARNOJ REZOLUCIJI, BINARNOJ INDUKCIJI I STRATEGIJI
ZASICENJA NIVOA

(Pocetak )

8 - da onacan (1)
skup sastavaks

Kriterijum za izbor pa- (2)
ra sastavaka Dl_i 32 iz S

' '
Izbor sastavaka D;i Dyiz S| (3) ni =2 nadjen
| (KRAJ )

ne

(4)

Kriterijum za izbor lite-

a9 rala L, iz D; i I, iz D,

Izbor literala 1,1z D;1 L,iz I,
| hihe 1 1" 2
A -{Ll,Le} -skup atomié.formula

Odredjivanje zamene za skup A po
algoritmu za odredjivanje zamene

. da | Odredjivanje rezolvente
Post

nje Ru S
da | -
Dokaz
8 zavrsen i

. Pestp_l NOZ 6 za A ne
i‘”- PIVNI BLOK: odredjivanje sastavaka 11 2 _
koji se generisu po pravilu binarne indukcije

iz D; i D,, Ukljuéivanje Q 1 Q uskup S .
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3, O POTPUNOSTI PRAVILA BINARNE INDUKCIJE U MEHANICKOM
DOKAZIVANJU TEOREMA METODOM POBIJANJA

Neka je KA teorija prvog reda koja sad®i shema-
aksiomu matematidke indukcije i neka je teorija X* odredjena
skolemizacijom sopstvenih aksioma teorije X . Teorija K™
sadrzi slededu shema-aksiomu indukcije (videti str. 62.):

8,(0) =2 (TA(X) =3 (A, (8(Z1y 00 32g) ) ATA, (S8(Z150042,))))  (1%)

gde 8U Zjyeee92, 8Ve razlicite slobodne promenljive u formuli

Ax(o), A(x) je proizvoljna formula uan s+ X je slobodna pro-
renljiva u A(x); g -~ skolemova funkcija s argumenata;S ~sukcesor.
apisademo ovu aksiomu u ebliku sastavaka:

T4 (0) V Ax(g(zl,..;,zs)) Vv A(x)
A (0) ¥ 7Ax(38(21,---s5 }) V A(x)

{ako u opsStem sludaju formula A(x) nije literal, formule (lx)
imaju samo oblik sastavgka, pa éemo 1h zvati kva51-sastavcl.

(1)

Jeka Je Jf podteorija neprotivrecne teorije X , koja se od
7f_:razllkuje samo po tome Zto u shema-aksiomi indukcije A(x)
11 je proizvoljna formula veé proizvoljan literal u jeziku teo-
rije. Tada kvazi-sastavei (l“) u teoriji Jfr postaju obidni
sastavei, Neka Je A skup ostallh sopstvenlh aksioma i neka Jje
A konacdan skup.
Dokazademo potpunost pravila binarne indukcije kad se uz rezo-
luciju primenjuje u dokazima poblaanjem za teoreme teorljei7ﬁ
Neka je A_ skup sastavaka u Jﬂf koji potidu od aksioma
skupa A. Neka Je F zatvorena formula teorije Jf' i F' skup sa-
3tavaka u 3‘C odredjen iz negacije formule F, Tada vaz:l.

3STAV 2, Ako se konaénam primenom pravila rezolucije i pravila
binarne indukcije iz skupa sastavaka A, U Fg izvodi
prazan sastavak, onda je F teorema u F ooy tde

Al U'fslfﬁﬁE'E]—ﬁ-fE:F'
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Dokaz. Stav éemo dokazati oslanjanjem na potpunost rezolucije.

Ako FE&T, (videti str.77.), onda je tvrdjenje tadno na osnovu
potpunosti rezolucije (u tom sluéaju prazan sastavak se izvodi
samo rezolucijom).

Ostaje slucaj kad se pravilo binarne indukcije primenjuje bar
jedanput. Neka je u izvodjenju praznog sastavka pravilo binarne
indukcije primenjeno na sastavke Dys Py VGO 1 Dy 1P, V Gy
(gde su P, 1 P, literayi} Cy i¢C, gastavei) koji su generisani
iz polaznog skupa AU Fg ili mu pripadaju. Tada sw po pravi-
lu P generisani sastavei:

Lo (8(Zyse0032,)) V C1cV Coe i L _(S8(Z1400092,)) V CcV Cog (2)

gde je Pio= L _(0) i TPoe=TL_(t); Zyyeesy2, Su sve razlidite

promenljive u literalu Lx(O); g —skolemova funkcija s argu-
menata,

Sastavei (2) mogu se dobiti rezolucljom Dy odnosno D, sa
sledeclm sastavclma-

1L.(0) V L (s(zlu--,z )) ¥ L(x)
L (0) ¥ L (SE(5y0eeerzg)) T L(x)

Formule (3) su sastavcl Jedne konkretne aksiome indukeije u
J‘C * (za literal I.(x) )e Zato se primena pravn.la P na Dy 1 Dy
_moze zameniti rezolucijom Dy odnosno D, sa sastavcima konkret-
ne aksiome indukcije. |

Kako se pravilo P u izvodjenju praznog sastavka moZe primeniti
najviSe konadan broj puta i podto se svaka primena binarmne in-
dukeije moze zameniti rezoluclaom sa sastavcima odgovarajuéih
konkretnih ak51oma indukeije u.JY' o Sledi da postoji izvodje-
nje praznog sastavka iz skupa A_ U F gU Ig (I - skup sastavaka
konkretnih aksioma indukcije) samo po pravilu rezolucije.

Na osnovu potpunosti rezolucije skup AU F U I, Je nezadovoljiv,
pa kako Je JQTL'neprotlvrecna teorija, formula F je posledica

skupa A i1 nekih konkretnih aksioma indukcije u JY£. Sledi, F
je teorema u JtL'

(3)
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rimetimo, da s obzirom da je JRTL podteorija teorije K,
je teorema i teorije X .

sma 2. Ako se u teoriji yf; kao jedina pravila izvodjenJa
koriste pravilo rezolucije i pravilo binarne induk-
cije, onda se u.JﬁE'moie dokazati aksioma indukcije
teorije inm

ckaz., Neka je L(x) literal i Xy3q3eeey2, SVe razlidite

romenljive u L(x), Tada je formula

¥23 o0 0¥z, 3 3¥x(L (0) = (WL(x) =5 (L, (7) AL (S7))))

xsioma indukcije u teoriji JK?L » Njena negacija Je

32y e. 03z ¥ydx(L(0) A (UL(x) A (ML (3) V L, (Sy))))

tolemizacijom se dobija formula

L, (0) AL (g(¥)) A (L) v LS(Sy))

ie je g skolemova funkeija argumenta ¥; gornji indeks ¢
znacava da Jje u literalima svaka od promenljivih Z)geeeyZ
amenjena novom skolemovom konstantom.

z skupa sastavaka: S = {Lx(o) . "le(S(y)) N —'LC(Y) v LX(SY)}

rimenom rezoluclje 4 blnarne 1ndukclae 1zvod1 se prazan sa-
bavak e T L° (O) |

2.718(e(y))  sastavei iz skupa 8
3. () VIS (sy) '
4s L (h) iz 1 1 2 po pravilu P ;6= @ ;
Do '\L;(Sh)} . Ih.-‘ nova skolemova konstanta
6. I (Sh) 3,4 R
7. 0 o 5,6 R |
rimetimo da smo lemu dokazali nezavisno ed ostalih aksioma

J%Il,

ssledica Sastavei aksiome indukcije se ne moraju navoditi

'u polaznom skupu sastavaka, koji potidu od ostalih sopstve-
nih aksioma teorij313CL s kad se dokaz pobijanjem izvodi pri-

menom pravila rezolucije i pravila binarne indukcijee
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rato vazi sledeéi stav,

>TAV. 5. Ako je zatv;ﬁrena formula F teorema u J€ 2 onda se
iz konalnog skupa sastavaka ASU Fy pPrimenom pravi-
la rezolucije i pravila binarne indukeije izvodi

prazan sastavak, t'j"}—:Fc— F —» AU fs R.D a .
1 ’

fa osnovu stavova 2 i 3 vazi sledeédi
3TAV_POTPUNOSTI za teoriju |

Zatvorena formula F je teorema u V€ I akko konadnom
primenom pravila rezolucije i pravila binarne induk-
cije iz skupa A U F. generile se prazan sastavak,

t3. ,—-F---u. ) i T

Razmotrimo pod koalm uslovima stav potpunostl vazi
1:1 teom.guJ‘C Za teorlau-?f sastavei aksiome :Lndukcn.ae su
wvazi-sastavei (Jer A(x) je proizvoljna formula u jeziku teori-
je /€ , a ne literal). Zbog toga na Ax(o) 1'1A (g(y)) ne moZe
! prlmenitl pravilo binarne 1nduku1ja, pa ni rezoluclaa kojom
:1 se izveo prazan sastavak (aer su oba prav11a deflnlsana sa-—

e

RyP

10 za llterale). Zato, u ovom slucaau ne vafe lema 2. 1 stav S
Iedautlm, svaka konkretna formula Q(x) teorlaeiﬁf koja ulazi
1 svojstvu A(x) u aksiomu indukcije, odnosno u kvazi-sastavke
:0ji su potrebni za dokaz teoreme F teorlae-?C , mo¥e se pe
ieflniclal zamenltl HOVlm predlkatom R(x), tj. R(x) def Q(x).
\kko sada formulu Q(x) u konkretnoj aksiomi 1ndukclje zamenimo
1teralom R(x) i skupu polaznih sastavaka A U F prikljuéimo
;astavke odredjene nakon skolemizacije formule R(x)¢=?Q(x)
nda vazi lema, 2 i sledeli stav u kojem je R, oznaka za skup
sastavaka koji potiéu iz novouvedenih definicija.

M Ako je zatvorena formula F teorema teorije X, onda
"postoji konacan skup sastavaka R takav da se iz
konadnog skupa sastavaka AU FBU R, konacnom prime-
nom pravila rezolucije i pravila binarne indukecije
generise prazan sastavak, tj.

b ? — a0 F Rﬂl—i_,?m
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3ada vazi sledeéi (slabiji) STAV POTPUNOSTI za teoriju KX :

Postoji konadan skup sastavaka R_, takav da se po pra-

S’
vilu rezolucije i pravilu binarne indukcije generisSe
prazan sastavak iz konadénog skupa ASU'FQU Rg akko

Je zatvorena formuls F teorema teorije K, tj.

l5F ~——A UFUR, I-—-D

Jvde se radi o principijelnoej potpunosti, jer skup R, obicno
alje unapred poznat, niti je poznata procedura koja bl na os-
1o0vu skupa ABU'f; generisala elemente skupa Ry o
crimetimo da kad se radi o proveri postojeéih dokaza , skup Rg
3¢ moZe unapred odrediti. Prema tome, primenom pravila rezolu-
>ije i pravila binarne indukecije mogu se proveravati dokazi
teorema teorije X koje pripadaju skupovima Tl’TE’T§ definisa~
aim u tad. l.l. ove glave (str.77.).

Uopste, kona&nom primenom pravila rezolucije i pravila
>inarne indukcije mogu se dokazati sve teoreme iz skupova T,
L 5y kao i sve one teoreme iz T3 koje pripadaju teorijiiJCLa'
Za dokaz1vanje teorema iz T; koje ne pripadaju teor131:325
sotrebno Je (i dovolano) imati na raspolaganju skup R

-Kao primer najprostije i’ potpune rezoluclaske-indukclaskei
arocedure moze se uzeti procedura zasnovana na strategiji pot-
sunog pregleda (zasiéenja nivoa) u koaoj se na svakom koraku
3dredjuau sve rezolvente i svi sastavei generlsanl po. pravilu
alnarne 1nduk01je. U praktlcnog reallza01al potrebna ae prlme—
aiti neku efektlvnlgu strateglJu. - | o |

Zellmo na kraau da naglaslmo ‘da potpunost izabrane f
orocedure, koja daje garanciju o dokazu u konacnom broau koraka,
ima viSe teorijski nego praktidan znadaj, Jer dokaz moZe izaéi
iz rTealno postavljenih prostorno-vremenskih ogranidenja. Zato
je za praktiénn realizaciju.primarna'korektnost pravila izvo-
ijenja.
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GLAVA Vv

INFORMACIJE O PROGRAMSKOJ REALIZACIJI REZOLUCIJSKO—
INDUKCIJSKE METODE DORAZIVANJA TEOREMA

Za mehanidko dokazivanje teorema u teorijama sa konad-
nim skupom sopstvenih akSLOma, kao 1 za teorije sa jednakoséu ,
~postoje programi zasnovani na rezoluciji ili paramodu134
ciji. Prve verzije ovih programa bile su malo efektivne, pa su
poboljsavane od strane visge autora. Povelanje efektivnosti ost-
vareno Jje ugradalvanjem posebnlh formi rezolucije (hiperrezolu-
cija, uredjena linearna rezolucija) i razradom posebnih strate—
gija pretra31vanaa (videti str. 43-5%),

Na bazi blok shema navedenih na Fig.l i 2 glave IV , mogu-
ce ae u postoaece programe za rezolu01au, bez narolitih teskoéa,
ugraditi pravilo binarme 1ndukciae. |
- Kako ni jedan od postoaecih programa Za. rezoluclgu nlae bio do=-

sistem zasnovan na rezoluciji i blnarnoa 1nduk0131. Za razradu
takvogiglstena potrebno_ae_dosta vremena i angazZovanje vise lju-
di. Sreénu okolnost predstavlja Projekat interaktivnog sistema
"Graph" za kIa51f1kaclju i unapredalvanae znanja iz oblasti teo-
rije grafova, koji se reallzuae na Elektrotehnidkom fakultetu u
Beogradu pod rukovodstvom prof dr, Dragosa. Cvetkov1ca. U okviru
. ovog proaekta Javlga se potreba 28 rezoluclasko—lnduk01asklm ;{
dok321vacem teorema,_za Sta su broanl saradnici ovog projekta ;
obezbedili polazne oénove.' | . | o |
Koristedi ved razradgen sistem kodlranaa simbola predikatskog
racuna prvog reda i postojeée programske module za racionalno
angazovanje memorijskog prostora (tzv. memory manager) i za iz~
davanje alfa-numeridkih poruka, autor Jje napisao sistem progra-
ma za rezolucijsko-indukcijsko dokazivanje teorema u teorijama
prvog reda, | " | |
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Ovaj programski moduo S&StOJl se 1z programa za testlrange i
skupa potprograma od kOth 37 prlpada autoru ovog rada.

Moduo je inkorporiran u Sistem "Graph". Informacije o Sistemu
"Graph" mogu se nadéi u [28] -~ [31].

Svi programi ovog'sistemé pisani su na FORTRANU i za veéinu je
izvrseno testirangje.

Na taj nadin, zahvaljujuéi pre svega prof.dr Dragosu Cvétkoviéu,
koji mi je ukazao znadajnu pomoé i podrsku u procesu pisanja
programa, dosta vremena posvetio obudavajuéi me radu na racunaru
PDP 11/34 za potrebe:testiranja i razradio programe 2za komﬁni— |
ciranje sa spoljaSnjom memorijom, izgradjen je u okviru Sistema
"Graph" rezolucijsko-indukcijski dokazivad teorema.

le PROGRAMSKI MODUO ZA REZOLUCIJSKO-INDUKCIJSKO DOKAZIVANJE
TEOREMA U TEORIJAMA PRVOG REDA

1.1, opém': IN“FORMACIJE

Moduo za rezoluclasko-lndukclasko dok321vanae teorema
plsan Jje kao potpuno automatlzovan programskl 31stem koji radi
u-&va r921ma- sa rezalucijom 1ndukcljom, 111 sama sa rezoluci-
Jom. Moduo Je zasnovan na uredjenoa llnearnoa rezoluclal (OL-
rezoluciji, videti glavu II str. 49 ovog rada) i na pravilu
binarne 1ndukclaa (v1det1 glavu.rv str.“{aé ovog rada).;--'

Uredaena llnearna rezolucmja, ko;a uklaucuae strateglau
potpornog skupa n udaljavanaa tautologlaa, izabrana je zbog
prednost1 koaa se ‘ogleda u potrebl memorlsanja samo onlh sasta-
vaka koji su. generlsani na uzastopnlm (susednlm) n1v01ma, a ne
svih generlsanlh sastavaka u procesu trazenaa dokaza, Osim toga,
jedan od sastavaka koal ucestvuau u OL-rezoluclal je na svakom
koraku unapred fiksiran u svoastvu."centralnog sastavka'", a re-
zolucija (ili indukcija) vr¥i se samo po njegovom poslednjem 1i-
teralu, Drugi sagtavak uzima se iz skupa polaznih sastavaka 1
ima ulogu "bodnog sastavka".
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S obzirom da primena pravila indukcije, u skladu sa principom
navedenim na str. 94 y dovodi do generisanja dva sastavka,
jedan od njih se zadrZava u svojstvu kandidata za novi central-
ni sastavak na narednom nivou, a drugi se zapisuje u polazni
skup boénih sastavaka. |

Polazni skup sastavaka sadinjavaju sastavci odredjeni pomocu
skolemizacije iz negacije zatvorene formule koju treba dokazati
i sastavci dobijeni na isti nadin iz sopstvenih aksioma (osim
shema-aksiome matematike indukcije), lema, ranije dokazanih te-
orema ili definicija tebrije prvog reda,

Kae rezultat dobija se dokaz nezadovoljivosti polaznog skupa
sastavaka u obliku od3tampanog pobijanja, ili informacija da se
pobijanje ne moZe naéi u predvidjenim dimenzijama angazovane
memorije racdunara. U takvom sludaju, signal 2za prekid rada Je
dostizanje predvidjenog maksimalnog broja generisanih sastavaka
za poslednji poEetni sastavak iz niza pocetnih sastavaka koji
poticdu od negaclae formule koja se dokazuje. o u
U toku rada koriste se ogranlcenaa na duZinu llterala, du21nu
sastavaka 1 broa generlsanlh sastavaka na svakom nivou, kao i
_ogranlcenae dubine pretrazivanja (broa nlvoa) zZa svakl pocetni
sastavak. S&St&?Cl kOJl prelaze ova ogranlcenaa s ne generlsu.

Pbtrebno ae na51331t1 da. stampanl dokument na ‘izlazu, u slu—

daju da radunar ostvari pobijanje polaznog skupa sastavaka, sa-
drzi samo sastavke kOJl prlpadaau poblaanau, a ne sve generlsane
"sastavke u toku rada. Tlme je korlsnlkufamogucen pregledan uvid
u dokaz poblaanaem, bez nepotrebnih detalja, a dokument doblaen
na racunaru ne predstavlja “khjigu“ iz koje treba 1zdvoamt1 do-
“kaz, veé samo dokaz.. To je. postlgnuto memorlsanaem izvesnih ka-
'rakterlstlka o sastavclma koji ucestvuau u rezoluclaama ili in-
"dukclaama. Na osnovu tih kxarakteristika vrSi se rekonstrukcija
stabla dokaza, vradanjem s kraja (od praznog sastavka) na poce-
tak i ponovnim generisanjem samo onih sastavaka koji pripadaju
izdvojenom stablu,
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U slucdaju kad radunar ostvari pobijanje Stampani dokument ima
slede¢i izgled na svakom nivou:

CENTRALNY SASTAVAK:

BOCNI SASTAVAK: |

REZOLUCIJSKA (odnosno INDUKCIJSKA) ZAMENA:

Na kraju takvog rRiza stoji:

PRAZAN SASTAVAK

DOKAZ JE ODSTAMPAN .,

Na osnovu sadrzaja tale le2eygledeylele i1 2.2, moZe se
steéi detaljniji uvid u strukturu i ogranicenja, kao i funkci-
onisanje ovog programskog modula. Informacije o prvim rezulta-
tima testiranja navedene su u odeljku 3.

U okviru daljeg usavrsavanja i eksploataclje 51stema
“Graph" moguéa su razna pobolasanaa ove verzije programskog
modula ( na pr. pobolasanae strateglae pretraZivanja, uvodaenae
novih ogranicenja ‘na primenu prav1la blnarne lndukclae, UgTra-—
djlvanje pravila paramodulaclje; kao 1 stvaranje moguénosti za
1nterakt1vno pretraﬁlvanje).

1.2, OBLIK RAGISTROVANJA PODATAKA

Za registfo#ahjé pédafaka kofiété se celobrojne
promenljive i jednodimenzioni nizovi &iji su &lanovi celi bro-
jevi. Svaki simbol formule-teorije prvog reda kodira se celo-
" “brojnom konStaﬁtom u”Skiadu‘sa“koanm listom. |

_POdﬂCl se u memorljl racunara reglstruau.na slede¢i nacin:
l, N1z sastavaka D13D2""’D reglstruje se kao Jednodlmen— -
zioni niz A(I) u obliku:

A(l) eee A(Bl) A(31+1) see 3(32) ¢« o o A(Sn l+l) sse A(B )
D
1 D, D,
pri demu se u A(sl),A(sz),...,A(sn) nalazi simbol za kraj
sastavka,
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2. Sastavak D (disjunkcija literala: LlVLgv...VLk) reglstruje
se kao jednodimenzioni niz D(J) oblika:

D(1)eeeD(11)D(11+1)0eeD(15) o o o D(L,_1+1)e.eD(1)D(, 1)

Ll L2 Lk 1
Simbol disjunkcije se ne registruje; % je simbol za kra}
sastavka, '

3¢ Literal (atomidna formula ili njena negacija) registruje se
tako 3to se svaki simbol sadrZan u literalu registruje kao
poseban element niza L(K). Zagrade 1 zarezi se zadrZavaju i
registruju. Po potrebi na kraj niza L(X) stavlja se simbol
za kraj literala. | | |

4, Markirani literal reglstruae se kao literal ispred kojeg

je upisan specljalnl simbol (#) Taj simbol se registruje
kao prvi element niza L(K).

Primer. Sastavak.P(x)v[Q(f(x,y),#)lV1R(z)v‘1Q(a,b)|-;'gde éu

markirani llterall uokvlrenl, bice reglstrovan kao nlz.

D: P(x)XQ(£(x,5),2)IR(2)XWQ(a,0)=

tie. u 30 clanova niza D.

5. Zamenska kompanenta t/x 9 gde ae~t term, a x promenlglva,
registruje se kao nlz T/X: y gde Je T niz odredjen termom
t bez simbola za kraj terma, X promenlalva, a ® simbol za
kraj zamenske komponente.;;;p, )

. Zamena reglst:uje sa kao niz zamenskih komponenti (bez
simbola za kraj komponenfe) razdvojenih zarezom, a na kraj
se stavlja simbel za kraj zamene. )

Primer: Zamena G' -{f(a,y)/z b/k}-reglstruae se u l3 clanova
niza SIGMA: f(a,y)/z b/x% '

Napomena: Literal (x+y)‘¥ x+y’ mora se transformlsatl u obllk-
=( 7 (+(%,7)),+(x,(7))) &
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1.3, ULAZNI PODACI, NIZOVI I OGRANICENJA

Kao ulazni podaci u programski moduo za rezolucijsko-
indukcijsko dokazivanje teorema moraju se zadati vrednosti
sledeéih promenlalv1h i nizova:

Promenljive:

IND - za vrednost O odredjuje reZim rada sa indukecijom, a za
za vrednost 1 bez indukcije

M - broj sastavaka koji potidu iz negacije formule koja se
dokaftuje
N - broj sastavaka u polaznom skupu sastavaka

JMAX - maksimalan broj sastavaka u nizu AKS. Zbog indukovanih
sastavaka treba da je (na podetku) JMAX> N
LMAX -~ maksimalan broj sastavaka generisanih u nivou |
DMAX - maksimalna duZina sastavka (ukljudujuéi i simbol za kraj)
LITMAI-,maksimalna du¥ina literala (ukljudujuéi i simbol za kraj)
BUBMAX-.maksimalna dubina dokaza (maksimalan broj nivoa u dokazu)
RNVMAX~ maksimalan broa svih generlsanlh sastavaka 28 datl pocdet-
'~ ni sastavak iz skupa KN uveéan za DUBMAX
K1l '-_ukupan broa 31mbola kogl se reglstruau,lz sastavaka koji
| :;*';potlcu iz negaclae teoreme (ukljucuau01 i simbol za kraj
svakog sastavka, a11 bez 31mbola dlsaunkclae) To Je broj
o | _51mbola u nizu KN e
K2  -= ukupan broj 51mbola (kOJl se reglstruau) u polaznom skupu
~ sastavaka (sa simbolom za kraj svakog sastavka,ali bez
simbola disjunkcije)e¢ To je ukupan broj simbola u ulaznom
- nizu AKS.  ~ |
KRMAX ;'mak51malan broa clanova (almbola) u nizu KR koji sadrzi
o sastavke generlsane na prethodnom nivou, a preplsane iz
niza REZ tj. sastavke koal predstavlaaau kandmdate za |
centralne sastavke na tekuéem nivou, KRMAX<IMAXeDMAX .
AKSMAX~ maksimalan broj ¢lanova (simbola) niza AKS.
. AKSMAXSJMAXDMAX o
Vrednosti KRMAX i AXBMAX koriste se i za dimenzionisanje nizova
REZ i KR, odnosno AKS na ulazu.
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izovi:

N(I) 4 I= I,KI - sadrzi M sastavaka koji poti%u od negacije
teoreme i sastoji se od K1 ¢lanova (simbola)
Podetni centralni sastavak je element iz KN.

.KS(I) 4 I= I,K2 - sadrZi N sastavaka polaznog skupa (aksiome,
leme, teoreme,definicije i sve &lanove iz KN)
i sadrzi K2 &lanova (simbola).,
U rezimu sa indukcijom u AKS se upisuje po
jedan od indukovanih sastavaka u svakoj pri-
meni pravila binarne indukcije.

‘a dati centralni sastavak na aednom nlvou generlsu se svi S8~
staveid rezoluclaom ili 1ndukczaom sa bocénim sastavclma iz AKS.
Iovogenerlsanl sastavei memorisu se u nizu REZ i poslu21ce kao
entralnl sastavc1 na narednom nlvou. Pri prelazu na naredni
11vo, kad su 1scrpen1 svi sastavei iz niza KR kao centralni,
dnosno kad Je dostlgnut broj LMAX, niz REZ se oslobadaa prepi-
31vanaem u niz KR (na mesto starlh centralnlh sastavaka) |

Cad broa generlsanlh sastavaka dostlgne RNVMAI (za izabrani
)ocetnl sastavak iz KN) prela21 se na sledecl pocetnl sastavak
Lz niza KN. Ukollko u KN vzse nema sastavaka (a nije generlsan
razan sastavak) rad se preklda, USPEH = O i saopStava se da
lokaz HIJB nadjen u predv1dgen1m dlmen21aama nizova.. |
\ko je na nekom nivou generisan prazan sastavak, tada ae USPWH—l,
jto znali da Jje teorema dokazana, pa se pristupa generisanju
stabla i stampanju dokaza.

Osim nlzova KN 1 AKS kOJl su ulazni podaci i nizova KR i
IEZ kOJl se formlraau u toku rada, za odredalvanae povratnog
ruta, generisanje stabla i Stampanje dokaza formlra se 1 niz
RNIV -~ niz brojevnih karakteristika svih generlsanlh sastava-
ka u toku rada sa fiksiranim pocCetnim sastavkom iz niza KN .
Elementi niza RNIV su brojevi:

Re10%+ J+10% + K°10° + INBR
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gde R - ukazuje na centralni sastavak uzet kao R-ti sastavak
iz niza KR koji Jje generisan na prethodnom nivou. Na prvom
nivou R=1 ukazuje na I-ti po redu sagstavak iz skupa KN koji
je uzet kao pofe¥ni sastavak i kao takav prepisan niz KR kao
njegov jedini sastavak;

J - ukazuje .na bolni sastavak uzet kao J-ti sastavak iz AKS;

K - ukazuje na K-ti literal u bodnom sastavku
INBR =~ brojaé¢ primena pravila binarne indukcije (poteeban je

za numerisanje novih skolemovih funkcija ili konstanti),.

Bfojevne karakteristike sastavaka generisanih u raznim nivoima
razdvojene su u nizu RNIV specijalnim simbolom. Svaka karakte-
ristika kao i specijalni simbol memoriSe se kao element niza RNIV.
Na osnovu prethodnog, RNVMAX predstavl ja makslmalan broj &lanova
niza RNIV.

Ilustrovacemo na jednbmﬁprimeru kako se na osnovu karakteristika
sadrzanlh u nizu RNIV vrii rekonstrukclaa povratnog puta i stab-
la dokaza., |

Radl aednostavnostl uzecema da se karakterlstlka izradunava po
izrazu: Rel10° + Jo10° + K10 + INBR . , '

Neka su.karakterlstlke (zapisane po nivoima) u nxzu RNIV.

1120 § 1321 % . -
1150 1321 1430 2121 2521 5110 3131 3
1230 1320 2120 2410 5421 é

pri &emu poslednaa (4520) ong?ara praznom sastavku.

Tada je R = [4320/1000] = &

Rarakteristika #4#320-4000 = 320 memorise se kao prvi clan niza
PUT. Na osnovu tako odredjenog R trazi se R-ta po redu karakte—
rlstlka U prethodnom nivou 1z nlza RNIV, to je 2121 .

Iz nje se edredauae R=2i 2121—2000 = 121 memorisSe se kao dru-
gi ¢lan niza PUT, | - '

Druga po redu karakteristika prethodnog nivoa iz niza RNIV Je
1150 , a kako je to prvi nivo, R=1l ukazuje da treba uzeti I-ti
po redu sastavak iz niza KN (vrednost I u tom trenutku je poz~-
nata). Broj 1130-1000=13¢ memoriSe se kao treéi &lan niza PUT.
Kako je J = [150/100] = 1 treba uzeti J-tu (tj. prvu) aksiomu
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niza AKS.

ko je K = [(130-100)/10] = 3 , treba nadi K-ti (tj.tredi)
teral u J-toj (prvoa) aksiomi, '

jzad, kako je INBR = 30~3+10 = O ne treba vr51t1 indukciju,

& rezoluciju I-tog sastavka iz KN (kao centralnog) i J-te
siome iz AKS (kao bodnog sastavka) po K-tom literalu aksiome
poslednjem literalu centralnog saSta#ka.

d jJe rezolucija izvrSena i kad su ﬁdétampani centralni i

¢ni sastavei i rezolu01jska zamena., prelaz1 se na prethodni
rugu) karakteristiku niza PUT. To ae 121. Iz nje je

J=13K=22; INBR=1, |

o znadi da treba vriiti indukciju'prethodno bdredjene rezol-~
nte (kao centralnog sastavka) sa K-tim (drugim) literalom J-te
rve) aksiome iz niza AKS (kao bocnog sastavka).

d je indukcija 1zvrsena, nakon stampanja centralnog i bocnog
stavka i indukcijske zamene , prelaz1 se na prethodni &lan ni-
PUT. U ovom slucaau to ae prV1 ¢lan i on dadrzi karakteristi-

: 320 o Iz nje je .

___J=3'K=2;INBR=0,., ) |

se rezolucija vrsi nad poslednjlm 11teralom centralnog sas~
vka (1ndukevancg na’ prethodnom anOU) i K—tlm (drug;m) 11te— ;;_
lom J-te (treée) aksiome iz niza AKS kao bodnim sastavkom,'

ri tom to rie mora obavezno biti polazna aksioma, veé mozZe biti
ki od indukovanih sastavaka koji su uplsanl u niz AKS).

o rezultat doblaa se prazan sastavak. Stampaau se centralnl i
cnl sastavak i rezolucijska zamena i 1nformaclja da Je gene~
san prazan sastavak i da JB dokaz zavrsen-_
POMENA o

Zbog mlnlmalne duzlne reglstrovanaa celobrojnih podataka
va podreglstra,_a ne cetlrl) u sistemu PDP 11/34 mak31malna
ednost celog broja Je 32767, pa Je zbog_toga niz RNIV podeljen
dva niza RNIV1 i RNIVZ2 . Elementi niza RNIV1 duvaju karakteri-
ike R 1 K , izradunavaju se izrazom R-102+K , a elementi niza
IV2 cuvaju karakteristike J i INBR , a izraéunavaju se po izra=-
J»10°+ INBR,
nalaZe sledeéa ogranilenja na maksimalne vrednosti:
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J &£ 3260

L 2
i

R<€326 ; K <99 R< 99,

5teo znac¢i da broj sastavaka géherisanih u nivou (broj sastavaka

u nizu REZ, odnosno KR) mora biti najvise 326, Takodje, niz AKS
moze -imati najvise %26 sastavaka, tj..JMAXé§526 i broj literalsa
u sastavku ne prelazi 99, a broj primena pravila binarne indukci-
je za fiksirani podetni sastavak ne prelazi 100 .

Nizovi KN , AKS , REZ , KR , RNIV1 , RNIV2 kao nizovi
velikih dimenzija duvaju se u spoljasnjoj membriji, a sa njima
se komunicira pomoéu dva'pbtprograma'RGET i RSTOR (za u¢itavanje,
odnosno upisivanje). Ostali nizovi koji'sefkoriste'kao pomoéni
u okviru posebnih potprograma memorisu se kao deldvi niza MEMOR
koji predstavlaa zaaednlcku zonu i angazuae se 111 oslobadaa po-
moéu posebnog programskog modula MEMOHY’MANAGER - 8 o

SVl nizovi u modulu za rezoluclasko-lndukclasko dokazivanje
teorema imaju relativne dimenzije i dimenzionisSu se pre ulaska u
moduo u 0Snovnom programue |

2. PR}:.GLED POTPROGRAMA MODULA ZA REZOLUCIJSKO-INDUKCIJSKO
DOKAZ IVANJE TEGREMA

2ele KRATAK OPIS FUNKCIJA POJEDINIE POTPROGRAMA

Navodlmo imena potprograma sa, 0plsom funk01ae koau
ostvaruju. | R ”

RDOKAZ poziva se iz glavnog programa (odn. programa za test.)e
U njému se vr3i izb¢r centra1neg i bodnog sastavka. Podetni
sastavak uzima se iz niza KN (I-ti sastavak u KNY., Za komuni-

ciranje sa spoljaSnjom memorijom pozivaju se RGET i RSTOR.
Bodni sastavak uzima se iz skupa polaznih sastavake,tj. iz
niza AKS.Formira se niz KR,kandidata za centralne sastavke.
U pedetku KR sadrii samo izabrani podetni sastavak iz KN.

Za odredjivanje peslednjeg literala u izabranom centralnom
sastavku iz niza KR poziva se RPOSLT. Zatim se poziva RADD12
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u kejem se za izabrane sastavke D1 i D2 generi3u moguée re-
zolvente i indukovani sastavci zajedno sa njihovim karakteri-
stikama. Generisani sastavci memori3u se u nizu REZ.

Kad su za svaki centralni sastavak iz KR generisani novi sas-
tavci, prelazi se na naredni nivo: niz REZ se oslobadja prepi-
sivanjem u niz KR.(nevo-generisani sastavei postaju kandidati
za centralne sastavke). Ukolike je generisan prazan sastavak,
poziva se RPUT za odredjivanje povratnog puta na osnoevu karak-
teristika keje su memerisane u nizu RNIV1 i u nizu RNIV2, Zatlm
se poziva RPOVRT za generisanje i Stampanje dokaza.

Ukolike za izabranu aksiomu nije generisan prazan aastavak,
prelazi se na.narednu aksiomu, ake pestoji, a ake ne postoji
vise aksioma,prelazi se na nov centralni sastavak iz niza KR.
‘Ukoliko u nizu KR nema vise centralnih sastavaka, prelazi se
na nev pocetni sastavak iz KN (na sledeéi nive). Ako su iscr-
peni svi podetni sastavci iz KN, &-nije-generisan.prazan 888=—
tavak, saapétava se da pokuéajldekaza'nije uspee, odnosno da
dokaz nije nadjen u pred71djen1m dlmen31jama nizov&;

'RGET i RSTOR sluze za komunlclranaa 8a 3polaasnjlm memoriaems |
Autor ih je napisao u forml p021vanja, ednosno zapisivanja
pednlzeva.duZIhﬁnlzav&.

RGET vrii ucltavange I-tog sastavka iz Jednodlmenzlonog niza
Au Jednedimenzioni niz B. LB Je broj simbola u nlzu.B uklju-
éuauci i slmbel za kraj sastavka.n;Q"*_ - . - :
RSTOR vr3i zapisivanae EB’clanova niza Bu niz‘ﬁ po&ev od
I-tog sastavka u A. Promenlalva LER je indikater nemoguénosti
zapisivanja u A zbog prekaracenja maksimalne dlmen31ae AMAX
niza A ( u tom slucaau LER = 1 ’ inaéo LER = 0).

RPRPIS vrii preplslvanje I-tog sastavka niza A u I-ti sastavak
niza B. Te se estvaruje posredstvom pomoénog niza PN. Promen-
ljiva LER je indikator nemoguénesti prepisa zbog prekoradenja
maksimalne dimenzije BMAX niza B (u tem sludaju LER=1l,inale 0).
OveJ potprogram poziva RGET i RSTOR. Treba imati u vidu da
prilikeom zapisivanja estatak niza u koji se upisuje moZe biti
deformisan,ali za potrebe dokazivada teorema to nije bitno.
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RADD1Z2 vr3i ebradu izdvojemih sastavaka D1 i D2.
Poziva RBRLD za odredjivanje broja literala u sastavku D2.
Poziva RKLITK za odredjivanje k~tog literala 1z D2 koji Jje
komplementaran (u odnosu na negaciju predikatskog simbola)
poslednjem literalu iz Dl.
Poziva RPREOZ za preoznaéavande Z&JBdﬂlelh promenljivih u
D1 i D2,
Poziva RFORL za fermiranje skupa literala za ‘potrebe odre~
djivanja unifikatera, odnosne indukcijske zamene.
U zavisnosti od izabraneg reZima rada (sa ili bez indukcije)
peziva RUNIFI (za edredjlvanje unifikatora), ednesno RIZAM
(za odredalvanje indukeijske zamene), Ako takve zamene postoje
poziva REZOL za generlsanae rezolvente, odnosne RINDBL 2za
generisanje indukevanih sastavaka. Ako odgovarajuée zamene ne
postoae, prelazi se na izbor narednog literala u D2, Kad takav
1zbor viSe nije moguc, ili ako je dostignut makszmalan broj-
generlsanlg sastavaka u.nlvou IMAX, vrada se u RDOKAZ zajedne
sa nizom generlsanlh sastavaka (REZ) i nalhov1m karakteristi-
kama, kaje su memorlsane u nlzev1ma IKJRl i, IKJR2. U slucaau'
;da Ja generlsangem 1ndukovan1h sastavaka popunaen.nlz AKS,__
%stavlja se Z=%*1_tawﬁgednost se prenasl u RBOKAZ k&a nova vred—,
inest promeanlvéxINﬂ” Steo” znacx da se u dalaem radu indukclaa
neée vriiti, pa de popune predV1djenih dlmen213a nizova poku-
Sava se naéi dokaz samo rezoluclaom.lL. R _
fUpisivanae generlsanih sastavaka vrsi’ se p031van3em RSTOR4
Uplslvanae se vr31 u.nlzove REZ; odnosno kod primene 1ndukc1ae
u REZ i AKS. | o
Prlllkom generlsanaa nQV1h sastavaka vrsi se ellmlna01aa tau-
tologiaa. Tautologlae se ne uplsuau u REZ nltl se bilo gde me-—
morlsu. | |

RUNIFI odredjuae NOU ako pcstojl i saopstava ako NOU ne postojie.
Poziva RTERM za odredjivanje terma T u nizu A koji podinje
simbolom u A(I), | |
Poziva RSUPST za supstituciju svakog ulaZfenja promenljive X
uniz A termom T,
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Poziva RKOMP za odredjivanje kompozicije niza A sa T/Xx¥ u

Poziva RTETPR za odredjivanje 6-primera niza D (radi odredji-
vanja unifikatora),

RIZAM vrsi odredjivanja indukcijske zamene, ako posteji, i sa-
opStava ake zamena ne pesteji. . |
Poziva RTERM , RSUFST , RKOMP , RTETPR , RUNIFI i
RCOMP za odreddivanje kom9921clde zamena JALFA 1 IBETA .

REZOL = vrsi odredjivanje OL-rezolvente, za sastavke D1 ibD2.
Poziva RFORMR za formiranje OL-rezeolvente,
Poziva §§§§.za izvrSavanje eperacije saZimanja nad rezultatom
R dobijenim iz RFORMR : brisamrje svakog nemarkiranog literala
u R identidneg mladjem (koji stoji leve) nemarkiranem literalu
u R, uz utvrdjivanje da 1i u R postoje komplementarni nemarki-
rani literali, tj. da 1i je R tautolegija (ake da TAU=1l,inade 0).
M=l znadi da u R od I-te p051cije do kraja nema nemarklranlh
llterala, tj. da je sazzmanje zavrseno._‘ . - -
Za ostvarlvanja ovih funkciaa RSAZ p621va RNEMRL za nalaZenje
nemarklranog llterala L u.nlzu R.od I—tog clana Pa nadalje, 1
RBRIS - za brlsanje svakag*ulazenja nemarklranag llterala L ﬁ-
niz D (ostatak'nlza R 8 desna ed llterala R u RSAZ ovaj niz
imenevan je REST) i utvrdjivan;e da 1i niz D sadrZi komplemen-
tarne sa L-llterale, ake da Tnl, sto znacl da je D tautologlaa
(vrednost T pri pevratku u RSAZ4pesta3e vrednost TAT).
Po izvrienju RSAZ,REZOL poziva RSKR =za lzvrsenae#operacije
skradivanja: brisanje svakog markiranog literala u R
iza kojeg nema nemarkiranih literala. |
Ako je skradeno R prazan Sastavak,'ili ako sadrii samo jedan
nemarkirani literal keoji je jedini u R, onda je M=0, Ste znadi
da se njegove brisanje ne moZe izvrditi u potprogramu RBRLKM ,
tj. da je rezolventa odredjena. Tnade M=1 i W uva poziciju
podetka poslednjeg nemarkiranog literala (koji nije jedini
literal u R). Kad Jje po povratku iz RSKR u RBZOL M=l, onda se
poziva RBRLKM za brisanje poslednjeg (nemarkiranog) literala
koJi se unificira NOU © (za Sta RBRLKM poziva RUNIFI) sa nekim
komplementarnim markiranim literalom. Ako se ovo brisanje
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ne moze izvrsSiti (IZVB = 0) rezolventa je odredjena, a ako

Je brisanje izvr3eno (IZVB = 1) po povratku u_REZOL ponovo

se poziva RSKR. Ovo se ponavlja sve dok se na izlazu iz

RSKR ne dobije M=0 ili dok se na izlazu iz RBRLKM ne dobije

IZVB = 1 4 Sto se poesle konadnog breja ponavljanja oveg cik-

lusa mora deogoditi,

Kao sSto je redene, formiranje Ol~rezolvente sastavaks D1 i D2

vrsi se u RFORMR. RFORMR izvr3ava rezeluciju pe peslednjem

literalu u D1, keji se pri tome markira i zadriava u rezolven-

ti Ry 1 literalu L2 sastavka D2. Za fermiranje R u RFORMR poO-
ziva se RTETPR za odredjivanae oprimera i RMARK za markiranje

poslednjeg literala u nizu Dl. Na izlazu iz RMARK duZina sta-

rog niza uvecana je za Jedinicu (za simbel markice).

Za rormiranjé rezolvente RFORMR zatim'peziva RBRIS koji brisSe

svako ulaZenje literala L2 u niz D2, 'Take odredjeni ostatak

niza D2, po pevratku u RFORMR, doplauae se na niz Dl (u kojem

Je poslednai llteral marklran) i taka dobiaenl niz R predstav—

lja ulazni podatak za RSAZ, a petom za RBRLKM, gde OL-rezol-

_venta doblaa definltlvan Obllkj Fermlrana rezolventa vrada se

u RADD12 zajedno sa 1nfermacijem da 1i je tautolaglja ili ne.

RINDBL vrsi generisande 1ndukovanih sastavaka iz sastavaka D1
i D2, a na esnovu prethodno odredjene indukcijske zamene,
Poziva RNIZPR za odredjlvanje niza razliditih promenljivih
koje ulaze u niz D Razliéite premenljlve memorisu se u nizu
X duzine IX gde su zapisane-u obliku: Xl, ese $XIk o To se Ci-
ni nakon s8te Je p051vanjem RTETPR RPOSLT i RKLIT obezbedae-
na mogucénost primene pravila 1ndukclje na paslednjl literal
iz D1 i k-ti literal iz D2. |
U RPOSLT vr31 se odredjlvanje poslednjeg literala u sastavku D1
i preplslvanje tog literala u nlz LIT' M- je brej 31mbola u pos-
lednjem literalu ukljudujuéi i simbel za kraj.
U RKLIT vrii se odredjivanje k-tog literala u nizu D2 za date k.
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Promenljiva Y u RINDBL koja debija vrednest u RADD12 (pre-
ciznije u RIZAM) za vrednost 1 odredjuje da se term po kojem
tesba vrsiti indukciju nalazi u literalu L1, pa se niz pro-
menljivih edredjuje iz literala L2, a za vrednost 2 obrnute.
Za odredjivanje terma sa novim skolemovim funkcijama (odnos-
no konstantama)oblika G(Xl,...,XL)x 1 “(G(X1lyeee XL))x ,
(odnosno Gx i ‘(G)=), pri ¢emu je G numerisan nov simbel,
koristi se RFRMTR., Kad su termi formireni iz RINDEL
poziva se RZTITE u kojem se vr3i zamenjivanje svakog ulaZenja
terma +t u niz A termom e 1 svakog odgovaraauceg ulaZenja 0O
u niz B termom T1l, | |
Odgoevarajuée ulaZenje znadi: A see T 00e b 44s

| | B: eee O aee O 0ee
Rezultati se upisuju u nizove Pl: 00eT2 00eT2 40
- | i P2....T1 veeTl oue

Zatlm RINDBL;p021va RUPISl za upialvanje u niz A saatavka D1
do rednog broja I (podetak poslednjeg literala u D1), na to

se dopisuje D2 do simbbla'PK—tog (pdéetak k—tog'literala),pa
se preskodi broj 31mbola koji prlpadaau k-tom llteralu (1i-
_teralu I2) i doplse se ostatak od D2 _na te se dopléa P (P Je
Pl ili P2 zaV1sno od toga da 11 ae Ihl ill_YhZ). Na tag nadin
formiran je indukovani sastavak.QI (koji ée biti memorisan

u nizu REZ i postade kandidat za centralni sastavak na narednom
nivou). Drugl 1ndukovan1 sastavak formlra se u RUPIS2 koji se
:odRHPISI razlikuae samo po tome sto se uplslvanje u niz A do
rednog breja I vrii uz preskakanje markiranih literala u Dl..
S obzirom da &e take formirani sastavak Q2 biti memorisan u
nizu AKS i nadalje ée posluZiti kao bnEni sastavak na nared-
nim nivoima, markirani literali u Q2 nisu patrebnl. |

Za ostvarenje oplsanlh funkcija RUPISl i RUPIS2 pozivaju
RZAPIS koji ostvaruje upisivanje u niz A pocev od I-~-tog ¢lana,
¢lanova niza D de J-tog &lana, preskakande (DI~1) ¢lanova u D
i dopisivanje ostatka niza D, a zatim prepisivanje celog niza
Pe
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'UT vrsi odredjivanje povratnog puta (stabla dokaza) pe
indeksgima koji se nalaze u nizu RNIV (ustvari RNIV1 i RNIV2)
loZeni po niveima u kojim su generisani. Odredjivanje povrat-
nog puta vrsi se po postupku opisanom na str. 104-106.

QVRT vrsi generlsanje i stampanae dokaza. Za ostvarivanje te
funkcije poziva se RPRAD RPRAD ostvaruje istu funkciju kao
RADD)2 ali sada, pri ponevmom radu, generisSu se same sastav-
ci keji pripadaju stablu dekaza, pa pojedini delovi RADD12
postaju suvisni. Ustvari, pre ulaska u RPRAD poznato je pe
kojem literalu u gsastaviku D2 treba vrsiti rezoluciju, odnosne
indukciju, a dobijeni reziltat predstavlija jedan nivo u dokazu,
Na esnovu sacduvanih karakteristika pﬁﬁata je 1 koju aksiomu
na datom nivou dokaza treba uzeti za bodni sastavak. Central-
ni sastavak Jje takodae poznat; to je sastavak generisan na
prethodnom niveu, a na samom podetku to Je I-ti sastavak 1z
siza KN (vrednost I pre ulaska u RPOVRT je poznata),

2, STRUKTURA PROGRAMSKOG MODULA

- Povezanost petprograma u okviru programskeg modula
rezoluclaska-lndukcigske dok331vanje teorema prikazana je
Figuri 3. Imena potprograma koja su na Fig. 3 pedvucena
imena ‘bazidnih potprograma (potpragrama kDJl u sebi ne .
1rze pOZ1v druglh potprograma) Ne podvuceno ime podrazumeva
se ukljuduju svi potpbograml.koae potprogram ¢ije Jje to ime
ziva., |
tprogrami AUXVC i MDEL prlpadagu MEMORY MANAGERau., a potprog-
ni MESSAG 1 FDISPL ostvaruau Stampanje poruka i rezultata.
zultati se mogu Stampati u kodiranom obliku ili uz pomoé FDISPL
3lovno-cifarskom (uobidajenom) eobliku.
tprogramom CHFSD ispituje se vrsta uocdenog 51mbola (promenljiva,
1stanta, predikatski simbol, funkcijski simbol ).

sprogrami AUXVC , MDEL , MESSAG , FDISPL i CHFSD napisani su
strane drugih autora - saradmika na izgradnji Sistema "Graph",

ne pripadaju autoru ovog rada, Iste vazi i za nove verzije
7 4 RSTOR adavtirane za kammminairondis aa anal dadniam mamams 4 Am
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5¢ INFORMACIJA O PRVIM REZULTATIMA TESTTRANJA

Prve testiranje programskog modula za rezoluc1jsko-
lndukcijsko dokazivanje teorema u teorijama prvog reda sa ma-—
;ematickom indukcijom izvrSeno je na radunaru PDP 11/34 y bez
coriséenja spéljaénda memorije. To je uslovilo izber jednostav-
1ih test primera,

:a 1lustraciju navodimo dva primera realizovana na PDP 11/34 u
rocesu testiranja,

Timer l. Dokaz W¥xP(x) pebijanjem iz P(0) i ¥x(P(x)=>P(Sx))
| (P(x) - literal u kojem Je x jedina promenljiva).

>0lazni skup sadinjavaju sastavei: 'TP(C) P(0) ; TP(x)VP(Sx).
Jlazni podaci su: I |

ND=Q 3 M=l ; Hh3 "JMAX:IO; LMAX:IO; DMAX=20; LITMAX=10;
JUBMAX=5; RNVMAX=10; Kl=6 ; K2=24 ; KRMAX=200 ; AKSMAX=120 ;
iz KN sadr¥i 6 &lanova:

TP(C)® negacija i skolemizacija formule ¥xP(x), C Skol.konst.
iz AKS sadrZi 24 &lana: |
P(0)§1P(X)P(S(I))£1P(c)x

Na racunaru PDP 11/34 dobijeno Jje ‘sledeée pobiaanje-
YOKAZ JE NADJEN |
’OBIJANJE JESSLEDECI NIZ SASTAVAKA:

'ENTRALNT SASTAVAK'

|P(C)ﬁ |

3OCNI SASTAVAK:

()=

NDUKCIJSKA ZAMENA (nox):
= (prazna)

'ENTRALNT SASTAVAK:

IP(S(GL) )=

3OCNI SASTAVAK:

P(X)P(S(X) )=

tEZOLUCIJSKA ZAMENA (nou)

rl/xﬁ

'ENTRALNI SASTAVAK:

/TP (S(GL) )P(GL )=
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OCNI SASTAVAK:

(G1l)%

=ZOLUCIJSKA ZAMENA (nou):
% (prazna)

INTRALNI SASTAVAK:

FJAZAN SASTAVAK

JKAZ JE ODSTAMPAN

DKAZANA JE NEZADOVOLJIVOST POLAZNOG SKUPA

ymentar: Svaki sledeéi centralni sastavak je rezultat primene
ravila rezolucije ili pravila binarme indukecije na prethodne -
=ntraln1 i bedni sastavak. Simbel x oznaava kraj niza koji
redstavlja sastavak ili zamenu. U precesu pobijanja simbel dis- |
mmkcije se ne kdristi, pa su sastavci predstavljeni samo litera-

ma u nizu. Simbol: / ispred literala u sastavku znadi da je
edecl literal markiran.

rimer 2, Dokaz 2x(0+x=x) p@bljanaem iz ¥x(x+0=x) i

Ux(0+x=x==?0+Sx=Sx) .
lazni skup saéinjavaju sastaveis
+0=x ' o«xgx'v O+Sx=Sx ;- O+asa
aznl pedacx suz’ __L‘ ~i--,wfl9T{é- |
D=0 ; M=l ; N=3 ; JMAX=4 ; LMAX=5 ; DMAX=40 ; LITMAX=20 ;

MAX=5 VMAanO K1=15 ; K2=55 ; KRMAX=200.; AESM#K#123~:
Z KN-Sadrél 13 clanava- o | - : | -
= C+ (09 a) ,a)ii

z AKS sadrZi 55 clanova;
+(x, 0),x)ﬁ1=(+(0 x) %)= (+(0, S(x)) S(x))x1=(+(0,a),a)ﬂ

. racunaru PDP 11/34 deobijeno Je sledece pobljanae-_

iKAZ JE NADJEN

)BIJANJE JE SLEDECI NIZ SASTAVAKA:
NTRALNI SASTAVAK:

‘(+(0’&)sa)ﬁ

CNI SASTAVAK:

+(x,0),x)%*

DUKCIJSKA ZAMENA:

XK
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CENTRALNI SASTAVAK:
31=(+(0,8(G1)),5(G1))=
BOCNI SASTAVAK:
Ta(+(04%) 4X)=(+(0,8(x))S(x) )=
REZOLUCIJSKA ZAMENA:
Gl/x%
CENTRAINI SASTAVAK:
/‘]-(+(0,S(Gl)),S_(Gl))1=(+(O,G1]G1)i£
BOCNI SASTAVAK; |
= (+(0,G1),G1l)=
REZOLUCIJSKA ZAMENA:
% (prazna)
CENTRALNI SASTAVAK:
PRAZAN SASTAVAK
DOKAZ JE ODSTAMPAN
DOKAZANA JE NEZADOVOLJIVOST POLAZNOG SKUPA

videti komentar uz primer l.

| Kae sto ae vad naglasene, jednostavnost prvih test-
prlmera uslevljena je malim kapacltetom slobodnog dela opera-v_'
tlvne memarlje korlscenég ra&unara.fjj. | | '
) okv1ru Sistema "Graph" na racunarﬁ veée snage, uz keriscenae
spoljasnae memorije, mogu se oSekivati dokazi i sloZenijih tTeo-
Tema.,
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