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PRcDGOVOR

U disertaciji se razmatraju pitanja aproksimaciie
funkcija analitic¢kih u pojasu pomodu trigonometrijskih po-
linoma u metrici nekog maksimalnog simetrilnog prostora.

U njoj su, uglavnom, izloZeni rezultati iz navedenog pod-

ruc¢ja teorije priblizZenja koje je dobio autor.
Rad se sastoiji iz c¢etiri dijela (glave).

U poletku prve glave uvedene su definicije pojmova
i oznake koje c¢e se koristiti u radu. U drugom paragrafu

definisane su klase funkcija 56H; i gl

J :
B;e‘ Formulacija pro-
blema i njegova istorija je sadrZana u trecdem i &etvrtom

paragrafu.

U drugoj glavi definisu se klase funkciija 55H§ i

Sp¥
B Bpe'

Da bi se olaksSalo ¢itanje rada, u ovoj 91lavi su ne~-
vedene teoreme razlicitih autora i pomoéne tvrdnije (leme)
i njihovi dokazi koje je formulisao i dokazao sam autor.

Ovdje nijesu navedeni op$te poznati stavovi.

Treca i Cetvrta glava predstavlijaju glavni (osnovni)
dio disertacije. U njima su formulisane i dckazane direktne
i obrnute teoreme aproksimacija za funkcije iz klasa koje
su definisane u drugoj 9lavi. Te teoreme i leme iz druge

glave su osnovni rezultati disertaciije.



Ako se citira neka formula iz prethodne glave, u
zagradi se navodi redni broj glave, paragrafa i formule.
Ako se radi o formuli iz te iste glave, ali iz prethod-
nog paragrafa, u zagradi se navode redni brojevi paragra-
fa i formule a u siucaju formule iz tog istog paragrafa,
navodi se samo broj formule. Takav se princip primjenju-

je 1 pri citiranju lema i teorema.

Autor



GLAVA |

POSTAVLJANJE PROBLEMA I NJEGOVA ISTORIJA

U skoro svim oblastima matematike znacajnu ulogu
imaju zadaci o aproksimaciji slozenih objekata pomodu ma-
nje sloZenih. U vedini takvih slucajeva veoma je korisno
poznavanje osnovnih metoda, rezultata 1 problema teorije
aproksimacija tj. teorije priblizenja. U posljednije vrije-
me, u okviru teorije aproksimacija, uglavnom se izucavaju
aproksimacije individualnih funkcija ili citavih klasa, po-
mocéu zadanih potprostora &iji su elementi funkcije u izvje-

snom smislu prostije od funkcija koje se aproksimiraju.

Najde&de ulogu takvih potprostora imaju skup alge-
barskih polinoma ili, pak, (u periodicnom sludaju) skup tri-

gonometrijskih polinoma.

U ovome radu bide razmatrana pitanja aproksimacije
funkcija £(z) = f(x+iy), realnih na osi X, 2%-periodié&nih
po promjenljivoj x i analitickih u pojasu A ={—w<x<+eo, |y <8},
pomodu trigonometrijskih polinoma €iji stepen nije vedi od

n-1, u normi nekog maksimalno simetric¢nog prostora.



§1, NEFINICIJE I QZNAKE

DEFINICIJA 1.1.1. KaZemo da funkcija F(x) pripada pro-
storu Lp i pisemo F(x)ELp ako je F(x)} realna 29 - periodié&na
funkcija:

a) izmjoriva, ako je pe[l,+«), pri &emu je

1
=(s%"F(x) |Pdx}Pc=,

b) neprekidna, ako je p = =, pri &emu je

7] =lF) = max G0l

DEFINICIJA 1.1.2. Sa mk(F,t)p oznacavamo mo d u 1

glatkosti reda k za funkciju F(x)eLp u metrici prosto-

ra Lp , £,
wk(F,t) = sup ”ﬂﬁF(x”l ,
P |n]<t P
gdje je
k
ASF(x) = B (-1)57VCPF (x+vh)
V=0

DEFINICIJA 1.1.3. Sa En(F)P oznadavamo n a j b ol ju
aproksimaciju funkciije F(x)st u metrici prostora
LP pomocCu trigonometrijskih polinoma &iji stepen nije vedi od
n-1, tj.

(F) . = inf JIF(x)-T__, () . ,
B (F)p =, tne P 00-m, 00f

gdje je



n-1
= COSvX + invX
Tn_l(x) I a COS B sinvx,
V=0
a a i 3, = realni brojevi.

DEFINICIJA 1.1.4. KaZemo da je F(X)EH; ako je F(x)eL, i

r
U}k(F;(S)pQMG !

gdje je k>r>o, pe[l,+=] i M - neka pozitivna konstanta.

DEFINICIJA 1.1.5. KazZemo da je F(x}nge, ako je
F(x)eL 1
()Ezp .
-~r6-1 B
;£ .mk(F,t)pdt<m,

-

gdje je k>r>o, 6e(o,+=), ps[},+ﬁ .

DEFINICIJA 1.1.6. KaZemo da je funkcija ¢ (&) funkcija
tipa modula glatkostiipiSemo y(6)eMH(T)

ako jeq
1. ¢{8) nenegativna i neprekidna na [p,+m), vi(s8)Zo,

2. posto]ji o>0 takvo da za bilo koje Aiz0 vrijedi ne-
jednakost

g (A8)<C(A+1)0 3 (8),
gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od § 1 A .

DEFINICIJA 1.1.7. Sa Hg oznacavamo skup svih funkci-

ja iz F{x)eLp za koje vrijedi nejednakost

mk(F,ﬁ)psM¢(5),
gdje je ¢ (8)eMH(0), M neka pozitivna konstanta.

Primijetimo da se klasa funkciija Hg poklapa sa klasom



H; ako je y(s) =" i k >r > o.

DEFINICIJA 1.1.8. Sa Bge oznacavamo skup svih funkci-

ja F(x)ng za ko322 vrijedi nejednakost

1

(T3]
i k(?iF}P_]e%E . ,
© v (t)

gdje je yp({§)eMH(g) 1 oselo,+=).

OCitc je da se klase Bge i B;B poklapaju ako je

p(§) = 5r i kK > r > o,

52. DEFINICIJE KLASA EGHg i Eﬁage

7za funkcije, koje su analiti&ke u pojasu, poznate

su (V.[BJ i [2]) sljedece Cinjenice:

1. Neka je f(z} = f(x+iy) realna funkcija na osi
x(y=0), 29-periodi¢na po x, analiticka u pojasu

ﬁ={-_m{}{{+m,lyl{5} .

Ako za bilo koje y takvo da je |y{<s§ i neko pg(l,%m]

funkcija ¢Y(x) = Ref(x+iy) (kao funkcija nezavisno promjen-

ljive x) ima osobinu

| ¢y(x)]| p € M,

gdje je M pozitivna konstanta koja ne zavisi od y, to posto-
ji, i pri tome samo jedna funkcija ¢(x)eLp takva da za skoro

sve X postoje grani¢ne vrijednosti limRef (x+iy) i
y-+=4



1im Ref(x+iy) 1 pri tome skoro svuda vrijede jednakosti
y->+§

lim Ref(x+iy) = limRef (x+iy) =¢ (x),
y+—5 y++5

pri cemu je
”¢(X)”p < M,
21 o0 m

£(x) = 2 7 {144 T o~ cosm(x-t) }4 (t)dt, (1)
29 o m=1 l+qg

gdije je q = e °.

2. Ako je ¢(X)ELP Za neko pe(l,f]i

”‘1> (X)” o) < M,

gdje je M pozitivna konstanta, tada je funkcija f(x)} defi-
nisana desnom stranom jednakosti (1), takva da je f{z) =

= f(x+iy) realna funkcija na osi x(y=o), 2%-periodildna po
promjenljivoj X, analiticka u pojasu A={-w<x<+e,lyl<s} 1

za svako y takvo da je Iy|<6, funkciija ¢y(x)=Ref(x+iy) {kao

funkcija jedne promjenliive x) ima osobinu

Jo, xif 5 < M,
1 pri tome za skoro sve X vrijede jednakosti

limRe f (x+iy)=1imRef (x+iy) =9 (x)
y>—§ y++5

Funkciju ¢ (x} nazivaju grani¢nom funkcijom funkcije

f(z).



10.

DEFINICIJA 1.2.1 Ka¥emo da je f(X)EEGHg ako je
f(x) realna, 2f-periodifna funkcija, koja se moZe pred-
staviti u obliku (1) i takva da njena granidna funkcija

$ (%) pripada klasi Hg .

DEFINICIJA 1.2.2. KaZemo da je f(X)EBGBgG

f(x) realna, 2%-periodi&na funkcija takva da se moZe

, ako je

predstaviti u obliku (1) i takva da njena granic¢na funk-

cija ¢(x) pripada klasi Bge .

§3. POZNATI REZULTATI ZA FUNKCIJE IZ KLASE
Or ¥
‘H
5 P
Prve rezultate o aproksimaciji funkcija analitickih
u pojasu dobio je S.N. BernsStajn 1912, godine. Njemu pri-
padaju sljedece dvije teoreme: g
TEOREMA I ([3]). Ako je f£(z) = f(x+iy) realna funk-
cija na osi x(y=0), 29-periodi¢na po promjenljivoj x, ana-
liti&ka u pojasu A={-~w<x<+w,|y[<§} , tada njena najbolja
aproksimacija En(f) u metrici prostora C pomodéu trigonome-
trijskih polinoma, ¢iji stepen nije vedi od n-1, zadovo-
ljava uslov

lim\ryEn(f) < e 8. (2)
I _
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TEOREMA II ([4]). Ako je f(x) realna 29-periodi-
dna funkcija i ako za nju vrijedi nejednakost (2), gdje
je §>0, tada je funkcije f£(z) = f£(x+iy) analiticka u poja-

su A={-wc<X<tw,|y[<s].

Ako se od funkcije f(z) = f({x+iy) zahtijeva nesto
viZe od analitidnosti u pojasu A={~-=<x<+e,|y| <}, moZe se

dobiti bolja procjena od procjene (2) za En(f).

N.I. Ahiezer je pojacdao tvrdjenje tworeme I doka-

zujucéi sljededu teoremu:

TEOREMA I, ([2]). Ako je f(z) = £(x+iy) realna
funkcija na osi x(y=o0), 29-pericdicna po promjenljivoj x,
analiticka u pojasu A={-w<X<tw,|y|<§} 1 takva da je

- 1 <« Ref{x+iy) <« 1,

tada vrijedi procjena

(-l)k o (2k+1)ng

2k+1 ° 2{2k+1)né

E (f) ¢
d o 1+e

H t18

T x

koja se ne moZe poboljsati pri uslovima navedenim u teoremi.

Nametanjem jadih ogranicenja na funkciju f (x+iy)

dobijena su preciznija tvrdjenja od tvrdjenja I, IT i I,.

U nizu radova (V.[l] i [5] - [9]) poboljsana su tvrdjenijia

I, IT i I, za funkcije iz klasa Bﬁﬂg i BéBgB.
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U radovima [}1 i [ﬁ} dokazane su sljedecde tvrdnije

za funkcije iz klase 55Hr :

de

L,. Ako je f(x)eﬁéH; tada je
C
E (f) < '
n P enGnr

gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od n(n=1,2,3,...).

II,. 2ko je

1

C
nénr+1

E (f)_ <
Il P e

gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od n(n=1,2,3,...),
tada je

§..r
f{x)eBb"H
{xX) e o

U radovima [6} i [7} rezultati 12 i IIl su pobolj-

Sani. Dokazane su sljedede tvrdnie:

I,. Ako Je f(x)sﬁﬁH; , tada za bilo koje ge[1,+

vrijedi nejednakost

E (£ £
n()q nd_

gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od n(n=1,2,3,...).

Tvrdjenje se ne moZe poboljsati na cijeloj klasi funkcija

Syr

b
P
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gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od n (n=1,2,3,...),

i ako postoji p takvo da je 2¢pge= 1 r>1 - % , tada je

Navedeno tvrdjenje se ne moZe poboljsati na cije-

1
GHI‘—-1+-p—

loj klasi funkcija b

U radu [3] ti su rezultati poopsSteni na sljedeéi

14. Ako je f(x)EBGHg , tada za bilo koije qg{},+ﬂ
vrijedi nejednakost

C
end

1
E (£) < TN

gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od n (n=1,2,3,...).

1I,. Ako je

C
enﬁ

1
En(f)q < w(E) ’

gdje j2 ¢p(8)eMH(Y9) i pozitivna konstanta C ne zavisi od

n (n=1,2,3,...) i ako postoje prirodan broj k i pe[2,+f]

1,

takvi da funkcija wl(ﬁ) = w(d)ap ima sljedecda svojstva:



14.

a) b, (8)eMH (o))

1
| 1 p,l..p 1 -
b) {Z Su," (3} < Gy p) zap <>y
v=h
) ; Lok ¢ cou () za =
c vepn Y 1'v ¥ T1%1'n P f

gdje pozitivna konstanta Cl ne zavisi od n (n=1,2,3,...},

tada ije
Y
1
f(x)e55HP :
i tvrdjenje se ne moZe poboljSati na cijeloj klasi funkecija
Yy
5% 1 |
b

U ovome radu je pojacdano tvrdjenje IT,. Osim toga,
tvrdjenja I,, 11, i njihova pojacanja prenesena su na mak-

simalne simetric¢ne prostore,

§ 4. POZNATI REZULTATI ZA FUNKCIJE

I7 KLASE 6°BY
P

GBr

Y u radu [7] su dokazane

za funkcije iz klase b

sljedece tvrdnje:

I1L, . Ako je f(x)eBﬁB;e, tada je
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“- - 8 k38
1 1 1

k=1

za bilo koje qa[l,+m} i bilo koje ele[e,+m); tvrdijenje

se ne moze poboljSati na cijeloj klasi funkcija BdBr

Iv,. Ako e
p P (£) e P Pl o
k=1 E
i ako jer > 1 - % i pz[2,+m), tada Ije
1+l.
r—- —
£(x)e6°B B
po,

za bilo koje elg[p,+m),

Tvrdjenje se za 0,=p ne moZe poboljsati na cijeloj
o r—l+i
B P

klasi funkcija b
PP

U radu [9] ti su rezultati poopsSteni na slijedecdi

nac¢in. Dokazana je tacnost sljedecih tvrdnii:

ITI.,. Ako je f(x)eb°BY

pps tada za bilo koje qg[1,+m]

2-

i bilo koje els[e,+m)vrijedi nejednakost

- vﬁel 5

e 1 i
v E _1(f) <Xy
v=1 vwel(%) v 4

to tvrdjenje za 0, =0 nije mogucde poboljsati na cijeloj

klasi funkcija 55358;
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IV AKO Jje
vép
=1 Eg-ltf)qqm'
1 U¢p(;)

1 8

Vv

gdje Je ¢(8§)eMH (g} 1 ps[2,+m) i ako postoje prirodni k
= -1
i Ble[p,+m) takvi da funkcija wlta) =¢(5)5p ima slje-

deée osobine

a) v, (8)eMH(a)) ,

b) (1 1 )P
D1 €
v=1 le ("G')

C
1 !
=)

gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od n (n=1,2,3,...),

tada je
¥
£(x)e6%B 1
pé,
To se tvrdjenje za ©, = p ne moZe poboljsati na cijelo]
5571
PP

klasi funkcija b .

U radu su poboljsana i pojacana navedena tvrdjenja
za funkcije iz klase EFBgB.
Osim toga tvrdjenja 111, i IV, kao i njihova poja-

¢anja prenesena su na maksimalne simetrine prostore.

Rezultati rada su izlagani na Seminaru za teoriju

aproksimacija Mehanicko-matematilkog fakulteta MGU kojim

rukovodi prof. M.K. Potapov za vrijeme boravka na MGU.
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Nekl rezultati su publikovani u radu [ZQ] . Dio

rezultata je predat u Stampu (V. {211, [22]).

GLAVA II

DEFINICIJE I POMOCNE TVRDNJE

§1. OZNAKE I DEFINICIJE

DEFINICIJE 2.1.1. Funkcionalni banahov prostor
E, 2f-periodi®nih realnih izmjerivih funkcija (u daljem
radu ne pravimo razliku medju ekvivalentnim funkcijama)

naziva se simetriénim, ako

1. iz toga 3to je g(x)eE i [Ef(x)]| € lg(x)]

skoro svuda na [o,2ﬂ] slijedi da je f(x)eE i

Il < [allg -

2. iz toga 3to je g(x)eE i funkcija [f(x)]| jednako-

izmjeriva sa funkcijsom [g({x)| slijedi da je £(x)EE i

1€l e sl e

DEFINICIJA 2.1.2. Simetric¢ni prostor E na kome je
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definisana norma desnom stranom jednakosti

21
] g = sup [ E(x)g(x)ex
“g“Er-'Sl O

gdje je E’-dualni prostor simetric¢nog prostora E, naziva

se maksimalnim simetri¢nim prostorom.

U daljem radu razmatracdemo samo maksimalne simetri-

¢ne prostore,

Sa 4 oznacavamo klasu prostora E, gdje su E maksi-

malni simetriéni prostori.

Primijetimoc da su za pe[l,+m] prostori Ly, maksimal-
ni simetric¢ni prostori. Pri tome pod L_ podrazumijevamo

prostor C - neprekidnih realnih 2g-pericdiénih funkcija.

DEFINICIJA 2.1.3. Za normirani prostor E, kazZemo

da je uloZen u normirani prostor E, 1 pisemo

Ei:'-'E2

ako vrijedi:

1. ako je F(x)ecE, tada je F(x)eE,

2, postoji konstanta C koja zavisi samo od E, i

.“Ez takva da vrijedi

” F”E2 < C" F”E1

za svako F(x)aEl.
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DEFINICIJA 2.1.4. Sa mk(F,t)E oznacCava se modul glat-
kosti (u metrici prostora E, Eecd) reda k funkcije F(x)eE,
ti.

k
w (F,t)p = IhTEE | 8pF () &

gdje BiF(x) oznacCava k-tu razliku funkcije F(x}.

DEFINICIJA 2.1.5. Sa Hg oznacavamo skup svih funkci-

ja F(x)eE takvih da za svaku od njih vrijedl nejednakost

gdje je v(s)eMH(s) (V. definiciju 1.1.6), k > o, Bed i M

neka pozitivna'konstanta.

Primijetimo da se za ¢ (§) =6r, E = Lp ik >r >0

w .

klasa funkcija H% poklapa sa klasom HJ

DEPINICIJA&Zfl.G. Sa Bga oznacavame skup svih funkci-

ja F(x)gg) za koje vrijedi nejednakost

1
o |

”k(?ft)E ]edt
vty - ¢
gdje je y¢l(6)eMH(g) i oel(o,+=).

e 3 ¥ ikt , . = L
Ocito je da se klase QEB i Bpa poklapaju ako je E D’

w(g) = Gr i k >r > o.
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Y

klase funkcija BEB

R o .
i Bpe poklapaju.

DEFINICIJA 2.1.8. Sa En(F)E oznacava se najbolja
aproksimacija (pribliZenje) funkcije F(x)eE u metrici
prostora E, (Eed) pomocu trigonometrijskih polinoma Ciji

stepen nije veéi od n-1, tj.

E (F), = inf |[F(x)-T__, (x| ,
T _,(x)
n-1
gdje je
. n-1
T _y(x) = Uio(avcosvx * 8 Sinvx)

aa i Bv-realni brojevi.
DEFINICIJA 2.1.9. Sa A, oznacavamo klasu 2f-perio-
di&nih realnih integrabilnih funkcija ¢{(x) sa lakunarnim

Furierovim redom

¢ (xX) ~

Vv

bucoszux )

W ©1 g

1

DEFINICIJA 2.1.10, Sa M oznacavamo klasu 2%-peri-
0diénih realnih integrabilnih funkcija ¢(x), ¢éiji Furi-

erov red
a, a0
$(x) ~ — + I a cosvx

2 v=1

ima monotono opadajuce koeficijente, tj. vrijedi

aO > a; > 45 2 -.- i av+o Za v,
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Furierov red funkcije f{x)ecl, zapisivademo ili u

1

realnom obliku

a
o .
;— + . akcoskx + bk51nkx ,

il 4 8

k

ili u kompleksnom obliku

+ o0 .
3 ckelkx ,
k==
gdje je
1 29 1 21
a, = — ;7 f£{t)cosktdt, bk = - [ f(t)sinktdt ,
T O T O
21 21 )
a0 = —j;-f f(t)dt , Cp = 1 f f(t)elktdt .
T o 29 ©

Parcijalne sume Furierovog reda funkcije f(x) ozna-

cavacemo sa SN(f,x), tj.

(akCOS&x+bksinkx) = I ¢

N N
2
=]1 =N

_ a

S(f,x) = — +

2 k
DEFINICIJA 2,1.11., KaZemo da funkcija f(x) pripada

klasi 6°HY (6>0,9(8)eMH (o), Eed) ako je £(x) realna, 2f-pe-

riodic¢na funkcija i takva da se moZe napisati u obliku

1 21 ™ m

£(x) = =— , {(1+4 % 92m cosm(x~-t) }¢ (t)dt, (1)
29 o m=1 l+q

gdje je g = e ° , i pri tome njena grani&na funkcija ¢ (x)

v

pripada klasi He .
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DEFINICIJA 2,1.12. KaZemo da je funkcija f£(x) iz

O U
klase b BE@'

f{x)-realna, 2%-periodic¢na funkcija, takva da se mo:ie

(8>0,¢9(8)eMH(0}, O < 8§ < », Eed), ako je

predstavitil u obliku (1), pri Cemu njena granicna funkci-

ja ¢(x) pripada klasi funkcija BY .
+ { Kk
Neka je L ckel ® Furierov red funkcije f(x) a
K==o

+ .
) Ak(y)elkx Furierov red funkcije ¢Y(x)=Ref(x+iy), tada

— e LD

za Furierove koeficijente Cp 1 Ak(y) funkcija £ (x) i¢y(x)
vrijedi
eky.+e-ky

A ly) = ¢ = . (2)

Ako se funkcija f(x) moze prikazati u obliku (1)
=+ oo .
i ako ¢{(x) ima Furierov red I akelkx , tada je
k=w-w

P

e Cy . (3)

Primijetimo da iz (2) i (3) slijede nejednakosti

kl§ ' -
A (Y)] < e k] e} , o dc | s 2e lk[GIAk(Y)|, (4)

ak[ . (5)
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2. POMOCNE TVRDNJE

LEMA 2.2.1. Ako se f(x) moZe prikazati u obliku

1 21
(1) i ako je Ko(x) = — [ ¢$(t)dt i
21 ©
1 2% n-1 m
.Kn_l(x) = — f {1+4 I qzm cosm(x-t) }¢ (t)dt ,
21 © m=1 1+g

tada za bilo koje g,F ¢4 vrijede nejednakosti

En(f)F ‘gnf(x)"xn-l(x)“F S THe En(¢)E !

gdje pozitivna konstanta C zavisi samo od E 1 4.

DOKAZ. Funkcija Kb(x) je trigonometrijski polinom
stepena nula a Kh_lix) je trigonometrijski polinom &iji

stepen nije vedéi od n-1 (nx2).

Neka Jje Tn_l(x) trigonometrijski polinom Ciji ste-
pen nije veéi od n-1 a koji najbolje aproksimira funkciju

$(x) u metrici prostora E, tj.

E_(¢)p = n¢(x)—Tn_1(xn]E .

Kako je polinom Tn_l(x) ortogonalan na cosmx za

myn i kako je E uloZeno u L,, to vrijede sljedece nejed-

nakosti

En(f)F 3 ”f(X)_Knﬂl(x”lF £ Clsuplf(x)-Kn_l(x)l=
OgXg21
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; _ - A
= Clsup| 2 {1 (eMS4e™™S) 1cosm(x-t)f¢(t}-Tn_l(tﬂhdﬁé
9 O =n

O<R<2T
- Gy 2“, | “2 | |
< S le(B)=T _,(t)|dt= —=<lo(t)}-T__ ()]} <

en6 o n-1 enﬁl n-1 “Ll
C

3 _ 3

S en5”¢(t)“Tn—1(t”'E“ Y Enlelg

LEMA 2.2.2. Neka je f£(x)eE, (Ee4). Tada za Furie-

rove koeficijente funkcije £(x) vrijede nejednakosti

W

R C”f”E r o lel < CElkl(f)E , (k] 1),

gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od f(x) i k,

(k=21,+2,+3,...).

DOKAZ. Neka je T, _,(x) polinom stepena |k|-1 koji
najbolje aproksimira funkciju f£(x) u metrici prostora E,
(Ecd). Taj polinom je ortogonalan sa elkx, pa Je zbog toga

21 :
¢, = — & [E0-T_, (x)] e™¥ax .
279 ©

Kako je prostor E uloZen u L,, to iz posljednje

jednakosti i ¢€injenice da je Tk_l(x) polinom najbolije apro-

ksimacije funkcije f(x) u metrici prostora E, slijedi
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2%
1
C < =— S JEXx)-T, _ (x){dx = _
| kl 29 o k-1 21 g

¢ oy G -Ty_y (R g=C4E | (Bl

21
1 1 |
g — f lf(x)ldx = ;“f”Llé CSHfj]E -

[,
© 29 ©

Lema je dokazana.

Primijetimo da iz nejednakosti (4) 1 tek dokazane
procjene za |c, | slijedi nejednakost

A, ()] <-Ce E{kl(f)E . (ki = 1). (6)

Ako se funkcija f(x) moZe predstaviti u obliku (1.1 ),
to koristeéi nejednakost (5) i procjenu za lckl moZemo pi-

sati

_lxls

o | s C Egy By » Ikl > . (7)

TEOREMA 2.2.1 ([10]). Neka je f(x)eLj, pe[l,+=),

qe(p,+m] i neka vrijedi nejednakost

1 1

w = - = -1

P g -
ElEn(f)pn <o ,

tada je f(x)eLq , pri c¢emu je

1 1
P 4 P g
B, () < cpq[En(f)Pn + I E (f) k ]
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gdje pozitivna konstanta Cpq zavisi samo od p 1 (.

LEMA 2.2.3. Neka je f(x)eE,v(f)el® (g}, (Ec4d).

Ako je
C
| 6 1
En(Blg € 53 ¥, (6>0)
gdje pozitivna konstanta Cgne zavisi od n (n= 1,2,3,...),

to se funkciija f£(x) moZe analiticki produziti u pojas

p={-w<x<+o, |yl <8} , tj. funkcija f(z) = f(x+iy) je anali-

tidka u pojasu A.

DOKAZ. Kako je E uloZen u Ly, to je prema pretpo-

stavci leme

E_(f) < CoE_(£f). < -E§ (l)
n Ll ¥ Y77n E © enﬁw n

Primjenjujuéi teoremu Steckina-Konjuskova (T.1l},

tek dokazanu procjenu za En(f)L i svojstva funkcije ¢ (d)e

1
eMH (o)} dobijamo

E (£f).. € ColE_(f), n+ I E_(f). <
n C 9[ n Ll v=n ) LIJ

s gl Ppdvr Aud] <
10[.en6 n' - =n V8’ v ]
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9} 1 1 1
g C —y (=) + —= (=) | € C,q—.
12[:en6 n R I ] 13_nd
Tako smo dokazali da vrijedi

n

En8le € Cy3 535 -
e
otkuda slijedi da je
— " -5
lim En(f)C £ e .

n->wo

Prema Berns$tajnovoj teoremi (T. 1.3.II), to znacdi

da se funkcija f(x) moZe analiticki produziti u pojas

fl

A = {-w<x<+o,|yl<8} , tj. funkcija £(z) = f(x+iy) je ana-

liti¢ka u pojasu A. Lema je dckazana.

LEMA 2.2.4. Neka je 9(8) funkcija tipa modula glat-
kosti, tj. ¢(8)eMH(c), tada za bilo koji prirodan broj k

vrijedi nejednakost

n
k-1 1 k 1
uilu ¢(;) £ C15n ¢(H) '

gdje pozitivna konstanta C;; ne zavisi od n (n=1,2,3,...).

DOKAZ. Ako se koriste svojstva funkcije $(68) eMH(c) ,

jednostavnim transformacijama nalazimo da je
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n In I
k=1 ,1,_ k-1 ,n 1 k-1,n,,,0, 1
Elu (;) Elu ¢(U-n)sC16 Elu (=*+1) " (35) <
VT v LY A
n n
k-1,2n.qg.,1, _ s, ,1 k-1-0
< ClG E v (;—) wfﬁ) = Cl6(2n) ¢(H) E \V £
v=1 v=1
1, k- k .1
s Cy7(2n) %9 (20" ¢ CignTu(g)

Lema je dokazana.

LEMA 2.2.5. Neka je f(x)cE, (Ecd4) i neka vrijedi ne-

jednakost

C
19 /1
En(f)E < ;n_ﬁw(ﬁ") ’

tada za Furierove koeficijente ¢, funkcije f(x) vrijede ne-

jednakosti

C20 1

e | < b (—)
k NI EARTY

gdje pozitivna konstanta C, ne zavisi od k (k=%1,%2,...).

DOKAZ. Primjenjujuéi lemu 2 i pretpostavku leme za-

kljucdujemo da vrijedi

C
22 1
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Lema je dokazana.

Primijetimo da 1z nejednakosti (4.1 ) i tek dokaza-

ne procjene za |ck| slijedi da je

1
]Ak(y)l & C22¢(T;T) . (8)

TEOREMA 2.2.2 ([12}). Ako Jje f(x)eLp i l<p<w, tada

vrijedi nejednakost

|£(x) = sy_y (x, )| , s CEG(f)

N-1

pri tome puzitivna konstanta C zavisi jedino od p.

LEMA 2.2.6. Neka je LC E<L_ , (l<p,<p,<=, Eed) 1
P P 271

m . ;.
vrijede relacije

m-1_

f(x)eEﬂA2 tada za 2 ng2

1

oo —

2,2
E_(£f)g =<E,m(£)g == I b )" .
V=M
ovdje i dalje u radu zapis A(n)>= B(n) oznacava da

postoje pozitivne konstante C’ i C'’ koje ne zavise od

n (n=1,2,3,...) takve da vrijede nejednakosti

C’B(n) ¢« A(n) ¢ C'’'B(n) .
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DOKAZ. Koristeci ulaganje Lﬁi E jednakost
1

Sn_l(x,f) = 5 (x,f)
Zigmundovu lemu (V. [17}, str. 217}, teoremu 2 i ulaganje
ECL dobice se

Ps

f - d _
Ep(flg «[£00 =8 () g « Cop3lifGO=Sp_y (%, £ o =

1
. > .2.2
(x,fﬂypl < C24{u£mb”} <

= C23”f(X)-82m_1

< Czs“f(x)-s (x,fq]p2=c25“f(x)-sn_l(x,fnJ§2 <

2M_1

§ CogEn(£) ) < Coel £(x)-T

_q (%)]]
2 n-1 lipz

A

¢ CollE(x)-T _ ()] g = CxpE (£)g o

gdije Jje Tn_l(x) polinom ¢iji stepen nije vecdi od n-1 a koji

najbolje aproksimira funkciju £(x) u metrici prostora E.
Koristedi tek dokazanu procjienu i nejednakosti

|
E n(E)g édf(x)—szm_l(x,fH]E € CogE o (f)g

dobicemo sljedede nejednakosti
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1
> .2.2
En(f)E £ C29{ E bv} < C30E 0 (f)E <
Y= 2 =1
o 1
2.2
< C31{ E bv < C32En(f)E
v=Il

LEMA 2.2.7. Neka je £(x)eE,d(t)eMH(g), 0<b<m, &>0,
(Ec 4).
Ako je
- VY 1

8 —
(1 = EY(£) .18 <,
v=1 vwe(%d vooB

tada se funkcija f(x) mozZe analiticki produiiti u pojas
A={=w<x<t+o, |yl <8}, tj. funkcija f(z)=f(x+iy) je analiticdka

u tom pojasu.

DOKAZ. Iz uslova leme slijedi da je

Enff)E < n- , n=1,2,3,...

Kako je E uloZeno u Ll' to je
Co %
E (f) < n .
n Ll enG

Primjenjujuéi teoremu Stedkina-Konijuskova (T.1) do-

bijamo

Univerzitet a Beograde
Prirodno-matemati¢ki fakulte®

MATEMATICKI FAKULTET
BIBLIOTEKA

Datum

Brej
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Ll k=n+1i 1
1 1 1
n_+l ng n-éﬂ*-1
£ C,( + ~——) 5 C ’
4 oNé né 5 oNé
otkuda neposredno slijedi da je
o -5
lim \//En(f)c s e .
I1-co

Prema BerhEtajnovoj teoremi, posljednja nejednakost
znaci da se funkcija f(x) moZe analiticki produZiti u pojas
A={—w<X<tmo, [y| <§}.

Lema je dokazana.

LEMA 2.2.8. Neka je

: 1
8 fl[ “‘k”"t)E]edt 0 1[“’1{”’"{})E ]9
! - N ’
| 0 p(t) t 1 v=1 " w<%¢
tada vrijede nejednakosti
ClIl £ I g C211 ’

gdje pcozitivne konstante_cl i C, ne zavise od funkcije ¢(x) .

DOKAZ. Koristedi svojstva funkcije y¢(8)eMH(o) i

svoijstva modula glatkosti, moZemo pisati



33.

1
oo OB pSar o Ve et 8,
L ] -'E_= L / ]- ] 2
O p(t) v=l 1 T (k) t
v+1
1 1 1
= _w (p,v¥Dg 0 vdt . . 1 “k(¢'3)E]e=
ooy p [ BT S e s
v=1 p (=) 1 v
v+l
_ 8
= C,I, .
Analogno
1
1wy (6,t) 8 e v Uk (®BIg 0 gy
1Y = Ey dt . ;| I
o v (t) £ v=l 1 v{t) t
v+1
1
1, 8 = 1
[ “k(¢'G)E] ¥ dat S
€ G5 2 1 [ =< Cg b 5| — ] =
v+l
_ 8
= C.I; .

Lema je dokazana.

TEOREMA 2.2.3 ([13,[14]). Neka je F(x)cE, (Eea), tada

je
E (F Cw, ( i)
)E ‘5-‘.: u'}k Fl’n E r
n
1 C k-1
mk(F,n)E $ % E v Eu(F)E ;
n- v=1

gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od funkcije F(x) 1

n (n=lj‘2[3f¢¢-)-
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LEMA 2.2.9. Ako je

o regletig. e ; - 1 ;
0 ple) Tt v=1 vi? ()

tada vrijedi nejednakost

gdje pozitivna konstanta C; ne zavisi od funkcije ¢(x).

DOKAZ. Prema teoremi 3 i lemi 8 vrijedi

(¢,~— ) 8 (¢ t) 6
X £l ¢ ¢y s [ :]dt = C,I .
3 3
w( ) o y(t) t

Iy s Cz “[

LEMA 2,2.10. Neka ije y(8)ecMH(g), tada za bilo koji
prirodan broj k>g i bilo koje gelo,+«~) vrijedi nejednakost

L&

£

1 ‘ C
ke+1we(%) nkewe(

f

v=Ilowv

)

=l Loy

gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od n (n=1,2,3,...).

DOKAZ. Neka je vzn. Prema svojstvu 2 funkcije y¢({s§)
vrijedi

(D) =922 ¢ 0 (%) < D%

Iz posljednije nejednakosti ocito Je
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Iz te nejednakosti, za k»>g slijede nejednakosti

> 1 ® 1 uge
E T Py ns C E T - -
- k2+1 g§,1 4 kg+1 c8.,8,1
V=1 v p {=) VEDR VY n” oy ()
V n
1 = 1 C
= C z <
4 k- +13 ~ ko i
ncewe(%) - U( g)® n wﬁ(ﬁ)

Lema Jje dokazana.

TEQREMA 2.2.4. ( [15] ). Neka su brojevi a,r b,’J i

B, takvi da je

tada:

1. za p iz razmaka l<p<e vrijedi nejednakost

r a(rb)P ¢pP sz a (b,8,)F,
1 Vog=y © v=1 v vV

H

A,

2. a za p iz razmaka o<psl vrijedi nejednakost

g o=

s a (zb)PxpPra (b )?.
y=1 v £=v 3 v=1 vov

TEQOREMA 2.2.5 ( [16] ). Neka Je a 2o, bvao roa ty
n

i

b +, 8~ realan broj i T a,

\Y v=1 angn' n=1;2;3;.-. tada:

1. za p iz razmaka o<pgl vrijedi nejednakost
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o o oo

By P
z aU( ¥ bnn )

B)PE up“l
y=1 n=y v=1 v Y

’

/A

2, a za p iz razmaka 1 ¢ p < = vrijedi nejednakost

uil av(nivbnn | R C2 Uila“(b“u ) £,V ;

gdje pozitivne konstante C, i C, zavise samo od p i 3.

LEMA 2.2.11 Neka je 0 < 8 < =, (Egd),yp(t)eMH(g) ,

tada je uslov

o 3
{1 ——5—E2(0)}° < (9)
v=1 vy (g)

potreban i dovoljan da bi funkcija ¢{x} pripadala klasi Bge.

DOKAZ. Neka je ispunjen uslov (9) 1 1 ¢ § <« w. Pri-

mjenjujudi lemu 8, teoremu 3 i teoremu 9 dobidemo nejedna-

kosti
wp (8,£) - 98,3
e _ k d E dt 1 k 'v'E
I'= f | J — £ Cl L " 5 1 <

O p(t) t v=1] 1) (;)

< C. I 1 M. S () 1"

= 2 [ _ m E] <
= m=1

1 Uk6+1w6(l)

1 [vk
vk6+lw9(%)

A
()
()
H 1 8

-1 6
1 Eu(¢)EBu] d

gdje se B, odredjuje iz uslova
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(#a]

- 1 . 1 ;.
= 8+ 6+1 9,1
m=v mk lwe(l) vk 08 (L
m v
Prema lemi 10, =za Bu vrijedi
BU £ C4U ‘
i tada
8 . 1 8
I° < C ) E (¢)_ <=,
5 v=1 vwe{%) V E

Neka je sada o < 6 <€ 1. Provodedéi postupak kao u pr-
vom slucdaju, zamjenjujudéi teoremu 4 sa teoremom 5, zakljudu-
jemo da je

I° < =

L

I tako smo dokazali da za bilo koje 6e(o,~) za koje vrijedi

(9) funkcija ¢(x) pripada klasi B} .

Neka je sada ¢(x)EB"EbG . Primjenjujuci teoremu 3, lemu
8 na osnovu definicije klase Bge imamo
I = ¢ L w%(0), s @ L0 (8,3 <
2 _ v E 6 kK v' E
RRERMATES VAN
Vv V
1 o, {(p,t). 8 _.
< ¢ I k E] dt <=,
o v (t) t

Lema je dokazana.

TEOREMA 2.2.6 ([17]). Neka su o, 8 i a  takvi da

je 0 < a < B <=, a, > o, tada vrijedi nejednakost
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® 1 m 1
(I aE) < (& a )’ .
v=1] v=1
LEMA 2.2.12 Ako je
® 1
) H 0 8
{ E_(¢)7] < o
v=1 U¢B(l) v E ’

v

gdje je y(t)eMH(o), 6e(o,+=), (Ecd) tada za bilo koje
815[8,+m) vrijedi nejednakost

1 1
a0 6 g oo $)
(1 — E (e} b et z —— EJ(6) ),

v ()

gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od funkcije ¢(x).

DOKAZ. KoristecCi svojstvo funkcije ¢(t), teoremu 6 i

provodedi jednostavne transformacije, dobijamo da je

|

1 1
o0 B 5. o 2m+ll 1 8 )
(f ——=tsl @ t=rr § —F—E @ g
v=1 vy 1{1) v m=¢ v=2T" vy 1(_"!'_)
> v
1
$ C{IE (9) —2 Iyl
m=o0 2 po1,1 v=20 vV
(;ﬁ)
1
0 91 1 81
€ C, {1 Z E_(¢) } <
N m 5 N
m=0 2 P l(l_)
oM
oo 1 8 1
c.{ & E° (¢) =g { r Y (¢ 1 6
8 ' ) ]
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Koristec¢i osobine najbolje aproksimacije i ¢injenicu

da je y(8)eMH(0o), lako je vidjeti da vrijedi

1 w oM 1
o 8 [} 1 6 . 6
= E Iy z
(Ul ; 1 S (e {mil uizm“ll v’ () A
y=2 Vi (-'J) )
1 m 1
o0 2m ool ) 2 =
6 1 46 8 1 z 1,6
{ L 27 _($), L Ve {L EY (9) N TR
T 2  +]1
. 1
- 8 1 3]
> C,{ z E° (¢) }
4 m=1 20 E ¢8( 1 )
5
Prema tome, vrijede nejednakosti 1
1. =
— 8 8
" 0 § E. (4) “ 6
{ el EU1{¢)E}1 $ Cyt é E+C5 » é - E,(0)gl <
v=1 v l(l) v (1) v=2 vy (;)
o0 1
1 3 —
¢ Cgt L T By ($Igtt -
v=1 wvi (;)

Lema je dokazana.

Da bi dokazali osnovne rezultate rada bide nam po-
trebne i sljedece teoreme.
TEOREMA 2.,2.7 ([19]). Ako je F({x)eC i za sve xe[-ﬂ,ﬂ]

vrijedi jednakost

F(x)

Il
g |
f

)

0
O
n
~

"

gdje je a, 20, to vrijede nejednakosti

x>

T ak < 4En(F)C , n=1,2,3,... .

k=2n
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TEOREMA 2.2.8 ([10], [1] ). Neka je F(x)eMnL za

neko p, 1 < p < =, Tada vrijede nejednakosti

1
- L o 5
- P P, p-2
EL(F), ¢ Cylapn +{ Looayy ] b
* v=n+l
1
a0 D.—Z p
P EL
En(F]P > Cz{uzznavv } '

gdje pozitivne konstante C, i C, ne zavise od F(x) i n.

LEMA 2.2.13 Ako je

a, > a; > a, > a, Z ew 3 a >0 za v, to za
i {b_(y)}. dje j
nizove oY)z + 9d1€ J€
v -\
e Yie Y

b (y) =« P {(lyl] < ¢)
v \V ev6+e-v6 I |

vrijede nejeunakosti

b_(y) > by(y) > byly) > byly) > ...

Osim toga, bv(y)+0 za vore, £t3. niz {bv(y)}:=o je

monotono opadaijuéi.

DOKAZ. Dokazacemo da je

]

bu(y) > bv+1(y), v=0,1,2,3,... za bilo koje y (ly}| <8§)
dokazacemo tacdnost nejednakosti
aVYia VY vty ~{vil}y

a4 - L2
iy - + —
V ev6+e v§ v+l e(v+l) o (v+1}) 6

-+

Kako vrijedi

G, 2Qq - v=0,1,2,3,..., to je dovoljnc dokazatli da je
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VY e~ VY ﬁ'e(”fl]y+e_(u+l)y
oYV L (VD)8 ~(vHl) ¢

posljednja nejednakost ekvivalentna je nejednakostl

e(2u+2)6+1 e(2u+2)y+l

Z '

o (2vHl) 8, .6 o(2v+tl)y . v

tj. nejednakosti

[e(2u+2)5+1][e(2u+1)y+ey] ; {e(2u+2)y+ﬂ Ee(2u+1)5+e5]

f

otkuda dobijamo

(eé_ey)[e(2v+ll(y+d)_1]+(eu+a_1)[e(2u+l)a_e(2u+1ly] . 0. .

Iz uslova |y|<s slijedi da je

el eY e(2v+1)(6+y) 5 1, QYT 1, e(2u+1)6 N e(2~u+1)y

> 2

!

i ta&nost posljednje nejednakosti je ocigledna.

Kako uu+0 to 1 bU+O 23 yow,

’

LEMA 2.2.14 Neka je ng EC'.Lp , vit)eMH (o)
| 1 2
(1 < p, < py <=), (Eed), £(x)er,0 E, tada za Ml p ¢ 200

i o < 6 < » vrijedi procjena

@ V88 0 ezmﬁe .
) —E (f) < I E® (f)._ .
vel wpd () Y E 77 n=o 2mwe(lﬁ) o TE
P,

-t

DOKAZ. Koristedi lemu 6 , osobine funkcije ¢(t)eMH (o)

i provodeé¢i jednostavne t:ansformacije dobijamo nejednakosti
o0 v 0 60 @ v§ o
e 8 e s e 8
) E (f), = = EJ(f), + L E (f)g =
> o
=1 v @) Y B ) TR =2 () E
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| m
_ e EO(f) + 7t g e Vo’ EY (£)_ o
WOy TR mer y=2™hy ) Y
o m
56 2 Vv &0
e 8 L o8 e
= EY(f) .+ E” (f)n ¢ __ =
we(l) 1 - m=1 2% Ev=2m-}1vweié)
030 g ~
= Ey(f)_+ T BY (f)..1I ,
we(l) 1 E m=1 20 E
gdje je
2™ evée
I= 3 .
— -1 65,1

Procijenidemo I odozgo i odozdo.

Prema svojstvima funkcije ¢ (t)eMH (o) dobijamo da je

m

m
. § evﬁe 1 L g aVod
-1 ] ™ - —_ 3
v=2""01 wfdy) T " il)we(ia) v=2""31
2
< . 1L
= 1 ¥
mea(la)
2
gdje je
m
p
S8
I.= % eVov,
boy=2™"1
S druge strane vrijedi
-2 véo 2" Voo
I= 3 e > —— Em-1® 2
| = —
v=2 vt ) T 2O (R VTR
- V 2m—
+1
C
I1 .

-1 -
m, 6,1
27y (Sﬁ)
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Procijenicemo I, odozgo i odozdo. O¢igledno vrijedi

nejednakost
- - ~ 3
21 oag 20 PR éﬁg(Zm +1) _sg (27 +1)
Il: 3 _1 o = 2 me1 (e ) =

u=2m ¥ vV=2" ¥] 0 ~1

so, 2Mse 2™ tso
_ e “(e - )

eoa—l

2) e 38 _ a § © < e §6
m m-—1 m
b) e2 I ez 80 5 C e2 §6 . gdje je
C=1 - h%E" (C<1) , zakljucujemo da Je
e
m
1, <e? 8%

Prema tome vrijedi

ezmae
I = -,
240 (2
; i
.

R L . - eZmﬁe .
X - EC(f) wr I EY (£). .
v=1owf Y BT o 2%9(—%) m T E

2

Lema je dokazana.

LEMA2 ,2.15 ko je f(x)eE, (Eed) i ako vrijedi
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o L —U(S -:-!;-

gdije ije wl(t)sMH(al), tada vrijedi prociena

L .véa ® 2m68
g 8 EX(E) = E = — EY (£)_ .
v=1 uwe(l) P™ "m=o 9% 2 P
v oI

DOKAZ. Koristedi pretpostavku teoreme osobine funk-
cija ¢p{t)eMH(o) 1i wl(t)eMH(cl), provodeci jednostavne tran-

sformacije dobidemo nejedrakosti

00 evﬁe 9 868 g oo v4i o 8
L E'(f)_ = EZ(f) _+ I E (f) =
v=1l vwe(%) v P we(l) 1P =0 vwe(%) A
eGB 8 oo o™ vd o 'S
= EJ(FY + 1 L EV(£) o
&e(l) ! m=1v=3" il uwe(i) A
50 - 2" NES
= El(f) + I ET“l — =<
b8 (1) m=1V=2""#1 40 (3)
8,1
9 6 ® o ({—)
8 . V..l m g, (1) 1" ,m
S M ED I | gm R 21 =
v (1) m=1 %) v=2"F1 VI m=1l g
21'[1
50 o 2Mse o 2Ms 0
a 3 e 8 e g
= E.(f) + ¢ E° (f) = & E-_(f)
$2(1) 1 TP a1 48y 2™ P oo 48l o® P
zm 2m

Lema je dokazana.
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TEOREMA 2.2:9. ( [15] ). Neka su Qrojevi a bU i

B takvi da je

av;o, b =20, I a =a_g8_ ,

tada:

1. za p iz razmaka lsp<= vrijedi nejednakost

N~ B

v
P P P
L au( E bE) <P av(bvﬁu) ,

v=1 - E=1 v=1

2. a za p iz razmaka o<psl vrijedi nejednakost

v w
: b )P 2 p° L a (b 8 P
1 al""(&;=1 SN v (PvE)

i 1 8

v
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GLAVA III

DIREKTNE 1 OBRNUTE TEQREME APROKSIMACIJA ZA FUNKCIJE
1Z KLASE &Y

§1. DIREKTNA TEOREMA APROKSIMACIJE ZA FUNKCIJE
IZ KLASE 5°HY,
S#aku teoremu koja utvrdijuje procjenu odstupanja, u
nekom smislu, date funkcije (ili klase funkcija) od polino-
- ma ili od nekih elemenata u koje se ta funkcija (klasa funk-
cija) preslikava pomodu nekog niza operatora, nazivamo di-

rektnom teoremom.

U ovom paragrafu nas €e interesovati odgovor na pita-
nje, kako ta procjena za f-inkcije iz klase EGHE zavisi od

glatkosti graniéne funkcije ¢(x).

TEQREMA 3.1.1 Ako je f(xh&BGHg , (Ecd) tada za bilo

koje Fed vrijedi nejednakost

gdje pozitivna konstanta C ne zavisi ocd n (n=1,2,...) . Tvr-
djenje se ne moZe poboljSati na cijeloj klasi funkcija Eﬁﬂg

uz uslov da postoje P; 1 Py takvi da je
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DOKAZ. Neka je f(x)eEGHg. Primjenjujuci lemu 2.2.1,

il - : _
teoremu 2.2.3 i definiciju klase Hé, moZemo pisati
Cy C, ) C

| 3, ,1
En(f)F <& zl—gEn(¢)E £ enﬁmk(¢r—ﬁ)-ﬂ < }‘gd)(ﬁ) 7

gdje pozitivna konstanta C, ne zavisi od n (n=1,2,3,...).

Dokazademo da se tvrdjenje teoreme ne moZe poboljsati.

Neka se funkcija f(x) moZe predstaviti u obliku

(1.2.1) i neka je njena granicna funkcija ¢(x)gA2 i takva

da je
1

b =< () | (1)

gdje je funkcija y(§)eMH (o) koja zadovoljava uslov
® 1
1 2,1,,2 1
{t (" =<vlx) . (2)
con & E n

Neka je E, Fe4 i neka postoje py, 1 P, takvi da 3Jje

1~cp2f:pl<mi

'L _C EcL I. ¢ FCL . 3)
Py P, ' Py Py 3

Tada vrijedi:

m=1 m, o .
1. za 2 <n < 2 .En(f)F,_,E (f)E.fhea p{—), (4)

Dokazacemo tﬁfdjenje pod 1.
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Prema nejednakosti (2.1.5) uslovu (1) za[bu|i svojstvu funk-
cije ¢ (4) dobicdemo nejednakosti

| g 1 7
E (f), <|f(x)-8 _ (x,6) o ¢ Cul£(x)=5 _ (x,£)] »
Pl P oM, 13 4 ol ' C

1 -2V -2Ms 1
< C-;l!)(—r'ﬁ') E e < CBE lp(-'“rH)
27 v=m 2
Ako se iskoristi uslov (1) za Ibul, ne jednakost
(2.1.5) i lema 2.2.2, moZe se pisati
om

~2Ms 1 ~2Ms . =2Ms
e w(zﬁ)acge lbml—cge Icszc_zmléclolczm|<C11E2m(f)_

I tako je dokazano da vrijedi

-2Ms 1
Ezm(f)F;f.,e UJ(;'IH)
Primjenjujuéi lemu 2.2.6 i uslov 2™ ! < n < 2™, dobijamo da je
E (£)u s E_(£)w o a2 Syl
n F oM F ol :

Dokazacemo tvrdjenje 2, tj. dokazacemo da granié&na

b

g 1 da ne pripada siroj klasi.

funkcija ¢(x) pripada klasi H

Zaista, primjenjujucéi lemu 2.2.6, uslov (1) za bv i

uslov (2) za funkciju ¥(6), dobidemo da za 2™ 1< pn ¢ 2©

vrijedi

Univerzitet u Beogradi
Prirodno-matematicki faRultét!

MATEMATICKI FAKULTET
BIBLIOTEKA

Brej
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1 1
CoL2.2 2,1 .2
B () g B (9)p < (b1 st 2 350507 o
v=m V=M1 2
m 1
1 2,1,..2 1 1
gy Z — .._....1- S e -.___.-__‘--' —
= (a3 @ =) = v (5)

Prema teoremi 2.2.3, tek dokazanoj nejednakosti i lemi

2.2.4, utvrdjujemo da za k»>g vrijedi

C n C n
1 12 k-1 13 k-1 1 1
o o) € K- IV E (0« 5 IV T < ouip
n v=1 n v=1

I tako,uzimajuéi u obzir da ije

| 1

i da vrijedi nejednakost (5), dobidemo nejednakosti

1 1 1
Poznato je da za bilo koje 65(0,1] postoji n»1 takvo da je

1
n+1l

A
O
N

1
n
Koristedi svojstva modula glatkosti i funkcije ¢(8) iz ne-

jednakosti (6) dobidemo da za 65(0,1] vrijedi procjena

Tako je dokazano, da za funkciju ¢(8) koja ima svoj-

stvo 2) 1 za prostore E i F sa svojstvom 3), postoji funkcija

f(x)eBﬁHg takva da vrijede tvrdnje (4). To upravo znaci da
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se tvrdjenje teoreme ne mozZe pobolisSati na svim takvim kla-

GHw

sama funkcija bB e

§2. OBRNUTA TEOREMA APROKSIMACIJA ZA FUNKCIJE
12 KLASE 65°H)
Obrnutom teoremom u teoriji aproksimacija funkcija
nazivamo svaku teoremu koja utvrdjuje stepen glatkosti funk-
Ccije (ili klase funkcija) u zavisnosti od brzine konvergen-

Cije ka nuli njene (njihove) najbolje aprcksimacije.

:Pojam obrnute teoreme u teoriju aproksimaciija uveo
je Bernstajn 1912. godine. Njemu pripadaju prvi rezultati

iz te oblasti.

Nas ¢e interesovati uslovi koje treba nametnuti na
najbolju aproksimaciju funkcije £(x), tako da njena granid-
na funkcija ¢(x) pripada klasi Nikoljskog u nekom maksimal-

nom simetricnom prostoru 2%-periodi&nih realnih funkcija.

TEOREMA 3.2.1 Neka je f(x}cE, (Eed),68>0 $(t)eMH(qg).
Ako vrijedi nejednakost

C

nas

1 |
a n

En(f)F <

gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od n (n=1,2,3,...), i
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ako postoje broj pe 2,+m1F i funkcija 4 (8} takvi da Je
P | 1 J

a) wl(ﬁ)eMH(ul) ,

1
- 1, p=-2,p 1
b) { I PPV« Cuy(5) za 2 € p < =,
V=1
Cc) ; ¢(£) < C,hv¥ (L) za = w
v Y T2¥1'n P f
v=n
gdie poziti?na konstanta C, ne zavisi od n (n=1,2,3,...),
tada 7Jje
p
. L
f{x)eb"H
(X) e B

To tvrdjenje se ne moZe poboljfati na cijeloj klasi funk-
%
. . 8 1
cija B H .
] P
DOKAZ. Neka je ispunjena nejednakost (7), tada prema

lemi 2.2.3, utvrdjujemo da se funkcija f(x) moZe anali-

tidki produZiti u pojas A={-w<x<+w,|y[<§} .

Dokazademo da se funkcija f(x) moZe predstaviti u

obliku (1.2.1). Razmotridemo dva slucaja:

1. Neka je pe[2,+m). Prema teoremi Peli (V.[lBJ, str.
202) , nejednakosti (2.2.8), uslovu b) za funkciju gp{8§) 1

prema ulaganju EcLl, dobijamo
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I o
1o, 00l 5 < cqf [a (y)]+(ivf=1lAﬂ(
o 1
£ 04[[0 | +( L wp(%}vp z)p} <

< cS(HfULl+wl(1)) < Cg(l el +1) .

2. Neka je sada p=~. Tada iz nejednakosti (2.2.8),

uslova c) za funkciju ¢(8) i ulaganija ECLl, slijedi

& =] oo 1
23 [AO(Y)[-}-I\;T:I%AU(Y)I 3 ICO[+C8[v}£=lw(m—)

I ()]
Y c

< Cg[”f“Ll"“lbl(l)]é Clo(”f“E'*.‘l) .

I tako je dokazano da za bilo koje y (|y]|<§) vrijedi

”¢Y(X)HP £ M,

, £tO0 zZna-

gdje konstanta M ne zavisi od y. Kako je pg[2,+m]

¢i (V. [l}{ str. 150) da postoji grani&na funkcija ¢(x)eL

takva da se funkcija f(x) moZe predstaviti u obliku (1.2.1).

Dokazacemo da grani&na funkcija ¢(x) pripada klasi

v f
le . Kako se f(x) moZe predstaviti u obliku (1.2.1), to
prema nejednakosti (2.1.5) i tvrdjenju leme 2.2.5 slijedi

procijena
(8)

1

A

ol
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Razmotrimo dva slucaia:

1. neka je pe 2,+=). Primjenjujuéi teoremu Peli, ne-

jednakost (8) i uslov b) za funkciju #(48) dobijamo

1
E_(2) 3! (x)-S ( N p: . p=-2,F
n{ g o (x)-8,_y (x,0) i < C12{1UT=n|a“| AV B
1
¢ ot t P EPT ey dy
RS E AN R A A S S TA A
v=n
2. neka je sada p = =, Primjenjujucdi nejednakost (8)
i uslov ¢) za P(8) vrijedi
.’I I ] w
E_ (8 < [ox)=s _ (x,0) . < IUT:nlavl $
&0 1 1

v=n
Tako je dokazano da uz pretpostavke teoreme vrijedi
Ry |
En(¢)P S;:Cl'?‘#)l(ﬁ') ’

gdie pozitivna konstanta C,9 ne zavisi od n (n=1,2,3,...).

Prema teoremi 2.2.3,tek dokazanoj nejednakosti i lemi

2.2.4 za k>yg vrijedi
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Zza bilo koje &§(o < § ¢ 1) postoji nzl1 takvo da je

1
n+1l

<5,5-;l-
n

Koristedi osobine modula glatkosti i funkcije wl(é)

dobija se

1 2
@k(@,ﬁlp < mk(¢’§)p £ wk(¢:E¢TJp R
2 1

I tako smo dokazali da je
() et ]

H .
pix)e b

Dokazademo da se tvrdjenije teoreme 1 ne moZe poboli-
Sati.
Neka se funkcija f(x) moZe prikazati u obliku (1.2.1),

gdje 3Je

1. ¢(x)eMﬂLp ako je pe[2,+m),

2. ¢(x)eC i za svako xe[-9,1] vrijedi jednakost

s{x)}) = £ a cosvx ,
v=1 "

gdje je a »o i p=w=,.

Neka su funkcije y({t) i ¢l(t) takve da je:
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a) p(t)eMH (o), wl(t>aMH(ol)

1

) [z WPy P2y ey (dy -
f v v’V ¢1 n ca PE 4y =)
v=I1
b 4] 1 ]_ ~

c) ¥ w(;):ﬁiwl(ﬁ) za p = =,
v=n

1
d) a =< | ) , v =0,1,2,3,. ’

tada vrijedi:

-né i

1. En(f)E;::e w(n} za bilo koje Ee4 ,

2. wy (9,8) == vy (8) .

Dokazacemo tvrdjenje pod 1. Koristedi nejednakost (2.1.5),
uslov <) za a, i osobine funkcije ¢ (6) dobijamo da je

_ | | 1 !
E (flg s|]f(x)-sn_l(x,f)“E < Clh ()-8 _ (%, E)] ¢ <

o0 o0 _ o —Us 1
< Cl L Icvl 53 C2 L e chaU £ C3 e ” w(;
v|=n v=n v=n

o C
1 -vé o) 1
S Cply) Te s enﬁw(-ﬁ) :

Dalje, prema osobini d), nejednakosti (2.1.5) 1 lemi 2.2.2

vrijedis
c6 ﬁil) < Ez—a < Cq(cC ;c ) € CLE _(£f)
enﬁ no en& n> "8 n "-n‘ T T9n E °
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—crzzzfemo tvrdjenje 2. Ako je ps[2,+m), tada za monotono

cczZz3ucfe koeficijente a_ vrijedi nejednakost

n
. " 5
p P . p-2
ann $ Clo{k_zn] ak k } r (9}
=15
g=Z-= rozitivnha konstanta ClD zavisi samo od p .

Primjenjujuéi poznate nejednakosti

X 3O, y20, (x+y)a <€ X yu < 2(x+y)u, O < a < 1)

tec—=—u 2.2.8 i koristefi osobine funkbija p{S) i vy (3)
dczZ-z se L 1
1-= m _> 1P
=_ {:)p £ Cll{ann P +[ ) a][z kP ] } ok
- - k=n+1
3 1
n 2. P ” ~91 P
sc,l z aP kP [ 2 AP kPTIT)
k=[‘2-] k=n+i
1
¢ Cpaf, Faf K T of W07 Tec, [ T aB kP77]
_[n - 13-, 3
k=[5] k=n+1 k=[]
1 1
cc [z wp(ﬂi—)kP'Z]P R ¢P(3)kp‘2]p <
¥ 714 k=[’n] k+1 S 715, _en k
p) =13l
1

1
) € Cpo¥, (3)
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Ako je p =« tada prema osobini ¢} vrijedi

4]

' 1 1
E_(0)o <] et-s__ 0. ¢ ta «Cg 1 o(D)sC gy (3)
W

i o1 8§

V=1
Tako smo dokazali da vrijedi

| 1
En(¢)p £ CZOwl(H) ’

gdje pozitivna konstanta C20 ne zavisi od n (n=1,2,3,...) .

Primjenjujuci teoremu 2.2.3, tek dokazanu nejedna-

kost i lemu 2.2.4, za k»>og vrijedi

C n
1 21 k-1
f Ry <~ "1 L E -
wk(d:- n)p < n.k. u=l’u'l U(¢)p <
C n
22 k-1 1 1
n v=1

" za bilo koje §(o < 6§ ¢ 1) postoji nzl, takav da je

< § < i
n+l ~n

Koristedi svojstva modula glatkosti i funkcije ¢ (&§) dobijamo

1 2
mk(¢;6)p £ mk(¢’ﬁ)p £ wk(¢'E$T)p <

2 1 |
€ Cog¥ (5377 € Cos¥y(ar) < Cae¥yt9)-
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Tako smo dokazali da je

(x) cn ]
¢XEP-

Dokazac¢emo da funkcija ¢(x) ne privada 3iroj klasi
od klase le . Zaista, za pg[2,+m), primjenjuijuci teoremu

2.2.8, uslov b) i osobine funkcije y¢(§) dobijamo

i 1_

E_(¢)
P u—-2n v u=2n

n

1 1
> Coo¥y (5g) 2 C3pu (5) -

Za p = =, koristeCi teoremu 2.2.7, uslove d) i ¢) dobijamo

o 3

1 1 1
v=2n v=2n

Tako je dokazana tadénost nejednakosti

]
EBrledy > Cagvy (1)

Iz te nejednakosti i teoreme 2.2.3, slijedi da je

1 1
wp{eiplp 2 C3gEp () > Cyquy (P

Iz posljednje nejednakosti i nejednakosti (10) slijede ne-

jednakosti

) 1 1
C33'~pl("ﬁ) £ mk(fPr'ﬁ)P £ C39¢'1(E) .

Za bilo koje (o < & 1) postoji nxl1 takvo da je

1
n+l

<5{-’f]_i-.
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Koristenjem osobina modula glatkosti i funkcije $(8) =za
65(0,1] dobija se da je

wk(¢,5)p;i ¢l(5).

I tako je dokazano, da uz pretpostavke teoreme po-
stoji funkcija f(x) takva da je
_nls

1
En(f)p:i e w(H)

o (616) s ¥y (8) za 5¢(0,1] .
Prema tome, funkciija ¢{x)} pripada klasi Hp i ne pripada
Siroj klasi, Sto znac¢i da se tvrdjenje teoreme ne moZe po-
" .
8., 1

boljsati na cijeloj klasi funkcija B Hp .

§3. POTREBNI I DOVOLJNI USLOVI PRIPADANJA KLASI BGHg

ZA FUNKCIJE SA MONOTONIM ILI LAKUNARNIM FURIEROVIM

KOEFICIJENTIMA

TEQOREMA 3,3,1 Neka je f(x)eEﬂA2 , Ec4, 8>0. Neka

funkcija ¢(t) zadovoljava uslove

a) y(t)eMH(g)

S | 1
b} © p(—) < C,p{—) ,
v=n 2V 1 2n

tada
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S ¥
£(x) eb Hg
: : : . LM=1 m . . :
ako 1 samoc ako za bilo koje Fed 1 2 < n g 2 vrijed:i
ne jednakost
C
2 1
E Ep s =i, (11)
e2 S 2

gdje pozitivne konstante C, i C, ne zavise od n(n=1,2,3,...).

DOKAZ. Neka je f(x)556Hg. Koristedi jednakost

S L{x,£) =5 (x,£f) = K (X)
n-1 P31 2T

i lemu 2.2.1, dobijamo

E_(f) . 4[[f(x)—sm_l(x,f)”F=?f(x)—szgl(x,f)HF -
C
3 1
| £ Sy e ezmaw vk

Neka je ispunjena nejednakost (11l). Uzimajuéi u obzir da

2m-1

za <ng 2™ vrijedi

~2Ms 1 ~ns§ 1

to iz nejednakosti (11) slijedi da je

E (£, < Cqe ™0(3) . _ (12)
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Prema lemi 2.2.3, zakljucujemo da je funkcija f£(x+iy) ana-

liticka u pojasu A={~-w<x<+x,|yl<d},

DokaZzimo da se funkcija f(x) moZe predstaviti u ob-
liku (1.2.1). Iz tadnosti nejednakosti (11) 1 leme 2.2.5,

slijedi procjena
C

_ 7 1
lc I=le | <CE (f), < v{—) .
_2v‘ 2V 6 2v P ezva 2V

Tada prema nejednakosti (2.1.4) vrijedi

- bk
lA-z“(Y){ -[sz(y)l S c8¢(2u).

Koristedi tek dokazanu procjenu za |A {y)| i uslov

2
b} docbijamo
;&¢ (x)“c g ; A (y)|[+]a u(y){]s Cq ; w(i;} <
Y v=0~ =2V 2 v=0 2

ti. ¢y(x)€C.

I tako za bilo koje v ({y]<8) vrijedi

H¢y(x”]C < M,

gdje je M pozitivna konstanta koja ne zavisi od y. A to
znadi (V. [LJ, str. 150,), da postoji granicéna funkcija
¢ ({x)eC a samim tim i ¢(x)eLP, takva da se f(x) moZe pred-

staviti u obliku (1.2.1).
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Iz Cinjenice da se funkcija f(x) moZe prikazati u

Obliku (1.2.1}, procjene za |c U{ i nejednakosti (2.1.5)
2
slijedi da ije ¢(x)eA2 i da je

1
‘b2ul < C10$(EG) .

Dokazacemo da graniéna funkcija ¢ (x)pripada klasi Hg.

Zaista, koristeci osobine najbolje aproksimacije, procjenu

za |b u[ i uslov b) dobidemo da za 2M"ic n ¢ 2™ vrijedi
2

E®g €« E 1 ®)g ¢ Cy llo(x)-s m=-1 (X9 - s
2 27 2,
s Gy ; b | < Cy2 ; ¢(l;) < Cyqu . 7). €
v=m-1 2 v=m-1 2 2

/A

1 1

I tako je dokazano da uz pretpostavke teoreme vrijedi ne-

jednakost

1
En(¢)E £ C15¢(H} ’

gdie pozitivna konstanta C,g ne zavisi od n {(n=1,2,3,...).

Prema teoremi 2.2.3, tek dokazanoj nejednakosti i

lemi 2.2.4 za k>g vrijedi
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C n
1 16 k=1
o (brplp € o Tv E (o) <
n w=1
C n
17 k=1 .1 1
S g V¥R« Cpvtm)
n v=1

gdje pozitivna konstanta C,q ne zavisi od n (n=1,2,3,...).

Tada koristeéi &injenicu da za bilo koje da(o,l] postoji

n>l takvo da je

Prema osobinama modula glatkosti i1 funkcije ¢ (%) dobijamo
da je

1
wk(‘biG]E < mk(¢rH)E < wk(¢rm}E £

gdje pozitivna konstanta C,, ne zavisi od n (n=1,2,3,...).

A to znadi da funkcija ¢(x) pripada klasi Hg Teorema

-je dokazana.

Primijetimo da je desna strana nejednakosti (12)
vecda od desne strane nejednakosti (11). Zbog toga je pro-
cjena (11} bolja od procjene (12), tj. za funkciju f(x)
sa lakunarnim Furierovim koeficijentima, teorema 3.3.1

poboljgava tvrdjenje tecoreme 3.1.1.
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TEOREMA 3.3.2 Neka je

d w0
E{x)—= + 1 d cosvx ,
2 U=l v
gdje je
BIECAY =&V
d e’ "+ e 40
v 2

Neka je funkcija y(t) takva da vrijedi:

a) ¢(t)EMH(U) ’

tada Jje
f(x)saﬁﬂg ,

ako i1 samo ako za bilo koje Eeggq vrijedi nejednakost

. C
2 1
PR

n*"p

gdje pozitivna konstanta C2 ne zavisi od n (n=1,2,3,...).

DOKAZ. Neka je f(X)EBGHg ; 3. £(x) moZe biti

prikazana u obliku (1.2.1), gdje je ¢(x)aH%>, tada av¢0.

Koristeéi teoremu 2.2.3 i definiciju klase Hg dobijamo
1

1
En(¢)p £ c3wk(¢rﬁ)p
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Kako je pe(l,+=), to za monotono opadajude koeficijente

a vrijedi nejednakost (9). Prema toj nejednakosti,teo-

remi 2,2.8, procjeni za En(¢) i osobinama funkciije

p
p(t)eMH (o) imamo .
l_% B p-2gP 1
an P<cf =En] ALV ] < R (o) <Coulm) . £,
=2 L7 ]
C
8 1

n" p

Kako se funkcija f(x) moZe prikazati u obliku (1.2.1),

to prema nejednakostima (2.1.5), (13) i svojstvima funk-

cije #»(t) za bilo koje Eed vrijedi

E (B)p <[l £x)-s 06,0, < colle-s__ 6,0 . <

1
< C g d < C ; e V% ¢ ; e~ VO E-lw(l
-~ 9 - %5 W T &
=1 lUv*n ¥ 1lu=n v
%‘1 1, . _—vs§ 1 1
g Gy w(H)uine $ Cyj - l¢(HJ .
e?’n*Tp
Neka za neko Ee4 vrijedi nejednakost
E (f), < C L (14
n E © 13 8 1 N )
no_1l- -=.
e It P

Na osnovu leme 2.2,3, utvrdjujemo da je funkcija f(x+iy)

analiticka u pojasu A={-w<xX<t+w,|y|[<s},
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Dokazacdemo da se funkcija f(x) mo¥e prikazati u ob-

1iku (1.2.1). Zaista, prema lemi 2.2.2 i nejednakostima (14)

vrijedi
C 1
15[ rp

1
{ ) .
viﬁw ‘l’m

[cuf < C]_dE[u[(f)E N3 l
e

Tada iz nejednakosti (2.1.4) slijedi

1,

1
Ihv(y)l < Clslu]p w(-rv—[-) .

Poznato je (V.T. 2.2.2) da za bilo koje pe(l ,+o) 1

F(x)st vrijedi nejednakost

EEF(K]-Sn_i(K;F)HP < ClEn(F}p .

Ao(y)
2

Neka je F(X) = ¢y(x)’ n=1, So(x’¢y) =

Tada vrijedi

T Ao(y)”

[l{by(}{) ~ , D £ C1E1(¢Y)P ’
N It : Ao(y) %)- z:"S'CJI(".:M
oy () 5 < || 0, (%) - I+ 20 <

2 2

< Cz[El(qby)p + A (y)] < C3[El(¢y)p+§ FlE] -

21
Kako je c_{f) = A (y) 1 Ico(f)[ N %ﬁ J [f(x)]dx=§%nfﬂLl

O

to je.AO(y)<M. Dokazacdemo ogranidenost za E1(¢Y)p.
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U lemi 2.2.13 je dokazano da koeficijentl Au(y)

zadovoljavaju uslov

Ao(y) N Al(y) > Az(y) 2 eeey Au(y)+0 za voe, |y[<6.

Ako je pe(l,+=), tada za monotono opadajude koeficijente

A_{(y) vrijedi nejednakost (9}.

Primjenjujuéi teoremu 2.2.8, nejednakosti (9) i (13)

i osobine funkcije ¥(§) dobijamo 1
<o | 1-5 r aP P“ETE-I
En(¢)p~J|(x)—Sn_l(x,¢)HpQC7{ann E3+[u=i+1auu 1<
13 1 1
n -2 P ® _2+P ® -0, P
< CB{[ o, aboP 17+ & aPWP ‘1 recgl  p, abyf 2} <
U=[ ?] v=n+1 'U=r-2-J
1
< Ciol L i511JP(~1—-)]I;J ¢ Coip(E)
= 710w E]“ vV ¥ Y117 'n’ O
v={3

Tako je dokazano da uz pretpostavke teoreme vrijedi nejed-

nakost

1
E (8) € Cpg¥lm)

gdje pozitivna konstanta Cyg D€ zavisi od n (n=1,2,...}).

Tada prema teoremi 2.2.3, procjeni za En(¢)P, lemi

2.2.4 za k>0 vrijedil
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C n
1 26 k-1
- -~ Z E ( ) -
wk(¢;n)p & nk v:lu v ¢ P <
C n
27 k-1 ,1 1
$ D VTTNE) € Chguip)
n v=1

Za bilc koje §(o<8<1l) postoji n21 takvo da je

1
n+1l <8 s n '

Koristedi svoijstva modula glatkosti i funkcije v (§) ocito

vrijedi
o (6,8) <€ w (6,5 < w (6,—2=—) <
kK'Y Tk 'n"p T k' in+l'p
€ Cof(—22) € Cont{—c) € Ca_b($)
= 297" ‘n+1’ O 30 n+l = 31 .

A to znadi da je

$ {xX) eHg .

Teorema je dokazana.
§ 4. DODATNI REZULTATI OBRNUTOJ TEOREMI

TEOREMA 3.4.1 Neka je £(x)eE, (Eed),y(t)eMH(o),

§>0. Ako vrijedi nejednakost

- C
1 1
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gdje pozitivna konstanta C, ne zavisi od n (n=1,2,3,...},

i ako postoje troj pe|2,+=] i funkcija v, (6) takvi da je:

a) ﬂ)l(ﬁ)EPIH(Ul} r

1

b}y (= ¢p(i)vp-2}p £ Czwl(%) za 2 ¢ p < =,
v—IN v
® 1 H _

C) z w(;) < Czwl(ﬁ) Zza p = o,
V=Tl

gdje pozitivna konstanta C, ne zavisi od n (n=1,2,...},
tada za bilo koje ple[Z,p] vrijedi
\®.

o)
f(x)EBH ’
Py

gdje Je "3
P

2]

Vo (8) =y,(8)3s

DOKAZ. Ponavljajuci dokaz teoreme 2.1 utvrdijujemo
da je funkcija f(x+iy) analiticka u pojasu A={-w=<x<+=,|yi<§},
1 da postoji njena granic¢na funkcija ¢(x) takva da se

funkcija f(x) moZe predstaviti u obliku (1.2.1).

Dokazademo da grani¢na funkcija ¢(x) pripada klasi

|\
H * .
Py

Neka je 2 g pl < p < = (sludaj P;=p razmatran je
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u teoremi 2.1). Prema teoremi Peli (V. [}8], str. 202) 1

nejednakosti (8) vrijedi

P, P g p,=2
| _ 1 1 1
Ep (o), slox)=s _(x,0)] “<C3C & fa | Tl )
1 =1 !v[;n
2P
oo o - o ]=—_%1
s Sl 2 POt Y=o,z [udhy P )
= = v P
v=n =n =1
2(1-=)
v B
Primjenjujuci Helderovu nejednakost sa eksponentom ;—ol
1
vrijedi Py 1
pl o "p_ o prr
p,l, p-2 1
B (0] Cal z WPV [ 2 j :
v P
gdje je -t =1 - L
P P
Odakle je
5 | R’
1 roo p,l p-2]p . =
n pl 5&U=n V) s nl/prr
pl
% P
_ 1. P=297 Py 1
= Cq[ Uinwp(“)v J s Cguy (7). — =
nl-0y/F P /P
1 1 Py
= Celvy () . p] |
6LY1'n - ’
nl/Pp—l/
tjq
E L 1 1
n(¢)p £ C'?‘pl(n) c'?‘pz(ﬁ) .
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Neka je p=«= i 25p1<m. Tada prema teoremi Peli,nejed-

nakosti (8) 1 uslovu c} za y(s§) vrijedi

1
P,-2 Py
1 1 1
E_(¢)_ <l ¢(x)-5 (x,6) .« Col £ Ja | "1yl ) <
n P, ” 1 ” o7 8 vl 30 V
P D, - ;l -+l 4 p,—~2 %I
5C9?zwl(%) ! ]'lg_cg Lz L og b TRyt J <
Tv=n ’ = |1g.n] v=2
= 1
$Chob r w2t T BT et T
ST [lCIED] 2 n].'/pl = [lgzn} 2
C o C oo
¢ —= 3 v (2o 25 TSI
1/p; &=|lgpn| 2 /Py y=21927]
C C
11 12
< P ( ﬁgln] ) » ¢(%) .
nI/DI _2 nl/pl

Koristedi teoremu 2.2.3, tek dokazanu nejednakost i lemu

2.2.4 za k>g vrijedi
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Koristedi osobine modula glatkosti i funkcije wz(t)

vriijedi
1 2
§ Cpgbp(=2=) € C b, (=) < C) gt (8)
n+l n+1i

A to znac¢i da je

¢(X) ¢H .
Py

Teorema je dokazana.

TEOREMA 3.4.2 Neka je f{(x)e¢E, (Ecga),¢(8)cMH(a),

§>0. Ako vrijedi nejednakost

C
1 .1
En(f)E L enﬁlp{-ﬁ.) r

gdje pozitivna konstanta C, ne zavisil od n (n=1,2,3,...) 1

ake postoji funkcija wlis) takva da je:

1
b) { £ ¥2(21% ¢ Cpuy

v=1

1
n

Y o

gdje pozitivna konstanta C2 ne zavisi od n (n=1,2,3,...),

tada je

Y
f(x)eBaHEl ,
1
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za bilo koje El takvo da ije Lj:El-

DOKAZ. Kao i u teoremi 2.1 utvrdjujemo da je funk-

cija f(x+iy) analiticdka u pojasu A={-=<x<+=,ly]l<§}, i da

se funkcija f£(x) moZe predstaviti u obliku (1.2.1). Doka-
IL,

£y

zacemo da granicna funkcija ¢ (x) pripada klasi H

Iz Cinjenice da je prostor L, uloZen u prostor By

Parsevalove jednakosti, nejednakosti (8) i uslova b) slijedi

1 1
m 2.2 . o 2.1.12
E(p < CiE (o) < (I o %<l ep]? «
1 2 | v]=n v=n
1

Tada, prema teoremi 2.2.3, lemi 2.2.4, za bilo koje k»¢

vrijedi
C n
1 3 k-1

w {d, =) € — I v E (¢) <

k n El nk v=1 V El
C n

7 k-1 1 1
£ & E v wl(;) < Ca‘pl('ﬁ) .

n =]

Za bilo koje §(o < § ¢ 1) postoji n»l takvo da je

-::5«:—]-'-
n+l ~n °

Koristeci svojstva modula glatkosti i funkcije

¢l(6)EMH(Ul) dobija se
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2 1

€ Coby(Fp) < €

A to znaci da je
S|

f(x)EEGHE

1

Teorema je dokazana.

GLAVA IV

DIREKTNE I OBRNUTE T:OREME APROKSIMACIJA ZA FUNKCIJE
1Z KLASE &°8},

§1, DIREKTNE TEOREME APROKSIMACIJE 2ZA FUNKCIJE IZ

Sp¥
KLASE b Bp,

TEOREMA 4.1.1 Neka je f(x)sBSBEG tada vrijedi

- euﬁel 5 El
i oL Bpl <
W (S)

-

. za bilo koje Fed i ele[e,+m).



{
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DOKAZ. Neka je f(x)eBﬁB%e t3. neka se f(x) moze
predstaviti u obliku (1.2.1). Prema lemi 2.2.1 za bilo

koje Fegq vrijedi

P

1
Ev(f)F N evé Ev(¢)E !

gdje pozitivna konstanta Cl ne zavisi od £, o,v (v=1,2,...).

Primjenjujuéi tu nejednakost, lemu 2.2.12, teoremu
D¥eksona (T. 2.2.3), lemu 2.2.8 i definiciju klase Bgedobi-

de se nejednakosti

w386 ~£ *l
> 1 9 . 8 - 6 D
5. e 1 1 1 1 1
_ s B, (Blpt = <« Gl 2 51— E, (#)g! <
v=1l vy 1(2) v=1l v¢ T (=)
V Vo
1
1 g 1 —
v=1 vy (;) v=1 I (=)
1
1 _wy,{o,t) 0 6
Kk f E dt
Cgl J = <=

Teorema je dokazana.

TEOREMA 4.1.2 Ako je f£(x)eB°BY , tada je

|-

m.[ ezma ]el %

( E (5,17} <=
| P

m=0 wP%? 20

~uk

“

za bilo koje Feg4 1 815[9,+m). Tvrdjenje teoreme se ne moze
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U

poboljsati za ©, =0 na cijeloj klasi funkcija BSBE@'

DOKAZ. Neka je f(x)eEﬁBg@, tj. neka se f(x} moZe

Predstaviti u obliku (1.2.1). Prema lemi 2.2.1 za bilo

koje Fed vrijedi

: C
Eu(f)F < KT Eu(¢)E ,

gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od £,¢ i v (v=1,2,...).

Primjenjujuci tek navedenu nejednakost, teoremu
2,2.6, teoremu DZeksona (T.2.2.3), lemu 2.2.8 i definiciiju

klase BY dobija se

E® 1 1
- 2Ms 6, 8 - 8, 8,
(el =——©€ (.1 ) ¢« cotczl—2x (.11 <
m=0 - uﬂl_) 2™ F- 1 m=0L¢(~£) 2™ B
- 2
o }- o e-l—
1 8 6 1 1 9
< C,{ [ - E _(¢) C,{ = wy, (¢ ,~—) } g
] o ¢0£4 5T EJ b T2 m=0[¢0L4 k oM EJ
2 C o
1 g 1
® 8 1w (¢,t) 6
$Cil T —— o (0,5 ) «C { 5 | X E] dty” . ..
3 v=1 9.1 k v' B 4 o v (t) t
vy (;)

Da se tvrdjenje teoreme ne moZe poboljSati slijedi

iz teoreme 4.3.1.

PRIMJEDBA. U ovom paragrafu smo dokazali dvije di-
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rektne teoreme, teoremu 4.1.1 i teoremu 4.1.2. To je u
vezi sa sljedecim: prema lemi 2.2.14, za funkcije sa la-
Kunarnim Furierovim koeficijentima tvrdjenie teoreme 1

je slabije od tvrdjenja teoreme 2,

prema lemi 2.2.15, postoji klasa funkcija za koju
su tvrdjenja teorema 1 i1 2 identicna. 2Zbog toga smo nave-

li dvije direktne teoreme.

§ 2. OBRNUTA TEOREMA APROKSIMACIJE ZA FUNKCIJE IZ

Sp ¥
KLASE B Bpg

TEOREMA 4.2.1 Neka je f(x}ecE, (Ec4), 0 < 8 < =,

§>0, ¢y{t)eMH(g). Ako: 1) vrijedi nejednakost

1
o0 v B —
(5 == E2(£) 1Y <o, (1)

E
8.1 v
Vi (*;:;)

2) Postoji broj p takav da je pe[2,+=! i 6:p’ gdje

-1

1 . : | ' ——1
je f}-+ =1, a funkcija q,l(t) =lp(t)tp ima osobine

1

pl‘
a) ¥y {(t)eMH(a,) ,

n -— C

b){ I 1 0 1

30 < :
v=1 voy(d) by ()

v
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gdje pozitivna konstanta C, ne zavisi od n (n=1,2,3,...),

tada je

za bilo koje 815[6,+m).

Tvrdjenje teoreme za 8, =8 nije moguce poboljsati

na cijeloj klasi funkcija EGBEé

DOKAZ. Iz tadnosti nejednakosti (1), prema lemi

2.2.7, utvrdjujemo da se funkcija f£(x) moZe analiticki pro-

du¥iti u pojas A={-w<x<te=, |y|<s}.

Dokazademo postojanje granicne funkcije ¢ (x}). Po-

znato je da za pe[1,+m] i F(x)eLp vrijedi nejednakost

| F(x)-s _, (x,F}]| , s Cylog(n+2)E,(F),

. A, (y)
Neka je F(x} = ¢,(x), n=1, So(xr8,) = '
2

tada je
A_(y)
o
A (y) % A (y)
[eg ) p < oy = =—]lp + 0P == <

< C4[E1(¢Y)P + IAO(Y)|1 .
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Kako je c _(f) = Ao(y) i

1 '
e (B) | <« 37 7 [£(x)[dx = 53

to je {A_{y)| < M.

Dokazademo ogranicenost za E, (¢ ) . Prema teoremi

Hausdorfa-Janga (V. ElB], str. 191.), teoremi 2.2.4, uslo-

vu b) za 9(8), nejednakosti (2.2.6) i pretpostavci teoreme

dobija se

5 i 1 : N 1 oo P’
E)(¢, ) _<C I ——E (¢, ) <C L T [A (¢ {F
1 Y P v=1 ‘J‘JJ]_ (%) Vv Y P vy=1] vw? (%) IH[ZU n
7 i
¢ Co T L Ma (9 [Po]P'=c. = LA (y) | WP
v=] VU 1 v > v=l rrje (l) v
l(;) | RV
5
= A (y)| °=
_— 5 ¥ < C 7 1 uGBEE(f} cw
5v=1 9,1 v=1 e( ) v E
U¢_(3) Vi B

I tako je dokazano, da za bilo koje y(|y|<$§) vrijedi

oy 0 < 4 -

Kako je pe[é,+m], to znadi (V. [ll, str. 150.) da
postoji funkcija ¢(X)ELP takva da se funkcija f(x) moze

predstaviti u obliku (1.2.1).




Yy
Pel
za bilo koji 815[9,+w). Zaista, prema lemi 2.2.12, teo-

Dokazacemo da funkcija ¢(x) pripada klasi B

remi Hausdorfa-Janga, uslovu b} za funkciju V¥(9d), nejed-

nakosti (2.2.7) i nejednakosti (1) vrijedi

1
a0 a8 _e—- l
{ s L — et 3 el ———El(9) )7 <
MRS ES VLV ()
0 1 . o
| F !
< C,0 & ; [ £ 1ak|p Jp 19 < cgf @ é [[GUEP V]
v=1vgy (L) Tkl RS WES
\V V
» o |® L - 1
= Cgl I -—m——1" § Col T —= VO (£) 10 <o,
W, =W
V V
Iz te nejednakosti, prema lemi 2.2.11, slijedil da je
Y1
¢(X)eBpel .

Dokaz da se tvrdijenje teoreme ne moZe poboljsati sli-

jedi iz talnosti teoreme 4.3.2.

§3. POTREBNI I DOVOLJNI USLOVI PRIPADANJA KLASIEGBEG

FUNKCIJA SA MONOTONIM ILI LAKUNARNIM FURIEROVIM
KOEFICIJENTIMA

TEOREMA 4.3.1 Neka je f(x}eA, g -(EcAd), o<B<e=,

Neka funkcija ¢ (t)eMH(o) ima osobine:
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\¥,
a) [ = L 1% ¢ ooy
= m=0 5, 1 - 2
i VTH)
2

b) © w(—) < C’'*,
V=0 2U

gdje pozitivne konstante C’ i C"’' ne zavise odv (v=1,2,3,...

Tada funkcija f£(x) pripada klasi BGBEG ako 1 samo ako za

bilo koje Fe4 vrijedi nejednakost

I Y
;e 98

m=o m ¥
wef—i) 2

zm

DOKAZ. Ako je f(x)eESBge, to, kako je dokazano u teo-

remi 2, za bilo koje Fed vrijedi nejednakost (2).

Neka vrijedi nejednakost (2) za neko Fe4d. Iz te ne-—

jednakosti slijedi da je

E (6, <~y (3)
e
. . . . m-1 m . . .
Uzimajudi u obzir da za 2 < n g 2 vrijedi
m
-26,,1 -né, ,1
= 'P(zm') < Cze W('ﬁ") !

to, koristedi lemu 2.2.6, nejednakost (3) i tek dokazanu

nejednakost, slijedi
C
3 1
En(f)F g ¢(E) .

et
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Prema lemi 2.2.7, utvrdjujemo da se funkcija £ (x)

mo%e analitidki produfiti u pojas a={-w<x<+e,|y[<8}.

Dokazademo da se f(x) moZe predstaviti u obliku
(1.2.1). Koristedi lemu 2.2.2 i nejednakost (3), dobijamo

procijenu

zhog nejednakosti (2.1.4) i tek dokazane procjene

dobijamo

| 1
lﬂ_zv(y)l =lA2U<y)i € Cevis).

Iz te procjene i uslova b) za funkciju p(t) slijedi

e, () o < ;O[‘Azu(wl*lﬁ_zu(m] < Chr oy <y .

v=0 2V

1 tako, za bilo koje vy (|yl| < &) vrijedi

n¢y(x)nc £ M ’

gdje je M pozitivna konstanta koja ne zavisi od y. A to
znadi, da postoji grani&na funkcija ¢(x€C, tj. ¢(x)ng zZa
bilo koje ps[1,+m] takva da se funkcija f£(x) moze pred-

staviti u obliku (1.2.1).
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Kako se f(x) moZe predstaviti u obliku (1.2.1), to

iz nejednakosti (2.1.5) slijedi da je ¢(x)eh2 i da vrijedi

b | < C

ml g€ oM F

Dokazademo da granicdna funkcija ¢(x) pripada klasi
ng_ Zaista, koristedi osobine naibolje aproksimacije, svo]-
stva funkcije ¥ (t)eMH(0) i1 provodeci jednostavne transfor-

macije, dobide se

s = 1 .6 1 .8 > 1 .8
I0= 3 E($), = ES(¢) + T EC(¢), =
2= .2, vwe(%) viPE T L TE D, u¢e(%) v e
m+ )
= é E?(¢)E+'E g & é ) Ei(¢)E <
G (1) m=1 v=2" Y ()
: - Ml
1 ' 1 L1
< E, (¢).+C L E _(¢) X - £
we(l) 1PPETII0 C Fom TTE U T T Com Y
LM T
0 5
i _ Ezm(¢)E} o En(®g
<C E, (¢} .+ 2 £ C z <
1178 1y L UTET D) we(ia) 11~ we(iﬁ)
2 2
( 6
. ”¢(x)-52@l(x,¢)”E - ”¢(x)"52@1(x’¢)ﬂc
€ Cn X T € Cp 51 <
m=c ¢ (=) m=0 v {(—)
2m zm
= 1 > 5 > > 9
Cy3 I 5y I [b,[]" € Cyy 2 1 [E b, 1] -
m=0 Y (=) "|v|=m m=0 ¢~ (—)Vv=m

oM 2

Razmotricdemo dva slucaja:
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a) Neka je o < 8 ¢ 1, tada, koristedi teoremu 2.2.6

i1 uslov a) za funkciju y¢{(t) dobijamo

I. < C 5 z lg < C z - I |b 17 <
2 14 m=o i (__){: 4 14m=0 ¢U(£“) =m VY
Y 2
8
oo Ly &0 Jb ]
a 1 V
< C I b |~ ¢ < C L r
S D S 3] 4
12 =0" V' m=o (—-;—1) 14 =0 v (1)
2 2V

b) Neka je 8:21. Prema teoremi 2.2.4 vrijedi

oo 3 <o

1 18 1 .8
: p b [® ¢ . : b_|
2T 2™

3

0 3]
I2 < C14 m 7

gdije se Em odredjuje iz uslova

? 1l _ Em
R IS P!
v=0 Y (;ﬁ) P (;ﬁ)

Tada iz uslova za ¢${t) slijedi

Em § C16 d
tjv
m=0 gy (=)
oM

I tako je dokazano da Vrljedl nejednakost

w oo b l
9 1 8 [
I, = L E' (¢)., £ C z ,
2 - v 1 v T'E Y Y18 °
v=1 vy (;) m=0 ¢ (;ﬁ}
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za bilo koje 8e{0o,+=}.

Koristedi procjenu za lbm{ , tek dokazanu nejednakost

i pretpostavku teoreme, dobijamo

o 1 8 o 2m69
e s
X : E (¢ g C X — 3o {£) <m,
v=1 uwﬂ(i) v E 13 m=o ¢8(£_) ~IR F

v 5

Na osnovu leme 2.2.11 zakljucujemo da je
Y
ti.
f(X)gBﬁBw

EQ°

Teorema je u potpunosti dokazana.

TEQOREMA 4.3.2 Neka je o0 < 6 < =,

d 0
£(x) v — + I d _cosvx
2 v=1
eu6+e—u6 l—l
gdje je 4 10. Neka je funkcija wl(t}=w(t)tp
2

takva da je

a} Wl(t)EMH[UI) r

1

n P
b)Y { é . 18 o 11
=1 vwl(; ¢1(E)

Tada 3je
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ako 1 samo ako vrijedi nejednakost

o euﬁe 5 |
z E _(f) <o {4}
v=1 U¢BL%) v E ,

za bilo koje Ec€A.

DOKAZ. Ako funkcija f(x) zadovoljava nejednakost (4),

to, kako je dokazano u teoremi 4.2.1 za pe£2,+m} vrijedi

Y
§_ "1
Neka je 1 < p < 2, Iz taénosti nejednakosti (4), pre-

ma lemi 2.2.7, utvrdjujemo da se funkcija f(x) mo%e analiti-

¢ki produZiti u pojas A={-w<x<+w, jy|<s}.

Dokazacdemo postojanje grani&ne funkcije ¢(x). Pozna-
to je (T.2.2.2) da za bilo koje pe(l,+=) i F(x}st vrijedi

ne jednakost

IIF(x)—sn_l(x,Fn]p $ CE (F) ) .

: AO(Y)
Neka je F(x) = ¢y(x), n=1, So(x,¢y) = ; .

Tada vrijedi
Al (y)
¢, () - ; ”p*‘-CzEl”’y’p
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A (Y) =|{A_{y) |
7o " ®
H¢y§x)up s”¢y(x) A I + (29)

/A

s Ca[E1(¢y’p + |a_(yv)]].

Kako je co(f) = Ab(y) i

e (£)] ¢ 2 21T{f( ) [dx = —]|€] c, | £ -
cO R ;; . J X)1dx = E; Ll £ 4 JE , Lo Jje
(A (y)] s« M.

Primjenjujuéi lemu 2.2.13 utvrdjujemo da Furierovi koefi-
cijenti Av(y) funkciije ¢y(x) = Ref(x+iy), (ly|sé} zadovo-
ljavaju uslov

AO(Y) > Al (y)} 2 Az(Y)?:- ee. 1 AU(Y}—*U; Yroo .,

Dokazademo ogranicenost El(cpy)p .

Kako je pe(l,+=}), to za monotono opadajucée koefici-
jente Au(y) vrijedi teorema 2.2.8. Primjenjujuci tu teoremu

i poznate nejednakosti, dobijamo da je

29(¢ ) _ ¢ Cz I 2 E2(s,), <
P T =1 w3 7P
1 1 g
1 175 T .P .P-2,pP]
< CG E 31 [A v + { __5_1. An n ) i <
v=1 vwl(;) n=vy+1
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1
1 o _5 8 - Aiue(l—p)
<Cy{ 2 : [z a2 nP7]P 4 1 ——!
V=1 q;l-(--) n=v v=1 \J:_L*l(--)
Razmotridemo dva slucaja:
8 g
a) o < — g1 ; b) — 2> 1
! p ) &
a) Neka je o < g < 1. Prema teoremi 2.2.5 vrijedi
o ) E X ...B_ _8..-1
z = [ = aP PP ¢ ¢, & } ___(aPPT%) PP
— V! _ 8 8,1 v’
v=1 ywl(—-) n=v v=1 vwl(;)

gdje se £ odredjuje iz uslova

v 1 Ev

£ - = .

_ 6,1 g,1
SRS A UNEA S

Uzimajudéi u obzir posljednju jednakost iz pretpostav-

ke teoreme, slijedi da je

&, £ Cgv
Tada Je
8
06 ) < Cpp I —
E.(¢ < .
17'y'p 10 =1 vwe(%)
b) Neka je — » 1. Prema teoremi 2.2.4 vrijedi
" " 8 . 5
v=1 \Jtpl(-;;) =y v=1 v (5)

gdje se B, odredjuje iz uslova
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.
n=1 n¢la(%) v, (2)

Iz posljednje jednakosti i pretpostavke b} teoreme slijedi

da je
B, € Clzv .
Tada je 5
v ~ Av
E (¢.)) < Ci5 Z
1''y'p 13u=luwe(i)
W
Tako smo dokazali da uz pretpostavke teoreme vrijedi
nejednakost
0
B (o) € Cpy 1
1''y'p 14v=1uw8(l)

kY,

Koristedi nejednakosti {(2.2.6) i (4), dobijamo da Je

o evﬁe
L E(f) <,

E
=lvwe(%)

6
E1(¢Y)p & Clsu

I tako je dokazano da za bilo koje vy (|yl<8) vrijedi

o, 00 < »

Kako je pe(l,2), to znadi (v. (1!, str. 150) da po-
stoiji funkcija ¢(x)eLp'takva da se f(x) moZe predstaviti u

obliku (1.2.1).

Y
Dokazademo da funkcija ¢ (x) pripada klasi Bpé . Zai-

sta, primjenjujuci teoremu 2.2.8 i poznate nejednakosti za-

kljudujemo da je
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I= I é i Ee(¢) Cig L - ; i [auu Pe( 2 aivp-z)p} <
v=1 Ulpl (*G) v=1 \Jtpl (-‘: n=vy+1
1
—, 8
8 5 (1-p)
.o S P P=21D, . v
& C.a{Z [ = a®P74] P+ ¢ J= T 41
17 v=1 v ebi) n=y ° v=1 v GP*) 12
Y1 '3 v vy 3
Razmotricdemo dva slucaja: a) ocg £ 1, b) g; 1

a) Neka je o <« g £ 1. Primjenjujudi teoremu 2.2.5

vrijedi

1 pP-2 \p v

I, § Cig L — (aPWP )P =c = ]
1 18v=1v¢16(%) Y 18u=luwe[%)
Otkuda je 5
e s aU
+ ¢ C L
19v=lvw8(%)

b) Neka je g-; 1. Prema teoremi 2.2.4 vrijedi

8

3

iy 1 p p-2 E_ = )

I) s Cyp & ——g—i-[alv o] P=c, I T 5,1, "
U-—-l'ul[.ll ('G v=1 vy (;)

Otkuda je 5

I £ C L .

v=1w8{-f;)

I tako je dokazano da uz pretpostavke teoreme vrijedi

nejednakost

oo o a

1 $
) E"(¢)_ < C ) .
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Koristedi nejednakost (2.2.7) i nejednakost (4) dobija se

o o3 58
1 9 eV
E-(s)_ g« C g
- 2 -
9 v P 3U=1U¢8(l $ E

Prema lemi 2.2.11, iz posljednje nejednakosti zakljucujemo
da ije

) eB. !

o (X)e D8

Prema tome, dokazano je da za bilo koje ps{l,+m] funkciija

P
f{x} koija zadovoljava uslov (4) pripada klasi 55Bp; .
. s V1 . . y .
Neka je f£(x)eb BpB , tj. funkcija f£(x) moZe biti pred-

stavljena u obliku (1.2.1), gdie je ¢(x)gMan.

Zbog ¢&injenice da se f({x) moZe predstaviti u obliku

(1.2.1}, nejednakosti (2.1.5) i monotonosti koeficijenta a

slijedi
oo v§ B oa vd 8 oo
P B (f)p €« € I (1 a)" s
v=1vy (;) v=1vy (;) n=v
vwd8_B 8
® e¥%% * % s =€ 9y, % -nsl T 9y
¢ Cy I -1 (L —5) € Cy L ——3 ( fe )<Cq £ el
v=1vy (;) n=vye v=1lvy (;) n=y v=1vi (;)
Prema teoremi KonjusSkova (T.2.2.8), vrijedi
o o] o o E—
I 1 B o 1 D_p-2,p 8
o 2+415= ¢ -E’(¢) _+/dj >C, I ( £ afn® )P+fel 0 .
p "2 u=1uwle(%) v et 4u=luw18(%) n=2vy = CP
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Procijenidemo izraz:

= o

0
o o+ z —2 ( z aPnP %P

p - 9,1 -
v=1 urpl (_v') n=2v

OC¢ito je da vrijedi

I = 3 le —( £ aPnP7%)P= ¢ _ 19 —( £ aPnP74)P 4
v=2 vy, (=) n=v E=1 2¢&¢¢, "(—) n=2¢
1 v 1
2¢
" w b
£ ——1—( I aPnPTHP o T T
E=1 (2&+1) "Dl (m) n=2t+1

KoristeCi osobine funkcije wl(a), dobija se

o w 8
E;= z 1 : T—( I aﬁnp-z)p <
E=1 (2&+1) ¥y (m) n=2¢g+1
" - 8
1 P.P~2\P _ ~ 7
< ngil | 71 )( z,.2n" )7 = CeI, .

Otkuda, na osnovu teoreme Peli, nakon jednostavnih transfor-

macija, dobijamo

0
L é —( I aPnP~%)P -
v=] vwl (3) n=vy
C o E- a o0 .?.
= 67 [( ) aﬁnp-zlp+ ) é (¢ aﬁnp-z)pj<
by (1) n=1 v=2 v,y (-;) n=vy =
'S o0 e ) 0
g C ¢/l + T a’n .
8[” hp ve1l vwle(%) n=2y D J
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Razmotricdemo dva slucdaja: a) o <« 2 < 1 b}

kol > 1
P &

a) Neka je o < < 1. Prema teoremi 2.2.4, vrijedi

g
P

14 ot FTE, ($p > Cg I ; \
v=1 v, (=) v=1 vy, (=} n=v
1 V 1 v

D

x2

g
1 p.pP-2 P
Cig & ™ (auu uu)
v=1 vy (;)

> ’

gdje se M, odredjuje iz uslova

-V

E =
) uwle(%)

Uzimajuéi u obzir posljednju jednakost i pretpostavku

b) teoreme, slijedi da jJje

My =<V
Tada je
o 9 - 48
gl 9pg 8 1 p P2 yP v
i9f oTIp 2 €y 1 (abv® “v)F=C., =
p "2 llu=l le8(1) 1;v=l vwe(%)
b) Neka je % > 1. Primjenjujuéi teoremu 2.2.5, vrijedi
o 0 oo .g.
12+15= L g® L PP-2,P

v=] uwl (;) P v=1 uwl (g) n=v
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8
Qo — oo e
> C ) - (apvp—Z}p = C ) la?[ 1 } =
12u=l vl 6( ) v 12U=lu y l—l 1
8
= C ) .
lzu=l vwe(%)

Tako je dokazano da uz pretpostavke teoreme vrijedi

nejednakost
& vibB co
e 8 1 3] o6
I 5y B (f)p € Cy 5 2 T (Mt el ]
v=1 v (=) v=1l vy, (=) =
v 1 v
V1
Iz te nejednakosti, uzimajucéi u obzir da je qb(x)eBpe ’
prema lemi 2.2.11, zakljufujemo da vrijedi nejednakost
® ev56 5
) E (£}, <=,
v=1 u¢e(l) v B
v
Teorema Je dokazana.
§4. DODATNI REZULTATI OBRNUTE TEOREME
TEOREMA 4.4.1 Neka je £(x)cE, Eecd,y(t)eMH(g),
6 >0, O < 8 < = , Ako: 1) vrijedi nejednakost
o vd 6
E z l Eﬁ(f)E (m,
v=l vy (=) VY
v
. . ., .. 1 1
2) postoji broj pe[2,+m] 1 p’>9 , gdje je B + — =1,
pf

3) postoji funkciija wz(t) takva da je:
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a) Lpzct) EP"I-H(Uz) !

n C
v=1 Ulbz (';) ny (E)
gdje pozitivna konstanta C ne zavisi od n (n = 1,2,3,...),
tada je
Y
f(X)EBGB 2 ’
Pel

za bilo koije ele[e,+m).

DOKAZ. Prema lemi 2.2.7, utvrdjujemo da se funkcija

f(x) mo¥e analitidki produZiti u pojas A={=w<xX<+w, |y |[<d}.

Dokazademo da postoji granidna funkcija ¢(x). U doka-

zu teoreme 2.1 dokazano je da vrijedi nejednakost

1%ﬁy(x)”p s C2[E1(¢y)p+”f”pj'

Dokazacdemo ogranicenost za El(¢y)p. Kako Jje pz[2,+m],
to prema teoremi Hausdorfa-Janga (V.[}B], str. 191), teoremi
2.2.2, uslovu b} za funkciju wz(t), nejednakosti (2.2.6) 1

pretpostavel tecoreme, vrijede nejednakosti

n o« —
. 1 g 1 p'\P
E (¢ ) _< I E (¢.)_ < C ( & Ja_(y)}|®)
LY P =1 uwze(%) vIR Jo=1 “‘f’ze(%) Infzv
= 1 . s < g X Gn 1
< Cy 1 z IAn(y)] =Cy I [An(y)l E = <

v=1 v, () [n]=v n=1 v=1 vy, Y (D)

A
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X ) oL nso
1 e
<Cq z A (9)]° — < Cg 7
< 8
n=1 ny (H)

x E _(f)
5n=l nwe(%) H B

I tako je dokazanoc da za bilo koje y (jyl|<s§) vrijedi

” ¢’y(x)”P £ M,

gdje je M konstanta koja ne zavisi od y (|y|<8§). Kako je
pe[2,+ m], to znaci (V. [l], str. 150) da se funkcija £ (x)
moZe predstaviti u obliku (1.2.1).
v
Dokazacemo da funkcija ¢ (X)) pripada klasi Bpel za
bilo koje als[a,+m). Zaista, prema lemi 2.2.12, teoremi

Hausdorfa-Janga, teoremi 2.2.6, uslovu b) za funkciju ¢2(t),

nejednakosti (2.2.7) i pretpostavci teoreme, vrijedi

i ]
o0 g 8 P —
(x ——=x Y1 et r —E (017 <
vEhovey iy ’ v=loviy ()
v
8 1
[+ 1] o ’ —l__- oo oo
< Cglr le i [ L Ianlp ]P 1° < Cel I ; 7 L Ianle}
v=1 ‘Ul],lz (;—) n=v v=1 "lez (;)n=\}
1 1
= g [ 1 ) = 5 1 )
= Cel 3 fapl® T —5® < T fay | 1Y <
= v=1]1 ulpz (TU—) n=1 niy (-I-l)
1
® néo —
e 3 6
< Cgl 2 6,1 En(flg Voo
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I tako je dokazano da vrijedi nejednakost

Iz te nejednakosti, na osnovu leme 2.2.11 utvrdju-

jemo da je
2

po,

¢ (x)eB

za bilo kcije 815[8,+m), 3.

0
£(x)eB°B % .
po,

Teorema Jje dokazana.

TEOREMA 4.4.2 Neka je f(x)eE,Ecéd,y(t)eMH (o), &>0,

l1 € 8 < o, Ako: 1) vrijedi nejednakost

1
c V0 —
(1 -SkE2(5) 10 <,
v=l v~ (=)
Vv
2) postoji broj p takav da je pe[2,+ml i 9 2 p!
gdje je é + %* = 1, 3) postoji funkcija ¥,(t) takva da je

a) Yy(t)eMH (o,)
p’ 1
v=1 v mps (P ()
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gdje pozitivna konstanta C, ne zavisi od n (n=1,2,3,...),

tada je

P
£(x)eB°B 5
po,

za bilo koje ela[e,+m).

DOKAZ. Na osnovu leme 2.2.7 utvrdijujemo da se funk-

cija f£(x) moZe analitidki produZiti u pojas A={-w<xX<+wo,|y|<8}.

Dokazademo postojanje granicéne funkcije ¢{x). Vedé je

dokazano da vrijedi nejednakost
”¢y(x”,p < CZ[El(¢y)p+Uf”EJ'

Ostaije da dokaZemo ogranicenost za El(¢y)P. Prema teorenmi

Hausdorfa-~Janga (V. {l?], str. 191) i teoremi 2.2.4 vrijedi

:
Il o0 0o -
8 1 B 1 pr pr
E;(¢,) < I E°(¢,) € T [ £ |A_(y)] <
% 8
s ¢z ——[1a [P swm]P

-— e---
v=1 u¢3(v)
gdje se B(v) odredjuje iz uslova

; 1 _ _Bfv) .
m=1 mp3(2) v (S)
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Iz posiZeinje jednakosti na osnovu uslova b) slijedi

p’, 1
by ()

R

z{v) £ C

Koristecdi tek navedenu nejednakost, nejednakost (2.2.6) i

pretpostavku teoreme, slijedi

E, {z. < C ALy
TR Pu=1 vl ¢6(%)
= 1 6 0 gVel g
= C. ¢ A (y)|° g C, % EV(F)_ <=,
u=1 vve(%) v ® =1 U$e(%) v 5

I tako je dokazano da za biloc koje y (|y|<8) vrijedi

Kako je pe[2,+m], to znaci da se funkcija f(x) mozZe

prikazati u obliku (1.2.1).

W

Dokazademo da funkcija ¢ (x) pripada klasi Bpg . Za-
1

ista, prema lemi 2.,2.12, teoremi Hausdorfa-Janga i teoremi

2.2.4, vrijedi

1
(1 . E81(¢) }§I<c (1 —2 e ® 60w %T}%
v=l v 1(s Ly v P T o vpg(l)[ *olT BV] <
- - , 81
€5 {vfl u¢§(l)[|kT1v &KIP }p }Bgcs{vil vwéfl)[|aulp B(vﬁ-p )
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gdje se B(v) odredjuje iz uslova

; I _ _B(v)
m=1 mwg(%) vwg(%}-)

Iz posljednje jednakosti i uslova b) slijedi

p’, 1
r 1
WP (D)

B{v) < C9

Iz te nejednakosti, nejednakosti (2.2.7) i uslova teoreme

slijedi da je

1 o
00 0 B . = o |
(2 ——r o)} el —Ye

v=1 1,1 v=1 v~ (=)
\JLDB (‘J) Vv

1

oo v4ao =

e 8 8

;gcll{ ) Ev(f)E} <oo,

v=1 vwe(%l

I tako je dokazano da vrijedi nejednakost

oo e
1 1

E 5 E\\J (cb)p <o,
v=1 W l(l)
3 ‘v

Iz te nejednakosti, na osnovu leme 2.2.11, utvrdjujemo da je

Y
Spp 3

za bilo koje Ble[e,+m), tj.

V3

pY,

S

f(x)eb"B

Teorema je dokazana.
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TEOREMA 4.4.3 Neka je f(x):=E, (Ec<4d), ¢{(t)eMH (0o},

§>0, 2¢8<» , Ako: 1)} vrijedi nejednakost

o0 evﬁe g
X E-(f)
v=1 u¢e(%i vooB

<,

2) postoji funkcija w4(t) takva da je

a) 1~|!J4(t) E:MH(U4) ’

n Y 2—8(3)
_ 6,1 1 2,1
v=1 v () ny“ ()

gdje pozitivna konstanta Cl ne zavisi od n (n=1,2,3,...),

tada 3Je

Y
5, 4

za bilo koje F takvo da je L,cF i bilo koje ele[e,+m).

DOKAZ. Na osnovu leme 2.2.7, utvrdjujemo da se funk-

cija f(x) moZe analitidki produZiti u pojas A={-w<x<+w,|y|<§}.

Dokazademo postojanje granicne funkcije. Vel je doka-

zano da vrijedi nejednakost
1o, ()] 5 s CL[E (9.0, + 1 E] ]
19yt Xl 2 s 22[% 2 Vit e

Dokazademo ogranilenost za E1(¢Y)2. Koristedi Parsevalovu

jednakost, dobijamo da je
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X3

. . B
w a0 {X)=5__(X,0_ )
9. ), < T L 5% ), ¢c, ¢z ¥ D7l yi2 .
1' 7y’ 2 - B,L, v Ty’2 3. - .81
v=lov, () v=1 Vg ()
” 5
= Cy I 911 [ z ]Av(y)lz}z ’
v=1l Vi, (S) [n|>v
Prema teoremi 2.2.4, vrijedi
o 8
0 1 2 2
E.(¢.), £ C, E A _(v)]78(v) ‘
1y 2 4'u=1 ngf%) E Vv ]

gdje se B{v) odredjuje iz uslova

. 1 . _ B
m=1 my, (2) vy (L)

Iz te jednakosti i uslova za funkciju ¢4(t) vrijedi

)
)

3] 6
2 4

B{v) £ C

[s] * < 5

il e

Na osnovu nejednakosti (2.2.6), tek dokazane nejed-

nakosti i pretpostavke teoreme, slijedi

6,1
3 ev o 4y
E (9.}, £ C. L ~E"- ()
PUYR2 T Toum wpdidy VTR 0

I

V
o v B
= C_ L E*EHT—Ei(f)E <o,
v=1 U¢4(G)

I tako je dokazano, da za bilo koje y (ly[<§) vrijedi
o, 0] 5 < # -
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A to znadi da se funkcija f(x) moZe predstaviti u obliku

(1.2.1).

V4
FoO,

zaista, prema lemi 2.2.12, ulaganju L.CF, teoremi Parse~

Dokazademo da funkcija ¢(x) pripada klasi B

vala, teoremi 2.2.4, nejednakosti 2.2.7 i pretpostavci te-

reme, vrijedi

_1 1
= 8 8 = P
(s — 2 Yoy 1t Yoot ——£e%.1° <
=1 81 V F 7 v=1 UHB(L} V F
W, (S Y4
1 5
= R 8 . 1 212
s Cgl I B, (¢) 517 € Cgl I —5— la 7] <
= — = 1 ndl S
v=1 vy, (3) v=1vp, (3) " nj3v
APR LV SR LR Y B
< < = o,
3 v=1 uwefl) 10 v=1 vweti) v £
WV AY;
I tako je dokazana nejednakost
1
o 2 8,
1 1 1 .
{ L E, (¢)F} .

v=1 vwil(%)

Iz te nejednakosti i leme 2.2.11, utvrdjujemo da je

7

4
¢ (X) EBFel r

za bilo koje Gle{e,+m), t3.
5.Y4
f(x)eb BEel .

Teorema je u potpunosti dokazana.
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TEOREMA 4.4.4 Neka Jje f(x)eE, Ee4d, y(t)eMH(0),

>0, 0<08<2, Ako: 1) vrijedli nejednakost

1
o v3 8 —
e S| g oo ?
v=]l V{ (G)

2} postoji funkcija ws(t) takva da je

a) lp5 (t)eMH (05) r

V. C
by L ; 1o S é T
n=1 sz(a) vy (g)

r

gdje pozitivna konstanta C, ne zavisi od n (n=1,2,3,...),

tada je

5 V5

za bilo koje F takvo da je L,SF 1 za bilo koje 815[8,+m).

DOKAZ. Na osnovu leme 2.2.7, uvwtvrdiujemc da se funk-

cija f(x) moZe analitizki produ?iti u pojasu A={-w<x<t=, [y}<d}.

Dokazademo postojanje grani¢ne funkcije ¢(x). Vel je

dokazano da vrijedi

J o, 0] 5 < Cy[E (o) ptut] gl -

Ostaje da dokaZemo ogranicenost za E1(¢y)..
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Prema Parsevalovo] jednakosti, teoremi 2.2.6, uslovu
b} za funkciiju ¢5(t), nejednakosti (2.2.6) 1 uslovu teoreme,

vrijedi

T
(by(x-j —Sn l(xr fb_y)” 2

8 1 .6 >
ET () ,<C4 = () 5,<Cy L <
1' vy’ 2 3n-l nwg( 1, En y'2 3n=l an( 1
oo <0 '_e"' (& w] 0
sCt ——L 1 A w|%%c, 1 2 1 |a(y)]°=
n=1 nVS( 1 | v |=n n=1 nyc (<) v=n
” 1
= c4z|A(y)| < 5z|A(y)| PR
v=1 n—1 n¢5( =) v=1 vp® (;)
@ vaéo
e 9
$ Cg 5.1 oy Bl <= .
v=1 vy (;)

I tako je dokazano da za bilo koje y (jy[<§) vrijedi

nejednakost

”¢y(x)}|2 < M .

A to znac¢i da se funkcija f{x) moZe predstaviti u obliku

(1.2.1).

Dokazademo da granicéna funkcija ¢ (x) pripada klasi
aYs
F@ )

teoremi 2.2.6, uslovu b) za funkciju ws(t), nejednakosti

Zaista, prema lemi 2.,2.12, Parsevalovoj jednakosti,

(2.2.7) i pretpostavci teoreme, vrijedi
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L 1
® B 3] o =
{ I el I Enl(¢)F} L g Co( I i T Ei(rp)F}e <
n=1 nw5l(~) n=1 wS(H)
o | ¢(xX)-8S (x, )] % © i (X)~S (x,0) % L
o i 9 n-1 8 p cot 1 ki 2 12,5
< Lqt d 5.1 shgl * 5.1 <
n=1 nw5(ﬁ n=1 nws(ﬁ)
g 1 1
o o0 2 -i- — i ol 1 o —_—
s Cgqf £ é 1 [ r la | ] 19¢Col T 51 ) avle}e =
n=1 vyc(3) [v|=n n=1 nyg(z) [v|=n
§ 1 i
oo — o0 l oo ke
=cgl z la |’z ell ocCgl 1 —g= r_fa "} <
V= n=1 nyg (3) n=1 nw5(H)|u[=n
1
o vé b —
s Cppl & S—-E (61 )Y <o
—_ AV,
v=1 vy (;)

I tako je dokazana tacnost nejednakosti

1
oo 8 8
1 1
{ I =1 Ev1(¢)F} <,
v=1 vic 1(;)

Iz te nejednakosti, na osnovu leme 2.2.11, zakljucu-
jemo da je
Vs

¢(X)EBF91 ’

za bilo koje ele[e,+m). tj.

Teorema je u potpunosti dokazana.
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LAKLJUCAK

Izlozeni rezultati pojacavaju, preciziraju, dopunja-
vaju 1 poopstavaju sve poznate rezultate o aproksimaciji

funkcija analitickih u pojasu A= {~o<X<tw, |y <5},

DokazaCemo toc navodeci posljedice teorema dokazanih

u radu,

1. Uzimajuéi u teoremi 3.1.1 E =F =L _, y(§) - &%, dobide

P
se teorema 1 iz rada [1], teorema 1 iz rada [5] i1 teorema

1 iz rada [6].

X

2, Uzimajuéi u teoremi 3.1.1 E = Lp' F L. p(8) = &

e

dobicde se teorema 1 iz rada [7] .

3. Stavljajuéi u teoremu 3.1.1 E = Lp, F = L. dobice se

e

teorema 1 iz rada [8]

4. Stavljajuéi u teoremi 3.2.1 E = Lp, P {3§) =5T dobide se
poboljZanje teoreme 2 iz rada E;} , poboljsanje tecoreme 2

iz rada [5] » teorema 2 iz rada [6} 1 teorema 2 iz rada [71.

1

5. Stavlijajuéi u teoremi 3.2.1 E = Lp, F = L wl(G) =¢(6)61-5 '

ql
dobicfe se teorema 2 iz rada [8] .
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6. Stavljajuéi u teoremi 3.2.1 E = L F = L

D’ q’
;-1

p{8) = & 1:_3(11’1-%—}"5 ,E> %-dobiée se tvrdjenie:

ako je
_ C

<
q _1 *
enénl p[ln(n+lﬂ &

E(f)

[ §

gdje je E>%r p5[21+m)r q5[1,+{];

i pozitivna konstanta C ne zavisi od n (n=1,2,3,...}),

tada je
Y
f(x)eﬁéﬂpz ,

gdje je
1l
§) = (1ln— .

Wzt ) ( ns) o)

To tvrdijenije je novo, ono ne moze biti aobijeno

iz rezultata prethodnih radova.

7. Uzimajuéi u te%femi 3.2.1 E =1L
1 =P _
5175 (1n%) (1n1ni?) 7#
8 VI
dobice se tvrdienje:

p(8) =

ako je
- C .
En(f)q < - i ’

1 =
ensnlmﬁ[ln(n+lﬂ P[lnln(n+10)]B

gdje je B}%r PE[2,+m), qg[1,+mJ
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i pozitivna konstanta C ne zavisi od n (n=1,2,3,...),
tada je
P
Srp ' 3
f{x H ;
(x)eg o
gdje Jje

1
11’3(5) = (1nln§_0) B+-§ .

Ovo tvrdijenje je novo, ono ne moZe biti dobijeno
iz rezultata prethodnih radova.
8. Stavljajuci u tToremi 3.2.1 E = Lp, F = Lq ;
wl(a) # w(ﬁ)ﬁlﬁﬁ'dobiée se tvrdjenje koje poopsStava po-
sljedice 6 1 7. I ovo tvrdjenje je novo, ono nije po-
sljedica rezultata prethodnih radova i zato je ono njiho-

vo pojadanje.

I

9, Stavljajudi u teoremi 3.3.1 E = Lpr F Lqr dobide se

poboljsanje teoreme 3 iz rada [8]

10. Stavlijajudéi u teoremi 3.3.2 E = Lp, F = C,p(8) =8,

r—

|

r>1-é dobide sgse teorema 3 iz rada 17

H

_ 1-=

11. Stavljajuéi u teoremi 3.3.2 E = Lp’ F

-t

dobic¢e se teorema 4 iz rada [8]

12. Stavljajuéi u teoreme 3.4.1 i 3.4.2 E = L

dobice se tvrdjenja koja dopunjavaju rezultate iz radova
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14.

15,

16.

17.

18.

19,

109,

il
e

]
I
t"'

Stavljajuéi u teoremi 4.1.1 E = L y{3)

r -
dobide se teorema 5 iz rada |

D F = Lq dobice se

{
!

Stavljajudéi u teoremi 4.1.1 E

teorema 2 iz rada [91 .

D F = Lq dobicCe se

r A
nova teorema, koja precizira teoremu 5 iz rada [7] i

Stavlijajuéi u teoremi 4.1.2 E = L

teoremu 2 iz rada [9].

Stavljajuci u teoremu 4.2.1 F = L, ¥(4) =s%, r>1—%

=

- 1
dcbide se teorema 6 iz rada 7! .

fi

L

Stavlijajudi u teoremu 4.2.1 F q

9= p dobice se teo-

rema 3 iz rada EB] .

1}

Stavljajucdi u teoremi 4.2.1 F L E=1L_% # p, do-

q’ P
bifdemo novu tvrdniu koja prosSiruje tvrdijenje teoreme 3

iz rada [9] na slucdaj ¢ p, koji nije razmatran u radu

(9] .

Stavljajudéi u teoremi 4.3.1 E = L F = Lq, dobice se

P!
poboljsanje tvrdjenja teoreme 4 iz rada [9} .
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20, Stavlijajudi u teoremi 4.3.2 E = L Fo= La’ dcbhbide se

e

I
D

- ’ r 1
teorema 5 iz rada | 9,

—

21. Stavljajudi u teoreme 4.4.1, 4.4.2 E = Lp, q"

dobicde se tvrdijenja koja dopunjavaju tvrdjenija iz radova

(7] 1 [9] .

Na taj nadin, u ovom radu su svi prethodni rezultati

za prostore Lp i L O aproksimaciiji funkcija analitickih u

qf
pojasu pojacani, precizirani i dopunjeni.

Na kraju, treba primijetiti, da su u disertaciji svi
rezultati za prostore Lp i Lq i novi i stari poopsSteni na
maksimalne simetriéne prostore, Sto do sada u takvim prosto-

rima uopste nije radjeno.

I tako, iz izloZenog se vidi, da su zaista u ovom radu

Svli poznati rezultati o aproksimaciji funkcija, analitickih

u_pojasu: POJACANI, PRECIZIRANI, DOPUNJENI I POOPSTENI.
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