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UVvVoOoD

"Spektralna teorija linearnih operatora ima za svoje
izvore, s jedne strane, linearnu algebru, taénije teoréme 0 svo-
djenju kvadratnih formi k zbiru kvadrata, i, s druge strane, za-
datke teorije treperenja (treperenje Zice, membrane i dr.).

v Verovatno je davno primedena analogija medju zadaci-
ma linearne algebre i teorije treperenja. Medjutim, tek je D.Hil-
bert poleo sistematski da koristi tu analogiju u svojim fundamen-
talnim radovima iz teorije integralnih jednadina. Kao rezultat
pojavio se Hilbertov prostor 1?, a zatim i opsti Hilbertov pros-
tor,

Uvodjenje u matematiku prostora l2 i apstraktnog liil-
bertovog prostora dovelo je do intenzivnog razvoja spektralne te-
orije linearnih samokonjugovanih operatora u Hilbertovom prosto-
ru. Tokom nekoliko godina, naporima niza istaknutih matematidara,
ta teorija je dovedena do visokog stepena savrSenstva i &ak, ve-
rovatno, zavrSena.

U poCetku se ¢inilo da apstraktna spektralna teorija
potpuno obuhvata razlifite posebne zadatke i da daje u principu
oégovor na sva pitanja.

Medjutim, postepeno se pokazalo da to uopSte nije ta-

ko. Ima mnogo veoma va’nih pitanja na koja apstraktna spektralna




teorija i1i uvop3te ne daje odgovor ili daje sasvim nedovoljan od-
govor, Naprimer, to se odnosi na pitanje asimptotskog ponasanja
Bvojstvenih vrednosti i svojstvenih funkcija i drugih spektralinih
velidina., Pored toga, teorema o spektralnom razlaganju operatora,
koja je jedna od osnovnih teorema cele teorije, opisuje to razla-
ganje u apstraktnim terminima takozvanog razlaganja jedinice. Za
konkretne operatore (diferencijalne, diferencne) spektralno raz-
laganje obi¢no treba opisati pomodu reSenja odgovarajuéih jednali-
na, U pitanjima konkretnog opisivanja razlaganja jedinice op$ta
spektralna teorija malo pomaZe. Verovatno se time moZe objasniti
ta paradoksalna &injenica da je, nekoliko godina posle faktickog
zavr3avanja apstraktne spektralne teorije samokonjugovanih opera-
tora, u raznim zemljama skoro istovremeno poleo intenzivan rad na
spektralnoj teoriji samokonjugovanih diferencijalnih operatora.
Taj posao produZave se i u sadadnje vreme,..."x)

Posmatrajmo, jednostavnosti radi, linerani diferenci-
Jjalni operator na konaénom intervalu [a,b], koji je zadat regu-

larnimxx) diferencijalnim izrazom

(n-1)

1(y) = ,y(n)+p1(X)y +o.o4p (X)y

i grani¢nim uslovima
U,(y) = [,,(ky(k Da) + pry (k=L (x3] =0 (2=1,2,...,n).
KM

Pretpostavimo takodje da je tako definisani operator samokonjugo-

X)Iz predgovora knjige (8]

xx)v‘ npr. £131]



x)

van'’, Kao 8to je poznato, svojstvenom vrednoddéu i odgovarajuéom
svojstvenom funkcijom datog operatora nazivaju se takav broj A,

odnosno funkcija y(x)# O za koje vaZi:
l(Y) =AY, Ug(y) =0 (‘;=17210--9n)0

Svojstvene vrednosti Cine spektar datog operatora koji je u ovom
slucaju realan i diskretan (v. npr. [19]), tj. svojstvenih vred-
nosti moZe biti najvisSe prebrojivo mnogo (sa jedinom mogudom tai-
kom nagomilavanja u beskonalnosti) i svaka od njih je konaZne vi-
Sestrukosti (u daljem pretpostavimo da su sve one proste).

Kao 8to je vel redeno, jedan od osnovnih zadataka
spektralne analize jeste icpitivanje mo-uénosti spektralnog raz-
laganja datog operatora, tj. moguénosti razlaganja proizvoljne
funkecije u red po njegovim svojstvenim funkcijama., Neka su )‘n
svojstvene vrednosti, a yn(x) odgovarajuée svojstvene funkcije.
Tada se, u naSem sludaju, relativno lako dobija (v. npr. €13])
da se, pod odredjenim uslovima, funkcija f(x) moZe razloZiti u
ravnomerno konvergentni red:

.
oo Sf(x)yn(x)dx
o

£(x) = Z

Mmuiq

- Yo (x)

i da pri tom vaZi Parsevalova jednakost:

(0.1)

b J

& %0 &
fritax = 2 2 ($r0ay,(xax )2

e §

v, npr. 13



gde su tzv, normirajuéi koeficijenti ol definisani pomodu:

&
oL, = S yﬁ(x)dx. (0.2)
a

Uvedimo sada monotono rastuéu funkciju skoka

- 5 A (As0)

AEX LS O L
A) = 0.3
g (W) ‘ (0.3)
Z: < (A>O)
0L Ams A "

Tada se jednakost (0.1) moZe zapisati pomodu Stiltjesovog inte-

grala:

&
§ rxax = SF (M)ag(N),
gde je

F(A) = S x)y(x, X )dx,
Q

a y(x,N) je pogodno odabrano reSenje jednadine 1(y)= Ay, takvo

da je y(x,,xn)zy (x) (n=1,2,...). Funkeciju g(.h) pomodu koje

n

se ostvaruje ovo spektralno razlaganje nazovimo spektralnom funk-

cijom datog operatorax).

Jedan od glavnih instrumenata u proudavanju osnovnih

problema spektralne teorije (narodito nesamokonjugovanih) dife-

x)

Napomenimo da se u literaturi termin "spektralna funkcija" ko-
risti da oznadi razlidite funkcije (takodje tesno vezane sa spek-
tralnim razlaganjem). Mi demo pod spektralnom funkeijom uvek pod-

razumevati funkeiju tipa (0.3).



rencijalnih operatora, kao §to su problem spektralnog razlaganja,
obrnuti zadatak spektralne analize i dr., jeste ispitivanje asimp-
totskog ponaSanja spektralnih velidina (svojstvenih vrednosti,
svojstvenih funkcija, spektralne funkcije i dr.) za velike vred-
nosti spektralnog parametra. Prve rezultate o asimptotici svoj-
stvenih vrednosti i svojstvenin funkcija diferencijalnih operato-
ra dobili su DZ.D.Birkhof i J.D.Tamarkin u periodu 1908.-1917.
godine (v. npr. £16]). Ispitivanju asimptotskog ponaSanja raznih
tipova spektralnih funkcija (v. fusnotu na str. 4) posvedeni su
radovi viSe poznatih matematidara - pomenimo T.Karlemana, E.Tid-
marsa, B.M.Levitana, V.A.MarCenka, A.G.Kostjudenka. Rezultate o
agimptotici spektralne funkcije g(.)\) (samo u sludaju diferen-
cijalnog operatora drugog reda) objavili su B.M.Levitan £7] i
V.A.Mardenko £12]. U oba sludaja primenjena je, analitiéki dosta
sloZena, metodika Tauberovih teorema,

S ispitivanjem asimptotike diskretnog spektra tesno
je vezan pojam traga operatora. Kako su diferencijalni operatori
neogranileni, za njih pojam traga u obidnom smislu nije defini-
san, Medjutim, u nekim slucajevima redovi pomodu kojih se formal-
no izrazava trag dopuStaju regularizaciju. Tako naprimer, u naj-

jednostavnijem sludaju Sturm-Liuvilovog operatora:

-y" + a(xX)y = Ay,

y'(0) - hy(0)

]

0y

y'(w) + Uy(w) = O,

(hyH skoo; q(x)eCZEO,'JT]), za sbojstvene vrednosti vaZi asimp-

—— .



totska formula (v. npr. £8]):

)\n=n2+c+ (7(-%) (n-»oa),
n

gde je c¢ konstanta., Na taj nalin, red

|2 d

Z()\n-nz-C)

Lt X ]

konvergira. Njegova suma se i naziva (prvim) regularizovanim tra-

gom datog operatora.

Tragovi operatora igraju vaznu ulogu u raznim granama
analize, naprimer u pitanjima pribliZnog izradunavanja svojstve-
nih vrednosti i sl. Prvi su regularizovani trag za klasiéni
Sturm-Liuvilov zadatak izradunali I.M.Geljfand i B.M.Levitan [3].
Kasnije su se izralunavanjem tragova bavili jo& L.A.Dikij, M.G.
Gasimov, R.F.éevéenke, é.Halberg i V.Kramer i dr. V.B.Lidskij i1
V.A.Sadovniéij su u radu £9] (v. i [15]) dali novi postupak za
radunanje regularizovanih tragova koji je dovoljno op3ti da se
moZe primeniti ne sgvaki zadatak za obilne diferencijalne jedna-
¢ine na konalnom intervalu, a i u nekim singularnim slulajevima.
Taj postupak zasniva se na koridéenju tzv. zeta-funkcije operato-
ra i njenih analitic¢kih svojstava.

V.A.Sadovnidij je u radu €14 uodio moguénost da se re-
gularizovani tragovi operatora iskoriste za ispitivanje asimpto-
tike njegove spektralne funkcije. On je najpre uveo tzv., tragove
s te¥inama i pokazao kako se oni mogu radunati. (Pri tom je ko-
ri8éena modifikacija metoda iz rada {9], tj. na pogodan nacdin je

uvodjena zeta-funkcija.) Zatim je na primeru Sturm-Liuvilovog



operatora pokazao kako se pomodu tako izralunatih tragova moZe
lako dobiti rezultat o asimptotskom ponasfanju spektralne funk-
cije.

Ova disertacija predstavlja pokudaj da se daljom raz-
radom metoda V.A,Sadovnidija ispita asimptotika spektralne funk-
cije za razne opstije diferencijalne operatore. Pomenimo da je u
radu {167 J.D.Tamarkina data slededéa opSta formulacija (regular-
nog) homogenog granidnog diferencijalnog zadatka koji sadrZi pa-

rametar Q:

L(y) s y™ + Z PY g g,

K4
)

U (e E-o %0t (y) = 0 (i=1,2,...,n),
gde je:
K .
Pk = Pk(x! 3) = gk .Z S-Jij(x) (k=1!2s°”)n)’
J‘-‘.O

pkj(x) su realne ili kompleksne funkcije od x € [a,b] za koje
(8)

pretpostavimo da su neprekidne; U.; ‘(y) su linearne forme oblika:

M)

(s)(Y)" 21 { Z; iig (k—l)(t£§§) + S ot(s)(x)y(k 1)(X)dx'}
wnd 2

(i=l,2’.!o’n; S=O,1,...,n),

s)

su prirodni brojevi, °‘§kj

o

su konstante, c£§§)(x) su funkci-

s)

je od x, integrabilne na Ca,b], a t( kj su neke tacke segmenta
La,b], za koje pretpostavimo (tako je udinjeno i u €16]) da se
poklapaju sa a ili sa b. MoZemo konstatovati da je uopStenje

(u odnosu na najjednostavniji sludaj éturm-Liuviloveg operatora)

u slededem:




1° diferencijalni izraz moZe biti viSeg reda;

2° u samom diferencijalnom izrazu moZe se na sloZen
natin pojaviti spektralni parametar; |

30 granifni uslovi mogu da sadrZe spektralni parame-
tar;

40 u grani¢nim uslovima mogu se pojaviti integrali
(sa nepoznatom funkcijom pod znakom integracije).

U ovom radu posmatrana su tri primera granicénih di-
ferencijalnih zadataka, na kojima je pokazano kako treba postu-
piti u ispitivanju asimptotike spektralne funkcije u sludajevi-

o

ma 1°, 2°

i 3°. Svaki od navedenih primera ima i druge specifid-
nosti,

U drugoj glavi rada posmatra se primer (samokonjugo-
vanog) operatora proizvoljnog (parnog) reda. Osnovni problem
predstavlja izvodjenje formule za normirajuée koeficijente a(n
koja omogulava da se za izrafunavanje regularizovane sume njiho-
vih reciprodnih vrednosti primeni metod iz rada C147] (odgovara-
juéa formula u sludaju Sturm-Liuvilovog operatora je sasvim jed-
nostavna). Primedeno je takodje da asimptotika spektralne funk-
cije zavisi od naCina kako je izabrano normiranje svojstvenih
funkcija koje definidu normirajuce koeficijente. Jednostavan
rezultat - kakav je u T14] dobijen za Sturm-Liuvilov operator -
moZe se ovde dobiti samo pri pogodnom izboru normiranja.

U glavi III razmatra se operator koji je uveo T.RedZe

radi primene u kvantnoj teoriji rasejanja., Specifidnost zadatka



je da sadrZi spektralni parametar u granilnim uslovima, Pored
toga, on je nesamokonjugovan, pa a priori nije jasno kako treba
definisati njegovu spektralnu funkciju. Medjutim, A.O.Kravicki}
je u radu [6] dobio formule o razlaganju odredjenih funkcija u
red‘po svojstvenim funkcijama RedZeovog operatora. Te formule i
ukazuju kako treba izmeniti relacije (0.2) i (0.3) da bi se de-
finisala funkcija ¢ ().

Cetvrta glava sadrii razmatranje takozvane Or-Zomer-
feldove jednaline, poznate iz teorije hidrodinamidke stabilnosti.
Zadatak jJe takodje nesamokonjugovan i spektralni parametar se na
sloZen nalin pojavljuje u koeficijentima diferencijalnog izraza.
Dosad nisu poznate formule za razlaganje u red po njegovim svoj-—
stvenim funkcijama, $to onemogudava postupak uvodjenja spéktral—
ne funkcije kao u glavi III. Zato su za definisanje spektralne
funkcije iskori&dene formule za tzv. "beskonadni deo Grinove
funkcije" iz Tamarkinovog rada L16]. Jo$ jedna specifidnost ovog
zadatka je da tzv., indikatorski dijagram njegove karakteristilne
funkcije (v. definicije u glavi I) sadrzZi tri tadke na jednoj du-
7i. S obzirom da takav sluda]j nije bio obuhvaden razmatranjima u
radu L14), to je metod iz toga rada morao u ovom sluiaju da naj-
pre bude modifikovan da bi se mogle dobiti traZene formule,

Prva glava rada sadrZi uvodni materijal, tj. poznate
rezultate koji se u daljem koriste, a koji uglavnom nisu sadrZa-
ni u poznatim monografijema iz teorije operatora. Rezultati su

vedinom dati bez dokaza., Izuzetak line rezultati rada (147, jer

—— .



- ]lO0 -

su oni fundamentalni 2za dalja razmatranja, a i s obzirom na pome-
nute modifikacije koje se &ine u Cetvrtoj glavi.

Osnovni pojmovi teorije operatora nisu posebno defini-
sani u ovom radu, niti su navodjeni poznati stavovi koji se (im-
plicitno) koriste. Oni se, kada je u pitanju opSta spektralna te-
orija, mogu nadi npr. u knjigama £13, 157, €191 i €251, a kada
je u pitanju spektralna teorija linearnih diferencijalnih oprato-
ra, u knjigama (8], €13] i €19].

Originalni rezultati koje sadrZi ova disertacija pre-
dati su za Stampu u okviru radova €41 i C51].

Zeleo bih ma ovom mestu da se zahvalim profesoru Mos-
kovskog univerziteta, doktoru V.A.Sadovniliju, za postavku zada-
taka i interes koji je pokazao za moj rad za vreme dok sam bora-
vio u Moskvi. Takodje bih Zeleo da se zahvalim dr Branislavu Mir-
koviéu, &ije su korisne sugestije ulinile da ova disertacija bu-

de jasnije i bolje napisana.
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GLAVA I

REGULARIZOVANE SUME KORENA JEDNE KLASE CELIH FUNKCIJA

§l. Funkcije klase K. Veza sa diferencijalnim operatorima

Posmatrajmo celu funkciju f(z) koja za svako celo

h3» 0 dopusta predstavljanje oblika:

N-1
£(z) = Y &%, | (2), (1.0)

K=0

gde su a(k kompleksne konstante, a

A (w)
~h
B2 =2 ) L3 oK) (2.

Jzo

U gornjoj formuli je n, neki ceo brdj, a laék)¥0. Pretpostavimo

k
da se z-ravan moZe pokriti konadnim brojem otvorenih sektora
koji sadrZe koordinatni podetak i u svakom od kojih su funkcije
Pk,h(z) analitidke za Vz\>»R (R - dovoljno veliki broj).
U daljem demo ispuftati indeks h u Pk,h(z) i pisademo:
00 e
P (2) ~ znkaZ %:’,—) (z-» o). (1.1)
®0
Takodje éemo pretpostavljati da razlaganje (1.1) dopudta diferen-
ciranje ¢lan po ¢lan,

Funkcije sa gore opisanim gvojstvima nazovimo funkci-~

Jjama klase K. Brojeve n, ., °‘k i /325) nazovimo parametrima asimp-
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totike funkeije f(z).

Funkcije klase K pojavljuju se pri ispitivanju granid-
nih zadataka za diferencijalne jednadline koje sadrZe parametar.
Posmatrajmo, naprimer, na odselku 0€x<€1 granidni zadatak za di-

ferencijalnu jednaéinu

n-1

__I d . -
n + a; (x, z)E—-% Foaee + an(x,z)y = 0,

8iji koeficijenti imaju oblilk:

a (x,2z) = 2% 2: z a 3 (x) (g=1,24¢..,n).
q JSQ

Neka granid¢ni uslovi takodje polinomijalno zavise od z:

Ui (y) = ; z707(y) = 0 (i=1,2,...,n),
e

gde su U?(y) linearne forme u odnosu na reéenja y(x):

Uf(y) Z{ 1ky(k Do) + b" (k- 1)(1)} S°‘ (x)y(x)dx.

| ¥ 1}

Neka su koeficijenti jednadine i funkeije c(i(x) beskonadno dife-
rencijabilni po x. Ako pored toga pretpostavimo da je aqo(x) =

= aqor(x) (g=1,2,...,n), gde je r(x)» 0 i polinom

n n-1
T(A) = A +alo)\ e +a

nema viSestrukih korena, tada jednadina za odredjivanje svojstve-
nih vrednosti datog zadatka ima oblik

f(z) = 0,
gde je f(z) funkcija klase K. Pri tom se parametri asimptotike
funkcije f(z) mogu eksplicitno izraziti pomodu koeficijenata jed-

naline i koeficijenata graniénih uslova,
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Postupak kojim se navedene ¢injenice dokazuju izveden
je u radovima J,.D,Tamarkina (v. npr. {{16]}). OpiSimo ukratko taj

postupak u specijalnom sludaju graniénog zadatka oblika:

QEI dn—l n
S al(X)E;ﬁ=¥ + oeee + an(x)y +zy =0,

v Y [0 + o, VW] =0 Ge1,2,.0m),

gde za funkecije ai(x) pretpostavimo da su beskonadno diferencija-
bilne.

Neka su Yy y2, ceey Yy linearno nezavisna reSenja da-
te jednadine, Karakteristidna determinanta datog zadatka (&ije
nule su traZene svojstvene vrednosti), kao 8to je poznato, ima

oblik:

A(z) = aet Nu (yOWT o).

Kako se pri tom redenja Y11 Vo1 eee 3 ¥, MOGU izabrati tako da
su, za svako fiksirano x €[0,1], cele analitidke funkcije para-
metra z, to isto svojstvo ima 1 funkcija O&(z).
3 druge strane, moZe se dokazati (v. str. 52-65 u

(13]) da se kompleksna z-ravan mozZe razbiti na 2n sektora, tak-
vih da u svakom od njih data diferencijalna jednalina ima n 1i-
nearno nezavisnih reSenja Y19 Yoo e 9 Yy regularnih u odnosu
na z za dovoljno veliko \Vz{, i takvih da za svako celo N3 0 vaZe

asimptotske formule:

N
Z W X ugk(x) 1 ]
y =0 K [.;Z:o_!_—z" + U] (zme) (el,2,....m),
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gde su col, cdé,..., con razli¢ite vrednosti n-tog korena iz -1;
navedene formule mogu se neogranileno puta diferencirati &lan po
&lan,

Ako se navedeni izrazi zamene u grani¢ne forme Ui(y),
a zatim ove u determinantu AQ(z), posle skradivanja nebitnih fak-
tora i razvijanja determinante, jednalina za odredjivanje svoj-
stvenih vrenosti zaista dobija oblik f(z)=0, sa funkecijom f(z)
koja je klase K.

Ako su koeficijenti date jednaline manje glatke funk-
cije - npr. samo h puta diferencijabilne po x, funkcija f(z) kad

z-»00 &e samo dopuStati predstavljanje (1.0) sa:

n ““"’”n ()
k [ 2-?
%Jz)&:z gw 3 (umkzoL

To sledi iz Cinjenice da u tom slucaju u asimptotskim formulama
za reSenja Fyr Yoreees ¥y broj N viSe ne moZe biti proizvoljan,
veé zavisi od h. Sva dalja razmatranja u ovom radu mogu se spro-
vesti i pri takvim pretpostavkama o glatkosti koeficijenata (za
pogodno izabrano h). Medjutim, radi jednostavnosti pisanja, u
daljem éemo obilno pretpostavlijati beskonalnu diferencijabilnost
koeficijenata, tj. razmatrademo funkcije f(z) klase K, i samo
kod pojedinih krajnjih rezultata napomenuéemo kolika je glatkost

koeficijenata potrebna da bi se taj rezultat dobio.
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8§2. Nule funkcija klase K

Na osnovu relenog u prethodnom paragrafu, jasno je da
je za ispitivanje diskretnog spektra grani¢nog diferencijalnog
zadatka osnovno znati odrediti raspored, ili bar asimptotsko po-
naSanje, nula date cele funkcije klase K.

Neka je f(z) takva funkcija i n, a(k, /385) (@ =1,2,.
k=0,1,...,8-1) njeni parametri asimptotike. Posmatrajmo u kom-

pleksno] ravni tacke

g—

doi Otly L * dN"l

i njihov konveksni omotal oznacimo sa P. U opStem slulaju P je

r-tougao (r€N) - nazovimo ga indikatorskim dijagramom funkcije

f(z). Pravce spoljadnjih normala na stranice poligona P nazovimo
kritidnim. Ne umanjujuéi op&tost, moZemo pretpostaviti da su te-

mena poligona P tadke

——

Lo Ty oo Ly

Udaljimo iz z-ravni r sektora To’ Tl’ csn Tr—l pro-
izvoljno malog otvora, s bisektrisama paralelnim kriti¢nim prav-
cima i s temenima u koordinatnom poletku. Ne umanjujuéi opstost,
moZemo pretpostaviti da koordinatni poletak leZi unutar dijagra-
ma P. Tada se oblast L2 koja preostaje raspada na r otvorenih
sektora CZS (s=0,1,...,r=-1) (v. sliku 1.). Lako se dokazuje (v.
npr. [8]) da nule funkcije f(z) sa velikim modulima le¥e u sekto-

rima T :
<]

LEMA 1.1 Za dovoljno veliko Rl, u preseku oblasti
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slika 1.
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|z ?R; i SL nema nula funkcije f(z).

Dokaz Primetimo da je Reolz = (o&,z) (desno stoji ska-
larni proizvod vektora). Neka, odredjenosti radi, z pripada ob-
lasti ’Q'o' Tada je geometrijski jasno da za sz i za neko 570
vaZzi nejednakost

Re o4 z - Re &,z > iz (k#£0).
Odatle se neposredno dobija:
n
f(z) = cz oeoéoz(l + (1)) (z-»e0),

Slidne ocene vaZe i za druge sektore ,_Q_s.m

Ispitajmo sada asimptotsko ponaSanje korena funkcije
f(z). Pretpostavimo da na granici dijagrama P le’e samo brojevi
20, Z.'Zl, cee ;Zr-l’ a svih ostalih N-r eksponenata se nala-

ze unutar P, Tada se Hornovim metodom iteracije (v. [20]) moZe

dokazati da za korene z  vail asimptotska formula:

y 5

= RI({S)(ln n)

Zy g 850 {l + Z_ “—T_"} (n=poa), (1.2)

e n
gde je:

2wi (s) < k .2k
8, = L, - o(s » Ry (In n) = 2% rq,sln n, rk’ssao za k >1;

8=0,1,...,=1 je indeks sektora TS u kome se nalaze koreni; o(s
i ;zs+l su temena odgovarajude stranice indikatorskog dijagrama
P, pri demu za s=r-1 pod °‘r podrazumevamo o(o.

Svi koeficijenti u formuli (1.2) mogu se izraziti po-

moéu parametara asimptotike funkcije f(z). Za prve koeficijente
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ge dobi ja:

s)
n_-n y

1 _ s st }  _ L N
M,e ™ 2ovr1 * To,8 7 2w1 (no-n_,;)in a_ + 1n (- ._Tg_:ﬂ.

(820,1,...,I'-1),

pri demu se moZe uzeti proizvoljna vreﬁqost logaritma. Koeficijen-

ti rk sa k91 se neposredno prilicno tesSko radunaju. Za njih

q,8
su u radu [lo] izvedene sledele rekurentne formule:

LEMA 1.2 Za koeficijente razlaganja (1.7) vaZi for-

mula (radi jednostavnosti ispulten je indeks s):

K4 e k k
k+1 1 Z « Kk kp ‘n ,
- — r I' .-.I‘ +'f' *
q Z Pn,iTqy T, Tq (15T

et Te 2“.’““" 22"" 4

RY Y]

K74 026K

za q#0; za q=0 desnoj strani treba dodati

_ ~(s+l) _ M(s)
a k . wk+l Qk+1
k 293ri !

gde su wf(f_{ i }(+{1) koeficijenti u asimptotskom razlaganju:

P'(z) = ES(S)
L +-—mi - N“Z:; zi (z—woo).

o

, o e . T . . PR .
Koeficijenti /5m K definisani su pomodu identiteta:
’

4% +1) (G +2)... (G +m-1)(- 1) te Z /3 (e*m)"’.

=0

Iz ove leme se lako izvode sledede posledice:

k+1 |
POSLEDICA 1.1 ri'l = 0 za k3 1.
POSLEDICA 1.2t = £(-1)*™(r])** za k31,
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POSLEDICA 1.3 Ako je rj=0 (bj. ng =n_), tada je

+1=
ri*l = 0za k2l i g0
i
e Nstl) o N(s)
kel Z“: 5 ;(k)rklrkz oo 25 Skn “y+l
o k'm’’0 "0 ""'7o k 25vi

e :“E‘K@KM
(k=1,2’.00>0

U sludaju kada postoje stranice indikatorskog dijagra-
ma P na kojima leZi vie od dva eksponenta ;;i’ 2a korene funkci-
je f(z) mogu se dobiti analogne asimptotske formule samo pod
pretpostavkom da su pri tom te stranice podeljene odgovarajuéinm
talkama na samerljive delove. Medjutim, i tada se moZe desiti da

odgovarajula asimptotska razlaganja sadrZe i razlomljene stepene

n. Jedan slucaj kada do toga ipak ne dolazi razmatran je u radu
[10]:

LEMA 1. Posmatrajmo jednadinu etZ = Q(z), gde je
Q(z) za \z\» R analitidka funkecija u sektoru sa bisektrisom pa-

ralelnom vektoru a = 2371 i neka u toj oblasti vaZi:

o0
Az) ~ ") B (2000, ¥ #0.

“z0 2

Tada za korene date jednaline vaZi tvrdjenje leme 1.2, a za m=0

i posledice 1.3
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63. Zeta—funkecija pridrufena dvema funkcijama klase XK. Regulari-

zovani tragovi s teZinama

U narednim glavama, prilikom ispitivanja asimptotike
spektralne funkcije datih diferencijalnih operatora, osnovno de
biti da se za korene z, date funkcije f(z) klase K izradunaju
regularizovane sume oblika:

m
Z [Zn P - Am(n’ pn)] = By

n)
gde su [}n neki "teZinski" brojevi, Am(n,/3n) potpuno odredjeni

brojevi koji obezbedjuju konvergenciju redova, m prirodan broj i
Bm brojevi koji se mogu eksplicitno izraziti pomodu funkcije f(z).
U ovom paragrafu bide opisan postupak izradunavanja suma takvog
tipa.

Posmatrajmo dve funkeije, fl(z) i fe(z), klase K:

N-4 &rz
£(z) = F e 1y (2),
& , (1.3
Py, 3(2) ~ 2 k) —/J—‘%Ll (z=»00) (§=1,2). )
¢ =0 zZ

One imaju zajednicki indikatorski dijagram P. Neka oznake TS i
f}s imaju isto znalenje kao u prethodnom paragrafu., Izaberimo u
jednom od sektora.ﬂ_s (neka je to npr..flo) polupravu 1 s polet-
kom u koordinatnom poCetku i konstruidimo konturu r; koja se
sastoji od poluprave 1 (koju prolazimo u oba smera) i kruga ¥«
centrom u nuli (v. sliku 1.). Iz leme 1.1 sledi da se kontura ‘-o

moZe izabrati tako da sve nule funkecije fl(z) budu u njenoj spo-

et
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lja8njosti i to s leve strane.

Definigimo funkeciju
£,(2)

P(z) 'f;(—zj

za one vrednosti z za koje je fl(z);lo. Ona moZe imati singulari-
tete tipa polova u nulama z, funkeije fl(z). Primetimo da je za

Z@ r0’ Z 00 :

&(2) = Sg2a2(B) | g (82 i P (1.4)
B ea(OZP (2) 9 27 )
0,1 vo
(o)

(o) 0,2

gde je & neki pozitivan broj, W, .‘T(')T # 0, éog £ 0 (j=1,
’

/so,l

?), a i ostali brojevi (‘.)(f) ge mogu eksplicitno izraziti pomodu
parametara asimptotike funkcija fj(z), pa éemo ih smatrati pozna-
tim,

Defini&imo sada zeta-funkciju ZG(G) pridrufenu funk-

cijama fl(z) i f?(z) pomodu:

ZO(G) = 2:” Szfccb(z)dz (Re @ >»1). (1.5)

P

Funkci ja ZO(G) je odigledno regularna u poluravni ReG > 1 (v.

(1.4)).

LEMA l.&x) Zeta-funkcija ZO(G) se analitidki produ-

7ava u G -ravan kao cela funkcija.

x)

Leme 1,4 i 1.5 navedene su u radu [14] bez dokaza., Dokazi sli&-

nih stavova dati su npr. u (81.
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Dokaz Predstavimo integral (1.5) kao zbir Zetiri in-
tegrala: (
% 0)
4 - A S —c[ _ WDy ]
2(8) = 5oy § £ T @)z + gpy | 7 ) - 2 =I5 ez s
b g ° z
2 (o) Yo (o)
A 6§ YWy S -6 5 Y2
+ 2z dz -~ - z dz =
2®i éo go 27 2%l ¥ -)Zo 2
= 1,(6) + 1,(6) + I5(e) + 1,(G), (1.6)

gde je f'(', deo konture ro bez kruga &, a v,?o proizvoljan pri-

rodan broj. Lako je videti da su Il(G') i I4(G') cele funkecije

od G ; IZ(G‘) se zbog (1.4) analitidki produ¥ava u poluravan

Re @ » - -a?o. Najzad, IB(G) je za Re® 21 jednak nuli, pa se ana-

1iti¢ki produzava nulom u celu ravan, Kako je 1?0 proizvoljno,

lema je dokazana.®@

LEMA 1'5 Za m=0,1,2,ooo

z,(-m) =
| (o)
gde su wm+1

Dokaz

koeficijenti u razlaganju (1.4).

Posmatrajmo formulu (1.6). Kada je G celo i

nepozitivno, Il(G‘ )=0, jer je pod znakom integrala funkcija od z

koja je regularna unutar & ; 12(5 )=0 za celo G, jer se jedno-

znadna funkcija od z integrali duZ poluprave 1 u dva svprotna

smera. Kako je jod I3(5)§0, ostaje da se izraduna 14(6 ). To i

dokazuje lemu. @

TEQOREMA 1.1 [14]1 7Za Re@

no konvergira i

>1 red 2. 2~ G
n
(»)

pn ravnomer-
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-G
Z (G) = Z. z y
0 o pn
gde su z, nule funkeije fl(z), a brojevi P, S0 reziduumi funkci-
je @(z) u njenim polovima z . Kako su za dovoljno veliko n nule

funkci je fl(z) proste, to postoji takav indeks M da je za sve
n>M:
£,(zy)
Dokaz Kao u dokazu leme 1.1, Re o(sz = (;S,z), odak-
le octigledno sledi da za 2z eTS, z#P (pri dovoljno malom otvoru

sektora Tq) vaZze nejednakosti:

Re o z ~ Re ol )z > Slzl’Re K 1% — Re o(kz > dizl (.7)
(k=0,1,...,S—I,S‘FQ,...,I'-].),

za neko & »0. Velidinu ugla sektora Ts birademo jednakom za sve s.
Uvedimo sledede oznake (zeTs, 1z R, R neki poziti-

van broj):

()}, (1.8)

u

[(ot.s-ols+1)z +Ln P .(2) -~ In P

uj(Z) - s J s+1,]

J
v = v.(z) =

J J

(j=1,2), gde je Ln fiksirana grana logaritma, regularna u ’I‘(3 za

ol ol

[(lyted )z +In B, ((2) +In P, o(2)] (1.8")

\z\ ? R. Tada se, s obzirom na (1.7), funkcije fj(z) mogu zapisa-

ti na slededi nalin (z eTq, 1z\2R):

Vj U.j ' "uj
fj(z) = e [e + e + gj(z)] , (1.9)

gde su funkcije gj(z) u sektoru TS, zajedno sa svojim izvodima,

funkcije tipa U(e-gtz‘) kad z -» 00, zeTS, tj. postoji takav

broj R da za 2QTy, 1zZ\ >R ?R:
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St Stz

g.(z)| € const e Z\ 121(2)\ € const e
J | J

za neko & >0, j=1,2.

Poka?imo dalje da postoji oblast Qs(Rl)’ koja se sasto-
ji od tadaka z ¢int T, za koje 1z\>R; »R, 1 u kojoj je ul(z) a-
nalitidka funkcija koja uzajamno jednoznadno preslikava oblast
Qs(Rl) na neku oblast Ds,l'

Da bismo to dokazali, iskoristimo sledeéi poznati kri-
terijum,

Neka je funkcija f(z) regularna u konveksnoj oblasti
’D; ako postoji takva realna konstanta ‘@ da ge velidina
Re (ei%f'(z)) ne anulira u oblasti D, tada je f(z) obostrano jed-
noznadna funkcija u D.

Po definiciji klase K, za |z\‘>Ro (Ro - neki dovoljno
veliki broj) funkecije Pk,l(z) dopuStaju razlaganje (1.3) i ana-
litidke su za 1z1>» R u nekim otvorenim sektorima koji sadrZe koo-
rdinatni podetak., Pretpostavljademo da se svaki sektor Ts ceo sa-

drZi u jednom od tih sektora. MoZemo uvek smatrati da je R0> R.

Zato za \z| >R >R, zeTg (v. (1.8)):

(K -~k )z (n -n_.)In z 2 _(2)
. 8 s+l S s+l’ 1 8,1
ul(z) ~ 5 + 5 + 5 In Wsﬂ Tz
’

gde je Ln z ista grana logaritma kao u formulama (1.8) i (1.8'), a

= P 2 pyr)
2 L ~
Ps,l(z) ~.,,Z. ——z-’:’— ' P8+1,1(z) N.aé_-;-r (z-»00),

Zbog toga,
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€ —s ot 4 9d)),

Re (ei ul'(z)) = Re (e

gde je sa (9(%) oznadena neka, regularna u oblasti |z} >R,

z €int T, funkcija, takva da l@(%)\ £ 9—%—%@ . Na taj nadin,

ofigledno moZemo izabrati takvo @ da za z €int TS, lzli >R<:')>"Ro
vazi
Re (o' $ul(2)) # 0.

Dobijena oblast nije konveksna. Medjutim, ako kong-
truiSemo u talki preseka kruga |z|=Ro' s bisektrisom sektora '.[‘S
odsedak koji dodiruje taj krug i leZi unutar sektora, dobijena
beskonadna oblast bide konveksna. Na taj nadin je obostrana jed-
noznatnost funkcije ul(z) u toj oblasti dokazana. Jasno je =sada
da ce moze izabrati takav broj R1> Rc'> da je u oblasti QS(Rl):

|z\>R1, z€int Ts’ funkcija u,(z) takodje obostrano jednoznacfna.

1
Zbog toga u oblasti D_ (u ul-ravni) postoji jedno-
oy

znacéna analiticka funkcija z:z(ul), inverzna funkeciji Uy . Nije

tedko uvideti da je slika sektora pri preslikavanju ulzul(z) a-

simptotski sektor. Takodje, ako {z|-» e@ unutar oblasti QS(Rl),

tada Iul\-voo unutar Dcs 1 i obrnuto. Zato analitickoj funkeiji
Oy

tipa o (1) u oblasti Qg(R]_) odgovara analitidka funkcija tipa

o(l)u DS,I.

Primetimo dalje da sektor Ts i broj R, uvek mogu da

1

budu izabrani tako da u,(z) bude analitidka funkcija koja zatvo-

1 €
renu oblast QSZRls preslikava na oblast

D

5.1 uzajamno jednoznadno,
]

Dalje, postoji uzajamno jednoznadna korespondencija
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izmedju nula sa velikim modulima funkecije fl(z) u oblasti Qs(Rl)

i nula sa velikim modulima funkcije
it ™M
€ (u) = f(zu)) et fetre g (a(u))], (1.10)
gde je ?l(ul) funkcija u koju je pri preslikavanju (1.8) predla
funkeija f,(z) u oblasti Q(R;) (R >R - v. (1.9)).

Funkci ja ‘El se anulira ako:

uy ~(n+%):|ri, n=0,11,...

Zbog toga, kako je lako videti, postoji takav indeks M da je za

n)M’ S=0,1,.-.,r-13

f (z) ev‘?—vl[eu2+ e— + 8, z))'

fn,s = _TTET _ u

Z=Zn,s [e 1, e 14 gl(z)]

1/2 1/2 1/2

PS;ZPS-Q-I:Z] ul Ps,zpsﬂ,l "ul Ps,lPs,+1,2 X

=17 .7 ¢ 1P .7 ¢ |7 P +8,(2)
S,1  8+1,1d 8,1 8+1,2 8,2 8+l,1

u -u -1
1 1,' ;. 1 , ]
X [(o Lre )y, () + 8 (2) :
2=%
n,s
. 1 . -
Kako je za 2=2, g1 W ~(n+§)m—1, a Igg(zn,s)|<const e S\ZH,S‘,
\81(z_ )\ <&const e »8Y, §% 0, to za n w00 :
1'"n,s
Ps,2<z) _ Ps-rl,.?(z)
Ps,l(z) Ps+1,l(27
fn,s ™ ; ; . (1.11)
n,s P l(z) Pl 1(z)
L bt * 5T T (D
8 s+ s,1 z s+1,1 z =7
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Formulu (1.11) demo kasnije iskoristiti za nalaZenje
agimptotike brojeva /')n s kad n-s00 , a sada neposredno iz obli-
b

ka funkcija P_ ., P (j=1,2) zakljudujemo da postoji takav

Sy J s+l,J

. X . ~-G
h £ o
hroj A da je za sve n i g, l/"n,s“A Zbog toga red ?ﬂ}zn /An

ravnomerno konvergira za Re® » 1 (indeks s, 8=0,1,...,r-1, u
4 i radi jednostavnosti ispudtamo
n,s pn,s J SP ).
PokaZimo sada da postoji prirodan broj mo i niz kontu-

ra C (m=m0+l,mo+2,...) u z-ravni, takvih da:

. . _ 2o m
(a) Konture pnlaze iz nekih tadaka a € 1, laml-_ ppyar B

m>m , obilaze koordinatni poletak i vradaju se u tacku a_ pa
suprotnoj strani poluprave 1 konture ro. Obilazak se vr8i sup-

rotno od kazaljke na satu; CmCCm za m>m; of je neki poziti-

+1
van broj, 2& Jje velidina ugla TS.
(b) Za m»m_ kontura C. seu oblasti ,Q.s (s=0,1,...,r=1)

2 m |
cos €’

poklapa sa delom kruga Vz\ = ako je z GTS, kontura Cm je
neka linija koja se nalazi u oblasti oblika jednakokrakog trape-
za ©iji kraci le’e na stranama sektora Ts’ srednja linije sede bi-
gektrisu Ts na rastojanju 2el{m od koordinatnog poletka, a visina
mu je jednaka 2e&,

(¢) Ukupna duZina konture C_ ne prelazi velid¢inu Bm,
pri Cemu B ne zavisi od m.

(d) Nlia konturama C. vaii ocena:

l®(z)l « C za m>m ,

pri ¢emu konstanta C ne zavisi od m.
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Konstrui8imo najpre delove kontura Cm koje leZe u sek-
torima TB. Posmatrajmo fiksirani sektor Ts'
Napi8imo funkciju &(z), zc.'l‘s, 121 R u obliku:
v u
e 2 [e 2 46
$(z) = —

v u
el{el+

08igledno, ako je m dovoljno veliki broj, za (Im ul\=m17 vazi:

-

2 4 gzhﬂ]
Ly gl(Z)]

1/2 1/2
Po oPsi1,1 U3 Pes1,oPs1
1/2 e ——L~—-§-*— + e 5—-—$—~—4~ +8,
s,2 s+1,2 s+l1,2 5,1 5,2 8+1,1
s 1F s+1,1 le * + e 1, gl\

{Re u,l

1

< const e
|Re ul|

const e

= const.

Kako je veé redeno, funkcija ul(z) preslikava tadke

zeTs, lz\>R1u tadke uy 1

dovoljno veliko Iul\ agsimptotski predstavlja sektor &ija je bi-

koje u u,-ravni obrazuju skup koji za
sektrisa imaginarna poluosa. Posmatrajmo delove pravih |Im u1\=
= mH® za dovoljno veliko m koje leZe u slici skupa zETS, |2\>Rl
i opiSimo oblik linija koje leZe u Ts i predstavljaju inverzne
slike tih delova.

Koristedi (1.8), moZe se pokazati da maksimum rastoja-
nja izmedju tih linija u sektoru Ts ne prelazi, za dovoljno veli-

ko m, neku konstantu b_. Oznalimo & = max b_. Pored toga,
S 0s4g T4

bs se moZe tako izabrati da dve susedne linije cele leZe u sekto-

ru TS u traci Sirine bg, normalnoj na bisektrisu sektora,
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U sektorima L2_ (s=0,1,...,r-1) konstruidimo delove

2okm
cos &

krugova (z| = (m dovoljno veliki celi brojevi). Preselne
talke tih krugova sa stranama sektora TS spojimo duZima - neka
su te duzi srednje linije trapeza visina 2eL. Ako je m dovoljno
veliko, u sgvakom od tih trapeza sadr$i se linija koja je inver-
zna slika jednog od odselaka lImvull = mW., Ta linija neka i bu-
de trazeni deo konture Cm koji lezi u TS. Ako je m dovoljno veli-
ko, analognu konstrukciju mozemo izvesti za svaki sektor Ts (s=0,
lyeas,r=1).

Delove ukazanih krugova u sektorima Sﬂh i linija u
sektorima TS spojimo pé stranama sektora TS.

Kako je za zeﬁs (s=0,1,...,7-1), Re xsz-Reo{kz> Siz|
(k#s), to svuda na konstruisanim konturama vaZi ocena |&(z)|<
£ const za m> m - Broj m, se moZe izabrati dovoljno velikim da

za 8ve m>m0 inverzne slike ukazanih delova linija (Im u,| = oW

N
budu rektificibilne Zordanove krive dije se dufine lako ocenjuju.

Tvrdjenje (c) o konturama lako sledi iz njihove kon-
strukcije, oblika funkcije (1.8) i iz redenog vide,

Zavr8imo sada dokaz teoreme 1.1.

Posmatrajmo zatvorenu konturu koja se sastoji od kon-
ture C_ i dela ro,a konture [ od nule do telke a . Za ReG > 1

m
na integral

A ) e
cmﬁJr;pm

moZe se primeniti Ko&ijeva teorema o reziduumima., Pustimo da m
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tezi beskonadnosti. Integral po C, tezi nuli. Zato je za ReG >1:

4 -G -G
T Sz & (z)dz = ‘é:) z ﬂn’

Q

gde su pn reziduumi funkcije & (z) u nulama z, funkeije fl(z).
Time je teorema u potpunosti dokazana.

Primetimo sada da iz formule (1.11) za brojeve pn o

sledi asimptotsko predstavljanje:

¥

p ~ Z —L:2 (nseo). (1.12)
Iy s z=° 7 1
n,s

Brojevi .8 g 9€ mogu eksplicitno izraziti pomodu parametara a-

simptotike funkcija fj(z) i smatrademo ih poznatim. Iz (1.17) i

iz (1.2) sledi:

(s) 7
,~C Z ¥, f Q (& +q,1n n) i
n,spn,s geo Q18 1,8 , o k+G‘+q
(S)(
G ,ln n)
. ¥, 0 (64,10 n) = e ,
P=0 np+<5' Z p=o np+t‘;
gde je

(S)(G+q,1n n) = a G -q Z d(s)(G'+q ln"’n,

(s)(G*’Q) su polinomi po G +q,
s
S(S)(G.,ln n) - Z Y f)(G'+q,ln n) =
P g=0 q p
L4 ( )
= Z.f 9(G+Q)1n n,
Q:O Py

£{7)(G+q) = Z’_ ¥, 255 %) (6.

Fiksirajmo sada dovoljno veliki ceo broj ®. Funkcija
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(S)
® , &0 -G T (&,1n n)
‘(:)(G‘) = Z Z [zn,spn,s -Z k+o J
Meq Ao K=0 n

dopusta analititko produZenje u poluravan ReG » -T. Uvedimo jod

funkei ju:

.y ( )
(o)(s) _Z’ Z i S (G’,ln n) ’

mzy Aco K=o
(Prim nad znakom suma u izrazima za funkcije "‘-‘E:)(G) i ¢$:)(G)
stoji zbog tzv., "defekta regularizacije" - v. [9].)

Funkci ja ¢'t )(G') je regularna za ReG » 1 i odigledno

za Re @ > 1 vazi:
wol(e) = 2 (6) - &) (e). (1.13)

Kako je prema lemi 1.4 ZO(G‘) cela funkcija, zajedno sa "H,'(cg),(s‘)
i ¢,(:)(G) se produfava analitidki u poluravan Re@ » - %. Pri-
metimo da se funkcija ¢.(,;.0)(G) moZe izraziti pomodu Rimanove

zeta~funkcije i njenih izvoda (v. npr. [27]), tJ. njene vrednos-

ti se mogu eksplicitno izralunati:

(o) { ZK “z"fz’.’ 8_ G -q,(s) 2. 1n'?n
o () = a_ 44 (6 +q) =
© Kzo ¥=0 210 4%0 dyS 8 k- qsv 1 eyl nk+5

e v XV

=2 2 D (6)(-1)7 7 (k+G),
Qs k

Keo Vze 220
gde je

Dy,k(B) = z ¥, oo C a3 (G ).

Az0
Koristedi jo$ lemu 1.5, iz (1.13) dobijamo slededu

teoremu o regularizovanim sumama sa teZinama [14]:

TEOREMA 1,2 Za svako celom, 0&m< T, vaZi jednakost:



- 32 =

o , T4 T (8)_ 1,
2 [ ) L TN
n,s’’n,s LK m+1 T '

M3y A2O0 (18 X -]

gde su c&éi{ koeficijenti u razlaganiu (1.4).

NAPOMENA Formula u teoremi 1.2 izvedena _,e pod pret-
postavkom da na granici indikatorskog dijagrama P za funkcije
fj(z) nema drugih tadaka koje odgovaraju eksponentima SZi izuzev
temena. Sli¢na formula moZe se dobiti i u nekim drugim siudajevi-
ma. Specijalno, u Cetvrto] glavi razmotriéemo primer kada ind:. &-

torski dijagram obrazuju talke -i, 0 i 1, pa éemo za taj slula]

izvesti odgovarajuce formulie,
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GLAVA II

SPEKTRALNA FUNKCIJA OPERATORA VISEG REDA

Posmatrajmo linearni diferencijalni operator 2k-tog

reda na odselku [0,%]):

15 4 gy = Ay,

y(0)=y"(0)=. ..=y¢%~2) (0)=0, (2.1)

y(F)=y"(7)=.. .=y(2k‘2) (%)=0.

Oznadimo sa )\nnjegove svojstvene vrednosti, sa Yy odgovarajude
gvojstvene funkcije (izbor normiranja tih funkcija izvr3idemo

kasnije), a sa o(n odgovarajuée normirajude koeficijente:
TZ
L, = Syn(Jr) dx. (2.2)
o

Dati operator je samokonjugovan i pozitivan, pa se njegova spek-
tralna funkcija (v. Uvod) moZ¥e izraziti kao:
1
Q(N) = 2 < -
Aas A
U ovoj glavi ispitademo asimptotsko ponadanje funkci-

je g()\) kad A=-»00. Izmedju ostalog, pokazademo da ono zavisi

od nalina normiranje svojstvenih funkcija Ve
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6&. Formula za normirajude koeficijente
”

Prvi korak u ispitivanju asimptotike spektralne funk-
cije g(J\) operatora (?2.1) bide izvodjenje jedne formule za nor-
mirajuée koeficijente o(n koja ée omoguéiti da se za izralunava-
nje regularizovanih suma njihovih reciproénih vrednosti primene
rezultati iz prethodne glave.

Neka su vj(x,);) (i=1,2,...,2k) re8enja jednadine

(”7.1) koja zadovoljavaju uslove:

VB0, 8) = & (Gyp=1,2,...,2%).

JP

Tada su svojstvene vrednosti )\n datog operatora nule karakteris-
ti¢ne determinante (v. npr. [13]),koja, kako je lako videti, moZe

da se napiSe u obliku:

& (N) = det Wi (@, 000" : (2.3)

per? =l

Odgovarajude svojstvene funkcije su (v. takodje €13]):
Vo (W Np) v () e v (T, N )
V‘?I(sikn) VZ(WQ \An) LI ] ng(‘:ﬁ'r.)sn)

yn(x) =C |... ' , (2.4)

(2k 4)(,5’,\11) Vé )(s",g\ ) v(zk ‘”(s:,)\ )

vo(x,a ) vy (6 N ) cer Vo (3,0 )

gde su Cn proizvoljne konstante (zasad neodredjene).
Neka je f(x, \) neko refenje jednaline (2.1). MnoZeéi

relaciju
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(1% (0, N )+ @0 E(x, N) = NE(x,N)
sa yn(x), a relaciju
1% Z) (x) + q(x)y (x) = Ay, (%)
sa f(x, N), oduzimajudi i integridudéi, dobijamo:
7}
(A= 2,) S £(x, N )y, (x)dx =
° k Vr(2k) (2k)
= (0§ 03,00 - 0 M3 (0] e,
9

Posle k uzastopnih parcijalnih integracija, prethodna formula

dobija oblik:

: w -4 ; g
(a=2) § £00 W)y (0ax = (-1)F Z (-1)7 (2D o 3y (|
° (2.5)
Pretpostavimo sada da funkcija f(x,N) zadovoljava
siedeéih k uslova:
£y ) = £, A) = .o = £ (m 0y 0. (2.6)
Tada se, s obzirom na (2.4), formula (2.5) mo¥e prepisati u ob-
liku:
(A= )S Fr Ny (0 = ()F Y £262) (0, 5 {27 )
Y
Vo (T, N) V(TN ) vor Vo (TN )
= (-1)%c, “(;k-él) (2k-4) (2k 4) - (2.7)
72— (rv’\n) V4 (Wt%n) soe (wﬁ\)
£2=2 0,0 £% D0, 0y ... £(0,N)

Neka se funkcija f(x, )\) izrafava pomodu funkcija
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2K
vj(x, A) u obliku f(x,N\) = Djvj(x,)‘). Tada se uslovi (2.6)
=
mogu zapisati u obliku:
2% S (2k-2)
2 Dyv (W, ) = Z_Dv"(r,m o= LS (E N = 0
Y] 4=

(2.6")

Neka konstante Dj zadovoljavaju jo8 i sledede uslove:

P Dy = (DR () s (DR (N

: ¢}_,2k(h) ’ (2-8)

gde je ¢1’29(A) (#=1,2,...,k) minor determinante <bl(.)\)
koji odgovara elementu v(gk 2)(9'4‘ N

Uslovi (2.6') i (2.8) daju sistem od 2k-1 jednalina
za 2k nepoznatih Dj koji ih odredjuje do na konstantni mnozitelj.

Zaista, iz (2.8) dobijamo:
= (1)K Y -
Dyy = (-1) ¢1’24().)t (2=1,2,...,k).
Zamenjujuéi u (2.6') dobijamo sistem:

%
(2p) _ _ _
,«Z;Dgﬂ 1 7/‘ l(grv)\)-o (p-—O,l,...,k 2),

(2k=-2
’Z'Dzﬂ lv?/‘ 1)(7!',)\) = ‘td’l()\)y

odakle:

e port, 21D

FnT P22t (N)E (a2 i),

= (-1

D2,« -1

gde je @2’2,*._1()\) minor determinante

D, (N) = det | 2472 (z a0 I (2.9)

pr? =L’

(2k-2)

2/‘__1 (Tl.r)\)-

koji odgovara elementu v
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Na taj nadin, i funkcija f(x,\) je odredjena do na

konstantni mnozitelj. Uzmimo t=-1. Tada:

P, (N)
£(x, A) = (-1)1‘[—5;—(—)3 Z‘.('1)%2’2#'1(“"2#-1("”‘) »

v -1
PG RSN E

Zamenjujudéi poslednji izraz u (2.7), dobijamo:

(A= )\)—T—TS/&(XJ\)dX- (A-\)5 de,k)dx:

=C '—((i)i Z LSTPPIRIE Ol SUPHIPTPLC SOP
gde su o(x,N) i p(x, N\) integrabilne funkcije na [0,I] i
o((x,)\)—-}yrzl(x) (N= ')‘n)’ Ako podelimo dobijenu relaciju sa
N-A, i1 pustimo da A tezi .)\n, dobijamo:

DN &
oLy = Cncb ()\ Z ¢2,29—1()‘n)¢1,2k-—24+2(‘7\n)’ (2.10)

(Prim oznadava izvod po AN.) Time je dokazana slededa:

LEMA 2.1 Neka su svojstvene funkeije yn(x) operato-
ra (2.1) koje odgovaraju svojstvenim vrednostima '}‘n normirane

tako da je:

K N
\ k-1,1
yn(O) = (-1) ')‘n/2¢1,2()\n)[~)§|¢2,2-?-1(>‘n)¢1,2k—2~7+2("\ n)]

(2.11)

tj. neka konstante C  u relaciji (2.4) imaju vrednost:

'y -1/2
1/2
Ch = ')\n/ [_Z‘d’z,zq-l(}‘ P ok-0 g 42N n)] y

Tada z& normirajude koeficijente (2.2/ tog operatora vaii formula:
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. res —d—>2—(—?-l . (2.12)
Ly a=x, AP1IN)

(Pri tom je pretpostavljeno da su svojstvene vrednosti
)\n datog operatora proste, Sto nije ogranilenje opS8tosti, s ob-
zirom da viSestrukih svojstvenih vrednosti moZe biti samo konal-

no mnogo.)

82. Izralunavanje parametara asimptotike
P J

Uvedimo kompleksnu promenljivu z pomodu zgkz)\. De-

fini8imo funkecije fl(z) i fz(z) pomodu:

£)(2) = &b (25, £,(2) = L (5. (2.13)

Tada relacija (2.12) dobija oblik:

f.(z)
1 k-1 _ 2 2k_
-—-:n = 2kz pn’ Pn = ;‘2: ml . (zn "‘\n)' (2.12')
n

U ovom paragrafu pokazademo da su fl(z) i f2(z) funkcije klase K
i izradunademo njihove parametre asimptotike.

Oznadimo sa @, (¥=1,2,...,2k) 2k-te korene iz
(-—l)k, numerisane u poretku raééenja argumenta. Kao $to je pozna-
to (v. npr. £13]), u svakoj od oblasti g—gs arg z € E%%E

(qg=0,1,...,4k-1) postoji 2k linearno nezavisnih reSenja jednali-

ne (2.1) koja zadovoljavaju asimptotske relacije:

Ww,zx N u (x)
y,(xz)=e [‘;J‘f;—- + W(ZN4+1)] (z=v00) (2.14)
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(9=1,2,...,2k), gde N zavisi od stepena glatkosti funkcije q{(x);

navedene relacije mogu se diferencirsti ¢lan po &¢lan,
Pretpostavimo najpre da je k» 1. Ako zamenimo izraze

(2.14) u jednadinu (2.1) i uporedimo koeficijente uz jednake ste-

pene z, dobijamo sledede rekurentne veze za odredjivanje funkci-

ja u X):
J p,v()

324 (21;)‘-’;3 ff’gﬂ o ) w5 (x) =0 (p=1,2,...);

tu je U, (x)= 0 za m<0. Uzmimo, pored toga, Uy, 9 (x)m1 i

uy g (0)=0 za p31 (#=1,2,...,2k). Tada se lako dobija:
?

Uy, (x)suz’q (x)= ... By (x)g0,
tako da je:

Ww,2X
v, (x,2) = e [1 + O( k+1)] (z=00) (¥=1,2,...,2k),(2.14")

pri demu je dovoljno pretpostaviti neprekidnost funkcije q(x).
KoSijeva reSenja vj(x,)\) mogu se (u svakoj od pome-

nutih oblasti) predstaviti u obliku:

vi(x,n) = 5 oy (k) (31,220,
Y

Iz po8etnih uslova i (2.14') dobijamo za odredjivanje konstanata

(j)

slededih 2k sistema jednadina:

f" lz C(J)(a)/" 1[1 + w( k+1)]

gde je J=1’2,|¢.’2k0

Determinanta j-tog od dobijenih sistema jednaka je:
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A(J) - Zk(2k-l) [1 + W( }:+1)] W(Ul, wz,oac,wzk)t
Z

gde je w(xl,xz,...,xn) Vandermondova determinanta za brojeve
X{1XpseeesX o Determinanta koja odgovara nepoznatoj CEE) u tom

gistemu iznosi:
ald) o FED-G1 1 g (A] (1) P i
Z

1 cee 1 1 cee 1

j=2 j=2 j=2 j-2
wl LA 4 U"—l 09_’_1 LI BN 4 w2k
X . . . . *
Jd J J J
01 " s e QJ—]. w4+1 LI w2k
2k-1 2k-1 2k=-1 2k-1
wl ¢ o wq—l U.)+l LI ) wzk

Determinanta na desnoj strani (v. npr. zadatak 281. u CT17]) jed-

naka je:

sz_j(wl’--.,wo_l, w0+1’.0., u2k)W(w1,.00’ wd"l’w'a"‘l"..’UZk),
gde je

G (X yeaeyx ) = X, Xo eeeX,
p'l 8 2: i,71, 1p

pri demu se sumiranje vr&i po svim kombinacijama &il,...,ip} C
c:{},...,s}. Odatle, uzimajuéi u obzir poznate vrednosti Vander-

mondove determinante, dobijamo:

. G (W00, @,y W, 0., W,
cgs)g(_l) v+, 1= [1+0(—£-;3)]—-—3k“j 1.3 . -1’9+l o
z
(-1) /ﬁ(w,.-wﬁ)

p#?
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Froizvod u imeniocu poslednjeg razlomka jednak je:

k
lim -———-:—(:-—)— = 2k w2k_l

— - ’
wrw, &}J v

a izraz u brojiocu mo¥e se izradunati deljenjem polinoma P(w)=

- w?-k_(_l)k sa W-W, . kao rezultat dobija se:

C{.,j) - 2‘1(“)}7 I (102~ k»l)] (3,9 =1,2,...,2k).

lia taj naéin,

w ZX
1-5 Y9 [ , .
Zw [1+oczk+1>] (31,2, .+.,2K),

v N) = g

J 1Y
ndnoenn:
(Xr }\) = k -.7 w.; € [1+U(—}€1‘1_)
=4 Z

(2.15)
(3 l ,001’21{, #—O .oo,2k"l)o

Zamenimo dobijene izraze (2.15) u (2.3) i (2.9).
radunajmo najpre determinantu d: (N).

w Z 3
Uvedimo oznaku A , z w" (.2-6, £1,..., 2 (2k=-2)).

Pretpoastavimo najpre da je k paran broj. Tada je w¢=
= 8}'p Ll(‘q-l) ] ':1 ’ouo’?k) i A‘? = A—(QIC—Q) (J‘:O’l’ooo,

"k-2). Determinanta d’p(')\} se moZe zapisati u obliku:

Ay hopep Bopeyg cer By
1+ Q¢ )
k+1 A A A ees A
_ z 2 0 2k=2 4
¢2(k) - k e @ » ¢
(2k)
Aok Poxog Pok-6 *+* Ao

Vrednost poslednje determinante (v. npr. zadatak 300. u C17])
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iznosi:

¥
2 k=1
Q{ [AO+A2£9+A4£9+.‘.+A2k_2gg ], (2.16)

gde su &, (9=1,2,...,k) vrednosti k-—tog korena iz 1, tj.
.; W,z W

5 €

Y

izraz u srednjoj zagradi jednak je:

E,;=CO§ (@ =1,2,...,k). Zbog A P (qao,l,.,_,k_l)x),

Zl(_ _ 1
AZ=_‘L1+§_€_,+...+(£ E.?kl:l M .

Na taj nadin,

K w zI“ w z I
Dyn) = [ S B m>] (2.27")
7=A :

Ako je broj k neparan, s obzirom na L, =
. ) \
= exp [1(24-1)-%] (9=1,2,...,2k), vaii A, = -A, 4 (4=0,1,

«ee32k=2) i determinanta Cbg(,)\) dobija oblik:

A '-A —A "o —A

4 0 ok-2 “Rok-g 2
1+0(+37) A, Ay mhyp eee A,
CPZ(?\) = — .
(2k)
Aoken Popeg Aokee e A

Za vrednost poslednje determinante (v. npr. zadatak 313. u C17])
ponovo dobijamo izraz (2.16), pri Semu su sada &, (9=1,2,..;,k)
vrednosti k-tog korena iz -1, tj. ponovo vazi £,,=c.)f, (v =1,2,

«++,k). Ponavljanjem prethodnog postupka, ponovo dolazimo do for-

mule (2.17').

x)Oznaéili smo ekh,,:a,, (=1,2,..0,k)



Determinantaq?l(.)\) mo¥e da ge izraduna na slid¢an na-

w

z I
P (A --(-—-—— w [ - e KTV ][1+U(-Z~fﬁ)]. (2.17")

Uzimajuéi u obzir (2.13), formule (2.17') i (2.17")

mogu 8se prepisati u obliku:

_ . OO.)Z.F Uk+~? zZ % A
fo(2) = (92)“ r] w,,l_ - e ][u(?(zkﬂ)] ,
(2.17)
LS A IS4 1) w v
£,(2) = - K ﬂ Le e Y J[:HU( k4+l)] ‘
’ (22)7 324 z

Posmatrajmo sada konveksni omotal P skupa talaka:

2 W, T (111,400 Qipj dqsigeee, iy =1,2,000,0k W+, #0).
=1 Y M v
(2.18)

Lako je pokazati da je P 2k-tougao, s temenima u tadkama o(q:

w : o
esm‘cosec = (GS ==1; 8=1,2,...,2k i 68 su numerisani u po-
retku raidenja argumenta); vrednosti o(s dobijaju se izradunava-

njem suma oblika:
S
2

Z 9 exp [1(2s+2-?~1) J

u sluéaju neparnog k, adnosno:

-
i @ exp [1(% 3= ]
J==(%-1)

n sludaju parnog k. Tada se formule (2.,17) mogu prepisati u obli -

kuzs
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£,(2) 1)k [g(-l)sfsz][hnguﬂ ’

(22 (2.19)
1 = X 52 A
f = 0 »
2(2) (22)k [‘ge ] [1* (Zk+1)]

pri femu su u sumama napisani samo ¢lanovi koji odgovaraju ohim
od tadaka (2.18) koje su jednake L (s=3.,2,...,2k)x),
U sludaju k=1 treba pretpostaviti da funkcija q(x)
ima neprekidan prvi izvod. Tada formule (2.19) imaju oblik:
£1(2) = [~ *T (-2 0(5)) + T il 0(h))]
(2.19')

A rizw, . iA A -izor ., iA 1
fp(2) = 7 [7%" (1-55+ 0(3)) + e (145+ w(?))] :

Na taj nadin dokazana je slededa:

LEMA 2,2 PFunkcije fl(z) i f2(z), definisane pomodu
‘(2.13), imaju prve parametire asimptotike odredjene relacijama
(2.19) u sludaju k»1 (i q(x) e C{o,n] ), odnosno (2.19') u slu-
gaju k=1 (i q(x)eclto,nj).

éz. Asimptotika spektralne funkeije

Da bismo za izradunavanje regularizovanih suma broje-

va ,,L;l (v. (2.2)) mogli da primenimo formulu teoreme 1.2, odre-

x)

Na osnovu refenog u prvoj glavi, to je dovoljno za dalja raz-

matranja.
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Aimo najpre koeficijente u asimptotskoj formuli (1.2) za nule 2, g
’

funkeije fl(z):

Zn,s'\'asn {1 + Z -i‘-—('il—?— } (ney 00 ),

( )(ln n) = z < lnqn, ri,S:.O za ¥v>1.

9z S

lis osnovu parametara asimptotike funkcije fl(z) dobija se nepo-
aredno

as = eXp ("i _SkE) (821’2,000’21(),

dok se koeficijenti rq 5 Mmogu izradunati pomodéu rekurentnih for-
’k

mula iz leme 1,2 i njenih posledica. Lako se dobija:
r; =0 za ¥=1,2,.00,K; q=0,1,000,¥ 3 8=1,2,...,2k.
Za brojeve /A (v.e formulu (2.12') - dodatni indeks

y S

s oznadava broj sektora) vaZi formula (1,12):

n, NZX-,qno (n-»o0),
gzo

pri demu se koeficijenti 8; . ratunaju pomoéu formule (1.11) na

BAZ

osnovu dobijenih parametara asimptotike u prethodnom paragrafu:

(1)
8- = 0 za qzl’g’ool’k; S=1,2,000,2k0

q,8

Odatle je lako izralunati sledele vrednosti funkcije SI(}S)(G‘,ln n)

(v. izvodjenje teoreme 1.7):

Sés)(l—k,ln n) = (8=1,2,44.,2k),

A
L]y

8;8)(1-}(,111 1’1) = ( za p:1,2,oco’k; S=1’2,oo.,2k.
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Kako je co(o)zo, iz teoreme 1.2 (za m=k~-1l), na osnovu (2.12'),

k

aledi:

TEOREMA 2.1 Neka su c(n normirajudi koeficijenti (v.
(2.2)) operatora (2.1), pri demu su svojstvene funkcije yn(x) nor-
mirane relecijama (2,11). Tada je regularizovana suma njihovih

reciprodnih vrednosti jednaka:

> [ %71-- % row,

m=4

gde je ? - Rimanova zeta-funkcija,
Fosmatrajmo sada dva operatora tipa (2.1):

1'% g )y = A,

(2k—2)(

y(0)=y"(0)=...=y 0)=0, (i=1,7) (2.1')

(2k-2)

y(W=y"(%)=...=y (ar)=0,

pri ¢emu pretpogtavimo da su funkeije qi(x) u sluéaju1{>1Anepre-
kidne, a u sludaju k=1 neprekidno diferencijabilne na [O,Iﬂ]. Oz-

nag¢imo sa N_ . njihove svojstvene vrednosti i sa y

odgovara-
n,i &

n,i

jude svojstvene funkcije, normirane relacijama tipa (2.11). Uvedi-
mo oznake:

: w
oLy g = g vo i(Nax, 9N = 2 F—  (i=1,2).
Y R

N

Tada iz prethodne teoreme sledi:

PUSLEDICA 2.1 Za brojeve o(n i (i=1,2) vaZi jednakost:
b

2 T - ) = o

91(N) = S,(A) + o(1). (2.20)
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é&. Drugi nalin izbora normiranja svojstvenih funkeija

Formula tipa (2.20) bila je dokazana u radu {147 za o-

peratore oblika:

-y" + q;(x)y = Ay, }
(i=1,2), (2.21)
y'(0)-hy(0) = y () +H y(&¥) = O

pri demu su svojstvene funkcije bile normirane pomodu yn’i(0)=l,
dakle uslovima koji ne zavise od "potencijala" qi(x).

Primetimo da operatori (2.21) nisu specijalan sludaj
operatora (2.1') za k=1, jer razmatranjima u radu [14] nije bio

obuhvaden sludaj h:Hf=c° . Razmotrimo zato posebno operator:

-y" + q(x)y= Ay, }
(2.22)

y(0) = y(®) = 0.

Normiranje svojstvenih funkcija pomodu yn(0)=1 vide nije mogude
izvrditi, zbog oblika granicénih uslova., S druge strane, normira-
nje formulom tipa (2.11) u ovom slulaju svodi se na:

y1(0) =z (z5=A)),
te, kao i u opStem sludaju, zavisi od "potencijala" q(x). PokaZi-
mo, medjutim, da pri drugac¢ijem izboru normiranja formula teoreme
2.1 mo¥e da dobije oblik iz koga se visSe ne moZe izvesti posledi-
ca 2.1.

Pretpostavimo, naprimer, da su svojstvene funkcije ope-

ratora (2.22) normirane (nezavisnim od q(x)) uslovima:
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] —
ya(0) = 1.
lieka su vj(x,)\) reSenja jednadine (2.22) koja zadovoljavaju uslo-

ve vgp“l)(o,)\) = S'jp (j,p=1,2) i neka je:

DL (N) = v (T, N), (X)) = v (T, ). (2.73)

togstupkom kao u §1. pokazuje se da za normirajuée koeficijente

°(nvazvzi formula

1 <$,(N)
——— res —
L, Aane 1IN
odnosno, ako uvedemo funkcije:
1
F(2) = & (2%), £,(2) = 3 () (=), (2.24)
formula:
f . (z)
L 5,7 _ 2 2_ o
°‘n - 2Zn pn’ ﬁn - :f;qm fl z) (Zn—')\n)° (2.25)

U ovom sludaju vide potrebno da se odredi vise parame-
tara asimptotike funkcija fl(z) i f2(z) nego u prethodnom, pa zbog

toga i viSe koeficijenata u x) u razlaganju (2.14). 1z reku-

PV (

rentnih formula za te funkcije koje su date u §2., dobija se:
w A
_ -
ug () = - =+ Salt)at,
: X 2
w, (0 = 200 1 TEne]”
2, 4 8 Lo

L) X
uy , (x) = =2 {q‘(x)-q'(C)—[q(x)-q(O)J fa(t)at - §q?(trat +
! o °

‘ =
+%[§q(t)dt.])}, (9=1,2; @, , = ti),

pri Semu je dovoljno pretpostaviti neprekidnost tredeg izvoda
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funkcije q(x). Postupkom kao u §2., Ko3ijeva reSenja vj(x,.\)
(j=1,2) izraZavaju se pomodu resenja Yo (x,2) (¥=1,2) &ija je
asimptotika poznata. Uzimajudi u obzir formule (2.23) i (2.24),
dobijaju se traZeni parametri asimptotike., Ako pretpostavimo da

w
je Sq(t)dt = 0 (8to nije ogranidavanje opStosti), oni su odredje-
°

ni formulama:

& [_izw ™) +q(0 . g'(w)-q'(0) = B A
‘ 22{ e [1 + g.i_t%.(_l + i g 823 + (9(;7;)] +
WieT as@) gm0 = g dT)

8z

£, (z)

fz(z) 4 {eizw[l+ f)-g(0) , ; a'(W)+q'(0)

B 1
2z 4z~ 8z” * 0(_21)1 i

~iz & 5)-q(0 . o' (@ +g'(0) = B A
+e [1 M - + (9(;1)]} ’

¥ 2
gde je B = § q°(t)dt.
L

Asimptotika nula z . funkecije fl(z) odredjuje se kao
s

u §3. U naSem sludaju dobija se:

Do r:
E 018 -
zn’srvasn {1 + 3 } (n-» 00 ) (s=1,2),

4= n
sas
al-—:-l, a2=1;
1 _.2 _3 _ _
ro,s”ro,s—ro,s“ 0 (s-fl,2),

Za brojeve pn g Ponovo vazi:
?

ﬂn,s""i Y,szgx(,ls (n=» o),

g=eo
sa:
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¥y = JL', 81 =0, gé’s= - %q(O) ’ 8%,8= 0 (s=1,2).

0,8 T s 8

Najzad, potrebne vrednosti funkcije Sés)(cf,ln n} su:

s{)(-2,1n n) = <,

s§s)(~2,1n n) =0,

552 (-2,10 n) = - 5= al0)

(s)( 2,In n) = 0 (s=1,2).

Primenjujuéi sada formulu teoreme 1,2 sa m=2 i uzimajuéi u obzir
da je:
1 1
A== 240, @ =-1, 32 -

dobijamo iz (2.,25) slededu zamenu za teoremu 2,1:

TEOREMA 2,2 Neka su o(n normirajuéi koeficijenti ope-
ratora (2.22), pri demu su svojstvene funkcije yn(x) normirane po-
modu yﬁ(0)=1. Tada vafi formula:

A 2

mz4

Na taj nadin, koeficijenti u dobijenoj sumi zavise od
"potencijala" q(x). Zbog toga umesto posledice 2.1 vaZi samo sle-

deda slabija varijanta:

POSLEDICA 2.2 Neka su Y i(x) gvojstvene funkcije ope-
9

ratora
-y (x)y= Ay, y(0)=y(®)=0 (i=1,2),

koje odgovaraju svojstvenim vrednostima XA (yﬁ i(O)—--l) i neka
1 ’

je
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-
oLy 1 = Syi i(xJdx i Q. (N) = 2. 0'41 (i=1,2).
’ o 7 J\M,GJ\ n,i

Ako je ql(O) = qZ(O) i qi(O) = qé(O), tada:

$1(A) = $,(A) + @(1) (A= oe0).



- 52 -

GLAVA III

SPEKTRALNA FUNKCIJA REDZEOVOG OPERATORA

Posmatrajmo slededéi nesamokonjugovani graniéni zadatak

na odselku [0,a]:

(3.1)

il

-y" + q(x)y = 2%y,
0,

y(0) = y'(a)+izy(a)

gde je z spektralni parametar, a q(x) dovoljno glatkax) funkci ja
sa kompleksnim vrednostima. Zadatak (3.1) pojavljuje se u kvant-
noj teoriji rasejanja i uveo ga je T.Red¥e [23, 247} (v. takodje
£18])). U radu [23] je pokazano da dati zadatak ima beskonadni dis-
kretni spektar {zn}, pod uslovom da potencijal q(x) zadovoljava
usglov:

y“

q(x) ~ ¢, (a-x

™ (x—w»a-0), (3.2)

za neki nenegativan broj M 1 konstantu #0. Kako videstrukih

p
svojstvenih vrednosti moZe biti samo konalno mnogo, u daljem demo
pretpostavljati da su sve one proste. Takodje éemo, jednostavno-
sti radi, pretpostavlijati da je /M ceo broj,.

U ovoj glavi pokazademo kako se na prirodan na%in moZe

uvesti spektralna funkcija zadatka (3.1), a zatim demo ispitati

x)v. napomenu na kraju §I.1
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njeno asimptotsko ponaSanje kada joj argument teZi beskonalnosti.

Kao i u prethodnoj glavi, razmotridemo dva nalina izbora normira-

nja svojstvenih funkcija,

81. Definicija spektralne funkcije. Formula za normirajuée koefi-
2

cijente

U radu [23] pokazano je da su svojstvene vrednosgti z
operatora (3.1) (pod uslovom (3.2)) asimptotski rasporedjene na
logaritamskim krivim u z-ravni:

. D& . M2
z ==~ +1 = 1nin| + (1) (n=~»too).

U radu [6] ispitivana je dvostruka razloZivost funkci-
ja odeedjene klase u red po svojstvenim funkcijéma yn(x) tog ope~-
ratora, Dokazano je da funkcije f(x) i g(x) (definisane na [0,a])
koje zadovoljavaju odredjene granilne uslove i uslove glatkosti,

mogu da se predstave u obliku:

f(x) = i c v (x), &lx) = Z.; z c ¥, (x),

-00
gde je:
aQ ‘ Yy
§ (£ +a0))y (x)ax - 4 £(a)
c = P -] n n
no 2 y2(a)

& 5
Syh(x)dx - i
o

Na osnovu prethodnog (v. i Uvod), prirodno je spektral -

nu funkciju operatora (3.1) uvesti na sledeéi nadin:
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(N = Y A (3.3)
3 IRe 2,\<A “n

pri demu se normirajuéi koeficijenti O(n definidu pomodu:

a 2
y.(a)
dn = Syﬁ(X)dX -1 22 . (3.4)
° n

Pri tom svojstvenu funkeiju yh(x) koja odgovara svojstvenoj vred-

nosti z biramo tako da vazi:
ya(0) = C_, (3.5)
a izbor konstanata Cn izvr8idemo kasnije,.

Kao i1 u prethodno] glavi, izvedimo najpre za ovako de-
finisane koeficijente e(n formulu koja ée omoguéiti regularizova-
no sumiranje njihovih reciproénih vrednosti. Moguénost izvodjenja
‘takve formule jo$ je jedna potvrda igpravnosti nalina uvodjenja
tih koeficijenata.

Neka su vj(x,z) (j=1,2) Kodijeva reSenja jednadine

(3.1) koja zadovoljavaju uslove v§2—p)(0’z) = é;jp (j,p=1,2) i

neka je:

dﬁ(z) = vj(a,z) + izvj(a,z) (j=1,2).
Tada su svojstvene vrednosti z nule funkcije <b1(z), a odgovara-
Jude svojstvene funkcije (koje zadovoljavaju uslov (3.5)) su
yn(x) = Cnvl(x,zn):

-y (x) + q(x)y () = 25y (%). (3.6)

Funkcija f(x,z) = ¢l(z)v2(x,z) - <b2(z)v1(x,z) zado-

voljava uslov f'(a,z) + izf(a,z) = 0 i polaznu jednadinu:
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~tn(x,2) + q(x)f(x,2) = 2°f(x,2). (3.7)
ko pomnozimo relaciju (3.6) sa f(x,2z), a relaciju (3.7) sa y (x),

oduzmemo i integriSemo, dobijamo:

[+ §
(2"-22 Sf‘(x 2)y (Odx = § [y1(0)1(x,2)-y, (x)7(x,2)] ax.
o

Leva strana poslednje relacije moZe se napisati u ob-

liku:

b, (2)
(+%27) b, (z)Sv (5, 2)y, (X)ax = (2722 )2 Sc v, (x, 2)y, () ax,
n

a desna se, posle parcijalne integracije i zamene granicinih us-
lova, transformi$e na slededi nadin:
a

(0 (x,2) =y (00 (x,2) |7 =
= C {vl'(a,z )[¢1(z)v (a,2z)- d> (z)v (a,z)] -

- (a,z ) [¢ﬁ(z¢ (a,z)- <b (z) v (a,z ] ] (7)} =
— 1 — i - -
= C, {1(2 zn)vl(a,zn)[vl(a,z)vz(a,z) vl(a,z)vé(a,z)] d>1(z)}.

Ako obe strane tako transformisane relacije podelimo sa 7=z i

pustimo da 2z tezZi Z dobijamo:

b,(z) A
2z~ 2 Sy (x)ax = ¢ [i(z) +iy3(a)d,(z)],

n
n
odnosno, uzimajuéi u obzir (3.4),
— 2 4 4
27 ok, (7)) = CCabl(z,). (3.8)
«a taj nadin dokazana je:

LEMA 3.1 Neka su normirajuéi koeficijenti a(n opera-

tora (3.1) definisani relacijom (3.4), pri Semu su svojstvene
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funkcije yh(x) normirane pomodu (3.5). Tada vafi relacija (3.8).

2f2u&ﬂi€§;(2h>::(£1%§CQM)

§2. Izradunavanje parametara asimptotike
5

U ovom paragrafu pokazaéemo da su funkcije:
- - L
£1(2) = &, (2), £,(2) = 3 b,(2)

cele funkecije klase K i izradunademo njihove parametre asimptotike.

Neka je yl(x,z) refenje jednadine (3.1) koje zadovolja-
va uslove yi(a,z)zl, yi(a,z):—iz. Posmatrajuéi Vronskijan za funk-
cije vl(x,z) i yl(x,z) (koji je konstantan na intervalu 0¢ x<a),
lako je pokazati da vazi:

¢1(Z) = Yl(oyz)- (3.9)

Na osnovu leme u §1.f6], funkei ja yl(x,z) se (pod us-
lovom beskonadne diferencijabilnosti funkcije q(x)), kad z-p oo ,
razlaZze u agimptotski red:
1z(a—- Z k(K -1z(a—-x)z k(x)
y,(x,2) = , (3.10)
Kmo (212) Kro (212)
pri Cemu je:

¢, (x)=0 z8 0 k&M +1, o )=aW ()40, a_(x)=1. (3.11)

/u+2
Izvedimo rekurentne formule za ostale koeficijente u
(3.10).
Zamenimo red (3.l0o) u jednadinu (3.1). Uporedjivanjém

koeficijenata uz jednake stepene z dobijamo:
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ar(x)-a) ; (x)=q(x)a, (x) = 0, a!(x)=0, } (3.12)
o (x)+e) 1 (x)=a(x)e, (x) = 0, e}(x)=0 (k20), |

odnosno:

ay,q (%) = 8, (a)+a)(x)-a) (a)+ § a(t)a, (£)at (k>0),

6 iq (%) = o (a)=cl(x)+e)(a)- §alt)e, (t)at (k20),
R

aé(x) = cé(x) = 0,

Iz poletnih uslova dobijamo:

a(a)+c (a)=1, 8 (a)+c (a)=0 (k31),
co(a).—.o, ai(a)+c}’{(a)+ck+1(a)=0 (k»0),
odakle:
ap,q (%) = al'((x)+clz(a)+Sq(t)ak(t)dt, 8 (x)=1,
¢, 1 (X) = —cl(x)-a)(a)- éqq(t)ck(t)dt, ¢, (x)=0.

Da bismo dokazali (3.11) dovoljno je dokazati:

al(a)=0 (0gkgm), a/"ﬁl(a):—qw(a)- (3.13)
Diferencirajmo prvu jednakost u (3.12) j puta po x:
i . i . :
a}({3+2)(x) _ a}(c'}-;l)(x) _ z (%)Q(P)(x)al({.]"?)(x) = 0. (3.14)
¢=o

Stavljajuéi x=a i uzimajudi u obzir uslov (3.2), dobijamo

a§j+2)(a)=a£izl)(a) za k201 0¢j<gMm-1, odnosno a}((j)(a).—.

=a}((1;1)(a) za k20 1 2€]j<€M+1. Ako zamenimo k sa k+l, a j sa

(k-2)

- (3-1) (o
j-1, sledi a (a)-ak+2

) (a), odakle, ponavljajuéi postupak, do-

bijamo:
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s}({j)(a) - old=1) (2) za k20, 2€j <M+l (3.15)

2 () == B ri-1
Za k=C, zbog ao(x)=1, sledi aﬁ”(a):o (j21) i as!_l(a)=0 (2 ¢
<] S/k+1), tj. a&(a)ao (0€k £ M), 8to dokazuje prvu relabiju
u (3.13).

S druge strane, iz (3.14) za k=o, j=/a i x=a dobijamo
aﬁ"+2)(a)—a£/*+l)(a)~ngJ(a)ao(a) = 0. No, agﬁﬂ+2)(a)30, ao(a)=1,

pn je aﬁﬁ‘+1)(a)=-qgu>(a). Stavljajuéi u (3.15) k=1, j=M+l, do-

Lijamo a§l“+1)(a) = (a) = th(a), time je (3.13), pa i
/u+l
(3.11) dokazano,
Sada se lako mogu izradunati ostali koeficijenti u re-
du (3.10). Za naSe potrebe dovoljno je znati njihove vrednosti u

tadki x=0. Tako se naprimer dobija:

aO(U) = 1,

i

al(O) A,

a,(0) = -q(0)+54%,
a5(0) = ~q'(0)-q(0)A-B+ $47,
¢,(0) = 0 za O€k€ m+l,

(0) = q(’“}(a),

°/4+2

¢ prst0) = ¥ (a)-g W (a)

C porg(0) = =a(0)a ¥ (@)-q M ) a)as 2o (a)a2ig (072D (o)

~(mr2)q(a)g (a),
qgde je:

Q Qa 5

A= S'q(x)dx, B = S q (x)dx. (3.16)
(] ]

S obzirom na (3.9), time su odredjeni parametri asimp-
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totike funkcije fl(z).

Posmatrajuéi Vronskijan funkeija yl(x,

jamo:
$,(z) = -y;(0,2),
pa se parametri asimptotike funkcije fz(z) mogu
njem relacije (3.10). Kao rezultat dobijamo sled
LEMA 3.2 Funkcije fl(z) i f2(z) (pod

kona%ne diferencijabilnosti funkecije q(x)) jesu

£,(2) = Py 4(2) + € 1 aPl,j(z),
(z) Nszﬁ(§)3 (z—»00)
Jzo ’

(k=0,1; j=1,2),

pri ¢emu su prvi parametri asimptotike jednaki:

z) i vz(x,z), dobi-

dobiti diferencira-

edu lemu:

pretpostavkom besg-

funkcije klase K:

n = 0
Pl =1 P30 == 44, pf0) = % [ato) - 3471,
/b(“’) =-3[q(0) +q0)a +B-¢ L],

o2 = 0 P} =5 b Pyt = - f [a0) + 3 A%],

Sy = - [0 + @ - 5 + § 4715

= —(Mm+2);
(1) 1 () (1) _
o, (o1) 2 aM(a), O] = (o1 ),u.+3

1) 2
$H - m[ 1M (a) = q(0)q%(a)

[alm () - (M (],

= A Gy

b1 (4% - (me2)a(a)a™(a) ] 5

1)

/b-f,—,?- /b(l) (w=0,1),
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/3(1) p(l) ——);—;—3 q(O)qw(a),

gde su A i B definisani pomodu (3,16).

§3. Asimptotika spektralne funkcije

Za izratunavanje regularizovane sume reciproénih vrednos—
ti normirajuéih koeficijenata o(n (v. (3.4)), potrebno je najpre od-
rediti asimptotiku nula z _ funkeije fl(z), preciznije nego Sto je

s

to udinjeno u radovima 23] i (6]). Naime, za njih vaZi formule (1.2):

oa R(S)(ln n)
2 ~ a1 {1 + z K } (n -~y oo)
n,s 8 k ’
(Y] n
(s) (k) (k)_ -
Ry (In n) = Z r ,Sln rk,S-O za k21 (s=0,1),
geo
sa:
. = N
8 = a ' 8 % T2

. s k v . . . .
Koeficijente r( ) moZemo izradunati pomodéu rekurentnih formula iz le-
J 8 P

me l.2, na osnovu dobijenih parametara asimptotike u lemi 3.2. Dobi-

ja se:
A1) L a2 (1) ; _ 1),
1s""2a.-i » To, s ‘21:1}‘ (+ za =0, - za s=1);
p{2) o (Af2 ) P20 L A2 21 (m0,1);
1 S Zrl 4 0,8 218‘1 2n ' 4
3 2 _ L03) e
q, = - rq,l (Q‘OylsQ)v

gde je:
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(omi)™*2

(A +1)
- , L=A- 9——1;6~L§l 3.1
a:“-+2q(,«)(a) 2079 (a) (3.17)

(A je definisano pomodu (3.16)).

Za brojeve

f2(zn s)
/sn,s = fiiz )

n,s

vaZi formula (1.12):

/&n,SNZ X‘ z_ 4 (n"m)y

2‘0 q,S n,S
pri Semu se koeficijenti 8; 5 radunaju pomoéu formule (1.11) na os-
H

novu parametara asimptotike iz leme 3.2:

_ 1 _ 4 1 ~
8;,5 =32 81,5 =0, 8;’8 = - 7%a q(0) - E;? I (s=<0,1),
8%,0 = X},l .

~

Izvrsimo sada normiranje svojstvenih funkecija vn(x}, tj.
izaberimo vrednosti za konstante Cn u formuli (3.5). Posmatrajmo dva
slulaja:

] — —_

(a) yn(O) =C = 1.

U ovom sludaju se formula (3.8) moZe prepisati u obliku:

-1 = 222 res fg%i;
°(n n z:zn fl z

(v. napomenu iza formule (3.2) u uvodnom delu ove glave). Na taj na-
¢in, moZe se primeniti teorema 1.2 sa m=2, Potrebne vrednosti funk-

cije Sés)(G,ln n) (v. izvodjenje teoreme 1.2) lako se radunaju:
Séo)(-Z,ln n) + Sél)(~2,1n n) = b,

0,

i

s§°)(-2,1n n) + S§1)(~2,1n n)
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Séo)(-Zyln n) + Sél)(-Z,ln n) = ¢ 1In°n +d 1n n + e,

s§°)(-2,1n n) + Sél)(—Z,ln n) = 0,

gde je:
2.2 +2.2 +2
b= 28" cz_i%.f)_,dz_#"j—(lnxvuz),
a a a
(3.18)
e = ~ -l3 1n2K - J5§2 In K + JE L - q(0),
2a a a a

a Ki L su definisani pomodu (3.17). Uzimajudi u obzir da je

(&éo) = - % q'(0), kao rezultat dobijamo slededu teoremu:

TEOREMA 3,1 Neka su normirajuéi koeficijenti g(n opera-
)z G |
tora (3,1) definisani relacijama (3.4) i (a)." Tada je regularizovana

suma njihovih reciprodnih vrednosti jednaka:

Z[;%——bn‘?—clnzn-dlnn-e]:f,

mney n
gde su b, ¢, d i e definisani pomodu (3.18), a
f=-70a(0 -0F(-2) - c3(0) +aF'(0) - o F(0);
?(4)(6) su vrednosti Rimanove zeta-funkcije i njenih izvoda.

Posmatrajmo sada, pored operatora (3.1), i operator:

—y" + TUx)y = 2%y,
} (3.1')

y(0) = y'(a)+izy(a) = 0O,
%iji potencijal §(x) zadovoljava analogsme uslove kao i potencijal
~ ~ ~ ~
q(x) operatora (3.1). Oznalimo sa Z yn(x), oL, 1 g(.A) svojstve-
ne vrednosti, odgovarajuée svojstvene funkcije, normirajudée koefici-
jente i spektralnu funkeciju (respektivno) operatora (3.1'), defini-

gsane relacijama analognim (3.4), (a) i (3.3). Tada iz prethodne teo-
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reme sledi:

POSLEDICA 3.1 Ako su za funkciju q(x) vrednosti:

+ .
a(0), a'(0), o (a), ¥4 (a) 1 &
iste kao i odgovarajuée vrednosti za funkeiju E(x), tada vazi jedna-
kost:
(-]
1 1
(=—-—=) = 0
g‘ ’(n °<n
tje za A-do0:

e(N) = §(A) + e(1).

NAPOMENA Za izvodjenje teoreme 3.1 i njene posledice ni-
je bilo neophodno pretpostavitl beskonalnu diferencijabilnost funkci-
ja q(x) i q(x) (v. napomenu na kraju §I;1). Dovoljno je pretpostavi-
ti da su ti potencijali /u+3 puta nepfkidno diferencijabilni.

Izvr3imo sada normiranje svojstvenih funkcija koje zavisi
od potencijala:

(p) yﬁ(O) =C, = z.

Formula (3.B) tada dobija oblik:

. 2 res fz(Z)
"N O

pa se teorema 1,2 moZe primeniti sa m=0. Dobija se:

Sgo)(O,ln n) + Sél)(O,ln n) =

|
o o

s§°)(o,1n ) + Sil)(o,ln n)

"
o

w](.O) = 0,

odakle:

————— .
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TEQOREMA 3.2 Ako su normirajudi koeficijenti °(n operatora

(3.1) definisani relacijama (3.4) i (b), vaZi formula:
o
5: [_lh._ 21_1%
q(n ad  a’
Specijalno, vaZi:

POSLEDICA 3.2 Ako su spektralne funkcije ¢(X) i S(A)

dva operatora tipa (3.1) s potencijalima q(x) i'a(x) (koji zadovolja-
vaju uslove tipa (3.2)) definisane relacijama tipa (3.3), (3.4) i
(b), va%i asimptotska formula:

S(N) = (X)) + @(1) (A=o0o).,

NAPOMENA Za izvodjenje teoreme 3.2 i njene posledice do-
voljno je pretpostaviti da su funkcije q(x) i g(x) /&+1 put neprekid-

no diferencijabilne,
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GLAVA IV

SPEKTRALNA FUNKCIJA OR-ZOMERFELDOVE JEDNACINE

U teoriji hidrodinamidke stabilnosti (v. npr. {21]) pojav-

ljuje se sledeéa jednadina:

(0%- ot?)%u = 16tR {(p(x)=0) (0%~ &P)u = pr(x)u}, }
(4.1)
u(0) = u'(0) = u(l) = u'(1l) = 0,

gde je D = é% y ¢ spektralni parametar, e i1 R realne konstante,
p{x) realna funkcija. Nju su prvi posmatrali V.O0r €22] i A.Zomerfeld
€ 261.
za
U ovoj glavi pokddemo kako se za (nesamokonjugovani) zada-

tak (4.1) moZe prirodno uvesti spektralna funkcija i ispitademo nje~

no asimptotsko ponaSanje kad joj argument teZi beskonadnosti,

él. Definicija spektralne funkcije. Formulas za normirajuée koefici-

jente

Pretpostavimo da funkcija p(x) u jednadini (4.1) zadovo-
4
ljava uslov Pg §p(t)dt = 0. Time ne opranilavamo opStost razmatra-
<
nja, jer bismo u suprotnom mogli da posmatramo odgovarajuéi spektral-

ni zadatak sa funkcijom pl(x)=p(x)-§ unesto p(x) i spektralnim para-
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metrom S=c¢c-P umesto c.

Uvedimo dalje oznake:

-iekRp(x) = r(x), 1 Rp"(x) = q(x), ikRe = —z2. (4.2)

Tada se zadatak (4.1) prepisuje u obliku:

Lu 2 (0%-e?)%u + (r(x)-27) (D%~ at?)u + q(x)u = O, } :
4,11
u(0) = u'(0) = u(1l) = u'(1) = O, )

U radu [11) pokazano je da zadatak (4.1') ima beskonadan
diskretni spektar sa svojstvenim vrednostima koje su u dve serije

ragsporedjene asimptotski po imaginarnoj osi:

© r
~ 297in(1 + 2_ —Z%’—l-) ,

'

n’l | Y] 1
ﬂ (n'—.tm)o (4.3)
& r
. 1 2
2y, ™ 2Fi(n43) (1 + Z_ _t%r?;‘_)
Az4 (n+3)

Kao i u prethodnim glavama, moZemo pretpostaviti da su te svojstvene
vrednosti proste.

Za ova] (nesamokonjugovani) zadatak do sada nisu izvedene
formule razlaganja po svojstvenim funkcijama koje bi ukazivale kako
treba uvesti njegovu spektralnu funkeciju. Madjutim, u radu J.D.Tamar-
kina C16]) izvedene su formule za tzv. "beskonadni deo Grinove funkeci-
je" op3teg spekttralnog zadatka, kojima se moZemo posluziti.

Naime, kao $to je poznato (v. [16]) ili, u specijalnom slu~-
daju, [13]), Grinova funkcija G(x, ¥ ;z) spektralnog zadatka L je me-
romorfna funkcija parametra z; njeni polovi mogu biti jedino svoj-
stvene vrednosti z, operatora L. U slulaju prostog pola, reziduum

funkcije G u tadki z=2 iznosi

———— .
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e A D (444)

gde su un(x) (resp. vn(‘F)) svojstvene funkcije operatora L (resp.
konjugovanog operatora L*) koje odgovaraju svojstvenoj vrednosti Z .
U poznatim sludajevima u kojima su (ba% pomoéu razlaganja Grinove
funkecije) dokazane formule razlaganja proizvoljnih funkecija u red po
gvojstvenim funkeijama, koeficijenti ;Zn u izrazima (4.4) upravo su
jednéki normirajuéim koeficijentima koji figuridu u formulama razlaga-
nja i, samim tim, uw spektralnoj funkeciji (v. Uvod).

S druge strane, za te koeficijente je u pomenutom radu
{16] izvedena formula (v. formulu (531) na strani 128) koja ih izra-
Yava pomodu svojstvenih funkcija i koja, primenjena na nad sludaj,

glasi:

4
L, = §u 00 %, (0,2, ax. (4.5)
o n

Kod nas je konjugovani operator dat sa:

v e VIV+(r(x)~2c(2-zg)v"+2r’(x)v'+e(2(aL2~r(x)+ze)v = 0, }.
v({0) = v(1) = v'(0) = v'(1) = C,

pa se (4.5) mo¥e zapisati u obliku:
A
~ 2
L, = 22, gun(x) E oL vn(x)—vg(x)_] dxe
o
Na osnovu redenog sledi da je prirodno za normirajude

koeficijente datog spektralhbg zadatka odabrati brojeve:

A
K, = gun(X) L™ (x)-vr(0)] ax , (4.6)

a spektralnu funkeiju, s obzirom na (4.3), uvesti pomodu:
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(N = 2. '7-27{ (4.7)

ITwm 2 (<A

Nadin izbora svojstvenih funkcija un(x) i vn(x) koje odredjuju koe-
ficijente g(n odredicemo kasnije. |

Kao i u prethodnim glavama, ispitivanje asimptotike spek-
tralne funkecije g()\) zasniva se na izradunavanju regularizovanih
suma reciprolnih vrednosti normirajuéih koeficijenata o(n, a ovo na
moguénosti da se oni izraze na nadin koji omogudava primenu metoda
opisanih u prvoj glavi (v. dalje lemu 4.1), Cinjenica da se takva
formula za normirajuée koeficijente moZe izvesti potvrdjuje jo¥ je-
danput da su oni pravilno izabrani,

Oznadimo sa wj(x,z) ‘(jz1,2,3,4) reSenja jednadine (4,1")

koja zadovoljavaju poletne uslove:

(p-1) _ .
v (0,2) = Sjp (is4p=1,2,3,4).

Tada su svojstvene vrednosti z nule funkcije (v. str. 13):
<bl(z) = w3(1,z)wi(l,z)—w4(1,z)w%(1,z),
a odgovarajude svojstvene funkecije su:
un(x) = C_ [w3(1,zn)w4(x,zn)~w4(1,zn)w3(x,zn)] ,
gde su C_ proizvoljne (zasad neodredjene) konstante,

Oznadimo:

P,(z) = wy (1,2)wi(1,2)-w,(1,2)w] (1,2)

®,(2)
f(x,z) = ES;TET

wl(l,z) wz(l,z) w3(1,z) w4(1,z)

(4.8)

wl(x,z) w?(x,z)

w3(x,z) w4(x,z)
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Funkcija f(x,z) odigledno zadovoljava jednadinu (4.1'):
2 2 2 .
1f = (0% o)%f + (r(x)-2°) (0% ®)f + q(x)f = 0 (4.9)
i uslove f(1,z)=f'(1,2z)=0. S druge strane, vn(x) je svojstvena funk-
cija operatora L* koja odgovara svojstvenoj vrednosti z,:
k. _ IV 2 2 2, ,2 2y
L'v, = v, +(r(x)—2c£-zn)v£+2r'(x)vg+c( (X -r(x)+zn)vn =0, (4.10)

vn(O) = vn(l) = vﬁ(o) = vﬁ(l) = 0,

Ako pomnoZimo relaciju (4.9) sa vn(x), a relaciju (4.10) sa f(x,z),

oduzmemo 1 integriSemo, dobijamo:

g{ Lo (x,2)v, (0-(x,2)v1 (0] + [r(x)-2e®) [ £7(x, 207 ()~
~£(x,2)v1(x)] = 220" (x,2)v_(x) + 220 (x,2)v" (%) -
- 20" () v (x)£(x,2) + q(x)T(x,2)v_(x) +
+ (2522t (x,2)v, (0§ ax = o,

Posle odgovarajuéeg broja parcijalnih integracija, uzimajudi u obzir
graniéne uslove koje zadovoljavaju funkcije f(x,z) i vn(x), kao i ve-
zu izmedju funkeija q(x) i r(x) (v. (4.2)), poslednja relacija dobi-

ja oblik:
A
~£1(0,2)v2(0) + £(0,2)v"(Q) = (2%-22) § £(x,2) [v1(2)- oy, (1)) ax.
' °

Uvrstimo sada umesto funkcije f(x,z) izraz (4.8); zatim podelimo do-
bijenu relaciju sa 2=z, i pustimo da z teZi Z . Uzimajuéi w obzir

definiciju normirajudeg koeficijenta (4.6), dobijamo:
2z, D, (z) = € [vp(0)wy (1,2 )+v 1 (0)wy(1,2.)} Bi(z)

(prim u &i(z ) oznatava izvod po z).
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Izaberimo sada slededi nadin normiranja funkcija un(x) i

vn(x) pomodu kojih se definiSu normirajudi koeficijenti:
¢ ¥ H 2
ur(0) [vr(o)wy (1,2, )+vp (0)wy(1,2)] = 20w, (1,2). (4.11)
Ako jo8& uvedemo funkcije:

£(2) = by (2) , 1,(2) = % dp(z) , (4.12)

imamo dokazanu, na osnovu prethodnog, slededéu lemu:

LEMA 4,1 Neka su normirajuéi koeficijenti o, operatora

(4.1') definisani formulama (4.6) i (4.,11). Tada za njih vaZi for-

mula:
L = 22 res fgéi; .
°‘n n =2 fl 2
n

§2. Izraunavanje parametara asimptotike

PokaZimo sada da su fl(z) i f2(z) funkeije klase K. Pos-
tupak za radunanje parametara asimptotike funkcije fl(z) dat je u
radu [11). Jednostavnosti radi, pretpostavimo da je funkecija p(x)
(a sa njom i funkcije q(x) i r(x) - v. (4.2)) beskona&no diferenci-
jabilna (v. napomenu na kraju §I.1}.

Na osnovu teoreme 4, iz §31. rada [16], postoje tetiri
linearno nezavisna refenja jednadine (4.1') koja zadovoljavaju sle-

deée asimptotske relacije:
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) ( 3 —
g (x,z) = X Z i y uy(x,2) = e 2% Z(‘l)k akP(CX) ’

KO Zk 2 Kxo Z
(x) (x) (4.13)
X o] X
u3(x,z) = “Zo -3-‘-}-‘——-— , u4(x z) = L —}5:%—— (z~»00),

Zamenom tih relacija u jednainu (4.1') i uporedjivanjem koeficije-
nata uz jednake stepene z, dobijaju se sledede rekurentne veze za

odredjivanje funkcija ak(x), Ck,l(x)’ Ck,2(x):

al(x) = - 2an (x) + $(at®r(x))a,_;(x) - 2271 (x) +

+(2ek®r(x))a)_,(x) - Za.”

3(x) + (- r(X))Gx{Q_;(X) +
+ 3(at’r(x)-q(x)- x4)ak_3(x) .
av(x)s 0 (J<0);
(Dz" *Z)ck’j(x) = (D2' xz)zck_z’j(x) + r(x)(Dz" “Z)Ck_z,J(X) +
+ Q(x)ck—Z,j(x) ’
ckyj(x) 2 0 (k<0) (3=1,2).
Ako jod normiramo funkcije a, (x), c, (x) pomodus

a,(0) =1, 2,(0) = 0 (k31);

cc,l(‘x) = ch X, CZ‘s,l(O) = 20 (O) = 0;

shokx - A,
co,Z(X) B G 028,2(0) 023 ?(O) = 0

25 1 a(x) = O (J=1’2) (B=1’2!"°)’

one su jednoznadno odredjene., Tako se npr. dobija:

ao(x) =1,
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4 2 X 2
az(x) = Z—(r(x)-r(O)) + %—X2 - %—xgr(t)dt + %[S:r(t)dt‘] ;
co,l(x) = ch ofx,

-7‘_2 fq(t)ch<t sh L (x-t) dt,

sh o x
co’z(x) = *  J

°2,1(x)

L

R
5 § a(t)sh ot shol(x-t) at.
<L o

°2,2(x) =

Uvedimo sada sledeée oznake:

n

73’3(2)

?(X,Z) = (WI(X,Z) r Wz(X,Z) ’ WB(X;Z) ’ W4('X'z)),

(uj(O,z) ’ UJ'.(O,Z) ’ u&.’(O,z) K 113"(0,2)) (j=11213!4)v

gde su wj(x,z) Kodijeva refenja jednaline (4.1'), posmatrana u pret-
hodnom paragrafu. Oznadimo dalje sa &(z) Vronskijan funkecija ul(x,z),
ug(x,z), u3(x,z), u4(x,z), radunat u tacki x=0. Kao &to je ved rere-
no, svojstvene vrednosti z cu koreni funkeije <bl(z). 3 druge stra-
ne, uj(x,z) (j=1,2,3,4) su linearno nezavisna reSenja jednadine
(4.1'), pa su svojstvene vrednosti z takodje koreni determinante

(v. str. 13):

ul(O,z) uz(O,z) uB(O,z) u4(0,z)
ui(O,z) ué(O,z) ué(O,z) ui(o,z)

A(z) = . (4.14)
ul(l,z) u2(1,z) uj(l,z) u4(1,z)

ui(l,z) ué(l,z) ué(l,z) u&(l,z)
Na osnovu teoreme jedingtvenosti, vazi:
iy
uj(xyz) = ( -V‘J'(X,Z) ’ /33(2) ) (3=1,2,3,4)

(desno stoji skalarni proizvod vektora), odakle:




- 73 -

O(z) =

(#0,2), B,(2))  (H0,2), By(2))  (W(0,2), B5(2))  (¥#(0,2), B,(2))
(¥1(0,2), Ay (2))  (#(0,2), @(2)) (¥'(0,2), Bs(2)) (#(0,2), By(2))
(W(1,2), B1(2))  (W(1,2), B,(2))  (#(1,2), Bs(2))  (W(1,2), B,(2))
(W1(1,2), B1(2)) (3'(1,2), By(2)) (3'(1,2), B5(2)) (¥'(1,2), B,(2))

wl(O,z) w2(0,z) w3(0,z) w4(0,2)
wi(o,z) wé(o,z) w%(o,z) w&(O,z)

wl(l,z) w2(1,z) w3(1,z) w4(l,z)

wi(l,z) wé(l,z) w%(l,z) wi(l,z)
ul(O,z) uz(o,z) u3(0,z) u4(0,z)

ui(O,z) ué(o,z) ué(o,z) u&(o,z)

uw'(0,2)  uy(0,2)  ug(0,z)  uj(0,2)

uj'(0,2) u5'(0,2) wuy'(0,2z) wu;'(0,2)

ﬂ

P, (z) §(z). (4.15)

Poslednju formulu iskoristidemo za ralunanje parametara
asimptotike funkeije cbl(z). Zamenom agimptotskih izraza (4.13) u

relaciju (4.14) i razvijanjem dobijene determinante, dobijamo:

n 2§ z% A 2§, kit & Cogn
8 _k - _ _k 28
NOEEE R DM SR NGILE PP 28+1}(z-’ao),
%wze 2 Rso 2 40 2
(4.16)
pri Cemu se za konstante Ak’ C?s+l mogu dobiti rekurentne formule,

Naprimer:
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Aorzl,
&7
Al= ) - E‘Cth“)
4 b d
- 2 _ 0 L, 3 1
A2- 2 oL K cth £ + ¥ +4r(1) 44r(0) +
4
1
T _Eq(t)shu(t sh oL(1-t) dt ;
—i
1= %8 £ °

Na sli¢an nadin se dobija:
2 B

S(z) = -22") 2= (z00), (4.17)
dzo Z
pri Cemu:
2
Bo =1 B2 = 2%— - %r(o).

Uzimajudi u obzir (4.15) i (4.12), time su odredjeni pa-
rametri asimptotike funkcije fl(z).
Sli¢an postupak moZe se sprovesti i za funkeiju f2(z).

Kao rezultat se dobija:

LEMA 4.2 Funkcije fl(z) i fz(z), definisane relacijom
(4,12), jesu funkcije klase K (pod pretpostavkom beskonadne diferen-

cijabilnosti funkcije p(x)):
£.(z) = e’ . (z) + P (z) + e 2p, .(z),
a O’J 1/2’3 193

n, . & /E}k).
P (220 ) SRl (aoee) (120,315 351,2),
a0 z .

pri ¢emu su njihovi prvi parametri asimptotike jednaki:

nO,j = =3 (J=1,2);
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0) _ sho (o)
Lol = "o 7 4o<sho( chol,

/3§°) - -z-n(sho( + 2= ot%sn of - % ot%ch ok + zﬁﬁ—-(r(o)ﬂ“r(l)) + '2:(2"”

/5(:)2 p(O) (Q:O,l),
/5<°) 2ot7sh ok + gk shol - FoOchel + XK (5r(2) r(0)) + La +

+ 22 q(0);

ny =3 Py g =By, (=0 Al - plel e,
~4; (1/2) - 2, p(1/2) - o,

1/2,1 ° | ‘

1/2 1/2 1/2 2
e s U <5, S o G-
gde je:s

A
= {q(t)shLt she((1-t) at. (4.18)
©

Asimptotika spektralne funkceiije

Odredimo najpre asimptotsko ponaSanje nula z, funkcije
fl(z). S obzirom da indikatorski dijagram te funkcije obrazuju tri
talke na jednoj duzi: 1, 0, i -1, ne mogu se direktno primeniti for-
mula (1.2) i lema 1.2,

Iz (4.17) sledi da je &(z)#0 za veliko lzl. Kako nas in-
teresuju samo koreni koji su veliki po modulu, na osnovu (4,15) do-
voljno je posmatrati jednadinu A(z) = 0. Ako uvedemo smenu ezzw,

dobijamo:
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w2P1(z) + 2wP2(z) + P3(z) = 0,

gde su Ps(z) (s=1,2,3) funkcije odredjene sumama u velikoj zagradi
u izrazu (4.16). Kako su one regularne, poslednja jednadina odredju-

je dve analitilke grane:

v o(2) = [-By(2) + (22(2)-,(2)P5(2)) /2] 21 Ca).

Na osnovu (4,16) vaZi:

Pi(2) =1+ (), Py(z) = UF), P5(z) = -1 + U(3) (2= ),
odakle:

0 o(2) = 21+ 0(;)  (z-so0)

i za obe grane se moZe odrediti asimptotika po stepenima %.

Na taj nalin, ispunjeni su uslovi leme 1.3 1 asimptotika
korena z_ funkcije A(z) (a}time i funkcije fl(z)) raduna se pomodu
formula slidnim onim w lemi 1.2. Kao rezultat se dobija da su koreni

rasporedjeni asimptotski u dve serije:

z

[ r
~2§rin{1+z st 2

n,1 Mmed 112’“ ’
- (n>te),  (4.3)
Zy,2 aazmihné){la-z: L2

Med (n»%)zl"

pri emu se za koeficijente r dobija slededa rekurentna formula:

Mo 3
e 1 2m+l
gt L Tt Yastt Tagd
EMEA

-(2m+2)
- (-1)”""1 m—""/"ﬁ—_ 5/‘-“-:3 (3=1,2; Mz 0).
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éfq j 8u koeficijenti formalnih redova:
’

() =
S~ 424 (zwo0)  (51,2)

J
i iznose:
29-4
=$ T -1y 24-1
S'ayj 2’ Z‘ Lkl,j Tt Tkmtj (-1) m ’
=4 Eu=294
Xy
;%4

gde su brojevi qu j odredjeni rekurentnim vezama:
1

2544
Lrog — o _
L23+1,j - C28+1 ',Za; L28+1"‘9 ,jA9 (S—-O,l,?,.;.),
24-4
1 .°+j
(e = P _ _
"0 2 Too-9,5 Tay TV (s=1,2,...),
T = T = - ‘o .
Lo,l 1, LO,Z 1 (j=1,2);

Ay 1 Cy,,; su koeficijenti u razlagenju (4.16).

Specijalno, lako se raluna:

- - = -

To,1 =1 T 1 = =(Ay+Cy),

= — - =

To,2 =~y &y 5= 44-Cyps
odakle:

81,0 = M0y 8 5= A0y
i:

<2
- ...‘.‘_. A + 2 . .
T,y = o2 ( &£ 5 - 2Kcthof X Shl,() (+ za j=1, - za j=2).

Ispitajmo gada na koji nadin treba izmeniti razmatranja iz
§II.3 zbog postojanja talke ;Z£/2=O na stranici indikatorskog dija-
grama funkecija fj(z) sa krajevima 226:1’ ;Zi=
_ ___ Formula (1.4) i tvrdjenja lema 1.4 i 1,5 ostaju da vaZe

"‘3.'
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bez promena. U izvodjenju teorema 1,1 i 1.2 treba izvrditi sledede
izmene,

Umesto formule (1.9) dobija se:

Vi Yy -u,
@ =edfedve Tua ) re )], (1.91)
gde funkecije gj(z) imaju isto ponaSanje kao u dokazu teoreme 1.1, a

Foid, 52

a (2) = (3=1,2).

{Ps,j(z)P )

Na taj nadin, umesto nula funkcije (l.lo) treba posmatrati nule sa
velikim modulima funkecije:

-u

v u
.1 1 1 ] '

e (u)=e e +e b +a e lzu))]. (1.10")
U naSem primeru (odredjenosti radi, posmatrajmo sludaj

8=0 i n~»400 ), na osnovu leme 4,2 vaji:

2 6
1

vzo 2

Q(2z) ~

pri demu 90 = =41 sik;— , ©. = 0, Odatle dobijamo da za reSenja u(l)

oL 1 1
u -u
i u§2) jednaline e l+Q1+e l:O vazi:
(1) 00 (2) 0o
A ™ H
~vi) TEoet e ) ()T (zaw),
=0 2 Jeo z
2
. 2 2
gde je M_ =1, M. = =X M = - .
O ' 1 Sh“’ 2 Sh2°<

Tako se za brojeve
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umesto formule (1.11) dobija formula:

(1) 2 Hy) Fo,o! 2 a(,,] 1.0(2)
n N{[Z“Z,,]Po’ [Z:o(l) MO
, Py /2,042 }
- l b K
[Po,l(z)Pl,l(Z)]1/2
= H P . (2z) Py (z) -1
—2x . 0,1 ' :
¢ { [ dz0 2,29] [2 * Po,l(z) l,l(z) - iQ](z)} 2=z_ 1(1"11 )

Analogno izgledaju formule za brojeve /afi) i /sgfg y koji se defini-~
gu na odigledan nadin.
Zamenjujuéi parametre asimptotike iz leme 4.2, dobijamo

umesto (1.12):

1 1-
/b( )~ go yq,f:g,l (n - e0 ) (1.12')
i
(2) 3 1
Pan ~ L 8,070, (o), (1.12%)
sas
.. ( =1 =2)
oyp ~ *shok TR MR R Ml
8_1,;4. = 0 (/‘u=112)1
Lo p = Fangg Dm0 22 sy + 22 ps2),
gde Jje
D, = &? - 2uothot - —2% - (r(0)+r(1)) Z Sh,(
_ 4ot
Dy=1Dy + she(’

a A je definisano pomodu (4.18).
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Proizvod z ill ﬁl) ima sada asimptotsko ponaSanje:
G ,ln n)
-G‘ 1 (
+n 1 ( ) Z pi—G’ -1 (nw» o), (4.19")
sa:
el
_ 49 A
1(-l,ln n) = 0, (4.20")
...
l(-—l,ln n) = L B
gde je:
E = 8§°r, =D, =
1 S 1
_ but 3 1
= Sp ek ~2%Kothot + 5 (r(0)+r(1)) + = A (4.217)

Sto se tide odgovarajuéeg izraza za drugu seriju korena, on dobija

oblik:
(G,1a n)
G 2] p 2 (n s 00) (4,19")
“n 2 PZ“ ( F_)p%-G'—l ’
sa:
(-1,1n n) = - o
2 ! nj) = shef '
2(-1,11’1 n) = Q, (4-20”)
oA
2(-—1,1n n) = - o, E2 ,
gde je:
d "
-8ﬂ2r1’2—D2_E1—12h°( (4.21")

Na taj nacCin, prilikom ralunanja vrednosti funkecije
Cb,(.\..?)(s‘) treba koristiti i uopStenu Rimanovu zeta-funkciju (v. npr.

£2]). Na osnovu leme 4,1, iz (4.19) i (4.20) dobijamo da vaZi:
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TECREMA 4.1 Za normirajule koeficijente o(n operatora

(4.11), definisane pomodu relacija (4.6) i (4.11), vaZi formula:
_ 2ol 2 142
mz-.?{oc =2 Lwntm] + 2% (192t +E2]}

= L S
_w2+sh°(r:1 ﬁho(('ﬂ’ﬂi)

gde su E; i E, odredjeni pomocu (4.21'), (4.21") i (4.18), a

@, = &t - ofothet + K7cthek = r(0) + q(0).

Posmatrajmo sada, pored operatora (4.1), i operator istog
oblika, no sa funkcijom P(x) umesto p(x) (takodje beskonadno diferen-
cijabilnom). Definifimo njegovu spektralau funkeiju ?()\) formulama

analognim (4.6), (4.11) i (4.7). Tada iz teoreme 4,1 sledi:

POSLEDICA 4.1 Ako su za funkciju p(x) vrednosti (v. (4.2)

r(0), r(1), q(0) i A
igte kao i odgovarajude vrednosti za funkeiju 'f)'(x), tada vazi asimp-

totska formula:

S(A) = §(N) + &(1) (A= o).
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