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ASYMPTOTES DES COURBES PLANES DEFINIES COMME ENVELOPPES
D’UN SYSTEME DE DROITES

Toute ¢courbe plane G peut are délnie comme enveloppe d'un sysieme

de droites de la forme :

‘_'

x £os 9 -+ ysing = pl¥) (I)

p(z) étant noe fonclion de », que Nous SUPPORErons continuc et possédant
une dérivée premiére continue.
1,63 coordonnées d’un point de G ayant la forme :
== pls)cos  — plls)siny s y = pig)sing 4 plg)eoss (G

pour q'il y aif une asymplole il faut que p{g) ou piz) devienne infini
pOLir une valeur 4u moins de g. - ,

- Soit :
Xcoso, + Y sin¢g=p, (1)
I’équation d'une droite D, elle sera une asymptole si la ditférence
: ] -
. py — ple) cos (3 — 7o) + plylsin (2 — 7o)
Y —y= : sin @, . (1)

entre son ordonnée et Vordonnée de la courbe C tend vers zéro lorsque
> g (June des deux fonctions ply) ou #{%) devant tendre vers l'infini
lorsque % — 9g).
De (1D} i s’ensnit que D sera une asyiapiote si
plg) = Po = 30} (1)
et : R N O (V)

#/() devenant infini, lorsque ¢ lend 5,
Taversement, Jes condilions (1{1y et ([V) doivent toujours dtre remplics
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tende vers une limite dé ié
. eterminée lorsaque = o - {° . ,
nant : que 7 — 70 Cetle equation nous don-

(%) = —sin(; — ¢ ) /' Tl
L5

-
] n T :"Jl}}

il s'eosuit, d'aprés 1y ricl. i il i

vers une Hfﬂitngélﬂr:;il::’;:];ﬂ Lllzr]ﬂ::f;pi[i ‘il“e 7 d‘?"* o e tendre
P:l:‘ sm‘te,. pout que Y —y tende veps EE‘I‘Ii‘Jhif fautque les conditions (111)

et (IV) soient remplies, ce qui montre qu elics sonl nécessaires et sufﬁ;'lﬂ

tes pour que la courbe C ajt une asymptofe 1), | )

| ;;{%]‘dﬂif.. done rester fini el p' doit devenir infini pour s=—= de maniere

que (I?}smt remplie. Mais p' <) peul devenir infini de deux IJT"L;IanJiérns : ou

bien _p{':;f] tend vers 4- w0 {on — o ) ou bien P'(z)} oscille entre denx limi-

tes diffirentes dont I'une est infinie, | o
Dans ce sempﬁd cas on peut choisir une suite de valeurs ¢v de 5, lendant

VErsS ¢o de maniére que P(%) tende vers un nombre quelcc;nquualn; de son

intervalle d’oscillation. De (C) il s’ensuif que :

-

| v == p(pv) €08 oy — #(pv) sin oy — 10} COS 5, — o sin <,
Ui y=p() sin oy + plav)eos gy p(s) sing, +- 2 cos 20
lorsque : v > @,

- 1
ce qliil mnn.tre que la courbe C, en prenant les cscillalions de plus en plus
grap es, went*en quejl_que sorte s'applatir conlre un segment infini de Ja
roite D, défini par I'intervalle d’oscillation de p'(z) Im*cﬁue % = 2y, Dans
ce cas, donc, la droite 1) b’est pas une véritsahlo oo k T some s
du et ’ e pas une veriable asymptote (au sens strict
:1! ne r-.;ste done que le eas on Pis) tend vers b e (ou — 22 ) el aver
cxte condition on peut s’en passer T : ) ’
! e 11 0o 0 il v
rsulion au ndition (¥}, comme il va
Lemysz. — Spitf flz) une foneti '8 i
o flz) fanetion possédant une dirivie premicre el telle
@) —>a lorsque v 5 0
72 >0 powr tout T
alors . | ’ it
xf'(z) > 0 forsgue ¥ > 0.

Pour ; ¢ ' T
le démontrer supposops que xf(x) ne lende pas vers zérg forsque

MATHEMATIQULS

z -+ 0, de la srconde hypothése 11 vésultera Uexistence d'un nombre posi-
tif m el que 2f{x) = m pour tout # > 0 De li en divisant par z el
intégrant entre x et 2 on lire :
flz) > mig (£) — wlg (x) + f(z).
z étaut un nombre positif. D'on il résulterait en faisant tendre x vers
zéro, que flx) - — o, ce qui contredit ta premiére hypolhése. H faul
done qoe xf 2 — O,
IYans le cas conzidérd plus haat, on :
p(2) > plgo) el p'lg)—> + 0 (ou — 20} lorsque 5 - ¢,

on voit que les deux hypnthéses, du lemme cité, sont remplies, il s’ensuit

gue :
_ (? — 9P (9) > 0 lorsque ¢ —>g,,
¢'est-h-dire que ces hypolhéses entrainent la condition (1V).

Nous avons done démontré le : .
Tniontme, — Pour gu'une courbe C définie comme enveloppe du systeme

de draites (1) ait une asymplote propremeni dile, pour o — v, il faut et il

suffit gue :
pls) = plye) el pPllet—> e lorsque 95— g,

Ge résultat, qui est intuilif géoméiriquement; présente néanmoins,
comme nous le voyons, quelque difficelté pour éfre démontre analytique-

ment d'une maniére rigoureuse,
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