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Neuer Beweis und Verallgemeinerung der Tauberschen Siitze,
welche die Laplacesche und Stieltjessche Transformation
betreffen.

Von J. Karamata in Belgrad.

—_

In einer unléingst erschienenen Note beweisen die
folgende zwei Sktze:

Satz 1. Es sei f{t) in jedem endlichen Intervall (0, T') und e~ f(t) tiir jedes $ >
tm Interoalle (0, o) integrabel. Ist

Herren Hardy und Littlewood 1)

fe ™ {t)dt ~ As—*  bej s=+0 (4>0, o>0)
0
und

He)>0 Fir 1> 0,
so0 gilt:

Satz 2. Essei {(1) in jedem endlichen Intervall

(0, Ty und e—{(1) fiir ein 8o (nd damit
fir alle s > 5.} im Intervall (0, ) integrabel. Ist

»

Jeft)dt ~Bs—  bei 5o oo (B>0, o> 0)
0

fig) >0 fiir e!“.::»hﬂ

3

ekten Beweis dicser Satze, sie zeigen nimlich

aus einem dritten Satz ableifen lassen, fiir den
s1¢ emen direkten, aber schwierigen Beweis erbringen. Dieser lautet:
Natz 3.

Iis sei f{t) in jedem endlichen Intervall (0, T) und g

fir jedes x> 0 im Interoql] (0 o), integrabel. Ist

1

- ] -
—_— o *—-—f(-t_rl ——— b&i b T
f'(i"i!—_EF U~ . bei 30 €20, 0<a Kg)
L]

') G. H. Hardy and J. B, Littlewood, Notes on

the theory of series (XI): On Taverian theorems. Proc.
of the Lond. math. soe. (2) 80 (1929), 8. 23—37.

4*



28 Karamata, Neuer Beweis und Verallgemeinerung der Tauberschen Sdize.

und
f0)=0 fir 1> 0,
so gilt:
; I'(e) o ber & — oo
‘{f{t) di ~C T Mo—o+ 1) o baw. bei x— (.

Kurz nachher zeigte Herr G. Doetsch ?), dal} man umgekehrt den Satz 3 aus den
Sitzen 1 und 2 ableiten kann, dal es also geniigt, einen direkten Beweis fiir die Shtze
1 und 2 anzugeben.

Finen solchen direkten Beweis des Satzes 1 hat fur die Spezialfille ¢ = 0 und
s = 1 Herr Doetsch ), allgemein Herr O. Szisz 1) it Hilfe der schwierigen Hardy-
Littlewoodschen Methoden gegeben. Diese Methode ist auf Satz 2 nicht anwendbar,
andererseits ist nach den Bemerkungen der Herren Doetsch und Hardy-Littlewood
Satz 2 nicht aus Satz 1 zu folgern.

Vor kurzer Zeit gab ich 5) hingegen einen direkten und einfachen Beweis des Satzes 1,
welcher sich unverandert zum Beweis des Satzes 2 verwenden ladBt.

[n der vorstehenden Arbeit werde ich erstens diesen Beweig fiir die Sdtze 1 und 2
gleichzeitig durchiiihren, indem ich zugleich diese Sitze etwas verallgemeinere, zwelbens
zeige ich auf eine andere Weise, als es Herr Doetsch getan hat, wie sich Satz 3 aus der
Qatzen 1 und 2 (in ihren verallgemeinerten Formen) ableiten 1aB¢. Zum SchluB gebe ick
noch die Verallgemeinerung des Satzes 4 in dem Sinne, daB anstelle eines positiven f(z
<olche Funktionen in Betracht kommen, welche einer von Herrn R. Schmidt ewnge
fithrten Bedingung gentigen. |

Die Satze 1 und 2 werden unmittelbar aus dem folgenden Hauptsatz abgeleitet

N Hauptsatz 1. Es sei Lz} fiir z = O stetzg, posiiiy und
1) L(uz) | bei & — @
L{z) baw. bei © -0

set ferner

fiir jedes u> 0;%)

e~ "ty =0 fir >0 .
und fiir jedes s > 0 um Intervall (0, oo) integrabel ™). Aus

{2) fﬂ"” ‘f{” dt ~ 5" L (El')
; 8

bei § =0
bz, bel § - 0

(o o= O)

folgt dann:

%) . Doetsch, Sitze von Pauberschem Chbarakter im Gebiet der Laplace- und Sticltjes-Transformatic
Sitzungsberichte der Freul. Alad. der Wissenschaften, Phys.-Math. Klasge, 1930, S. 1441567,

3} G. Doetach, lin Konvergenzkriterium fiir Integrale. Math. Ann. 82 (1920), 5. 68—82.

1y , Sz4sz, Venllgemeinerung and neuer Beweis ciniper Sitze Tauherscher Art, Sitzungsberichte der Bay
Akademie der Wissemschaften 1929, S. 325340,

5} J. Karamata Neuer Beweis und Verallgemeinerung einiger Tauberian-Sitze, Math. Zeitechrift.

¢} Stetige wnd jositive Funktionen L(z), welche der Bedingung

L{uz)/E{z) —+1 bei «—o0o fir jedeg w >0

gentigen, werde ich vornun ab als langsam wachsende Funktionen bezcichnen (gleichgiiltig ob sie monoton wach:
oder fallen, oder ob sj zwischen endlichen oder nnendlichen Grenzen ossillieren); die Funktionen von der.Fo
zoL(z} nenne ich hi regulir wachsende Funktionen. Diese Tasiilinalogie habe ich in meiner Arbeit: . Bur

oL [T S

o ioh dicse Funktionds vingehend bebandle. Gleichung (1) beseys len Sl 240 i T15%) Iangoara wachsar
Funktiopen sind. Sishs #feshestiglich anch 1. Schur, Zur Theois" R Cantisciiben il Fitiderschen Mittelwe
Math. Zeitgehrift 81 (1429), 8. 391—407.

7} Der Einfachhit halber wird die Integrabilitit im Riemannschen Sinue verstanden.
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.:n 1 i R » . bei s+ 0
(3} [eglst) f{t) dt NS"“L( '3_) (o - 1)J et g At} b bei s o

fiir jede beschrinkte®) und N-integrable Funktion g{t). Fiir ¢ = O isi 'unier t° diefentge
Funktion zn verstehen, welche fiir t = 0 gleich Null ist, sonst gleich Eins, und g(t) soll
in diesem Falle fiir t = 0 stetig sein.

Boweis. Setzt man in (2) s(z -+ 1) anstatt s, so ist wegen (1}):

; | 1 i
.;:.f g-te— = f(1) dt ~ 857 LLs[n:— 1}) .{'n: —li_‘.l)“ —~ O L( 3_) {n +_1_]&

=5 L( i) 1‘{'::’1-'# 1'}!1“*‘“‘ e~ " dft’},

also

; ‘ - (T 1 1 ’ —i —t
“fe—np(e—ﬂ) ) dt ~ s L(—s-_)--f{;-;q_i) ﬂf et Ple—t) d{f),

wo P(x) ein beliebiges Polynom ist. Da sich weiter jeder i Intervalle (0, 1) beschrinkten
und R-integrablen Funktion k{x) zwet Polynome P,(x) und P,(x) derart zuordnen lassen,

daf}
Piz) < h(z) < Py(x) Nir 0<a<1

und dab

o ' .
fet{Pylet) — Pyle)}d{’} e, &0,
0

ausfillt, so folgt die Gleichung (3), in der (e~} = g(t) gesetzt worden i1st. — In dieser
Ausfithrung bezieht sich das Zeichen, ~* durchweg auf s + 0, bzw. durchweg auf s » oo,

Es gilt ein ahnlicher Satz, in dem die Laplacesehe Transformierte [ e—* f(¢)dt
¢

durch ein Stieltjessches Integral [e-#d{A ()} ausgedriickt wird, ndmlich:
0 #

Hauptsatz 1.?). Es seten L(z) und L( 1-) langsam wachsende Funkiionen; sei

£

ferner A(t) von beschrankier Schwankung, derart daff [ e—# d{A{t)} fir jedes 5 > O exi-
0

8y Die Funktion g{f) Lraucht nicht immer als beschrankt vorausgesetzt zu sein; wird sie aber 1n der Um-
gebhung cines Punkies 0 = ¢ = oo nicht beschriinkt, so muB sie eieh doch so verhalten, daBl

ig() = G in der Umgobung von a sel,
wo (¢{f) monoton ing Unendliche wiehst, wenn f— a, und

- -]
[ e'G(t) (1"} einen Sinn hat.
0

Hiernach folgt z. B. aus (2):

et m— T

. .. N
gt 4 e e—larny p (1N o+ A) -
afe B At~ L(ﬁ) o) A =0,

%) Sein Beweis ist #hnlich dem des Hauptsatzes 1. und findet sich durchgefiihrt in mlLiner unter °) zitierten
Arhat
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stteri und
. 1 bet 5 =0
e~ 1 d{ A = [ ¢ (——-)}
ufF AHA@}] = 0L 5 bzw. bei 5§ > » (6.2 0).
Aus
- t bei s — 0
, eata) (L
(%) JE (A} ~s L(.s bzw, bel s — oo
folgt:
. oy - bei s - 0
) [ eeawataon ~er i3, 1 Freoae
G Jeglsnnddm} ~s L{] Mo+ 1)) * " 8ORT) i s o

fiir jede stetige and beschréinkte Funktion g(t). Fiir o — 0 ist nnter 1° diejenige Fanktion
zu verstehen, welche fiir i = 0 gleich Null ist, sonst gleich Eins 1v).
Nun 18t es leicht, durch Spezialisierung der Funktion g(¢) in den Hauptsitzen die

erwihnten Versligemeinerungen der Sitze 1 und 2 zu gewinnen; setzt man niamlich
im Haupftsatze 4

I fir 0151
-1 — _— =
(©) ¢ ) {0 fir 1 <t < 0o’
so ergibt sich, daB aus (2) die Gleichung
¢ 2’ L{x) hei -0
;! i) at I'o 4+ 1) bzw. bei -0

folgt, was eine Veraligemeinerung der Aussage von Satz 1 und 2 darstellc.
Der Hauptsatz I hingegen gibt den

Satz I--11. Es seien L(z) und L(1/z) langsam wachsende Funktionen; es ser ferner

A(t) nicht abnehmend VY, und. fr“ d{ A(t)} habe einen Sinn fiir jedes s > 0. Aus
L)

1) Im Falle dafi A(¢} nicht abnimymt, kénate man einen dem Hauptsatze 1 dihnlichen Satz ableiten, namlich
dafi aus (4} die Gleickung (5) folgt fiir jede im Riemann-Stieltjesschen Sinne beziiglich der Funktion A(f) integrable
Funktion g(sf), nur d~rf s im allgemeinen Falle nicht alle positiven Werte durchlanfen, damit die Unstetigkeiten dey
Funktionen g{s!} und 4(#) nicht zusammenfallen. Ist A(t) stetig, so {illt diese Bedingung weg.

") Es sei schon hier bemerkt, daB in dem Falle, wo &°L{x)—~co bei x— oo (der Einfachheit halber betrachte
ich hier nur den Fall, #o z— o0 ), die Bedingung der Monetonie der Funktion A(t} durch eine geringere ersetzt werden
kann., Es ist namlich leicht einzuschen, daB Satz I noch gilt, wenn eine Funktion B(f) existiert, so daB A($ + B
nicht abnimmt, d. h.

At 4 b)— AQ) > — {BE -+ B)—- B()} fiit & >0,

und
(I) B(x) ~ b2" L(z) bei x—c0, b > 0.
Diese Bedingu g enthalt z. B. die folgende:
(II) A@+ h)— Ale) = Or{(z + AY Lz + B)— 2 L(2)}, & = 0;

oder: Wenn A{;J:j eins Ableitung besitzt und die Ableitnng von x°L(x) ebenfalls repulir wachsend ist (o > 0), so kann
die Bedinguug (II) ¢ urch die folgende ersetzt werden:
(111) A'(@)= 0p ("L L(z}}, ¢ > 0.
Dies ist richtic wetl in diesem Falle
| {wo Liz}} ~ oxe—1L(z)

\Rletie meine unter®) ﬂ‘ﬂertﬁ Nete 8. 01, Abschnitt 7), also wegen (1II) 4'(x) = Uy, {[z°L(2)]'}, was durch Integration

{(II) ergibt. .
Andererseits is | leicht einzusehen, daB aus der Bedingung (1)

lim inf Min 20 —AG) o 300 1950 bei 1< A1
r=m rmtgie O L(Z)
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ber s 0

e i ! 1
nf&"“d{A(.{)} ~ L(?) bzw. bet §-- o

folgt dann:
| 27 L(x) bei x -» @
o+ 1) bzw. bet -0,

Dieser Satz kann nach der Bemerkung unter 1°) mit derselben speziellen Funktion
(6) gewonnen werden. Eine direkte Zuriickfithrung des Satzes I—II auf den Haupt-
satz I ist im Falle s -0, £ —~ oo in meiner unter 5) zitierten Arbeit bewerkstelligt.

Um nun noch die entsprechende Verallgemeinerung des Satzes 3 namlich:

Qaty, TII. Es seien Lz} und L(1l/x) langsam wachsende Funktionen, ser ferner A(t)
nicht abnehmend und existiere das Integral

A(x) ~

-]
HADY N
J (t+a) fiir jedes x>0 (e 20).
Aus
md{A“}} —a bet -
S T L) o, bei -0 =0 =0)
folgt dann.:
P(e)__ EJE,[: T — O

{7) A(:E) Pt e = AT L[I]

o) I'(g — o+ 1)
aus Satz 1—11 abzuleiten, beweise ich zunéichst den folgenden

Hauptsatz I1. Es seien L{x) und L(1/x} langsam wachsende Funktonen; sei ferner
A{t) nicht abnehmend und existiere das Integral

bzw. bet © — 0.

fd{i(ﬂ—} fiir jedes x>0 (g =0).

()
Aus
FA{A () bei @ — oo )
(8} 1 1 a0 ™ e L(:I:) : (D =g ‘::::"'. -..D}
; {t4+x) bzw. bet x — 0
folgt dann:
el t e L) O [t gy bi 7= oo

) JG ( x ) A4 @)}~ Liz) (o), gyl bzw. bi x—0,

wo
Gly) = [eveig({) Lot di,
{
folzt, so dab die Bedingung
A()— AGe)

(IV) lim inf Min

rmw  z=izzd A L(2)

w(A)—+0 bei 1< A-»1,

¢lne gerimgere als Jie Bedingung {1) ist. Die Bedingung (IV}ist hingegen diejenige, welche im Gekiet der Laplaceschen
Transformation derjenigen entspricht, die Herr R. Schmidt in seiner Arbeit »Lber divergents Folgen und lineare
Mittelbildungon, Math, Zeitschrift 22 (1925), S. B9—159% betrachtet,

Es besteht nun die Frage, ob auch nmgekehrt (I} aus (1V) folgt, in welchem Falle der Satr I, wo die Bedingung
der Monotonie der Funktion A(¢) durch (IV) ersetzt ist. bei z% L{x) -~ co schon hewiesen wire
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und g(t) eine beliebige beschrdnkte und R-integrable Funktion ist. [Fir ¢ = 0 bedeutet die
rechte Seite von (9) I'(g)xe L{x)g(0)].
Beweis. Setzt man im Integral (8)

1 i [
(t+3zF " P(e}'uf e

und ersetzt in derselben Gleichung x durch z{1 4} n), so folgt:

[ferems ple) vt dr dfA@) ~ o~ Lo [ et Pe—ty e de
0

woraus gich wie bei dem Hauptsatz 1 ergibt:

!*_]f g e k(ﬂ“':’"} re-ldr d{A(1)} ~ v~ ° L{z} i:%g; {*,/ et e~y dt.
Diese Gleichung geht durch die Substitutionen
hlemt) = g(t), rx =1
in {9) uber, was Hauptsatz II beweist.
Wird nun im Hauptsatze 1I g{t) so gew&hit, dall

0 fir 0 <t<1
[1 fiir 1<t <14 ¢
0 fiir 1 &<t << o0,

and 1/z = s gesetzt, so geht Gleichung (9) tber in

el e {1V L) (A AT
fﬂ : ste A )] 5™ ]L(S)F{ﬂ') (0 — g+ 1)e

et gt) o1 =

u
und da in diepr Gleichung der Grenztibergang & -0 gemacht werden kann, 8o folgt:

r 1\ I'(p)
[e~*d{A(t)} ~ g 02 [, (ﬂ,s_) T“Efr%;

diese Gleichung fithrt Satz 11! auf Satz 111 zuriick.
In vorstelender Ausfithrung bezieht sich das Zeichen ,, ~* entweder durchweg aul

z- o0, s—0 oder durchweg auf z-U, s- .

h §
fs sei hie noch erwiihnt, daf sich Satz III noch dadurch verallgemeinern 1aB1.

daB man auch der im Integrale (8) vorkommenden Funktion (r L 1) elnen langsan

wachsenden Fattor L,{x - t) zusetzt, in dem Sinne, da man im erwahnten Integra
diese Funktion durch eine allgemeinere ersetzt, namlich durch

wiz +t) = [ e @ p(f) di,
j]
Das zeigt der folgende Sate

wo () = 1e~1i(1) eine regulér wachsende Funktion 1st.

fatz IV, Seien L(z), L ( iJ, Ly{z), Ll( i) langsam wachsende Funktionen, und st

der reguldr wachsenden Funktic

4 ®
W) = L@ .';.,.E_ﬂ wll)as;
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sei ferner A{t) nichi abnehmend und existiere das Integral
Viz) = _Fw(:r.: + yd{A@)y fur jedes x> 0.
0

Aus
beli 1 — o0

(10) Vig) ~ =7 L{x) bzw. bei x 0

folgt dann:
I'(p) bet & — oo

Afz) ~ loyf(e—o-+ 1) s L@) (@) g bei 0 0.

Da der Beweis fast derselbe, wia derjenige des Satzes III ist, so sei er hier nur in

Kiirze dargelegt.
Aus (10) folgt wie beim Beweis des Hauptsatzes 11:

= ) 1 b
(41) [ Wiz, 1) d{AQ)} wm—“L{m}},—w—) fﬁ_' g(t)te—1dt,
0 0
WO
Wiz, t) = [e%e* gxl) (&) s .
0
Ist nun
0 fiu 0 <t<1
E""’g{t)z{‘l flir 1 <t <<l t¢
0 fir 14 e<t < 0o,
g0 wird

(11) ergibt also, indem man # = z¢ setzt und durch &fx dividiert:

148
o y | _.-t—;; i o 4 i _I__ .1
Jagawy ¢ [ o 1) dn ~a=r Loy poy

OE

—1
woraus, wenn £~0, z = 1/s und @(z) =27 H&) ~ Ty TR
1

fe-**‘d{ﬂtﬂ} s DO L (1)

Hieraus erhalt man auf Grund von Satz I--II die Behaupiung, — lm vorstehenden
Beweis bezieht sich wieder das Zeichen ,,~*auf ¢ — oo, 80, bzw. auf z—0, s~ co.
Ich gehe noch zu der Verallgemeinerung des Satzes 1 oder I iiber (ihnliche Schlisse
sind auf die Satze 2 und 3 anwendbar), welche am Anfang und unter 1) schon erwihnt
war, und in welcher also die Monotonie der Funktion 4(t) durch die Bedingung (IV)
im Zitat 11) ersetzt wird; dieser Satz lautet:
Satz A. Es set die Funkiion L(z) fir z =0 stetig, positiv und
-~ Liug)Liz)—1 b x—oco fiir jedes u>U; +
coi ferner A(z) von beschrdnkier Schwankung und existiere das Integral

gesetzt wird, folgt:

femed{A(t)} fir jedes s> 0.
0

surnal tir Matbemetik, Bd. 1464, Hels 1.
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Aus

19 - — gt —q 1_ 1

(12) fe d{A(t)} ~s— 1, P bet s-0, o020,

G
und
o . A{t) — A(x) :

1 A e _—— T - gy —_ —

(13) Lﬂimfsﬂlsi L) > —w(d)->0 bei 1 <i->1,
folgt:

(14) A{z) ~a°L(z) bei - 0.

Den Beweis dieses Satzes filhre ich auf die zwei folgenden zurick:

Satz B. Sei L(x) langsam wachsend, sei ferner A(x) von beschrinkter Schwankung
und existiere das Integral

_Fe““d{A(t)} fir jedes s> 0,
0

Aus
[ e d{A()} MS_'“L(-::——) bei s-0, 60, L
0
und
(15) A{z) = Oy {a° L(z)} bei x— oo
folgt:
1 [ '- .
(16) m—--jA(t)dt ~zol(r) bei x~ o0,
0
Satz C. Sei L(x) langsam wachsend, und A(t) R-integrabel.
Aus
(16) :: fA(t} di ~2"L(z), bei a0, 020,
L
und
i inf Min ) — A=) | :
(13) iﬁmfxgga L) > — w(d) -0 bei 1 < i1,
folgt:

Al{z) ~x"L{x) bei 2 co.
Der Satz B folgt aus der Bemerkung unter 1), Bedingung (111), da

_FE_Hd{fi ()} = s ffﬁ"”d{fﬂ{t) dr},
0 0 o

wenn A(() = 0 gesetzt wird, also wegen (12)

= t 1 '

—t o g {04-1) _ -
ufﬂ d{!ﬂ{r)dr} s L(s) bei £--0,
woraus unter der Bedingung (15) die Gleichung (16) folgt.

Der Satz bleibt sogar richtig bei ¢ > — 1.
Um Satz C%i béweisen, bemerks ich zuerst, daB es genilgt, statt (16) die folgends
Gleichung: |

(17) f:A @) dt =ofa*ttL{x)} bei z-> 0
0
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vorauszusetzen {(da man nur statt A(x) die Funktion A(x) - a° L{x) zu betrachten hitte)
und daB aus (17}

xA

(18) [A@ dL = o {x 1 L{z)} bei z- 0, i>1
H .
folgt.
Nun 1st
Alx)
a) jlm sup # L) 0.

Denn weil auf Grund von (18)
A
— z(A — DA(@@) = [{A@) — A=)} dt + o {41 L(x)} > o(d — 1) Ejﬁﬂﬂ{ﬂ{ﬂ — A{z)}
+ o {z"+1 L{x)}

ist, 8o wird nach (13)

limsup ). (1)~ 0 bei A-1,

XY= ot U L{ )
was a)} bewelst. _
A(t) .
_b} J'Ilf{ﬂ") Miij!;ﬂ f._i:{t} - 'U' bEl £ 0.,

Denn [indet dies nicht statt, so existlert eine Zahl — M, M > {, und cine Folge
z,-Werte, derart dall
M{z,})--— M bel z, - o0
dann wird aber

Tpd Zph
1 ) i ]
23+1 L(z,) f Awds oz [ oL@ 2 @ - 1) bet e ),

was (18) wiederspricht.
.. . Alx)
¢) EE: inf L) = (0,
Es el 2, derart, daB

A(z,)

7Lz, — M)
dann ist wegen {i3) und b)
. A{z,.) o At}
hm inf~ Aft) — Az, — @ -
#;zmm 25 L) mililnf m“L[mﬁ) w{d), «, St= /%,
das heillt
imint 28 w0 x <y za
2, =m L L{) ™ e T
M

und da ¢ bet &, -+ o beliebig gegen Unendlich streben kann, so folgt o).
Wegen a) und c) izt der Satz C bewiesen 19),

- ﬂ} Siehe meine unter ¢) zitierte Note, S. 40.

*%) Lis sei hier noch bemerkt, dal dieser Bewcis fast unveriindort bleibt, wenn die ‘Bedingung (18) durch
die folgende:

- ¥ 4 A(#] A(ﬂ:) } .
1 f Min —. AL _ N
E}:H:ﬁ mmﬁtﬂﬂm{ﬂ”b(ﬂ) z® L{x) >—w(d) >0 bal< i1

arsetet wird.
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Die Zuriickfithrung des Satzes A auf die S#tze B und C ist im Falle & > ( besonders
leicht, da schon aus der Bedingung (13) die Bedingung (15) folgt. Ist némlich

A(zA) — A(@) > — MaeL{z), A>1, M>0, ¢>0,

30 wird
A{:I?} ::Z{A(Iﬂ—*ﬂ} . A{xl—v—l)}:} —M Zmﬂ'z"—{v-t I}EL(:ER*{F—I-HH} _
=0 =1}
o 1 v 1 L(:Efﬂvll)
= — Ma L(z) ( ri.) ol ' S
é A L(x)
das heibt

Alr) = 'lzn—Mi L{x) {1+ e(z)}, wo e(z)—->0 be x-co.

Dies besagl also, daB (15} aus (13) folgt, so daB im Falle 6 > 0 die aufeinander-
folgende Anwencung der Sitze B und G den Satz A beweist.
Der Fall, wvo o = 0 ist, bietet grillere Schwierigkeiten dar, da

Aty — Ax)> — ML(z), A>1, 2<t<zi,

A{z)
L(z)

nicht notwendig die einseitige Beschrinktheit von nach sich zieht. Man konnte

sich hingegen des folgenden Hilfssatzes bedienen:
Hilfgatz, Aus

‘FE““ d{A{l)} = O{L(—t)} bei s=0

wnd | _
A(t) — A(z) >— ML{x), A>1, z>1<z4
folgt:
Alx) = O {L{z)} bei x—> o),

Hier gebe ‘ch aber einen andern Bewels, der von folgendem, den Tauberschen
0-Sitzen entsprethenden Satz Gebrauch macht:

Satz D. Es sei L{z) langsam wachsend, sei ferner Lt} von beschrinkter Schwankung

und existiere das Integral [e “d{B@)} fir jedes s> 0.
[H

Aus
s 1 .
(19) (e d{B(t)} ~ L(-;-) bei 50
e
(20) B{zl) — B(z) = o{L(z)} bei x—o00, i>1,
folgt
(21) B(x) ~ L{z) bei - .

Beweis. lst y = 24?, A> 1, p ganz, und wegen (20)
B — B < sy L), wo_ 2 {)~0 Dbel 1- o,

g0 wird

14} Diese Beweisanordnung wiire diejenige, welche Herr T. Vijayaraghavan in ,A Tauberian theorem, Journa
London Math. Soe. 1 {:926), 8. 113-—120" fiir Potenzreihen gegeben hat.
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B(y) — Bla) = 2 {B(r A)— B (f)} = i er (3) L(5)

- LiyA™"
=L(y?"g(E)fga Z’-*ﬂ“ ) g{y} *

das heilit
(22) |B{y) — Blx)) = L{y) g (—i) e(y), wo e(y)—~0 bel y—ooP)
Daraus folgt, wenn x = i und

B(z) — _F e=td {B{t)} = (1 — e ) B(x) — sfe*“'B(t}dt =5 e {B(z) — B(t)}di
o 0 1
gesetzt wird, dall
x X 1 q
|Bz) — [e*d(BO < e(@) Liz)s [1g () dt — e(@)Liz) [ 1g (5 ) &,
D Q 0

. das heilit
p . 1
(23) B(z) — [e=d{B(t)} = o{L(z}} bel =z = Lo

Weiter wird

m za¥t1

Ue “d{ Bt)}] {“Z fe—**d{B(t}} &‘2 o= | B{t,) — B(xA")] < L{m)ZF—i“E,,(:sa ),

WO *:::A" < g, < gA"" und e (zx}—>0 bel x— oo,

‘da, wie schon unter 1*) bemerkt war, die Glemhung (20) gleichméBig in 4 beateht Es
15t also

Fﬂ"“d{B[t‘j} = of{L(z}} ber 2 =1/s— oo,
woraus wegen (23)
B(z) — [ e=*d{B(#)} = o{L(z)} bei & = i/s~ oo,
0

welche Gleichung zusammen mit (19) die Gleichung (21) ergibt.
Sei nun

v 1 _
- g —_ —e -
(24) i_][e d{A(t)) mL(S) bei s-»0;
daraus folgt, wenn f durch fA ersetzt wird:

fe—md{mm}} ~ L(b ~ L (Sa) bei s 0,

also

fe**‘d{fi{it}w—A{t)}zn{L(-:—)} bei s -0,

Da wegen (13) (fiir ¢ =0)

15} Nach der Eipenschaft der langsam wachsenden Funktionen, dalb
L{Axy ~ L{z) bei g-+c0 fir jedes 4 >0
gleichmidBig in bezug anf A = & = 0 besteht, ist auch (20) wegen (22) gleichmailig in A.
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Adty — A(t) =o{L(t)} ber t- oo,
ist, so folgt nach Satz B:
B(iz) — B(z) = o{L(z)} bei z- o,

wo

(25) B(x) = %fﬂ(t}dt,

gesetzt worden 1st.
Weiter folgt aus (24)):

e ]

fﬂ""d{A(t)} =5 [e*At)dt = s [e*tB({t)dt ~ L (i) bei s-+0,
D 0

0
woraus folgl:

fe—s=B{t)d¢~fL( )ﬁ, 16)
beachtet man, dall

fL(:)?: =fL(t)d1 ~xL{z) bel z=1/s—+0 T}
igt, so wird
Sfe-ﬂ B{t) dt = _Fe—nﬂ d{B(t)} ,-..;L(. 1) bei ¢— 0.

Aus dieger Glemhung und Glemhung (25) folgt endlich nach Satz D, dafl

B(x) = 1fA(t}dt~L{a:) ber & — oo,

also nach Satz C
Afx) ~ L{z) bet z— o,
was Satz A vollstéindig beweist.

Was die Bedingung (13) des Satzes A betrifit, so war gschon unter 13) bemerkt, dall
sie im Satze C durch die folgende:

) Al . . _
(26) il_nl mfiﬂtlgi{t L) 7 L{m)} —w{i)~0 bei 1 <4 |

orsetzt werden kann. Dies kann auch im Satz A geschehen, man braucht nur zu be-
merken, daB Satz D noch giltig bleibt, wenn die Bedingung (20} durch
B(iz) — B(#) ~ (¥ — 1} & L{x} bel z—~
und L{z) durch z°L{z) ersetzt wird.

Was die beiden Bedingungen (13) und (26) anbelangt, so kann bemerkt werden,

daB (26) nicht mehr (wie es (13) tut) die einseitige Beschranktheit von - } (i} nach

- _giel-wiohv—Ararcgaber folgt auch (26) nicht. Hingegen kann an zeigen, dal) aus

1) Das folgt aus dem vonO. Stolz, Grundziige der Diff. und Integralrechnung, Bd. 1 (1898), 8. 72—77, prizi-
gierten de L‘Hﬁplt&lsnhen Satz.
17) §iehe in meiner unter %) zitierton Note, 8. 40, oder 47.
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(27) lim sup Max Afr) — Al) < w{A)—=0 bei 1 <i-1

2— o rfG At :I’:I_L(:E)
die Ungleichung

. | At} Alz) -
e LA i - 711
(28) ];f:n SuD EE‘;;_FL{E} 2 L) < 2uw(d)—~0 be <

folgt, da sich aus (27)

- Alz) | wid)
lim sup 7Lz} < e

Fy=at

ergibt, weshalb wegen (27) und

Ay A=) __AQ) — A{z) 4+ Aty {1 _ TL{g) )
rL(t) o« L{x)  a°L(zx)

o L{t) 2 L(z)]
(28) folgt.

Die Bezichung zwischen den Bedingungen (13) und (26} 1st aber deutlich aus dem

folgenden ‘zu ersehen:

Sei l,(x) die von Herrn R. Schmidt 1) eingefihrte langsam oszillierende Funkhiion

d. h.
lim sup 1l (¢) — b (@)| <w(A)—0 bei 1 <A1, 2=t =<wl,

sip werde mit I,(z) bezeichnet, wenn sie beschrinkt 1st: m(x) sei eine beliebige nicht
abnehmende Funktion; geniigt dann die Funktion A(x) der Bedingung (13), so kann
sie in die Form gesetzt werden:

A(z) = 3 L(z) Iy (x) + m(z);
wenn dagegen A(x) der Bedingung (26) geniigt, so wird

A(@) = a7 L{z) (z) + = L(z) m(@),

woraus nun ersichtlich ist, daB diejenige Funktion, welche diese beiden enthilt, die Form

A(z) = a7 L(x) ly (z} + m(z),

haben muB, in welchem Falle aber die Giltigkeit des Satzes A noch zu priiffen wire.

Zum SchluB sei noch erwithnt, daB der Satz A auf Dirichletsche Reihen angewendet,

d,h, wenn man selzt:
0 fitr 0<a< i,,
A(m}-:{ﬂl I| HEE '”+ﬂn fﬁ.]"‘ ﬂ?t‘:ﬂ:i:“:iﬂblr (n:i,z.._),

neu ist. Hingegen ist er fur Potenzreihen schon von Herrn R. Schmidi *) hewiesen
worden, doch sind die Ergebnisse des Herrn Schmidt im Falle ¢ = 0 etwas germger als
das, was Satz A liefert, da -der von ihm eingefithrten gestrahlien Funktion s{x) (welche
im Falle ¢ = 0 mit der regular wachsenden Funktion identisch ist) eine nicht abnehmende
Funktion, Vergleichsfunktion, a(z) entspricht, so dal s(z} ~o{x), eine Bedingung,
welche die langsam wachsenden Funktionen im allgemeinen nicht erfillen; diese diirfen
sogar zwischen endlichen oder unendlichen Grenzen oszillieren.

18y Sjehe 1. ¢, 1) 8. 127—142,
19) Siehe 1. e, 1) 8. 151,

Eingegangen 13. Angust 14930,
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