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O exBUBAJCHTHUM HUS0OBUMA.

Hanmucao

dp. Jopan Kapamara.

IIpayibeno y cjednuyis MOmesaMUK0-TpUPOGOCTOBHONA PA3peda JYPOCAGBERCKE
axademuje IHAGROCU 4 yMjemnocan 3. fyna F927.

{lpenMeT OBe pacmpare je y HENoCpPelHG] BezM Ca HALIHM
paHujMM pagoBMMa’', Te Hemo B8aTo O3RAKE M HA3HMBE ymoTpel-
JbEHE ¥ THM pajoBUMa yHOTpeGWTH M oBAe, 0e3 faber TyMa-
UeH:a.

Oene hemo camo, pald NPerJefHGCTH H Jakohe pasymesama,
HaBeCTH RepHHRLR]Y P YEKLOHU]e PACTOPENA [eMHOr AaTOT HU3A
GpojeBa, Koja ce cacTojil y chefleliem :

. . A v =1,2, ... %
Hexa je nar iegaH nBocTpykHd u#3 6pojesa {u,,.,, nt, _

KOJH Ce CEH HaJase y HHTepBany (a, b), 03HAUHMO ¢ #, (2), a << x <4,
Opoj enemenaTa Hu3a 4, ,, *==1,2,...x, Koju HuCY Behu o =,

AKO HR3 (pyHRIWja
Y (%)

v, (@) = et n=1,2....

TeXH jefHoj OApeheHo] rpauniM, Kag »- » o¢, 3a CBE BPENHOCTH
¥ WUHTepBajia (&,b), U3yseB Tauke jejHe npeGpojHBE MHOKHHE k

Taga byHKOHIY

p(xr) = L v (w}, ro= K{(F)

n—

-
4T

t a) O jeano] RpCTH TPAHAIA CAMYHUX OapeheHuM HuTerpanuma. (Teza
Beorpan 1926, r.)
b} Bur certaines limitea rattachées aox integrules de Stieltjes, (C. R. t. 182,
p. B33, 10926, r.} ,
¢] Relation entre les fonctions de répartitions de degx suites dépenduani
I"une de 1" autre. (C. R. & I83. p. 726, 1926 r.)



294 Ip. Josad Kapamara: (2}

HA3HBAMO PYKLUHUjOM pPaCnoOpefa rator HU3a {a, .} . 32 cam
ans {a, ,} KasaheMo y Tome ciyvajy fa npumaga xaacw
¥ 10 HA JeiHe npebpojuse MHOXHHe E unu xpahe jaa
NpUNAaga KaacH 2.

Y npeome Resly oBe pacnpaee HCnATABakieMo oCoOHHEe HH3OBA
KOjM MMajy HCTY QYHKIA]Y pacnopefla, ¥ Koje hieMO Ha3BATH eKBH-
BaZCHTHHM HH3OBHMA; y Apyrome neny HasenheMo Heke npuMeHe
TOrA IOCMATPAYA H JoHEeKNe hHeMo nPeun3HpaTH CTaB AOKAZAH
y Tope LBHTHpaHoMe pagy 1. b).

L.

[Ipe Hero wTo mpeleMo HA WCHHTHRAKE HUIOBA KOjH MMAjY
wCcry byHKRUM]Y pacnopefa, mocmaTpajMo dajnpe cnegeky cne-
LHjaJHY KJacy HU3oBa:

Nednuaunuuja: jenad ABOCTPYKH HH3 Opojera {{],{‘ ny » KOJU Ce
Hanase y uurepsany (a4, b), a <0 < b, HagpahemMo HHBOM o,
aKO HMa 3a YHKIU]Y pacnopexa ¢yHKUU]Y:

(0saa<a<U

0@ =11  o<w<sh
u 0<0() < 1.

Taxsy HH30BH BKMA]y HEKE HHTepeCaHTHe clelnjanue ocobuHe,
xoje heMo yKpaTKO H3NOMHUTH y caefehem ctaBy:

CraB 1, Hexa je naT jegan HE3 KOHAYHHX OpojeBa
{@,,n}, KOj# Ce HANA3E ¥y HHTEepBANY (4, 0), a <V < d; pa
60U OoH OHO jepaH HHE3 o, noTpelHO je H JOBOJHO fa
enaH off cnefeka 4eTHD ycnoRra Oyfie AcnytheH:

l*. na Oyge
1 8
LH Z.‘n (”’I’rﬂ)F: f}
n=at 1
3a ¢se p=1.23.. ..
28 na 6vpe

L’“_ﬂﬂ _
. H

4] = m

3a cse #>0, a rae je N(») pasaw 6Gpojy enemenara
HH3A @, 4, 1;2,...%, 4YH]e anCONyTHE BPENHOCTH HHCY
Mame o .

(3) 0O exEuBANCHTHAM HHU30BRAMA. 395
J° naovyae
1 n
o vt =0
1

JoxaKMMO jefaH 3a [APYruM rOpe HaBeJeHa UYETHDP YCJIOBA.
1°, 1a je ycaoB mop 1° norpefaH chaefu B3 NO3HATOr CTaBal,
no Kome je

M, = L% ip[ai,jﬂ)f’zg gf’d[ﬂ (£)]=0, =3a cre p =12,... |

H=ah {3

O6paTHo aKko je
M,=0 saceep=1,23...

TO U3 eraucTeHuuje rpannua M, cheld ¥ er3ucTesuuja pyHKuuje
pacnopefa JAOTHYHOra HU3A%, H HBeHM CY MOMEHTH CBH paBHH
HyJH. [Ilpema Tome aKo O3HAYHUMO Ca «{r) HOMEHYTY (yRKOU}Y
pacropena, HMamo

Yﬁdh@ﬂ:o za p=1235,.

Ho kako dyuxanje «(x) u 0(r) umajy UCTe MOMEHTE, H HOUITO

ofie He onajaly, TC Ce OHE MOTY pA3JIMKOBATH CAMO Y HHXOBHM

Ta4yKama [AHCKOHTHRYHTETA, ma je npema ToMe QyHKUHja e (r)
jensa dyaxuHja o () T. |. HU3 {@,. x} e jenan Huz o.

20, O3HAYMMO Ca 7, () 6poj efeMeHaTA HH3A @

vyt =1,2,...n,
Koju HHUCY Behd o] %, Taga je

N@ =7 (—2)t+a-—r, (0 +N,, 20

roe je N; O6p0j eneMeHaTa ROTHYHOT HW34, KOjH CY PABHH a-v
Axo je mMoMenyTH HHM3 ielaH HH2 o, Taja je

Lﬂﬂﬁﬂf@, i <z <b

Vi

"=

! loc, cit. 1 b. Theoréma 1.
* lpe. eit. 1 3. craB. 24. cTp- 1X.
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Ap. Josar Kapamara: (4)

L
i

= m

na je

4 U3 TOpHm:e JelHAYHHe Tajna cneiu H

L}'EJ — ¢ 3a x>0.

= o

O6patHo, ako 3a jejan Hu3 .{ay:ﬂ} Ba)XH [OpHA TIpaHuna,
Tala aK0 CTABHMO

r=1,2...n
n=1223,...

o <M 3a cae

HMaMO 14 je

n

] 1 a1 | .I " a1 * }f‘
n zlﬂ (ﬂ e H)P : "‘\; Z'l«' !H ¥, n ! { d h (ﬂ:} m}] I- "IHP {m)
- 1

T. ]

b g

y =

a DOWITO ¥ MOXKEMO H3a6pAaTH NPOU3BOHHO MAJO, TO je
M,=0 3a p=1,23,..

na je npema 1° Huz {ﬂmﬂ} jenan Bu3 o,

3° Hexa je'Hms {a, ,) jenan Hms o, nmamo

1 < 3‘?()

— i'.l']'ﬂ'
HZ O

1

iy |
L-';l— 21- |ﬂ',1,.‘ Hi = 'O' .

4 = i

naknae je npema 2°¢

O6paTHO aKO (& 33 HK3 {%_ n} ropgea rpaHHla HCnyw:eHa,

taga je

'HH3 OpojeBa mnoTpeGHO 1a CraucTHPajy CBH MoMeHTH M

&) () eKBABAJACHTHEM HHIORBIMA. 25

1 [
L h—1
E 21 A <M F E t ;ﬂl-'_.ﬂ.

1

Z“'{”a Ty
-,ré'

T. §.

i'l—-":

ma je npema 1° BU3 {al ,,_} jelaH HH3 o.

4%, Tlpema 1° je ouuraeguo ga je ycjo 4° nmpeﬁaﬁ. MNoka-
HEMO JOWI KA je OH- H RORObaH. Baaumo wajope mpema 3° pa
18 HH3 {bw’ﬂ} — {(a_j,__ﬂ)ﬂi jefad HH3 o, jep je

y — 1,2,...n

Uy w2 =10, , <
(@, n) . 3a CBe 1238

na je jakiae npema No3HaTOM cTasy!, (momTo je dgyuxumja f\d‘|
KOHTHHYHpaHa y Taung x — )

1 e 1 W
T ! LT | - | .I.':'! - |2 o
" 21 E!*I-’,:il; 7 E'l "u"i' —ﬁ I:\,.._..|[.E[[_I{.:)]_
n-—=:umam s = @ 1 .
wro Hav nmpema 1° xasyje pa je wuz o, ,! jenan muz o.

l [ L ﬂ-J
W3 rope jokasauor craga, a HAPOUHTO M3 YCAOBA 4° BHIHMO
CRElM(aaHy NPUPONY HH30BA o [I0YAM je 33 jelaH NPOHIBOJLHH

P

p=0,1,2 ..., na ga ok npunaga xaacd 7, 3a jegaH HUZ o ie

AOBO/LHO fla TOCTOJH camo momeHar M,, u ga je M, =0 na ga
OH NpHnajga A0THYHO} KaacH. ¥ Jamem hemo HWa3larawy BHIETH
NPUMEHY HH3O0RA o.

MocmaTpajmo can ABa uKsa Gpojera {n:i,_ H} i {,3’.1,_‘,?}, 3a Koje
liemo o/l caja nPETHNOCTABHTH [Ia Cy CBM KOHAYHU M [a Ce Hajaze
y HHTepBaay (a, b).

[lomohy enemenara e, , # 8, ., (v-=1,2 3. ... %) MoxeMo
hopmupaTH 7. PA3NHMHTHX IpyNa Of # eneMeHara, oSmHKa

(ﬂ:l'_,n ; ﬁn,ﬂ‘n} , ¥-=1,2, 8.

rae je n,, (#»=132,...n} jeta of »' nepmyTaumja 6pojesa
E 2,3....n Jlpyrum peyuma, axo 1€ nata jefHa (pyHKOHIAZ EBejY

! loe. oif. 3.
Rad Jugosl. Akad. 234, _ 15

—
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228 dp. Josar Kapamara:

NPOMEHBRBHX ' (, i), MOKEMO TOpHUM HAYHHOM H3 HHS0RD

{ (2 ﬂ} H {ﬁw, ﬂ} dhopaupaTH GECKPajHO MHOF0 PazjHATHX 1BO-

CTPYKHX RE30B2 O6aMKa

| =149 ... %
[.aff_i(ﬂ: 2 et ffu'ﬂ_ .- ”J ] i 3

| |- 1.2,3,...
rae je n,, (r=1,2,3,...n) jenna mapecna nepmyTtauuia Gpojesa

1.2,8,...n.
Ha ocHogm rope peyenor, npehemo cal Ha OCHOBAM CTab,

0 KOMC MOMEMO DAaclo3HATH Kaja JBa HU3a MMa)y HCTY hyH-

KIMjy pacliopeia,
Cras I, MoTpefay U n0BOMDAH YCAOB [Ja lEd HU3A

{aﬂjﬁ_} H {ﬁi.__n}, qUjU Cy eJeMelTH CBEH KOHauHHh, AMajy

uCcTy GyHKUMjy pacnopefa (10 Ha jejie npeHpojRBE
MHONHMHe Tavaka) je 1a jeiaH 0J] EH30B2

y =18 ...n

£y

L
L

n— 1.

I{‘fr _-IHH n}
l i 8B 2

Gyne jefad HUS o |
Wnn (uwto je neTo mpema crasy 1. 3%) Ra nocToju jeada

TAKBa ODepMyTanuja ﬁﬂw__ﬂ esemeHnara {, , Ja uspas

1 i

ol Z*’ «
H

1

—_— ﬁ

. N I

, 1.
TeXH HyAd €2, -

Jla je ropmbH ycioB OBOBAH CAEAW M3 HeleltadHHe

M

s R 3 | _ ap—1 R T o
iﬂzuﬂ-T_u*v.ﬂiin.;._ H—I_—'f i}ﬁ'.,,.n E;fjl{ b ﬂ'ri.;e Huj...”

1

N [
aw,ﬁliﬂf H i'i‘*l’,ﬂ R

rre e

 gLT]
1L
+

(1) (¥ CEBIBATETIHM HH3OBUMA,

ojaxkie, aKko MNPETHOCTAZBHMD 12 M3 { rrf.}”‘l OpUIaga EKjgacH 7

HMAMO
g |

g | ]. - - l It | .
i ZII [,H B H_.} .F_Ezj rlil Ji_}j L ??.-ZT ( & n ]

voI= e 1 Iy —- ar 1 - 1

WITO, NpeéMa MO3HATHM Pe3yATaTHMAal, Kadyje Ja W HH3 {-i-’,..,”}

IpHOaja KJaCH # W la UMa uCTY QyHKIUjy pacnopefa Kao H HU3
[ “on
poR[

JdoKamumMo caj, 06paTHO fa, 4KO HU3OBHU {ﬂ"w.”} i {;31. |
. - ]

HMajy HCTY yHKRUujy pacmopega »(x) (a0 Ha jegne npedpojnge
MHOKHHE Tadaka), TaAa MOCTO[M YBEK jelHa TaxBa mepMmyTainja
8n,.n, eaeMeHaTa £, ,, Aa je

Hera je 3ato
Wy 5~ Cpgps ¥ = 1,2,3,.. .0 -1

W liexa je n, TakBo fAa Gyje

.k P 4
l"f.l‘,ﬂ'i'-lf"’ﬁl._Fl..it? == 1"-'}-‘“'“_]

noKazalieMo 1a y ToMme Ciyd4ajy, nod ropmoM NRETNOCTARKOM
#3pas

b

1 <

—_ . ' —_ I'_.l'
1 21 o ™ P

L

1
TeXH HyNd ca —- Heka je aaro Ay (=) u B, (&) 6poj enemenaTa

HU3a e, , GHAHOCHO 3, w, *¥=L2... 5 xoju HUCY BehH o1
CTaBHMO

1
&, (r}— - A, (x). T, ) =B, ()

M HeRa Cy

I loe, eit. .



) Ap. Joran Kapamara: b

MHBEPCHE Qyuruuje fyaxuuja «, (r) u 3, (); Tana je

K, ‘K, =1,2....
1) 3 ZE"H.( 1] v y = &

i, ——
FLI Y ?‘i( .M -33:13253:...

rie je »— 1<K, <{».

1 (I

Osznayumo cap jour ca 7, (x) dysaxumiy
n (“ﬂ — :r P {JI} - crfﬂ {‘H} i

Taja BHAHMO JIAKO ja je

1

h ]

] "4
Do 3 1 . Ee =
I ) ' ) : .

Jla OMcmo can Aokasanu Ra TOPHH KRTerpat /, TEXH Hyau ca

1 . |
. ¢ HAMOMEHWMO clellehe nBe ocofuHe HHM3a (yHKuMja y. (7).

I*. Hus ¢ynxunja Teskd Hyim sa cBe « unTepBana [0, 1]

H3y3€B Y TadyKama jeflHe npedpojHBe MHOMHHE.
Jep npema mosHaTHM pesyaTaTMMa' W IIpeMa NpeTNOCTABIM,

HHBOBH 2, (¥) n g. {x) KOHREpruuly, 10 Ha Tayke jenne NpeGpojHBe
MHOXHHE, WHBEPCHO] (PYHKUK]U # (z} PYHKDHje pacmopega # (i)
HH30BA {a% “} H {,3,,,__ n}.

2°. Bapujaunja nuza dynkumja y.(r) je ynudopmuo orpanu-
qeHa; jep je

i
]":zi,
1

- ﬂﬂ; (Tj.r— I) UIH [j"E.],___l‘) ‘ ! i 21«' ‘ ﬂn (EI’,} -— F.n {:rJ‘_".!I:J'I i “H” ‘\‘ET _1) _-:_
| i

H I

P}F“ (Fa } — ¥r ("E"—l) ’ — -21 | | Py (:,:;1' ) — E-?]n f:"EP ] ‘ o

1

_l_glﬂ (-171,-_1) Ii zi' {jﬂu {'I:-;} — 2 (Ja—]J) '_%_

e (o) = (i)} S2 (b —a)

rpe je U==2y< %, <y <ia, =1, v =12 . 21,

jellHa TPOM3BOJbHA Mojlena wHTepBaJga [0, 1].

! loe. cit. ' a. ¢Tp. 8. cras. 1

(4] O eRBHBATEHTHHM HIZ0BMMA. 151

M8 oBax ocoluna wvusza v, (+) ciaexn 12, KO je)laR maplyjanan
HU3 v, (») KoHBeprupa T. j.

. . . |: r SN
L Yp, ) =y ()

v —

Taza Je pyHKUAja ¥ (3) orpaHuyeHe BapHaiuje {a variation hornée)
# DaBHa ¢ HYIM 3a CEE x MRTepBana [0, 1}, usyaer y taukama
Jelie npe6pojHBe MHOMKMUHE | npema ToMe je

L ‘o :leﬂ’ﬁi, (iﬁdﬁz---jlﬁﬁ*(ﬁd;:o_

[ -+ 1

VaBapumo can jeman npoussosban NapUMIANaH HBU3 Y, (&)

M3 HH3a p, (xr}, npema Hilbert-Banach-ogox CTaBy, NOWITO jey, (i

PABRA MOIY.NY Pa23/IMKa IBefy YHHOPMHO OrpaHHYEHHX MOHOTOHHX
(PYHKOM]A, MY MOKEMO M3 HH3A Y »,, () YBEK W3BAguTH jefaH nap-

nujajgad HU3 Ypp, (%) Kojn je KOHBEPreHTaH, na je gaxne y Tome

. o
L Lpp.=s L \ Ypp, (£} dE=

"= > I — o

corydajy

Jakse U3 ceakor NApLH]aAHOr KH3a 1, HHBa [,. MONKEMO
YBCR H3BAfATH jelaH napuujanad uus {pp, s KOJU TEWH HyJIH;

IpEMa 'eMYy Mopa u Cam Hu3 I, TOXUTH HymM, Jep axo Taj upna

He TEH{f{ HYJ/IH, Ha_* hEra MoMemMo yBEK H3BATHTH JCIAH napuyjanan
HH3 KOJH TeWH jegHOM 0pojy pasnuumtoMm 01 HYJNE, a H3 Tora

napuu]a:rmnr Hh3a He Mo)xemo Hukag HEBANAWTH NapiHjajHe HuU-
30BE KOIM TeXe Hynu.

Jlaxne je

) ;
ar'ﬂ'ﬁ_‘una';ﬂi: l 4 Li‘ =1

LR

_—
LEE ;

EL—- -

YHME je TODHH CTag NOTO¥YHG A0Ka3am,

e HHALR]Y :
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Ip. Joean Kapamara: (109

Hedunnuuja, Tea nusa {ai,_‘ﬂ} i {id’w?ﬂ}: YH{H Cy eNEMEHTH

CBM KOHa4yH#, Ha3BakeM0 eXBHBAJLEHTHHM, aK0 NOCTOJH TAKBa
jenna mepmyrtauuia 3, ,, eleMenata g, , (¢ —1,2,...n) na

H3pas

1 x=
— li' H*P, ——— 'j
1

7 I TR T
H £

1
TeWH HyAHM ca —:a LITO hemo o3nadBTH Ca

J

it jiﬁj._ﬂ-‘

pop

W3 oBako gedpunucaHe ekBUBaJennuje iMoo npema cragy I
Ja, aKo HHU3 E{If.-”]f NpUNAna Knacm ¥, Te axo je

.3
4 e

II. J.i-' |- ﬂ- 'j." j‘i

TA%ka U EK3 {ﬁ.l,rﬂ} NpHOIajga KiXacM ¢ M HMa HACTY
byHKOH]y pacnopejfla Xxao M HH3 {uy}_,a}: (10 Ba jegHe
npebpojnBe MHOMUHe Tauaka). AKo MehyTHM HHE3 {t::i._,ﬂ} HE

IPHAANA KJacH # H aKko je a,wmﬁﬂybﬂ_‘ TG1A M HU 3 {,-5‘1,,_,,} Hehe

NpHONagaTH KaacH ».
Jagne, H3 came eKBMBAJCHUM]€ MOMEMO 3AKHBYUYHTH Aa N.H

o6a HWSa NPHOajajy KaacH ¥, a y TOME CJaydajy WMajy ucty

dyuxiuu]y pacnopepa, waM HHjeJaH He NpHOaga Toj KJAACH.

" TloxkakEMO caj aHANOrHjy uaMehy oeako JeduHmCaHe eKBH-

pajeHlije ¥ 0OHYHe jeJHAROCTH; To yBHhamo us chejeher Huaa

tharaTa:
1* Axo je
- - & " .
uta'_, n O I‘j.'! L H i u L AT n M
Tana je
Coon OV p 1 -
Jep je

Z" 5 Uy n

1

[
¢ - n — i |."-I|I
Va . H = 2 ‘ EJ':H- a}n i, i —I_ E SRR U
1

Al g .
intan.

(117 () UKBNBAIEHTHUM HHAORENMA. 233

2" Ako je
“rju ™oL
Taxa ie
[""rr-_. aoTo
lep je

2 Y —
E ‘ 'f‘-p,.n: — uj;u, T & p p, P

1
1
2’
1
3% Axo je
/
H
: Pir._n
Taga je
HJ‘.H :

4°, Aro je
. | @, 5, X
Tajga je
Cp - i3

Jep npema 3° umamo

I
T

Cpn - Bon X Uy .

) ?

f

3 T
g O M pn ™ Pn'

~ i i-

T W n L PPa",n-
; ‘ ',

r
||
Cpn — f‘ni.’n| '_1'

+ ﬁrn‘ », B ‘ < iy
1

. a |.
lﬁ!f.,ﬂ — iju’.y}ﬂ |-

pon ™ ;.f” p,

Y jelaH MpoW3BOJLAll HU3 KoHa4HHX CGpojera, T. .

L r=1,2..,.n
i J o= 1.3 48,. ...
"1 ™ 4:]; -
Poon ™ P oo Yo

b o

T L Y
- r il
.l‘.'_. il ™ ﬂ ?!I L FI_ Jl]' .“'|I "I’? -
¢ : . r JF
.I“?:a.-: R TR u'j.:r, T I F s,



234 Hp. Josan Kapamara: 12

— -

na j¢ ¢ o03MPOM Ha ¢

ar

. - ! | ,
4 ) i'j. S t'I” L ;Jn T
#, 7,

v 3 0

AKO cajl UpuUMeHeMO, jelaH KoHadaH 6poj nyTa, onepaluje
H3AKERE ¥y 2, 3° u 4°, naro yenhamo ciaegehn pe3uaTar :

3% Axo je I (x, ») jenaH moJurOM Mo X #Y, Taga U3 eKBH-
BaJIEHIK]a

CAI€1H

h . ; ] .. ’ R
' Cpom s l'fﬂ,.h!_} ~ P(ﬂ R on Aal, ,u] ‘
A Ha OCHOBH OBOTa MOMEMO noxazaTtd ciaegeku cTagk:
- CraB Ill. Ako cy eseMeHTH HH3OBA {n:l_,_ ,,}.,{.:-p_rm}.i,{ijp! .\
H { i ﬂ} CBH KOHAYHH, T. ].
ﬂ'gm-iljriiﬁ}ﬂf:_ﬁy,ﬂ{“*fi p=1,2., .. »n

a Y - e g
S Fy n<h e <@, ,Sd w123

M aKo je $pyHknHuja ¥ (¥, y) KOHTHHYHpaHa 3a
e <o<h c<y<d
TdAa U3 eKBUBAJEHIH|a

sl .r "o g Ir r
Cpom N Uy o R H ﬁr-,n P b M

CACRH

’

#, il

b

i { ﬂiv,n :ﬂu-, u_]' A ( 'Ifn‘ potor

[loniTo "cBaKy KOHTUHYHpaRy QYORLIH]Y " [~ ) MOKEMO
YHHPOPMHO anpoxcumupaTn nomoky nosjmmoma p (e, 4y T, ].

|J iy — I (>, #) ; L F

TO CHENH
1 :‘"—1 |
_ - . 4 3 - —
— B '-'“ ( r"{?.', woaite .ii'} - 'IF r: HJ',H Vb ¢
H | ’
1
H
1 |
. ot ¥ LA " L, S : -
— | 4P ([f W, oat it TS ! {1, gt ol Tk
?E 1 L] L] bl

{18) (0 ¢XBHBAJCHTHIM HH30LHMA. 235

a nmpema ' je
1 -; I, . . W 3 . L
_gzw | { Constivn) — 4 (H TR A L
! ’ H "
1

a omnappe

Tt

] . . i : ! ! ¥
' Z?r Y% ity n) — (o p M P prl T

i 1

1
war

{ i [ LIV ﬁp? v P( L .":'il.,-J n} } . { P (HIH g BT :':-’Hﬁ'.}h i'a')
| - '
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OBaj cTag, K40 WTO BHAUMO, 0OYXBATA KAOD cnenujaiie ciy-
yajepe 20, 3¢, 47 » Ho,

HanoMeHnumo jolwl ga ropmM CTAaR MoOsKeMO JAKO VOMUITHTH
H Ha (PyH™SH]e Ca MPOM3BOJHC MHOrQ npomMenmHBUX. MehyTHM,
Kaj je ¥ yHKiIHja camo jegye [MPOMEbHBE, BAMH Cjenehu
ONIUITH]H CTAR:

CraB IV. Axo je »(z) fyHKuH|a pacfiopeja HH3A

1@ xp B aKoje f(#), £ S—unTerpabunna CoG3HPOM HA
¥ (), TAKa W3 EKBHBAJEHNOH]e
Uon X B, . M
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PG, ™ S 3 I.Jn) *

Jla Gucmo JoXasand oBaj CTAB, HANOMEHHMO Hajmpe ja, ako Je
7 (¥) B S — unTerpaGuiiHa, Tafa NOCTOjH yBeK JelHa KOHTHHYHpaHa
pyuxugja ¥ (x) Takea, Aa le

pir)< S, a<z <

H 1a je

ill.l' '|||!,|

FRAY: { » () } — \ th (14 [ () J < F
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rie je ¢ NPpoU3BOJHLHO MaJH HO3HTHEBAH Opo]
[Ipema ToMme Je
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TG M3 TOPH:E HeleTHAYWHe CIeiH

1 P IR : ‘ S
L | H‘) =7 ‘\ i'J.H' N '-”,»] R
H 7 |

o=

2 MOUITO ¢ MOMKeMOo OHMpaTH TPOM3BOJLHOC Majo, To Je jawne
j( ffzsji:} SFA R ot} - ur. . T. A
b

YV apyrome geay OBé paclpase NOKa3aheMO KaKO €€ MOXKE
M3 OBOF CTaga A0OUTH jefaH noTpe6aH M [N0BOJBAH YCJIOB 3a
R S — unterpabuMHOCT jegHe jgaTe dYHKUH]E

Ha xpajy HamoMeHHMO jOUI OBO:

Crap III. Ham xasyje fAa M3 eKBHBAJEHIH]A

r - I
Up g >, 0 B Pen Gl S T
A ' r

CJaeH eKBHpAJeHIH)a
th ( LU ign, 31) Xl 'L &y g, 1 J'i nr.,;?ia)

4.4, KAOQ TO CMO Beh paHuie HAOMEHYJH, K3 OBe eKBUBA/IEHLH]E
HUKAKO Ce He MOYKe 3aK/HYUHTH 1a jeJaH O]f HH3(BA

Jl t { Epn s fj”:-f.n—;} HJH { i [ a:ﬂ b M :Iju?i',_,.ruj}

mpUnaga KJAacH », ITaSHIIe HH M3 NpPeTHocTaske Ja o0a HH3a
{ﬂ«.u,n} 7 { 8y, TPHNANAJY KJIAaCH #, HE CNefld Aa HU3 {y,r(ai,}” :
B, »} IPHIANA TO] KJACH.

OBO MOMeMO yBHACTH M3 caejeher: I0K je, 34 er3UCTEHUM]Y

rpaHnle
L 12' P, n)

5 == T 1

3a cBe KOHTHHyHpahe dyHKURje 7 (¥}, noTpefuo M JOROJBHO [ia
noeToje ¢BE TpaHHie
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34 €T3HCTEHUM]Y IpaHMle

l 1g ,
A. -—zi’ i (ﬂu,ﬂ ’ J"jr,n)
1

'}i—"mﬂ

34 (B KOHTHHYHDpaHe QyHKIHje ¢ (¥ y}. noTpetro je u NOBOJBHO
14 MOCTOje CBe rpaHuie

I ' . ' :U‘l.i”...
. _zi'(ﬂlﬂfl]f -('ﬂi':‘“)]r . ‘z}:{}.‘: l-‘J'

WTO JIAKO yBHLAMO M3 aKTa Aa ce cbaka KoHTHHYHpaua hyHKgH]a
W (r, y) MOWe YHUDOPMHO ANPOKCHMUPATH nomohy nonupoMa

Pz, y)
[Ipema ToMe BHOMMO Ha camo Cr3UCTCHUA]A TpaHWLA

N .
L iZﬂ ( {l'-i,_,?ﬂ)‘” " Liz-zi ( J'::I*,-H]P L p=0,12,...
e p—— ’
T. J. DPETNOCTABKA 1a HH30BY { Gon {8, ap TPUNANA]JY KAACH 7'
HHf¢ NOBOJLHO [a rpaduna A. MOCTOJH 3a jellHY MPOK3BOJLHY
KOHTHHYHPaHY Gyarudjy ¢ (z, y).

MebyTum, npema panujem pasnarawy, MOXe ce n 683 npu-
MeHe rpasMua B, y u3BeCHEM CiyyajeBuMa FAKBYHUHTH 028 HH3

{-:;: (@ ,81,?,;)} MpUNana KIacH #, Ka0 LITO HAM TO Kaayie CJe-

nehku crap:

Crar V. Axo nu3zoBwm {ai,,n}u{;’?i,;ﬂ} npunagajy
KAacH?, ca onropapajyhumpyurnanjama pacnopena
¢ (®HPF(X),AaKo NOCTO]H jenna PyHKUM]a F{z) TakBa
na je ona ES — uuterpaGuana c 003UupoM Ha « ()
H 1a je

ﬂi'J ] o f { r’{;lJ '_le)

Tajga H Hﬂa{w(ﬂﬂﬂ,ﬁ%ﬂ)} Npunaga kjgacy

. _1 LIlTapume, npema jeaHoM Lebesgue-onom CTary {Bull. d. Sclences, Matl,
t. XXXVIL. 1903.) Aa ce cBaka KOHTHHYHPaHA dynkumja » (- ») MOWe yHI-

(hOPMHO ANPORCHMEPATR NOMOKY OAENOMA 067nga F 2), s = a1+ 7 4, cnemn
fa ie noTpebHO R AOBOJBHO A3 NOCTOje Ccpe paHnLe ofanura
H.
]_ L a 1 __F !,l —_ —_
—2.7 0% T ) pmoin) 2 i=| — 1
w= = H

17, O CHEWBATCHTHNM HAZOEHMMA. LB

[Ipema ctasy 1l n3 exeumanenuwmje 3, , ~ f { €, ) Caenn

AN N ”_) N e T Fp) ]

a TMoWTO ¢y CBe fPyHKIH]e
N . . -P
lff'{ J:JI(J:'J_]I p=1.2,3. .

I!'S — uHTerpaGuade ¢ of3upom HA « (r), TO CAegd A4 HU3
{ e, . e, ”)}, td ITpema TOME H HH3 { Wy oy Bin) }npn-
ﬁa;la K1nack ¢, B Aa 00a HU3A HMAlY MCTY YHKUM|Y pACHOpena.
. . T, A
[MpumeTmMo HA KPajy joul M TO Ja CY YCJOBH ropiker CTABA
YBEK MCIYH-eH#l Kaf rop HH3oBu { &, ,| M { 31, n} NPUIAfAjy KNACH
¥, H Kag je

] 32
- j - _j. ? !"‘"*”
”:r,te-H““*':":JJ—l—l,»'iH Fregom ity — 1w H=1,2,8....

T

1L

Y oBOM heMO Jeay Hajupe npeuu3HpaTH jelaH, seh panuje
loKasaH CTap' M nagemhemo, y Beau ca npehawmmnm w3narames,
HEKE HEroBe MpHUMEHE.

[TomeryTH cTae rnacu:

Ctras VI. MMorpe6ak M loBOMmAH YyCNOB 14 Ipa HHUA

L i . j{ «, H)
]

o — on M

HOCTO]H 33 CBE HuzoBe {“:-,u} KOjH HMa]y DYHKOH]Y
v(#)aa gyHxruUMjy pacnopena jecrte Taj xa /() 6yne
K5 — wHTerpabuana ¢ o63upom Ha » ().

fla je ycnoe poBosbaH, ackasalo je seh y rope HUTHPaHOM
pafy; Tpeba gakne jow Aa fOKaKeMo la, ako GhyHKUHja F (T} HHje
RS — unrerpabuana ¢ o03MpOM Ha ¥ (z), yBeK noCTOjU jejaH
TaKkas HH3 J, , ~ @, , 0a TOPe HaBefeHa rpaHHLa He HOCTOjH.

Nosnato je fa je morpebaH m RoBOJBAH yCAOB 1a f (¢} Oyne
i S — unTterpaGusina ¢ o63HpPOM Ha ¥ {«):

1 loe. elt. 2.
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1. pa ce AMCKOHTHHYMTETH dyuruuja 7 () 4 » (x} He TO-
KJanajy ;

2. pa dynxnmja fx (z)). rae je u# (x) naBepcHa (GyHKIH]A
tbyurnuje » (x), oyge I — HHTerpabGHAHA.

[Ipema Tome, ako dpyaxumia f (&) Huje £ 5 — uHrerpatuiya
¢ oO3dpoM fa # (%), 3HAYM unu na GypruEja 7 (e {(#)] wpje fi —
MHTErpaGuaHa, MJIH Ja C€ H3BeCHNM AUCKORTHHYMTETH (pyHKOHaA
/{x) B v &) nokaanajy. .

[peTnoctasumo Hajnpe na f [# (x)] HHje I' — uHTErpadu.IHm,
H [MOCMATPRJMO HU3

-4___) Ay, ¥, 40 FAe JE o — 1 < TR RO

OYHTAEAHO Je fla MOXKEMO M3a0paTd JBa HH3a {7, , } M
TaKo ga Oypje:

| 5> 33 y( ) Sh}"[ﬁ-{é‘JJdEi

ln = TR

< HHOIHTO jE'. no HNpeETHOCTABUHA

afy

rle@]ar ==\ slue

—r p

7

G " Scy TOPHBH H JOWH HHTEI‘[}HJIH),T'D QUHIAE]1HO NOCTOjH jelan

i

TaKap HHE3 OpojeBa {?: w,ﬂ} n1a TpasHna

(=)

ne=ax T i

J

YOIIITE He NOCTO]H.
[IpeTnocTaBuMO JIH caj nake na je pynruuja 7 |p (O] 40—
HHTerpaCHaHa, adW Jd €€ HW3BECHH IUCKOHTHHYATETH PyBKUAI2

(191 (} CKRBUEAICHTHHM HH3OHHME. 211

/ (x)u v («) mely coGom noxnauajy. Tapa ako 03gadyuMo ca «
jejaH NUCKOHTHHYMTET MyHKUMjA f(xi u #{r) ¥ aKo ]e

i — =y, +{e— U= g

Yy — o = 0

@yHKUHja ¢ () je vy HATEPBANY (fq. ¥ ! KOHCTAHTHA H paBHa f,
_ BT B : ; .
[Ipema Tome HH23 Opo)eBa # [T Ly — 1<, <v,(r=122.. 2

CaApKH p_ eJeMeHaTa, Kojd Cy CBH DaBHH ¢, H TO xaf e

Hy < < ¥

P it
1

=d =i — ¥

=

A0 jaxjc CMEHEMO THX p ENEMEHATa €a p, APBUX  eleMe-
HATa |eHOr HU3A 4, (v =1,2,...), koju TeXH TrpanHlua ¢. W
03HAYHMO TaKO0 oOMBEHH HOB HHM3 ca{j, ,}, Tagd je OYHIJIEAHO

) ;I:.i'.-"
Py, > H N~ e

[locmaTpajmo can uspas

npema MNPEeTHOCTABUH, NPBA CyMa Tewu jefuHoj oppeheHo] rpa-
Huun A Kajg # — oo, jpakne je

leirf(ﬁvu}—fi'—df EE)—|—[EL1 }f{/ﬂj}

n=uw wo—

a Kako je « jegHa TadKa AHCKOHTHHyHTeTa (yHKUMiE [ (¥). TO
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QUUTJIENHO MOXEMO YBeK H3a0paTH jefaH TaKaB HH3 OpojeBa
1@}, Ba Gyge

a Ja rpakxua

| RS X0

b Iy ¥ 1}

HE MOCTOjH.
Ha taj je mauun poxasano pa. axo F(#) nuje RS — unre-
rpaduaHa ¢ 063upoM Ha » (&), MOCTOjM VBeK jeflal HH3 {30}

Ca YHKUMjoM pacmopefa » (x) Takas 1a rpasuvia

He NOCTOJ ; npeMa ToMe je M ropHHA CTAR MOTNYVHO AOKA3AH,

Kao upsy npumeny oBora craga, AOKAIKHMO, ¥ HEKY DYKy
WHBEpCaH crae craea IV, koju ce, y HCTO Bpeme, moKe u3pehn
A Ko ycnoB 3a I 5-— unTerpaGUIHOCT jefHe NPOU3BOMBHE
PyHKBHje, A& KOjH rIacH: |

Crae VII. Hexa je {@, n}i€Nan HE3 Koju uUma ¥ (x)
3a (i)yﬂmuajy pacnopefa; noTpeban ¥ J0BOJAH YCAOB
Aa byHKEHja f(x) 6yge RS — HHTerpatuadHa ¢ 063H-
poM Ha #(z) jecTe Taj Aa 32 CBe HURO ke {3pn} KOjE

3400B0O/HABAJY EKBHBAJNEHUH]Y

cCAenn
f( Hp} HJ B .J'f ( ﬁ,ﬁ' ”, .ii-} '

My Apyrdm peuuma, pa Oyle

{21) O eNBUBAICHTEIM HIUIZOKITMA. 243

——a

3a CBe Hnaﬂﬂe{ﬁw} 3a Koje je

1 [ |
1 | |
] j |_l -
L Ea‘ || i I i —{},
1 1

po— = M |
r

la je osaj ycjor joBO:Lad, caeim w3 ctapa IV, [Toxawumo
jow 3@ je od ¥ moTpebad T. i, 1a U3 €r8HCTEHUM]e eKRHBANEHLH|A

F () ~ 7 (B )

3d CBE HH30Be 3a Koje je @, , ~ 3, ,, ciem &S
!

HHTErpa-

OUAHOCT QyHKUMje f () ¢ 003MPOM HA QYHKUH]Y ¥ ().
Hexa je 3zato f(x) jexna MPpou3BOEHA (YHKIMjA: NOCMa-
TPajMO HH3

(H"’r”. .
il | N ﬁ"ﬂ’i vy ¥—1 < Ay = ¥

' LT p—
no. ' 1%

W3 moraza crasa VI cnegm na MOCTOJH VBEK jelaH TaKaR
HH3 Opojera { % »} Aa rpannua

.—':r'“r

IOCTO]H, & uUpeMa ToMe K3 CKBMBAJEHUH|e

o : [ '{JJ,.?? ] . . . C e )
L I I SR

CACIH 13 rpaHuina

LS.,

'IIL-—_:;:H'

er3uCTHpa 3 ; e | ' '
Pa 32 CBe HHBORe {80032 Koje jec poa X @3y, naje

AAKae npema ET&F}F IV, byakumja 2.5 — HATCrpaduana ¢ of-
3UpOM da diyurnujy » (z). m. j. T. O,

Ha ocnoBy crara IV. mp JoIl MOXeMo ojroBopHTH M Ha
Cheflelie nuTame.

[losuarto je ga uz B S-— RHTErpaduMnOCTH QyHRAMia f(x)

# (x) ¢ 063UPOM Ha jeAny mMoHoTOHY byhrrURy 2 (), Be caeln
Rad Jugos!, Akad, 234 16

b
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yonute R S — rATerpalHaHocT pyuxiuje /(¢ (@)], ¢ ob3upom ua
acTy GyHKusjy. [lpema TOME MOKE C& TOCTABATH cnepehe
NKTALE : _ -

Axo HaM je jaTa pyHRuUK]2 ¢ (¢}, i S— mnrTerpadrana
c ofaupom Ha # (). KOl& YCJIOBE MMa 1a 3afl0BOJbH By HKLB2
(@), na na /(g (z)] Oyae R S — unTerpabuina, c ofaupom ua
¥ (&) _

fla GucMo OATOBOPHJH Ha OBO NHTame, HAOMEHMMO HANPE
cnenehe: | |

Y jexnoM pannjeM pafgy' AediHucalm CMO JEIHy, hyHKUH|H
¢ (¥) oprosapajyhy dynrumly ¢ (@, y) Ha ciaeleld HAYMH!

| [Q8a ¢ >y¥
FUN= 152 ¢ ) <y

H CTaBHMO ¥

A
L= ¢ @y dlr @l

Tana OATOBOP HA TMOCTARMBEHO MUTAME THACH:

Ctag VIl Hexa je ¢ () RS— uwHTerpabuina
c o63upom na »(z), xa 6u flp(x)] 6una FS— uure-
rpa6unua ¢ 063WpPOM HA HCTY PyHKLUU}Y, AOCBODHO
jena f(x) 6yne RS— unTerpaluaHa ¢ 06GBKPOM H2
A (x).

CTaBuMO

{ﬁr,ﬂ}z{ ¥ '[ H’*':ﬂ)}

rajga je, npema rope UATHpaHoM pany. 4 () dyHkumja pacropela
nuza { 2, ,}. Kaxo je mehyTum

71 1 . N
%gwwubmgfﬂ¢”””

TO W3 NpeTnocTaeke ga je / (¥) B S — unTerpaunaia c 003MpOM
na 4{x}) u B3 craea IV. ciegu ja rpaduiia

'1;“ ”. v 7 [ ' ( &y, .u} J

fi s

i = i

i loe. eit, 1. e, Théorime .

[24) () eKBUBANCETHHM HUROBNMA. 245

arr—

MOCTOJH 32 CBe HHUAOBRE {{‘-:‘,,‘ﬂ_} KOju uMaly #{») 3a dyukuujy

pacropefa. [laxae na je 7 [p (x)]) R 8 — uurterpadunna ¢ o63upom
Ha ¥ {x).

Mebytum oraj yciaoR Huje moTpe6an, kKac IUTO Ce MOXe
YBHIETH, aK0 33 ¢ (»} yamemo hpyHKUu]y

4 34 & <«

f;r-(s:)==

h 3a x< @

H aKec MAPEeTHnOCTABHMO [a je f (r) IMCKOHTHHYHpAHA y Ta4dkama
a Wb, a=/_1b

AKO ¥ ropmesm CTaBy CTaBUMO » (¥) = 2, fo0HjamO CJAMUaH
CTaR 3a £ — HMHTerpalHAHOCT, HAHME !

Ha 6u fp(x) O6una E— wnurerpadunua ¢yHkuuja, kajza je
v (¢} K — unrerpaGunna, 10Bo/bHO je na f () 6yae £ 9 — unre-
:pabuana gyHkuujia ¢ o63upoM HA

&
1@)= ) gt

t




8.

0 ckvivalentnim nizovima. — Sur les suites équivalentes.

lTevadak iz rasprave priopiene w ,Radu®, knj. 254., str. 223.-—245.
— Résumé du Mémoire publi¢ dans le ,Rad®, T\ 254, p. 223—245.

Napisao — Par

: Dr. Jovan Karamata.

..

T.a présentc note ne fait qu’ une suite des travaux déji publiés
par I'auteur.* Pour la notation et la terminologie s¢ rapporter aux
travaux cités.

Dans la premiére partie de cette mnote I'auteur, avant de
définir 1' équivalence des suites de mombres, considere les suites
particuliéres suivantes:

1A Bommerfeld, Atomban, 3. Aufl. 8. @38,

2 P, Kilein, Vorlesungen ithor die Entwicklung der Mathematik im 19. Jabr-
hundert, I, 152,

1 8 Klein, Gessmmelto mathematische Abhandlungen, I, 52,

+ (4 R. t. 182, p. 833; t. 183, p. 726,
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Deéfinition: On appellera une suite de nombres {3, ) une

suite o, si elle a pour fonction de répartition la function

{](;r]:[ﬂ pour x < ()
| 1 . x>0

et
0<0{) <1.
lies suites o ont des propriétés particulieres exprimées duns
le théoréme suivant:
Théoréeme I. Soit {a, ,p une suite de wvombres

bornés, situés dans intervalle (e, ), a <0 < §.

_ La condition néeessaire et suffisante pour gu'elle
solt une suite o est que 'une des quatre conditions
sutvantes soit remplie:

. -1 -
0 1
- LE Z”’ (@r.0)" =0

= 1

pour tout p~=1,2,3, ...

= Lfv @ _q
- H

il = X

pour tont x>0, ol N(x)} désignclenombredescélémeonts

dpnms (#=1,2,...7) dont le module est plus grand ou
éral 4 =, |
3'3' 1 "".
- w2 [t =0
: W= 1
40 L )
. LE zw(awrﬁ] —_
' W= 1

Moyennant leg suites o, on peut maintenant formuler les con-
ditiong pour que deux sultes de nombres aient [a méme fonetion
de répartition.

Théorémo II. Scient {2, o} et {b, ,} deux snites de
uombres bornés; la coudition nécessaire et suffisante
pour quielles alent la méme fometion de répartition

" Sur les suites équivalentes. el

est quil existe une permutation b, 4, des ¢léments

b, n (=123, ..n.) telle que la suite

{ﬂ#,n o E’ﬂ- a B

soit une suite o.
Ou, en 4 autres termes, telle que Pon ait

I%

= A

b = (.

a'i':ﬂ T Vg, 0

Pour démontrer la nieessité de cette condition, I’ anteur montre

en particulier, que s1 1" on a
ﬂ’w,ﬂiﬂi’—]-l, et bﬂ?,nib”¥+l,"

0D aura

tontes les foiz, que les smites {a-i,. ﬂ} et {bi,‘ ﬂ} ont la méme fonetion

de répartition.
D’ aprés ce théoreme, 1' anteur introduit la définition suivante:

Définition: Deux snites de nombres bornés {aﬂ,} ﬂ} et {bﬂn

seront nommés équivalentes, ce que I'on derira

L bﬂ-i,:ﬂ-
s'il existe un¢ permutation &, , des ¢léments by (v =12....2)
telle que
1 i
o 2 En =, | =0
n—= @ 1

De 1" équivalence ainsi définie on peut conclure que: ou bien
les deux suites ont des fonctions de répartitions, auquel cas elles
sont Ies mémes, on bien ancune des deux suites n’en possede.

L’ auteur montre ensuite que les équivalences onit des pro-
priétés sembiables aux égalités, ec qui résulte des faits suivants:
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1% Des équivalences

al’,ﬂmﬁﬂy!ﬂ €t ﬁn?‘ﬂm?ﬂ'p,ﬂ
1 résu Ite
By n Yy RO

29, Des égquivalences

] ! .
®p,n O {IHI.JH et ﬁ?','ﬂ a0 ﬁ'ﬂ-'r »
T

1]l résulte

A r :
Cpn — lgzr,n Ny, v, 7 * ﬁn',,}n‘

3% Boit {y, ,; unc suite de nombres bornés, ¢. 4. d.

| r=12 ...
:"'ir,ﬂi <M n=1,23,....

e 1" équivalence

1l résulte
ﬂiﬂﬂ . j’i!,ﬂ =0 ﬁﬂ-w’ﬂ : }"v,n*

49, Des équivalences

f - !
Cp oa ﬂni,jﬁ ct ﬁu,n S ﬂ?iJi,‘ﬂ

1] résulte
. ! Lty
'—'I-:u,n : ﬁ,‘.,}ﬂ o ﬂn'ﬂ,,ﬂ _ ﬂnfmﬂ ]

En appliquant les opdérations citées dans 29, 3° et 49, un
nombre fini de fois on obtient le résultat soivant:

50, Beit P (z, ) un polyndéme en » et y; des équivalences

- f . _ ’
ron ™ Hnr;n et J'?J!,ﬂ ™~ 18?1;1.}?1

1] résulte

= ! ||'J
P(ﬂ'r,nz fgy}?a)&P(ﬂﬂi.rn= &' 1,’:4)'

Sur les snites ¢équivalentes. 41

Puis en appliquant le théoréme de Weicrstrass, sur Y approxi-
mationn deg fometions continues par des polyndmes, on obtient le
théoréme suivant:

Théoreme IIL Soient {ea, 5, {@yu)f {30} ¢t {F0 n}

quatre suites de nombres bornés, tels que

ﬂiﬂw,ﬂi’l‘*s {Eiﬁv,n{ i
aiﬂ’ﬂ;ﬂib; € Eﬁrw:nid

et soit ¢ (z,y) une fonetion continue pour
gLz <dbete<y<d

des équivalences

f -
p,n ™ Ba,n et IS'I-*,H - ﬁ'n'w,ﬂ

il résulte

i ( @y 5 s ,31.} ﬂ) oc b ( ﬂrﬂ’??n ) ﬁrﬂ.‘i., ?t) '

Ce théortme cst valable pour les fonctions v d un nombre
queleonque de variables. Quant aux cas ou ¢ est fonction d’ unc
senle variable, on peut le généraliser dans le sens suivant:

Théoriéme IV. Snit #(z) la fonction de répartition
de la suite de nombres bornés {a, ,} et soit f(#) une
fonction bornée, #S-intégrable parrapport & #(x);
de Yéquivalcuce

E o,
Ei',ﬂ ™ ﬁ"w,“

il résulte toujours
fﬂ( H“HJ.H) mf(ﬁﬂ 1:,”'.]'

A la fin de la premiére partie, 1" auteur fait la remarque
suivante:

Soit ¥ (z,y) une fonetion continue, de 1 hypothese que les
suites { «, 1 et {;‘?i,,ﬂ} posstdent des fonetions de répartitions 1l
ne risulte point que la suite {@(a, ,, 3, ,)} en posstde aussi;
car la condition néeessaire et suffiisante pour I’ existence de la
limite

N =

1 TE
EEE, i Cp n s ﬁwjn} 3
i i
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pour toutes les fonctions continues ¢ (r, %), est | existence de toutes
les limites

T
_]_ - i _[}il-\—l’
"_ﬂfﬂz"(‘”ﬂﬁ)}‘ (8n) f;—f} 1.2,
- i

(ou bien [’ existence des limites:

1 ) .'__"‘
L zij(ﬂi’n_l‘?ﬂwn)j ? '—1=F:1='3*3"")-

n= =N

Par contre, I"hypothése que les suites { e, % et {3, ny POS-
sédent des fonetions de répartition entraine sculement | existence
des limites

L}_z (¢ n) EtL z v (G, n) , p=0,1.2,...

H.:-:n?!' M -"Cﬂﬂ

I/ anteur donne, en outre, dans le théoréme suivant, une autre
condition pour que la suite {q; { t:ri,,u,ﬁ,,?ﬂ)} ait une fonction de

répartition.
Théoréeme V. Soilent [a, ' et {3, 4 deux suites

de nombres bornés et sort » (z) la fonetion de répar-

tition de Iu suite fa, 15 #il existe une fonction f(a),
BES—intégrable par rapport a4 »{x) et telle que
Lw, “:‘.»""(Hz-n)

la suite

{ tp ( Cp ns .‘E‘i-r_. H)}

aura nécessalrement une fouetion de répartition.
Dans la seconde partie, | auteur complite d' abord un théo-
réeme dcja publié dans les travaux précédemment énumérés, a
SAVOIT:
Théoréme VI La condition nécessaire et suffi-
sante pour que la limite

sur les suites équivalentes, 33

cxiste ponr foutes les suites {ad,}ﬂ} ayant »{r) pour
fonetiou de répartition est que la fouetion f(r)
solt FS-1ntégrable parrapport a »(x).

A Taide de e théorcme, on peut compléter e théoreme IV
ct 1" énoneer en termes suivants:

Thénrime VI Soit {ﬁ:i,‘ﬂ} une suite de nombres

bornés avant #(z) pour fonction de répartition; la
condition néeessaire et suffisante poar que la
fonction f(x) soit R S-intégrable par rapport a »(x)

- i - - "l. r - ’
¢sf que, pour tounte suite {,31,:,1} satisfalsanta I'équi-

valence
E\.__"‘-.
By n,
I’ équivalence

F(@un) 2 f (Bu, n)

s01t gsatisfailte.
Uu, en d'autres termes, que

1 L
L f(ﬂ: )‘".f(l‘gnw,n)!:ﬂ
= |
pour toutc suite {ﬂmﬂ} remplissant Péquation

1 H
L n_ﬂni,Jn = 0.

h=u

Comme “dernicre applieation, I'auteur s¢ pose la question
sulvante:

La fonction ¢ (z) étant RS — intégrable par rapport & # (),
quelle condition doit satisfaire la fonction £ (x) pour gne f [ (z)]
soit B Y — intégrable par rapport & # (x)?

L anteur donne comme réponse 4 cette question le théoréme
snlvant:

Théoréme VIII. Soit ¢{x) une fonction RS —inté-
grable par rapport a #(x); pour que flp(s)] soit BS —
intégrable pur rapport & #(2) il suffit que f(x) soit
£S5 —intégrable par rapport a

f
i =Y gCa )

4
lavjedda mutem.-prir. mazr, Jug. akad. 29, sv.
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{U ponr @ (X T i

TEO=1 L p <y

Pour les fonctions I — infégrables cc théoreme se redult 4 L

proposition suivante:

Pour que 7l¢(z)] soit E — intégrable, lorsque @ (#) es
R — intégrable, 1l suffit que 7 {x) soit RS intéprable pa
rapport a

b
A ()= S o (S, oy d .

e

Cependant la eondition eitée n’est pas néeessaire.

. ———y ———
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