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CTABA. .

Op JOBAHA KAPAMATE.

([Tpuxasako Ha cxyny Axazemuje NPHPOABHX Hayka, oa 19. oxktoGpa 1931.)

Y nocmegibe BpeMe HWrpajy BakHY YJAOIY y pazHuM rpaHama
aHanu3e H3RECHE rpyne cT4BoBa U3 I0UPHHBOCTH OECKPajHUX HH-
3082. Takeo] jegHO] rpynu NpHNapajy ¥ CTaBOBM O KOjUMa je OBRE
peu. . TH CTamoBd, a HapoYWTO Cam ME2rCRr-0B (TaB, MOrY e y H-

U33ECHOM CMACHY CMATPATH Kad MH3epcHH cTasosu nosHartor Cauchy-
eBQI CTaBA, KOJM [IACH:

Hewu i gy Hug npoussgo-bHix opojeaa: made us
lrfn f}“ -1 - N . 1oy ws ' (‘[J
C RO VAErR
do 7 -5, no- o~ ) - (2)

McTo ce Tako u3secHa yenwTewsa Mercer-oeor ¢tasa, y MCTON

CVUACAY, MOTY CMATPATH KAao HHSepcHH CTasoBy Jensen-osor [5] %)
yvonumitewa Cauchy-esor cTamsa, a KOji raacu:

Cras A. Hewa je un Hu3 npouszonssux opojesa: maoa fe us

HI [ H -—_I_ ‘
ST s, s (3)
1*- 1-:"“ ]
0N
Hin /Fn *5, M o o, {‘“

K@ 200 HHZ Vo 2a0080.v88a caedelie VOA06e:

1} Buan uanemeuy 1Y,

2y Bpoj ¥ KYKaCcTHM 3arpadaMa ] ooaRoce cv o Pl laneaed v ooo-
GACY HITCPATYPE $1a XDajy one pacnpare,
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Kako ce ¥ y KOJeNM CMHCRY CTaroBH O Kojuma he o3age 6MTH
pey Mory cMaTpaTH Kao MHBEPCHU CTABOBY FODHKX CTABOEA, BU-
pumo peh xap cam Mercer-os crae {13] ynopeammo ca Cauchy-
esum CcTaBo¥ (y 061Ky HasegeHOM y namoMedu 19), a xoju, ca
Hardy-esum [3] npowupetem Ha komnnekcHe Gpojese ¢, uMa 06aHK

Crae B. Hexa je sn npoussosan wuz Gpojesa v ¢ wouniex-
CHEO WONCTRORIMG, pidia i3

n
Sp - fr ;isv = 5{1 o), -~
CACOH
Sy 8§, H-v oy,
wad zod
Ricy>--1, %)

O¢raie crasoRe Ose BPCTE, T. j. ¢BAa yonwTewma osor Mer-
CCI-0BOI CTABA, MIKEMO pasfeauTy y Ase raasHe rpyne cyxehu no
X OBUM DORWLHHMA. |

Crasord npse rpyne, Kojc hemo 3a pasiauky 03 OHHX Apyre
rpyne HassaTH Mercer-osum cmasosusia, HCOUTYjy voiope wkoje
MOpajy 3a]0BOHABATH HH30BM Gn M Vg A2 OW K3

o — Ha- -
M n—1 +Q LI t’ 1--g4 }5 1+ o fh)
Pp -— Vi 1 1’111
CACRHAD N4
in Hn Hn— .
— N HAW j3a — - . vN o, oKan e
' ]":1 ' vn -1

UBH CTaBOBH, K40 LWTO BHHMO, YyOUWw Tagajy Mercer-os cram y asa
paBua K TO 11pLO, WTO KOHCTAHTY € 3amemy]y HU30M Opojera (n
i ﬂpyr& IHTO Ce yMmecTo ofHYyHe apHTMeTHYKE CpefaMHe jaBmba

fn e
NPOLUAPERA apuTveryuKa cpeania v ﬂﬁTHlx}’ (EHL{H Hailom. 2Y)

3 B‘Ll'] ODHAXD @y = O{ b ), H > = . EOJid HUMIUHIETHO DS a00Taek]
44 je bn >0, Kasyje 1a Koadugue fn lm OCTA]e OrpaHuYeHd. T, J. MIHH O
Jensor cramnor 6poja M, 32 cuc BPLAHOOT HeIvECa &)

) Buau HanosMewy LV,

®) Ric} awaun peainn neo komniercio, pajs ¢ VOINTE, AKD e 6 KM=
nrekcan Gpoj, nucaheno ¢ — ey il ey

UV yamrme iy Meroer-ousr cIaug Hh

OHu. Cy, lakfAe, y W3BeCHOM (MUCAY HHBEPCHH CTABOBM Hanmpeq
HaBeReHOr Jernsen-oeor cTasa, KOJM ce 32 V¥, = /I npeTeapa vy
Cauchy-es crag,

Kao iwrTo crasoed oBe npse rpyne npowapyjy Mercer-os
CTap, TaK0 Cy W CTEROBH JIDYTe Tpyne MPUPOAHO MpoLIMpere Cie-
refier Pdlya-oror [15] craea:

Cras C. Hexe je sy nia npouzgovnux Gpofesa 't ¢ wairiu-
nHapra KoHcmanma: mada Ae i

H“ i {S” ) Sl] |} = N . oo~ ’

CAEO T
Hi'i > H . i’l’ I T S

Kad w00 je ¢t wiy KRy~ Y.,

OHi Haime HemiTy)y kaga he nz

Sno ! GalSn Sp )28, -, (7}
AL OATTH '
t Sn Ty S II L

¥

Ma npema ToMe npouMpyjy Polva-os ctas samemyjyhy KoHCTaHTY
¢ HHIOM & .

3aTo fieMO 08A® OBe CcTapoBe HaszBaTH Polya-0suM cmasorumMq
1 aK0 M3BeCHH o TUX cTasosa cagpwe Mercer-ce c¢Tas xao cie-
nuanad ciygaj, (suam Ha np. Vijayaraghavan [21] » lzami [4]).

Kao wro eaaume, MRrCer-os €Tas # merosa yonuiTemha HUCY
y npasoMe cMuely uvdsepcHn c¢tapoeu Cauchy-esor u Jensen-osor
CTdRd; TH ¥y MNpasome CMUCAy HHBepcHH crasobd Cauchy-esor u
Jensen-osor crasa Sunu G npe CTABOSBH KOju ce SOHUHO Ha3uWBajy
Tauber-osum crasosuma, a o kojuma cam ce onNwWHpHO GaBHO y
ceojum paposuma [6] u [7].

UlTo ce Tuye camux Mercer-oBdx CTaBoBa OHM Ce Pa3NUKY]y
ox Tauber-oeux crasoBa y crepehem:

Jlok Tauber-osy cTasoBM MCTpaxyjy yciose Koje mopa 3age-
80:paBaTH HA3 Mo ( OQHOCHO HU3 S5 ) A 64 U3 erzucTenudje rpa-

L
E }1. 1 S\'

U v=1] .
e Hm " -8 {0gH0cHO rpannge  Hm - .S} che-
fo— o b H-~. o E }\r
. =T
, ) o Ha1 ( 1
THAS CT3MCTEHUW]A FRAHKLUE lim == oo o= 8 LOAHOCHO TpaHuue
- n=o Y- Vo o
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LES
HOAE/BEHN €A |- TeWE KOHAYHO] W oapeheHoj rpaHuyu m HCTpa-
WY}y YCI0BE XOje MOP2 3aQ0BNhaBATH HUB ¢y 73 64 KOMHYHUK

7
E }q‘ Ny
o Iin Hp- i _ V= . .
— AN — - (OJIHOCHO Hut oo HAM Sn b TeWD
Vn Van — VWr_q ‘}_1 7

v=1
HCTO] FpaHNIL, NA Ma Kakas 040 HH3 &, (0AMOCHO S, ). TTopen Tora
Tauber-opn cTaBoBM W3Nckyjy MHOTO Aydbe nOHpame y camy
NpUpoay NOCMATPAHMX HU30B3, LUTU YYMHN thUXOBE ANKA3Ee TaReKo
TeXWM ox nokaza Mercer-osux crasopa.

Polya-asu ce crasosu mebyTum, Kao wTo To aaxe yBuhamo.
ORHOCE ¥ CTRAPH HA UCAUTHRALE ACHMNTOTCKHN BPEAHOCTH pellerba
AMHEAapHUX JegHauvHa ca KoHAYHWM audepedunjama. Ca Te je Tauke
CIepMiITA Y OCTamoM oBe cTaBoBe W jicnutao M, Verberk [20]

Ca gpyre ctpane je T. Kojima [12] nokazao kaxo ce Mer-
cer-onv ¥ Polya-osu crasosr mory ussectit uz omwrtux Toeplitz-
esux [19] crasoBa, a To M jecre pastor wro duHM npegmeT MCnN-
THsaba OBUX cTazosa MHoro ma<uwium o1 Tauber-oeux crasosz.
MebyTuM 3a pokas sehune Mercer-osux u Polya-osux crarosa Hucy
yak Td omuts Toeplitz-esn crasosn HU noTpeGan: 3a 1LHxoaO
n3sohewhe JOBOJbAH je Beh camo Jensen-op cras. T ce cTasoBE.
AaKN€, W aKO Cy OHU y W3B2CHOM CAMCRY WHBEPCHW CTageBu Jen-
$€.1-030F CT4B1, MOrY HI2X W3 thera CaMorT W3BECTW, KA0 WITQ cap
TO Y CBOjGj piaci1pasy |8] w makazan. Y Toj cam pacnpasy, nHaume.
uaHesutn sehuny Mercer-osux u Pdlya-opwx cTasosa, nmoxasao no-
JeANHAYHO KAKO Ce CBAKN TaKaB CTAB MOWE H3BECTH AUDEKTHO ..
Jensen-osor crasa.

Y 0BOj pacnpasu Hehy npema ToMe H3HOCHTH 0Ba MHOTOGPO]-
Ha yonwTewa Mercer-oBor ¢rasa (a koja ce Hajla3e y PaLoOBAML
HaBeleHUNM 004 Opojueuma [1]—[4], [8]—[18] u [20]—[22}) Beh hy
Caro, rpynuuyhin ux y asa omuiTa CTaBa, H3BeCTH y TpelieM geay
AOKasze TUX RBAly CTarosa, # ynopeanfy Te onuiTe CTasose ¢
HajormwTHjum Mercer-ogum n Poélva-osum crasoBKMa.

L) YOorrmTeinya Mercer-nnor ¢tans a1

Y jpyrome Aejly oBe pacipase ucndtvsahy ocoduHe jepue
Kiace HW30Ba, KO)@ HA3WBAEM KOU3U-HONOMOHUM Ru3oauma. To Cy
HU30BH KOJM 3af0BOJbaBajy ApyrH ycnos (5), a koju, npexko Jen-
S€N-0BOT (TaBa, UIPA]y HADOUHUTY YJOTY KOJ CTABOBA OBE BPCTE.

.

Kao wTo ¢Mo M1304ac HANOMEHYAW, 34 jefaH HM3 peanHux
WIM KOMTTTEKCHUAX 6pojesa A, Kasakemo fa je xeazu-#oHOMON aKo
OH 3a10BOJbABa YCI0E

iAde = Av=11=0 U Ani), 0> oc. (8)
v—1

Bugeitn cmo jga ce Taj ycaos seh nojasuo y Jensen-omom
yonwTtewy Cauchy-esor ¢Tasa, a npeko mwera fie ce OH NojaBuTH
Wy cenm Mercer-osum u Pdlya-oenm cTaBosuma.

ITojam KBA3U-MOHOTOHOCTH NPETCTABLA jEAHO YOMUTewhe 06i-
HHE MOHOTOHOCTH %, aaM nopej Tora OHO uMa M TY NPeAHOCT
WTO €€ 10 (BOJO] NPHPOAN MOXKE HemoCPegHO OPUMEHHTH i Ha HU-
SOBE- €4 KOMONEWKIHMM HALHORWMZ, nOX T KN oMUHe MOHOTOHO-
CTH HUJe CAyyaj. A 4K0 KBA3#-S0HOTOHOCT, T. j. ycaor {8) xojawm
je oHa AeduHucada, H36MHXKEe NOCMATPaMO ca TICAKILTA KOMIeK-
CHHX HH30B2, Taja BHAHMO 12 J& OHA ¥ CTBapW H NipHPOIHO Npn-
Apetbe 0OHYNE MOHOTOHOCTH Ha KOMNOIEKCHe ODojese.

Hexa cy #aume ,po, ve=1, 2,3, ..., Ae¢=0, KOMIACK-
CHH OGpojesy, Taga Te dpojese, TauKe Y KOMMAEGKCHO] D&BHH, MOD-

AKEMO  CMATPEATH Kao BDPXOBE TIOMHTOHAMIC NHHM}E Or'ﬁj',, A1 2
LY F ..fi.u—-Lf’l-_x.r-; a ()1.1 Kao pesyiaTadTy. Yoo {8) tapa ko-
3yje, Aa ce OjHOC 30Mpa AyMHHA CTPpaHa Te NOJAHTGHANHE M-
HBje ¥ AYWdHEe DPe3YATAHTe He MoXe HEOrpaHW4eHO YBe/HYaRaTH
kag 6poj cTpaHvdua HeorpaanyeHo pacte. OBO ce nocmartpamke meby-
THM K07 JeAHOCTABHO MOHOTOHUX HH30BA CBOAM HA NPABOIMHM|CKO.

Ca ppyre je crpade cam Ha3us oOnpaBfaH jow M THME, WITO
KBA3H-MOHOTOHM HHM308H 3aAPWKABAjy CKOPO (Be 0cOGMHEe MOHOT(.-
1N HWz20Ba. [JocMaTpajMo OBAE HEKOMIKO O THX ocodusa,

19, Monomon Hu3 OPOjeda uAu mexcu Kouaunoj u oopefenoy
QPARBYY, AN MEK Y OeCKOHAUHOCT, M. j. OH HE MONE OCYUAUPAITIH,

Chuudy ocobuHy HMajy W KBA3KW-MOHOTOHM HWU3O0BH, 3a WX

BHAKHA Haume cnepnekit cTae:

By Braw manodery 34,
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ctaB 1. Axo je nuz Ay K8G3U-210HOMOH, U fre OH MEHH-
. ) : 1 e
mu Kowgunol 4 oOpehenoj epanuu, uau fie A ¢

Kaod n-» .

“Jlep 4ko OpojeBd n OCTAjy KOHEUHIl Tald e W3 (8), 7. ] W3
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HpaKiae, npesa Fopo) HejeAHauMty, Mopa "o A 7 o
20 Axo je Aa HU3 HONOMOHO pactaviinx 0pajess, Haoe K-
. ) .
KiK. Al e 0CMEje KOHAHAH, Wma GUul gy fooof 1, a
xaxey Guay OGpojesu n u ks 1
3 KBAIN-MOHOTOHE IM3NBE BAWA dHAlOTa CTas, Haue:

' Gilrk A0 KOMHUK
Crag 2. Axo je Hu3 An K6a3u-HOHOMOR, :im,m K01
Aw | An OCmaje KOHAUAH 30 (68 nuk<n

Jep aKko HejeAHauHHY

e - Bae Ay o 2 e e o

- N a 1-. i L_j
qe cuo crawdan ga 1e cyo 0 pONMHDAARD L HejeHavion (),

noHuiame
h
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3% Tpeha 3ajeAHHYKE oco6uHa KBA3W-MOHOTOHUX H MDHDT{;
qux HM30BA j& OHA Koja (e japmba y CaMoM Jensen-osoM CTaBY.
poGATHOM j& 00NuKY HaWMe Taj ¢Tap G0 AOKA3AH TOA npeTno

n ) )

CTABKOM 132 HU3 An — 2, kn MOHOTOHO pacté, d 32THM je OH PO
v=-1

HX

WIMPeH HAa KBa3W-MOHOTOHE HH3O0BE Aa . A..!'IH GHO Ha wWwTa O F

OBAE XTeo HapouuTo [ o6paTuM nawimy J& TO, Jid &Y y CTRAP

KBAZH-MOHOTOHH HU30BH HAjOMWITHIM HU30BH 32 KOIC Jensen-os

() vonwtcwmuma Mercer-oBor crasa 93

CTaB Bamd. (OUBG CIeAl M3 nozdaTor TDEthZ-EBGF cTasa [19], a
Mowe ¢¢ oIpwyadcatd Ha creaehit Hauan:

Cras 3. dxo

w28, e,

n
30 C6€ HUIOGE Sy KOju imexe panuyy S, mada Hu3 An = 3, b

V=l
AHOPA OUNy K8a3u-MOHOMOR U . An . MOPA MENUMU OECKOHAY-
RO, )

4°. Ha nocnetxy, ofpaTumo jow nawwy Ha crenehie Scobune
MOHOTOHHX HHW30BAa: N

30up. #pOU3ROA U YORUITE MOHOMOHO pacmyha @SyYRKUUiG
MOHOMORG pacmyfiux nuzoeda cy maxolle atoHomone pocnyhu Hi-
308U. B

Mcautajmo cag y KOAMKO ¢e Te 0coOuHe MOTY NIPERETH M Ha
KBA3H-MOHOTORe Huzose. [loTnyny ananornjy umamo y caykajy npo-
M3BOOA ABd KBA3W-MOHOTOHA HHM3A, Taga Haume BaWu chegehn ctas:

CraB 4. Axo oy A, u A A0 K6G3U-MOHOMORA HU3G, MOJQ
Je U HUZ Aa = A, AL K8G3U-AOHGIIOH. |

Jep waad nocmaTpamo u3pa3 Koju AedUHUILE KBA3H-MOHOTOHE
HU30Be WMatiemn, na ocHory ocodnbe ", cTama 2,
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Y cnyuajy 36upa RBa KBa3H-MOHOTOHA HWU33, NOCTOj! cnepehin
AHANOraH CTaB:

CtaB 5. Axo ¢y A’ 4 A o KGA3U-MOHOIMIOHY nu3o6u, maia je
U KU Ax = ALt AL Kaazt-Aronomon Kad 2040 Hu3 Ay
HUje acummmontcki pagan Husy — AL, mo L. npeyu3nLfE
peueno, xaid eod muz ALWIAL Hewa madRY ] Kao
mIaHKy Hao.muaaearda.

Qea) ce cTas, CIW4HO npehaimbmen, 1axKo BOXKE MO TBPAKTH.

fla ce y osoMe CTaBy Jas/ba jeaHO OFpaHuueHe, T. j ha He
e Al oo — Ay, FAKO CMO MORTH M HACRYTWUTH, JEP KOR KBA3H-
WOHOTOHOCTH HE yaasd y oG3Wp Hif 3HaK HH3a HU TO, fa Au Ot
onaga wan pacre, a seh KO MOHOTOHHX HK30BA 3HAMO A& pa3nuK:
ABijy MOHOTOHO pacTyRnx HHU30BA He MOpPA yonwTe 6UTH MOHOC
voH H43. Mcta osa npumeata BaXH H KOR NPOU3BOAA MOHOTOHUX
qM30BA, HAWME N fIPOM3BOA MOHOTOHO pactyher # MOHOTOHO 002
jyher Hp3a (WTo je UCTO WTO KOAMYMHKK [iBa]y MOHOTOHO PpalTy-
KUX HU30BA) He MOpa yonuTe 6aTH MOHOTOH nu3. Kaxo je meby-
THM OPOM3BOA KBa3W MCHOTOHKX HN30BA YBCK KBA3HM-MOHOTOH HH3,
6e3 orpaHuyetba, TO fie KONUUHHK 152 Y MOHOTOHO pacTyhux Hi-
30Ba2, AKO HMEHWTEb HE TEeXH GecKOHAYHOCTH {JEp MOROTONHO Ofad-
aajyhv uusosn Koju - O HUCY KBAZM-MOHOTOHN) GUTH KBA3H-MOHO-
ToH, axo Befi Huje MOHOTOH.

HanocneTky, WTO ¢e THYE NNTatba Aa JH je Hu3 @ { A=) (rae je
@ {(X) MOHOTOHZ WAW Kaxksa Apyra $yHKUMjy) KBa3N-MOHOTOH Kan
je TO cny4aj ca HUIOM Au, pagenuMo OBLE €amo Aa je TO YBEK
cayual, Kap je @(x) ma xaxas MOAMHOM, ITG YOCTanoM HeMoCpeaHo
cnenqu H3 ropiba ABa CTasa. 3a HpOH3BOBHC moiaToine dynkimje
w3rmeqa fa TO yorwre Hije cayyaj; mu ce mehyTas ¥ TO NUTaLE
omle AeTa/bHUje Hefemd ynrywTarh.

Nla Gucmo ca Apyre cTpaHe yBHATIH NpUPoAY  Keasi-MoHOTO

Jux HW3083, NOCMATpajMo Kakas he o6anK y3eTH ycnos (B) Kan

| i .
e HU3 An BAT y OONMKY An = 2 € T Ha npsoM MeCTY, 1aKo Je

ySUJETH NPUMEHOM HeJeAHadunHe a1 b = la—bi, da je uu

s |=0, weasu-monomon KaQ 200 J& HUS An 83U HMOHOMOH

0GpaTHO MChyTmmM TO Huje cayyaj, Kao 1wTo BuoMMO M3 Caeaetied
CTaBa:

ig
Cras 6. fa Ou nu3 Ao = W€ = 0o KEa3U-HOROTIOL, no-
mpeOHo je U 0080MHO 0G4 HU3 Qu T ' An | Oy0e Kea3u-

U yomatemwdma Mercer-oror crasa
MOHOMOKH i 0a Ovoe
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Q: = | Aa| xBazu-monoroH u ycnos (10) 3agosomer. OGpaTH

A OTyda WTO je 'op — e, | <2 w ' T o

" | 0 — Ot 2 v wto je wns | Aa| ksaze-
OTOH Kag rog je TO Ciyuyaj ca HU3OM Ap .

Y
CBUM YyOnuiTewuma MEerCer-opor ¢Tasa, KBZ3H-MOHOTOLH

HU3O0BM Ce JaB/bajy y 06AMKY NpoMU3BOga W, = IE! 1--dv )

vy—=1

EEE TOra MOpajy jolu 3ag0BOLABATA K YCAOB RA | Wy i+ oc

aKO Ce y TOMe CAyuajy W YCAOB fAa |Wp|-> oc # 0> oococan,
TU4HO KoMOnukyjy, To fiemo obge jouwr moTpa ycaoe (9) npH-
OHH MOTY YNpOCTHTH. Tom hemo Rnpunukon pH::LT“n_}' Koanko ce
CTAB, KOJ{ BIWH 32 MOHOTOHE HH20Be W BYIehemo E{.I;HLLI Ha jeaaH
owe NPOWHPHTE HAa KBa3W-MOHOTOHe HHU3OBe, | O ce M OH

Taj ce ctaB cacToj y caepeliem: ako cy OpojeBr on noan
. .

] 3. 10—

n
TUB i
vustm, T. §. ako wu3 [1{1--d, ) monotono pacre tana j€ nosHaTo

v—}
Aa ’ﬁE BROTHYUH HPUHEEDR SUTH [{ﬂHBEprEHTEH HITH AABCPLEHT
dH

ipema TF’ME Ra JM pen > d, KOHBEDrapa wad auseprupa. Qeaj
¢Tap, Koj# BAaXH 34 DeanHe W MO3uTUBHE Opojese dyp., mMoWe ﬁHTl:
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Kty o

jeBe, c ia HH3
NPOWHPEH M HA KOMILIEKCHE fpojese, ako ce ycios jia

ﬁ (1 -y ) MIHOTOHO pacTe, 3AMEHM YCI0BOM fa HCTH OYAL KBASHS

vo1 |
MOHOTOH, T. |. Tala wMamo cneaehd cras:

o 1
Ctag 7. 4dwxo je nus TI{1-—dv) xauau-onomon, maoa fie

v= 1

npoussad T1(1- dy )} wonsepeupamis 114 ousepIupamy.

<
ppema mome 04 u Je peo > d.

Tl
] 3 - N,
Quacpienman; ¥ 08031 OpYeoar CayHijy Us 3 dy <

v =1

KOHBEDLOHINTAHE UAU
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Q youtrreruMa Mercer-ogar eraea - i

Mz obe HejefHayMHe Caf naKO BUAMMO A he U3 KOHBEpTeH-
iMje HH3a Wy, T. . NPOAYKTA I_I(1'—dv }, CNeARTH KOMBepreHyUuja
npoayxta 11 {(i+ 4, /M), a oryna u anconyTHa KOHBEpreHuUuja
pena 2 d.. Tuve je NPEM ACo CTama NOKA34H.

ApyrTd geo ciead M3 MCTe HejejHadudHe; M3 1be Jako yBuhamo
A% AMBCpreHuMja pepa E dy mosnaun 3a cobom Ja Wy —oc

a2 OGPaTHO K3 Wy -» o, CACAM AMBEprenumja pepa . dy Bu-
THMO M3 HejegHauHHe

1 1
Wy, = n 1 - dv f:-:;: n(l dv !] T)_.
r—1 ?:1

Jla AUcwMo HamoC1eTKY HalAW jefHOCTABHM}Y YCNOB 3a KBazH-
MOHOTOHOCT HHU3DBA KOj¥ ¢y FaTd ¥y 006NHKY nNpOW3BOAA, NpPHME-
THMO 14 je rope #3BefeHa jefgHauuna (11} exBuBaNmeHTHA YCNORY
(8) mau (9). Axo ce m.0Me NOCAYHMMO Ja YCAOB 34 KBAZU-MOHO-

TOHOCT HW30BA M3pasuMo y NpocTHjeMm ob6nuky, pohu Kemo no cne-
neher ¢raga;

k]
Crae 8. Jo 6u nuz wy, — [1{ 1+ d,) Guo kaas3u-monomon

v==]
HOMPEOHD j¢ U G0B80.0HO 3@ nocmojit HU3 OLPAHIMERHUX
gpojesa Ry, m. 7. ky — OfF), n—~ oc, makae da Oyoe

: dn .h kﬂ 1 '_I*'dn I“"ku_] . Ftf (BE i == 11, 2, 3‘, . e . (.I 2)
a je Taj ycToB 10BOMBAH 1aKO j& YBARETH dAKO  TOpHY
‘ . - A1 |
HE]JeAHAYNHY RomMHOXUMO ca ‘Wa_g = [{{1-4-dy )|, c¢Tamumo
- 1."':::[
n-=1,2,3,...1 u cse Tako poS%dseHe HejegHaduHe calepemo ;
Tapa A0OHjamMo
i
M ow,— Wy < Ry twa
v 1

WTO je, mpema ychosy K, — (1), exsuBaneHTHo ycnosy (8) unm
(9). la je ycaoe {12) u notpeban, T. j. aa u3 yciosa (8) nau (9)
CReaM eraucTenumnja Husa oOpojesa An = O(1), BAgenrn cMo NpH
n3eabawy jepnaunne (11).

7y Buay nanomeny 40,

L adc



Jopan Mapamard

1.

y noueTky Aa (e B2 yOTHUTEHA Mercer-

OBOT CTaBa MOTY pa3sfelHTH y ABE jacHo pasnuumTe TPyne H Ha
agajH €M0 ¢TaBoBe JeaHe rpyne Pélya-osum, a apyre Mercer-osim

crapopuma. Opje HemMo can cpupmyﬂuc:af’ru aBa onwTta cTaBa, Of
Kojux be npeH CagpXavH petiudy Polya-osiux cTaBoea a ;r.gy;s
ckopo cpe Mercer-ope CTasoOBE, M nokaszahemo, Kao WTO c&;me-
peh panuje HamoMeHynH, aa Y oGa OBa CcTaga HEOoCpeaHa Moo

giua JEnsen-oBor CTasd.

Pekid CMO jou

Cras L. flexa je So lius RPOHIGOBMIY gpojesa: madu he U3

Sp - Gn(Sa-  Sa Ul > 8, ooy ()

cAeoumi
Sp > S = ooy, “l)

Kad 200 jé Hia

W, = ﬁ( {- dy), ede je dn 1/qn .

y=—1
XBA3U-MOHOMOK U Ka(

: H."'ﬂ ol il it .

Cran . Hexa je Un HUZ NPOU3BODHUX dpojesa;, mada he

Hp —Hno1 oL Hm ooy gyds, e e (1)
Fn -- Pn -1 vn
credumu
HF NN ¥ s S (Iv)
Vo ;

- 20¢ je

dy - (1gn) —— >

KEa3L-MOROMON U Kad

Wnp -+ o @ 11,

O yonwrterwusa Mercer-osor erasa 90

OBaj ce Apyrv CTaB MOXKE jOlU HANHCATH Y O6NHKY CAWYHE]EM
£TARY |, KOjH riacH:

Crag L. Hewxa je u, uus npoussomnux dpojesa, mana
he U3

ty y — ln—r  Un |
. - d — —— — ==l K n —
Vy ' Vo — Vo vn[ ’ R (V}
CAETUIR I
iy '
— *85, A+ oo, (\”}
Pn

Kan 208 fe nia

2ae je

REAZI-MOHOINOHR 1 KaF
Wn = o N,

jla ¢y oBM CTaBOBM Hemocpeawna nocaegwua Jensen-omor cra-

‘Bd, WITA BUUIE A& CY MY OHW EKBHBANEHTHH, CaMO ¥ APYroM o6AUKY
AADAWEHN, BUgumMo M3 chepeker:

Fipp ¢Tam pgodujamo Kag y Jensen-omomM CTaBy CTaBHMO
n

Mg = SaWn M Vo= Wy =Jl(1+1¢y). Tapa ce penanuje (3)
v 1
u {4) npernapajy y (1) u (I1} a ycnosut (5) y ycnoee cTama I,
Apyri cras goBujamo MCTO TAKo HenmocpegHo axe y Jenseqn-

n

) P W — Vaeo
OBOM CTaRY 3ameHemMo HH3 If, HU30M iy.[] {1 + v LG }, a
Fo— v"_l
v—f

#HH3 Vn HU3O0OM

Tl 1!1_ - :1;_ n vo- - N
w“ = ¥ n {’I {;.f,,_ . ] 1 1} _ H{ii'_'_( -I +ﬁ'v) ]J,_v _-l.J.-- 1};

r—I1 ¥ I VT -1 v—~1

taga ke ce penauuje (3) u (4) npersoputH y penaunje (H1) u (IV),

A YCI0BH (5) y ycrore crampa |,
Hangcretky ce cTae Il podujza xam ce y crasy Il ymecro

:I_--—t;-'n CTABH g .



LUt Jovan KapawmaTta

Kao WITO BHAMMO, JOKA3W TFOpPHHUX CTABOBA LY 03 HAAKIINX
TaMo rae HaWa3AMO Ha Mano Buwe Tewxohe je kag ie noTpesic
Aa YCNOBE TOPHUN CTABOBA 3GMEHWMMO jeABOCTABHAjUM, na OMA0 A&
TH HOBM YCAOBH OCTajy noTpedHH M FZOEOLEMW, KA0 LUTO |€ TO CIY-
yaj €4 ycAOoBMMA rODRMWX CTaBOBA °), GMI0 N2 3aXTEBAMO CaMmo Ao-
BOJbHE Y(JIIBE.

Beh ¢mo y aeay I, kox c¢rasema 7 MU 8, BUAETH Jla (e T
YCAOBH MOTY 3aMERUTH JelHOCTaBHHUJUM YCIOBAME, KOJH UDH TOMC
jout yBEK OCTajy TNOTPEOGHH 4 (0BOBHU, & KOJU Y CAYHR]Y TOPIBM
CTABOBA Y3HMa}y OOJHK:

TTompedrnu 1 Jor0BHI YOA0RM -0 crara cy:

AL pe M/ ¢ aupepenpa, (VI
v 1

foAd nocmojit vty 6pojesa Ko - O, 11— -, manw
A oyie

1 koms Qn | < kn 1-go. sacpe n=1,225..; (VI

{{-02 cmara cy:

7 P — Ve e
aa pex Y tigy — . ~ urepeupa, (1X)
vl v .

g oA nocwoji muz dpojend koo = (), n- oo, manar

Ad opie
'ﬁ"rﬂ'_l 'IJF'I. i + 1 - {;]] .-I-,n - Pr:_.‘i | -:..':.;.:_:;
. -"E"n Vn o1 11 T fn )1y — 11:!_—|} Jd CBE H; (X)

n fi-he: cmuba v

% v o Vo
G ped N oo e dugepeupa, (X

T Voo

o0 necmofn maras il opofesa kn = OU), 1o+ o
aa oyae

\ . N . ' -
"!'-n-—E (;In Va- | LY 1n | | '52:::

ke Qe Vo 1+ V. - vnoq) ad cge i (XI)

* Fuoas nanoveny 50

() vormwrewusa Mercer-oaor crasa 101

Jefan cheuujanad cryyaj oBHX yCiA0Ba gobujaMo Kajg VIMEMO
Rd j© HU3 Ky KOHCTAHTaH, He3aBW(aH og A, T. j. AKO CTaBKMO
“ — 1/k ta £=0. Y Tom clyyvajy oBM YCAOBM ROCTAjy MHOTO
JeAHOCTABHUM W, Kao wTo HemMo TO jows BHAETH, MOry ce Hanuca-
TH V Ol NPOCTHjeM OOIHKY, W3 KoJer jacHO ¥3Ra3W [1a je Y CTBAe
Dd Ta) Cayya) ouaj KoMme oarcsapajy schuua pocan unBepeHux Po-
[ya-0BHUN M MerCer-oBAX CTaBoBa; afM TH YCIOBH, 110CTAB/LEHM ¥
FOM 00Ky, HUCY BUMIE NOTPeGHH W A0ROMBHYU, Beh cy camo 40-
=0 hHH,

Kao wro cam seh panuje Hanomenyo, y crojoj pacnpasu 8]
A3HEeO CaM BeRdHy CTaBOBA KOjU Ce Hanase y panoBUMa LUTHPaHHM
Ha Kpajy oBe pacupase, U MOKA3a0 cam noceflHO HA CBAKOM 0
THX (TapoBa KaKo ce OHU H3roge #3 Jensen-osor crasa. Cam
¢Tag [ {kdo u ycnope (VID—(XI)) uucam y osome pagy H3BOIHO
¥ TOplhem onwitem o6auky. 3aTe Ry osge jour 110Ka3aTH KakKo M
¥ KOIMKO oB4) cTar caapxke HajonwThje Polva-ose crasose. — Tu,
10Caga HAJ2MUTH]N CTABOBK OBE BRPLTC Cy: Y peanHom crag lzumi-a
t4], koju rnacw:

M-'ﬁ' .
Sal@tn - Pn) o Snca—0(pn), M- a0, Y (13}

coe it
Sp =~ 0 N A (1 4)
KA 207 € eAeMENMY HUI0RA (o H o NOSHINUBHU 1 DET
< .
> pofan nusepeerman;
a1 y xomnaekctom cras Copson-Ferrar-a [2], xojr uma o6aux:

Hz
(ﬂn + Fn ) S -y Spq—>0, A = 0c, (i5) |
caedu Sn> 0, M= oc, B (16)

(1T COH £V eAEMERING HU3E Qu NOSUMUBHL Opofesi,
hm i R{pa) >0 u pex 2 1/a, Ausepeenman.

fl = iC
Jako je ysuaetd (Buau # [4]) aa je lzumi-er ¢TaB OMIUTH)H

51 Copson-Ferrar-oser cTaBa y ciyvajy kKaj ¢y e/N€MEHTH HH3a

) Besa 0bailka an = O bn ), 7o o0, KO0jad HMILTHUHTHO APETROCTaRha
xa je bn = 0, Kaayje Ja KOAHYHHME  da S > 0 wag n > =c,
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i .- - = - — ekl el e ™ —

P peansd Gpojesd, Xao 4 To jAa ce lzumi-es CTag lie MOXKE TPH-
MEHUTH Ha KOMAREKCHe HH30BE P, ; Npesta TOME 0Ba ABa C(TaBH
HHCY jegaHd y Apyrome cafpwand. Ca jgpyre cTpaHe HHY Copson-
Ferrar-oe ¢Tas, H4 lzumi-ep c¢rae (3a peanto ¢} He caapxke y MO-
qeTky Hasepen Pélya-oe crae. Mebyram, aox cy u [zumi-es
Pélya-es ctas cagpxann y crasy 1, porne Copson-I"errar-os cTaB
HHje y tbemy [OTIYHO CagpiKaH.

fla 6ux 0BG NOKa3a0 ¥ H3GaKkwke nciiTao Besy uamehy Cop-
son-Ferrar-osor craga W crasa | u3mewhy Hajnpe u3 ctasa | Apy-
M jegaH ctas, y kojem he ycnos (VII) 6uTn 3amemed rope cro-

1

MEHYTHM NPOCTHjHM anW HE BHlie nNOTPeOHUM W NDBOBHUM, Beh
€aMO0 AOBOJLHHM YCIOBOM, 0Baj CT&E TnacH:

Crap IV. Mz () caequ (1} wax cod je péy hd 1/ ¢y Au-

BEP2EHITIAH,
lim inf R{ ¢u ) =— /%
== @
u I(qn}=0{1fz+fi'{q.,)}, fl » oc. (16)

Nla GucmMo ©OBaj CTaB [QDKasalW 4 y WCTO BDeme yBHAEIH AR
OH cIBRM W3 crasa |, AOBOJLHO je pa nokawemo aa he ycnos (VI
GATH yBEK 3210BOJLEH Kaj rof cy ycnosu (16) ucnyseHd. Mu hemo,
RIT& BULIE, MOKA3ATH Aa W2 ycnosa (10) CTefH er3ucTeHUHW}a jeaHe

koHcTaHTe Kk > 0, Takse jla je
k4 gy L 1bgn . k=0 asa cge n =N, (17)

u ga he o6patHo W3 ycnosa (17) caeguTu ycioen (16). Jpyrum
peuuva nokasakiemo fa cy ycnosu (16} €ks#BaJeHTHH yCNOBY (VIID
Kaf y memy crasumo K — 1:k, £> 0, 4 xoju Tapa ysuma 00aHK

(17).

Ako y ycnoey (17) craBumo ¢n — Z-- X0 Iy, ¥ aKO NpHME-
TUMO A3 jepaHauHHa

R+2 — 1+z ,
ONHOCHG JegHauuHa

)
(A B

NPETCTAB/bZ XHMepbony ca $owyeuma (0, 0), {(—1, 0), uentpom

) yomwtewnua Mercer-osor crasa 103

i 1—RE
(—%.. ) n acumnrToTamz y - - . X— 5 Taga BHIWMO Ja
yeaoB (171 Kasyje na ce ckopo CBH GpojesH ¢y (T. |. CBH H3y3e8B
JefaH KOoHauwaH 6po}) mopajy HaTa3HTH A fleCHe CTPaHe fecHe TpaHe
e xuteplole, ay OBIM Cy Clydajy ycnosd (16) ysek 3af0BObEHH.
flako je caa ¥ 08paTdd yBuleTs ga He u3 yenosa (16) CreguTH
YBEK €rau{TeHuMja Takeor, Ma M BeoMa Mafor Gpoja K, T.j. Taksa
legHa xunepbona, aa ycaes (17) Syze venywen. ORo Kazyvje na cy
yCi0eu (16) W (17) exksuBafeHTHW, Na npemMa TOMe [a je W CTaR
'V cagpxad v cTasy L

Cana moxemo 1ako yBUaeTH Az je Izumi-es c¢TaB caapwan y
crapy IV, T. j. y crasy . Jep, ako penauujy (t3) nonenumo ca
Prn M CT4BHMO ¢n — @n /P, OHa Ke ce npeTsopuTu y penaunjy (1),

n
ca $-0, a ycaoed [zumi-esa cTasa noctajy: 3 1/ge> x> H
—1

gn == 0. COBH Cy yCIOBM OMHIITEAHO cafpXahu y ycrosuma (V) u
{16). Jow je naxwe yeuget na je Pélya-oe crap ca;mpwan y cra-
By IV; Taga je wanme ¢y, = ¢ 1 R{ ¢y )=R(c)>—",, na npema
ToMe apyru ycaor (16) otnama.

iito ce Thue, Hamocnerky, Copson-Ferrar-osor crasa, np-
MCTHMO Hajnpe ma ce petauuja (15), CMEHOM & = Py o, NDE-
FBADA Y

PoySo o GnlSh— Sa )1 -0, 1> =, {18)
M3 ose perauuje, ¥ ycaosa lim inf R{p,)>0 Copson-Ferrat-
flo= oo

®BOT CTaka, <negd penaudja (1) ca $=0, T. j. cneay na mopa M

Sa - Qn(Se - . Sno1) >0 Kag A+ . (19)

Me5yTum n3 (19) u ycrosa Copson-Ferrar-osa crasa He cremd pena-
uuja (14), 7. j. pa So—> 0 xap > =, Jla ¥ Haume y Tom cay-
gajy penauvja (14) creguna vz penaumje (19) mopa, npema crasy I,
(jep ie ycrop (VH) moTtpe6an W fgoBoibal), MOCTOjaTH HA3 Gpo-
jepa kn = O(1) Taxap pa ycros (VHI} 6yae aapoBomeH ako ¢y y-
cnopp Copson-Fetrar-osa crara wcnyweHH. [la 6ucMo yBugenu fa
OBO Y ONINTEM CTy4ajy HHje HCNyweno, T. j. ga »3 ycroea Copson-
Ferrar-opa c¢Ttasa, {(14) He mopa yBek cneantd u3 {(19), RoBO/LHO
je nocMaTpaTtH ciaeaehe cneynjaaHe HU3o0Be:

ap =N, po=nf(1+iyn) u @a=14iyn.

Kako oBM HH20BM 3aj0807baBajy ycnose Copson-Ferrar-osor craga,
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TO je I0BOBHO [(10KA3ATH jOml Aa OHM HE 3aA0BO/bABA}Y YCIOB
(VII1), T. j. ga& He mocToju Huz Opojesa &, ~ O(1} Taxas #a He-
HAGEECTF

1 ke 1+ korvd- 1,

T. ]J. HejeaHa4HHa

1 3kn ] e by — koo, (20)

"\1-_7'—!1' ﬂ—‘—ﬂ-\.:’r—'i’?[

T
Gyae 3amosomeHa. Mebyrim n3 &y - O(1) caeast pa ¥ &y + oc
v o1
I

ma2 npema HejegHadiin {201 mopa M (K — Av_i) =

- ]

?

Kag f = oc

kg — Kg— oc, O0pakge caedM 4 He OCTOIM HH3 orpaHHuYeHMX
6pojesa &y Kojn 6 3a70BObasan HejepHadrny (20).

Opapie saKk/byuyjeMo. 1a 3a crelsjainyd Hu3 ¢y - 1 I\ 7
us (19) y onwtem cnyyajy He cnegu (14), 7. aa tie y Tome iy~
Hajy TIOCTOjaTH CReLHMjaqHd HH30BYM Sy KOJH Hehe TewdTu Hynd a
Koju he 3a/0B0ILARATH yeros (19); mpema tome unehe nn Cop
son-Fertar-op cras OMTH canpwar y-CTay 1, a ¥y Toinko npe HA
y cTary iV, | ; .

OBO cregu y OCTanoM OTyAa WTO je npernoctaska COpson-
Ferrar-osor crasa, vaume penauuja (15), oanocHo (18), yska op npeT”
MOCTABKe CTaBa |, Haume penauuje (19), jep oHa He zaxTeea Camo
A4 Sa = Go(Sa- Sn—1) > 0, Beh Ka npou3eos
PnlSn i gn(Su--Sa-1)} >0, rae moke py — oo [Ipema TOME
61 Copson-Ferrar-os cTas Tpe6ac ga Gyme cagpxan y cTasy | xag
rof je pn = O(1). Jla je oBo 3aucTa €Iyyaj, WTa BHILE A2 je Y
tome cayyajy Copson-Ferrar-op cTas CafpwaH y CTaBy IV, BUAKMO
“3 cnepeher:

AKO CTaBUMO Do = Go/gy - Gaf(6n - d15 ), Tapa he ycios
pu = O(1) w ycnosn Copson-Ferrar-oror cTaga yseti 00/iHKe

LT Ll M, ga e N
¥ - %

dy Go -
SR e 1A sa cBE N,
e - T, ’
0 1]

Ao = 0 3@ ¢Be N,

13 npesa gea ycJioBa cieayje

()} yonwremnisa Meroer-osor ctara t05

ty | Gn sl MM

« OTyoa it N3 Lpyror
-1 < MM —1=M",

KOjit YCAOB Cd APYLMM  YCI0BOM Kasyje ga cy ycnosW (16) 3ago-
30beHM, Iz NpemMa TOmMe Aa je y cayvajy ps = (1), Copson-Fer-
IAr-oR CTae cagpwan y craey V.

W3 crera osor Buaumo joui v To, ga crae Copsou-Ferrar-a
apunaga y cTsapu jegdo] omwTujoj rpynu crasosa on Polya-osux
£TABOBA; CTABOBH Te Ipyfe GaBWIA O e UCIMTHBALEM Kaja O#
A3 penauuje (rge c¢Mo 3a pasauxy of penaumje (18) crasnau 1/py
YMECTO Pp } 00nMKA

Sn - Gn {Sn — Sn—1) — ‘5}( Pn ) , > o,

ICANI0 A2 Sy -+ 0 MIAK OMWITH]H, KOJH 0¥ (TAaBOBX HCANTHBAAM
ACHMNTOTCOKO ToHAZWAH€ HH3A Sy, AKO ]J€ MO3HATO aCHMNITOTCKO
TgHaviamke H3pala

Sy f;r'u (_Hu ' Sn----l) 1
T ], akg |e

Sy iy (Sn ~  Sn—1} NG, fl = oo,

’rj'ED C€ HHTame ¥ CTBADH CROAH Ha RKMCNWUThBAILE ACAMITITOTCKOr
TOHAINALA pelueiha ONilTe AWHEapHe jeHaduHe DPROT pepa ca
XonaYdiy gudepenyu)ama.

Mpekumo cad jow y KParko Ha cTaBdee Jpyre BPCTe, T. ]
24 CTasoBC KOjé cMO Ha3saln Mercer-opum crasoeuma. HbHxoB
cam orMTH o6nMk, Haume cras I, seh u3Heo y cBOjoj pacnpasm
IR au He ca ycnopusMa (IX) u (X). Y Toj cam pacnpasd Takobe
10Ka3a0 O01HOC TOT4 cTasa ¢a pocaja MMO3HATHMM C(TaBOBHMZ 0BT
spcre. Opre 6ux wei20 joll Aa HcTaxHem Be3y M3Meby ToOT cTaea
1 u apyror Copson-Ferrar-osor crasa (2], Koju je HajommTH]H
cTAB OBE BPCTE, W KOJH CAAcH:

Hs
”" j_qn{h—.‘l._‘--lﬁl:?—}[}} H - oo, (2]}
i Py o - Pon—1 .
CIEAN
U -0, -+ o, - (22)

Vn
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1086 Josan Kapamara o

. ' 1) enayuje (25} Kam je NoMHOWHMG ¢4 Vi H (Ta--
KAA 201 je K&}y ao06Hjamo u3 pearauuje (25 T ) n

BUMO = Yo dn.
11“1 jl-lf R{_ q" ):':" 1 » . (23) "lrn -|'1|:'|. - ]"ﬂ_l -
ft -2 .
Mucaunm ga cam oMM gao jacad iperaeg CTABOBA 0Be BpCTe:
Vot V0 M Vas o, B>, (24) W yKa3ao HA HUNOBO MPABO MECTO KOA WUHBEDCHUX CTABOBA 3GMp-

- - JBMBOCTH JECKP&JHMX HU30BA.
McTus nyTen wao u koa crasosa npme Bpcre, T. j. Kag & BHBUC pa

kop Polya-omux crasosa, wowemo n asic YBHAETH 713 OBaj cTae
HUje cappxai y ctasy I (HuTH 12 e cTae |l y wenmy caapwan).
Tome je uerw Y3POK Ka0 M Koj CTar0sd NPBE BPCTE, HaliMe 2aTo
W0 upeTtnocraska (21) ropwera craBa Buuwe 3axTesa (M To y
CAYYA]Y KAT . qni-> oc) Hero npeTnocTanke (I craga 11, Ja 6w
HaHMC 3 npetnocTasxe (UI) creguio (V) mopamo nopea yerosa
{(23) u (24) TOptbera Crasa NpPeTHOCTABATH (CAMYHO KA0 M KOZ cTa-
Ba W} jour paje /(1 -g,)=0RI 1- gu), n- . lakne ke
CTas, Koju 6u 6uo anaioran Copson-Ierrar-osom cTasy a Kojn
Ou ciepano u3 crasa ll, umaTy 063Uk

Cras V. Hs (1) caequ (IV) xaz 201 je
minf R g, )>—1, I1{gu)-OIR{1 -qu)} f+oc,

M=
Vo—1 << Vq i Php = oo, W=+ oo

Jloxasz omora crama, HaMMe A2 OH CTEAW M3 CTaga 11, Hehy
OBAE WU3BORUTH, Jep caM ra oMeKkne W3Beo y CBojnj pacnpasu |8].
Ma crasa 1, wxao u uz crasa I, mowemo JOLL H3BECTH &«
ORIWITHfe CT4BoBE Of CTaba V, Ha Np. CAHYHO Kao Koa H3BoFeibi
€TaBa iV, Ho rume ce nehemo name GaBuTH.
[Tpumerumo, namocteTky, kao WTO To u3 npehawmer BHgH-
MO, a2 HK omaj apyrn Copson-Ferrar-os ¢TzB, K20 ¥ WUXOB I1pBa.
HE CMaja noTnyHo y OBY Ipyny <TasoBa, veh ja ce oW HcTo Taks
OAHOCH Ha ONUITH]Y rpyny C(TasoBa, KOjWU H3 acHMMITOTCKOP HOHA- -
nratha #apasza (21), T. §. ¥3
o go oo o NP, o oo, (23)
Vr Yn — I'y g
HCMATY]Y aCHMNTOTCKO MOHAILALE KOIMYHUKA iy 'V | (OBa] Ce Cras.
MebYTHM, NOCTaBmbed y Tako cnuiteM COAMKY, OHET CBOAK HA
WCITHTHBRbE 2CUMITOTCKOr NOHAWAA DElIeha TMHeapHe jeJHau-
HE Ca KoHaunoM nudepeHunjom

Hrt '_!_ qrn {”n - ng—f) B lﬂll" " ﬁ}rn N .:U” I-"n \ = o N
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[ETO KA3yJC 4a j& HHU3 4pn 3aHCTA KBA3M-MOHOTOH.
O6paTHo, ako je HU3 An KBA3W-MOHOTOH Taja je, Kan cra-

EKMD
mn
& ‘ 1
hn i }—- ! 3/1 v _.'fI E.-_-l
vo_1
o IipETl]UETﬂELIH
!{T‘l = O( ‘,-)] H _}, = .
a Mehytum je

A — An—: :, — | An = An-t = —(Hn - Hn_r} 3a CBe AN,
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WTO NOKa3yje ersUCTeruW]y HHza 6pojéra K, Koju 3agoBosbapa
yCnoee ropwer ¢rasa. UBHM je J0K43aHO fa je er3uCTeHUHja Tak-
BOF HW3a O6pojeBa NOTpedHa H ROBO/bHA 34 KBa3u-MOHOTOHOCT.

.

4% 1llto ce THYe ropmwera <TaBa 7, NOCTOjH Y Be3# CA HbHM,
jour jegHO nUTame Koje 0d duho oA HHTEepeca WCOMTATH, a Xoje

ce cacTojH y cneaehem:

T n
Axo fje nuz [} {t-—dv) moHoToH, Taia je Hu3 ¥ dy MOHO-

v—1 v=i

TOH W 0OGpPaTHO; 0BG, KM3T/A€Aa, HE BaXY 38 KBa3H-MOHOTOHE HH30-
BE i Ipe0cTaje nUTatbe Ad e YBUAM Y KOJHKO c€ Ta] GakT Moke

MPOLUMPHUTH M Ha KBA3H-MOHOTOHE HH3O0BE.
5% M4 cy 0BM YC/OBK M nOTpedHH, cneaH u3 l-or aena, Tauke

3. Kako ce To npedoci c¢a Jensen-opor CTapa Ha ropte (TaBOBE

MOKaXKMUMO Ha np. Ha cTaBy I
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AKO 33 CBE HU30BE On KOjM Tewe IPaAHMUM S e A3 |

]
= E —  * &, e, (A)

!
E LWy — Wh_ I ) Sy

Sn'_

Tapa, npesa crary 3, HWH3 Wn MOpA 33a4080/LABATH YCA0BE CTaasa l.
Uz (A) mebyTum caepu

W, LI S
Wi -~ Wi n
: : v T+
koja ke jegHaumHa, 32 W, = [] ( 1- . ), y3eTH 00.1MK
v o1° v,

Sp + Qn {SII — 8§ 1) TSn .

fla 6n Rakse u3 ope jegHayuHe CNEAWI0 pa Sy — S, Ma Kaxkase
610 HHM3 Su KOJH TEWH IPAHALM S, HA3 §, MOPA 34f0B0LABATH
YCNOBE €TaBA |, RAKAE CY TW YCIGBY 3aKCTa W HOTPesHH,
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Sur un théoréme de Mercer et ses
genéralisaftions.

par
J. KARAMATA,

(Résumé de la note parue dans »(las® de I'"Academie Royale Serbe, t. CXLVI
(72), p. 8¥—112, séance dn [9 octabre 1931).

Dans cette Note I'auteur s'occupe des théorémes qui géné-
ralisent le théordme de Mercer [9) 1) dont l1a forme suivante,
¢tendue aux nombres complexes ¢, est due Hardy [3]:

Théoreme A. Soit s, une suite de nombres quelcongues
el ¢ un nombre complexe. De lo relation

n
Sn + -3 Se>s{l--¢), ns o
v.]

2

il résulte que s, + s, N+ o :
foutes les fois gue R(c)>—139),
Ce théoréme est souvant considéré comme une sorte d’in-

version de la propositon classique de- Cauchy, a savoir:
Quelgue soit la suite de nombres's,, de la relation

Shn* §, N1+ oc,

il résulte toujours

1 i |
2SS, I e,
i1 v—|

Quant aux theéorémes qui généralisent fe théoréme A de

Mercer, on peut les ranger en deux groupes, Les théorémes
appartenant au premier groupe, qui somnt (quoique contenant le

1} Le nombre entre crochets se rapporte au travaii cité 2 la fin de |a note.
*) Ric) désigne la partie réeile de ¢; en geénérale on posera

L = ).‘?{f}—]- ff{ﬂ]-
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théoréme de Mercer comme cas pariiéulier) la généralisation im-
mediate du théoréme suivant de Polya [11]:

Théoréeme B. Soit s, une suite de nombres quelgues et ¢
un nombre complexe. De la relation

Sn + €(Sn — Sp—t) > 5, A oc,
il résulte que Sa> 5, o,

toutes les fois que c¢=—1 ou bien que Rc)>—1,.

Ceux du second groupe constituent la genéralisation pro-
prement dite du théoréme de Mercer, Et de méme que le théo-
reme de Mercer est considére ep quelque sorte comme une
inversion de la proposition citée de Cauchy, les théorémes du
second groupe peuvent éire considérés dans le méme sens in-
verses du théoréme suivant de Jensen [5]:

Théoréme C. Soif u, une suite de nombres quelconque;
de la relation

HH“HH_‘!+SI = o, (1)

Vh — 1r"'n-—‘l

il resuite
anla'n-i-S, H'?*m:, (2)

foutes les fois que la suite v, satisfait aux conditions
suivantes .
| vn : I ) 1= N

n .
et N =i =00 ), e 3

va-]

(3)

Or, quoique ces généralisations du théoréme de Mercer
sont considérées comme des inversions du théoréme C de Jen-
sen, elles different néanmoins de beacoup des inversions pro-
prement dites de ce méme théoréme, appellées habitueliement:
theorémes de Tauber. Ces differences proviennent, d’une part, de
ce que les théorémes de Tauber fournissent les conditions que
doit satisfaire la suite &, pour que, de la relation (2), il résulte
la relation (1) (voir & ce sujet [6]); d’autre part, de ce que la

8) En général une relation de la forme gn =Q(dn}, > 2, qui sou-
sertend que bn > 0, signifie que le quotient  ay  fbu reste borné, ¢, A d.
inférleur 4 un nombre M, quelque soit A,

Sur un théordme de Mercer et ses genéralisations IT5

plupart des théorémes Mercer, quoiqu’inverses, resultent néanmoins
du theoréme C de Jensen, comme ['a déja montré Pauteur duy
present travail dans sa note [7],

Dans la présente Note, I'autenr €nonce deux théorémes
generaux appartenant respectivement chaqu'un & 'un des dits
groupes, les déduisant directement dy théoréme C de Jensem.
C'est ainsi que les conditions (3) de ce théoreme (qui sont né-
cessaires et suffisanies pour que, quelque soit la suite u,, de
(1) 'on puisse conclure (2); voir Toeplitz [15]), s'introduisent
dans ces généralisations du théoréme de Mercer, et ¥y jouent un
role prépondérant. Pour cette raison, en désignant les suites qui
satisfont & la seconde condition (3) par quasi-monotones, Yanteur
etudie d'abord les propri€éiés de ces suites. Il montre qu’elles
sont analogues & celles des suites simplement monotones, et que
la guasi-monotonie est une genéralisation naturelle de la mono-
tonie aux nombres complexes.

Les suites quasi-monotones qui se présentent dans les gé-
néralisations en question du théoréme de Mercer, ayant toujours

la forme w, = [](1 —dv}, les conditions (3) deviennent assez
V=1

compliguées. Pour les simplifier, 'anteur s’appuie sur les deux
théorémes suivants:

n

Théoréme 1. Pour Q-EIE la suite w, = [T(1-14, } soit qua-

=1

si-monotone, il jaut et il suffit qu'il existe une suite de nom-
bres positifs k, ~ O(1), n - oc, telle que Fon ait

K-+ | dy | < &, I+dy|, pour tout n=012, ...

Théoréme 2. S/ la suite w, - IEI( 1+dv) est gquasi-mo-

v=1
note,le produit TI(1+d,) ef la série X 1 dv. seront conver-
gents ou divergents en méme temps; dans le secoxd cas de

IPI(HM

y—1

n i
2y oo, N oc, il résulte foujours que
y—1
- oc, e inversement.

De ces deux théoremes il resulte, en effet, le

— o,

Théoreme 3. Pour que la suite Wo = [1(1~dy) satis-

¥—1
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fasse aux condifions (3), c'est @ dire pour gue
i
iWﬂ i . Ef ZIW\: — Wr,-_._IIITO(.wH }j ."I~+c-.::, (BI}
v=1

il faut et il suffit que

n

Zld‘ oo, N oo, (4)

v -1
et qu'il existe une suite de nombres

kn — O(I), =+ oo,
telle que

fntFldo |~ ke V+dy |, pour tout n- 0,1,2,3,... (B

Puis, revenant aux théorémes de Mercer, l'auteur donmne
des théorémes mentionnés plus haut I’énoncé suivant:

Théoréme 1. Soit s, une suite de nombres Quelcongues,
De la relation

Sﬂ_ + qit (Sn — 511—1) —* S, H Bl y {6)
il résulte
Sg> 8§, - o, (?}

toutes les fois que la suite w, = [1(14d.), ot dy - I/gn,
vy—1

satisfait anx conditions (4) et (3), c'est a dire toutes les fois

gite

n
ZI,/.QV =+ oz, 1+ oc, (8}
v—1

et qu'il existe une suite de nombres %, — Of1), n> o, telle que
LtRny ' Qu ko 1-Gn , pour fout n- 1,2,3,... (9
Théoréme M. Soif 1, une suite de nombres Quelconqies

De la relation

Uy — th—y . ifn .
= o Py TS, mee, o (10)
il résulte

L
s, oo, (11)
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toutes les fois gue la suife

]'"ﬂ - vﬂ—[

Wo — II{1+dv), od dy = (144g,)

y
v—] Fu-—l

satisfail aux conditions (4) ef (5), c'est & dire, foutes les fois que

n

R (12)
v—1 ¥--

et quril existe une suite de nombres by, - O(1), n—+ oc, telle que
kn—l | Va—1 | +§ l ‘“{‘Qn §| | Vo — Vg ] *-{; kn ’ Vo +( 1 +QH){1"11 - 1’!—1) 'l
pour tout n-1,2,3... (13)

Le second théoréme peut s'énoncer encore sous une autre
forme, correspondant mieux au premier théoreéme, & savoir:

Théoréme Il Soit un une suite de nombres guelconques.
De la riation

iy fiy — tto- 1 1y |
- ny R T L i 14
ljlu +q ]vn - 1?:1-—1 1"rl } }a ! L ( )
il resulte
T}—nﬁ‘*ﬂ, fl g oz, (15)

foutes les fois que

L 1 i v — Ve :
e T L G y il ¢ ; {16)
EJ}‘?B’ | V- 1 =

et qu'il existe une snite de nombres ky, = O(l}), n > oc, telle que
Kot Gn Vo1 [+ Vs — Vot < kn Qo Voot + (Vo — Vo)) 1,
pour fout n-=1,2,3... {17)

/ [i est facile de voir que ces théorémes sont une consé-

quence immédiate du théoreme C de Jensen. Le premier théo-
reme s’obtient en effet, en y posant #, = s, w, et

n
Vo = Wy =[1(141/g,). —Le second s’obtient en y remplacant
va-]

0 Py — Yy '
la suite #n par la suite 4, [1{1+g. --:"---p -li'— ). et celle de v, par
voo V-
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f ———

- _ Ve — Vy o I _
wn—vnﬂ{l-z—qv- —-‘-}=n{1+(1+qv)f? ""’?1-}.—

v—1 Yy~ v—1 Vv

Quant au théoréme III, il résulte du théoréme I en y remplagant
[/(1=-¢ga) par gy.

En ce qui concerne les conditions (8-—9), (12—13) ou
(16—17}, elles sont nécessaires et suffisantes pour gue les théo-
remes I, 1l ou Il subsistent pour toutes suites s, ou 1, satisfai-
sant respectivement aux relations (6), (10) ou (14). De ces con-
ditions, assez comliquées, on peut en déduire d'avtres plus sim-
pies, mais qui ne seront plus que suffisantes. Il suffit, en effet,
d’y remplacer, par exemple, la suite £, par une constante, in-
dépendante de n, c'est a dire de poser &, - 1’4, k>0. On
s’assure alors facilment qu’on peut donner aux conditions du

théorémes | une forme plus simple, et énoncer le théoréme com-
me suit:

Théoreéme YV, D> la refation
| Sa + G {351 — Si- 1) -~ ¥, -+, (18}

il résulte que _
S 3 3 il =+ oc 1

toutes les fois que la serie = 1) gy diverge,

iminf R(qg,)>—%, ¢f !{qn)=0{;—i~:‘?{qn)}, > oc .

= =

Ce théoréme contient plusieur théorémes de Mercer comme cas
particuliers. Ainsi, par exemple celui de Polya, lzumi [4), Vija-
yaraghavan [16), et d’autres encore. Cependant il ne contient
pas complétemant le théoréme suivant de Copson-Ferrar {2].

De la relation
Sn{ @y — Pu) tnSay=> 0, 1+ oc, (19}

il résulte gue
Sp> 0, -,

foutes les fois que les termes de la suite a, sont positifs,
ftm inf R{pu) >0 et la séric T lja, diverge,

== oo

Cela provient du fait suivant, L’hypothése (19) de ce théoréme,

Sur un théoréme de Mercer ef ses généralisations, 119

en vV posant an - p,g,, prend la forme sujvante

[ .
Pnlsﬂ"}'f?n(bn—sn—q)}—}ﬂ, > oc

done, lorsque p, - oc avec g, elle est plus restrictive que I'hy-
pothese correspondante (18) (pour s-0) du théoréme I'. Du re-
ste, lorsque py = O(1), 7> o, ce théoréme de Copson-Ferrar
est contenu dans le théoréme I,

* Le théoréme Il peut de méme prendre une forme plus
sitmple, comme 'auteur |'a déja montré dans sa Note [7]), et qui est:

Theoréme II'. De ig relation

7 -
TR
il résulfe

ty
F“—ﬁ"‘ﬂ, - oo,

toutes les fois gue

iminf R{ g, V> —1 | f(gn)=0{i4+R(g)), 1o

= )

Vo reelle et fel que Va1 <Py + o, = oc

Ce théoréme, de méme que le théortme I, contient bien
df'ﬂb théoremes de Mercer, mais ne contient pas le second théo-
reme de Copson-IPerrar [2], a savoir:

De In relation

Hn — II-r'IEIJ']—I _ i
—_— =T S
Vo — Py 1

il resulte

toutes les jois gue

iminf R go)>—1, ef Vot < Vg oc, o> oc.

= T

Ces deux théorémes, dy reste, deviennent équivaients lors-
que gn = O(1), #n->oc.
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