Rapport entre les limites d’oscillation des pro-
cédés de sommation d’Abel et de Cesaro.

Par
JOVAN KARAMATA.

Soit ay, v=1,2,3,..., une suite de nombres réels, tels
que la série

(1) Fi)= S ayrv  converge pour tout r<1;
on a alors I'inégalité bien connue

(2) lim sup (1—-r) 2 ay ¥ < lim sup Z ay ,

r=1 =1 n- =1

qui exprime que la limite supérieure de lintervalle d'osciliation
du procédé de sommation d'Abel ne peut dépasser celle du pro-
cédé de sommation de Cesaro, quelque soit la suite de nom-
bres réels { a, }. |

Or, dans une de mes Notes 1), j'ai démontré que pour les
snites de nombres { @, } a termes posififs, on a méme la double
inégalité suivante:

(3) flim sup (1—nr) f{r) =, lim sup — 2 Ty <o E lim sup (1—r) (),
=1

r=1 _ fl = o

f(r) désignant la fonction (1) et la constante ¢ étant la base des
logarithmes naturels. :

1y J. Karamata Sur la moyenne arithmétique des coéfficients d'une série
de Taylor, Mathematica vol. 1, p. 99 et 100 (Cluj, 1929},



5 Théorémes fauberiens.

Pour pouvoir déduire du théoréme A, d'une maniére plus
directe, les théorémes de nature tauberienne, nous lui donnerons
d’abord une autre forme, d’ailleurs équivalente. Ainsi, en rem-
placant dans les fonctions et intégrales y figurant ¢ par e,
o (e~%) par A, (1), et y faisant quelques autres légeéres modifi-

cations, 'on obtient le
Théoréme B. Soit A (x) (n=1,2,3,...) une suife de
fonctions définies dans (0, ©), telles que les iniegrales

fe_.hd{An('t)} (n!k:]"-'??g’"')
0
existent, et

(1) A (0)==0, pour tout n=1,2,3,....

Si ces fonctions satisfont d la condition

(2) lim inf min {4 () - A4, ()} > —~w(#)-0
n=ux X<t Ax

lorsque 1 < i—1, pour fout x, alors des relations

3) [eHaiA@) [ 2A®) o),
D 0

pour tout k=1,2,3,..., il résulte que

(4) A (x)~A(x) {(n-w) en tout point de continuilté x de A(x).
L'indice n figurant dans ce théoréme peut de méme varier

d’une maniére continue de Q0 3 o, ce guise présentera, du reste,

dans les applications suivantes.
Appliquons, a présent, le théoréme B i |'étude de la valeur

asymptotique d’une fonction A(x) qui satisfait & la relation

suivante:
o

g 1
s [eatawi=ote (1)) @0,
D
p(x) étant une fonction positive telle que
(6) g(ux)=0{p(x)} (x-®), pour tout u>0.
A cet effet, posons dans (5) 6 =%/n, k> 0, puis remplagons
tin par {; Pon en déduit alors la relation

fe—“d{x-l(nf)} — o (p(n/k)} (n=w),

J. Karamata, 6

valable pour tout k0. En divisant cette relation par ¢ (n) et
en tenant compte de (6), 'on obtient:

Lfﬂ_md{ﬁ ES}}"U (n-> ), pour tout £ > 0.

En posant donc
A (nd)
p(n)

et en appliquant & cette fonction le théoréme B, on en déduit le
théoréme suivant: |

A (f) =

Théoréme 1. Soit ¢(x) une fonction positive ef telle que

((6)) ¢ {ux)= OQ{p(x)} (x> o), pour tout u>0;
de la relation | :
() [ diaw)—oip(L)) @-0)

il resulte Y

(7) Alx)=o0lp(x)} (x> o)

toutes les fois que lon a .

(8) “ liminf min {‘4 (“:; {;f ("")} > —w (k)0

lorsque 1 <A1,

En ce qui concerne la condition (8), on peut la remplacer,
dans le cas ot A(x) posséde une dérivée premiére, par une plus
simple, mais moins générale -

Théoréme 2. Si la fonction ¢(x) satisfait ¢ la condition
(6), de la relation (5) il résultera (7) toufes les fois que A(x)
posséde une dérivée premiére telle que

(9) A (x) > O{p)/x} (x~w).
On peut, en effet, montrer que la condition (8) est satisfaite
toutes les fois que (9) est rempli. Car, en intégrant cette der-

niére inégalité entres les limites x et x Lhxy, A>1, I'on en
déduit, en tenant compte de (6),

A(x)~ A(x)> —Mfcp('t) dijt > — Mff;?(xf}dﬂf} — Mg(x)lg 10
x 1 .

avec 4 -1, ce qui montre bien que la condition (8) est
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satisfaite dés que (9) lest.
En posant, & présent, dans les théorcmes 1 et 2
A (x)=s{x)—s et ¥ (x)=g(x)x,
'on en déduit le
Théoréme 3. De la relation

o

(10} Uf s dt=s+ o0 [y (J) (5 0)
il résulte que ’

[
(11) ;IS(f)Eff:S-FD{Ip(I)} (x—*m)

si la fonction s(x) safisfait @ Cune des deux conditions suivanfes :

-rl"

(1) Ygehof min Lfs@dizst-1)-w)v@

x < x {?xl'

(ﬂ-'(fv)-*ﬁg I <41},

ot bien

(13) s(x) =s—Muv(x) (M>0), pour tbout x,

Y (x) satisfaisant ¢ la condition que

(14) Y(ux)=0{y(x)} (x— ), pour fout u>10.

En particulier, si 'on pose dans ce théoréme
s(x}=s_lorsque nCx<n+1 (n=0,1,2,,..)
et € =—r, I'on en déduit que de la relation

(l—r)y%;s,,rw =35+ o{y (1_*1—7') I (r—1)
il résultera
i Ts —s +oluim) (n=ce)
toutes les fois que la suite s_satisfait a la condition
s >s—My(n), pour tout n=0,1,2,... (M>0),
t(x) étant une fonction positive satisfaisant a la cﬂnditiun (14),

Si 'on pose dans ce dernier résultat tli’f(x):x (h>>0),
I'on obtient une réponse a la question posée au début de cette

Note,
fRegu par la Rédaction le 8, 6. 1932].
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Soit ay, v=1,2,3,..., une suite de nombres réels, tels
que la série

(1) £(r) = f ay ¥ converge pour tout r<l; .
on a ators l'inégalité bien connue

(2) hm sup (1—1r) Euv v lim sup Zﬂv ,
= 1

1 .i"I — "l"-_-..'_l

qui exprime que la limite supérieure de lintervalle d'oscillation
du procédé de sommation d'Abel ne peut dépasser celle du pro-
cédé de sommation de Cesaro, quelgue soit la suiie de nom-
bres réels { ay }. |

Or, dans une de mes Notes '), j’ai démontré que pour les
suites de nombres { a, | & termes posififs, on a méme la double

inégalité suaivante;

(3) limsup (1—r) f(r) < lim sup = Eav er !:m sup (1—r) f(1,

r=1 H—m:

f(r) désignant la fonction (1) et Ia constante ¢ €tant la base des
logarithmes natureis.

1) J. Karamata, Sur la moyenne arithmétique des coéfficients d'une série
de Tay'or, Mathematica vol, 1, p. 99 et 100 (Cluj, 1920},
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La seconde des inégalités (3} compléte donc linégalité (2)
dans le cas des suites a termes positifs et exprime que dans ce cas
la moyenne de Cesaro doit rester bornée toutes les fois que la
moyenne d’Abel Pest. (Evidemment ce fait n'a pas lieu pour les
spites a termes réels quelconques, comme on le vérifie, du res-
{e, facilement sur Pexemple @y = (—1)1?, v=1,2,3,...).

D’autre part, puisque e > I, il ne résulte pas des inégalites
(3) que {(pour a, = 0) les deux limites sup€rieurs

(4) A =lim sup 1 L ay et r= !r’m15up (1=r)f{r),
=

fl = O —1

doivent étre égales entre elles, la question suivante se pose
donc tout naturellement: l.es deux limites supérieures A et »
sont-elles égales enire elles, lorsque les termes de la suvite | ay |
sont positifs ? Ou, ¢e qui revient au méme, peut-on dans ce cas
remplacer la constante ¢ par l'unité e€t, si ce west pas le cas,
cefte constante e esi-elle la plus petite possible, pour que la
seconde inégalité (3) ait lieu pour toute suite { @, a termes
positifs?

Nous allons montrer ici par un exemple, que la réponse
a la premiére question es! négative, contrairement a celle de la
seconde, En d’autres termes, nous allons construire effectivement
une suite de nombres {av} qui salisfait a ]'égalité

(5) Iim sup 2 ay = e limsup (1—r) f(r),
n= v=1 r=1
c’est-a-dire pour laquelle A =en
Cette suite des nombres { a, } Ebi la suivante:
y = p!
® anz{” RPN 1,93,
0 s1i n=pl

Pour montrer que I'égalité (5) a lieu lorsqu’on y remplace
la suite { av ] par la suite (6), il suilit de démontrer que l'on a

11-L.?I

(7) lim sup 24 ay = lm sup — > pl=1,

I == x5 r—1 fl = OC ,_,.1

ef

®)  timsup (1—1) 70) = tim sup ( S ut = 1e,
= Fr=1 }1:1

Limites d'oscillation des sommaiions d’Abel ef de Cesiro. 3

l.a relation (7) est facile a vérifier; d’une part, on a

] HED 1 2
— M ul=sl— X w! pour tout (p—1H <n=_pl,
t ].'L=1 pl!.lr:]
et puisque .
L & p!
1 . ] o + ,
p }1%1}-1 p'_(ﬁ'—l' p o
il s’ensuit que
] ul=np
Iimsup — Y wl={1.
],_J,,_

D'autre part, i1 existe effectivement une suite de valeurs
np,.p=12,3,..., de n telle que

] ]J.Iéﬂp
e glpl-arl, Ny~ oc ,
]_'I.._.-.
ce que l'on voit en posant n, = pl.
Des deux dernieres relations il résulie I'affirmation (7).
Pour démontrer la relation {8), il suifit de montrer que 1’on"a

(9) tim sup (1--1) Nt e
i‘"— }_]_:.-. ]_

Car, d’aprés (7) et la seconde inégalité (3), il résulterait que

| =, e lim sup l—r)Z pl el efe=1,

r=1 pn =1

¢’est-a-dire 1'affirmation (8). -

Or, I'inégalité (9) peut étre obtenue par des considérations
suivantes.

Remplagons, d’abord, r par ¢ °; alors, pour que r —+ | i
faut que o 0, et 'on a dans ce cas (1—r}=(1—e °) ~o lorsque
c - 0,

Par suite, aun lieu detudler les limites de ]'expression

l—r)z vl ¥ lorsque r - 1, on peut étudier celles de o Zvr g—ov!
v—} ¥=—1

orsque ¢ > 0, Mais, cette expression ayant |la forme 2 sp! E;_upg,
v=1
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I'on voit qu'elle a pour valeur la somine des ordonnées de I:
fonction xe—* aux points xy = svl, v=1,2,3, ...

Soit sur I'axe des X un intervalle quelconque, mais fixe
(e, M), olt & et 1/M peuvent étre choisis aussi petits que I'on veut
Il est facile de montrer que, pour o suffisamment petit, il peu
y avolr au plus un parmis les poinls xy = ovl, v=1,2,3,..., qu
soit situ¢ dans lintervalle (s, M). En eifet, pour que of' soi
situ¢ dans cet intervalle il faut que e < ok, ef pour qu'un second

¥y —-xe

—_—

el o r——
M

4

point y soit situé il faudrait en outre que o (£4+1) < M; en multi-
pliant ces deux inégalités membres A membres, i1 résulterait
¥l

e (k- 1) <, M. k devrait donc étre inférieur 4 E —1, ce gui con-

lredirait la premtiére des deux inégalités précédentes : B>
d'apres laquelle on peut choisir & assez pelit pour que % dépasse
la guantité f — 1. Done, en choisissant o assez petit, si I'un
des points x,, v=1,2,3,..., est situé dans (g M} tous les
autres doivent étre extérieurs a cef intervaile, ce qui démontre
["affirmation.

Considérons, a présent, la somme des ordonnées de la
fonction yr—xe™, correspondant aux points x, extérieurs a I'in-
tervalle (e, M), La somme des ordonnées correspondant aux
poits & droite de M est évidemment inférieure a la surface

[ R
fxE“Idx.z eMe—M. En ce qui concerne la somme s des ordon-
M—1
nees correspondant aux points 3 gauche de g, I'on a

Limites d'oscillation des sommations d'Abel et de Cesiro,

e¥! T s apl = & ! ! !
‘o E,l ol v‘.%g ,;1 _nulage(%+%i—]—%+..
1 ] - {1 3 1 ]
o - 41 =2 - -4+ — 4,4+
Ayt .1) E.Qe(l,.p+p+ +p+1)4§_2a.

Par suite, puisque pour o suffisamment petit, un des poinis
Yo =¥, ¥=1,2,3,..., au plus est situé dans Vintervalle (g, M),
et puisque la plus grande valeur de la fonction xe™* est 1/e, la
somme de toutes les ordonnées de cette fonction correspondant
aux poinfs ovl, v=1,2,3,..., ne peut dépasser la quantité
9t +e 1 LeMe— M clest-a-dire, on a l'inégalité
v! v
]

o P! N —4a - ¢ —1 — M
(1= vl =0 Yvle <. 2ete ' +eMe
v=1 v=1

pour o suffisamment petit, Donc

lim sup (1-—r) f Mt < 2e e e Me M

r=1 v—1

¢t puisque dans cette inégalité on peut choisir, d'une part, e
arbitrairement petit et d’autre part, M arbitrairement grand, I'on
en deéduit Pinégalité (9), et par suite [I'affirmation (8).
Il est, du reste, lacile de trouver une suite particuliere
res, p=12,3,..., de valeurs de r, telle que
O !

(10)  (1—rp) S0iry > e )

v—I1

lorsque rp~> 1.

Une telle suite est, par exemple, r, = e~VP! p=123, ..,
En effet, du fait que '

(1—rp)=Q—e P yco 1ipl, p oe,

et des relations

oc —1
L iyl vipt - L FZ vie VP pe—ly Y pleVYRY
p! ve=] P! ¥Y— ! v—=p--1
— Yvle PP — WVl == ——— Nyl 5 0, p> o,
p v.%z‘—l H‘pl v§t p p—1 !E P

-
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1_ f“ 1!!5—_13_;.—.(‘0—_':—1) 4. (P'J—l}{p—["Q) J.. f v~V =

p] 1|.f=p-.}—| 2n—1 -1 (p2) =
epi1l)—p
= m - 0 - -1
e—1zer 0 P

il résulte l'aifirmation {10).

Cet exemple suffit pour donner les réponses complétes aux
questions posées au début de cette Nofe,

D' ailleurs, on peut en donner une infinité de suites { a, |
satisfaisant & la relation (5). Ainsi, par exemple, toute suite { a,
de la forme

Hn={ nopour =i, F=1.9.3, ...,
0 pour n=m,

e | o
g

avec k, satisfait a la relation {5); ce que l'on peut montrer en
suivant la méme marche comtme i] vient d’étre exposé pour la

ol n., k=1,2,3,..,., est une suite d’entiers tels que

suite (6), (Dés que dans ces suites le quotient n;';}'l ne tend
k

pas vers l'infini, 'égalité (5) ne peut avoir lieu).
Ainsi, on a démontré le théoréme suivant:
Tout suite de nombres positifs | a, | satisfait aux inégalites

fim sup (1—r) i‘ Qv ¥ <, L Mav < e limsup (1--1) E a, r*,
=1

r=1 v=1 o r=i v=l

ot la constante e, base des logarithmes naturels, ne peut éfre
remplacée par aucun nombre plus petit, tant qu'on reste dans le

cas général considéré.

Beograd, le 25 mars 1923.
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