Sommabilité et fonctionnelles linéaires

par

J. Karamata (Belgrade)

Dans ecet exposé nous allona indiquer des rapports intimes
existants entre certains proeédés de sommations et les fonetionnelles
linéaires. Sans domner une théorie génédrale, nous voulons simple-
went faire reasortir ce rapport dans un cas particulier, en indiquant
le parti que l'on peut tirer d’un théoréme aur les suites de fone-
tionnelles lindaires pour Pétude des procédés de sommation, les
comparant entre eux et 4 la convérgence ordinaire. Ce cas parti-
culier peut d'aillears servir de base 4 upe étude plus générale. Le
théoréme en question, sur les suites de fonetionnelles lindaires,
€8t & peu prés celui de M, F. Riess '), que nmous mettrons sous
la forme: | | - |

Théorgme A, Soit v(z) une suite de fonctivns & variation
bornée dans Vintervalle [0, 1] avec

(1) 0,(0)=0, »n==0,1, 2 3, ...

Les conditions suivantes ftant remplies:

I 1

L s ]
(1]

@ lim [ P ()] — / Zd[v(z)] pour k=0,1,9 .,

h |
{3) / | dv,(x) |l<X M, N indépendant de n®),
Q

{a suite de fancﬁanneﬂe& Iiné’direa

1 F. Riesz. C. R. 149, p. 974
1) e~i-d. que la suite ra(ax) soit & variation uniformement horpds.



222 J. Karamata

1 1
/jf:{:; d[!ﬂu{'ﬂ"ﬂ —+ ./ f[:r:)d[z:{;::;], Eﬂrsgug n - oo,
1 4]

pour loufes les fonctions fr) continues dans 10,1]; ef, si v(x) est
monotone, pour toutes les fonctions fix) iﬂtﬂ'gm&fes-RSIJ par ;appﬂrt
a v{x).

L.a premiére moitié du théoréme ajns; formulé se démontre
immédiatement en appliquant le théoréme de Weilerstrass sur
Fapproximation des fonetions continues par des polyndémes. Quant
4 la seconde moitié, on la démontre en utilisant la proposition
sulvante:

S1 v(x) est une fonction monotone et Sz} intégrable-RS par

rapport a s(x), 1l existe toujours deux fonetions continues {méme-

des polynémes) g(z) et G(x} telles que l'on ait:

g (@) < fx) << Ga), pour tout 0 <z =1,
et

J 166 — gl an) <

-y

¢ pouvant &tre choisi aussi petit que l'on veut.

Nous montrerons l'application de c¢e théoréme A un procédé
particulier de sommation, d’ailleurs assez général, que nous déAh-
nirons de la maniére suivante:

Une suite de nombres {a,} sera dite sommable-D(p,, 4.)
avee la limite géuéralisée a si

]

2.‘11 a,p, £ Ayt

(4) = +a, lorsque s - 0,

o

©
2 v Py ¢ A

0

{4.} ft&nt. une sulte de nombres positifs, croissant constamment
vers l'infini e-a.d.

(5) Dﬂiﬂgilg,._gluilnﬂ—}m avee n

et {p.} une suite de nombres positifs tels que

‘I e-i-d. intégrable aw sens de Riemann-Stieltjes.
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6) Pnzzp B, + OO avee w
{0

et que la série

(1) Pls)y = 2:- p, e %" converge pour tout s > (.
A

Dans ce qui suivra, nous assujétirons eneore la suite { p,} & une

certamne condition de régularité {par rapport 4 la snite {4,}) dont

le rile résulte du lemme suivant:

Lemme: FPour que Pexpression

o
21’ ?jrf[g_lﬂla' ¢ 4!
0

) s = [ Pl @)

.
t' v P, gy

)

tende vers une limife deétérminée, lorsque s -0, pour toutes les fone-
tions f(x) continues dans [0, 1], i faul et il suffit que

Ay
Yok
7 Py @ 7
{9) Eﬁm I 1+_} Eﬂrsguﬁi () — OO

.o,

1

ef dans ce cas Uon «a

1l s 1 14~
{10) hmP—mﬂz‘" py F(e™47) e =P®ff(§) (fgé) ds

camui)

<t

Aps 1
f |

(1) Pe)~T(1+2) Yop,

Pour démontrer ce lemme nous aurons besoin de la proposi-
tion suivante {dont la démonstration pataitra dans ,Mathematica®

Vol. 4, Uluj, Roumanis).
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Sott g(f) une fonction monotone croissante vers linfini, pour
que la fonclion

'
9(_‘“) tend vers une limite lorsque § - oo
g(#)

ol suffif que

1

fugi(ﬂ-ldx—}a lorsque t > oo

el dans ce cas l'on a

g (tx) "

]1111 e,

———117

Considérons maintenant l'expression

_1 mp AT gy = P[E(l—*—I:':I
(12) P(S)g' p, 640" | Ay = P

St, pour x=1, 2, 8, ..., elle tend vers une limite lorsque 50,
on voit par la formule (8) que les conditions (1), (2) et (3) du
théoréme A seront remplies, d'oll résulterait l'existence de la limite
de l'expression (8) pour toutes les fonetivns continues f{x), lorsque
3 +0. Or, en appliquant la proposition citée plus haut, (12) tendra
vers une limite pour tous les x 2> 0 lorsque

P(s) /P{§ tend vers un nombre p=—1-4-4, s tendant vers 0.

Ce qui aura toujours lieu lorsque

g =11

<)

¢.-A-d. lorsque

—8Ps) 1—p 1
Psy ~ » 1414

et comme

ll
N -

- P’ F N
s (s} 2 P_, Ay i fs y j‘ p, e, o
0
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on voit que, lorsque ® - oo, cette expression tendra vers

toutes les fois que la condition {9) est remplie, et on aura

P[(1+ 2)s] L g 1y
P(s) - (1 4} —muj 5’(39 é') d&

ainsl que l'équation (10) pour toutes les fometions f(x) continnes
(et méme d'aprés le théordme (A), intégrables-R) dans [0,1]. Ceci
montre que la condition (9) est suffisante. Pour montrer qu'elle
est nécéssaire remarquons d'abord que, de l'existence de (10) ponr
toutes les fonetions continues, il résulte son existence pour toutes
les fonections intégrables- R, En posaot donc

0 pour 0 a<e™!

=11
/) ~ pour e ' 1

on obtient I'équation (11); en posant, ensuite

- (0 pour OsCase!
floy=!ilgx -
=, pour e Tl <1
on obtient
P(s) ~ .'?.'.75_1 ri4 4. 2 APy "

puis, en divisant cette équation par I'équation (11), on obtient la
condition (#), ee qui nous montre qu'elle est néeéssaire.

Nous allons passer au théoréme prineipal, qui va nous mon-
trer le rapport existant entre le procédé de sommation-D{p,, 4,) et
les fonctionnelles linéaires:

Théoreme 1. Soit {a.} une suite de nombres sommable- D{p., £.)
et bornée- Bfps—di=—mrroiite c-i-d.
a‘un lcotcé .
)
- = 3 —Ayt —
(4) P{JJ% a,p, € a, lorsque & — (),
et

(13) L 2,;- TPt s M, W judipendont dee,

0 :
Oy > O, 15
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les auites {p.} et { 4.} satigfawsant a lo condition (9], on aura

n4

! a1
.1 an i 3 et 1 d
(14) lim Ps, Z'v a,p, fle2") e "‘Fii‘i‘/ﬂg(g?) 3

gl
a

o bien

+ 1 DIC-!. "1# :-_-;'-I:__ { / _g t.i_ld .l
111'.]1 — r 2 v i, Pi"f‘p (E)t & _F(i) u € qjlfgjg g
N
{e)

(14) e P(

) ncki intégrable-R dans [0, 1],
uelle que soit la fonction [(5) intégrable-B 0, 1],
’ Eqn effet, en posant dans (1) s'1-+% au lieu de s on aura,

d’aprés le lemme préeédant

- T 1.4
1 ¥ —ak L / £ {19 25
- — v ., fy [ 1’) g v = - -
P(s) % Py T'4), ( ;|
os oni montre gue les conditions (2) du théoreme A aont remplies.

D'autre part, la condstion (13) exprime quo—la—oondition—t5)—da

théorbaedest remplioreri-dr que la fonction v(s, x) esi—s—vara- me 9% on peut passer de la sommabilité & la convergenge ordinaire. Nous ~

dou—unifosadémani—boradep quelque goit s> 0. Done Dlapplication
‘équation (14).
du théoréme A nous doune l'équation { | |
) Le théoreme 1. peut de méme prendre la forme sulvante:

_-‘.---

Théortme 11. Unre suite de it
3{; A )'w osi sommable par tous les procédes de la forme

YR

i _ 9 —
Spsichnes
0

ou —— —
gsoit la fonction f(x) infégrable B dans

]

Zv_pm(%’)ﬂ'ﬁ

0

avee la méme limile, quelque

10, 1].

Le cas le plus intéressant &si lorsqu'on prend pour g(x) la
fonction partievhere

er pour Usgorcl
plx) = | ¢ pour l < a < oo

pe qui nous donne le résultat .suwunt:.
'

P
nombres {a,}, sommable et bornée-('Un
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Théoréme III. Ure suite de nombres {a.} étant sommable [ot
bornéed D(p,, 1, )} ow—smodrte, est de méme sommable par le procédé

d’yn. cotés _
Zﬂ a,p, 2,. a,p,
0 Q

2 - -

Ay
b '
= Py 2 v Py
)

i
E 0

we L méme Bmite

Lies théorémes I—III eontiennent un grand nombre de résul-
ts connus, en particulier certains TFauberians Théorémes% de M.
II’. Hardy et Littlewood.
Nous voyons done, sur ce cas particulier, le rapport existant
otre les fonetionnelles lindaires et les procédés de sommation ainsi
que les résultats que 'on peut en tirer en ce qui concerne la com-
paraison de différents procédés de sommation entre eux.

Nous allons montrer encore, sur ce méme exemple, comment

utiliserons pour cela le théordme II. En prenant pour @(x) la
fonction suivante:

0 pour 0T x<a, I
¢ pour x; < xr <1,
0 pour 2y < X < 00,

P(x) =

n“é'}'ﬁ obtenons pour toute suite {a,} sommable (et bﬂr”éf¥ﬁ(fj"=‘lﬂj}d’un GE’!T

el

Jonstdérons la différence

2"" a, Py

Y.

ey € &y 5

-

a, ol n est tel que o, T A < o,

15%
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Qoo a

2 la.—alp,

' : Ty < A S -
D, g TR <l Max |a, — a,

¥ try < A, Stby
3. p,

L SR R T

Done, si i
|
hm sup Max "a,—a, =z, 2,) 0, lorsque =, —z,| - ﬁ\ :
L) =2 ftﬁ'if:;#{:fu'rfj ‘.__ |
on aura - { b
lim O, =20 | ¥
{43 w03 . B .
e.-a-d. | | o
lim a, = a. | -
-
Nous obtenons done le i
R
Théoréme 1V, Pour gqu'une suite de nombres {a,} sommable ¥

D(p,, &,) soit convergente, il suffit (et il faut) que {a,} soit bornép-@"un @(

Ll ¢t que

lim snp Max |a, _a,{_m(ml,m,]+0 lorsgue |2, —x, | -+ 0.

=G ey < A, <ty ~"
Ce théoréme, qui est un théoréme inverse de sommabilitd, résai-
tant directement du théoréme II, nous montre que le théoréme A
est en quelque sorte une sourece commune de hien de théoréemes
différents, concernant 1a sommabilité, j

Nous eroyons avolr montré, par ces exemples, la, rapport -

existant entre les fonetionnelles linéaires et la sommabilité, ainsi
que l'ulilité que 'on peut en tirer.




	a146
	a147
	a148
	a149
	a150

