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Depuis les travaux de M. M. Cesiro et BorerL la théoric de la
sommabilité des séries divergentes s’est extrémement développée. Une
saconde étaps que 'on peut remarquer dans cette théorie sont les tra-
vaux de M, M. Hamroy et LirtuEwocepn. Taondis qu’aprés les travaux de
M, Borrr on cherchait plutdt & créer et i étudier des procédes de
sommabilité de plus en plus généraux, M. M. Harpy et LiTTLEWoOD
s'occupaient surtout & comparer les différents procédés entro eux et a
la convergence ordinaire. Leurs étndes consistaient & trouver les con-
ditions auxquelles doivent satisfaire les termes d'une série pour que de
la sommubilité par un procédé plus puissant on puisse passer i une
sommabilité par un procédé moins puissant ou méme & la convergence
ordinaire. Les théorémes donnant de telles conditions peuvent done éire
appelés & juste raison des théorémes d'inversion. Les procédés particu-
fiers dont s'occupatent ces autsurs sont surtout ceux de Crsiro, de
BoreL et d’ABEL, (ainsi que certains de leurs correspondants aux séries
de ThmicHLET) généralisant de différentes maniéres le théoréme de TaUBER,
d’ou leur nom de ,Tauberian theorems®.

[l nous semble que la source commune d'un grand nombre de
ces recherches réside duans un lien intime qui existe enire res procédés
particuilers de sommabilité el les fonctionnelles linéaires, moyennant les-
quelles on pourra étudier toul cet ensemble de problémes d’un point
de vut général,

Le lien en question entre ces procédés particuliers de sommabilité,
par exemple ceux de Cesiro, d'ABiL et de BoreL, et les fonctionnelles
linéaires, ressortira des fprmules suivantles :
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1. Une suite de nombres s, est dite sommable - C (Cusaro) si la
limite | |

| +
lm ~— 2 s, axiste,

A—=gp T o=
jﬂ_

et 'on a, d’auire part,

(1) ";L%Z;{JS*‘W

0

2. La suite s, est dite sommable - 4 (Asri) si la limite

Lo &
E(l—r) 25;}'" existe ,

=0

et il est facile de voir que

@ lim (}—r) i fr)r = gf(r)dxﬁ.
— »=0 S
Ol encore
et Blp)e e
0

’Ges equations ont lieu quelles que soient les fonctions 7(X) ou g(x)
intégrables - B (au sens de RieManw).

3. De méme, la suite s, est dite sommable - B (BoreL) si la limite

rliﬂl e’ 2 %f"' existe,
o »=9
et Fon peunt montrer gus
, 1 (v %
1t ,E'.“;"*"",=uﬁf(:Jf”=f(1>=Sf(r)d{ﬂ(xn,
0
i{]
of v (¢) = pour (=y=1
1 pour 1<Se<Cw |

oquation qui a lien pour toute fonction f(x) eontinue au point x = 1,
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Dans la présente communication, nous ferons encore ressortir
cotte analogie sur certains procédés de sommabiliié qui généralisent
ceux d'ABeL et de Crsimo, et que nous définirons de la maniére sul-

vante:
L.a suite de nombres s, est dite sommable - A (p} avec la limite

généralisée s, sl

{4) v — > 5 lorsque r » 1

} Do,
\(5) =’

— 8 lorsque # >«

Nous tirerons, en outre, une conséquence de cefte analogie 2z
I'étade de la comparaison de ces deux procédés entre eux, qui nous -
permetira d’obtenir une extension du théoréme suivant de M. M. Harpy

et LrtrLEwooD!):

m -
Soit  f(r) = 2 a, ? , la séric étant convergente pour r < 1, et
=0

501t

L(—l r=>1, a>0,

! .
f\('-""] ™ {1__'; l-r ;

ol L (x) = ()™ Uglgx)™ -+ -

Si les coefficients a, sont positifs on a

l o
n=§ﬂpﬁ#(?ﬁ.+—nl,.(ﬂ) L H 00, (

Cette extension, du reste, a déja été obtenue par M. R. Scuminr?)

1} G, H. Hazoy et J. B. Lrereewoon, ,Taubérian theorems concerning piwer
garies and Dirichlet's series whose coefficients are positifs®, Proc, Load. Math. Soc.
{2) 18. 1914. 174 -191.

f) R, Scemror, ,Uber divergente Folgen und lineare Mittelbildungen”. Maih.

Feitschr, Bd, 22, 1915, 89—152,
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e maniere différente, ce qui ne diminue pas l'intérét de la présente
e, d'une part, parce gue la voie que nous suivons présente un inté-
an soi, d'autre part, parce qu'elle montre 'utilité que 'on peub
du lien existant enire ces procédés de sommabilité et les fonetion-
15 linéaires.

Pour eptreprendre cette étude nous chercherons tout d’abord les

b
itions auxquelles doit satisfaire la suite de nombres P, -_—2%_

r=1}
+ qu'a la sommabilité A(p) corresponde upe relation apalogue ¥
- définie par |'équation (2), correspondant elle-méme a la somma-
: A, En d’autres termes, nous chercherons guand est-ce que la

ttonnelle linéaire .
Sty fon)e
=0

Lll_

TR —
> p, 1"
p 0 :

ndant da parameétre r, tend vers une limite lorsque »-» 1. 1] ew

7

i1 )
fera que la snpite Py = Z’ p,. , amzi que la fonction p(r) = 2 2,7 »
' ' ' »=1 | p=II
nt satisfaire 4 ume certaine condition de régulanté, dont nous
sommes occupé dans une Note présentée a Ja Société Mathéma.
de- Franee et dams une auire Note intitulée ,Sur un mode de
sance réguliére des fonctions®, et qui paraitra ders le Vol 4. de
hematica* (Cluj, Reumanie), page 38-53.
Définissons donc auparavant ce que nous entendons par la croissance
v¢ d'une suite de nembres, ou d'une [onction, et citons eelles de
propriéiés dont nous aurons besoin dans le présent exposé. Nous
sterens pas sur les démonstrations, celles-c¢i se trouvant dars la
citée,
Soit Pp une suite de nombres positifs, ou soit ¢(x) une fonctiom
ive, tendant fcutes les deux vers Uinfini; elles sercnt 4 eroissance
iére Si
I <& T
B HPH_EP“‘}E lorsque # > =
' or=0

. q -
g \9‘(£J dt > — lorsque EFr e
Yo
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le nombre o est appelé indice de régularti¢ et est dans ce cas = 1.
Le cas ot s = | correspond A la eroissance lente.
Les proprietés des suites et des fonctions & croissance réguliére
“dont nous nous servirons, sont les suivanles:
. 5i Py ou g{x) sont & croissance réguliére, 4 indice o, on peut
les mettre sous la forme

Pp = n®" 1 L{n) Ol g{x) =x""1L{x} |,
Lifx) étant une fonetion 4 croissance lente, satisfaisant a4 la conditiom

I Y (572

Tim - =1, pour fout x>0.

r=a .Lt (T) p

il. Pour tout x>0, on a

" X

]_”n ._I.Ei = xi]' -1 Ol 11“‘] —i(.r )-- = I":F -1 .

T — Of 'PH r-- o H(’-“'J

Inversement si ces Jimites existent pour tout x ™ 0 et sont différentes
de zéro, la suite P, ainsi que la fonction ¢(x), sont i croissance réguliére,

il 5t (s} ~ g(x), x> o¢, ef si 'une de ces deux fonetions est
‘4 croissance réguliére Vaulre l'est aussi, avec le méne indice.

IV. 5i g (x) est une fonciion monotone, 4 croissance régiliere et
4 indice ¢ ™ 1, sa fonction inverse est de méme & croissance réguliére,

¥
c-1"

V. S8i f(x) et g(x) sont deux fonctions & croissance réguliére, &
Indices respectifs o, et o, g{x) — «, la fonction f{g(x)} est de méme
@ croissance réguliére, 4 indice (o - 1) (o2 - 1) - 1.

Nous dirons, en outre, qu'une fonction A (y) esl & croissance régu-

4 Indice

[ Y . . 1 - -
here lorsque y — a, si la fonction ¢ (x)=h (a - — | @ést 4 croissance ré-
- X

guliére lorsque = o oc.

Passons & présent & Péiude de 'expression (b), en v posant tout

d’abord f(x)=2* o> (), et cherchons sous quelles conditions I'expres-
sion ainsi obtenue, tendera vers une limite lorsgque r — 1.

(O, en v posant
|
-— 1

1
r =€ t, y=1+m’ p{g-t_)=g|[:t),

ceite expresgion prend la forme :

I+u} 71 (w0) -

7 (‘)h ’

plr

—

vopfr)

—
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done, pour quelle tende vers une limite pour tout y o> 0, lorsque
! - x, il faut et il suffit que g; (¢) soit une fonction & croissance regu-
liere, {volr propriété 1I. page 37..

D'autre part, ¢, (f) sera & croissance réguliére oune le sera pas,

suivant que la fonction g{f) = p (I—Tl 'est ou ne lest pas, puisque

: 1
= f

5}1(?‘-’)-’?( ) ———
ftl

ef -1

1
et . e .
la fonction -- —— étant en outre monotonc, ivoir propriétés IL 1V. et

et -1
V. page 37.}.
La fonction ¢ (¢} doit done satisfaire & la condition (8). Par suite,.

1 1

en posant 1—? =71 et 1— ;=7

cette condition prend la forme:

x W
I | p(t) 1
= - dt doit lorsque » —» 1,.
X g (1) 7 {t) dt ’p(r) \(1_1 5 2T > g —
u’:l .ﬂ
ui, d’apres les relations,
T
P(r) it S PP +P 1y
ZF’T ot \“__}ri! 2 p ,
“'g

ce transforme finalement en:

ZPG l‘:"1‘"'+& )
v —~1 7

— ) . . ]

— - doit > - lorsque r —
3

Mais cetle condition sera toujours remplie si P, est une sulle &

termes positifs, tendant vers l'inhni et salisfaisant & la condition (7).

Nous avops donc démoniré le

Lexye 1, Si P, = E'pp est wne suile @ eroissance régultére,

= )
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tendant vers Uinfind avee n, la fonction p(r) = Z p, v’ serad erots-
: y =1
sance réguliére lorsque r > 1, avee le méme indice.
Reprenons l'expression (6) et montrons quelle tend vers une limite
lorsque r — 1 si la fonction p (¥) est acroissance réguliére et siJa
suite P, catisfait en ouvfre aux conditions suivantes :

(9) Pp = Epy — oo avec n et p_ =0 pourtout n=0,1,2,.

En effet, p{r) étant a indice 3, de ce qui préecede et de la pro-
prieté 11. {page 37.) des fonctions & croissance réguliére, nous obtenons que

| +a
E;ﬁrﬁ"’- »

p(?—lh) _ »=0 G- & a=
(10) Y R - (15 o= HlT)\i (-lgt"2dt
S
» =10

sl o > I ,etsi o= 1 celte intégrale a la valeur 1.

En posant dans cette équation a = 0, 1, 2,...n, et en multiphant
respectivement les équations ainsi obtenues par des constantes arbi-
traires, nous aurons

s,
2 I::II (,}.1-'} ;”ﬁ ¥ 3

llm » =9 T -1——\ P@)(-1g1 " 2dt, =i 3> 1,

X, TeD)
y — I
{cette limite étant égale a P(l) lorsque 3 = 1} P (/) étant un poly-
nome quelcongua en &, |
Kn se servant du théoréme de WEIERsTRASS, que toute fonction con-
tinue peut étre uniformément approximée par des polynomes, on obtient
(p, étant positifs}la relation

Syt

. =0 o - : -
{11) EIEII = _\_;‘(}dlag(fjj :
Z pT
v =1
ou
£
(b)) = I'_{—\( lgz.7%ds, sis > 1
] -
et a, (1) = | 0 pour O t o< |
ll 1 pour fo= 1
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f () étant une fonctio) continue dans (0, 1).

e méme en ulilisant le fait qu’a toute fonetion /(). intégrable-R
dans (0, 1) ,on peut faire carrespondre deux fonetiions gitl et Gt} de
telle sorte que l'on ait |

gU = =G({) pour tont (<<= | ,

1
et §4 G{tj—g(t)} di =& , & etant arbitrairement petit,

{3 .
il s’ensuit que I'équation (1) reste valable pour toute fonction F{#} in-
egrable - R dans (0, 1) si o > 1, tandis que dans le cas ot 0 = |,
F(t) doit étre continue au point ¢ = 1, Nous obtenons done le théoréme
. Suivant:

n
THkoreME [, Soit P, = Z n, une suile monotone, fendant vers
=0
-':r:.
Cinpint ef soit p(v) = 2 p,Y acroissance régulicre, &t indice o Iorsque
»=0
* > 1;3 a9 > 1 on qura

& vy v
Zpyg(ﬂ ~ o

(119 lim =2 T - =I”(=-1- 0 \ etg(t) i 2dt
v l{:i .

pour toute fonclion g () intégrable - R ; tandis que sl o = [ cette limite
est dgale @@ g(0), g () devant éfre continue an point { = 0,

{L’équation (11') se déduisant immédiatement de (11} en v posant

1
r=e n et fle)=g(x),

dans quel cag elle prend une forme analogue a la seconde équa-
tion (2).}

Des equations (11) et (1L") ressort le lien annoncé existant entrs
le procédé de sommation A(p) et les fonctionnelles hinéaires ; un résul~-
tat semblable s'obtient pour le procéds C(p), exprimé par la formule

Zﬂ’mf{%J N

(12) im 222 =\rai{r
2!—% Y0
r =1}
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valable pour toute fonction #¢) Intégrable - R si ¢ ™ 1, et pour toute
fonction continue au point ¢ = 0, si o =1, dans guel cas cette limite
est égale A F(0).

Avant de passer & un théoréme plus général, qui nous permettra
de comparer les procédés A(p) et C(p), nous allons en tirer quelgques
conséquencee,

En posant dans 1'équation (117

13) 7 (z) = e* pour ) =< r =< | ’
IO pour 1 < x < =

on obtient
I

(14) R IS RAC
©t cette équation montre, {d*aprés Il §, que la suite P, est de
meéme 4 croissance régulidre ayant méme indice que la fonction p (r).
Nous pouvons, en effet, dédnire 1'équation (7} directement du théordme
préceédent, car en v posant

1
ra

), oo,

i
a(r)_lra’f pour O = x =~ 1
| ?U pour I < x < x|

on tire

7

gi% =P DR e {1 iy r @)

—iJ

€t en divisant cette éguation par l'équation (14), on obtient P'équa-
tion (7), ee qui montre que la suite Py est bien & croissance réguliére.
Nous obtenons donc {voir L} le corollaire suivant : ‘

n
CoroLLARE 1. Soif P, = 2 b, une gwite monolone de nombres,
y=0
tendant vers Uinfini, Si elle est & croissance réguliére {c'est-a-dire i
elle salisfait a la condition (7)} on pewt paser

&
PHZZ’PP ~ l L{H): LI - TR
v =={)

€t Uon qura

p(ﬂr*)n=Zm?pF " o1 (o) [_l_-]_?;)wl L. {—1— , o> 1.

»—==({
k!
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Inversement, la secomde de ces relalions enfraine la premiere.
Ce corollaire contient le théoréme cité de M. M, Harpy ot LitTir-

woop, le genéralisant en ce sens que la fonetion 1.(x) n’est assujétie
qu'a satisfaire 4 la condition que

Tt

Iim — ] our tout \
f—crl() . pour tout x > o,

s1 ¢ > 1, mais sl a=1 1l faut en outre que L{x) - » avec r.
Comme seconde conséquence du théoreme précédent démontrons
encore le corollaire suivant, dont nous aurons besein plus tard.

CoroLLAIRE 2. Smi g, une suite de nombres positife; la suile D,
satisfatsant aux eonditions (7) et (9, on awura

o i =

2 !}‘lp ¥ 2 |r.]‘|'1 2 t.?;-r y¥
- Lol
{15) lim sup = =0 =lim sup —E-- z 1” 1) lm sup—ﬂ---—
r=1 fl==:m a-1}"""r—1
Z‘Pv 2 2 ( / E' p, +*
y—0 o= o=

La premiére de ees inégalités étant connue, il suffit de montrer
la seeonde. Or, nous avons

.zm'gyr"}i?qyr”}rni‘ﬂ}# :
dorc =10 r=10 »= 0}
X
r—@ -
S Su Sae
r =1 p=1
b

€t en prenant v = e 7, & > 0, de I'équation (14) on obtient facilement
que * ]

— b1y
a =0 e’ (G
P —}-— lorsque n > = |
’Tbcr-l
2
1)

expression qui prend sa plus petile valeur pour A = a—1. Ce qui
démontre la seconde inégalite. )

Passons mamtenant & Pétude do la com paraison des procédés de.
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sommabilité A(p) et C{p), 1a suite p étant assujétie a satisfaire aux con-
ditions (7) et {9).

01 s» une suite de nombres sommable - A(p), avec la limite géneé-
ralisée s gue l'on peut tonjours supposer positive et différente de zéro,
car si Pon avait s = 0, au lieu dela soite g, il suffirait de considérer
la snite @ = s,, avec ¢ —2& > (),

L'hypothése que la suile s; est sommable- A(p) peut sexprimer
sous la forme |

(16) Z‘SPTNSZ}‘JT?T—}L

r=—{
.

équation qui montre {d’apr&s II[.; que la fonetion ZEF p 1 est &
v=10

croissance régaliére, 4 indice ¢. 51 l'on suppose donc que la suite s,

ost 4 {ermes positifs, on peut obtenir une équation analogue & 'équation

(11} & laquelle, moyennant (16}, on peut donner la forme suivante

Zﬁy p, f{r7}r” -
(17) Jim = Sf(t)d{a.?(ﬁ)} \
r= 23}# ¥ .

»=0
@ _ (f) étant Ja mome fonetion que dans (il}; cette relation &iant

vaiable pour toute fonction f(¢) intégrable au sens de RiEMANN-STIELTIES
par rapport & a_ (t).

De cette relation on obtient en particulier, en prenant pour f(e™)
Ja fonction speciale (13), et en ze servantde la relation (14), que les pro-
cédés de sommabilité A (p) ef C(p) sont éqrivalenis pour toule suite de
nombres s, @ termes posififs, ~

Mais la relation (17) reste valable pour des suites plus générales que
celles & termes positifs., On voit, en effet, facilement gu'elle aura encore
lien pour toute suite 8, ¢ui peut é&lre mise sous forme de différence de
deux sultes i termes positifs, les deux suites étant sommables - A(p)
Or, cette condition peut s'exprimer encor: sous une autre forme en
introduisant la notion suivante:

La suite sy sera dite majorable - Aip) en module, s'il existe une
suile de nom'res Sy, sommable - A(p), et telle gue Uon ait

I8 == Sy porer fort n=0, 1, 2,...

Ueci posé, il est facile de voir que toute suite sommable - A(p) et

majorable -~ A(p) en module, peut éire mise sous la forme précédente et
inversement. .

Il résulte dme de ce qui précede, que la condition de la majora--

If |
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bilité de la suite s, est suffisante pour lexistence de 'éguation (I7)
pour toute fonetion r(f} intégrable - RS par rapport i a, (t). D'autre

part, pour que cstle équation ait lieu pour toutes les fonetions conti-
nuvs f(¢), il résulte des considérations précédentes, qu'une condition
sulfisante est: que

i
Z |S;.rp1 Tp

r—I

— " — =M, pour tout ¥ = 1,

N,

=

M étant indépendant de #; ce que l'on peut exprimer en disant que la
suite sy est bornée - A (p) en module. Or, cette condition, d'aprés le
corollaire 2, est équivalente a la condition gue la suife 8, soit bornée
= C(p) en module, ¢’est-a-dire que I'on ait

i’ 5,2,
p=0
>

p =1}
M étant indépendant de n.

{Rappelons iei eacore qu'il en est de méme pour les majorabilités
A(p) et C(p) en module, cest-a-dire qu'une suite majorable - A(p) en
module est de méme majorable = C{p) en module et inverseraent, ce
qui résulte de I’équivalence des sommabilités A(p) et Cp) pour toute
suife & termes positifs.}

Cherchons, en dernier lieu, a quelles conditions doit satig-
faire la suite s, pour que I'équation (17) existe pour toutes les fonetions
f{?) & variation bornée. Il suffit pour cela de voir sous guelles condi-
flons cette éguation existera pour les fonctions de la forme

=M, pour tout n=20, 1, 2,..

Jp—_

I
_’U pour () == y =<

pe (1) = ‘
!1 pour § < x =< 1 |

puisque toute fonction a variation bornée peut étre mise sous la forma

[ ]
E: 4, F.‘;'i, (J:) 1
2 H
Lo ’
ia série E.' a, étant absolumenl convergente.
r-=0
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Il 'en resulte, tout d'abord, que ia sommabilité C(p) de la suite 8
est une condition nécessaire et suffisante pour que (17) existe pour-
toutes les fonctions & variation bornée. Ceci peut se verifier directe--
ment en remarquant que {'on a

“r

Dt N C P () rf6r e

p==} ;.r:"ﬂ'
Ar(p,rﬁ}z S = - - -
2' P, E’ p, "
p»—1} r—1()
o
n
| E, s B,
=
Co{p,8) ="—— =35, lorsque % — =,
> P
=0
done

. |

As (p,8) - a\ Fi)d {a, (1)), lorsque =1,

;-‘ID
toutes les fois yue

SR, 0y —r O e

=0
- e .
1 iﬂ
>,
p- 0

A étant indépendant de », c'esl-a-dire pour toutes les tonetions f(1) &
variation bornée.

D’avtres formes que 1'on peat donner encore a cette condition-
sont les suivantes :

Pour que (17) existe pour toutes les fonctions a variation bornée,
il suffit que la suite &, soit majorable - C(p} d'un cOté, c'est-a-dire it
suffit qu’il existe une suite 8, sommable - C(p) et telle que

—== M, vpour tout ~ = |,

EHESE-. {DH SHESR} pour {out »n = 0, I., 2,..

. Geel résulte encore du fait que les sommabilitas A(p) et C(p) sons.
équivalentes pour toutes suites & termes positifs.

o Une cerniére forme que 1'on donnera a ceite condition est la,
sulvante : -

h.
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Ii suffit que

&

s, p,

{18} lim sup P:"un = w(e}) - U avec g,

no= T
Epp
y = [

pour tout p et ¢ tels que nl -&) = p < g=n(lTe)
{Nous me reproduirons pas lei la démonstration de ce fait, que
nous exposerons dans un autre travail sous une forme plus générale.}
Nous avons ainsi obtena en définitf le

TatoriME 1L Svil donnbe une suile de nombres s, sommable - A (p)
avee la limile généralisée s; elle sera sommable par flous les procédés
de la forme

(19) p-——l}m

2'3:',,9(":7)3

=

;:I'-:'

avee la méme lunmile s:

. pour toules les fonctinns g(x) intégrables - B ou confinues au
point x ==0, (suivant que o >> 1 ouw =1) st la suile s; est majorable - A(p)
ou ~ C(p) en module.

2. pour toutes les fonclions continues g(x) si la suite ¢ est bornde -
A(p) ou - C(p) en module.

8. pour toutes les fonctrions g(x) & variation bormée, st lo suile sp
est majorable - O(p) d'un cbté ou si elle satisfuii it la condifion (18} {ou
encore si elle est sommable - C(p)}.

En particulier il 1ésulte de ce théoréme. en prenant pour g(r) la-

fonction {13), une généralisation du corollaire 1. & laquelle on peut
donner la forme suivante :

CoroLLaiRE 3. Les procédés de sommabilité A(p) et Clp) sont équi-
vilents pour toute suite majorable - C(py d'un c0ié, ou safisfaisant & la
condition (I8).

Remarquens icl encore que la condition (18) se trouve déja dans
la Note citée de M. R.ScuMinT, sous uwne forme un peu différente.

Oa peut énoncer encore pour la sommabilité C{p) un théorémae
analogue au théoréme préeédent sous la forme suivante !

ot qui est valable pour toute fonetion f{f) intégrable - RS
2 ) g et gz étant les indices de regularité des suiteg
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TukoreEME L1, Vne suite de nombres s, éiant zommable - Ci{p), elle
sera sommable, avec la méme [Limite généralisie, par tous les procédés

de la forme
Sl
S

y=10

J(x} blant une fonciton & variation bormée ; si la suite s, est en plus

bornée - C(p) en module, on peut prendre pour f(x) toule fonclion con-
tinue el 51 la suile est majorable - C(p) en module, on peut prendre pour

£ (x) toute fonction iniégrable - B ou continue an point x = O, suivant

que o est > 1 ou = 1.

En dernier lieu étudions encore le rapport entre le procéds de

-sommabilité A(p) et le procédé N(p, ¢), défini par I'expression

(44

2 8, 1, Qnes

»=1
n

2 P, Uns |

r=1{

n
Qp= E' g, etunt une suite monoione a croissance réguliére.

r—=1}

Remarquons tout d’abord que toute suite sommable - Nip, ) est

{'Eu r{lﬁme sornmable - A(p) avec la méme limite, (d'ouw il résulte en par-
ticulier, qu'une suite

suites gn diftérentes,
QD & pour le procédé de sommation N/
| ﬁrmules (11) et (12), c’est-a-dire

$a elant sommable par deux procédés Np, g), &
doit avoir la méme limite généralisée). D'autre part,
0, g).une formule analogue aux

Zn' f [T:') Py Qno 1

-

par rapport

F, et Q..

Pour voir quand est-ce que la somnmabilits - A(p) d’'une suite de

f



4R J. KARAMATA

nomhres entraine la sommabilité N{p, ¢), multiplions le numérateur et
le dénominateur de

par q(r)= 2 g7,

on obtieni alors

Dls, o, S Z Su P tyeu ™

r=1{) p—=—0 pg—1
(20) S I )
T""T o ] :I!J'.-1
}J’P a EZF# Qy-u ¥
ye=1) w == Iu_:[]
En posant

n N
0
n — E:ppgn-v et R”’:}rrr?
r=10 w=1(

R, sera de méme une suite monotone i croissance réguliére, dont.
Pindice est égal a {0, - 1)(52- 1)~ 1, car

1:(51) T'{gs) P, 0
(o) + a.)

En appliquant, enfin, an ¢oté droit de l'équation (20) le corollaire-
3. nous obtenons en particulier la proposition suivante:

La suite s; élant sommable - A(p), elle sera sommable = N{p,q)
toutes les fois que U'on aurn

Fip ra

n

D61, b

y=1{ - : :
— =2 M tow Z= M) pour lout n= 0, 1, 2,...

e
Z v, 1.,

y=

le nombre M élant vudipendant de »,

La sommabiliteé N{p,) generalisant les procédés de sommabilité de-
Cesiro d'ordres supérieurs, la proposilion précédente contient en paiti-
culier ceitains vésultuts de M. . Dowrsca.))

T e —————— e —— -

Y G. Doersce, Uber die Cnsinﬂvsc_ﬁe Summabilitat bei Reihen 1und eine
Erweilerung des Grenzbegriffes hei infegrablen Funkticnen. Math. Zeitschr, 11, 19210
161—79. |
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