SUR LA MOYENXNE ARITHMETIQUE DES COEFFICIENTS
DUNE SERIE DE TAYLOR

par
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_ Regue le 20 Decembre 1928,
Soit

0
1) f (z)=2ap 4

=1

une fonetion holomorphe dans le cercle tzf=1; dans cette note nous
¢tudierons les relations qut cxistent enfre la moyenne arithmétique des
coéflicionts ¢, e.-a.-d.

It
o) 1 F i
(2) Sp=— @, e lorsque n-»o00
%

y—1

et la limite de

(3) (1—r) f(r %) lorsque r—»1.

kn supposant d'abord que les coéfficients a, sont des nombres
fEE]?: DOus pouvons établir entre los expressions (2) et (3) (pour ¢=0),
les inégalités suivantes -

Lemme 19, Spi a, wne sude de nombres réels; en posant

0

4 ()= 2“? y

p=1

on a

NS B S I
(0} lim inf ;Zﬂpf—qlm 1t (1-) £ (r)=<lim sup (I-r) f(r)==1im sup?lz- a,
y=1

n=00 r—1 =1 = =1

tandis que sv les nombres &, 80nL positifs, on a en plus

6)  limsup (1—=n)f(r)=lim sup L 3 -

(6) sup (1) (r)=lim sup .——Zﬂp = e. Im sup (1—r) £ (r}.
r=1| Remog T =1 r=1 '
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En effet, on a

(7) M= "o = Ma

M, et m, étant le plus grand et le plus petit des nombres o, (v=mn,n+1,..)

v
Or si 'on pose
n
-5,
y=1
il s’ensuit
8 n-~1
D e O S (e R
r—H o =1
oD '_H n—1
2‘# r’ ?‘—(1——?}2? r”
r—n py=1
done
n—I n—1
9, " _ Sy »
(1= v (7 — m,,] P+ r ma<(l—n)flr)=r M,,—u—r)zzv (M,,—T] ’

=1

et a fortion
rm, =< (1l—7) f(r) = r M,

ce qui démontre les inégalités ().
Quant a l'inégalité (6) on a, les a, étant positifs

Q0 p 1 v i
1 = 1 Z — 1. 1 2 3
—f(l/r]=—ﬂ_ apr"—_—_.-;;--am”'r” =7 . @, =T 3n

" pe=1 = p=1

donc, cn posant

i
— 1 -
r?=h , ;=l"h/1sr
on. obtient . ,
-~ . -
Sp — —rilgr 14 (1—Fk) f (R)
d'on

lim sup 8, == lim sup {1—kYF (A
m Sup gy I su 1) F(R)

ct en prenant pour r la valcur !/, pour laquelle la fonetion '/ prend
sa plus petite valeur dans lintervalle (0,1), on obtient I'inégalité (),
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Du iemme 19 1l resulte, en parliculier, le fait connu, que [exis.
tence de la limite

() lim 1 "
n=00 5 = L

entraine lexislence de la lImile

(3 Iim (1—r) £ {#)

r=1
quels gue soient les nombres «.. Quanl a la proposition inverse ¢.-a.-d.
sous quelles conditions l'existence de la limite (9) entraine celle de Ia
limite {8), elle resulte d'une généralisation doe 2 M. R. Scevor d'un
théoréeme de M. M, Haroy et LirrLEwoop, (Math. Zeitschrift. Bd. 22.
1925, p. 150) que I'on peut écrire sous la forme suivante :

Théoréme 1%: Do Uexistence de la limiie

r—I1

o8]
(99 Hm (1—7) 2 a,r=q
1

on peut conclure Uexistence de
n
_ .1
(&) lim — G =—a
ﬂ:ﬁﬂﬂuz g

toutes les fors que
w1+ 38!

(10) lim L , Zay‘ =3 {&) = U avec &.

—_ "o
=00 i —a)

Tandisque s1 les nombres a, sont positifs, Veristence de Vune des

deux Limites (S) ou (9) entraine celle de U'autre, la condition (10) étant
salisfaite.

Considérons. maintenant la fonction

o0

Q=2 o7

1

en supposant que les coéfficients satisfassent o la eondition

o
(11) ;1-2 | a, P=01(1)

On aura dans ce egs

1+ 3) . ®{1 -+ 3) 14 - -
1 pii 1 < i wil + §) .
PR EE SRR ) Sy AL
n h
nl—3) ®(1—§) - #{1 —5)
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Ll

ce qui montre que la condition (10) du théoréme 19 esi remplie, et 1
sensuit qu'il est indifférent détudier l'une ou l'autee des denx limites

(12) g (8)=(1—7r) f(r eiﬁ} pour 7 > 1

ou )

(13) ©, (G)=%2 a, & pour n —» o0
t

[Yautre part, on a

2 . o
e Siats

o

il sensuit du lemme 19 gue Phypothése (11) est eéquivalente 2 la
sulvanle :

2T

(14) (1—?—)5 £ (r ) 2 d =0 (1) pour 7 - 1
Considérons l'intégrale
iy i .
S 1%, (9) |zda=(1—r)28 f i Pds<(1—n)M -

ct prenons pour 7 une suite de valeurs r, on v=12,..etr, < r, 4, tendant
vers 1nité de telle sorte que la séric dont le terme général est w =1—r
converge. Du lemme suivant de M. H. Weve (Math. Ann. Bd: 7. lglﬁ):
o951 fa{¥) est une suite de fonctions continues et =1 la série

ot 1 . ) )
z S | £, (x) |ax converge, la suite f(x) converge vers zéro a un ensemble
1 %0 . . i * . ‘ -1 |

de mesure nulle prés®, il résulte que la suite de fonctions Pr (0) con
verge vers zéro a un ensemble de mesure nulle prés. Soit, d'autre par,

. ) r
| o, —, |=1{1—7)f (re™) — (1—7,) f (r,6") | = 2 | a, | |7 (1-rpr,(1-7,)]

n—1

*{ilh_j%‘ (1—r)p 2 v |a, |7+ (1—?}2 |a, | }
T 1 1

o0 oo
{(1—r) Z v aylr“ < .'[(1_?)32 W2y (1—r) 2 | o, ]2 ¢ <M
r' 1 1
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]
on Obtient
. ?"P -?"P - ~, :
"ﬂ- (&)‘_:Pr {5“5—111__ M ={- —E__ MY U,
g -ri"‘f'l hl-ri"i"l o U’ +1_-]- M’;
d'autre part on peut choisip r de telle sorte que U, > 1, d'ot i
3 ou
sulte le »+1 tor

Théoréme 20, 8 lg fonction f(z) satisfait & la condition

A2
e(l—r)S ]f(rem)Fdﬂ=U (1) pour r > 1
LYewpression ﬂ
? ()=1—7) f re™ 0 avee 1

bour toules les valewrs de 0 pxee
fes . pié au plus un ensemble de mes
Théoréme qui, d’aprés les con i

.. sidérations précé I
la proposition snivante : p dentes, equivant :
St —

I < )
P Z la,P=0(1) POWE 1200
Uexpression
T

—— 1 e )
i (&)%E' 2 @, e () avee 1/,

1

ﬂ-lu" -' .
pour loules les valeurs de 6 STCEPLE au plus wn ensemble de mesure nulle

Cette proposition se da
, n se démonire di | .
le théoréme pracedant. i resie de la meme maniere que

Remarquons

enCore quen supp Nt e - :
Pour toutes les v q supposan! !'existence de (1—) flr K

dleurs de 8 {ou bien excepté au plus un ensemble

ut différer de zéro gue sur un

3 5 r F H].EF S ’

T

(1'__‘?)3 lf{re'ﬁj 2do=0(1)

pour r-> 1
o

et 8t la limite
¥ =1 i
( ) ilr]::(l__?.) f(’re a)

extste POUr towules 1
. § es valeurs de § ¢{0) est égale & zéro exceplé aw plug
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sur un ensemble dénombrable, Ila fonetion [ p(R) |2 dant & variation

bornée.
De ce théoréme auwssi on a, d'apreés les considérations preécédentes,
une proposition équivalente rclative 4 la suite de fonetions

1 N
EF;;(E)=? 2 ﬂpﬂ & .
1

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de montrer quunelquelconque
des fonctions H.(9) tendant vers ¢2(#), lorsque »-»1, est a variation
uniformément bornée quelque soit 0 <Cr <1 ().

2(2)

Z

sur le quadrangle

Prenons pour cela l'intégrale de la fonetion

(Tuﬂﬂﬂi, ¥ Em, ¥ E%m, ruem, ); on obtient
& ' 3 ” f-HJI
ig f2 tre”yan =S 2 {re“ﬁ?—g e -3'5 Froe”) b
?a o Ty N

Or
lim (l—r)g f2 (z &™) %: lim (1—#)2 £2 (r ™) =2 (6)
r—1

ra—1 |
a

{regle de PHoOpITAL).

(1) La variation ?ﬂ(ﬂ d'une fonction complexe fx)=f, (@) +1/2(x) dans lin-
tervalle [a,b] peut éire définie de la méme marniére que celle d'une fonction réelle

o' est-a-dire

i s
‘.’g (1}=lim sup E ¥ (m,)—f(m,_;_m , lorsque Max (x, 4y @) 0
Q0 .

ou, si fix) posséde une dérivée
b

s

VEU‘)=5 (@) da.

Il st facile de voir que si f(x) est 4 variation borpée la partie réelle et
imaginaire le sont aussi et inversement, e¢c qui resulte des inégalités :

L, ) A @) SE @y )T @) B ) —hie,) S8 e, )~ @)

et

¥ f@, V@SS @) — L@+ f @) @)
Do méme, si f{x) est & variation bornée ! f(x) Yest aussi pulsque.

Ellf{mp+1}_|f(ﬂ:p.] ]E2|f(mp_|_1)"’f{ﬂ'y}l
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En posant
,
Hr=(1—fr)g 72 (7% 4T
'?'ﬂ ¢

On d
2

2 2T
V" (Hy) =S IHL(@)Idﬂ-t(l‘?)S | F2re™) — 2 (rg ™) |

] i)

2 . Zr |
E-(l-—r)s | fire™) [2df + (1 - r)g | F{rge®™ [2db << M.

+ Done la fonction H, (6, convergeant vers ¢2(6), est a variation
uniformémeni bornsge quelque soit 0 <Cr<<1. Il s’cnsuit que ¢2{8),
est aussi, et comme elle doit atre égale & zéro pour toutes les valeurs
de § excepté au plus un ensemble de mesure pulle, cct ensemble ex-
ceptionnel s¢ réduit & un ensemble dénombrable (1),

Nous étudierons cncore un eas particulier, d’ailleurs assez général
dans lequel la fonetion v (9) existe et peut etre calculéa p::ruf tr::ute;
les valeurs de 6. Clest le cas on les coéfficients o, sont de la forme

ﬂ':::tp(vm.} 1 v=l_~2$3:---

z!‘.v(.r) éktant une fonction bornée, intégrable R et periodique de période
egale a4 U'unité, & un nowbre réel. |
On a a étudier dans ce cis fa limite de

i
1 f . ;
= Bt
RZI ¢ (va) e Pour % - 60 .
=

Des théorémes de la No i -
ote citée de M. H. WeyL i] resulte: si %
sont des nombres 1rrationnels e /B

. 1 H‘T 29w #i - | ]
Hi‘:u‘;é d{va) e =5 np(.r)dx.g " dr=0

et si 6 est de la forme £ ;g
e p %, P et 7 étant des nombres entiers, « un

nombre irrationn = '
el, en posant e=qxz’' on obhtiont

() Car ou peut poser |¢(g) = ¢, ) —~=,8),2, o a
5 2

¢, (0)dG, donc % (Y=, () on fou point de

étant des fonetions

?
monotones d'ol S %, () df = S

. . . ﬂ - u
continaite,
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1

n _ : q P -
.1 2pree't Epw&“* n
lim ;leq.a(vqsz') e =S Wgxle S (= )e ¢ dr=

n=0oC
'n:‘H — *-ﬂ'{f+ 2t
( 'r:)e EK b{{+v)e ¢ dt

IHJ' si fq::n

l

9.1 2—".1'?1.-
izﬂ : Sv{i)ﬂ at=

=N} o

1 .
2nx .
g;’:(&)g o si Pl =n

v () q

ce qu condalt au résultal suivant:
o

Soit f (z)qu;(vm];, a étanl un nombre wrrafionnel ; on a
=1

[ O st O w'est pas de la forme na

lim (1—¢) flre®™ %) = {

r=1
!

n dlant un nombre enfter positif ow négatif.
On peut de méme montrer trés facilement que dans le cus ot 2
est un nombre ralionnel on a:

S d()e 2nxit g st H=na

lim (1—) fre®™ %) =0

r=1

N " . . _p' ‘ { '
st § est un nombre irrationnel ou si 0="/, ot o ="/ les fractions

étant trreductibles, avec ¢ 3= nq'; si par contre g=nq on a
. i, 1N P’
lim (1—s) flre*™ % = = N f, P | 2754
.“1( ) f( ) QF:_S_I:E,J(?Q e g

n élant un nombre entier positif ou négaiif.
Comme conséquence de ce qui précede, il résulte, que si tous les

coéfficients de Fourrier de la fonction ¢ (x) sont différents de zéro, la
Ol

. o
fonction f(z)= E:cp(m)z a le cercle de convergence comme cercle
=0
de coupure,
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