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Recu 14 27 Janvier 1930,

Dans le eas d’une suite monotone de nombres, M. G. PoLya () se
rapportant 4 une Noie de M. K. LanDpauv (), avait étudié une certaine
notion de régularité délinie de la maniére suivante: |

Soit ¢, <= g1 la suite de nombres considérée; posons

';'pi: r

(1) N@)= D 1

» =0

P

{ N (r) == au nombre des éléments q,.::—?:r} - la suite est,réguliére sil'on a
. L(.r) ;E'..-ml

(2) N{r})=rL(r}, ouw N (r)zﬁ-{-

L{r) étant une fonction monotone, tendant vers linfini, dite & crois-

sance lente, et satisfaisant & la condition.

' . L(2r)
(3} rh:rrgﬂ L(r)

Plus tard M. R. Scuminr () s'en occupa; il appelle ,Vergleichs-
folge® toute suite monotone satisfaisant 4 la condition que la limite

—1.(3

lim 2 .

pn_—mql’

(1) G. Ponya, Goett. Nach. 1917, p., 149 Math, Ann, B1, 88. 1923, p. 173 et G.
Poiya 1. G, Szead, Aufgaben u, Lehrsaetze, Bd, 1, 1925, p. 66 —69.
() E. Laspsv, Bull. Acad. Belzique, 1911, p. 443,

(%) ou, ce qui revient au méme lim Lier) _ 1, quelque soit e >0. Voir

r=o Lir}
E. Laxwpau loe. cit ().
(9) R. Scemtor, Math. Jeitsch, Bd. 22, 1925, p, 89,

-
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CROISSANCE DES FONCTIONS 39

existe pour toute suite p = ¢ (v) telle que

lini = existe,

= v

Ces suites sont, comme nous le verrons, un peu plus générales
que les suites régulieres définies par (1),(2) et (3).

M. R. Scamipr élargit ensuite cette notion aux suvites qui ne sont
plus monotones, en désignant par ,gestrahlie Folgen® les suites p,,
termes posififs, telles que p. ~~ ¢, ¢, étant une , Vergleichsfolge“.

Or, dans une Note présentée i la Scciété Mathémalique de France,
nous nous sommes occupé de ces suites et nous avons montré que
toute snite réguliére monotone est telle que la limite

(4) | | lim =

nR—=o Mqn

Inversement, toute snite satisfaisant a la condition (4), peut étre
mise sous une forme analogue aux formes (2) et (3). Nous avons, de
méme, indiqué que movennent la condition (4) on peut se passer de
la monotonie et définir une régularité au sens large par I'unique con-
dition (4), et nous verrons ici que ces suites réguliéres au sens large
sont complétement équivalentes aux suites étoilées de M. R. Scumipr,
4 l'exceplion des sviles A croissance lente. |

Dans la présente Note nous allons continuer ces études, mais au
lieu de suites, nous. nous occuperons de fonetions 4 eroissance réguliére
définies par une expression analogne & 'expression (4) et qui est de
la formce

(5)

existe,

1 r
t) dt.
rq(r) Sﬂq“
Ce n'est qu'un changement de forme, car les résultats obienus peuvent
étre immeédiatement appliqués aux suites; il suffit de prendre pour g(x)

la fonction
q{(z) =g, lorsque v<x<v+1 , v=1,2,3,...

Ainsi, par exemple, on aura dans ce cas, pour les expressions fon
damentales (4) et (5), en posant % = [r],

- gl(,,.} S &'{t)dt— 2 & + ﬂ

ce qui montre que l'existence de 'une des deux limites entraine celle
de l'auntre,
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[l en résultera,. cnire autres, que les suites étoilées, difinies par
M. R. Scumint, sont équivalentes aux suvites régulitres ainsi définies,
dans le cas on l'exposant A dans (Z) est > o; pour A <<o cela n'est
plus le cas, la définition (4) étant plus large.

Pour facililer I'exposé, nous définirons les fonetions i eroissance
réguliére en partant d'une expression analogue i l'expression (5) et dont
nous. verrons plus tard, le rapport mutuel,

- Soit ¢ {z) une fonction positive, définie pour tout x>0, bornée
dans tout intervalle fini et telle que I'expression

{6) Ak (T]: 'rk'i'llg (r) g fig (tj dt ’ ﬂ?ﬁﬂ.k} i,
Yo

ait un sens pour toutes les valeurs finies de #; ces hypothéses étant
remplies, nous dirons que g{:t:) est ‘une fnnctmn & croissance réguliére
au sens large s'il existe un nombre positif & tel que I’expression (6)
tende vers une limite déterminée, finie et différente de zéro, lﬂrsque
r-» 0 ; en d'autres termes, si

1 0<k<m '

(7) A (r) =

Le nombre o=a;-k, sera appelé l'indice de “régularité de la fﬂﬂﬁhuﬂ
glx). Cet indice ne depend pas du nombre %, mais seulement de la
fonction ¢{x).
Cette définition posée, nous étudierons les propriétés des fﬂnctmns
ainsi définies démonirant en premier lien le théoréme sunivant :
TagortMe 1. Si q(x) -est une fonction i indice de régularité o {1),
on poul lg meltre sous la forme

(8) g (x)=x7~'L (z);

la fonetron L (.1: est dile & croissance lente, of salisfait & la comimqn
&r

) i KDy e

Inversement, si ¢(z) peut ére mise sous la forme (8) et (9), elle
est une fonction & ndice de régularité o.

En premier lien, de la définition méme, iI s'ensuit Iexistence

d’un nombre positif £, tel que ﬂk——u—{—k}n, ot qug An (=)-> _L oy
. Jr:

posant done

() Pour abréger, en disant que _q4(x) est une fonetior 4 indice de regulanté
«* nous sousentendrons que ,g(z) est une fﬂ[t-ntmn & eroissance régulierd et & in-
dice de régularité &~

] |
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1 \
A sy +5r) , olt exr) =0 lorsque ¥ =

on 4

rég(r) P L il
r E rr)
Srtffg(t}dt

0
d’oi Fon obtient, en multipliant par dr et intégrant entre les limites

e et x

x Sxfif(_‘)dt s

(t“’q(t)dt =?g tg(tydta® e : B

Jo %y
et de la

250
Uﬂ'k'l S — dil
(10) He)=2"* " " {atefz)} \ thg(dt e<” .
e Y 0
Done, en posant on—k—o0
(1) L(x)= {ox+ e} \ thq(t)dt = *
2, G i}

on obtient la forme (8), et il suffit de montrer que la fonction (11) sa-
tisfait 2 la condition (9). Or

Ek(t e gy
Lfer)  oxteer) S ﬂ{l"]sr? ()

1{r) ox+exr) ne =g -1 lorsque r = oo,

puisque n(r), qui est une quantité située entre le maximum et le mini-
mum de s #) pour r =t =cr (ou er ={ ="y, suivant que ¢2 1), tend
vers zéro lorsque r — oo,
Pour démontrer linverse, c. &. d. que les ¢quations {8) ot {9)
entrainent I’équation (7), montrons d'abord les faits suivants, & savoir:
1. Quelque soit Je nombre k> o, I'expression

. (f} _ g(r)rk'l-l
S teg(t)dt

reste bornée lorsque » - oo,
En posant g,(x)=z*¢(z), on a

1
_ 1A olrt)
a(r)—-l/g q: ) dt.

Q
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Désignons d'autre part par MAf) et M(z) les fonctions

W) | rsque 10D <
M, {f) . 1(?'} ﬂrl(’r)
M ., Ql(fi)
() > M
lim gl(tr)lurs e lim alr t)‘:_:M
ot M= | =ou® T 1o 06)
M . lim 20
r*ﬂﬂ&'l(*‘) >
‘M étant un nombre positif quelconque, On aura
nl (rl)
¥
lun g: = dt = hm SMr(t)dt=glM(i)dtZ> 0,
0 0

¢e qui montre que a(r) reste bornée.
e 1

2. Si I'intégrale S t“q(i)dt converge, afr) et par suite ritigly) —» o,

0
En premier lieu

Ert"q(t)dt

“(’*E)_ Q(m) g

ar) o
Sﬁt*q{f)dt
(1]

—+x"'+‘i. »

D’autre part, de

Srﬁiﬂ
r*+Holry=¢ alr
on déduit que 7) (e
{04
rt
e —» 1
et de IA, que

1

y
Su(rar)dt-r-n; x e” t=ve
0

en soustrayant de cette expression 1’égalité

SF (1) 00} iy e _a(r)[eriEter _ 1]

ktg ’

;)
on obtient
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~¥

S {“(Tﬂ"j —a(r)emtta L dr= a{r)|

Wkt ]]
ko

-+ o(1)

¢’est-a-dire

¥
)= 55 | e eer—atronoac ot
0

et puisque d’aprés ce qui précéde et 1): la(re")—a(r)e™™+2 | est unifor-
mément hornée et - o, il en résulie gue

a(r) > o0, c. a. d. que rétlgly) - 0.
3. Les conditions (8) et (9) étant remplies, il existe toujours un
nombre fini k> o, tel que intégrale g;g(t)dt diverge. |
Car s'il n’existait pas un tel nmﬁﬁre, il s'ensuivrait. d'aprés ce

qui précéde, que :rkﬁ’ﬁ(:r)—:- 0, quelque soit le nombre % ¢f2) devrait
done avoir la forme suivante

glx)=F4) ol Eax} - o avec x.

glrx) 1 1

glr) ~ xke kR -k (D)
ne peut done tendre vers une limite finie et différente de zZ&ro, puis-
qu'en supposant x <1, a*) > o done rRH doit — oo et il faut
pour cela que E(rz)-Kr) soit constamment positif 4 partir d'une valeur
de r, ce qui est impossible puisque x <71 et k(r) » ox.

L’expression

- oo
4. En prenant un % tel que S t*g(t)dt diverge, a(rz)-a(r) > o pour
. 0 .
tout z > o.

a (r) étant bornée, il suffit de montrer que ﬂ—f—f—? — 1 lorsque
¥ = oo, pour tout # > 0. Or, on a
,

arz) _ , 1) .Sﬂgl(t)dt .

a(r) qdf‘) 5;’; 0d ’

d'autre part
¢{rx)

_}'"‘Tﬂk-lﬁ Gk:G-[-k._,
g;(r) »
S Q}(‘)dﬁ
done: 9 = 0%

]

S g1(t)dt
0
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r

puisque Sg,(t}dt ast mﬂnnmné et — oo(l); parsuite

6
a{rz)
2(r) - 1,
D'autre part on a g,=7ﬂw(‘r d'ou 'on déduit
/S ‘Lﬂdﬁ
el
eraﬁ}r | - t |
que e, ; -rxG‘ ¢. a.d. que S %_)dt—huklg(#),
. . . Y
ou, en pnsﬁnt o t=re” lg'x) =y,

il résulte que y
| g alre")dt — ox .
0 :
En soustrayant de celte équation Magalité
. _ _ Y .
a(r) S dtv = &(r)y

on obtient g { a{re)-a(r)idr = y[ow=alr)] + o{1)

-I..-"}
¥

a1 <2 S | alrer)-afr) detol).

0

Or, la fonction |a(re’j-alr}|—>o0 pour tout 7, et est uniformément b
nee par rapport 4 r; done

S | a(re")~afr) | dv - o,

0

d’oi1 il résulte que alr) > oy, e. q. f. d,

Exprimons sous forme de corollaires quelques conséquences de
théoreme. Kn premier lieu, remarquons que pour la démonstration
la seconde moitié de ce théoréme on aurait pn supposer moins de ¢
ditions, En effet, & la place des conditions (8) et (9), il aurait suffi
supposer que

existe pour toit « >> e, et tend vers une limite p

. () Ce qui résulte de la régle de L'Hopital, précisée par (. Srovz, Grundzu
der Diff.-und Integralrechnung, Bd. 1. 1893, p. 72—77, -
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grande que zéro. De 1a, d’aprés ce théoréme, il résuite I'exisicnce de

() et (9); nous avons donc ie
CoroLLAIRE 1. Soit g(r) une fonction positive, lelle que

. glrz)

rh:mm pr =h{x) >0 pour tout x>0,
On a

}izmmgq(?;:)= mfr.-l pour tout x> 0.

Rappelons que ce corollaire généralise un théoréme’ de M. R.
ScummT, les hypothéses étant moins restrictives (1).

Comme seconde conclusion du théoreme 1. nous obtenons le

ConoLLate 2. Toufe fonetion & crotssance lende L{x) peut élre
mise sous la forme

it

\ ety
L(z)=c(x)e a t

olt c(X) > ¢ o et elx)—>o lorsque x— OO, Et de la il résulle
immédiatement

1. que #'L{x) > 00 etz L{x) >0, lorsque 2 — OO, pour tout £>>0.
L{rz)
L{x)
pas le point x=0,

1l résulte de ce eorollaire gqu'une fonction esi:

3 croissance réguliére si son indice a>1,

4 eroissance ou décroissance lente si o=1, et

5 décroissance réguliére si ol

(12)

— 1 uniformément dans tout intervalle ne conienant

2. que

. rA .
1l en résulte en ouire que le quotient g—(-—)—}xﬂ =1 jyniformément

q(r)
dans tout intervalle fini s g(x) est a indice o>>1; de la on peut déduire
le lemme sulvant,
Lesmse 1. Soit g(x) 4 indice o>>1; posons

P(x)=Max {q(t); pour o ===k,
p(x)=Min {g(t}}  pour x¥:={=020,

(1) Dans la note citée, M. K, Semror, pour tirer la méme conclusion, suppose
en effet
1) que g(r) soit monotene,

r .
2) que %teud vers une limite pour n'jmporte 4 wieile suite @ > x> 0.

Nous® verrons plus tard que les fonctivns & croissance réguliére aatiefont en
effet, &-la condition 2).
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Plx) - n{x) |
alors ——= > 1 et ~—— -—»1 lorsque ¥ —00.
gix) q(x) !
De la définition de P{x) il s’ensumt gue
LK
P(r)=q(xr‘ﬁ, avee 0==x: =1,

et il suffit, d’apres la remarque précédente, de montrer que %, 1. lors-
que r-»oe, Or, si cela n’avait pas lien, on pourrait gxtraire une suite

glxr)

2y telle que @r, - x<1, lorsque. ¥, =00, D’anire part o) conver-

geant uniformément. on aurait done

P(rl'}_ q(r!'trl'_] o—1 1
gl ) glry) >Es

ce qui estimpossibie, puisque. P(x)=>q(x), donc x> 1; ‘De la méme ma-
niére on ’ a(z)
pourrait monirer gque ol3) -1,

De ce lemme i1 s'ensuit, en particulier qus toute fonetiom ¢(x) 2
indice o>>1 on peut faire correspondre une fonction monotone m(x), &
indice ¢ telle que g{x) . m(x). |

Le lemme 1. n'est plus valable lorsque o=1, ¢’est-d-dire pour
les fonections & croissance lente. Fn effet, on-aurg GEfls ¢O.Ca5-pa@l
P{x),_ ayant supposé que c(@)=1, AT T G

.
-t

- X ! T 1
|£Ti}|; Eiﬂ{# | : B u% Ci
Pl;.t)::e.-ﬂ | , .“ i '
x _ : AT 7
donc P'_t) S |E(”I:E[ﬂdt :.
\ .
=E,n .

L(x)’

“:1Et. nous pouvons toujours choisir £(¢) de telle sorie gue ce quﬂtieQ{j_lﬁu
ek tende pas vers Iunité. Ainsi par exempls, posons |

—

| p pour o=<f==1
eff)=] @n pour (2n—1) ! <t=(2r)! _
(1) L @) 1 <=2 | n=1,2,3,...
ou a,>0, et ap— o de telle sorte que g, Ig (n) — 0.
Nous obtenons, moyennant cette fonction £(t), une fonction L(x)

telle que
s L(I}Aroo}
RZC G

Lirey . | S
) * ™ lorsque # — oo, tend uniformémen

e W fonetion
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vers 1 dans tout intervalle ne contenant pas le point X=o0, n'est pas
nniformément bornée dans l'intervalle (o, 1).

De cette seconide remarque, 1l résulte, exn--ontra, gue pour cette
fonction L{x) il n’existe pas de fonction monotone m(x) telle que

| L{x) ~a m(x)
Car sl en existait une, on anrait, %, étant <1,

L{xr)  mlrer) L(xr?' ) mr) __ L(xrr) m(r}

L) me) mmn) L) m{zer) L(r)
done, pour touf xr, tel que rxry, > 0O,

(mr“r“) - l

Lirn)

ee - qui est impossible, puisque pour la fonction considerée, en posant

= (@n 1) ora=gi T 1.

lim sup

il résulie-que
Lo : L{-Tfnrn}
L{rn)
- Done, dans lo cas ou s=1, il n'existe pas, en général, une fonc-
tion menotone telle que glx)~rmiz). . '

De co qui précéde nous voyons que les suiies étoilées de M. R.
Scamipt équivalent aux suites A eroissance régulidre dans le cas ou
a>>1, et en différent lorsque o="1, la définition (7) étant moins re-
strictive. o '

Montrons encore ici, qu'a la place de la condition (7) définissant
la régularité, on peut en poser d’autres, semblabies, ot n'intervient pas
le nombre plus ou moins arbitraire k, en faisant toutefois exception du
cas ol a=0. A ce sujet nous démontrerons les deux lemmes suivants:

- OO0 4vetC n,

Lemme 2. Soit ¢ (x) une fonction 4 indice o si Sg(t} dt diverge

a
lorsque x — oo, {c. 4. d. a=> o) alors

q

1
(13) . Q("’)g gt} dt — 1 lorsque r = oo .
| ¢

[nversement, si (13) est remplie avec ¢>>0, la fonction est i indice
de régularité o
En effet, g{x) stant réguliére, il existe un & tel que

i
L K 1
q {T} 'rk+1g't Qﬁ)dt—k -ﬁ-—lﬂ I'UI'EI:IUE r _;'mi

48 J. KARAMATA

or . . ,l i p S;Q(.t)dt :
L i die e\ f(Ddt - — -
ﬁ'("')"'gng e "(")FH& q . RM (t) dt

D'autre part, d’aprés la regie de LHDpltal précisée par (0. StoLz, ob &

10 07 i Fa0d

iuq(s)dr T ,kj;l,,S**ﬂW* Rkt
|
| q'{t)'::-'n , at'qq&utﬂm&'.'
Donc r "
q(r)g (Ou~ ""rmmk)”i

L'inverse est évldent. car si (13) est remplie avec ¢ >0, il en.
est de mame de (7), ayant dans ce cas k=o0. Mais si dans (13) =0,

g (f) n'est pas nécessairement 3 croissance réguliére, cumme le montre

D4-sinX | e

laxemple i (I)‘*"—x—'

r -
i ’.";

Lesme 3. Soit g'x) une fonction 3 indice de régularité o; mgqﬂ)ﬁ
converge lorsque x =00 (¢ a.’d. gi ¢ == 0} alors

1 . ) S R f
[14) o __ f@{f}S Q(t) -:it—nr-—? lﬂrsque r-—w:n o= ._, .T._

[nversement, sl (14} est remplic avee o < 0, la fonction q(:r) est

3 indice de régularité o. |
" * " Pour le montrer, il suffit, comme ‘précédemment, de- “mettre ngt

pression (14) sous la forme

s &

1 ) 1 r S Q'(t) dt
g{t)dt= — S tq{t)dt — -
q tr}gr | qk_r},ﬁ-lif. C % g . o0
et de remarquer que
S g(fydt -0 et r—]‘;—S tkg{t.}d;-._.;; o ‘puisque g(f)* 0;
¥ 0. - : S
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d’olt, en appliquant au second quotient la régle de L Hopital, précisée
par Q. StoLz, on voit que {14} est remplie.
Pour montrer l'inverse, posons

4]

- S Q{t)df-=—%4ﬁ?i).,. avec e(r}—> o,

r g {r
d’onn 'on tire
R

1r)=-C - fote(r)prtes

c. a. d. la fonetion g(») est bien & indice de régularité o
Le cas oit 6=0 fait encore défaut, comme nous le montre I'exemple

24 sin x
Q(x)_ ngzx

Nous voyons de ces deux lemmes, qu'ane fonction est a crois-
sance réguliere si l'une des deux conditions (13) ou (14) est remplie
avee o< || < 0o, Si, par contre s=o, elles ne nous fournissent pas

A

hl

de répose, {on peut conclure seulement que la fonction | g(}dt est &

crﬂigsaﬁca lente). II faut, dans ce ‘cas, au lien de la fonction g(x),
étudier la fonction xg{x) et voir si elle remplit la condition (13).

Dans ce qui précéde, nous avons donne les principales - propriétés
caractérisant les fonctions & croissance régulére, deéfinies par la con-
dition (7). Ktudions encore les opérations exéentées sur de telles fone-
tions. | | | |

Nous avons & ce sujet les fails suivants:

1. 8 gx) et qu(x) sont deux fonctions & indices respetifs o et
op I fonction gy{x). gx) est & indice o+ ox—1.

9, 8i g(x) est ume fomction & indice o, la fonction {q(x)}* est &
indice ko —k4-1.,

Ces faits résullent immédiatement de V'équation (8).

3. 8 q{x) est une fonction monotone & indice o>-1, la fonction

G
¢—1
En effet, considérons 'expression
1 ot
A=

p{f) étant la fonetion inverse, et posons p(l=y, p(ry=xz; on aura

Sxyd{q{y)}.

X q(X} 7 pra)

inverse est o indice

Alr)=
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ou en intégrant par parties

W 1 1 _ s-1
ALy a0l > 1=
1 c-1

- )
ce qui montre bien que l'indice de p(x) est égal & %’/ . 5

4. 8 qi(x} et qx{x) soni deux fonctions & indices recpeciifs o et
g, et gux) > 00 avee X, (c. a. d.oy=1) la fonction ¢ {q'x)} est & in-
dice (a,— 1) {oz—1)+1. -

Ce qui résulte immédiatement de (7) et du corollaire 2. _

5. Soit qi(xX}rvgAx); o Vune de cos doux fomctions est & tndice o
Vaulre Vest ausst.

* X o

8. Si q(x) est & indice o, Vune des deux fonetions \ G)fdt-ﬂg () dt

o :

® S oy

est & tndice o1, suwant gue Pintégrale Sq{t)dt diverge ot conveTge.
u .

Pour o 4 o0, ceci résulte des lemmes 27 ot 3. et-de 5) Si h#u,

o I
c.a.d.osiion a q{x):—El alors

X
i ¢ 1 L
{J(#'):fq ) \uq (t) df::L—{r—) i.,'r.Q di > o0
> 1 P L) o
. Q (re)—Q (f)==ﬁl-;} Sr EE_Q dt - Ig(x)
resp. avec le signe moins.
- Done r
S g (t) at
(rz) _Jo 1
Q(r) S
g{t)dat
S q{t)dt

{resp: -1} pourx> 0.

S q(t)di
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ad

Done g‘qﬂ]dt { resp. g g(n)dt } est & croissance lenie.
4 : VX Lo .
7) 1l n'en est pas de méme pour la dérivee, mais 4 ce su:t on
peut dire cecl:
Si g(x) est une fonetion lelle que sa dérivée, es a eroissanee régu-
licre, on peul la metlre sous la forme

glx) = zo—1 L)

X

\, 7
(15) N 011 L(.Ii) == g+ 0 ¢ E(E) — 0,
En effei:, si 4'(x) est iﬁdice s—1, on aura
7¢'(X) _ g — o— ,
) mhx) a—1 - e(x), avee &(z) >0,

d'on, en divisant par x €t intégrant on obtient "éguation {19).

Mais inversément, de (15} il ne résulie pas la régularité de ¢'(x) que
si oz=1. Dans le cas ou s=1 il faut en outre que ex) soit 2 décrois-
sance régulisre et si elle est & indice o, ¢'(x) sera a indice o ;- 1.

~ QOn pourrait donner encore un grand nombre de propriétés de ces
fonctions, que NOuUS Téserverons pour un autre travail.

Nous allons doiner encore deux applications des résultats préeédents

En premier lieu, du théoréme 1. et du corollaire 2. il résulte le

TatoriME 2. Pour quwune suile de fonchions vUn (x) de la forme
g(nx)
g({n)

converge dome (0.1), i faut et suffit que Lun quelconque des momenis
de v (x) soit:

g(n} > o,

vn(x} =

|
MU‘L_.S k. . .
M Joth o, (DAt > me,  avee iy o> O]

el dans e cas i
— — k=1
valX)-» x T ’

uniformément dans toud intervalle ne contenant pas le pont r==0.
Comme seconde application considérons le quotient de deux fonc-
tions f(x) et g(»), définies dans (0,00), g(x) > oo avec X.

-

D'aprés la régle de L’Hopital, précisée par (. BTOLZ si g(x) est

RO I, EARAMATA

Ol aura

Examinons les conditions aysquelles doit. slatisfaire u_ner fnn_ctibn
monotone a{x) pour qu'on puisse appliquer a3 l'un des facteurs de
f@) _a) @
gix)-  g(x). alx) |
la régle citée plus haut, de telle sorte - que de I'existence de Ia limite
im ﬂ(fﬂ)_ [’ (x) _

= g{x) a'(x)
résulte 'existence de la limite

lim @
= g(x)
Posons pour cela:
;Eg 5—({%_-: u(x), avec u(x)—> ¢;
alors:
=\ g 05 0a= | s O TG
[lonc h ’ |
f@_ 1 daft)
gla)  gla) Sj 090
Par suite si a(f) est telle que
_ 1 [ g(tydalty .
(0) gtm}i wy "

it s'ensuit que (a(z) étant monotone, glx) > oo, w(x) > c)

flz) . 1 daf(t)
9 {z) g_(:z) g}' &g at) ok

B fhint done que (16) soit remplie.
Or, en dé_signant par b(z) linverse de a(x), et em posah

a =1, a(z)=r, et g—bft)=q(t),
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(18) se transforme en
r

1 S g(z)dr =k,

rq(r

() s

ce qui montre que a(x) doit &tre telle que la fonction gsb(x)}; soit, ré-
guliére & indice égal & 14

Nous obtenons donc le résultat suivant:

TutoriME 3. Soient f(x) et glx) deux fonclions définies dans {0, =),
oit g (x) = oo avee x, ef goul b(x) la fonction inverse d'une fonciion
monotone a(x) qui > oo avec x. Si la ponction g {b(x)} est & croissance

réquliore & indice 14%, de Vexistence de la limite
x=w glz) a'(z)
on peut conclure Uexistence de la limte

C,

lim f{z) =d,

xzt.ﬂ. y{:ﬂ] |

avec
d=Fke.
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