JEAAH CTAB O KOEBMHUMEHTHUMA
Taylor-OBUX PEZJAOBA.

On
JOBAHA KAPAMATE.

([lpikazapo Ha ckyny AxaieMmuie OpHpoARKX Rayka 16-X1{-1932).

Heka je a(x) jeana y Tauky x=0 aHaIuTHYKa QYHKLH]A H
BREKa je

os
alx} =3 av xv.
v={l

AKO ¢y HamM no3naTH Taylor-oBM KOEQPHUHEHTH &n, M-

=0,1, 2, ..., nocmarpade (pyHKuUHje a(x), ¥ ako je a,%0, Tana
MOKeMO noMohy mHX H3pasuTd U Taylor-oee xoeduiaeHre oy
H ch, =0,1,2,..., dyuxkuuia

bx)=—1/alx) v olx)=log {alx}],

T. |- MOKEMO HahiM pa3BUTKE

[ 4
B(x}=% by x¥
y=I)

oo
c(x)=1 ¢y X°.
i |

Kako cy, mehytum, wuspasm koju oapehyjy koeduuuente
bn H ¢y noMOhy KoeduuMeHara dp, BEOMA 3aMPIIEHH, TO C& K3
THX H3PAa3a MOXe TEIMKO BHIETH Ma H HajMama 0C0OHHI THX
KOeQHUAECHATA, YAK Y CAYYdjy, Kal CYy KOC(HUIHEHTH an Hajnpa-

BUJHHJH.
Y 0BO] pacnpasH hemo noxasatd xa he xoedwaiuentH b, u
¢, 3a n=1,2,3,..., OuTH YBEK NO3HTHBHH, KAf r'OA j& Hu3

dpojena
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Ay = —log a, KOHKaBaH ,

T. j. K44 roj je
An_i_l_'?lqn'{‘ﬂn_]f;:o, n—_—],g, 3,...,

H TEAME JOHERIC IONpHHETH yrnozsasawy Taylor-osux koednuu-
enara pysxunja bx) u ofx).

~ 3aTaM KeMO naTH jexny npumeny osora pe3yarata HA pas-

BHJAILE H NMPUOIHKHO H3PAKARAMLE Qysknuje  (x)='(x)/{x).

1. [pe rero wro mpehemo Ha moxazupame rope Hapeje-

HOT pC3y/TaTd, HCIHTAJMO Hajnpe, T4 MPETCTas/kba VCAOE A4

Bu3 An = —log a, Byme xoHkagaH.
AKO Td] YC/I0B HANHIIEMO y 00MUKY
An-l-—l—An = An—"An—lr HZ]: 21 3:' sy
T. ]

i {1
) fIn_1|

Tald BHAMMO [4 J& OH €KBMBAJEHTAH yCAOBY
ﬂn-i—:[lll':lﬂn ;—; ﬂﬂ_ lll'llr ﬂn—l 3 n:], 2, 35 LI T | (1,1)

HJIH yCIOBY

I = Vant18n 1.
AKO Jakae cTaBMMO
On = Qn [ Gu, n=1,23,... (1,2)

Tajga j& ycaos (1,1) exBueanedTay YCJAOBY JZd HHU3 ¢; MOHOTOHO
pacTte, T. j. A& 6yne

fn = Goy(, 32 CBe n=1,23,.,,. (1,3)

Huz g, Mopa maxsie uau texura JeAHO] KOHa4HO] rpani-
WH, B TERRTH Geckowaunoctn. OBaj APyrH cayuaj ce, mehy-
THM, NPOTHBH MPETNOCTABMHE Aa Pej

0
a(x)=¥" a, X¥ Komseprupa 3a x=0, (1,4)
v=0

jep 6u Tana no d’Alembert-opom KPUTEDH|YMY PAaJdHYC KOHBEpPreH-
WHje pena (1,4) 6uo jemsmax Hy 4. Ha ucTu Hauuu kag 6 ga TE-
HHO JEAHOM KOHAYHOM OpOjy g Buiumo ma 6 pafuyc KOHBEp-
reduuje pena (1,4) 6uo 1/g. |
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[IpernoctaBuMo au, Aakae, na je pen (1,4) xoueeprenTan
3a ¢Be x pasmaka (—1, +1), mTo MOXeMO YBek noctuhy cMeEHOM
X:ax, Tana mopa OutH g=1, na, aakae, npema (1,2} u (1,3)

ﬂn/ﬂn—l"«’:l , T. |. @n < Gy_1.

Y OBOM Cay4ajy MOpajy, HAAKAe, KOE(QHUHEHTH dn jOLI W
MOHOTOHO onanatu. [lpema Tome cmo g06unu caexehn pesyarar:

of
Heka cy xoegmuuentd dn peaa a(x) =Y ay X' cBH nosu-
v={

THBHH; aKC je Hu3 A, = — log &, KoHKaBan, Tajga heropwa pea
KOHBEPIrupAaTH 34 cBe |X{<1, caMo ako HH3 g, MOHOTOHO ONAaja.

2, llpehrMo capa HA AOKA3UBAKE HAOPEX HABEIEHOT pe-
3yJATaTa, KOjH MOXEMO H3pasHTH cacaehum cTaBom:

Cras 1. Hexa je
ax)=3 a, x* 2,1)
v

jeana, y mauru x=0, quanumuura ¢ynkyija;, aro ¢y mweit koe-
chuyuen mu g, nosumusxu, . J.

a. >0, zaese n=0 12, ..., (2,2)
QKo je nus Ay = — log an woukasan, m. j.
(n1/Gn 22 @y | Gna, n=12 ..., {(2,3)

maja cy u koeguyuenmu by, u ¢, @yHKuija

oo
lja,—1ja{x) = Y by x¥
) v—1
OAHOCHO
o0
log {a(x)/a,}=Y cv x7,
v=1

CBU NOIUMUBHLL.
HAoxras: Tlocmarpajmo Hajnpe QyHKUH]Y

l/nﬂ—lfa(x):§ b, xv. (2,4)

. o0
AKo OBY jeIHaydHy NOMHOXEMO ca a(x)=)
o=

.._.u

Iy #"’, AobHjaMo

Jlaact
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caeleby PeKypPENTRY jeXHAuHuy 33 KoedHIHEeHTE b, -

Z In—v Oy = @y} 0, n=1,2,3,.... (2,5)

‘lr'=l

Osa pexypenTna jesuaydHa 10TOVHO OApehyje HH3 KOedHiu-
¢Hata b, , H odaBge xo6Hjamo, HaNpHMep,

E’”‘I’: 1;&3}0 :

IIpema Tome, kaxo je npsm KOB(pUUHEHAT b, no3ETHBAH,
Aa OHCMO nokazard ga he 10 Surtw C/y4aj ¥ 3a CBE OCTaNe Koe-
pundenTe, n0BOBHO je A3 mokakemo xa he bn OMTH mO3MTHBAH,
aKO Cy CBH Oy 3a cBe v=1,92 3,... n—1, No3HUTHBHY.

Y Ty cBpxXy craBumo y (2,5) n—I1 YMECTO I, MOMHOXHMO
TaKO NOOUBEHY jeJHAYMHY ca, 3d cap NPpOH3BOLHEM' Opojem 2 m
OAysMuMO je ox (2,5), Tana noGujamo: 5

] n-1
ﬂﬂbﬂ — Eﬂ (ﬂn — }nﬂn_[)+2 ('—ﬂn_;r"}'.}‘-ﬂﬂ_.?_. 1) b'." " (2,6}

v=1

"

Ha ocrosy ycioga (2,3) moxemo ‘yBex oxpemuTn 6poj > Ttaxo
Aa Gyne

n / In—1 ; }l ;..\"-'3 I +1,fran—2 :::* Hn-—ﬂfﬂ'n-a ;‘-*:’ P a_-g,-’lﬂ-'l ,}--‘ ﬂj/ﬂﬂ *

HANPHMED, AKO y3MEMO 33 3 BpeIHOCT g, / @na1, jeRmaurHa (2,6)
y3uMa O0MHK

n-1

ﬂnbn =E {ﬂn _!I ﬂn—l"‘"ﬂn—w',-fﬂn—x'—- 1} ﬂn—'-'—l b'-' . (2??)

v=I
~ llpema (2,3) cy cBu uspazu y 3drpazaMa XECHE CTpawe jex-
HaYHHE (2,7) nosuTuBHH, ma he npema Tome u ba 6ATH nozy-

THBHO, aK0 Cy by, by, . . . by nosurusus. Tume je npena3om ca
1. Ka f+1 ropwe Tepheme AOKa3aHO,

lla GucmMo jowr AOKA233MH HCTH CTAB M 33 PyHKInjy

log {a(x)a,} =3 ¢, x» 2.8)

i=v

AHPepenHtupamo jenHadnny (2,4). Tume XoGujamo

co
a(xya¥(x)=3 (v+1) byyq x¥,
v=1
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Y/JIH MHOXEHhEM ca a{Xx)

¥ =
a (x};‘a(:r:)=2 dex¥, rae cy csu oy > 0.

v—10

KoRayHO axko OBy jeinaudsy upTerpuimiemo on (0 xo x AoGujamo
log {a(x)/a }=§ dv-1 had =§‘ Cy XV .
il ~ T v:i

Opasie BHAMMO Aa Cy nof -npetnoctaBkama (2,2) u (2,3)
He camo Taylor-osu kcedunuentu dyuxuuje log la(x)/a,}, reh u

byakimja a(x)/a(x) g a(x)/a*(x), CBU NOIUTHRHH.
[fopen oBux pesyarara moKeM0 noxazaTd aa Taylor-osn

KoepuuHedTH ¢, dynxunje log {a(x)/a,}] 3agosomasajy jomr w
caeqehe HejegHAUMHE:

Oéfnéﬂn;"lrﬂﬂ: n=1I, 213:'** . (219)

20
Jep, ako jeanauury {(2,4) nOMHOXKHMO Ca d(x)=¥ va, x**1

v—1

u uHTerpuuwemMo 01 0 go x, nobujamo GyHKIH]Y
0 .
a(x)/0,—1—log {a(x)/a,) = 3" (@ | a—cv ) X7
F—1

unji he Taylor-osx KOeQUUIMEHTH OUTU TAaKOke CBH MO3HTHBHK;
OTyiaa caege HejenHauude (2,9).

(a0
[IpumeTnmo jomn, HanocneTky, Aa he pexa Y &y Outd ysex

v—=1

KOHBEPreHTan kajg rod pex (Z,1) KoHseHrHpa 3a CBe [O3MTHBHE

m n
X<1; axo pen Y a4, xuMBeprupa rana je
v ==L}

(=] .
2 bv — l‘.lrﬂu 1
v=—=1

o0
4 aKk0 pel ¥ @y KOHBEPrupa, Taxa je

T 1
. e —
2 by="" 2 iy .
v—I1 v=A]

{ '
tA

' e o
M3 BCTHX pa3nora BHAHMO, A4 he pefloBH ¥ v u ¥ oy
| v=! =0
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HCTOBPCMCHO JHBEPIrHPATH WIH KOHBEPTHPATH; ¥ OBOM APYIrom

crydajy, nocToju caeiaeha sesa uaMehy HHXOBHX CymMa

o ] oo

v=I

= - i m m
Koupeprexiiuja unau AMBEprenimn)a pexosa ¥ by w > o,
y=I v—i
CI€AHM, HA OCHOBY CTaBAa 1, H3 MO3UTHBHOCTH YiaHORZ b v ooy,

Kako ]5{':‘ ¢ynxunja log (1 +x) korkasna, o he HU3 Gpojera
& = lft+1) 3anoeomasaru ycaose (2,2) m (2,3) crasa 1, Te no-
6ujaMo ka0 Hemocpepmny NPHMERY TOra crara caezehe:

CraB 2: Taylor-oBu koedunuentu w, (pyuximje
1+xflug(l—x)=§ Wy xV+1 (2,10)
v—={

CYy CBH NO3HTHEHA, T, |.

Wn >0, 33 cee n=1, 2, ..., {2,11)
" |
[» ]
2 wy = 1. _ (2,12}
vl

3. [la 6ucMo 0BO npumenuam ua PasBHjarb€ M NPUGIHIKHO
IPETCTaRbAbE PyHKIMje Y{x)=I"(x)//{x) norpebad nam je nper-
XOAHO EKCNABUUTAH H3pAa3 33 OCTATaK paktopuennor passaTka
Te (QyHKIHje.

Kako ce ta n jown muore Apyre dyuknMje Mory npercra-
BHTA RHTErpanoMm O06J1HKAa

1
Jx)y= | t*w(t) at (3,1)
0

T0 hemo AAJIpE cBe notpeGue obpacue usBecTH Ha osoM of-
WITEM Cay4ajly, NOA NpeTNoOCTABKOM Ha je ¢yskuuja w({f) raxsa
Ad HETErpan (3,1) uma cmueaa 3a cpe x_=0.

[otpaxumo Hajnpe Taylor-pazpurax dyuxuuje (3,1) ca ekc-

kIIJIHlI-HTHHM M3PA30M 33 ocTaTak. ¥ Ty CBPXY JI€QHHAIHUMO One-
PauH)y A na caegehu nauug

Jenan crae o koeduunentuma Taylor-osnx peaosa 85

f
Awt) ; f W) dtf |

M yOTILITE
t

A" W) = % fA""lw(f) df, n=1,2, ..., Aw{@)=w().
0

AKO cal maplujanso HHTerpumemo udrerpan (3,1) no6ujamo
1

fix)=Aw()—x f t Aw(d) dt, (3,2)

o

NOHOBHMO NH OBY onepauujy jomr #—I1 nyra Ha aurerpaa (3,2)
robutiemMo yonwmrte 06pazau:

1
n-—1

)= 3 (—1)Y A1) x¥ 4 (—1)e x f rAY W dt. {3,3)

v—10
D

Osaj ofpasan aaje, Aakae, TauRy BPEAHOCT OCTaTka Tay-
lor-opor pexa ¢yuknuje f(x), a KOjH BaXKH Kax roA je pyHKilu-
ja w(f} maHTErpabnana, _

[Torpaxumo cax anasoran oO6pasan 3a (aKkTOpUENHH pen
dynxknuje f{x). dedunuiuumo 3ato onepauujy B na caenehu na-

N
UHH:

Bu(= MO =20

H VOIUTE

B - lw(f)— B —lw(1)

B" w(f)=- 3 , n=1,2,..., B"w@H=w(l).

Ha on Ppyuxnuja B* w(f) umana cmucaa 3a f=1, MOpamo npert-
NOCTABHTH Ia W(f) uMa cBe HM3BOAE A0 NM-TOr y TAuKM #=1,
[lohumo cam ox unterpana (3,1) @ 0Zy3MHMO My HHTErpan

L

f o wl) dt= 21

L4

Taga J00AjaMO
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i
f)=+ —wﬂl + fff (1—2) Bw(t) dt .

¥

AKO 0] TAKO AOGHBEHOr HHTErPana OAY3IMEMO HHTErpai

1
o _ Bw(l) 1
f:‘ (1—£) Bw(1) df = TER YTl

0

aobujaMo agambe
1

L 0wy o 11Bw(l) i nd R
ﬂl)—(—x+])+(x+1)(x+2)+ff (1—82 Bw(f) d* .

0

Hoctynumo nu omake a1 nyta pofuhemo onwtu obpa-

3arg
n—1 ' BY w(l)
J(x)= Z (x+D) (x+2) ... (x+v+1) +
1
+ f £ (12 B wit) dr . (3,4)

a

Osaj 06pasau naje passutak ¢yukuuje f{x)y daxropuenas
pea c¢a Tda¥HOM BpeIHOIIhY OCTaTK3, 4 BaXW NOJA MpeTno-
CTABKOM H4 (yHKuMia w(f) uMa y Taukd f=1 cBe H3BOJE IO
n-TOr.

Hanocnerky moxemo obpacue (3,3) u (3,4) koMOHROBATH H.
TO HA chelehu Hauum,

[pumenumo, Hajupe, HA Qydrnsjy f(x) ob6pazay (3,3) ca
n==k, ¥ 38THM HA HHTErpan AoCuaed y ToM 00pacly npuMeHRH-
MO obpasan (3,4), Tana ao6ujamo caenehn obpasar

f{x)=§ (— 1A w() « +

(—1 k xk v! BY Ak w(1)
xv};n{x-i-l)(x-w) C(xFv+D)

+ Ry (x},

rie je
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1
R (X)=(—1)F x¥ f #< (1—&m Bv A¥ w(t) dt . (3,5)

0

Hanomenumo, HanocaeTky, Aa ce Hu3 dyHKImja B w(f)
MOMXe {IDETCTaBUTH HA c¢xaenehid Hauun:

=3 (1 T (1

B w(f)= v=0 = — ey

(3,6)

KoJu ce oOpasan Ha ocHOBY jeduHHMUMje pyaxkuunja Bt w(f) moxe
MAKO DPOREPHTH. AKO ce Aakrae GyHkiuja w(f) MOXE Pa3BHTH y
pen ypehed no crenenama oa (1—f), . j. ak0 mmamo

00
W(t}=2 w'r.r (l—t)? 4
v—I)
Taxa jé, HA OCHOBY (3,5)

B w(f)=3" Wy (1—1)F, 3,7)

V)
ca
Btw(l)=w,, n=0,1,2....

4, Hocapamme H3daraibe MOXEMO CaJl HEmOCPeAHO NpHME-
HUTH HA (QyHKIH]Y Y(x), ako nohemo oA no3Hator ofpacna
1
1 — X _1 - I 1
log (I+I}‘—‘If(1+m—ff (_1——1‘+"lu?) df 1) . (4,1)

0

Y osoM cayuajy je, AaKae,
W)= St

OBa je dynxknuja anaiutnuka y Tauku f=1, na ako je pas-
Bujemo y pen ypehed no crenesnma oj (1—f) mo6ujamo

1 1
WA= 13 F Tog ¢ =3 wy (1) (4,2)

v=>0

Iy Buan, #a np. N. Niclisen, Handbuch der "Theorie der Gamma-
funktion, Leipzig 19006, c1p. 175,
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Ha ocaosy ecrasa 2 cax aako yeuhamo aa Cy CBH Koedu-

Q0
MHCHTH Wp OBOr PAa3BHTKZ HO3HTHBHH M A4 je ¥ wy = 1. [Ipe-
v—=
Md TOMC, HHTETpHCameM oOBor obpacuma ox 0 gzo | A00H]aMo
jout u caexnehe

1
1oL 3 Wy
f{l—t og7) % =3 5 =C.

v=—1)
O

rae je C Enler-osa xoHctauTa,

IMpema obpacuy (3,7) suaumo aame, na Cy CBe (yukuuje
B" w(#) no3uTuBHE, H Ia MOHOTOHO onagajy y marepsaay (0,1),
AaKxae je,

: v a) n-1
wa = B* w(i) 52 Wy = 1—2 Wy, 32 cBe (=ft=1,
Y—n v==ih .
Ha ocroBy Tora passurak {3,4) sa dyuxunjy (4,1) raacu
log (14 x)— (1 4x)= |

n-I !

Vo w (x+1) (x+2) Ax+v+1) +Ra (x)

rape je
Wy — — n!
"D (D). 4 S e X<
= W, ) nl “ )
a (x+l)(x+2)...(x+n+1):

0 n-1 .
WR IZ Wy = 1 “—'2 Il’v '
e | - v=l
| _Oﬂa jeZHaunHA Baxu 33 cBe x>—1, a KOoeDUIHCHTH W,
Cy joj Aeduumcann obpacnem (4,2).
[IpuMeruMo jouwr Ha HeTH HHTerpan (4,1) o6pasan (3,5) ca
k=1. Crasumo nu, Haume, y obpacuy {(3,5) |

t

Aw(t)= | f 1o+ o <] =m0

T logre

0
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1
Aw{l):f{ri;+ mé-] d==C,
0

TO A00HjaMO, NOINTO ra NOMHOKHUMO ca —I1, cneaehu obpaszan

C+¥ (14+x)—log (1 +x)=
S vIBYw ()
?_;n (x+1} (x+2) ..., (x+v+1)

+ R (%),

rae je
1

R (x)=x f < (1—fm Bn Iw{,(t) dt . (4,3)

O

Ha 6ucMO y OBOM €1yuajy RAILIH rpaHHuLe u3mely kKojux
C¢ HamasW OCTaTaKk Ra (x), mocrynuhemo kao m mazxonpe, T. .
passuhiemo ¢yukuHjy w,(f) v pen o6auka

oo
wo(D)=31 wl (1—4)v.

v—=}
Kako je npema (4,2)
1 1 0 |
T—t " logz —Z M U @ >0,

%
TO j@é JnakJe
t

RYR NS
wll)= 4 f [1—:: + fug—t} de=

a

.

1 63 0 o 1._ (l .._f)'t"i'l

= -~ Wy(l —epyde =) L. - e =
e A= o i

Q

[ Dy
=‘§“i:§-_l (T+(1—f+ ... +(1—pv =

o 20
— 1— v _Eui
=T

Hakae je



90 Josan Kapamara

0 o @y oy
wtl'_'z 1-’+1 B wﬂ(l) r

¥=n

HJIH#, H& OCHOBY jeAHAUYHHE

[Ipema Tome je HH3 xoedrumeHaTa W® NO3HTHBAH H MOHO-
TOHU ONAajgA.
Kako je pa.ne Ha ccHosy ofipacua (3,7)

X g
B wﬁ(f}zz Wniv (1—8)V,

v—i)
TO He, A4k, U Yy OBOM CAyYajy CBe dyakunje B w(f) mono-
TOHO onajard y pasMaky (0,1) na je npema Tome
B w(1)<B" w()=B" w,(0), 3a cre Q=tf=1,
rie e

Q0 0
B w(l)=wy, u B® W0} =1—3 wy =3 wi.
vo={} v==1

IMpema TOMe ce ocrarax ofpacua (4,3) nanasu H3MERy rpa-
HHIIA

1t Wnx _

(x+1) (x+2) .. (x+nt+1) =

_ MWox
(x4 (x4+2) ... (x4+n+1)

Fon (X)=

rie je
Wn =3 wi=1—3" u?, (4,4)

Ilocmarpajmo, npamepa paam, coennanan CIy4aj Kaa je
n=1, raga obpazan (4,3), carpanuuama 3a ocrarax (4,4), nocraje

(C—nx B se C _ (1—C)x
(x+1) (x+2) v (L+x)—log (1-+x)+ l+x G+ &x+2)°

338 cBe x>—1,

Jeian c1a8 o woedmumentima Taylor-orwX pegoea Y1

jep je
=C—J u Wi=1-—C.
Onasie BHAEMO, Ja ce dyukuuja (I 4x) Beoma wmamo
. . C
pasnuryle ox Qyexnuje log (1+.x)—-1—+::, 28 CBE€ TO3UTHBHE

BPCAHOCTR x-a, H Ja j€ Ta PA3JHKA VTOJHKO Mama, YKOJIUKO:
C€ X MPHOJHNKABA HYAH UJAH OECKOHAYHOCTH,

Y Becrpany, 16 okrobpa 1932 rox

34 BpeMe KOpeKType BHAEO CiM 14 ce pacnpasa r. Th, Ka-
tusa, Uber die Koeffizienten reziproker Polenzreihen, [Math,
Zeitschr. 28, 161—170, (1928) ] onnocu na weTa nuTama, Y KO0joi

€€, INTa BHIUE, JeJAH OEO0 HANPEX MIBEISHOT CT4BA 1, Beti na-
d.3H,



Un théoréme sur les coefficients des
series de Taylor.

par
J. KARAMATA.

Présenté & la séance de PAcadémie des Sciences naturelles du 16-XI[-1932).

Etant donnés les coefficients g. du développement de Tay-
lor de la fonction qi(x), c. a d.

o
H(I)'— 2 ﬂ\r .xv 3
v=0

nous allons indiquer un critérium suffisant pour reconnattre si
les coefficients tayloriens &, et ¢, des développements des fonc-
tions

b(x) - —1/a(x)=— 3" by xv,

v=I)
et

o(x) = log {a (x)] = 3 ¢, xv,
v==[)

sont positifs.
Ce critérium consiste dans le fait que la suite des nombres
An =—log an doit &tre concave, c. 2. d. que l'on doit avoi;
pour tout 1 |
: An—]—l_QAn -{ An-IEO ’
ou, ce qui revient au méme, que
an-]-lff-rn,}.:-'-"ﬂn/ﬂn—l: n=1, 2, 3,....

Le théoréme 2 démontrer est donc le sujvant:
Théoreme: Soit donnée la fonction a(x) par la série de

Taylor
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a(x) = f’ av X¥, convergente pour un x=0; (1)
== :

si les coefficients an sont positifs, c'est-g-dire si

an > 0, pour touft n=1,2,3,..., (2)
el si la suite Ax = —log a, est concave, cest-a-dire,
Onp1f@n 22 Gn [ 1, 7=1,2,3,.. ., (3)

alors les coefficients de Taylor by et cn des fonctions

la,—1/a(x) = i by x¥, (4)
v=I
ef i
Iog la(x)/a,) = 2—1& XV, (5)

sont tous positifs.

Démeonstration. Considérons d’abord la fonction (4). En
m - 3
multipliant 1a relation (4) par Y a, xv, et en égalant les coefii-
v—i)
cients des développements ainsi obtenus, on en déduit .la re-
lation de récurrence - -

n an-v b =ﬂn/ﬂu:_”=1:213,--- (6)
?EZI L'
Cette relation définit complétement les coefficienis &, , et 1'ou
en tire, en premier lieu, que

by=a,/a,*>0.

Or, le premier coefficient b, étant positif, pour montrer
qu'il en sera de méme pour fous les autres, 1l suffit de montrer
que b, est positif lorsque by, #,, b, ., .. ba_1 le sont.

A cet eifet, posons dans la relation (6) n—1 2 la place
de n, multiplions la relation ainsi obtenue par 4./ an-1, et sous.
trayons la membre 4 membre de (6). On trouve

n-1

ﬂnbn = Z {ﬂn / fIn -l—ﬂn—v‘fﬂn—v—l} Tn-v—1 b“-’_;

v=—1

les cuéfﬁcienis de b, dans cette somme étant, en vertu des hy- -
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potheses (2) et (3), tous positifs, il en résulte que &, le sera
de méme, dés que les by, v=1, 9, 3, ... 1—1, le sont. Ce qui
démontre la premiére affirmation,

Pour voir encore qu’avec les mémes hypothéses les coef-
ficients ¢, du développement (5) sont tous positifs, il suffit de
prendre la dérivée de la relation (4), de la multipiier par a(x),
puis de Pintégrer de 0 a x.

En prenant pour o(x) 1a fonction

--I~£ (1—x) = 3 1 xv
x ‘%8 _dév—f-l ’

du fait que log (nn4-1) est concave, on déduit par application

- du théordme précédent le résuitat que

les coefficients o, du développement de la fonction

1/x—i—1/!ng(l—x)=f oty XV, (7)
=
sont tous positifs; par suite la série f Gy converge ef a pour
v—0

soninte

iav=l.1)

v—=I]

La fonction (7) se présentant dans 1 théorie de 1a fonc-
tion gamma, on peut se servir dg resultat précédent pour dé-
du're une approximation du reste des séries de factorielles de
la fonetion (x).

Ea partant, en général, des fonctions défigjes par les inté-
grales de la forme

1
f{x)=ffl w(l) dt,

el en définissant Jes Opérations A et B de la maniére suivante

1) J"ai d‘abnn:} dnnnfi la démonstration précédente pour ce cas par-
ticulier seulement; I'extension ay cas oll 1a syite - Ieg an est concave, me
fut suggérée par M. M. Fekete. :
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f :
Aw(l) - } fw(u) du, Bw({) = fw(H)—w(1))/(1—1) ,
0
A" et Bn étant ces mémes opérations iterees n fois, on vérifie

facilement la formule

k=1 .
N (1 AV (D) XY+
J(x) EH( )

n=] BYASW) L poxy,
D v;”&’ﬂ) (x+2) ... (x+v+1)
-avec 1
R(x)=(—1)¥ xk f = (1—f)" Bt AX wit) df , (8)

clion wi{f) iniégrable et ayant une dérivée

te fon )
valable pour 01 En outre, si w(f) est développable en sc-

n-ieme au point {=1.
tie de la forme

Lir ]
= v ! I - 1 1w v 1_2()". .
w(f)—-z_]ﬂm, (1—f)y, lona B w(t) ;_f.;. ntv {

En prenant, maintenant, pour w(f) la fonclion

1 o
Wl - gt g7~ 2 (O (9)

on voif, d’apres 1
cn sont positifs.
fonctions AX B" w(f) décroissent da

dire que l'on a
Ak Bt w{)< AX B" w(f)< A* B" w(), pour 0=f=1.

Donc, du fait que

1
« [ _-1.—} dt
fﬂg{1+x)—ﬂf(1+x)=ff- {T;_fﬂngf :

la tformule (8) nous fournit un dé e
torielles de la fonction J(x) avec ’approximalio

e résultat précédent, que tous les coefficients
On en déduit alofs facilement que toutes les
ns lintervalle (0, 1), c'esta-

veloppement €O série de fac-
n du reste Ru (X}
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_ al A% B w(l) x* k
(1) +2) ... epasTy DR )=

_ nt Ak Br w(0) xk
G+ (x42) . (xFa4 1)

ol la fonction w(f) est donnée par (9), les coefficients Ak Bn wi(#)
et Ak B" w(o) tendant vers zéro avec 1/n.

Ainsi, par exemple, on obtient en particulier pour k=
= 1= 1, Pinégalité

(C—3)x C
- =¥ (1+x)—log (1 == - (I+C) x
D) g VU —og 140+ 17 = o
f.ra{ablni: Pnur tout x > —1, ot C est la constante d’Euler. Cette
1pegahte €st d'autant plus précise que x et l/x sont plus pe-
tits et montre que (1 +x) peut Eétre remplacée, avec une ap-

proximation suffisante, par la fonction log (1+x)—1£—x , pour

toutes les valeurs positives de x.

Beagrad, e 16-X-1932

Peadant 1a

correcture, je me suis appercu qu’n '
' ne partie
des résuliats : p

€xposcs se frouve déja dans la Note M. Th. K a-

lus a, Uber die Koeffizienten reziproker Poltenzreifien {Math.
Zeitschr, 28 161—170 (1998) )
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