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Uvod

Hircebruhovi rodovi predstavljaju invarijante racionalnih bordizama. Raci-
onalni bordizmi su odredjeni karakteristi¢nim klasama, pa je svaki rod neki
karakteristicni broj. Nekoliko fundamentalnih teorema topologije su ovoga tipa.
Prva od njih je Hircebruhova teorema o signaturi, koja izrazava signaturu pre-
secne forme kao L-klasu. Teorema Rimana-Roha-Hircebruha izrazava neke anal-
iticke karakteristike kompleksnih mnogostrukosti kao invarijante kompleksnih
bordizama preko Todove klase. Ove teoreme imaju svoje ekvivarijantne verz-
ije, npr. teoremu o G-signaturi. Osnovna teorema, koja objedinjuje sve ove
rezultate je Atija-Singerova teorema o indeksu: analiticki indeks elipti¢kog kom-
pleksa jednak je topoloskom indeksu mnogostrukosti. Tako Hircebruhovi rodovi
dobijaju interpretaciju kao indeksi eliptickih kompleksa. To povezuje teoriju
bordizama i K-teoriju. Primenjujuéi ekvivarijantnu verziju teoreme o indeksu
na prostor slobodnih petlji, Vitep je uveo pojam eliptickog roda. Pojavljuje se
izuzetna veza izmedju teorije modularnih formi i elipti¢kih rodova.

U disertaciji se prou¢avaju Hircebruhovi rodovi faktorprostora mnogostrukosti
po dejstvu konaénih grupa usrednjavanjem odgovarajuéih ekvivarijantnih rodova.
Klasi¢ni rezultati Mekdonalda, Zagiera i Hircebruha za Ojlerovu karakteristiku
i signaturu &ne polaznu motivaciju za ovakvu definiciju Hircebruhovih rodova
faktorprostora. Razmatraju se signatura, x,—karakteristika i elipti¢ki rod.

U prvom delu disertacije opisuju se razli¢iti, ekvivalentni natini zadavanja
Hircebruhovih rodova, preko karakteristi¢nih stepenih redova, formalnih grupa
i indeksa eliptitkih kompleksa. Daju se primeri rodova, njihovi stepeni redovi,
formalne grupe i elipticki kompleksi koji ih odredjuju. Zatim se definisu odgo-
varajuéi ekvivarijantni rodovi i rodovi kompletnih preseka.

U drugom delu, na osnovu opisanih tehnika se ra¢unaju rodovi projektivnih
kompletnih preseka i generatorne funkcije za rodove simetri¢nih stepena povrsi.

Faktorprostori mnogostrukosti po dejstvu kona¢nih grupa su najcedce sin-
gularni varijeteti ukoliko dejstva nisu slobodna, tako da predlozena definicija,
kroz usrednjenje ekvivarijantnih rodova, predstavlja uopSitenje rodova mno-
gostrukosti. Simetri¢ne stepene povrsi mozemo razmatrati i kao faktorpros-
tore po dejstvu grupe permutacija i kao kompleksne mnogostrukosti, pa se na
tom sluéaju mogu uporediti dve definicije. Takodje, rodove kompletnih preseka
moZemo razmatrati kao opstrukcije za zadanu podmnogostrukost da je pred-
stavljena kao kompletan presek, §to je iskoriséeno u slu¢aju simetri¢nih kvadrata
povrsi.

Kao osnovna literatura za ovaj rad posluZzile su mi klasiéne knjige:

Atiyah, Lecture on K-theory,

Hirzebruch, Topological methods in Algebraic Geometry,

Hirzebruch, Zagier, The Atiyah-Singer Theorem and Ellementary Number
Theory,

Hirzebruch, Berger, Jung, Manifolds and Modular forms,

Zagier, Equivariant Pontrjagin Classes and Applications to Orbit Space.



1 Hircebruhovi rodovi

Prsten kobordizama €, je definisan kao kvocijent Z{M}/M ~ @ slobodne
abelove grupe generisane mnogostrukostima po podgrupi generisanoj mnogo-
strukostima koje su granice. {2 je prirodno graduisan dimenzijama mnogostrukosti.
Zbir je zadan disjunktnom unijom [M;] + [M2] = [M; U M,], a proizvod Dekar-
tovim proizvodom [M;] - [M3] — [My x M,]. Ako imamo u vidu jos i do-
datnu strukturu (orijentabilnost, stabilno skoro kompleksnu ili Spin) govorimo
o prstenu kobordizama Q50 QU ili Q7™

Prsten Q59 ¢ine klase kobordantnih orijentabilnih mnogostrukosti. Po teo-
remi Toma je

079 @ Q ™~ Q[CP?,CPY,.. ]
i klasa je potpuno odredjena Pontrjaginovim brojevima p;[T M].

Realno vektorsko raslojenje £ nad mnogostrukosti M ima stabilnu komplek-
snu strukturu ako postoji k takd da je € @ k izomorfno nekom kompleksnom
vektorskom raslojenju 5 . Prsten QU &ine klase kobordantnih stabilno skoro
kompleksnih mnogostrukosti. Po teoremi Milnora-Novikova je

oV ® Q = Q[CP!,CP?,.. ]

i klasa je potpuno odredjena Cernovim brojevima c;[TM & k].
Hircebruhov rod u prstenu R je homomorfizam

0:eQ—R

gde je S razmatrana struktura. Svaki rod stabilno skoro kompleksne mno-
gostrukosti ili orijentabilne mnogostrukosti je predstavljen, za neki polinom
waimm sa koeficijentima u prstenu R, u obliku @gimam (¥1,¥2,...)[M], gde su
promenljive u slu¢aju QU Cernove klase i u sluéaju 3¢ Pontrjaginove klase.

Multiplikativnost roda o[M; x Ms] = @[M)] - [ Ma] i totalne Cernove klase
c(My x M) = ¢(My) - ¢(M3) daju uslov multiplikativnosti niza {¢n}, tj. ako
ozna¢imo sa

oQ [o o]
oY ent™) =Y pnler, ..., ca)t”
n=0

n=0
tada iz . _
S et = (C (4

mora biti

o0 o0 . oQ

Z onlcr,-..,ca)t™ = Zcp,'(c’l, ce Ct Z(pj(c'l’, N L

n=0 i=0 j=0
Neka su z3,...,Z, Ojlerove klase linijskih raslojenja na koja se cepa stabilno

tangentno raslojenje. Tada su Cernove klase odredjene kao elementarni simetri¢ni
polinomi ¢y = ox(z1,...,Zk). Stepeni red Q, € R|[[t]], definisan sa Q,(t) —



e(l+1) =Y 02 gant™, gde su ag = 1,05 = ¢a(1,0,...,0) € R potpuno odred-
juje multiplikativni niz {¢,} formulom

n n

o1+t + - +ent”) = o([[(1 + 2:t) = [] Qu(=:t).

=1 i=1

Ako poznajemo vrednosti roda ¢[M] na generatorima prstena 0¥ mozemo
rekonstruisati karakteristi¢ni stepeni red @,. Tako je karakteristi¢ni stepeni
red za kompleksni rod @, € R|[[t]] potpuno odredjen vrednostima ¢[CP"] = a,.
Zaista, kako je c(CP™) = (1 +z)"*! to je

Qw(x)"+1

g'(y)
zn+1 d

yn+1 y)

an = P[CP™] = (Qu(z)"1)[CP™] = resz=o( dz) = resy=o(

gejez=g(y)iy— 5:5(55 Odatle imamo da je

gly) = 300, dE8yn 1

n=0 n+l

pa je Qy(z) = 5=fy - Uz sve reteno imamo:

Teorema 1 Postoji uzajamno jednoznaéna ko.respodencija izmedju Hircebruhovih
rodova ¢ : QU ® Q — R, multiplikativnih nizova {¢n},on € Rlc,...,cn) ¢
karakteristicnih stepenih redova Q, € R[[t]].

U slucaju orijentisanih kobordizama postoji ista korespodencija. Pontrjagi-
nove klase py = ok (z?,...z%) su simetritne funkcije od kvadrata Ojlerovih klasa
Z1,...,Z, jednodimenzionalnih raslojenja na koja se cepa TM ® C i na gener-
atorima je p(CP?") = (1 + 2?)"*!, pa su karakteristi¢ni redovi @, obavezno
parni, a varijable za polinome iz multiplikativnog niza koji odgovara nekom rodu
o su kvadrati Ojlerovih klasa z1,...,Zn.

2 Formalne grupe

Jednodimenzionalna formalna komutativna grupa nad komutativnim prstenom
sa jedinicom R je stepeni red F(z,y) € R[[z,y]] koji zadovoljava uslove:

F(z,0) = F(0,z) =z

F(z,y) = F(y,z)

F(F(z,y),2) = F(z,F(y, 2))-

Homomorfizam ¢ : F — G formalnih grupa nad prstenom R je stepeni
red ¢ € RJ[z]] takav da je ¢(0) = 0 i ¢(F(z,y)) = G(p(z),¢(y)). Skup svih
homomorfizama Hompg(F,G) ¢ini abelovu grupu u odnosu na sabiranje

(01 + @2) (@) = Glp1(2), p2(2)).



Kompozicija
Hompg(F1, Fy) x Homg(Fy, F3) — Hompg(F1, F3)
je bilinearna, pa skup T'(R) svih formalnih grupa nad prstenom R ¢ini poluadi-

tivnu kategoriju. Ako je r : Ry — R, homomorfizam prstena i F' € Ry [[z, y]]
formalna grupa nad R; zadana sa

onda je
r[Fl(z,y) =z +y+ Y rlai)a’y’
formalna grupa nad Rs.

Za svaku formalnu grupu F(z,y) nad prstenom bez torzije R, postoji jedin-
stveni stepeni red gr € R[[z]] takav da je

gr(F(z,y)) = gr(z) + gr(y)-
Zaista, neka je w(z) — g%?l |z=0 . Tada je w(F(z,y)) = E%(Z—’!M

’z=0=

OF (F(z,z),y 8F(z,z) __ OF(z,y) . d _  dF(=z,
5F§z Z) ). 3 |z=0= —522 - w(z), odakle je m—j’; = - m,gy; , pa za

fo 22, imamo dg(z) = dg(F(z,y)), odnosno g(F(z,y)) = g(z) + C,
odakle za = — 0 konagno dobijamo trazenu jednakost.

Stepeni red gr(z) zovemo logaritmom formalne grupe F(z,y). Oznacimo sa
N=0VQ.

Teorema 2 (Lazar,Kvilen) Formalna grupa geometrijskih kobordizama f(u,v) €
Q[u,v]] éifi je logaritam

g5 (y L [CP ] n+1

n+1

je univerzalna, tj. za svaku formalnu grupu F(z,y) € R|[z,y]] nad proizvoljnim
prstenom R, postoji homomorfizamr : @ — R takav da je F(z,y) = r[F](u,v).

Postoji uzajamno jednoznaéna korespodencija izmedju formalnih grupa nad
prstenom R i Hircebruhovih rodova

0:WeQ— R
Ako je @, karakteristi¢ni stepeni red za Hircebruhov rod ¢,tada je sa g,(z) =
~1(z), gde je f(z) = 'Q_ﬁﬂ odredjen logaritam za formalnu grupu
Fo(z,y) = 95 (9,(2) + 9,(v))-
Obrnuto, ako je F(z,y) € R|[[z,y]] formalna grupa nad prstenom R, tada je sa
Qy(z) =

_z
95 ()

odredjen karakteristi¢ni stepeni red za neki Hircebruhov rod.



3 Primeri Hircebruhovih rodova

3.1 Univerzalni rod

Univerzalni rod je zadan identi¢nim homomorfizmom
Id: 0V 9Q — OV Q.

Njegov karakteristi¢ni stepeni red je odredjen sa,

cp»
QId( ) g Z [n+ 1] n+1

i g € Q[[y]] je logaritam univerzalne formalne grupe geometrijskih kobordizama.

3.2 Ojlerova karakteristika

Neka je H*(X,S) kohomologija prostora X sa koeficijentima u pramenu C—
modula S. Ukoliko je pramen S konagnog tipa, tj. sve kohomoloske grupe
H?(X,S) su kona¢nodimenzionalni vektorski prostori nad C i samo konaéno
mnogo njih su netrivijalne, mozemo definisati Ojlerovu karakteristiku prostora
X u pramenu S kao:

X(X,8) =Y (-1)%dimcH(X,S).

=0

Ako je S konstantan pramen sa vrednostima u € imamo obiénu Ojlerovu
karakteristiku prostora X za koju vazi:

x(XUY) = x(X) +x(Y)

X(X xY) = x(X) - x(Y).
Ojlerova karakteristika nije invarijanta orijentisanih kobordizama , na primer
x(5?) = 2 iako je S? ~ (. Takodje, Ojlerova karakteristika ne prepoznaje sta-
bilnu skoro kompleksnu strukturu.

Posmatrajmo homomorfizam ¢ : QU ® Q — Q definisan sa c(M?")
en(TM @ k). Za skoro kompleksne mnogostrukosti je c(M2") = c,(TM)
x(M?™).

Za karakteristi¢ni stepeni red vazi

1

Q T n+1 ! y
=x(CP")=n+1= reswzo(—z%—dx) = resy=o(§%d )
9y) =y +y’ +y’ +- 13
pa je Qy(z) = 'TTG—) =1+ z. Formalna grupa koja odgovara rodu ¢ je
u-—2uv+v
Flwo) = ==



3.3 Signatura

Ako je M*" orijentisana mnogostrukost, tada prese¢na forma
B : Ho(M,Z) x Hypn(M,Z) — Z,

zbog Poenkareove dualnosti, predstavlja nedegenerisanu, simetri¢nu bilinearnu
formu, éija signatura predstavlja invarijantu orijentisanih kobordizama i zadaje

Hircebruhov rod
sign: 9 Q — Q.

Kako je sign(CP?*") = 1, to je

vy
g(y)fy+—3-+—5—+---=arcthy,

pa je karakteristi¢ni stepeni red koji zadaje signaturu odredjen sa
Quionl®) = iy

i imamo Hircebruhovu formulu:

n

sign(M*™) = H ) MMM = Lo(z1, . .. ) [M*").
=1 'L
Formalna grupa kojom je zadana signatura je
u+v
F
(u,v) = 14+uv’

3.4 Todov rod

Aritmetigki rod algebarske mnogostrukosti X je definisan kao Ojlerova karak-
teristika u pramenu holomorfnih funkcija. Za kompleksne projektivne pros-
tore CP™ aritmeticki rod je jednak jedinici, pa mozemo definisati Hircebruhov
rod koji uopstava aritmeticki rod na stabilno skoro kompleksne mnogostrukosti.
Naime,

y2 y3
JW=l+y+y"+- gy =y+ 5+ 3+ ==Inll-y)
T
Qra(2) = 1=

Formalna grupa Todovog roda je

F(u,v) =u+v—wv



3.5 x,-karakteristika

Neka je W kompleksno raslojenje nad kompleksnom mnogostrukoséu X i APT p-
ti spoljasnji stepen tangentnog raslojenja. Posmatrajmo Ojlerovu karakteristiku
od X u pramenu holomorfnih seCenja raslojenja W @ APT

o0
= Y _(~1)%dimcHY(X, W ® APT).

q=0

— karakteristika mnogostrukosti X u pramenu holomorfnih sefenja raslojenja
W se definie kao

(X, W) = 3 PP (X, W),
=0
Imamo da je x°(X,W) Ojlerova karakteristika mnogostrukosti X u pramenu
holomorfnih seéenja raslojenja W Ako je W trivijalno linijsko raslojenje pisemo
xy(X) 1 imamo da je xo(X) — x°(X) aritmeticki rod mnogostrukosti X. Za
kompleksne mnogostrukosti je x—1(X) = x(X), x1(X) = sign(X).
Znajuéi da je x,(CP") = 31 ,(—1)'y" moZemo izratunati karakteristi¢ni
stepeni red koji zadaje Hircebruhov rod

Xy:Qg@’Q_)Q[y]

i dobijamo
[e 9} n o0
i i\yen ~ 1 + —1 nyn+1
g0 = SOy =y BT
—0 i )
n=0 i=0 n=0
1 & 1+ (=1)rynt! 1, 14yt
= = tn+1 —_—
7 =90 1+y2 n+1 Ty T=t
T z(1 + ye~(1+v)=
QXy (1") = = ( )

g @) | L-e (e
Formalna grupa za x,— karakteristiku je

u+v—(1-yluv
1+ yuv

Fy(u,v) —

3.6 Elipticki rod
Neka je Mod*(T'4(2)) C Q[[q]],¢ = €2™",Imr > 0 prsten modularnih formi u
odnosu na grupu I'g(2) = {( (cl Z ) € SL(2,Z) : ¢ = Omod2}. Elipticki rod

Ell: Q5° ® Q — Mod*(Tv(2))



je definisan karakteristi¢nim stepenim redom Qgy(z) = 7Gy» gde je f(z) =
(p(z) —e1) /2 elipticki sinus u odnosu na resetku L — Z&Zr. Kako f(z) zado-
voljava diferencijalnu jednacinu f'2 = 1 — 262 + ¢4, to je logaritam eliptickog
roda elipti¢ki integral

gde su konstante ¢, § odredjene reSetkom € = (e; —e3)(e; —e3),d = —3/2e;.Dege-
nerisani slu¢ajevi ¢ = 0,6 = —1/8 i ¢ = § = 1 odgovaraju A—rodu i L—rodu
respektivno. Formalni grupni zakon koji odgovara eliptickom rodu je Ojlerova
adiciona formula za elipti¢ki integral

uv'1 — 2602 + ev? + vv/1 = 2002 + eul
1 — gu?v? )

F(u,v) =

Na osnovu razlaganja f(z) u besl.conaéni proizvod

o0

1l—e~= H 1-gke® 1—gke® 1+q’°)z

T Tre k=11+qkez.1+q’°e‘z 1—g*

f(z)

i identiteta

1-g* 2 _ _1/4
(1+q’°) —€

B =
o

k

1]

1
imamo da je

2n —; —z; i
BU(M) =€"/2(Hwi1 te ﬁ L+ gke™@ 14 ge” )[M]'

— e~ Ti gFe—2%i 11— gkewi
ey 1 ezk=11 gte=%i 1 — gke®

Iz razvoja logaritma g(y) u stepeni red

_ ot S y2n+1
9(y) = T;Pn(ﬁ)m

imamo Ell(CP?") = Pn(v‘s;) izraZeno preko Lezandrovih polinoma P,.

Na osnovu razlaganja teta-funkcije u beskonagni proizvod

o0 o0

8(z,7) = ¢"/*2sin7z) [J(1 = %) [ (1 - ¢*9) (1 - ¢Fy™1), g = 277,y — €27
k=1 k=1

mozemo definisati y—elipticki rod karakteristi¢nim stepenim redom

0(% — z,7)
QElly (z) =z 02(_1__ )
2mi)
2 (TT . 1—ye™™ 57 1—qfye=® 1 - gkyle
— 2 . . 2
Ell,(M) = y~/ (H T P 11 - gfe= " 1-gkem )[M .
d=1 k=1

Imamo da je
Ell(M) = (—e)"?Ell_y(M).



4 Atija-Singerova teorema o indeksu

4.1 Elipticki kompleksi

Neka su E i F glatka kompleksna vektorska raslojenja ranga m i n respektivno,
nad kompaktnom mnogostrukodu X dimenzije k£ i D : I'(E) — I'(F) difer-
encijalni operator reda p, u lokalnim koordinatama (zi,...,zx) € U, zadan

sa
olrt+he

D= Yoo A
PRTREFLY d
8zl ... 9zl

0<t ++x<p

gde je Ay .1, + Uz — L(C™,C") sekcija raslojenja Hom(E, F). Ako je 7 :
T*X \ X — X kotangentno raslojenje nad X, bez nula-sekcije, definisan je
simbol operatora D kao morfizam indukovanih raslojenja

op(R) :7m*E — ' F

iP
op(D)(v, s(z)) = (v, ED(f”S)(x)),
glejez € X,0£veT;X,se(E)if:X — R glatka funkcija za koju je
f(z) =01idfy =v, ulokalnim koordinatama
op(D)(v) = Z A (@) o = (o, ), T(0) = 7
li+-+lp=p

D je elipticki diferencijalni operator reda p ako je simbol ¢,(D) izomorfizam
raslojenja i tada je dobro definisan indeks operatora D

ind(D) = dimckerD — dimgcokerD.
Neka su Ey, ... E, kompleksna vektorska raslojenja nad X i

Dq_y

{6} :T(Bo) 2> 0(E) 25 ... 23 (&)

kompleks diferencijalnih operatora reda p. Kazemo da je kompleks {£} elipticki
kompleks ukoliko je odgovarajuéi kompleks simbola {€,} tatan izvan nula-
sekcije kotangentnog raslojenja T*X :

{£:}:0 = 1By =% 7By 25 ... 23 n*E, — 0.

Indeks eliptickog kompleksa {£} je njegova Ojlerova karakteristika :

ind{€} = _(-1)/dimcHI(€).

j=0



4.2 Cernov karakter

Neka je E kompleksno vektorsko raslojenje nad mnogostrukosti M sa struk-
turnom grupom U(n) i totalnom Cernovom klasom ¢(E) = [T (1 +2:) i pE
njemu asocirano raslojenje iz reprezentacije p : U(n) — U(m). Cernov karak-
ter raslojenja FE se definige kao

ch(E) — €t + ...¢%n
i zadaje homomorfizam ch : K(M) — H*(M,Q), tj vazi
ch(E ® F) = ch(E) + ch(F)
ch(E ® F) = ch(E)ch(F).

Akoje E = 1@ - -®l,, suma linijskih raslojenja, strukturna grupa se redukuje
na maksimalan torus 7" = {(e?%%@1, ¢2min) | z; € R} € U(n) i moze se
predpostaviti da je pT™ C T™ = {( 2’”1‘/1 o, €2mmYy |y e R} € U(m), tj
Y; — Z?:l Q35 T;. Tada je

n

n
c(pE) = H (1+y;) = H 1+ (a1521 4 -+ - + anjTa)).
i=1 J=1

Na osnovu principa razlaganja, iste formule vaze za proizvoljna raslojenja. Na

primer,
n
= [[a-=
J=1

c(A*B) = JI Q+G@a+ - +z))e0*BY= [ (Q=(ms+ - +2a))

1< g 1< o <dgy
e(S*E)y= J] 4@+ +23,)),c(S*E*) = I a-@a++2s))
1< <y ilS"'Smik

Ch(pE) —e¥l 4 ... 4 e¥m,
Odatle je

h(AE*) = Xn: (AR E*)tk H(l + te~ %)

ch(S:E*) = X_: h(S*E*)tk 1[1 —

ch(A:E* ® C) = zn: h(A*(E* @ C))t* ich( P AE* @ AR
k=0

k=0 p+e=k

= Z( D" ch(APE*)ch(AYER))t H(l +teTTe) (1 + te®*)

k=0 p+q=k k=1



ch(S;E* ® C) = 1[1_1 L

te—we 1 — te®s

Teorema 3 (AtlJa Smger) Neka je M*™ orijentabilna mnogostrukost i {¢}:
Ey 2N E, L2 Er, elipticki kompleks asociran tangentnom raslojenju
TM. Tada je

m

Z ))Td(TM & ) [M]

Jj=0

ind{€} = (-1 (

ind{€} = ((Z5o(~11eh(E) [Tiey m=2ter - 1 ) (M|

4.3 de Ramov kompleks {Q}

Na mnogostrukosti M™ definisan je kompleks {0} diferencijalnih formi sa kom-
pleksnim koeficijentima

W=TA(T"M®C)),p=0,n
(Q}:00 4Lt 4. 400
Simbol operatora diferenciranja je zadan sa
o(d)(v,wz) = (v,1d(fw) |2) = (v,i(df Aw + fdw) le) = (v, v A wy),

pa je de Ramov kompleks elipticki, jer je odgovarajuéi kompleks simbola tacan
u svakom sloju

0—C =Ty M 2% A’TIM 22 ... 255 APT*M —s 0.

Indeks kompleksa {Q} je jednak Ojlerovoj karakteristici mnogostrukosti M

ind{Q} = x(M).

Iz Atija-Singerove teoreme je
n

= 2T e0) [T 1= =2 ) () -

1-e % 1—¢e%
" j=0 j=1

1

ind{2} = (~1)" (-

= (h@a@ Mo O) [] =2 - ) M) = (@1 - 20) [M] = x(M).
j=1
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4.4 Dolboov kompleks {9}

Posmatrajmo de Ramov kompleks na n-dimenzionalnoj kompleksnoj mnogostrukosti
M. Svaka k-forma sa kompleksnim koeficijentima se razlaze u sumu (p, q¢) —formi

QF =T(A¥(T* @ C)) =T(AMT* 0 T") = P TA*T* AT = P 4Pe
pta=k pta=k

i operator diferenciranja se razlaze u sumu operatora
d=08+9,
. ) 1,9 3. ) g+1
8 : AP? — APTLY 5 AP9 —y APIHL

U lokalnim koordinatama za (0, ¢)—formu je

5( Z fil,...,iq 21'1 Ad—zq .: Z Z afél ..... lqd— /\d—zl A d—zq~

11 < <dq 1< <iq j=1 i

Dobijamo kompleks
(3, : 470 %y vt By B, 4o

i njihovu formalnu sumu sa parametrom y

@) : P yrare R P yrar! RN yP AP

p=0,n p=0,n p=0,n
koji su elipti€ki, jer je
U(gp)(wwz) = (U:igp(fw) |lz) = (U’igpf A wg).

{8,} je kompleks setenja fine rezolucije od pramena p—formi APT*, pa je nje-

gov indeks jednak Ojlerovoj karakteristici mnogostrukosti M u tom pramenu,
odnosno

ind{3,} — x?(M)
ind{d} = xy(M).

Takodje, ako je W holomorfno vektorsko raslojenje nad M i Q¥(W) = T(A¥(T*®
C)®W) = Optg=rAPI(W), gde je AP4(W) = T'(APT* @ AIT* @ W), definisan
je Dolboov kompleks {8y } u raslojenju W i za njegov indeks je

ind{0w} = xy(M, W),

Iz Atija-Singerove teoreme, indeks Dolboovog kompleksa je

n n 1

ind(d} = (D (~1)ch( D y"A’T* © AT7) H A ) [M] =

g=0 p=0,n =1

11



= (enameny [ =5 1) = (11 2525
j=1 j=1

Takodje je
Xy(M,W) = ind{dw} = (H ﬁ%l:%f::l .ch(W))[M].

i=1

Izra¢unajmo x, —karakteristike projektivih prostora u linijskim raslojenjima.
Linijska raslojenja nad CP™ su klasifikovana sa H2(CP",Z) = Z, odnosno raz-
likuju se Cernovim brojem. Neka je h Hopfovo raslojenje, tada je svako linijsko
raslojenje nad CP™ oblika h¥ k € Z. Iz prethodne formule, ch(h¥) — €** i
normalizacije z — (1 + y)z sledi

—z(1+
1+ ye = y))"+1e’°“’(1+y)dx

n pky _ _—
xy(CP™, h*) = T€8z=a( 1— e—=(+y)

xy(CP", h¥) = res;—g

1 (1+yt)k(1—tdt

i\ 1 —¢ (1 + yt)
. k+7\ (k-1\ ,
Xy(CP™, k)= > < J)( . )y-
itj=n \ 7
Tada je sa
> 1 1+ yt\k
! _ n pkyn _
g(t)_ngx”(cp R "(1—t)(1+yt)(1—t)

Lrl4 yunk du 1 1+ytk
t) — = -1
9(t) /0(1-—u) (1 —w)(1+yu) k(1+y)((1—t) )
definisan logaritam nekog Hircebruhovog roda &iji je karakteristi¢ni stepeni red

g l+y(1+k(1+y)z)" 1/
@ T IS+ k(L ty)a)E

Q(z) =

Primetimo da je za k = 0 to yy—karakteristika. Ako sumiramo sva linijska
raslojenja h*, k > 0 imamo

1 1

Xy(CP™ ®k50g"h*) = > "> "¢*x, (CP", h*) = : ,
E( 2ot Z ,CZ v(CP M) = Ty T-

odnosno sa

76_‘(]“)_/‘ du 1 N 1= +uyt)
o I+yu)(l-g-(1+gqy)u) 14y 1-g—(1+yq)t
T }T-‘-_-—qu. +ye_z(1+'y)

Q=) = g~ x) = 1 - e—=(1+y)

12



je definisan novi Hircebruhov rod.

Ako je ¢1 (M) = 0mod2, odnosno ako je M spinorna mnogostrukostm postoji
linijsko raslojenje takvo da je [ ® 1 = A™T*. Imamo c(l) = 1+ $c(A"T*) =
1- %(z1 4+ zn). Indeks kompleksa {4, = (A°T* @ AT*) ® l} je A—rod:

ind{A} = (ch(t)ch(A_1T) H — 1_611) [ 5 h ) (M) = A().

4.5 Elipticki rod kao indeks

Elipti¢ki rod je motivisan kao ekvivarijantni rod priridnog dejstva kruznice S*
na prostoru slobodnih petlji LM na orijentabilnoj, zatvorenoj mnogostrukosti
M*". Neka je

sign(M,E) = (H zzl te ™ -ch(E))[M]

—e %

signatura u vektorskom raslojenju £ nad M. Ako je

E= éAq’“TC ® équTc,
k=1 k=1

imamo )
ﬁﬁ 1+ gke ™ 1+ ghe™
i=1 k= 11“16_& —gtess’
odakle je
oo o0
sign(M, Q) ApTe ® Q) S Tc) = e™/2ElL(M).
k=1 k=1
Takodje je

Elly (M) = sign(M,y™"* @) (A_ys T ® A_y1 6T ® S T © S T) ).
E>1
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5 Ekvivarijantni rodovi

Neka je ¢ : 9V ®Q — R neki Hircebruhov rod za koji postoji elipticki kompleks
{€}
(£} :T(By) 2o 1(E) 2 ... 23 (&)

asociran tangentnom raslojenju mnogostrukosti M?" takav da je
ind(&) — p[M].

Iz Atija-Singerove teoreme o indeksu je

n

ind(€) = (L (-1'eh(B) [[(—s; - 1) ML

=0 j=1

Neka na kompleksnoj mnogostrukosti M dejstvuje diskretna grupa G tako
da je indukovano dejstvo na kompl&ksu £ saglasno sa diferencijalima D. Tada G
dejstvuje na kohomologijama kompleksa {£} i moZemo definisati ekvivarijantni

@— rod kao
q

o(g, M) ~ind(g, M) = > _(-1)trg. |gie,) -
=0
Ekvivarijantna Atija-Singerova teorema o indeksu daje naéin za ratunanje ek-
vivarijantnog indeksa .
Neka su MJ povezane komponente fiksnih podmnogostrukosti. Uo¢imo kom-
ponentu Y — MJ. Tangentno raslojenje TM |y se razbija na sumu TM |y=
@ Ny sopstvenih podraslojenja Ny ranga d), gde je N; =TV, pa je

da n
oM |y) =[] T[a +=) = ]2 + =),

A j=1 j=t

odnosno svaka klasa z; se moze identifikovati kao klasa koja pripada nekom
sopstvenom podraslojenju Ny. U originalnoj formuli o indeksu, M zamenimo
saY, e% sa A"le® i e% sa Ae™%, ako je z; klasa koja odgovara podraslo-
jenju Nj. Dobijena vrednost a(Y’) predstavlja doprinos komponente ¥ = Mg u
ekvivarijantnom indeksu i kona¢no je

oo, M) = 3 a(MY).

Neka je X mnogostrukost na kojoj dejstvuje konagna grupa G. Tada prirodna
projekcija 7 : X — X/@G indukuje izomorfizam u kohomologiji sa racionalnim

koeficijentima
7™ H*(X/G) — H*(X)® c H*(X).

Za Qjlerovu karakteristiku faktorprostora X/G imamo

X(X/G) = (~1/dimHI (X/G) = Y (-1)dimH? (X)¢ =

>0 20
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—Z Ztr g*!HJ(X)) |é| ZX(g)X

j>0 gEG geG

Ako je dimX — 4k, V — H?¥(X) i dejstvo grupe G slobodno, tada je
sign(X/G) = dim(V+)¢ - dim(V")G =

1
= I‘é—[ Z(trg,,[w - trg*lv |G| Z sign(g, X
geG geG

Ako je X kompleksna mnogostrukost i W kompleksno vektorsko raslojenje,
takvo da G dejstvuje automorfizmima para (X, W), tada g € G indukuje auto-
morfizam g, : H*(X,W) — H*(X,W) i definisana je ekvivarijantna Ojlerova
karakteristika u pramenu holomorfnih setenja raslojenja W sa

X(X,W,9) =, _(—1)%trgu] mra(x,w)-

q20

Takodje, dejstvo elementa g € G indukuje automorfizam para (X, APT @ W) i
ekvivarijantna x,—karakteristika je definisana sa

X (X, W, 9) = x(X, APT @ W),
Xy(X, W,9) = > y"x" (X, W, g).
p20
Usrednjenjem po elementima grupe dobijamo

X(X,W)¢ = (-1)"dimH! (X, W)<,

q>0
xP(X, W)€ = x(X,A\PT @ W)€%,
Xy (X, W)% = yPxP (X, W)C,
p>0

odnosno

(X W) ZXy(XaW’g)'
16l %

Koristeéi prethodne formule kao motivaciju, za proizvoljan ¢—rod mozemo raz-
matrati njegovu ekvivarijantnu verziju, definisanu sa

(M) = 15 Xgec elg: M) |
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6 Rodovi kompletnih preseka

Neka je M2" zatvorena, stabilno skoro kompleksna mnogostrukost, X272 ori-
jentabilna podmnogostrukost od M kodimenzije dva, ¢ : X — M ulaganje i
D : H.(M,Z) — H?"*(M,Z) Poenkareova dualnost. Tangentno raslojenje
TM na X se razbija na sumu

"TM=TX®NX

i zbog orijentabilnosti, normalno raslojenje NX od X u M ima strukturu kom-
pleksnog linijskog raslojenja. Ako je u — D[X] € H?(M,Z) dualna klasa fun-
damentalnoj klasi [X] podmnogostrukosti X, totalna Cernova klasa raslojenja
NX jec(NX) =1+ c;(NX)=1+i*(u), odakle je

*(e(M)) = e(i*TM) = ¢(X)e(NX) = ¢(X)i* (1 + u)
o(X) =i*(c(M) - (1 +u)™).

Neka su u1,uz,...,u, € H*(M,Z) reprezentovane kao klase dualne fundamen-
talnim klasama podmnogostrukosti X;,Xs,..., X, u opitem polozaju. Tada
je

D(uiuz -+ up) = [X1 0+~ N X,],

odnosno klasa ujus---u, je dualna podmnogostrukosti X — X; Nn--- N X,
kodimenzije 2r, koju nazivamo kompletnim presekom. Tangentno raslojenje
T M na X se razbija na sumu raslojenja

*"TM =TX®NX;1®--®NX,,
pa za totalnu Cernovu klasu od X vazi
i*(c(M)) = c(i*TM) = co(X)e(NX1) - e(NX;)
eo(X) =i (c(M)1 +u)™ - (T+u,)™h).
Neka je ¢ : OV ® Q — R neki Hircebruhov rod kompleksnih kobordizama i
9o () logaritam tog roda. Tada je sa Q,(z) = ﬁ;;, f(z) = g, (z) zadan odgo-
varajuéi karakteristicni stepeni red. Neka je {¢n} odgovarajui multiplikativni

niz polinoma. Ako je X = X; N---N X, kompletan presek u mnogostrukosti
M?" onda se zbog

i*e(M) = c(X) i (1 +u1) - (1 +u,))

([ Qo (@) = [ @o@)i" @)+ Qu(an),
j=1 Jj=1

p—rod mnogostrukosti X moze izraziti kao

SD(X) = ‘Pn—r(-’ily T 1-in—1')[X] = 'L*(H Q¢(xj)f¢£1:1) e f¢1§1:r))[X]
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Za podmnogostrukost X C M vazi
a)[X] = (a- D(X))[M],
tako da je

= (H Qo (x;) folur) -+ folur)) [M].

6.1 Projektivni kompletni preseci

Neka je X = Hj, , C CP" kompletan presek kodimenzije 2r, odnosno pro-
jektivna mnogostrukost zadana kao presek nesingularnih hiperpovrsi X,..., X,
zadanih homogenim polinomima f; € C[zg,z1,...,2z,] stepena d; respektivno.
Ako su Xi,..., X, u opStem polozaju, tada je X nesingularna projektivna
mnogostrukost ¢iji je difeomorfni tip potpuno odredjen stepenima di,...,d,.
Poenkareov dual z — D[CP™!] ptoizvoljne hiperravni generise H2(CP",Z) =
Z. Ako je hiperpovr§ X; zadana homogenim polinomom stepena d;, onda je
D[X;] = d; - z. 1z prethodne formule sledi sledeéa teorema:

Teorema 4 p-rod projektivnog kompletnog preseka X = H ..., J€

P(X) = res,— (Llb2steltelgy ) |

Svakom rodu pridruZen je stepeni sistem:
[ulf, = fo(nz) = g, (nge(w)), 2 = gy(u).
Stepeni sistem za x,—karakteristiku je
1 —en® l_e—-nln(M) 1_(L.—_1.L n

Xy — nr) = — = 1+yu .
[ulz fxy (n2) l+ye ™ 14 ye e In(EE ) T+ y(H_yu)“

Ako u teoremi 4. uvedemo smenu z = g, (u) dobijamo slede¢u formulu:

9, (W) oy 1— (F78)%
H? — - Xy +yu )
Xy d"""d") resu=o( ’u,"“"1 1+y(1+yu)dj ¥)
Posle razvijanja u stepeni red
g =1+1-gu+1-y+y )’ +o(u?

(A +yu)?d -1 -u)?=d1+y)u ()y - 1)u? +(g)(y3+1)u3+o(u3)

@+ +y1 -9 = == () ot + o)

i primenjujuéi teoremu 4. u sluéaju projektivnih krivih i povrsi dobijamo:
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Posledica 1 Nekaje S=Hj,  , | algebarska kriva koja je kompletan presek
nesingularnih hiperpovrsi Xi,...,Xn_1 C CP" stepena dy,...,dn-1. Tada je

n——ldk_:l
xu(S) = (L= p)dr--dny (1- 3 Fo=).

Neka je X = Hj  , . algebarska povrs koja je kompletan presek nesingu-
larnih hiperpovrsi Xi,...,Xn—2 C CP" stepena dy,...,dn_2. Tada je

n—2 dk n-de_l
Xy(X)'—'dl"'dn—2(1_y+y2_yz<2) —W-1Py o+

k=1 k=1
dip —1d; — (dx — 1){dx — 2)
2 k 2 k k
Hy-1 Y R 1—y+y)§j————)
k#j .
Posebno, za y — —1 dobijamo vezu izmedju roda algebarske krive S —
HF ;. _, istepena polinoma koji je zadaju

2—29:d1~-.dn_1(n+1—(d1+...dn_1))'

Takodje, zay — —1,0,1, dobijamo formule za Ojlerovu karakteristiku, Todov
rod i signaturu projektivne povrsi X = Hg ;.

2.

X(X) :dl"'dn—2(2+(d1 +"‘+dn_2 —n+1)2)

n—2

Td(X) = —d1 Qo2 (124+3(d1 + - +dna —n+2)2 = > (dx — 1)(dk + 7))
k=1
1
sign(X) = zda - cdp—a(n+1—(d2+-- +d2_y)).
Na primer, za X = HJ hiperpovrs stepena d u CP3 imamo:

X(H2) = d(d® - 4d + 6)

. d
sign(H3) = - d?)

Td(H3) =d - (‘21) + (g)

Na isti na¢in moZemo ratunati elipti¢ki rod projektivnih kompletnih preseka.
Karakteristi¢ni stepeni red eliptitkog roda je definisan sa Qgu(z) = T(%’ gde
je f(z) elipticki sinus, koji zadovoljava diferencijalnu jednacinu

f2=1-26f2 +ef*, £(0) =0.

Iz razvoja f(z) — z — $z° + o(z*) dobijamo
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Posledica 2 Ako je X projektivna povrs koja je kompletan presek, tada je
El(X) =4 - sign{X).

Ova jednakost vaZi u opitem sluaju, za proizvoljnu skoro kompleksnu 4-
mnogostrukost X, jer je

_ I Iy _ ) 2 2 _ .
EU(X) = (f(m) W)[X] = 2(af +a})[X] = 8- sign(X).

Ovi rezultati se mogu koristiti kao opstrukcije da data mnogostrukost bude
kompletan presek u CP".

Neka je SP?(S,) simetrican kvadrat algebarske krive S, roda g. To je prostor
orbita dejstva grupe Z; na S, x S, zadanog transpozicijom koordinata. Iz
holomorfne Lefsicove teoreme o fiksnoj tacki primenjene na zadano Z; dejstvo
imamo .

wl +ye *1~—ye™*
l—e2 14e®

xu(=1,85 x 5;) = ( )IS,) = (1= g)(1+?),

gde je z generator od H%(S,,Z). Otuda je

((1-9)(1~y)*+(1-g)(1+¢?)).

DO

Xy(SPz(Sy)) = %(Xy(sg)‘*'Xy(_l’ngsy)) =

Da bi SP?(S,) bila kompletan presek H} ,  potrebno je da su njihove
Xy—karakteristike jednake, §to je ekvivalentno sa

g-—1 n
( 2 ) = Td(Hdl,,.‘,dn—z)

1-g= sign(Hgl ..... dn—-2)7

odnosno,
1
g— l—gdl---dn_g(n+1—(df+-~+di_2))
2 9 n—2
3 dn_g (n+1—(d2+- - +d%_5))" = 6+3(di+ - +dn_a—n+2)2+) _(dk—1)(dx—5).
k=1
Kako je HYy . . —H;™' , idi =--- = dsp = 2 nije resenje sistema

moZemo predpostaviti da je mindy, > 1, mazxd, > 2, odakle, direktnom analizom
sistema dobijamo

Teorema 5 Jedini simetricni kvadrat algebarskih krivih, koji je projektivan kom-
pletan presek je SP?(CP') = CP? = H} .

yorey
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7 Kombinatorika simetri¢nih stepena

Simetriéni n—ti stepen prostora X je prostor orbita
SP*(X)—=X"/S,
dejstva
U(IE1, o ,Z'n) = (xa(l)v s ,z,(n)),a € Sn

grupe permutacija S, na proizvodu X”. Izbor bazne tatke x € X definise
prirodne inkluzije
SP™(X,x) = SP"(X,x),neN

u odnosu na koje je
SP™(X,*) = lim SP™(X, ).
Prostor SP*°(X) je slobodan komutativan monoid nad X u odnosu na mnoZenje

SP™(X) x SP™(X) — SP™™(X)

($17---;$n)(y1,---,ym) = (w17"‘1wn1y17“‘1ym)1

koje indukuje Pontrjaginov proizvod u homologiji. Prema Dold-Tomovoj teo-
remi imamo homotopsku dekompoziciju

SP®(X) =~ ﬁ K(Hn(X,Z),n).

n=1
Za povezan CW-kompleks X je

H.(SP™(X),Z) = 7 H.(SP*(X),SP*"1(X),Z)
k=1

i inkluzije
i: SP*(X) < SP®(X)
indukuju monomorfizme

iv s H(SP"(X),Z) — H.(SP™(X),Z).

Stoga je H.(SP>(X),Z) bigraduisana algebra i bistepen elementa bideg(z) =
(m,n) je odredjen sa

¢ € Hn(SP™M(X),SP"(X),Z).

Neka je X = S, zatvorena Rimanova povrs roda g. Preslikavanje ¢ :
SpP(C) — C",

<.'I71,...,27n)‘_‘) (-’E—IBl)"'(IL'—.’L'n) '—‘mn+a1xn—l+"'+an'_—+ (al""’an)y
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pokazuje da je SP"(C) = C", pa je SP™(S,) kompleksna n—mnogostrukost.
Preslikavanje ¢ : SP*(CP!) — CP™,

(£1 :91)ye -5 [@noyn]) = (@ X —nY) - (2 X —ynY) =
~ X"+ o X" Y+ tap XY e, Y s apiar it ag)
pokazuje da je SP"(CP!) = CP™. Prema Dold-Tomovoj teoremi je
SP>®(S,) ~ T% x CP™.
Imamo izomorfizam bigraduisanih algebri
H,(SP>(S,),Z) = A(ey, ..., e24) ®T'(S),
gde je T'(S) algebra podeljenih stepena.

Neka je V = @450V graduisani konatnodimenzionalni vektorski prostor i

P(V) = tidimV,
d>0
njegov Poenkareov polinom. Vazi da je

P(VeW)=PF((V)+ R(W),

PV ® W) = B(V)P,(W).

Neka je
S*V)=T*(V) v @w— (—1)%9%vy gy

simetriéna algebra nad vektorskim prostorom V, prirodno bigraduisana sa
n
bideg(vy,...,vn) = (Z degvj,n).
=1

Neka je
S;(V)=)_q"S™(V),

n>0

gde je SM(V) = {z € §*(V)|bideg(z) = (-,n)} n—ti graduisani simetri¢ni stepen
vektorskog prostora V. Kako je

SMV @ W) = ®p1g=n S (V) ® S'(W),

imamo
S;(V eW)= S;(V)S;(W),

R(S;(V e W) = R(Sy(V))P.(S;(W)).

Za vektorski prostor Ly generisan vektorom z stepena degz — d je
. _ [ 1+gL+¢L® +... ,dparno

Sq(La) = { 1+ gL , d neparno ’

21



1 d parno
* — 1—qt ’ P
P(S7(La)) { 1+qt¢ , d neparno

Kako se svaki graduisani vektorski prostor V' dekomponuje na sumu
V = ®g>odimVyLyg,
imamo DdimV,
P(S;(V)) = [aneparno(l + gt%) ™"
q Hdparno(l - qtd)dszd

Akoje V = H,(X,Q) homologija CW-kompleksa X i 84 njegovi Betijevi brojevi,
onda je

H.(SP*(X),Q) = (Ho(X,Q)®")% = S™(H.(X,Q) = S™(V)
i imamo Mekdonaldov rezultat  «

— Hdneparno(l + qtd)ﬁd

" P(SP™(X)) = :
:L:ZO Hdparno(l - qtd)ﬂd
Specijalno, za ¢t = —1 dobija se generatorna funkcija za Ojlerovu karakteristiku

simetri¢nih stepena

Y q"x(SP™(X)) = (1= )X,

n>0
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8 Rodovi simetriénih stepena

Za zadanu permutaciju o : [n] — [n],neka je a(o) = 12:(9)222(0) ... pan(e)
odgovarajuca particija od [n], gde je ax(c) broj ciklusa duzine k u cikli¢noj
reprezentaciji permutacije 0. Neka je m : S, — Z[z1,...,z,] preslikavanje
koje permutaciji ¢ dodeljuje monom m(c) = xf‘(”)ng(”) o 22 Ciklieni
indeks simetriéne grupe je polinom

)

Z(Sn;$1,$2,...,mn)=ﬁ Z m(a)— Z xl

lal...nan !... !.
oESn ay+200+ +nan=n Rt On

e qOn
Ln

Generatorna funkcija cikliénog indeksa je

[o0) tr
Z(Sp;21,X9,...,2)t" = z( —).
Z(n1$2 n) epmzlz,r

n>0 .

Odredimo sada ¢5» —rod simetri¢nog stepena SP*(M) = M"/S,,.

1 > v [Ires plwn, MT)2
S _1 _ =1 T
(p (M)—nl 80(0-’ n)_ Z ]_alr...nana '...a '
0ES, a1+2az+nan=n 1 n

Sa wy je oznateno cikli¢no dejstvo na M" i ako sa 7, oznagimo 7, = ¢(w,, M)
imamo
S"l — .
@ (M) = Z(Sn; 71,72, ..., Tn).

Prema tome, generatorna funkcija za ¢ —rod mnogostrukosti M je

00 0 r
Z O (M = ezp(z Tr%).
n=1 n=1

Fiksna podmnogostrukost ciklicnog dejstva je dijagonala (MT™)“r = A ~ M i
sopstvena podraslojenja odgovaraju sopstvenim vrednostima ef**, A = 22k .

T(M") |a= ®r=0,r-1Nei, = rTM

[9Y
Kako je N,ix, = TM, to su klase a:ge *) za razlicite k sve medjusobno
jednake odgovarajucoj klasi z; za mnogostrukost M, pa je

n

o(T(M7) |a) = [T (1 +25)

=1

8.1 xy—karakteristika simetri¢nih stepena

Primenimo sada ovaj postupak za x,—karakteristiku. Na kompleksnoj n—dime-
nzionalnoj mnogostrukosti M imamo definisan elipticki kompleks (p, ¢)—formi

APY = T'(APT* ® AT™)
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sa

_ - n
3} ZA"O——-)ZA”I e S 4
p=0 p=1
1z Atija-Singerove toreme o 1ndeksu je
T 1l+4ye %
ind(8 (H S — ) (M] = xy(M).

Ekvivarijantna Atija-Singerova teorema daje
n . r—1
1 + ye™ % 1+ yeire—2i
(H e—%; kll — etAe—Tj )[M]
j=1 1

U slutaju da je M — S, kompleksna kriva roda g imamo

xu(S5) = (@), = (1 hy + -

“ Y+ o(@))[S,) = (1 -

91 -y).

1+ye™® 14ye?r1=2  14yetr-1
(wr,sr)z( 1—e-2 ' l—e‘”‘l—“’ 1 — eirtr1-T )[ 9]
- 1+ye’)"= (14 y)etr*
( & H 1—et (11— eide)2 z+o(e ))[Sg]
— 1+ yeiti S A +yey T 14 ye
=(2"29( LT e —(+y )E((l_eu,»)z H 1 — ein ))
i=1 i=1
i#EJ
Kako je
7
(1—ei)‘1)---(1—ei’\" )—-hmz —1=r
z—0 -1
. . i, 1 1 1-(=y)
1+ et/\l (14 eZ/\r_l —(=1)" 1, r-1 ___e‘l)\l o it e‘l/\p 1 I
(1yet) - (Lyee=t) = (1) 71y o) o (e omet) = S
imamo
H L+yeti  1-(-y)
1—e™  r(l+y)’
pa je dalje
1-y 1-(-y)" 1-(~y)y X, 1 1
" =(2-2 — (1
Xy(w'rvsg) ( g)( D) 1 +y) —(1+y) (1 +y) JZ:; — eth; ]_+yeu\1 ))

Izratunajmo potrebne sume:

Tz—:l 1 _Sl—cos)\j—kisin)\j _r-1
1— et _j=1 2(1—cos)j) 2

=1
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r—1 oo o]
1

= n zm\ _ n( inAy inAp—1) T
J — +. . .+e ” - — .
L1+yetz\g ZZ( y) Z( y) (e ) 1+y+1_(__y)r

j=1n=0 n=0

Poslednja jednakost sledi iz &injenice da je

(r—1)n

q"+q2"+-'-+q(’_1)":{ q"_l‘l__q__ -1,rn :
r—1Lr|n

gde je sa g oznageno q — e**1, Odatle je
1

\ 1-(-y)"(1-y r_1 ’
Xy(r, §g) = (2= 2)r(1+y)( 7~ (s +1+y_1—(—y)’))

Xy(wr, Sg) = (1 = g)(1 + (=y)").
Na taj naéin je dokazan sledeéi rezultat

Teorema 6 Generatorna funkcij(; za x,~ —karakieristiku poursi je
ot *® r
S = emp(( -9+ (-9)N%) = (- DA +y1) ™
Za specijalne vrednosti parametra y = —1,0, 1 imamo
X(SP™(S,)) = Z(Sn;2 - 2g,...,2 ~ 2g)
Td(SP™(Sy)) = Z(Sn;1-g,...,1—g)
sign(SP™(Sy)) — Z(8,;0,2 - 29,0,2 — 2g,...),

odnosno generatorne funkcije za Ojlerovu karakteristiku, Todov rod i signaturu
simetriénih stepena povrsi su

S SPASE" = (1 - 1o

i Td(SP™(Sg))t" = (1 —¢t)*!
n=1
3" sign(SP(S, ) = (1 - 57!
n=1

U sluéaju kompleksne krive roda g = 0 znamo da je SP*(CP!) = CP", pa
je

1
a 1
ny P = A ha+ o
odakle dobijamo

Xy(CPM) = 1—y+y>—y° +. 4+ (-1)™"
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odnosno xys" (CP') = x4 (CP™). Interesantno je primetiti da je za svaki simetri¢ni
stepen eliptitke krive x, (SP™(T)) = 0, kaoida jezan > 292, x,(SP™(S,)) =
0. Za simetricne kvadrate kompleksnih krivih, koji su projektivne algebarske
povrsi imamo

Xo(SP(S,)) = Z(S (1-9)(1-9), (1-)(1+37)) = ~5-2 (2-g=2(1-)y+(2-g)s?),

odnosno x° = x? — $=9)2=9) 41 — (1 — )2,

Prethodna teorema se moze uopétiti na sluéaj proizvoljne kompleksne mno-
gostrukosti M 2", ako je poznata njena x,—karakteristika.

Teorema 7 Neka je M?" kompleksna mnogostrukost ¢ija je x,—karakteristika
n
-Yew
p=0

Generatorna funkcija za x5~ —karakteristiku mnogostrukosti M je
y J

> M=

S n

X H(M)t = —1)r *

2% U o=

Zaista,
n r—l i —g

+ye T
Tr = Xy wr,Mr (H 61)‘1’_‘”‘ )[M]

i=1 j=0

i kako je

1 +ye“\1 Ti B 1~ (_y)re—rzg
H 1 — ethi—zi - 1 — e—Tei

imamo da je
Tr = Xy(wra MT) = X—(—'y)"(M))

odakle je

00 00 ¢ 00 o n

S0 = eap(357.5) = esn(3 £ 3 aprotnr?)

n=1 ==l r=1 p=0
sto dokazuje tvrdjenje teoreme. Posebno, za y = —1,1 dobijamo klasi¢ne for-
mule

i X(SPMM))" = (1 — £)~x(M)

= . 1 + t\ sign(M)/2 _
Z sign(SP*(M))" = (1_:—t) (1 - 2)~x(M)/2,

n=1
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8.2 Elipticki rod simetri¢nih stepena

Iz ekvivarijantne Atija-Singerove teoreme imamo da je

r—1 i 00 i 1
1 iAj—x 1 k,—idj+z 1 kid;~x
Tr = l;ll(wT,S;) =51/4 (fEH +ei/\._m +qke_i)\.+z +qkeiAJ._z)[ g]
j:Ol_e] k:ll_qe ! l_qu
Iz razlaganja u stepene redove

1+e* l+ae™ 1l+a 2a l+ae® 1+a

=2 —
T e +o(), l-ae® 1-a (1-a)? x+o(m) -ae®  1- a+(1 — a)?
dobijamo
o kN2 r—1 i\ k ,—i) iAj
1 l1+gq 14 e 1+ qke i 1+ gkets
Tr=5"2H( k> (2-29) J]( e H Y o)’
Paiey 1-g¢ j=11—e' k=11 g¥eiXi 1 — gkeirs
r—1 r—1 o.o . ,
2etAi 2qke—1)\j 2qkez)\j
'(_ Z ooy T Z 2(1 T gRem2ia; T ] — g2kelin; ))’
j=1 j=1k=1

odakle zbog

r—1 1+ qke-—i)\j 1+ qkei/\_.,- _ ((_l)r—l 1-— (_qk)r 1-— qk 2
l—qke_iAj 1_qke’i)\j - l_qkr 1+qk)

j=1
r—-l( 2gFe~iti _ 2gkeiN B
= 1—- 2ke—2z)\_.,- 1_q‘2ke2i/\j
imamo
1-(-1)" T3 al=(=g)"1-¢¥\* r r
= (2 -2¢)———L —1)™! I
(2-29)—; kl;Il<( U 1) Uty R

;o= 0 I neparno
"7 (2-29)¢t/*  rparno

Odatle je generatorna funkcija za EllS» —rod povrsi jednaka

1

o0
ElS~ (S )" = ——— .
3B =

Kako je SP™(Sp) = CP™ i
> EU(CP™ME™ = gigy(t) = (1 - 26¢* + et*)~#
imamo

Ell(CP™) # ElIS~(CPY).

Za Ellf" —rod kompleksne mnogostrukosti M?" imamo sledeéi rezultat
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Teorema 8 Neka je M?" kompleksna mnogostrukost za koju je y—eliptiéki rod
dat u obliku stepenog reda

M) = Z am g™y
m,l

Generatorna funkcija za Ellf"-md je

i 1
Eu~ (" = I m——ar—
§=: M H (1 = tgmyt)em

Zaista,
T = Elly o(wp, MT)

n . .
1 - yez/\, z; 1 _ qkyez)\,- I qky—lez.—z)\j

— 2

=y ].—I(""z H 1—em—a L T ke =ar T ghemiming ))[M]’

k=1

i=1

odakle, zbog

1- ye“‘? T - _ i)\j 1 — yre—r:t.-
11 1 — etri—wi = H e¥i — ez)\, = 1 —e—TTi
] =

—1 1 qkyez‘)\_.,-—zi . 1— qky—lea:.-—'i/\j _ 1— qkryre—rz.- . 1-— qkry—rera:;
- 1-— qkeiAj—z; 1-—- qkea:.-—i)\j T 1= qkre—rz.- 11— qkrerz;

imamo da je

1- y Te—TTi 1- qlcryre—-rz.- 1-— qkry—rera:.'
— 2
™=y -/ H(z’ e—TTi H 1— qkre—ra:.- ’ 1— q’"e”-‘ )[M]1
k=1

odnosno
7r = Elly o(wr, M") = Ellyr o+ (M).

Tada je
o0
> Bl (M) —e:cp(z Z amag™y")
n=1

§to dokazuje tvrdjenje teoreme.
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