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Ovaj rad se, uglavnom, sastoji iz "prosSirenja" teorije prstena-
stih struktura (Theory of Near-Rings) na (u opdtem sludaju nea-
socijativne i nedistributivne) prstenoidne strukture (v.df.l.IT).
Jedan broj stavova iz teorije prstenastih struktura (kao 3to su
teoreme: 4.4.2.[21], 1,2,3. i L.l.[?J, itd.).vaZe upotpunosti i
u ovoj strukturi, jedan broj uz dodatne uslove (koji se izvode

po analogiji sa tim poznatim stavovima i obiéno su njihova poop-
Stenja) a jedan broj ne vaZi. Primere poslednjih dvaju stavova
navesti ¢emo kasnije.

U poglavlju "Afini proizvod grupoida'" pojmovi: afinog proizvoda,
afine kvazigrupe, normalne podkvazigrupe, i asocijatorne podgrupe
afine kvazigrupe i teoreme: 1,3,4,5,6. i 7. (0dn.?.) sa njihovim
posledicama su izvorne i u njima su dobijeni i ovi rezultati: do-
voljan uslov da bi afini proizvod dve grupe (odn, n grupa) bio
kvazigrupa odnosno grupa; svaka se nekomutativna grupa izomorfno
potapa u bar jednu kvazigrupu koja nije grupa i dr. Operacija afi-
nog mnozenja predstavlja poopstenje poznate operacije slaganja
afinibh preslikavanja vektorskég pfaétora.“fétrebaﬁii dovol jan
uslov da bi neka kvazigrupa bila izomorfna afinoj kvazigrupi dve
grupe (n grupa) predstavlja karaterizaciju jedne klase kvazigru-
pa (t. 2. 1 2%).

U poglavlju "Prstenoidna struktura" date definicije prstenoidnih
struktura, asocijatora, distributora, ideala i radikala prstenoid-

ne strukture su i1li izvorne ili su poopStenja analognih definicija

prstenastih struktura (v. napr.[?i],[é],[é],[%],[ﬁ],[?g],[?é)i£3§]

a takode i teoreme : 2,3,4,5,6,9.i lo. u koJjima su odredeni potreb-
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ni i dovoljni uslovi da bi distributor, asocijator i komutator

bili ideali prstenocidne strukture i neke druge relacije izmedu
strukture, njenog asocijatora, distributora i komutatorsas; dovdajan
uslov da bi faktor-struktura S/I po idealu I bila prstenasta i

odreduje se veza izmedu asocijatora struktura S/I i S.

U poglavlju "Afina prstenocidna struktura'" uvedeni pojmovi afine
prstenoidne strukture, njenog ideala, radikala, faktor strukture
i dr. su, takode izvorni, a u izvedenim teoremama se ispituju afi-
ne prstenoidne strukture koje su pridruzene ili uredenom paru od
redom prstenoidne strukture i grupe i1li uredenom paru prstenoid-

" nih struktura (svojstva distributivnosti odnosno distributori, ko-
mutatori, ideali, radikali, faktor-strukture i dr.). Pored osta-
log daje se i jedna karakterizacija Jjedne klase afinih struktura
(t.7. 1 7)) Svi rezultati u ovom poglavliju su ili izvorni ili pe-

opstenja poznatih rezultata iz teorije prstenastih struktura.

U poglavlju "Nilpotentno®t, radikali i lokalnost prstenoidnih
struktura" uvode se poop3teni pojmovi: nilpotentnosti, niltosti

i stepena prstenoidnih struktura, a takode i stepena elementa
strukture, nilpotentmog i nil-radikala i prstenoidnog homomorfi-
ma. Dobijeni rezultati u L.2.'b,§,6,7.i.8,;i1njhavim posledicama,
koji se nalaze u tadlki "Nilpotentnost prstenoidnih struktura", od-
nose se na svojstva nilpotentnih i niltih ideala i radikala i ge-
- neralizacija su stavova za d.g. prstenaste strukture iz [7]. U
tadki "Svojstva radikala prstenocidnih struktura" ispituju se: ve—
za 1zmedu nilpotentnosti i distributivnosti (t.l.), zavisnost i-
zmedu nilpotentnosti i niltosti (t.6.), svojstva radikala,kvazi-

regularnih i grupa-potentnih S-podgrupa prstenoidne strukture S,
(t.2,3,4,5,7,9,10,11,12,13, i 14.). Svojstva radikala se jos ispi—~
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tuju 1 u teoremama: lo.,1XI, 12.III, 3.Vié6.V . Sve teo-

reme navedene u ovoj tacki su generalizacija ili su izvede-
ne analogijom sa teoremama Cele 1 5.1.[?1, L9y 2.%, 3.2. 1 3.7
iz [32); 1. i 6. iz[33] 1 3.8, 3.9. i 3.lo. iz [38].

U tadki "Iokalna prstenoidna struktura" izmedu ostalih dobi-
jeni su i ovi rezultati: leva S-podgrupa je obostrana S-podgrupa
akko svaki element iz U ima desni inverz i L2 A(S); ako svaki
element iz U ima desni inverz tada Jje S lokalna prstenoidna struk-
tura akko Jje A S—podgrupa i dr.

U poglavliju "Afini endomorfizmi i semiendomorfizmi” ispitujw

se prstenoidne strukture: (G,+,.), (E(G),+,0), (E(G)XG,+,8) i
(E(G)xG,+,%X) » Dobijeni su i sledeéi rezultati: potreban i dovo-
ljan uslov da bi afina struktura (SxR,+,8) (odnosno struktura
(SxR,+,x) ) bila levodistributivna po modulu {?}xR i desnodistri=-
butivna (odnosno desnodistributivna po mod {é}xﬁ i levodistribu-
tivna) (t.1. i 2.); dovoljan uslov da bi Sx(SR+# R)/JéSX(ERi-’R))
odnosno S$x(SR¥R)/ J_(Sx(SR¥R)) bila prstenasta struktura (t.3. i
2,); dovoljan uslov da bi radikal strukture Sx(SRO’R) bio nilpo-
tentan (t.6.); komutator K grupe G je ideal u E(G)xG, a normalna
asocijatorna podgrupa grupe (E(G)xG,+] se poklapa sa njenom ko-
mutatorskOmpbdgrupomm(f.7.);.és;bljan uslov da bi.faktor—struk—
tura E(G)xG/{o}xI bila asocijativma i odreduje se veza izmedu
asocijatora struktura E(G)XG/{Q}XI i E(G)xG (£.8.) i dr. Teore-
me: 1,2,3,2 1 6. su ili poopstenja poznatih teorema o prstena-
stim strukturama 111 sﬁ izvedene po analogiji sa njima (v.[é{],
[hija[Bja[iij i [15]), a teoreme 7,8,%. 1 lo. su izvorne .

U tacki "Afini semiendomorfizmi prstenoidne strukture" uve~
deni pojmovi afinog semiendomorfizma grupe, N-asocijativne gru-

pe, zbira i proizvoda afinih semiendomorfizama, N—-asocijativne
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prstenoidne strukture su izvorne (def.l1,2,3,4,%# , 5 i L.1,), a
pojmovi koji se uvode Qgefinicijama: 6,7,8,10,11,12. i 13, su
poopStenja poznatih pojmova: minimalne E(G)-podgrupe, E(G)-inva-
rijantne podgrupe, ideala, nilpofentne podgrupe, anulatornog i-
deala (v. napr. [6], _['7:] , 1 [3@) « Pored ostalih, u ovom poglav-
1ju, dobijeni su i ovi rezultati: ako je (G,+), u opStem sluia-
ju, nekomutativna grupa i Ey ndjod pridruzena N-asocijativna prste-~
noidna struktura onda su istiniti ekvivalentni iskazi koji su da-
ti u t.l. (EN,+) je D-asocijativna grupa, a (EN,+,0) i (ENxG,+,ﬁ)
su N-asocijativne prstenoidne strukture s d.d. i s l.d. (t.2).
Distributori D i DxG su ideali struktura redom Ey i EnxG, a

EN/D i ENxG/DxK (K~komutator grupe G) su asocijativne (t.3.).
Uslovi koje normalna D-asocijativna podgrupa D-asocijativne gru-
pe (ENxG,f) treba da ispunjava da bi bila ideal u EyxG utvrduje
se u teoremi 4, a u teoremama: 11,12,13,14,15. 1 16. ispituju se
ideali, maksimalni ideali u By i ByxG, D-potentni moduli u EN
U teoremama: 5,6,7. 1 . i1 njihovim posledicama ispituju se kva=~
zigrupa Ex® koja je pridruZena prstenastoj strukturi (G,+,.), a

u teoremama 8. i 9. prstenoidna N-asocijativme afina struktura
ENxG koja Je pridruzena toj strukturi. Svi navedeni stavovi suorgi-
nalni ili su analogijom izvedeni iz poznatih stavova o strukturi
E(G). Ievi radikal J(ENxG) je DxN, a J(E(G))={o}hi J(E(G)XG)%0,0‘)}-
Radikali LL(ENXG), I(ENXG), NI(ENxG) su jedneki (tvrd. 2 ilo, t.
17, 18,19. i 20.). Ovaj rezultat je dobijen po analogiji sa re-
zultatom: L(E(G))=I(E(G))=NE(G))=IJ(E(E))=P(E(G)) (v.[?q]) u d.g.
prstenastoj strukturi E(G).



rOGLAVLIE I
APINI PROIZVOD GRUPOIDA

Reka je ((S,--),(R,o)) uredeni par grupoida}, neka su : (T,ol),(P,og),
(H,q?,ﬂho”) strukture; neka je .’ operacija izmedu elemensta s
iz 341i r iz R, Tl=SR skup svih elemenata s-’r; s¢3, réR tskav d=
Je Tlf:_:T; o operacija izmedu elemenata t iz ‘I‘l 1 r- iz K ,Q1=SRO’R
skup svih elemenata vida al=toﬁr, tETl, rtR, takav da.je %1_;9
| operacija izmedu elemenata redom s €S i ‘116'*1* neka Je QP skup
8vih elemenata vida q2=s’."q1, s*és, qléql, takav da je Q4=M ; neka
;'.30 0" operacija 1zmedu elemenata redom q2£{33, ql(t“l 1 Qf) skup svih
eiamenata Vldd q5=q20"ql, qz(b2, ql(Ql, takav da Je Qgihi(oznake

;.

-

:_I._"_", " Zemo 1zostavl,jat1 iz praktlcm.h razlog& ZaplSlVaIl,]d.) Tada,

8a ((8,R), ﬂ) oznacavamo afini proizvod redom S i R, kao skupa svih

uredenlh parova (s,q)ESxQ, Q=RU’J§_UQ1UQ2U% pri demu se date ope-
racije iz S i R prenose na proizvod Jednim od sledeéih nacina :
(8,0)8,(81,9') = (5+8,,8¢0" - R | ceeen(1)
| (s,q)ﬂz(sl,q) = ( s. *5q lqo Q) aerisceciicnanns (H)
28 sako (s49)y (87,9’) € SxQ i o e{o o?, o J

J-JI?GI'EG:LJ& @--(~-*m§1aa-sno R, ) se n&z:Lva-desnlm'(levn.m) afinim mnofe-

‘Djem i poopstenje je operacije slaganja afinih presllkavaﬂua(vu
[59. str, 75;])

Rko Je Tf:IZ onda je operaclja o’u relaciji (l) prosirenje ope—
;rﬂcide © iz R na T,.
Ako Je srlo’r€T1, srlEbR r¢R onda je proces generisanja afinim
NoZenjem svih uredenih parova iz S x kK Zavrsen 1 (SXT:L'ﬂ) g

iz {ﬁlﬂfﬂ }Je grupold. U suprotnom generise se skup Sle
Ako sy s(s ryo’r) i (sr o’r)o"(sl 3o"'rz) iz Ql onda jJje (Sle,ﬁ),

QR
G{Q %} grupoid koji éemo oznacavatl jos i s& SXSRo'R i nazive-
nl grupoidom grupoida S i R. U suprotnom generifu se sku-




2

povi Q, 1 SxQ, »

Ako je SR<CR tada je operacija o suzenje oﬁer&cije 0 . Ako Je
SRS tada je operacija o suZenje operacije »? . Ako Jje SR=25 on-
da je o’ prosirenje operacije ! , Ako je R2R onda je operaclja
o proiirenje operacije o iz R na SR..

Ako je SRE€S i SDR onda je operacija o’ izmedu elemenata sr¢(SR
i rlfR sufenje operacije - iz S a prosirenje operacije o iz R.
Ako je SR2S2R onda je operacija o' izmedu elemenata sT€SR 1 1y
iz R pro3irenje operacije « , a operacija - je prosirenje operacijeo.
Ako je SR2R25 onda je o proSirenje operacije o. Ako je SR "ne-
uporediv® gkup sa skupovima S i R onda se operacija o odreduje
posebnom definicijom .

Ako Je 3(31"I9=(551)-’I‘ i sryor=s(ror,) , 8,8,€(S, r,r,€R on-
da se afinim mnozZenjem R, ﬂf{ﬁl,ﬁzj svih elemenata skupa SxR ge-

neriSe grupcid (S x SR, ®) svih elemenata vida (s,s;T), s,s,¢S,
TéR .
PRIMER . Neka je M(Z) skup svih kvadratnih matrica (n,n)-tipa ned

skupom svih celih brojeva Z i V(Q) n-dimenzionalni vektorski pro-
stor nadfpoljem Q svih racionalnih brojeva . Teda, (M(Z),-) i
(V(Q),+) su grupoidi a skup V(Q)xM(Z) svih uredenih parova (v,m),
ﬁéV(Q),‘,“““:::GM(Z) -generife grupoid V(Q)x(V(QIM(Z)o’MZ) u odnosu na
afino mnofenje @, pri emu su operacije 4, o, " definisane redom:
v-'m=(vl,..-,vn)-’(mij)=((vlmij),...,(vnmij)), (v-’m)O‘m’=((ﬁmﬁd),---,
(v 40)9Cmy )=((vymg I my Yyenes (Vms ) (my ))=Cagdse - oy D=a
v q=(vl,...,vn)((qi',s),...,(qﬁs))=((vlqi;s), ...,(vnqgs)), za sSva-—
ko mwéM(Z), gde su vi(Q, m s mkp,EZ, quEQ s 1379KeD9T38=1 eyl &
Afino mnoZenje nije zatvorena operacija, u opstem slucgju, tj. proizwd
(s;c)(sl,rl) ne mora biti iz SxR bez obzira da li su ulazne opera-
cije -s0 zatvorene u S i R, jer proizvod sryo'r, s€s, r,rlGR ne
mora biti iz R. U afinom grupoidu Sx(SRJOR=(Sx(SRoR),8) druga kom-
ponenta zadovoljava jednu od relacija: a) SRoRSR i1i SRORSS , b)



SRO'ROR ili SRO'R3S i c) SRO’R%R i SRo’R_%S :

Neka Jje grupoid (SxSRo’R, ) desnoregularan . Tada, potreban i
dovoljan uslov da bi struktura (SxR,R) bila asocijativna je da
s, (s,(sTy0m))=(s;5,)(sr,9r), za svako S,8148,€S5, T,r éR odno-

sSNo serSR i (srfﬂr)é(SRoﬁD i ¢) su operacije « i o odnosno o
asocijativne . U opstem sludaju afino mnoZenje nije asocijativna

operacija bez obzira da 1i su ili nisu asocijativne ulazne opera-—
cije « 1 o .

TEOREMA 1. Neka Jje odreden afini proizvod Sﬁl(SRoTD grupa (S,+)

i (R,0), ((SRoR),0®) grupa, s(slr)=(':=?.-r:~31).3."r src?ﬁr.s(rcrl}, za sva-
ko s,slés i r,rlGR, gde je o’ proSirena operacija operacije o. Ta-
da je Sx(SRo’R): a) kvazigrupa s levom jedinicom u odnosu na ope-—
raciju (1) , b) kvazigrupa s desnom jedinicom u odnosu na afino
mnozenje (2).

DOKAZ . Desni inverzni element u Sx(SRo’R) je (s,r)_l=(s"1£§&r€5u£9
odnosno (s,sro’r )£1= ( s'l R g1 ( srlo’ )
a levi (s,r}f1=(s"l,(s'lr)_l)................................. (5)

odnosno (s,sr~r)"l = (s_l, (s "l(sr zﬂ)—l).i............,.1.... (€).

...l)

-----.-----cr---tri---tunl(q‘l

ako je SRC- R tada (SxR, ﬁl) ima levi a (SxR,ﬁg) desnl neutral (e,n),
gde suein neutral:. u grupama redom S 1 R. Ako je SR<&ES i Re&S,
tada, (e,e) je neutralni element u Sx(SRo’R; a (e,en) je neutral
u Sx(SRo’R}ako je SR2R ili SR>S (odnosno SRoR)DR ili SRo’R=S).

Ova kvazigrupa se naziva afinom kvzigrupom grupa redom S i R,

POSLEDICA 1. Neka je ((S,+),(R,+)) ureden par grupa, er=r i neka
je odreden afini proizvod (Sx(SR#ﬁD,ﬁl), s(slryhi)=s(sl;0+?sr .
s(slr)=ésl)r, tada je Sx(SR+R) grupa, gde je + profirenje (suZerge)
operacie + iz R.

POSLEDICA 2. Svaka se nekomutativna grupa izomorfno potapa bar
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u jednu afinu’ kvazigrupu (koja mije grupa).

pOKAZ. Neka je G nekomutativna grupa . Tada, (GXG,@ je kvazi-
grupa. Preslikavanje G-»GxG, e>(e,g), gde je e jedinica u G,

gtG, predstavlja izomorfizam grupa (Gy-) 1 ({é}xG,@EF .

POSLEDICA 3. Svaka se Nekomutativna grupa (G inverzno-izomorfno
potapa u bar jednu afinu kvazigrupu .

DOKAZ o+ Preslikavanje G—=GxG, g->(e,g) Jje inverzni inomorfizam
crupe (G,+) sa gruponm ({e}xG,8) .

POSLEDICA 4. Ako je (S,+) grupoid s jedinicom e , (R,+) grupoid

s nulom, o,' i ako je odreden afini projzvad grupoida redom S 1 R,
er=r(SR+'R (odnosno e(sr+ rl)=sr+"rl) i so=v , gde je o0 nula grupoi-
da SR+'R, za svako s{S, r,qGR (odnosno sr+y ¢ SRPR) , tada se (5 +)
i (R,+) (odnosno (S,-) i (SR+'R+) ) izomorfno potapaju u afini
proizvod (Sx(SR+‘-‘R),®z).

DOKAZ. Preslikavanje S2Sx(SR+R), s—»(s,0), s€8, Je izomorfizam
crupoida _(S,-) i (SX{E},@Q , a preslikavanje R—>Sx(SR¥R) (odno-
sno SR+'R~> Sx(SR+R), r—»{e,r) (odn.sr+¥r>(e,sr+r;), rfR (odn.
sT+’r iz SRR ); Jje izomorfizam grupoida (R,+) 1 ({é‘}xR,%) (odn.
grupoida (SR+R,+) i ({ejx(SR+R),85) .

“POSLEDICA 5. Ako-je (S,+) netrivijalna grupa, (R,c) grupa .
ako je odreden afini prelzvod uredenog para ((S,-.),(R,—ﬂ)), n je neutral
u R (odr. n u SR2'R)y tadaJ'Gzc{n}, D) generi e  podkvazigrupu (SxSn,Qa).
POSLEDICA 6. Ako su (S,*) i (R, o) grupe takve da je 1 (5xB&)
grupa, sn=n, n je neutral u R, tada Jje (Sx{qs,ﬁg podgrupa .,

({ej xR,@E_) Je norma]:na podgrupa grupe (SXR,@ i vazl

(sx{n},&) = (SxR)/fe}xR , 85) -

Drugim redima, preslikavanje f: SxR—%Sx{@}=§, (s,r)(s,n)=sS
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je epimorfizam grupe (SxR ,®) na podgrupu (S x{n}, Q) .
Jezgro ovog preslikavanja , ker f= %lx R.

NORMATLNA PODKVAZIGRUPA KVAZIGRUPE (S x R, g )
Podkvazigrupa (S x R, ® ) kvazigrupe (S xR, @) naziva se

normalnom podkvazigrupom akko ispunjava uslove

((s,z) ® (5,))(s,2)”F , ((s,0)™(E,D))(s,1) , (5,0)((5,7)(s,r)™D),

- ~1 -7 o
)l==(s l,s'r])

(2,0) % ((5,T)(s,r)) €T R , pri Semu je (s.r
ako je (s,r)”! pisano s desna o0dnosno (s,r)“1=(_s'J(g'lp)"1)

ako Je (s,r)_l pisano s leva u ovoj relaciji ,(s,0)6xR,ETHESxR.

POSLEDICA 7. Podkvazigrupa {e}x(ER@’R}kvam'_qupe (Sx (RS R, 8,)
je normalna podkvazigrupa kvazigrupe (8 GSRo’R,QL) .

DOKAZ . Za svako (s,r) € SxR , svako (s,r){(SxR ,
(7Y 5T ™, B (s,m) = (57, sTI o (s (s, v) =
=(e, st o (s T 0r 7e) ™)) € felo@ERe® i

(7t (7)™, F)(s, 1)) = (¢7F, (57 (s, er o0F) =
(e, sir o F or(sir) 1y -

(e, sIrodF o0 (¢71r) 7Yy € fo} o(sRoR).

Ao je er = r (adnésno_ er .='f~")- onda- je.

C(e,r‘)(e:r‘l))(e,rz) = (e,erlor)(e', r2) = (,35 ereo’ (er O’I‘)) =

1
=(e,r20rlor)€{ejxﬁ i

(e.r)((e,ry)(e,r5)) = (e,r)(e , er, o' 1) =(e,e(er,o'r Jo’r)
=( e , I, ©oryor ) G{e}}( R , za svako r,rlprzéR .

POSLEDICA 7°. Podkvazigrupa g{ejx(SR o’R) kvazigrupe S« (SRo’'R)

jé normalna podgrupa kvazigrupe S x(SRo’R) ako je sryoNr =
~ s(ryor) , s(s;r) = (s3)% , ea=q , 5,815, T, 1R , qfSRO'R



NOKAZ POSLEDICA 6. i 7.

Posto po predpostavai_vaii svojstvo asocijativnosti ope-

-1 1, 1= -1

racije @5 to je (s,r)(e,r)(s ,-s‘lr)=(e,5" T+ -s"tr). Ako

se umesto operacije @, uzme operacija ® onda se dobije rezultat
(e,-T+sT+r), za svako sfS, svako r,T¢R.

AkO su 1lspunjene predposm:avk'e teoreme 1 posledice? , onda Je
((s,r)gfe,fj)ggs_l,s-lr—l)=(e, s(sﬁlr_l)J(SESr)) ¢ Sx(SRoR) i
(s,r)((e,'f)(s',ls_]r'l)): (e |, s(s_lr-lc"f)n‘r) ¢ Sx(SReR), za svako
s¢S, r,TER .

POSLEDICA 7? Ako je s(rarl) == srdﬂi, s(slr)=(ssl)r i R je leva
S—podgrupa,tada;b{éﬁcR podsrupa kvazigrupe {SX(SRBR),QI) .

m

EOREMA 2. Da bi kvazigrupa (Q,0) bila izomorfna  afincj kvazigru-

pi (SxR,8) " dve grupe redom : (S,+) i (R,o) potrebno i dovoljno
je da Q sadr#Zi normalnu podgrupu (R’,e) koja je izomorfna podgru-
vi ({e}xR,R) kvazigrupe (SxR,&), grupu (3).) izomorfnu grupi
(Sx{@},') ; gde su e i n neutrali grupa redom (S,.) i (R,o) i

» operacija direktnog mnoZenja u skupu Sx{nf, a @ i <’ su res-
trikcije operacije 3 na podskupove redom-R? 1 5] ki je generiiu,
DOKAZ. Uslov je potreban. Neka je kvazigrupa (Q,fl) izomorfna
afinom preizvodu (SxR,8) . Podto Je S@R kvazigrupa i pofto ona

ima normalnu podgrupu [e{xR 1 podgrupu (Sx{ﬂ},-) koJa je zomor-
fna podgrupi (S,+) to iz predpostavke sledi da i kvazigrupa 0O
mora da ima normalnu podgrupu (R’,s) koja je izomorfna sa({ejxR,&)
i podgrupu (S’,+’) koja je izomorfna sa (Sxin},) .

Uslov je dovoljan. Ako je (8.9 = (Sx{h} , *) = (S,) 1 (R, )=



;;({g}xR,@) i posto postoji afini proizved (SxR,8), to sledi da
postoje skupovi § i R . redom prvih, drugih komponenti u sku-
povima redom 3’ i R’ takvi da postoji afini proizwed (SxR,g). Po-
sto je SxR kvazigrupa to , iz predpostavki, sledi da je i (SxR,®)
kvazigrupa i1 da je S@R 2(xR,8). Ova kvazigrupa Je Jjedinstveno

odredena (do izomorfizma ) i, prema tome, izomorfna je kvazigru-

Dl (Qsc)'

-

(eyn’ );je leva jedinica kvazigrupe @ .

e

Posledica 1. 8°N R™ =

]
=

DOKAZ. Po&to kvazigrupa (SxR,8) ima levu jedinicu (e,n) i podto
su kvazigrupe Q i SxR izomorfne to je (e*,n’) leva jedinica u Q.
POSLEDICA 2, SRZ= SR .

POSLEDICA 3. Skup SxR generide kvazigrupu § u odnosu na afino
mnozenje, & .

POSLEDICA &4, Svakl element kvazigrupe ¢ ima desni inverzni ele-
ment vida (Sfl,srlrfl) , a levi inverz vida (s“i,(sflro_l) .
(s?,r?)ESXR

Desnom asocijatornom podgrupom A kyvazigrupe Q=(SxR,8) gde su (S,s)

i (R,+) grupe ,(pri Zemu je (s,r)g;(s,,ry) = (sesq,8T0+7) ,(8,T),

(sj,rl) iz SxR), naziva se normalna podgrupa kvazigruve Q koja

. . [ ¥in _
Je generisana skupom {/[(s,7)((sy,T)(s5,7,))f{((s,7){s;, ) s5,n, )
%ea—(881r2+srl+r)43(511'2‘*“31)*'1')/(511')1<Slarl>t(52ar2) ESY-RJ UB+)
TECOREMA 3, Weka su (S,+) i (R,+) grupe i njihov afini pratzvod

(SxR,gl) , fako je odreden), neka je kvzigrupa. Ako je N normal-
na podgrupa grupe R, A asocijatorna vodgrupa kvazigrupe (SxR,g@.
Tada, faktor-kvazigrupa (SxR/{Q}xN, gl) Jje grupa akko {ghN;;ﬁ,
gede je e jedinica grupe S §} a kvazign;pa je sa asoijatorom X =
= {( e , N+ 1r)/ I‘éAZ[ , akko {eyxNCA .

) B=i[((s,r)(sl,li))(Sg,rﬂs}i—(s,r)((sl,rl)(sg,rg#) )jljf-{( e ,—ES(SI'C‘ 3
+§9+r)+sslr2+srl+r).; (Sir)*(sl’rl)*<52*r2) iz S x R}. °
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DOKAZ . Neka {2 A , gde je A asocijatorna grupa koja je gene-

risana skupon AéJAl, Ad,Al su redom desna , leva asocijatorna
grupa kvazigrupe. Kl je normalna podgrupa kvazigrupe koja je ge-
nerisana skupom svih ‘elemenata vida:K(s,r)(sl,rl))(32,r2Ws,r)((Sl,_ .
rl)(sz,erI) i {j(S,r)((Sl,rl)(sg,rz)i]"H[(s,r)(sl,rl))(sg,rgi},
za svako (s,r),(al,rl),(sg,r2) £ S xR.

Posto Jje asocijativnost kvazigrupe S @ R defektna samo u drugo]
xomponenti to je faktor-kvazigrupa (sxk / A , 3;) asocijativna,
re ée tim pre biti asocijativna 1 faktor—kvazigrupa(SxR/{é}xN,@l).
Desni inverzni element elementa (s,A+r) iz SxR/A je element

“l=(s"1,-s'l(A+r)) i on je i levi inverzni element toga

(S,A+r)

elementa . Znaci, (Sxﬁ,ﬁl) je grupa . Pos$to je normalna podgru-

pa N takvade je {ellNZ A to Je pogotovo' (SxR/fej xN,@l) gTUPE .

Obrnuto, ako je ( SxR /{ejxN, @) grupa onda je afino mnoZenje

g, asocijativna operacija, pa je, stoga, [elxl=24 .

Drugo tvrdenje ove teoreme je ocigledno .

Neka je (A, o) grupa svih automorfizama grupe (Gy+), gde Jje -

operacija slaganja automorfizama grupe G, tada jJe (AxG,ﬁl) -
BTrupa Xija jed irica je (go0) ° Ako je K komutant grupe G tada jJe

(AxG/ié}xK,@l) erupa, gde je e jedinidni element grupe A.

iko je (S,+,+) prstenasto telo (£j.(S,+) 1 (s\o) ,+) su grupe i

vazli svojstvo leve distributivnosti operacije - prema operaciji

+) , (Ry+) S-moduli(@\{d,+)x(R,+),8,) kvazigrupa, tada je®EXR, &)

grupa .,

TEOREMA 4, Neka su (S,+) i (R, gIpe | (S)CR,@) kvazigrupa i N nor-
malna podgrupa grupe R . Tada,{gpdlje normalna podgrupa kvazigrupe
akko je N S-invarijantna podgrupa grupe R.

?OKAZ. ((s,r)@(e,rﬁr"l))?Cs_l,s-lr"1)=(e,.r"% s(rnr"l)ar)

? (syr)e((e, rnr J8(s ,s_lr-¥D=(e,r‘ls(rnr-l)up), za svako (s,r).
1zExR, rfN, e je jedinica u (S,.). .
POSLEDICA Ako je (A,.) grupa automorfizama grupe (G,+),N-normal-



Q
na podgrupa grupe . Tada,i}ﬁxN je normalna podgrupa grupe

(AxG,8) akko je N A-invarijantna podgrupa grupe G .
DEFINICIJA l,o NEka Sk (S,.),(E?:P+1),..-,(Rm’+m) ne Obavezno T8 =
zliéife grupe . Neka je G = Slengx..oxﬁm y m~prir. br.,

dekartov prodLkt skupova redom S,Rl,...,Rm s e

Q = ((S,I‘l,-n-,I‘m)/SES,I‘iERi, i=l,lit‘,mj
i neka su odredeni proizvodi SRi+iR1, i=lyees,, m je pr. br.
Tada, pod arfinim proizodom gruva S,Rl,...,Rm podrazumeva se

1% Q =f b ? i b > e 9 f‘: . 1 . -
struktura (Q,x) ‘Sx(le+1Ql)g x(bﬁm+mRm), 8 ), pri de
mu je na skupu G odredena operacija afinog mnozenja na slede-
¢i nacdin :

: o) r N, . | ’

(sl,rl,...,tm)ﬁ(sg,rl...,rm)-(sl S5381T MG s esesS TR o o0 {7)

- .

TEQREMA 5, Keka je (S, Rl 9R2 y *°° ?Rm) niz = grupa,

neka Jje odreden sfini prcizﬁﬁ_ovih TTUDPA , SE(Sl(Srfﬁ?i)) =

=Sésl(srn°.r3), e(sr;®.ri)=sr.ar’, i=l,...,m, za svako s

1 1 11523

s iz 8 1 s v ako ri,faéRi . Tada, a) ©€,8) je kvazigru-
pa s levom jedinicom, b)-Faktori*ﬁi={(e,nl,...,ni_l,ri,gﬁlp..ﬂhgl

e je Jedinica u S;,nj, J=lyeeeyi~-l,i+lye..,0, Jje neutral u.% 1

ri,iﬁj je 1z Rij su 1nvarijantne podgrupe kvazigrupe & , ako

sriGRi. Ako ova] uslov ne vazli tada faktori SRiEEi=Zte,nl,...,

j,j=l,.--,i—l,i+l,---,m, je I'leutral

riéﬁi,i#j}, su 1nvarijantne podgrupe u Q ., Produkti

- .‘ » - ]
Nj_1s8T3§F5904 7 "’nm)/ o

u Rj 5 T

2 - - \‘ -- ; ( .
{e) x(ulezz...x(SRE{k Rk,x{nk+ljx cas X nm} i .
i%}x{h X ses X{hl_ljx(SRl-lRl)x ces (SR R D , kem , 122 su,
takode,1nvarijantne podgrupe u Q u odnosu na operaciju levog
afinog mnoZenja; c¢) Kvazigrupu Q generisu grupa”(g}-):(Sx{gﬁx
X +eo xqnp b, + ) i podgrupe (R;,8), i=1,...,0 , u Q , gde je

» operacija pokomponentnog (direktnog) mnoZenja u S ; 4d) Pre-
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' i : L — . n. T. . . e e 1 -

fizam grupe R; na grupu Ei i h : (rl,...,rm)qr{e,rl,...,rm)
je izomorfizam R=,[TLR. sa {e}xR (gde je [1 pokoordinatno mno-

senje) u odnosu na operaciju ®; ako en.=n; odnosno er;=r; i

e) Za svako 1 podgrupa SRi-iRi , a takode ‘i grupa S imaju sa Q

(a takode 1 Sa-fe}x R) presek jednoClani skup , ¢iji je jedinickn
desna jedinica u odnosu na operaciju @, u Q , gde je Q =

= 8x(8R*;R)X «es x(SRi_l-i_lRi_l)x{njjx(SRi+1-i+lRi+l)x...x@ﬁR ).

Dokaz ove teoreme analogan je dokazu +teoreme l. Desni inverzni

element elementa (s,rl,...,rm) iz Q u odnosu na g, je

-l=(s_l,s_lr:l,...,S_lﬁgl)

.-;--...----.--(8)

(sirl!"'irm)
odnosno elementa (s,sri-lrl; eee 3STI. T ) Je element
- - -] -1 -1 . .
(s 1,. s l(sr’l-lrl) y sse 55 (Slﬁ’l‘mxxi) ) 4 a levi inversz
ima vid (5) odnosno (&) .

TEOREMA 6. Neka je N normalna podgrupa kvazigrupe (Q,0). Tada,

faktor-kvazigrupa (G/N,e) je grupa akko je (Q,o¢) izomorfna afi-
nom praizﬂxhl(Gxﬁgal) gruba redom: (G,.) koja je izemoxrfna (¢/N,0)
i (N7, «?) koja Jje izomorfna (N,al) pri demu Je ql'restrikcija ope-
racije o sa Q na N .

DOKAZ. Neka je kvazigrupa (Q,¢) izomorfna afinom preizvadu (GXN%@P.
crupz redom (G,») i (I ¢), pri demu je (N,-?) = (N,ol), pa je i
(1P «*) normalna podgrupa kvazigrupe (GxNﬂﬁl). Tada , posto je
erupa (Gxﬁ/{@}xNg Qp, (e je jedinidni element u G) izomorfna
erupi (G,e) to je ona izomorfna i faktor-kvazigrupi (Q/N,o),

jer su kvazigrupa (Q,0) 1 (GxNk@l} izomorfne pa je (Q/N,e) gru-
pa., Znadi , u ovom delu teoreme predpostavka da je (G,.) izo-

morfna (Q/N,0) je izlisna .



11
obrnuto, ako je (Q/N, o) grupa , N normalna podgrupa kvazigru-
pe (Qy©) s (Q/Ny0) = (Gye) , (N, Ol) £ (N’,+) i ako Jje odre-
den afini prcizwd (GxN’, ®,) tada je i N’ normalna podgru-

pa u (G, &) , (GxN’, ) je kvazigrupa , ((GxN')/({e}x),®)
2 (G, «) pa je 1 (QN ,0)= (GxN/ e xN°, &i) . Po3to su
faktor-strukture (Q/N, o) i (GxN’/{Q}xN’, @l) izomorfne to

su izomorfne 1 same strukture (Q, o) i (G x N?, @1) . Da-
kle kvazigrupe (Q, Q) i (G x N?, @l) su izomorfne .
POSLEDICA . Asocijator A kvazigrupe Q@ Je podskup skupa N.
DOKAZ . Posto je asocijator A® kvazigrupe (G x N?, @1) podskup
normalne podgrupe {etxN® i podto je (N, o) = (fefxmr, @)
to je 1 asocijator A kvazigrupe (Q,o) podskup grupe N .,
LVRLENJE . Neka je (A,¢) gruva svih automorfizama grupe (G, +),

(G\{0},-)  grupa . Tada je (AxG,8) grupa , a (“(-GK{O})) &) Je

kvazlgrupa u odnosu na operacije.redom g , @E :

(a;8) 8 (2y,8y) = (aa;,ag;+g )
i (a,8) & (a;,8;) = (aa;,2g;8 )
za svako (a,g) , (al,gl)'iz A xXx G, pri demu je o operacija
slaganja automorfizama grupe (G,+) .
DOKAZ « Operacija g Je asocijativna , a operacija @5 neasoci-
jativna na skupu A x G .
POSLEDICA . Neka je (A,%) grupa svik automotfizama grupe G, K
comutant grupe (Gvio},.) , tada je asocijator A? kvazigru-
pe (4 x(G\{o¥) , 8 ) podskup skupa {ejxK akko je
a(glKi, g2K) = a(glK) ° a(gEK) , 22 svako afA i svako 5:K
g K iz (&\{oj/K,0) .



12
PEOREMA 2°. Neka kvazigrupa Q sadrzi grupu (S,+) i invarijantne
podgrupe §1={¢}x(SRulR), eoo o ﬁﬁ:{é}x(SR-mRm) i neka je gene-
risana grupama (S,'),(ﬁi'), cos (ﬁﬁ,-m) , pri emu za S 1
7a Svako i=l,---,m Vaéi
ﬁ{ﬁ (SxRX ..;X§i_lx§i+lx...xﬁm) ={;desna jedinica u Q} .
Tada, kvzigrupa Q Je izomorfna afinom produktu (Slex.a.me,ﬁ)
grUpa Sgngutnng »
Ako operacija . u relaciji s(sst-slh, afinogg praizvoda S8R grupa Bx), R,+)
nije operacija grupe S onde Je S8R levamverzikiini grupad s desnon jedimcom.

TSOREMA 7. Neka je (G,+) grupa 1 E(G) grupa svih transformacija

grupe G koja Je aditivno generisana pomodéu skupa EO svih erdomor-
fizara grupe G. Tada,
1) (E(G)%G,®) je levoinverzibilni grupoid s desnom jedinicom 3
2) Levi asocijator Kl grupoida E(G)xG je generisan pomodu
skuoa Aq svih elemenata vida (o, —(f+fl+f2)(f(flg2+gl))+(f+fl+
+f2)(fg2+flg2+fgl)), za svako (fl,gl),(f,g),(fe,gg) iz B(G)xG i
3) Akxo je (G,+) komutativra onda Al ne zavisi od elemenata g,
g, 1z G, pri cemu Je :(f,g)ﬁ(fl,gl)ﬂﬁf+fl,fgi+g), za svako (f,g),
(fl,gl) ( BG)xG. - B L
DoKa7 . Mlevi inverzni element elementa (£,g)¢E(G)xG jJe (f,g)_l=
=(~f,fg) u odnosu na operaciju ® . Levi neutral Ze (0,0) gde su
0,0 neutrali grupa redom (E(G),+) i (G,+). Desni inverz imaju
samo oni elementi iz EG)xG u kofre su inverzbiine prve kmpanen® U odno-
gu.na slaganja transformacja 1z E(G) (tj. automorfizmi grune G)
t d. desni inverz imaju samo oni elementi iz B(§)xG ¥oji ima-
ju vid (a,g), gie je a automorfizam grupe G .

2) !:((f,g)(fl,gl))(fg,ggzj_l Kf,g)((fljgl)(fz,gz)i -
=((),—(f+f1+f2)(f(flgz+gl))+(f+fl+f2)(fg2+f1g2+fsl)), za svako
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(f,S),(flagl)s(fgigg) iz E(G)xG ,
z) Ako je (G,+) komutatvna grupsgtada, rezultat iz 2) se syodi na:
(0, f(f+fl+f2)(-ffl+f+ fl)gg) s z2a svako (f,g),(fl,gl),

(fz,gg) iz E{(G)XG .

TEOREMA 7’, Neka je ((S,x%x4+),(R,+)) uredena dvojka redom od

prstenoildne strukture 5,sa svojstvima da je (S,x) grupa i (8,.)
crupoid, i .@rurve (R,+) . Neka je odrecen afini proizvod (SxR,®)
pri Cemu (s,r)@(sl,rl) = (sxsl,sr1+r) , STER, s(slr)z(s,sl)r i
(sx s )r= Sr xsyr , z3a svako (s,r),(sl,rl) iz SxR . Tada ,

1) (SxR,8) Jje levoinverzibilan gruvoid s desnom jedinicom :

2} ILevi asocijator El grupoida SxR je generisan sku-
pom 4, svih elemenata vida ,

-1 .

{(n , (s:xslx:%) (s(slr2+rl))+(5}cslx sgjé%?slr2+srl)),

78 S8v3ko (sar),(sl,rl%isg,rg) 6 S xR ( i, dakle, ne zavisi
od elementa r¢R) , gde je n neutral u (S,x) i

2) Ako Jje (R,+) komutativna onda Al ne zavisi od elemenata

o

r,r, 1z

l 2



FOGLAVLJE II
PRSTENCIDIUNA STRUKTURA

DEFINICIJA 1. Uredera trojka (S,+,.) nepraznog skupa S i opera-

cija + 1 + takvih da je : 1) (S,+) grupa , 2) zrupoid naziva se
prstenoidnom strukturom .

Ako S uz navedena svoistva ima 1 gvoistva: 3) o0.s:0 (0dn. s.0=0)
i 4) e-s=s (odr. 4’) s.e=5), za svako s¢S, gde su o i e redom
neutral u (S,+) i leva (desna) jedinica u (S,.), tada se (S,+40)
»az1va prstenoidnom strukturom s levom (desnor) nulom i s levom
(desnom) Jjedinicom .

Normalna S-podgrupa % ('ﬁ'd) grupe (S,+) koja je generisana pomoéu

skupa D1={d1=s(sl+32)—ssg—ssl/s,sl,52685 (odn., Dd={ad="“28"
—sls+(sl+52)s,sl,82($3 raziva se levin (desnim)distributorom

(1.d4.) (o@n. (dede)) ili defektom leve /desne) distributivnosti

(dal.d.) (odn. (d.d.da)},a,mmmwlnahﬁ-podgrupa D generisana sku-

DOm D=D1U1h_ naziva se disgkributorom ili defektom digtributiv-

nosti (d.d.) strukture S .

Ako struktura (S,+,.) ima svojistva 1), 2), D1={55(Dd={§}) onda

se struktura (S,+,°) naziva levom (desnorm) prstenoidnomr struktu-

rom s d.d. Ed (s 1.d, 1‘3‘1) .

Ako Je (8,+), u ovoj definiciji, polugruva onda se (S,+,.) naziva

levom (desnom) Drstenastom strukturonm (v.[glj e

Neka je Dd={q} (D1={Q}), (S, 9) podgrupoid grupoida (S,.) &iji
elementi aditivno generiiu grupu (S,+) i neka %ﬁ skup iq;'=
={di = s’(sl+52)—sbg—s’sl/:#ES’, S138, é§} (cdn. DS,={§5=-523’—

“51554—(51‘]‘52)8’/ S’(S,,Sl’sgés} ; t a d a 3 S’-POdF—’,‘TUpa -]jé’(ﬁgi)

1 da
g (Dsa) naziva se levom (desném)

distributivnom S’-podgrupom, a sama struktura (8,+,*) distributivno

grupe (S,+) generisana skuvom D

generisanom (d.g.) desnom (levom) prstenoidnom strukturom s 1.d.

b

=l _d
Dg? (s dtgthQL)
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lako se dokazuje <a Je distributorna S5’~podgrupa DS, S—-podgrupa .

pod normalnom distributornom S’-podsrupom D generisanom pomocu
digtributora D d.g. prstenoldne struxture S vodrazumeva se pre—
ssk svih normalnik $’-podgruva grupe (S,+) koje sadrie D .Slicno
se defini8e distributorna podgrupa , normalna distributorna pod-
srupa , normalna leva fdesna) distributorna 3’-podgruva , distri-
wirtorna S'-nodzrupa d.g. prstenoidna struktura . 1td. Normalnza
digtributorna desna (leva, obostrana distributerna ) S?-podgru-
nra je , takode, S-pcdgrupa .

Tod distribntornim idealom d.g. prstencidne strukture S generi-

sanim pomodéu distributora D podrazumeva se presek gyvih ideala

strukture S koji sadr¥e D, Slicno se definise levi. (desni) distri-

rutorni ideal d.g. prstenoidne strukture S.
inalogno navedenim definicijama uvode se 1 definicije distributor-

re podgrupe (distributorne S-—podgrupe , distribuforne normaine pod-

(19

rupe, distribtutorne normalne S-podgrupe, itd.) i distributornes
IEVEg(desnga)obostranos]idealaopéte prstenoidne (neasocijativne)
strukture .

ASOCTIJATCR PRSTENCIDNE STRUKTURE.

Asociatorom elemena®ta $,5q,S5 prstenoidne strukture 3, u oznacl,

=/ ) 21 )= ~s/ -
a=(s,s8,,55), naziva se element (8,87,85) (s5¢)85 5\5152) ., ASO

I el—

ci-datorom podskupa T skupa $ naziva se skup A(T) svih elerenata

vida a:(ttl)ﬁg-ﬁ(tlta) . t,tj,tQGQ?a Tevim relativnim asociatorom

podskupa T u odnosu na skup ReS i TcR naziva se skup Al(T) =

:{{rrl)t—r(rlt)/ﬂ:l,tQR . té‘li(U{(rt]tl-—r(ttl) /TER, t,tléT} . Desnim

relativnim asocijatorom podskupa T u odnosuw na skup R naziva se
skup Ad(T)*_:{t(rrl)—(trlrl/tET, r,rléP‘t}U{t(tlr)—-(ttlh/t.}tﬁT,r{é.ﬁelativ_

nim asociatorom podskupa T skupa S u odnosu na skup S naziva se




16
skup Ar(T)=A1(T)UAﬂ§T). Asocijatorom skupa S naziva se skup A=

={Z551)52'S(5182)/s’5135265} . Normalna podgrupa -generisana asocija-

torom skupa S naziva se normalnom asociatornom grupom strukture S,

Asocijatornim idealom strukture S naziva se ideal strukture S koji
ie generisan asociatorom skupa S . Tevom ‘desnom) normelnom 8s0C]i-
jatornom podgrupom poedskupa T skuva S u odnosu na skup RES raziva se
normalra poderupa KI{T)-{Odbt E&(T)) generisana levim (desnim) reli-

tivnim asocijatorom Al(T) (odn. Ad(T)) .

DEFINICIJA 2. Normalna podgrupa I grupe (S,+) naziva se idealom

prstenoidne strukture S akko : 1) (s,+i)s-s s € I

i

2) s(slﬂ.)-ssl € T,
~a svako i€I 1 svako s,s,€S . |
DEFINICIJA %, Neka je S podskup prstenocidne strukture S. Skup Di
svih elemenata d kodi se pojavlijuju u relaciji:
(6 +5) 65, =5 §+5s+dm
asl+s)s Sy5=5;8+5S+d-5,5 ,

z3 svako s¢S , $,5,58 , gde je d = ¥§s~sjs+(sl¥§)s,

naziva se desni relativni distributor (d.r.d.) podskupa § v cdnosu

na_skup S_. 5li¢no se definife levi relativni distributor (1l.r.d.)

redskuna S u odnosu na skup S (v. str.22 iz [183\ .

TVRPENJE 1. Normalna podarupa I 'grupe (S,+) je ideal prstencidne

strukture S akko je ona S~nodgrupa i sadrzi svoj relativni distri-

butor u odnosu na S.

THEOREMA 2. Neka Jje S prstenoidra d.g. struktura , A(S) asccijator—

ni ideal od S, I 1 J njeni ideali takvi da ACS)Y=A(S/T)-= {o}-l A/

#fo} . Tada, 1) Asocijator strukture s/AEE) A(S/A(S))=

2) I24(S), 3) Faktor-struktura S=S/I je 35001Jat1vna 1 g Struk-

tura S/J je d.g. prstenocidna struktura sa asocijatorom A(S/A(S))=
3-a+d/ a € A(9)]

DCKAZ . Lako Jje pokazati da je S=S/J prstenoidna struktura u odnosu
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na operacije: CS+J)+(sl+J) = s+s,+7 1 (5+J){51+J) = 8s;+J, za sva-
ko s,slés..Da prva od ovih relacija vazi to je ocigledno. Pokazimo
da vazi i druga od ovih relacija. Zaista, (s+j)(sl+19=(s+j)(51+j1)_
_(s+j)sl+(5+j)sl=J’+(S+j)sl-ssl=j’+j”+ssl=jz+ssl ,zé svako s,s;€S i
svako jajléJﬁ gde Je 32=J’+J”a j’=(S+j)(Sl+jl)—(S+j)sl i j”=(s+j}sr-
SEENE znaéi, 3’3" 3, ¢J. Odavde, (s+J)(51+J) = ssy+J s,slés . Dakle,
€ je prstencidna struktura.
1) i3) Nexa je I prirodni prstenoidni homomorfizam strukture S
na strukturu § = S/A(S) i neka je T asocijatorni ideal u § . Ta-
da , ako je ¢ € T i c€C takav da je cf = ¢ onda c€A(sS) i , sto-
ga , cf = C = 0 . Dakle 4 C = f'l(C) je podskup skupa A(S) pa je
Cf = G =-{5:} 1 S je asocijativna prstenoidna struktura .
2) Neka je , sada , I ideal u S takav da je asocijatorni ideal
d.g. prstenoidne strukture 5 = §/I nula-ideal i f prirodni pr-
stenoidni homomorfizam sa S na S = S/ . Neka je C ideal koji
je podskup skupa A(S) . Neka je & iz T =Cf i ceC takav da.je
¢f = C , za svako ¢fC . Tada , & = ¢f = 0 i T je ideal koji je
sadr¥an u idealu A(B) = A(S)f , pa je T = {5} i C& I o Po-
slednja relacija va#i i za sam ideal A(S) , tj. A(SIET .
4) Jasno je da je 8§ = S/Jd prstencidna struktura i da Jje ge-
nerisana skupom &S? ={;’+J/S’GS£} koji Je podgrupoid grupoidsa
(/3 , « ) . Neka je A(S) asocijatorni ideal prstenoidne stru-
kture 5 . Na osnovu definicije a€D_, akko postoje X,y,z iz S
takvi da je a = (xy)z - x(xz) o Znadi , postoje elementi X=x+J,
Y=y+Jiz=2+J iz S takvi da je a'=(%Xy)z - xX(3z) =
((x+T)(F+TY(z+T) ~(x+IWg+I) (2+3)) = (xy)z+d - (x(yz)+J) =
= (xy)z - x(yz) + § , pa je akD_ akko §=(a+J)€Da={é+J/a€DaE).

Otuda , A(B) ='{§ = a + J/ ac¢t A(Si% .
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DEFEKT DISTEIBUTIVNOSTL STRUKTURE S . Neka Jje S d.go. desna
prstenoidna -struktura s rulom 1 s Jedinicom pri Ce-
mu je (8?,°) podgrupoid levodistributivnih elemenata s  l.d.
koji generisu grupu (S,+) tada-je 1.4, podskupa S? u odno-

su na skup S,u oznaci DS, : DS, =T{di=_s,yi_sﬁxi+sj(Xi+yi»éﬁ§5
xi,yiés:ﬁ. 7Za  le.de strukture S uzima se normalna

podgrupa D generisana podskupom Dgy i 5={d=1:i(zi+di-z£VZ§S,
diGDS3 . Ova normalna podgrupa nije uvek ideal strukture S5 .
Ustvari, ako je D S-podgrupa onda je ona ideal u § . Ovej ide-

5] se naziva distributornim idealom strukture S . Otuda, kao

l1.d. pogodno je uzeti minimalnu normalnu S—podgrupu D koja
gadrzi DS’ o 234 leds D i faktor-strukturu S/ﬁ moze se iska-
zati teorema analogna teoremi 2 . Za l.d. D vaZzi sledela te-

QTrema .

TEOREMA 3 . Neka e S leva (desna) d.g. prstenoidna struktura s

nulom,jedinicom i s d.d. D (s lade D) koji sadrzi leve (de-
sne) relativne asocijatore podskupa S u odnosu na skup S. Ta-
da je D ideal u 8 o

DOKAZ (Za levu dege prsteﬂ01dnu strukturu S). Kako je d€D
akko (Hd GDS,)(d z: (z +d -7, )) Poito C?Z ES'?d GDS,,VS GS?X“
3d€D)(dS’=(I:i(Zi+ di—zi))s’ = E:i(zis +dis’—zis’) + d e..(A)
Po&to (Vdi(-DS, ,’fg‘%és’)(3d=6ﬁ)(dis==(-;rlsl-x S; (xi+yi)si)s’=
(-yisi)s’-(xisi)s’+((xi+yi)si)s’+d‘ = (podto po predpostavci
teoreme D sddrsi relativne asocijatore podskupa S u odnosu na
skup S to je gornji izraz):—az-yi(gﬁ’) -alnxi(sis’)+a5+(xi+

+y )(s s?)+d? =—a-y; 8} —X; 8%+ (xi+yi)si+d’ = dléﬁ , gde Su 87,35,
relativni levi asocijatori (r.l.a.) redom elemenata:x, ,s;s’;

>3

yi,si,s’ j.1&+yi,si,s’}koji pripadaju D . Znaci,za svako déD i
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_(zx)3*+(zx+zy)s'=—32-ai-a%-x’s‘-y‘s*+{x‘fy‘)5’65; Z& SYSXO X,Y¥,
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LRy
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(2+7),5; a4 "82-"&"5 30,
Ako se distributor T leve d.g. prstencidne strukture § definise
kao normalna podgrupa grupe (S,+) koja Jje generisana poamolu skupa
'S’; tada va?i slededa teorema.

TEQOREMA 3% Normalna distributorna podgrupa D leve d.g. prstenocid-
ne strukture S8 Jje ideal u S akko je D S*~podgrupa.

DCKAZ. Ako je normalna peodgrupa D grupe (S,+) S-podgrupa onda je
D S-podgrupa. Zaista, za svako d€D i sveko 8¢S postoje d,¢€s’, i=1,

ressk, 1 5,€87, J=1,...,n takvi da Je d=) td; i s:Eﬁi- . Tads, ds=

=dJ ;s =] .ds €D i sd=s(Zidi)=Zisdi=zi(zjﬂj =2 ;T 8 0.

_TECREMA 4, Ako leva (desna) distributorna podgrupa I (D) prsteno-

idne strukture S sadrZi njen asocijator A(S) ornda je‘an&”IEVi (de-
sni) ideal u 8.

DCKaZ. Podto dLGDL akko postoje 5,51,5265 takvi da’ je dL?5(51+32}'
-Ss5,-55y; tada, za svako x€8 xﬁz=x(s(51+32)H9§2+351)=di+x(s(sl+
+sg))—x(552)—x(ssl)==(Poéto je x(s(sl+32))—(xs)(sl+32}=-a to je
x(s(sl+s2))=fa+(xs)(sl+32); x(ss2)-(xs152f+af%?x(552)=-&1+(xs)52

i x(ssl)—(xs)sl=-ae=$rx(ssl)=-a2+(xs)sl.) =rd&ra+(xs)(sl+52)4kﬁ§?
+al-(xs )sl+a2=_d£-a+ (xs) (51’“_52)"' (xs )32- (xs )sl+a'l+aa=d‘£—a+d;+52’+e2€ﬁm
jer je a;-(xs)sy=-(xs)s,+ay | a}=(xs)sq+a;~(xs)s, €D 1 df=GaXs, +

-



POSLENTCA 1. Leva (desna) normalna distributorna podgrupa 3+_{ﬁﬁ)
prstenaste strukture S je levi (desni) ideal u S.
POSIEDRICA 2. Leva (dégﬁa) noro2ina distributorna pedgrupd Dziﬁﬁ}
desne (leve) prstenaste strukture S Jje ideal u S.

T

T=0REMA S, Normalna asocijatorna pedgrupa :{5) grupe (S,+) je ideal

prstencidne strukture § ako sadrii 5voJ T.G. U 5, a{5} je desmn 34
g
leva S—-podgrupa i sadrii distributor Dg =§uﬁﬁ=@l=s((5152;35-31{3233)%
+s(sl(5233))-s((5152)5~)/5,51,32,516%}IIE&2=((ssl)sg)ssqu(slse)k%+
+(s(slsn) (sgl)sg)s /3, 1,39,55€{}. G?:;tnct ako je normalna ocsoci-
jatorna podgrupa A(S) ideal onda ona sadrii svoj r.d. u §, distri-
butor -TD+-dD=”{_;di+aé/d{6_D, agedD} i obostrana je S~-podgriipa. Ao
"‘.7
E(S) sadrzi ;D ili 4D onda ona sadrii i D .
DOXAZ, LNeka Je RCS) desna S-podgrupsa, sadr?i svoej r.4. u 3 1 distri-
a?

butor B, Tada,. posta je atA(S) akko postoje al, 2,33t3 takvi da

"X(Sl(sasa)) =d +a+(X(sl 2))83-x(s;(s s j)), zde je d1—X( 5“}33_

-5, ((s,8 5))+KCS*1(5?2 3-))-KC(-9.82)B5)- i a=x((sy5,5)55(x (8485} )35,

vie, x({s;8 2)35)=a+Cx(s 2))5 . Podto je (x (3132) (ﬁsl)ﬂzis -2’3 S5
iz &£(S) odnosno (x(slng))s -((xs )32)5 z+d=a’ Sz (gde jJe dﬁ=(@aQ%}%.

—(XCslsg.))3,3.4-(.X(ﬂs_ﬁzk-ﬁxsl_}s;g)35._) i, odavde, (;:;;(_._51-.5,_2))33.._3_35@2_

+((xs )is2)‘s- i podto Je ((xs -)vsg')“-'s ~{xs )CSBSB')E?GK(S) cdnosno

((xs }32}9 =T+ (%8 )(s2 3) to je ma=dy +a+a’ 53 2¢3+(xsl)a32 3}aéf%%;
_d1+a+a?j~d2+3+a“6&( 5), 23 svalko €S, Takode, ax-a+a—dl+slé£az+d2

je iz A(S) ..-;(ﬂ},'za«SVEhO-aéﬂ(bJ i svako x£S. Poito za svake g,

S lGS i svako afA(S) 31("5*3“)'"51'5* , (s+a)s l-_S-sléﬁ(S) to -je E(S) ideal

u S. Ako je (8,-) asocijatiwvna i ima nulu onda iz (3 sledl daLD dD'

Obratno, ako je A(S) ideal u S onda je ax,xafA(S) i AS je S-podgru-

pa. PoSto iz (%) sledi da d4 +a+a’ --dzéﬂ(s) i, odavde,—dl+6i+a+a -

_d2)+d1(I(S), d ( to Je -d +dlEK%S)...(+) Ako DQ-I(S) ada icA(S)_
TEOREMA_Q_ A(S) desne strukture 8§ je ideal u S skko Je ona desna
S—-podgrupa, sadrii svoj r.d. u B8 i distributor ﬁD .
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Podto je (s+a-s)x=sx+ax-sx+d€A(S), to, odavde, sledi da ax,df€a(sS).
TEOREMA 6. Ako komutator C prstenoidne unitarne strokture sadrii nor-
malnu distributornu podgrupu D strukture S tada su C i D ideali
usS i D=C.
DOKAZ . Ako komutator C sadrii D tada je C S—-podgrupa strukture S
Zaista, za svako s,sl,sgés postoje dl,de,d5€D tako da je s(-sl~
"32+51+32)=S("Sl+('s2+(sl+s2)))=dl"ssl+s('52+(sl+52)) = —dy-ss,+
+d2—ssg+s(sl+52)=dl-ssl+d2-ss2+d3+ssl+sse=(po§to je -ssy+d,y=dl-
—ssl)=d1+db-ssl-s52+d5+ssl+ssz=(poéto je -ssl—ssz+d5=d%-ssl-sséﬁ=
= dl+d’2+d’3-ssl—ssz+ssl+ssg=d—ssl-ssa+ssl+552€C, gde Jje d=dl+ :?+c%
Slicdno se moZe dokazati da za svako 8,51,3268 postoji d€D tako
da (—51—52+sl+32)s=-sls-s2s+sls+sgs+3(0; Dakle, na osnovu tvrde-
nja l., C je ideal u 8. Ali, ako je S unitarna tada, na oesnovu
teoreme 9., C je sadrzano u D i, stoga, D=C.
RELACIJE IZMEDU PRSTENOIDNE STRUKTURE I NJENOG ASOCIJATORA

'DISTRIBUTORA I KOMUTATORA
Za defekt distributivnosti D inormalnu asociatornu podgrupu A(S)

$

u opStem slucaju, ne moZe se reéi u kakvom su odnosu prema struk-
turi 5, tj. da 1i vaZe relacije A(S)=S, D=S ili relacije A(S)c S

D<S. Ali, napr. ako je S lokalna prstenoidna struktura onda se

mogu iskazati sledeCe teoreme.

TEOREMA /. Ako je S lokalna prstenoidna struktura i A(S)
asocijatorni ideal . strukture S onda je A(S)£S akko je S/L aso-

cijativna struktura gde je L=J(S) jedinstveni mesksimalni ideal e-
lemenata iz S koJi nemaju leve inverze (v.VI t.9.).

TEOREMA 8, Ako je 5 lokalna prstenoidna struktura i D(S) njen di-
stributorni ideal onda Jje S£D(S) akko Jje S/L distributivna struk-

tura, gde I=J(S) ima isto znadenje kao i u teoremi 7.

Ako je prstenoidna struktura prosta onda je, takode, mogulée reéi
koje od predhodnih relacija vaze . Dakle, u ovom sludaju vazZi

jedna od sledeéih relacija: il1i D=8 i1i D = fLo} odnosno
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i1i A(S)=8 ili A(S)={oj. Konkretan prim.er se dobije ako se
uzme konacna, prosta grupa (G,+), skup I njenih unutrasnjih au-
tomorfizama i skup EI(G) svih transformacija grupe G koji Je
cenerisan pomodéu skupa I, tzda je (EI(G),+,°) prosta struktu-
ra (v;Eﬂ), a (E(G)xG,+,8) ie struktura koja ima svojsve da joj
je Jedinstveni ideal normalna podzruva ({QﬁxG,+) grupe(EfEEcGyg,
=de su overacije: + 1 8 pokoordinatno sabiranje i afino mnofe-
nijie u E (G)XG_J (fye)8(f l’u?) (£f.,fg.+g), za svako (f,<)

1* =1 15/ 9

(f ,szl‘J ¢ E (G)XG i operacije +,2 su pokompmentno shitanje i sbeane tens—
lorma01ﬁa u T (G)
Neka Je (S,+, ) desna d.g. prstencoidna struktura sa Jedinicomnm

e . Komutator elemenata a i b iz (S,+) oznadimo sa (a,b)=-a-b+
+a+b , a podskupova A i B skupa S sa (A,B) . Skup (A,B) Jje, ustva-
ri, minimalna podgruva grure S koja sadf%i komutatore (a,b), za
svako afA i svako bEB ,

Ako su x,a,b&8, oznéimo distributor elemenata a,b sa x sai}/aﬂi=
=x(a+b )-xb~xXa,

Ako su NyA,B podskupovi-ékupa S oznac¢imo sa LN/A,Q] minimalnu
podgrupu grupe $,+) koja sadrzii fk/a bj , 28 svako afd, svako
€8 i svako néN. Cznalimo i |S/A,B | sa [4,B), t3.|S/A,B]=]A,B].
Ako su hl"'“’ﬁn podskupovli skupa S; tada, neka Alfﬁg---ﬂn ozna-
dava minimalnu poderupu grupe (S,+) koja sadrZi proizvode vida:

(al'aE"'an—l)an’ (al---an_g)(an_l-an) s waoy8y (a coed ) kao 1

zbirove vida (al...an_l)an+(a ...an_g)(a )+...+al(a2°..a )y

n-1%n
gde Su s aiEAi, i=l1-ougn 1 al 2:(& 2)& aiaéaa= 81(3235)+(al%235j

e e ey aia-.g“"anz(aiag‘““an_l)an‘l' »0ot al(aza--an) . Normalna pOd."

grupa generisana ovim podskupovima ogznacava se sa Hl-Azau-En*
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iﬂEOREMA 9, Neka je S distributivna prstencidna struktura sa distri-
butorom D, D normalna distributorna podgrupa grupe (S,+) ; tada ,
komutator C grupe (Sg+) sadrzian je u D,

DOKAZ . Za svako X,y,z€S postoje dl,ddéD takvi da je x(y+z)=dl+xy+
sxz 1 (x+y)z=xz+y2+d; . Odavde , za svako x,y,2,b €S je (x+y)(a+b)=
=x(a+h)+y(a+b)+d’= d"+xa+xb+d"“+ya+yb+d.’ (pogto jJe d'"+yva+yb= ya+yb+d
jer je T normalna podgrupa grupe (S,+) ) = d+xa+xb+ya+yb+d+d? (podto
je d"+xa+xbiya+tydb = xa+xb+ya+yb+d") = xa+xbr+ya+yb+d"+d+d’=xa+xb+ya+
+yb+d , gde su d=d'"+d+qd? y d°=—y(a+b)-x(asbd)+(x+y)(a+b) , d”=x(a+b?-
~-xt-xa , d"™=yla+b)-yb-ya i (x+y)(a+b) = dl+(x+y)a+&+y)b=d1+xa+ya+
+d2+xb+yb+d5 (podto je xa+ya+d2=d2+xa+ya3 jer je D normalna pod-
grupa grupe S)=d1+d2+xa+yb+xb+yb+d3=dl+d2+d5+?a+ya+xb+yb (jer je
xa+ya+d2¢xb+yb+d3=d5+xa+ya+d2+xb+yb} = d, +xa+ya+xb+yb , jer je d,=
=dl+d2+d5._Konsekventno, Xa+Xb+ya+yb+d = d4+xa+ya+xb+yb 1 Xb+ya =
=ya+xb (mod D). Dakle, distributor prstencidne strukture S cadrs:
komutator grupe (’52, +) .

FOSLEDICA 1. Ako je $°=5 tada je komutator C grupe (S,+) podskup
iistributora D prstenoidne strukture S .

POSLEDICA 2. Ako je D distributorni ideal prstencidne strukture S

i 82 S tada je (S/D, +)];gmutat1vna grupa.

’OSLEDICA 3. Distributiwvno generisana prstenoidna struktursa
Sy+,+) Jje distributivna ako i samo ako je S2 aditivne

comutativna (v. t. 4.4.3. [21] ).

'OSLEDICA 4. Distributivno generisana prstenoidna strukturs S Je

2

istributivna akko S< = {ﬁ}'ili S Je aditivno komutativna .

OSIEDICA 5. Ako je distributivmo generisana prstenocidna struk-

ura S distributivna i $°- S onda je S aditivmo komuta-
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tivna .

Beidleman ([6].) definiSe mali desni ideal A prstenaste struk-
ture R kao ideal koji ima svojtve da za svaki drugi ideal B u
R iz R =A +B sledi R =B ., Ovu definiciju é&emo koristi-

ti u sledecoj teoremi.,

THEOREMA lo. Neka je S leva unitarna prstencidna struktura s asoci-
jatorom A#S i distributorom D$S koji su mali idezali. Ako je (S,+) re-
$iva grupa tada : 1) Radikal J(8) strukture S se poklapa sa radika -
lom N(S) desnih S-podgrupa grupe (S,+) i 2) Struktura S/J(8) je
prsten .

Da bi smo dokazali ovu teoremu predhcdno cemo dokazati sledele leme,
LEMA 1. Neka je S leva prstenoidna struktura s jedinicom i neka je
njen asocijatorni ideal A(S) $5 mali ideal . Tada S/J(S) je prstena-
sta. struktura .

DOKAZ, Neka je M desni maksimalni ideal., Na osnovu leme 5*iZ£§:]
A(S) +M je desni ideal . Poito je A(S)AS to mora biti ili M+A(S) =M
(tj. A(SYEM) 11i M+A(S) = S , Medutim, ovo poslednje nije moguée,
jer je A(S) mali ideal, pa bi iz A(S}+M;S sledilo da je M=S dto je
kotradikecija s predpostavkom da je M maksimalni ideal , Dakle, S/M -
je asoclijativna prstenoidna strukturs.

IEMA 2. Neka je S leva prstenoidna unitarna struktura, neka Jje njen
distributorni ideal D#S mali ideal i J(8) radikal u Sytada, 3/J(S)
Je disgtributivna struktura .

Dokaz ove leme je isti kao 2 dokazleme 2. samo $to se u gornjim re-
lacijama umesto A(S) pisSe D .

DOKAZ.teoreme 13, Pcdto je , na osnowlema l.i 2., 8/J(8) asocijativ-

vna 1 distributivna to ostaje jos da dokaZiemo da je svaki maksi-—
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malni ideal modularan , tj. da je maksmalan i kao S-podgrupa
grune (5,+) 1 da je (S/J(S),+) komutativra grupa . Po¥to je (S,+)
;e‘éiva grupa to postoji resivi niz S-podgrupa S=Soi° 81:_3 s .o ?"Sn= 03-_
Kako je M maksimalnl ideal to je SDMD{OE normalni niz S-podegrupa.

Na osrvovu {1.1) iz le}navedeni nizovi 1m&ju ekvivalentna prodire-
nja, 8 prosirenje resivog niza S-podgrupa je red$ivi niz S-vodgrupa

(ro(1.,3) iz [5] ). Treba dokazati d=z je (S/M.+) komutativna Zrupa;

U suprotnom, ako (S/M,+) ne bi bila atelova onda bi postojao rediv
niz S-podgrupa SDK_:;,.:.G-,E-M;?.Q-“?.{oj . Posto Je KOM D 1 K je
normalna S—-podgrupa ttc je K maksimalni desni ideal a * je kontra-
diktorno nasoj predpostavci da je M maksimalni ideal . Ostaje, (S/M 9
je komutativna i S/M je prsten. Podto svaki maksimalni desn’ ideal
sadrzi J(S), jer Jje, kako walolas vidjesmo, maksimalan i k20 normal-
na S-podgrupa,to je i S/J(S) prstern . Zaicta, svaki meksimalni ideal
M sadrzi komutator C strukture S pa ¢e i njihov presesk J’S) sadria-
vati 7, Posto je DCM i, na osnovu 1. &4, iz EES] s, CCM %o ie CEM,
gde je C ideal generisan pomoéu komutateora . Lako je dokazati da
ni jedna maksimalna desna S-podgrupa P grupe (S,+) ne sadryi maksi-
malni ideal M, U suprotnom, pnestcjala bi maksimalna desna S-podgrupa
fP grupe (S/J(S),+) koja bi sadrgavala maksimalni idesal fM strukture
S/J(3) , gde je f prircdni S-homomorfizam strukture S na strukturu
S/J(8), a to je nemcguée, jer je 5/J7S) prsten . Cstaje da se ra-

dikal desnih S-podgrupa poklapa sa radikalom J(S) strukture S.



POGLaVLJE III

ArINA  PRSTENOIDNA STRUKTURA

Neka je odreden afini mroizvod SxT redam grpoida 8,+) i grupe (R i (T#) & grupa
(v. I,str.1). Teda je uredencj dvajci (§R) redom prstencidne strukture (Sy+qe)

gruve (R,+) pridruZena prstenoidna strukiura (SxT,+,2)} u odnosu

1-4e

na nokoordinatno sabiranje,+ (s,r)+(sj,hl) (s+85, Tezydeen. ()

1 afiro HEOEQﬂje} & : (Sir)®\511r1)=(5'5115r1+,r)1 za £7ako (S )’
- iz SxR, ede ] ’ =3 & 7 A neracli-e4 i

(s1,7y) iz SxR, zde je +’ prodirena operacija oneraci’e+ iz (R~ na T.

Cva struktura se cznalava sa (SxR,+,R), ako srfR, s¢S ,rfR, i sa

..i

—

ko ge

n

(Sx(SR+’R),+’,@), ako uslov srfR ne va?i u opitem sludziu

afinim mnoZenjem 1 vokoordinatnim sabiranjem gererife rova prsteno-

idna struktura, 1 naziva se prsbenoidnom afinom strukturonm .

Prgtenoidna afina stuktura SxR odnosno Sx{SR+’R) naziva se desnon

prstenoidnon afinom strukturom akko vaii ((sl,rl)+(82,r2)){s,r}-

—(Sg,rz)(s,r)-(grggéhr)=(o,o), za svako Cs,r),(sl,rl),(sg,rg)GSxR.

Prstencidra struktura SR se naziva levom nrsteroidnom afinom struk-

turom akkovazi (s,r){(51,r1)+(spgr2))-(SgT)ng,fg)—(Saf)(Slﬂﬂ=
=(o,~r) , 7a svako (s,7), (sl,r )y ! 32,_2) - SxR , ode e (0,0) neu-
tral grupe (SxR,+) odrosno gruve §x(SR+'R),+) .

b—.u

Prgteroidra afina struktura (SxT,+,®) se naziva prstenastom afinom

strukturom  akkeje grupoid (SxT,®), TG{R,SR+‘H}”asocijativan 5
u SxT vazi har Jedno svojstvo distributivnogi » 470 u o070 struk-

Turi vaze oba svojistva distributivnosti tada se ona naziva distri-

- - o . . by - ] -
cubivnor prstenoldnom  afinom strukturom 4ili prstenom

strukturom .

Prstenoidnrna afina gtruktura SxT naziva gse prsteroidrnir afiris kva-

zitelom (prsteroidnim afinim telom) ak@ ima har Jedno svodstro di-

stributivnosti i ako Jje (SxT,®) kvazigrupa (zruva) . Alko urz nave-

dena gvoistva vaZe 1 oba svoistva distributivnosti tada se SxT
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~gziva prsterim kvazitelom odnosno prstenim Telom . Prstenoidno

asoijatimo kvazitelo se rnaziva prstenastinm felom ili vrosto telom,

Neka Je urederod dvojci (8,R) vrsteroidnih struktura redom (S,+,.)
i (2,+,0) oridruZena prsteroidra struktura, u oznaci (SXP,+~@i

axo je sTER, s¢S, TCR odnosno 1 oznaci (Sx(SR:ﬂR),+,@£, ako ovaj
uslow ne vaZi u ovetenm glucaju , u odnosu na pokoordinatno gsahira-

~fe v Sx(SRe’R) 1 afino mnoZfenfe, ©4: (s,r'8{sq,r;)=(s-s,,sr;0’r),

-
L

(w&*r Sqs 31) QDKW , £de de © D“O“l“e 18 OTeraciia overaciie o M

(R,+,¢) » I ova struktura se raziva ovrstenocidrom afinom struktu-

rom . Letrivijalna prsterncidna afina struktura (SxR, $,®l; odnosno

struktura (Sx(SRo'R),+ y ) uvek ima defekt desnog svoistva distri-

Y

hutivrosti va se ova struktura naziva Jjof i prsteroidron afirom

..*
L

-

strukturom s defektor desne distributivnosti (s d.4.4d.). Prsteno-

idra netrivijalna afina strukiura (S¥R,+,8) odrosgsro stmi-tura

(Sx(8P+'R),+,8) uvek ima nevrazan defek:leve distri-utirosti

o

del.d.) tez obzira kakve su ulazna strvkhnrz S 1 gruna R) pa se ova

struktrra naziva Jjog 1 prsteroidnom &finom strukitaror s d.l.ds

Prstencidna afira struktura Sx{(SReo’R) se naziva levom (desnom)

akko Je (53T>((511T1)+(521r2))“‘(Ssr)(sga?g}"css?)GS}aT1)f=(010)"~m
(((S'I rj fsgghg)\}csa-ﬂ\} (52'}-" \’<ST"/ (S‘|1*- XCS I')
= (o, [sy+8,)r0°(ry+7,) - s,re’r, - 5,760’7, ) ), 7a svako

fs,r},(sl,rl),(sg,rg) € S xR,

3

1. SVCJIJSTVO DISTZIBUTIVHCOSTI PRSTEICIDIE AFINVE STRUVTURE

Neka je (S,+,+) prstenocidna struktura s d.l.d. i (R,+) gruva ,

srtR 1 S(rl+rg)=r’+sr1+sr2 za svako s£S, rl,rzéR ygde je 1, odre—
n iniciji, relacijom w’=g(r _
deno, po definiciii, relacijom ¥ _1+r2) STS—ST. 5 S S‘“l’*ﬁeﬁ

Tada, (s, r)((sl,rl)+(spgr2))~((s r (s o eDs,, 1)) = (s7,7), gde
su s’:s(sl+52)—552—ssl i = r?+sr, +(—7)-sr, {s,??,(sl,rf,ﬁé;EXExR.
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sko je R abelova (odnosno SR + R abelova ) grupa onda je d.l.d.
u SxR jednak (s’,-r), a ako je uz to jo$ i S prsten. 1L s(r+rl) =
= sr + Sry onda je deled. jednak (o0,-r) , za svako (s,r),(sl,rl),
(Sg’rz) iz S xR.

poito , po predpostavci , svojstvo desne distributivnosti u S po-
stoji to je , uz uslov (sl+s2)r = SqT + ST

((s7577) + (55,75))(s,T) ~((s) 471 )(8,7)+(s5,7,)(5,7)) = (o,5¢T+
+ser+rl-(slr+rl+32r)) , zad svako (sl,rl),(sa,rg),(s,r) iz SxR .
Ako je R abelova grupa tada se ovaj rezultat svodi na (0,0),za
svako (s,r),(sl,rl),(sz,rz) iz SxR .

Ako uslov SRCR ne vazi , tj. ako skup SxR generiSe skup Sx(SR+R)
tada , uz predpostavku pokomponentnog sabiranja u drugo] kompo-
nenti,tjeda je (SR+Rg)abelova, da vazi (sl+52)(sr¢f)=sl(sr$f) +
+52(sr£5),rezultat je opet Jjednak (o,0) za svako (s,r),(sl,rl),
(s5,15) iz SxR

Ako je S distributivna prstenoidna struktura , (sl+32)(sr$f) =
=sl(sr$f)+sg(sr$f) i SR+R abelova grupa , onda se u SxR odnosno
Sx(8R+R) pojavljuje d.l.d. samo u drugej komponenti . |

Ako uslov SRER ne vazi,tj. ako skup SxR generise strukturu
Sx(SR+R) odnosno 8Sx(SRR} (vpomoéu afinog mnoZenja),tada uz pred-
hodnu predpostavku i uz predpostavku pokomponentnog sabiranja u
SR+R defekt leve distributivnosti“SXSR+R} je normalna podgrupa
fo_} x(SR+R) grupe (Sx(SR+R),+) o Ako je RCS tada dol.d. u SxR
je normalna podgrupa ({h}XSR,+) grupe ({b}xs , + ) odnosno grupe
(SXS,+) koja je generisana spljnim mnozenjem elemenata skupova
redom S 1 R .

Neka je(tS,+,'),(R,+,¢)) ureden par prstenoidnih struktura tak-

Vvih da g ima ded.de. Neka Jje definisan afini praizvod . Sx(SR®R)
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struktura S i R » Tada , u SxR odnosno Sx(SRoR) va¥i levo
svojstvo distributivnosti ako ono vazi u S i R i ako wvazi s(rl+5)=
=srl¥sr2 ’ Svojstvo desne distributivnosti je defektno, tj.
((sl,rl)+(sg,r2))(s,r) - ((sl,rl)(s,r)+(52,r2)(s,r)) =
=((sl+sz)s-(sls+ses),(slriszr$(sr)’)ﬁﬁi+rg) - (slr€r1+ser3rg)) -
= (s?, (srer)?) , za svako (sl,rl),(se,rg),(s,r)ESxR odnosno za
svako (slxbréra),(sg,(srar)g), (s,(sr?r)) € Sx(SReR) .

Ako su S i R prstenovi i s(rr:-1:']_)=SJ:'1-=1'I‘:L,._s(J:'l+1:'2)=s;r:*:,_~+-s:c"2 , ta-

da d.d.d. strukture SxR odnosno Sx(SR9R) je (O,Qsl+s2)@(rl+r2}-
- (serSrz) - (sr£r1)) . 51,5265 . r,rl,rgéR .

Neka Je ((Sy+40)4(Ry+)) uredena dvojka od jedne prstenoidne struce
ture S 1 jedne grupe R i neka je odreden njihov afini. proizvod .
Sgsggg} istim redom(S ,R), tada je lako dokazati sledeée teoreme .

Teorema 1. Da bi struktura (SxR,+,8) odnosno (Sx(SR+R),+,8) bi-

la desna prstenoidna afina struktura s d.l.d., (u obema koordina-
tama) dovoljan uslov je da : a) (S,+,+)je desna pretenocid—
ns strutura , b) (Ry+) odnosno (SR@R,}) abelova grupa i c) (sl+

+52)r = slr?sgr ° |

feorema 2, Da bi struktura (SxR,+,8&) odnosno struktura (Sx(SRﬂR))aﬁ@
bila leva prstenoidna afina struktura s  do.d. (u obena komponen—
tama i s l.d. samo Wdrugoj komponenti) potreban i dovoljan uslov

je da je (S,+,*) leva pretenoidna struktura s d.d.d i (R,+) odno-

sno (SR+R,+) grupa . |

2., 1deali prstenoidne afine strukture _(V,L12, str.455j)

DEFINICIJA 2. Neka je SxR odnosno Sx{SRYR) prstenoidna afina struk-

1

tura s d.d.d. S*xR odnosno Slx(SRSR) . Normalna podgrupa S?xR? odnosno

Sx@ERIR)* grupe (SxR,+) odnosno grupe (Sx(SRIR),+) je ideal akko:
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1) ((sy,77) + (s2,22))(s,v) ~ (sq,v)(s,T) € S’xR odnosno iz
S?x(SRe’R) "

2) (s,r)((sl,rl) + (s8*,»?)) - (s, )(sl,_ ) € $S'xR odnosno iz
3'x(SRe’R)?, 7a svako (s’,r’) iz S?xR?, (s,r),(sl,rl) € SxR
odrnosno (s?,r?) iz S’x(SRe'R)’ 1 (s,_;,(sl,rl) iz Sx(SRe’R) .,

Nz igti radin se definife 1 idezal vrstenoidre afine strukiure

$x2 odrosno Sx(SR+’R); s d.l.d. sixm (odr. Slx(SR+’R)}.

3. Relativni mefoviti defelt distribrutivnosti { r.m.d.d.)

Neka ie uredenom varu (S,R) prstenoidnih struktura redom (S,+,-)

i (R,+,0) pridruZena afira prstenidna struktura SxQ, ¢=iliR ili SHFR

1 odnosu na pokoordinatno sabiranie,+ u 3xQ 1 afino mrozenje:

2

(s,T )@(s rl)=(s.sl,srla’r)ﬂ Neka je S¥R podskup skupa S¥Q . Tada,

gkup svih uredenih parova vida (dyx) X€{§93d5duvd;’ 190 1,d okj'

»

koji se javliaju u relaciji :

((sl,rl)+(53§))(s,r) - (s4,77)(s,) = ((s4+8)s=575 , (sy+8)reX(m+
+5)-—slr=frl) = (sls+§s+d—sls, (slr+§f+dl}n%r1+§ﬁ ~ §;T o7y )
=(sls+§é+d—sls R slro’(rl+f)+§r95(r1+5)+dlﬂér1+r)+dﬁﬂslﬂoﬂ )
={sls+'§s+d-sls , dz+s{T T +§¢T @ T+d, +ST o rl+§ﬁ o’ r+d5+dl¢tql+dla1}'+
+d2;slru’rl) , gde su : dﬂ—Es-sis+(sl+§}s ;wi1=—§?;slr+(s+§)r .

d2==—d1n’(r +§3—§ru’(r1+5)-slra’(rl+§}+(slr+§r+dl)n?(rl+?) .

1
za svako (s,r),(sl,":l) € 5 XR i gvavo (s,r) € SxR.

naziva se relativni meSoviti d.d.d. skups SxR u odnosu  na
slup S¥Y (V.IES], str.22).

TEOREMA 3, Neka su (S,+,*) i (R,+,°) prsteroidne strvkture .

Meka je odreden afini proizvod SxQ grupoida redom (S,+) 1 (R,y0),
(Q,+) gruva i 8’ d.d.d. strukture S . Tada,
1) (SxQ4+,8 je afina prstenoidra struktura s d.d.d. S?xQ u odnosu

na pokoordiratro sabiranje u SxQ i afiro mnozZenje (s, v\g(squﬁ_
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p P 1 A

S(S.sl,srloL), za s7alo (s,r),(sl,rl) £ SxR

5) Normalna nrodgruna 5xQ grupe (SxQ,+) je desni ideal wu SxQ
akko je 5 desna S-vodgruna, § leva S@-vodgrupa SQ<’Q €@ i 3xQ
sadrii svol r.m.d.d.d. u odrosu na skup SxQ ;

) Normalra podzruna SxQ gruve (SxC,+) Je levi ideal strulkiture
sxQ atko Jje S leva S-nodzruva, § leva S-nodgruna i desra Q-pod-
4

~prme 3 A2 s2dTI1 sVOJ Temedsl.d. U 0dNOSU M& sKUD SXQ

DOKAZ . 2) Ako Je 1 defiriciii remed.d.d. SxXE rorralna vodgruva
~rune (SxQ,+) onda je ova teorema taro i dokazana .,

2 ) rI( g (s Y - - T - P

3) (s,r)(7s,,7q Y+(s,r)) (S‘*>(Sl’*1) (s(sl+s, ssl,ngf

+§?aﬁr—-sridﬁ?) = (d+ssl+ss - S8y ,(dl+sr1+§?)a’r - STq0'r ) =

e

=(d+ssl+s-§-ss7 , d oﬁr+srlaﬁw-sEﬁﬁ*+ d,-sror) , zde su : d=s(sl+

+8)-ss-ssy , dy=s T T )=8T=5T o d,=sTIr-sT,0’r~d,0°r +(d, +sT, +sT) T,
za gvako (S,I‘)}(S 131) E oxi 1 svako (.S—,E)€-S-}CE

ideal strukture S to

(3]

4y i 5) Pofto je , na osnovu t. 4. II,
se direlkktrim nroveravaniem defiricije ideala dokezniu i ove teo-

rere .

.,

POSIEDTCA 1. Ako su S 1 R dva proizvolina prstena, ako Je odre-

fern afini proizvod grupoidaredom (S,«) i (R,e), s(rl+r2)=srl+
+8,T 1 s(rorl)=sra?rl, tada Je SxR (odrnosro Sx(SRo’R)) afina
prstenoidna strulitura s d.d.d. {0y xR (odnosro {q}x(SH:ﬁR)) .
POSIEDICA 2. llekza su S i R dva prstena takva da Je odreden afi-

ni proizvod grmnoida redom (3,.) i (R, ), s(rl+r2):srl+srE i S@ﬂi)z
=sr<ﬂrl. Tada , potreban 1 dovoljan usliov da bhi rormalna podgrupa
5xU prupe (SxQ,+), Q = 1l1i R ili SRR, bila : a) desni ideal u

Sx) ‘e da je S desna S—-podgrupa, { leva SQ-podsrupa, SQ’QEQ , b)

lewri ideal je da Jje S leva S-nodgruva, Q leva 8 - podgrupa 1 de-

sra Q--odoripa 1o¢) ideal strukture Sx; je da e S S-pnodgrupa, [
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leva SyoQ~-podgrupa 1 desna Q-podgrupa i 3SQe'C =

TEQREMA A . Neka je (5x(SR+’R),+,®) prstenoidna zfina struk-

tura u odnosu ra vpokoordiratno sabhiranie: (S,r}+(31,r
(s+sl , r+rl) i afino mrozenie : (s,r)@(sl,rl) = fg.sl’srlgr),
(s,r),(sl,rl) ¢ SxR, koda je pridruZena uredenonm varu (S,R
radom prstenoidne strukture (£,+,.) i grupe (R,+) . Tada ,
(51+52)s = §15+555 5331,8253 i grvuva SR+*R Je rormutativma
sic’-0 e ((sl,rl)+(82,r2))(s,r)—{ag,rg)(s,r)n(sl,rl)(s,r) =(0,0)
i (sy+s,)T = §T + s,T , za sveko (s,7),(sq,77),(s,5,7,)€5xR,

cde je (0,0) neutral u (Sx(SR+’R),+).

DOKAZ »
<(51&r1)+(821r2))(3331 "(SQ,TE)CS,T)—(Sl,rl)(S,r)z

=((sl+52)s—szs-sls, (sl+sg}r+rl-szr-rl—slr) =
=((sl+32)s-525—sls ) SqT+S,THI|~S =Ty =SqT Y = (0,0)<E==>
¢$$4(§l+52)s=sls+sgs s SqT+E ST+ =S, P=T =51 T=0 pL——%
<((sq+s5,)578,8+8,5 , _syT+s,rtr) =gqF+r 48,7 ) , za2
sTa%0 (s,r),(sl,rl),(sg,rg) iz SxR .
Ao Je (S,+,°) dog. desna prstercidna struktura s Jjedinicon
onda je na, na osnovu t.9.1I. i grupa (Sx(SR+'R),+) komu-
tati-na .
TEOREIHA B . Neka je (Sx(SRE&R),+,8) prstenoidna struktura u
odrosu na pokoordiratno sakiranje u Sx(SRe’R) i afino mno¥enjie,

Q (s,r)ﬁfsl,rl) = (s-sl , ST, o'T), (s,r),(sl,rl)ESxR,fkoja ie

—d

]

pridruzena nredenom paru ovrstenoidnih struktura ((S,+,+,(TF,+,9)).
= 1 ( Y= Y oY= Y :

Tada, s(sl+sg) §Sq+88, 1 s\rl+r2)¢;r (sr1+sr2,o:r ST O’ T+ET 5T

axko je Cssr)((slirl)+(sgjrg))-(Sjr)(sgjfz)"csjr)(sljrljzcojo)

i s(rl+r2)=srl+sr2, za svako (s,r),(sl,rl),(sg,rg) £ 8xR .
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qela Je Sx(SR+'R) desna affrs msteraidra struktura s d.l.d. Normalna

pod gTUpa S?'xR? (odn. S'x(SR+R)?) aditivne grupe (SxR,+) (odn.

;%(SR+R)) je_ideal akko:
1) (87xR?)(SXR)CS'xR? (odn.(8'x(SRIR)ASx(SRR)) L8 x(SR+R)”)

2) (s'r)((sl,rl)+(8’,r’))—(s r)(sq,r)€S'xR’ (odnosno

(s,srl r)((sq98,T 2Tr1)+(s’,®r'+r0 )=~ (s, sr-+r)(sl,sl 2+rl)€Sx(SR£RTﬂ
sa svako (5,r),(sq,Ty) iz SxR , TyfR i svako (s?,r’)€S’xR’.
Teorema 4. Neka je SxR (odn. Sx(SR+R)) prstenoidna afina struk-
Teoremsa -+

tura s d.l.d, Tada ,

1) Normalna podgrupa S'xR? grupe (3xR4+) Je levi ideal u SxR

akko : a) S? i R? su leve S-podgrupe i b) ona sadrzi svoj m.r.d.d.
podskupa S’xR? u odnosu na skup S5xR §

2) Normalna podgrupa grupe (SxR,+) generisana skupom SxR je de-
sni ideal u SxR akko ona sadr?i skup SR, 5 je desna S-podgru-

pa i sadr?¥i svoj r.m.d.d.d. u odnosu na skup SxR .

3) Normalna .podgrupa S?xR} grupe (SxR,+) je ideal akko : a) S?
je S-podgrupa , b) R* je leva S—podgrupa , c¢) S’ R& R? 1 4) R

sadr¥i meor.d.d. podskupa S*'xR? u odnosu na skup SXE .
Tdeal strukture Sx(SR+R) ispunjava sve uslove ove teoreme .

Posledica 1., Neka je S distributivna prstencidna struktura i

SxR prstenaldna afina struktura s d. ltdu Tada ’ normalna podgru—
pa S'x R! grupe (SXR,+) je levl ldeal akko su 5?1 R? leve S—pod-—
grupe i s(rl+§)=srl+55', stS, rléR , TER',

Posledica 2.Neka je S distributivna struktura , (R,+) grupa i

neka Jje (SR+#R,+) grupa . Normalna podgrupa S?'x(8SR+R) grupe
Sx(SR+R) je ideal u Sx(SR+R) t.i s.t. kada je S’ s-podgrupa

Posledica Z. Normalna podgrupa aditivne grupe Sx(SR+R), koja

je generisana njenim defektom distributivnosti Je ideal u

Sx{(SR+R)
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posledica 4. Normalna podgrupa-to}x(SR#R) grupe SxR 6érnosno

grupe Sx(SR{4R) je ideal u SxR (odnosno u Sx(SRiR)),

Posledica_ﬁ. Neka je SxR prstenoldna struktura s d.l.ds S?xR
Tada , normalna podgrupa SxR koja je generisana skupom S'xR je
ideal ako je S' S-podgrupa i R je leva S=-podgrupa .

Teorema 5. Neka je SxR (odn. Sx(SR#R)) prstencidna afira struk-

tura s del.d. Tada , potreban i dovoljan uslov da bi pcigruva BxR,+)
(odn. podgrupa SxSR+R; grupe (SxR,+) {odn. gruve Sx(SP+’R)) tila:

4) leva d-podgrupa je da su S i R (odnosno 8 i SR¥R) leve S-pod-

grupe grupa redom (S,+), ®y) (odn. grupe (SR+R),+)), gde je o-narzal u R,
B, dera Sxic}-podgrupa je da je 5 desna S-podgrupa grupe (SxR,+)
odnosno grupe (Sx(SR+R),+), so=0, sf5, o je neutral grupe (R,+) 1

¢) sxtfol-palsrupa je da Je Sx{o) Sxppodgrupa i R (odnosnmo SRR ) leva
S-podgrupa grupa redon (8,+) i (Ry+) (odnoso (SR#R)+) ), so=o, s€S , ofR.

Teorema 53 Ako je afino mnoZenje u SxR (odnosno SxSRSR)) odredeno

pomoéu operacija mnozenja u S i R i medovitog spoljeg mnozenja
elemena%a iz S sa elementima 1z R tada potrebanj-dovoljan uslov
da bi podgrupa SxR (odnosnb podgrupa SxSRcR) bila :

1) leva SxR-podgrupa (odn. Sx(SRcR) —podgrupa) je da je § leva
S-podgrupa , R leva S-podgrupa i desna R-podgrupa (SRR leva S-
podgrupa i desna SReR-podgrupa) grupe SxR (odn. grupe (Sx(SRER),+)),
2) desna SxR-podgrupa (odn. Sx(SRYR)-podgrupa ) je da je § desna
S-podgrupa , R leva BR-podgrupa (odn. SRR leva B(SRR)-podgrupa)
grupe SxR (odn. grupe (Sx(SR9R),+)) .

2) sxR-podgrupa grupe (SxR,+) (odnosno (Sx(SRFR) — podgrupa
grupe (Sx(SR°R),+)) je da je 8 S-podgrupa , R leva 8,3R-podgrupa
pa desna R-podgrupa {(odn. SR°R leva S, S(8Ro°R)-podgrupa
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; desna SROR-podgrupa)

prstenoidna afina struktura SxR (odn. Sx(SR+R)) ima SxR-pod-
grupe vida SxR (odn. vida Sx(SR®R)), =de je 8 S-podgrupa gru-
pe (S,+)

Teorema 6. Neka je SxR (Sx(SR+R)) prstenoidna struktura u ko-

joj je afino mnoéenje definisano: (s,r)(sl,rl) = (ssl,srlﬁr)
(s,r)(sl,rl)GSxR . Tada , defekt leve distributivnosti je

1) Normalna podgrupa {%}xR grupe (SxR,+) odnosno normalna pod-
%TUP3~{Q}X(SR£R) grupe (Sx(SR+R),+), ako je S prsten, R adi-
tivna grupa i va%i.s(rl+r2‘)= ST;+Srs5 , 28 Svako s€S 1 svako
SEEPALE

2) Normalna podgrupa grupe (SxS,+) generisana skupom {oTxR .

ako R&ES i S Je distributivna prstenoidna struktura .

3) s’xR , ako je S prstenoidna struktura s d.l.do S*, a (R,+)

je gripa o

Tvrdenje l. Neka je S distributivna prstenocidna struktura ,

SXR prstenocidna afina struktura s d.l.d. u kojoj je afino

mnoZenje definisano kao u predhodnoj teoremi, (R,+) Jje komu-
tativna grupa i neka je s(-r) = -sr| s(r+r1) =ST+8T ;s zZa svako

stS r,fiZEWlTTada ,

a) (s,)r)( (s1577)) = =(s,7)(s9,r9) + (0,21);0) ol(spm)s,m)lendds o Dmee o=

:7'} ™ * 2 « 82 e O0Q
.4 n rfﬁD“Jqﬂl 2""°8p 9 S1°*°8Sp 1Tty S

5 n +«rﬂ»c»-i-:s:}_r2+r‘l)-J

n-2"n-1
za svako siES i svako riQR , 1=1, e+, n

2
D0KAZ (8,2 (=(57571)) = ~(,0)(ry,7)) + (042003 ) (ol Bl Y=

= ggl(si’ri) = (87477)(85975)0ee(s ,T ) =

’4'((5152*511'2”1)(53*%)}’”D(Sn*rn) = el
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= (81850008 18, s 58500 e8) T 481550008, ST J+ee et THHT, )
z8 svako (si,ri)GSxR, i=1,2,¢.0,0 ,
TVRDENJE 2. Neka je SxR prstenoidna afina struktura s l.dl;ig}xﬂ,
(R,+) abelova grupa, sréR i 8(ry+e. .+ )=STy+...+sr, . Tada,
(5,0) (87 +eretSyy TytenatT )=((5,T) (81,0 )4eras(s,2) (8,7, ) =
= ( 0o, =(n=-1l)r),
za svako s,s;(S i svako r, riéih i=l,...,0 o gde je o neutral u(R,+).
DOKAZ,té,r)(sl, ces +8_ , rl+...+rn)—((s,r)(sl,rl)+...+
+(s,r)(sn,rn)) = (ssl+...+ssn . srl+5r2+...+srh+r) -
-((ssl,srl+r)+(ssz,sr2+r)+...+(ssn,srﬁ+r) = (o, -(n=1)1),
za svako (s,r),(si,ri) 12 SxXR, i=l,eceqsD
TEOREMA 7. Neka je (SxR,+,2) prstenoidna afina struktura u kojoj
je (S4+,.) desna d.g. prstenasta struktura s jedinicom e , (R,+)
grupa i er = r, za svako r{R. Tada su sledeéa tvrdenja ekviva-
lentna :
a) (SxR,R) je &socijativna.i (82,+)'je.komutativna 3
b) Levi distributor afine strukture SxR.je-£Q}th,a desni {ko,ol}
i s(rl+r2)=srl+sr2 , 23 svako s€S i svako pbrééﬁr;

c)(SngJ je kqmutativna grupa i s(rl+r2)=sr1+sr2, za svako séS i
Cevaxo maey(r i
d) S je distributivna struktura i vasi s(rl+r2)=srl+sr2 s 28 SvVa-
ko s¢8 1 s'va:ko_-rl,;rz(R .
TEOREMA 7% Neka je SxR (odn. Sx(SRo’R)) prstenoidne afina struktu-
ra . Tada, sledeé¢i iskazi su ekvivalentni :
a) Desni distributor strukture SxR (odn. Sx(SRo’R) ) je S’'x(SRoR),
gde je 8' d.d. prstenoidne strukture S, & l.d. je {o}m,' skup

svih uredenih parova (o,s(rl+r2)r-(srloﬁ?+sr26r)), za svako (s,r),
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(Sl’rl) i (8542,) iz SxR , gde je o meutral grupe (R,+) i

b) SxR ( odn. Sx(SRo'R)) je prstenoidna struktura takva da je
g leva prstencidna struktura s d.d. S? .

DOKAZ t.7. Grupa (R,+) je S~grupa ako jJe (Sl+52)r=51r+32r .
sréR 1 s(slr)=(ssl)r ,‘za svako s,slés i svako r¢R.

Iz ¢) sledi b) . Zaista, ako je (R,+) komutativna onda je

((89,79 )+ (85,05))(8,7)=(55,75)(8,7) (857,77 )(s,T) =

=( s7+S5, rl+r2)(S,r)—(sgs,52r+r2)—<sls,slr+rl)) =
=((sy+s,)8-8,8~8;58 , (sy+s5)+r ~s,r-1;-8,7) = (o, (sq+8,)r+T-
nszr-rl-slr) = (o, slr+32r~52r—slr) = (0,0) i
(8,£)((s7,79)+(85,r5))-(s,r)(5,5,r,)~(8,0)(5;,2;) =
=&hr)(sl+sz,r1+r2)—(ss2,sr2+r)—(ssl,Br1+r) =
=(s(sl+52)-ss2~ssl,s(rl+r2)-sr2~r-srl) = ( o, s(rl+r2)-sr2—r-
-srl}é{o};cﬂ s Jer Je désn_a_ distributivnc generisana prste-
noidna struktura-(8, +, « ) aditivno ‘komutativna pa

na osnovu pOSl.'qutig;II iz komutativnosti strukture (8,+,°)
sledi leva distributivmost u s i s(8y+s,)=85,+85,, za svako
s,sl,52€S i gornja relacija je u vainosti .

Iz b) sledi a). Zaista, za svako (s,r),(sl,rl),(52,r2)€SxR1,

((S,r)(Sl9rl))(32,r2)"(39ﬁx(51rr1)(SEQre)) =
=(SslgSrl+r)(5211‘2>"(8,r)(318_2,.313:‘24-131) =

=C38182, sslr2+sgt+r)—(sslsz, s(slr2+rl)+r) =

=(o , sslr2+srl-s(slr2+rl))=(o,sslr2+srl—(sslr2+srl)) = f0,0) ,

Iz a) sledi c) . Podto za svako s8€S postoji 5,87, i=l,...,n,

gde je S’ podpolugrupa levodistributivnih elemenata koji aditiv-
no generisu grupu (5,+), takvi da je s=) ?:131' Tada, za svako

(8y2), (857 )y (85,75 )€8xR, ((8,2X87 571 )) (85T ) (5,05}, omTs) )=
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=((ssl)52-s(slse), sslr2+srl-s(slgﬁrl)) = (o,o):%;{(ssl)52=s(5fb),
s8¢, + Ty)=6(8TH)49T] eenverinennnnnnenae. cheeeseaaaaas (x).

Ako u relacijd (x) stavimo da s;=e onda je s(r+ry) = sr+sr,,
za svako s€S i svako r,rléR . Otuda, ) i=lsi(r+rl) = I:2=15ir +
+§ 1S Ty o Znadi, grupa (R,+) je komutativna.1b§u>(S,+)=(S%+)'

ég (SxR,+) komutatiwma.
IE. sled1 a) . Zaista, podto je po predpostavci t.7.d) (S,.)

asocijativna i s(r+ry)=sr+sry, za svako s{S i svako r,ry€R to
je ((S,r)cslsr ))(32’r2)-(5’r)((Sl’rl)($2’r2))=((551)52'5(3132)s

S Tp+8T) = s(szr+r )) = (0,0), 2za svako (s,r), (s s Ty ), (52’r2)
SxR 1 posto je S distributivno to je, na osnovu.pos*.é t,9, (S5 +)
xomutativna. Obratno, iz t.7. a) sledi t. 7.d).

TEOREMA 8. Neka je SxR (odn. Sx(SROR)) prstenocidna afina struk-

tura s d.d. S’xR ( odn. S?x(SRAR)). Tada, 1) Desni distributor

e: a) normalna podgrupa { oyxR grupe (SxR,+) odn. podgrupa o}x(&ﬁdl?)
grupe (SxFSRoﬂ$,+) ako su S 1 R odn. SROR prstenovi i (sl+52)t=
slt+32t ’ sl,sgés, t€SROR ; b) normalna podgrupa S*x(SRoR), ako je
S prstenoidna struktura s d.d. 3 i Sx(SRo’H) je distributivna pr-
stenoidna struktura.

2) Levi distributor je normalna podgrupa: a) ﬁﬁx{SEﬂ’R) grupe
(Sx(SROR),+), 28ko u S vazi levo svoastva distributivnosti; b){haoi}
ako su S i R odn. SRo’R prstenov1, vazi mesovito svojstvo 1l.d.
mnoZenja elemenata iz S sa elementima iz R prema sabiranju u R i
svojstvo desne distributivnosti u SRo'R odnosno §oix(SR) (s)<(Re™®)
ako ova svojstva ne vaZe i ¢) SXR (odn. S%(3R)), ako je S'1.d.
strukture S, a {Q}x(SR)’je normalna podgrupa grupe (Sx(8Ro’R),+)
generisana skupom svih elemenata vida (o,s(r1+r2)db-sr26khsrf?r),
za svako (s,r),(sl,rl),(52,r2)GSxR..
TEOREMA 9. Neka je SxR prstenoidna afina struktura s l.d. sk u

kojoj Jje (S,+,¢) prstenoidna strukturas jedinicom i (R,+) grupa.
Neka je S'xR? ideal u SxR . Tada je SxR=SxR/S°xR®’ prstenoidna afi-

na struktura s 1.d. §1x‘fa={(‘s‘,f)=(s’ +sir+R‘)/(s’,r)Es]>rR}.
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DOKAZ t, 8, El) ((Sljtl}‘*(Szitg\)(Sgt\)‘(sgqu)(S,t)-(Sl,*’l>rS,'{T)=

(o, ((sy+sy)t) d(ty+t,) - Syt b, - st ) = (o,(slt+sgt)5(tl+
+t2) - sst dto-sy b a’tl) = (0, Syt a’tl+sat u‘tl+slt o' tots,t @t
_52’5 g’tz—slto’tl) = (o, 324-: o’tl+slt a’tg) ¢ ﬁ:}x SRe'R, =za sva-
0 (59805 (s5,t5) €8 x (BRI R) |
2) (sy+85,67+8,)(s,8) = (85,5,)(s,t)=(s5,1,)(s,t) =

= ((sy+s;)8~s,8-5;8 ,((sl+sg)t)o’(tl+t2) -so5bd b, ~s;t68) =
(s’,(slt+szt)c’(tl+t2} - S5t - syt ) =
(s?, Cslt-i-sat)o’%l-t—(slt-i-sgt) Stg—sgtq’tg-slt o’tl) -

il

BN
ol

(S! 3 Slt O,tl + SEQC 'l - Slt a’tg — Slt o,tl) -

(s , 8Te't?) £ 8 x SRR, zz svako (sl,tl),(sg,tE)ES:z(SRo’R)

i

ﬁ

2) ¢) (Sir)aélfrl)+(sgsrgﬁ> - (S,r>(525r2) *(S,T)(Sl,rl) =
=( o, s(rl+r2)a’r - Sryd' T ~ sryo’r ) £ {o}:{ (SRe R}, za
svalo (s,r),(sl,rl),(s;,raj £ 3 P,

DOKAZ t. 9. DPo&to Jje sreR, za svako sfS i svalko réR , Yo Je:

-

(51,51) + (Eg,rg} = (5,+87, rl+R’) + (52+S’,r2+R’) =

-

N . = .
(87+5,+87 , ry+r+R*) £ 5 x R i

——

(El’El) @ (52,52) = (51+S’, rl+R’)ﬁ(sg+S’,r2+R’) =

3((514"51)(524-5,) ) ($1+S’)(r2+R’) + r +R1) =

1
=((51+5% (5,487 )=(51+87 ). s, + £1+5°)s,, (545" J(ro+R?)~(59+87 )T+
+(5,+87 )r2+rl+R" } = Cs‘*+(sl+s’ )52—5152-1-5132 , §‘+(sl+5’ )r2+r1+}"{’ -
~T~81To+81To+ T ) = (S7+s,s,, R'+s Tr5+7y) 1z SxR, za svako (81,79

(g yT5) €5xR odnosno za svako (—5"1,52),(52,52)6@}{? , gde su :

AW

(sl+5’)(52+5’)-—(sl+s’)52 = $°€S° (po def.3) ideala), (sfS’}(r2+
+R’)—(sl+5‘)r2=§‘§ R! na osnovu def. 2) ideala) ; Z8 s,y=e 1 er = 1,
e je Jjedinica u (S,°), na osnovu def.2) jideala (sl+S’)52—slsg= S?

1 za 5°= Q
S7=0, 57¢S8’, o neutral u (R,+), (:sl+s’)r2+rl+R’—rl-slr2=R’(na

ognovu def.2) ideala ) ,

eorera 9, vail i1 u sludajin kad s*truktum S i grupa R generiiu pro-

"

¢

Sirenu rretenecidnu strukturn Sx(SR+IR) .



TEOREMA Q) Neka je (Sx(SRJR),+,8) prstenocidna struktura s d.d.d.

slx(SRaﬁD, u kojoi su (8,+,+) i (Ry+,0) prsteroidre strukture s
jedinicama redom e i n , en=n i neka je 5’xR’ ideal strukiure

Sx(SRdﬂQ,tada je SxR=5x(SRo'R)/S*xR? prstencidna struktura s d.d.d.

's'lx(ERo’R):{(E,E) = (su-s’;r*m’)/(s’,r’ﬁéslx(sw}?} n jejednica u SRR
DOKAZ- (51+57,77+R’ )@(s,+8°, T, +R’ )=(8,8,+57,(s,+87 ) (I‘2+R’)o’(rl+R’ ) )=
- (575,487, (57+8 ) (T p+R)) @+ R) = 51 (7,+R ) o' 0y+s, (Tp+R? ) o'y ) =
=(5152+S’, §’+sl(r2+R’)c’rl)=(slsg+5’,sl(rE+R’)dﬁi—%ﬁfhﬁ+si@a&1)=
=(s,5,+87, slrgo’rl)(gfﬁ , der Je ﬁ‘=(sl+5’)(T2+R’)O%ﬁfﬁ’)fﬂ?2¥R0£3
i s;(+R7)0' 7= Tpo’n =R’ (na osnovn def.ideala), za svako (51,7, ),
(sg,rg} i7 SxR ,

PCSTEDICA 1. Neka jeSxRdesra prstenoidna struktura s d.l.des S’xR u ko~
ipi e S prstenoidna struktura i R grupa . Tada, SxR/S’xR je distri-
hutivra prstenoidna struktura .{(0vo tvrdenje wazi i za strukturu
Sx(SR+’R))..

PCSIEDICA 2. Neka Jje Sx(SR+'R) prstercidra afina gtruktura ; tada,
SX(SR+*R)/{'0}X(SE+’R) je prsteroidra struktura s d.d. s’x{?i'}, gde
je ' d.d. strukture S .

Teorema O ima posledice ltoie =u analogne noledicara 1. 1 2.

TEOREMA 1o, Neka je SxR desna afina struktura s d.l.d. S?xR

O

v roioi Jje S vrsteroidra struktura i R grupa i neka su §$ 1 Yo~

mutatorste pvodgrupe grupa redom (S,+) 1 (R,+). Tada,

l. Kormutatorska podasrura SQQRQ)grupe (SxR,+) je desna SxR-podgruna
: : 1 éﬁ 1 .

srupe (S¥R,+) akko je s €K za svako s €5 i r€R ;

2. Komutatorska podgrupa Sakﬁa)grupe (SxR,+) Jje ideal u SxR akbigD
sadrzi 1l.d. scupa S, R(l) d.d.{-&—slr+(sl+§)r/§€s(l), slés,réﬁ},

EréR(l), Eés(l , T¢R i R je S-grupa, .1 0
3. Ako SxR nema drugih ideala osim -q}xR tada je 1l1i §I%R =SxR il1i

SG%CRG‘) = {0}}: R ili SCDXP.CD = {(o,o)} °

Analogna teorema ovoj teoremi vazi i za profirenu strukturu SxER+'B,
Grupa (R,+) Je S—-grupa ako je s(r+rl)=sr+sr1;i sTéR , séS,r,rléﬁ.

Iz t.lo. i t.A. sledi da Je S desna prstenoidna struktura.- -
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AT F&((Sl,rl);(s,r))(s,r) -~ (sy,7y)(s,7) =

3 ) - 1 (1) :
=((Sl+S>S—SlS 3 (Sl+S)r+rl+r_rl_Slr) 6 S( )KR‘ 3
S.T P — )
(S,T){(Slsrl)‘*(Sgr))—(Ear)(_sl,r )=(s(s +5\1"55'] ’ S<31+r)_srl}65-fxﬁ(lz
1
s7azo (s,T),(sy,7¢)€SxR , (5,7 )QSCl)x?C ),

(Rt |
Y

%, Pocto e, 00 vradpostavci teoreme lo.%., S vprosta stru-tu-
oT0 _ i S’}{R={O}1{E (111 sPxa-
s i1i s :’ﬂ-:{o}xﬁ ili .S{l'x{o}=S:<{OJ 111 501 e fo} = fo}xfol ).
‘xR ideal a Sx{b} Je vro-—

=4 N
ct
W
e
]
r
"
O
|
(D
|._J
R
I._..I-
N
{4
v
1]
s
1....1
i_...l

gsta nrstemcoidna gtmuktura To Jje 5 7'x R =5¥R 1L ih}xR Je perfekTna

v .4 . 1 - 4.
crund . U slucajiuw ad Je S(*>x R ={§}X{Q} , aditivna grupa SxR

sna vrstercidna gtruktura tada Jje konu-
crupe (SxR,+) desna SxR-podgruva akko
r 31,52(5 s TER,

v L T e 1 = (1\ (:D
POSLEDTCA 2, lleka Je SxR desna prs*terncidnz struktura tada Je § “xR:
desni ideal a¥lko Je (s+sl)r=sr+slr, S,8¢55 , TR
PCSLEDTCA 3. Tleka e SxR leva prstenoidrna struktura +ada je lromuta-

S I

- (l [ -
torska vodorupa S )xI% mipe (SxR,+) levi ideal u SxR .

POSIEDICA 4, Neka Je SxR asocijativra prstencidna struktura tada
]

Je komutatorska nodcrupa S( )XQ(T) cruve (SvR,+) levi ideal v SxR.

POSTEDICA 5, Komutatorska podgruva S< ) Q( ) grupe {(S»¥R,+) u kojo]

g 1deal eafine vrstenoidrne strulture SxR

A
LJ

je (R,+) abelova gruna,
akko je R={07
POSLEDICL €, A¥o Je S(l)xigl) kornutatorsya vodgruva grupe {Sx2,+) i
_(l) {3 ideal gererisan ovom grupom, tada je SXP/_( ) f{ ) nrste-
rasta struktura .

POSLEDICA /., Ako Je S(l)xRCD komutatorska podgrupa grupe (ExR,+) i
ako je de.de. S’xR prstenoidne strukture SxR podskup komutatorsie pod-
y

sruve,tada jeo SxR/STKRUprsten.

TECREVA 11, Neka Je SxR leva prstenoidna struktura s d.d.d.S’xR u

odnosu na nokoordinatno sahiranje i afino mnoZenje:(s,m'@s,,7,)=
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=(Ssl’srl°r) . (s,r),(sl,rl)GSxR u kojoj su (S,+,+) leva i (R,+,0)
desna prstenoidna struktura i (R,+) S-podgrupa . Tada,
1) Komutatorska podgrupa S(l)x R(l) grupe (SxR,+) je leva SxR-pod-
grupa

1 1) . . _
2) SC ) R( ) Jje levi ideal ako su S(l) 1 R(l) leve S-podgrupe ;
] S(l) H(l) Jje desna SxR-podgrupa ako je S( ) desna S-podgrupa
(1i1li ako S(l) sadrzi d.d. skupa S) i l.d. D {dl =srrt+1"
-EI«I‘"-EILI"/E‘GS(]'), T’ ,r"GR} i
1) sxr(1) je desni ideal ako (1% R(1) sadr#i mefoviti d.d.
skupa SxR (odnosno ako Scl) sadrzi d.d. skupa S i (R,+) je per-
f&ktna grupa ) .
+S8+SS 5y s(--rl-r2 +rl+r2)or)=(po def. leve afine strukture i t.B.:
=(-ssl-ss2+ssl+332,-srfr—sr2°r+srlor+sr2n-r) GSCDx R(l) zZ& svako
(s,r)€5xR i svako (E,'f)és(l)xR(l).
e (S’r)((sl’rl)+('§’;))-(S’r)(sl"rl) = (Ssl+$'§—ssl,s(rl+'f)or-
-srfr)=(na osnovu def. afine stmzkture)=(ssl+s's_—-ssl,srlor+sr1nr)
pripada S(l)x RG'), za svako (s,r),(sl,rl)ESxR i svako @,E)es‘l}( RG‘)

((_51-32+sl+52)rn( -1~ 2+J:-]_+r2)) (-—sls—-ses+sls+szs+s s d- srurl

_52+51+s2)sl i d=sr{r’+r")-srer"~sTer’®, za svako (s,r)fs(l)x RCD

_Srar2+srarl+srar2)€S(l)xH(1) gde su s’-—-ses sls+sas+sls+(

i svako (s,r)€SxR .

4) ((sl,rl)q-('é',?) )(s,r)-(sl,rl)(s,r)=(sl+§,rl+'f) (s,r)-(sl,rlxs,r)
=((sl+§)s-sls, (sl+"s-)ro(rl+5)-slrnrl) = (sls+§s+s’-sls, d +
+(sl+§')rorl+(sl+§)ro'f-slr¢rl)=(sls+§s+s’-sls, d+slr=rl+§rurl+dl°rl+

+8,peT +STe T d 0 =g, Po =

+52rnr +dirl+d +alrnr+5rur+dl'i‘-31rarlfs gde su dl
- 8,1+ (s +s)::f i dg-—sgr-slr+32r+slr+( 51"§f+51+52)r’ 28 gvako
(l)x R

(S,I'),(Sl;rl) € sxR i svako (s,r)E€S



43
N ANUTATOR PRSTENOIDNE AFINE STRUKTURE S DEFEKTOM DISTRIBUTIVNOSTI

_ﬂﬂgggli5;Pkka.xe SxR prstenoidna afina struktura s deded. i SRR,

| .
potreban i dovoljan uslov da bi (O: (S'xR)) = 1(S,r)ESXR(S,rﬂﬁ&b§;

g;{(o,o)} bio levi anulator podskupa SR’ je da Je (0:8) leviau-

Jator podskupa S skupa S i da je (0:S') levi anulator podskupa

g? skupa R ili (0:R?) desni anulator podskupa (0:5? )R* skupva SR.

DOKAZ. 0:(S'xR?) = (s r) ¢SxR/(s,1) (87xR?) £ (o, oﬁvdma((o:sv) -

GS/SSifto L) i ((O $*) = fsEb/sRL;io ]) ili ((O S?)={s€8/s8°¢
c:Jol-) i ((0: Ri)#JrGR/((O )R’)rc::o /), Jer Je (spr 1)<S”r’)'

=(sls’,slr’a‘r) = (0,0)<=»(sy8%=0 , ST r=o) y za svako (5,5 X0:(&R))
i svako (s?,r?)(S'xR’. Tvrdenje vari i kad nije ispunjen uslov
SRCR ako Jje Sx(SReR) prstenoidna struktura .

Tvrdenje 4. Levi anulator (0:(S*xR?)) podskupa S?xR? skupa SxR

je levi ideal prstenoidne afine strukture SxR akko Je levi anu-
lator (O:S’)‘podskupa S?* skupa S levi ideal u S 1 anulator (O:R)
leva S-podgrupa i desna R-podgrupa i sadriZi svo] MeTred.d.
DOKAZ (Sjr)((slsrl)+(§1§)J - (S,r)(slsrl) = (SSl+S§+S,,S<r1+
+f))r-srfr) = (ssl+s§+s’—ssl, rlﬂsf¥(sr)€b'- erJr) -

= (ssl+s§+s’—ssl,(srl)r+sfarﬁbﬁ*r-(srl);r)
za svako (s,r),(sl,rl)'G'SxR i svako (s,T7)€(0:(S?xR?)) .

Tvrdenie 5. Neka je SxR prstenoidna afina struktura s d.d. Po-

treban i dovoljan uslov da bi (O:(S’xIR%):{(s,r)GSxR/(S’xjH%Qr)
;;{Ko,ol}j , bio desni anulator podskupa S'x R?! skupa SxR je da
je (O:S’j desni anulator vodskupa S’ skupa S 1 da Je (O:R?) de-
sni anulator, takode, podskupa S°’skupa 5 , pa levi anulator pod-
skupa R’ skupa R (odnosno da je S?(0:R?) levi anulator podsku-
pa R® skupa R) .

DOKAZ. (0:(8'xRY) = { (s,r)ESxR/(S’XR’)(s,r){;;{'(o,oﬁ} =

= ((0:8?) = {SGS/S’SQ;gqj!i (S’r)oR@;{qj) , Jjer
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(s, (s,T) = ((s's,s’rer’= (0,0) ) <> (s’s = 0 4 s’ror’= 0) ,

za svako (s,v) € (0:(SxR)) i svako (s?’,r?) € 3'xR?,

pvrdenie 6. Desni anulator (0:(8°xF)) podskupa S*xR? skupa

sxR je desni ideal prstenoidne afine sirukture SxR akko je de~
sni anuiator (0:8?) podskupa S?! skupa S desni ideal u 8 , (O:R?)
sadrii svoj relativni d.d. i skup S’RﬂRﬁi.démxi je anulator sku-
pa SR .
DOKAZ, ((s7s77) + (5,F))(s,7) = (81,T7) =
=(sls+§s+s’-sls . ((sl+§)r)(rl+;) - (slr)rl) =
=(s,5+58 + s'=8;5 , (s,738r4(sT)? ) (2y+F) = (sqT)ry) =
=(515+§s+s’-sls,(slr)rl#(gr)rlJ(sr)’rlﬁ(slr)f+(§r)fﬁ(sﬁﬁk
+(sT)"=(5,T)7) 5 (51,77)5(s,7) € xR , (5,F)€(0:(8xR)) .

Tvrdenje 7. Neka je S5xR prstenasta afina struktura s defekfom

levog svojsta distributivnosti . Fotreban i dovoljan uslov da bi
(0:(S'xR?)) = {(s,r)/(S,r)(S’XR’)Q;{ﬁo,o%}}bio levi anulator pod-
skupa S*xR? je-da je (0:8%) levi anulator podskupa S5’ skupa S
i da Jje sR’+rg_;_-{-_o} , 2a svako (s,r)é(O:(S*xR') °
DoKAZ. 0 :(SxEY = { (s,2)(8xR/(s,m)(82xR*) C{(0,0)] =

oo ((0:87) = {s(s/ss*g__{o}}) i (OT(S"TR)) = | (s,7)€SxR/sR+

& r;;ip}} , Jjer Je (sl,rl)(s’,r’} :"(sls?,slrlﬂrl) = (0,0}

(sls’= O 4 slr’ﬁrl =0 ) , za svako (sl,rl)é(O:(S%zR’))
i svako (s?,r?) €S'xR?%,
Tyrdenje 8. Levi anulator (0:(S?xR”)) podskupa 8°xR’ skupa

S X R jé levi ideal prstenaste afine strukture S x R akko Je
levi anulator (0:8?) podskupa S skupa S levi ideal u &
i (0:R?) leva S-podgrupa koja sadrZi levi meSoviti defekt di-

stributivnosti .
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_.5.RA_DIKALI PRSTENCIDNIH AFINTE STRUKTURA

ﬂeka su & 1 R prstenoidne strukture s defektima d.de. Ako Je u
g x R definisano pokomponentno sabiranje i afino mnoZenje (po-

poéu mnoZenja u S i R i meSovitog mnoZenja izmedu elemenata

sz 8 1 R) 1 ako jJe SRER tada Jje S x R prstenoidna afina struk-

tura S d.d.d. Heka su NS i Np vadikali § odn, R-padgrupa redom u S i R,
Maksimalne desne S X R-podegrupe u S x R imaju vid ili 8 x R

;11 S x R gde su 8 1 R maksimalne redom desna S-podgrupa ,le-

va S-podgrupa i1 desna R-podgrupa . Presek prvih neka Je NgX R,

a drugin S x Ny. Tada je (Nsx R)YN(S x NR) = (Ngx Né>i N 5yR™

= I3X Tp o Ugym je desna SxR-podgrupa i1 nazlva se radikalom SxR-padgnx
pa prstenoidne afine strukture S x R . Presek svih maksimalnih
desnih SxR-podgrupa naziva se radikalom podgrups prstenoidne afine

gtrukture S X R i oznacdava se sa NSxR ili sa F(SxR) . Ako uslov

SRCR nije ispunjen onda se iz polaznih struktura pokomponent-

nim sabiranjem i afinim mnoZenjem generise afina struktura

S x BRSR) pa se i u njoj na isti nadin definisSe kvaziradikal
Q(SxSRsR).

Ako su 35 i R.maksimalni desni ideali struktura S 1 R i ako uz

to S x B ispunjava uslove iz t.A32gl.llItada su 8 x R1 5 xR
maksimalni ideali u S x R + Presek maksimalnih desnih ideala

vida 3 x R neka je ¢(3) x R , a presek ideala vida S x R neka

je S x Q/R) . Tada je (Q(S)XR)N (S x Q(R)) = Q{8) x 9{R).Pre- |
selr svih maksimalnih desnih ideala 5 x R prstencidne strukture

S¥ R ie ideal koii _ce zove Kyaziradikal prstenoidne afine struktu-

re i oznacava se saxg(SxR). Uz navedenu predpostavku vazi

C/5xR) =4(8) x GQ(R) . Na isti nadlin se definise 1 kvaziraddal prste-
noidne strukture S x (SR9R) koji éemo oznadavati sa Q(S x(SRR)).
resek(SxR)s dvih maksimalnih SxR-podgrupa aditivne grupe SxR na-

ziva se radikalskom podgrupom grupe ©SxR . Potreban 1 dovoljan
uslov da bi podgrupa S5.X R, blla radikalska SxR-podgrupa grupe
(SxR,+) je da su Ss 1 RS radikalske podgrupe redom grupa S 1 R,
da Je Ss S-podgrupa 1 Rs leva S,SSR—podgrupa i desna R-podgrupar
DEFINICIJA 2 .Ka¥e se da je defekt S’xR prstenoidne strukture SxR

pravilno rasporeden u odnosu na niz SxR-podgrupa: SXR=80X35251XRf2

:Q-iﬁzsnx Rn= {ﬂo,o)}'akhnje relativni defekt distributinnosti
svake SxR-podgrupe S;X R; u odnosu na S, ¥ R;_5 sadrzan u S:xR: e

PI_'\ P - C: » »* -'I 1] n - -
>sek evih maximalnih desnih ideala prstencidne strukiure SxR kKoji
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s maximlni i kao dessne SxR-podgrupe raziva se desni radikal afine

prstenqigne struikkture SxR i oznacava sge sa‘EKSxRﬁ .
pa bi relativni me3oviti defekt svake SxR-podgrupe S;xR; u odno-
su na S;_jXR_, blo sadrzan u S;xR; potrebani dovoljan uslov je
da je relativni defekt svake S-podgrupe S; u odnosu na S5, ;sa-
drzan u Si i-da je relativni meSoviti d.d. svake leve S,SiR 1
desne R-podgrupe R; u odnosu na R: 1 sadrzan u R, (v.[18 ,si:céﬂ ‘
Na isti nadin se definiSe pravilan raspored d.d. S’x(SReR) struk-
ture Sx(SReR) na opadajuéi niz Sx(SReR)-podgrupa . |
Teorema 12, Neka je SxR desna prstenocidna afina struktura s d.d.d.
s’xE{(odnosnolgrstenoidna struktura Sx(SRIR) s d.d.d. S’x(SE°R)),
s’ mali ideal™ u S i d.d. S’xR pravilno je rasporeden u odnosu
na svaki normalni niz SxR-podgrupa, (SxR) je resiva grupa i S ima
jedinicu , vaii s(rl+r2)=srl+sr s, s{S , rl,r2(R , SRRER |
SRR R tada je Q(SxR) = J(SxR) , gde su R,R redom prstenoidna
struktura s d.d.d., maksimalna SR-podgrupa (w[I8t.3.2.1 .
DOKAZ . Grupa (SxR,+) je rediva . Neka je SxR=5 xR 2 Slle;z--n_?.
ggskak=i(o,01} resivi niz SxR-podgrupa . Ako Je MxB maksimalni
desni ideals leva i s desna u strukturi SxR tada je MxR maksi-
malni desni ideal strukture SxR 1 postoji normalni niz SxR-pod-
grupa SxRQ?MxB;?{(o,o)j « Ako se dokaZe da je (SxR/MxB,+) abe-
lova grupa onda jé“SxR/MxB prstenoidna afina struktura s d.d.d.
{o}xﬂ?(odnosno fo}x(SHﬂR?), a SxR/MxR je prsterma, jer je S&M
i 8S?’xRC MxR pa je SxR/MxR distributivna struktura . 4ko ova
grupa nije abelova onda postoji resiv niz SxR-podgrupa :

SXR DNxC Dees DMxB Deeo D f(o,o)_}- .
Grupa (NxC,+) je normalna SxR-podgrupa i sadrii svo]j T.m.d.do
u odnosu na skup SxR i vazi SReRZR , BRRCR , a to je dovolj-
no da bi podgrupa NxC bila desni ideal . Ali ovo je suproino
predpostavei da je MxB maksimalni desni ideal., Prema tome |,
(SxR/MxB,+) je abelova grupa . Posto je na osnovu ({(63],Coroll.
23,str.45) S*+M desni ideal strukture S to je (8'xR) + (MxR) -
desni ideal u SxR . PoSto je M maksimalni desni ideal 1 S?4£3,
to je S'+M = M, tj. S?'&<M ili 5?+M = 5 . Ovo poslednje ne mo-

1) Beidleman ({33;}) definise mali desni ideal A prstenoidne ctruktureR
k2o ideel koji ima svojsvo da za svaki drugi ideal B u R
iz R =A + B sledi R = B ,
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.o biti, Jjer je S’ mali ideal pa bi iz S’+ M = 8 sledilo M = S
zto je suprotno predpostaveil da je M maksimalni ideal u 5 .
pakie , (S'xR) = (MxR) +M x R) 1 8’x RCMxR ., Znadi, SxB/MxR
je distributivna prstenoidna struktura, pra stoga i prsten .
rako se dokazuje da nijedna S x R-podgrupa grupe (SxR,+) ne
sadrzi MxB osim (8xB,+) 1 MxR.Prema ttme, svaki maksimalni desni
ideal vida MxB Je strogo maksimalan s leva 1 s desna , tj. mak-

simalan kao ideal i kao SxR-podgrupa, pva je Q(SxR) = J{(SxR)

odnosno Q(8Sx(SR R)) J(Sx(SR R)) .

Posledica. Neka su ispunjeni uslovi iz predhodne teoreme tada

se komutatorska podgrupa S(l)x R(l) grupe (SxR,+) sadrZi u ra-
dikalu J(SxR) = Q(SxR) .

DOKAZ, (SxB/MxB,+) je abelova grupa pa je 8(2x R(IZ mx 3 .
odgavde , 5{Mx RO g(sxR) < Q(sx®) .

Ova teorema vafi i prstenoidnoj afinoj strukturi S x(SR*R) ko
ja nastaje 1z polaznih struktura S 1 R u odnosu na pokoordinat-
nb sabiranjei afino mnoZenje kad ne vaZi uslov SR« R . Naime ,
uz navedene predpostavke u teoremi I njenoj posledici vazi

Q(Sx(8SReR)) = J(Sx(SRR)) .

Navedimo neke teoreme koje vaze u centralno simetricnim prste-
n%idnim strukturama , alli ne vaze u prstenoidnim afinim struk-
turama « Evo primera : "Neka je S skoro-prsten s defektom Z£S
koji Je mall ideal 1 pravilno Jje rasporeden u odnosu na svaki
normalni niz S-podgrupa . Ako S ima jedinidéni element i (S,+)
je rediva grupa tada je J mali ideal . Osim toga S3/J je pr-
sten."(Dagic [i&],t.5.37)u Ova teorema ne vazi u afinoj prste-

noidnoj strukturi SxR jer defekt BxR ne moZe bitl mali ideal.
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AFINE DISTRIBUTIVNO GENERISANE PRSTENOIDNE STRUKTURE

Neka je uredenoi dvojici (S,R) prstenoidnih struktura S i R pri-

drifena afira prsteroidna struktura (SxR,+,8). Neka je (S¥R, &)

podgrupoid gruvoida (SXR,QQ koji aditivro ceneife zruovu (SxR,+).

Prstenonidra afirna struktura (SXR,+,@£ s d.,de DXR naziva se dis*ri-

~utivro generigsarom (d.g.) afinom prstencidror strukturem s f.0.7.

DxR @kko dispunjava uslove :

1) (ar)arl-s(rarl) :

2) ((Sl,rl)+(52,r2))(5’, (sls +s,.js’+d d+s-;£’ oT; +S,T er‘!‘S_L c;*:2
+82r’gr.); gde su : d= —S:)c’_gls’+(sl+52)si el d_-1=(51+52)r’( 1+

—

+T5 Y- ~85T arz—Sl_nIé—S r’:L s.T% L. pri demu Je (d,dl) iz D¥R,.

i —

3) (5,2)( (57,79 )+(85,75)) (u,_\(sq,-l) + (5,70)(s5575)

za gwvako (s,T), (Slaquy( p) ¢S * svako (s',»')(S’'xR’.

R 3e, na osnovu navedeni nigleova, S-roduo, na Je i SxR-rodvioc .
Na igti nadin se definife d.~. afina orstencidne strultura S¥SE

odrogno SxSRJR ,
TYRIENJE O, Dovolian uslov da bi afina nrstenoidra strultursa SvR

-

s d.d., DxR %ila d.z. afinrs vrsteroidna struktura s d.d.2. TR

1) S i R su d.g. prstencidre strukture s d.d.d. Tedon U y Do

webun

I

2) (sr)o'ry =s(remy) , 3) (sy+s5,)7 =817 +s5,7°+ dgp s dgpt?,
4 -

) s(ry+rsy) = ST+ST,

za svako (s,r),(sl,rl),(sg,rg) € 8 x i gvako »?€R? .
Tvrdenje vazi i 2za afinu ovrstenoidnu strukiuru $ X SE .

TEMA 1°., Neka su S i R desni idali de.ge. prstenoidnih struktura

redom S ,R s d.ded. Tredom D i Dy, Potreban i dovolian nslov da bl
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2R b1o desni ideal d.g. prstenocidne afine strukiure SxR Jje da Je:

1) R leva S-podgrupa , 2) xR sadrZi svo] mer.d.d.d. u odnosu na

sxk 1 3) BR&ER .

posledica 1’. Neka je R desni ideal d.g. prstenaste strukture R

s dededs Dp o Tada){hﬁx R je desni ideal d.ge. prstenoidne struk-

ture SxR akko je R leva S-podgrupa i Or=o, gde e O (o) neutrel u @) @R
pOSLEDICA 2%. Neka je S desni ideal d.g. prstenaste strukture s

id.d.d. Tada, SxER je desni ideal d.g. prstenoidne afine struktu-

re S x SR .

POSLEDICA 3, Neka je S levi ideal d.g. prstenaste strukture S s
dudede D i 0 =0 €R , 565 , 0 € R, Tada , 5 x JoJ je levi
ideal d.g. prstenoidne strukture S x R .

POSIEDICA 4%, Neka je R levi ideal d.g. prstenaste strukture R

g dedode D, 1 neka je SxR d.g. prstenoidna afina struktura s

R
dedode DXR , Potreban i dovoljan uslov da bi foix R bio levi .

jdeal u S x R je da je R leva S-podgrupa .
POSLEDICA 5, Neka je R levi ideal d.g. prstenaste strukture

R s dede D, i neka je S x R de.ge. prstenoidna afina struktura

R
S dedede D X R » Tada , {o4x R je desni ideal u S x R akko

je R leva S—-podgrupa .
IEMA 2%, Neka je S levi ideal d.ge. prstenaste strukturem S s
d,deds D , neka je R levi ideal d.g. prstenaste strukture R s

dededs D, 1 neka je S x R d.g. prstenoidna struktura s d.d.ds

R
DxR . Tada , S xR je levi ideal u 8 xR akko je R
leva S-podgrupa .

TEOREMA 6?., Neka su 5 i R ideali d.ge. prstenastih struktura

redom S 1 R s dedodse redom D 1 DR i neka je S x R d.g. pr—
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stenoidna afina struktura s d.d.ds DxR . Tada , 5 x R je ide-

21 u S x R akko : 1) R je leva S~podgrupa , 2) BRCR i 3)
SxR sadrzi svoj me. r.dodede u odnosu na skup S x R ,
POSLEDICA 1’. Neka je R ideal d.g. prstenaste  strukture

R s ded.d. DR i neka je S x R d.go. prstenoidna afina struk-
tur@ s dedede DxR . Tada , {oJx R je ideal u S x R akko je
B leva S~podgrupa .
POSLEDICA 2°, Neka je § ideal d.g., prstenaste strukture B s
dededs D'i neka je S x SR dege vrstenoidna afina struktura s
dededos DxSR o Tada , S x SR je ideal u S x SR .

TVREENJE 2%, Neka su (S,+,*} i (R,+,°) d.g. prstenaste struk-
ture s dededoe redom D , DR sy Neka su spoljni proizvodi sr i
srery odredeni za svako st(S i svako r,rlGR (gde je operacija

o pros3irenje (suZenje) operacijeo ) o Neka su S® i R® multi-
rlikativne polugrupe redem u S i R koje generisu aditivne
grupe redom (S,+) 1 (Ry+) » Tada,
a) S xR = (8'x R'",+) = {(é}rﬂ + (si,ri)/ (s’,r’),(si,ri)és’xfﬁ},
b) S x SRYR = (5 x R, ®) =1r(s;r)3(sl,rl)/(s,r),(sl,rl) € SxR}
c) (8'x(8'R''R?)) = (3'xR?,8) = {(s",r’)@(s'l,ri)/(s',r’),(s']'_,riff;"xﬁj}
@) - S x(SReR) = {('s",t’) '+'(si,€l)/ (S’-,t?_).,,.(s‘l,.tll) € S'x S’R’&R‘j:

=(S'x(SRR),+) o

Ako grupoid (S'xR*,8) = S'x(SRYR' ) aditivno generise grupn

(8 x(SR9R),+) gde je percija + prosirenje (sufenje) operacije po-
koordinatnog sabiranja u SxR, onda je (S x(SR*R),+,8) prstenoid-
na afina struktura s ded.d. i dol.d.

DEFINICIJA 1’?. Neka je S d.g. prstenastas struktura s d.l.d. D

i (Ry+) leva S—grupa s d.l.d, DR (Dﬁ;ﬁ) » Neka Jje definisano
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afino mnozenje u S X R i neka je $* multiplikativna polugru-
pa koja generise aditi?nu grupu (S,+) . Distributivno generisa-
nom (deBo) afindm prstenastom strukturom s d.l.d. IxR naziva se prstenoid-
pa afina struktura koja ispunjava uslove
1) ((sqsry) +(spym3))(syr) = (5,1)(s,r) + (s5,7,)(s,1),
2) (87,7)((s1,77) +(s5y75)) = (d'+3*51_+ s's5 5 dp+s’ry+s’roir),
za SVako (81977)9(s5y75) €5 x R, svako s?€S8Y, rR, gde je (dv‘dr\mxnr_a

T . .
%) asocijativnost operacije & .

Tvrdenie 5. Da bi prstenoidna afina struktura S x (SR+R) bila
dage brstenasta afina struktura s d.l.d. DxR dovoljno Jje da
su ispunjeni uslovi

1) S jedug.prstenasta struktura s doeledes D R

2) s’(ry+ry) = d+ s'r+s’r, , s%€ S, r13T5yd €R

5) (sy+s,)r = 81T + 8,7 , 5148,€8 , TER ,

L) operacija + u SR+R Jje komutativna i

5) operacija @ u SxR odn. u Sx(SR+R) je asocijativna .
TEOREMA 1% 1) Neka Je SxSR degse afina struktursa s d.d.d.DxSR
tada je defekt de.de d.g. prstenocidne strukture SxSR = SxSRADxXSR)
nula-~ideal., 2) Neka je 4xB ideal d.g. prstenoidne afine struk-
ture SxSR s d.d.d. DxSR takav da je de.d.d. d.g. prstenoidne
strukture (SxSR)/(AxB) nula-ideal tada je AXBDDxSR .

DOKAZ, 1) Neka Je f prirodni SxSR-homomorfizam strukture SxSR
na strukturu SxSR/DxSR i neka je Txt d.d.d. strukture S%xoR .
Tada , ako je (c,e)é CxE i (c,e)fé CxE takav da je (c,e)f =
=(c,e), onda je (c,e) iz DxSR i,stoga, (c,e)f = (5,8) =(0,9) .
Znaci , Cx®E =ff%C§E) je podskup skupa DxSR pa je (CxE)f =

- &E = [(8,8) ).
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o) Neka je sada AxB ideal u SxSR takav da je d.d.d. Dx5R  d.go

prstenoidne strukture S x SR = (SxSR)/AxB nula-ideal i f pri-
rodni prstenoidni homomorfizam sa S x SR na S x SR . Neka je
cxE ideal takav da je CXxXE<DxSR . Neka Je (g,h) element ié CxE =
= (CxE)f i (g,h)€CxE takav da je (g,h)f =(g,h), za svako (g,h)
iz CxE , Tada je (g,h) = (g,h)f = (0,0) i OTxE je ideal koji
je sadrZan u DxSR = (DxSR)f . Odavde , TxE = (To) i CxECAxB .
Podto ova relacija vazi za svaki ideal CxE u DxSR to ona vazi

i za sam 1ideal DxSR .



POGLAVLJIE 1V
NILPCTENTNOST , RADIKALI I TOKALNOST PRSTENOCIDNIH STRUKTURA

1. NILPOTENINOST PRSTENOINIH STRUKTURA (vJ62 , stn lol-lo2])

Prstenoidna (u opstem slucaju neasocijativna) d.g. struktura nezi

va se pilvotentngm akko postoji prirodan broj n takav da Jje proi-

ovod bilo kojih n elemenata strukture 4, pri demu se mnozZenje vIrsi
bilo kojim redom, Jjednak nuli. Najmanjli takav broj n naziva se in-

deksom nilpgtentnosti strukture 8. Struktura 8 se naziva desno-

nilpotentnom akko postoji prirodan broj n takav da Jje

(ool (Plpe)Pa)Pq} ¢ )Pn = 0
i levo-nilpotentnom skke postoji prirodan broj k takav da je

Pk(---P4(P3(P2P1))---) = Q
za bilo koje elemente pl,...,pIl iz 8 odnosno DyseeesPp iz S. Mini-

malan takav broj n, odnosno k, naziva se indeks desne odnosno le-

ve nilpotentnosti strukture S.

1 n=-1

iko podskup SO struktwe S definifemo induktivmo: S =8, S =S S+
e .482572, g1 onda bi u sludaju nilpotentnosti morao biti jed-
nak {0} ako dje S d.g. struktura, i obrmuto, ako je 8" =fo }onde

je struktura nilpotentna.

Niz podskupova @
S=512 g’_);t . .;>Sn?_ >0 0

je niz lideala strukture 8§ . Podskup S° strukture S naziva se n-—
tim stepenom strukture S .

Induktivno se definisu i nizovi podskupova :
s(W_ g, s(n)_ glo-1)g 3

Prstenoidna (u opdtem sludaju neasocijativma i nedistributivna)

struktura S Je nilpotentna akko postoje prirodni brojevi Nyyeeny

n, s P je konadni prirodni broj, takvi da su produktiod ne-

kih redom nl,.u-,np ¢lemenata skupova redom S,Snl, ...,Sq*%,u kKo-~



S
jima se mnozZzenje vrsi bilo kojim redom, jednaki nuli i

(ere((s H)P2)™3 0% o],

,Niz (nl,.,.,np) minimalnih brojeva nl,...,np,. pri Cemu Jje i p

pinimalan broj, takvih da S ima navedeno svojstvo naziva se indek-

som nilpotentnosti strukture S .
Prgtenoidna struktura S je nil struktura akko postoje prirodni

brojevi Nyssensly, k je prirodan konacan broj, tak‘;rlida su prrlrﬁ_zvodi
airedom []1’..,’3'{ Eﬁnjlaw od nm elemenata redom S,S l, csey S k-l J'ed_

paki 6 1 (...((s"1)%2)"3 77Ty
za svako s¢5 . Niz (ny,...,n; ) minimalnih prirodnih brojeva, pri
cemu je 1 k minimalan prirodan broj, takvih da je ispunjeno sSvVoj-
stvo (#) naziva se indeksom niltogti strukture S.

LEMA 1. Neka je uredenoj dvojeci (S,R) prstenastih struktura (Sytye)
i (Ry+,0) pridruZfena afina prstenoidna struktura SxR u ocdnosu na
redom pokoordinatno sabiranje u SxR i afino mnoZenje (1) I, ne-

ka je sr¢R, Gr)er

AR 1) (ceel((551)(5,2))(8,7)) e o (5,7) )= (8T P ... 63 (s1P).)

L 2) ((5,r)((8y1)e e ((8,2)((852)(552)))nen)) = (B, B-lghy

z& gvako (s,r) €SxR.

DOKAZ. 1) (eee(((5,2)(5,0))(8,7))eeel8,2)) = (ool @D &y e Er) )

=(...(sa,sgrnsre)(s,r)...(s,r))=(54,35r(32rosr2)...(s,r))=...=

=(sn,sn'lr(sn-2r(...(sgr(srz)...))), za svako (s,r)€SxR .

2) ((5,2)((8,1) 0 e((5,2)((8,2)(8,)))eer)) =(5, T XEL)ee. (s L)) 1
= ((5,7)((5,7)..(s7,877%)00)) = (87,52 IP), 25 svalo (s,1) €SxR.

Neka je S prstenoidna struktura. Stepen elementa s iz S Jje odre-

den induktivno : sl=s, sn=sn’13+sn"2s2+...+ssn"1

Il

s(rer) i s(slr)=(ssl)r3 za gvako s,SIGS, réR.

« Desni (levi) ste-

Peni su, takode, odredeni: s(l)=s, B(n)=s(n"l)s ( odnosno lyﬁni g

> - .
s<17. ssén 1>), za gsveko 8 iz - S ..
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LEMA 2. Neka su B, i B, ldeali prstenoidne (u opStem sludaju nea-
socijativne i nedisgstributivne) strukture S i b=bl+b2, bleBl’ 112632-
Ako Je (nl,...,nm) niz prirodnih brojeva Nysecasly, @ je konacan

prirodan broj, tada postoji element qhéBl takav da je

(1) eeeen e CoanlMP2)™3)° )00 & o) 4 (L ((bB1)R2)B3++ )Ty
DOKAZ . ‘ |
Lemu Cemo dokazati matematidkom indukcijom. Ako je n;=n tada po-

stoji céBl takav da je bn=(1:;»1+‘t:'2)r‘L = C + bg. ako je n=1 onda je
tvrdenje leme, oéigledno, tadno, jer je b=c,+b, , cléBl, b2€B . Ako

je n=2 tada se dobije bz_bb (bl+b2)(bl+b2) (bl+b2)b2+(bl+b2)b2_c~»

2
+(bl+b2)b2—b§+b§_02+b2, Jer su na osnovu definicije ideala struk-—

ture 3, (b +b2)(b +b2)-(b +b2)b2, (b +b2)b2-b2<331. Na ¢osnovu hi-
poteze matematicke indukeije: bk k-~ 1b bk"'2 2 +osot bbk"l_ C+ bk"lb2+

2
+55 %05k e s +b,b57" & treba dokazati bX*lapFp.pElp2, .. . .pbE -
k+1
=k+l b2 B R I B £ & & & & 2 8 8 0 - 88 8 L L I T R R '---(X)i
Prvi ¢lan jednakosti (x), b b= (c"+b§ lb2+...+b2b§"l)(bl+b2)-(bg"l@§

+...+b2bk l)(b1+b2)+(b2"1b2+...+b2bk 1)(bl+b2)—c +(bk_lb2+...+
+b2b L) (by+ +by)= (bk“lb2+...+b2bk“1)b2+(b2 b2+...+b2bk 1)b2=ck+3i+
+(b% lb2+...+b2bk l)be_ck+b§be, jor oy =(c)+bk 1b2+.,.+b2bk l)(b
+b2)-(b§"lb2+...+b2bk‘1)(bl+b?), 3 bk lb2+...+b2bk L) (o, + +b.,)-

=(
X

(bE~1y b.bE"1)p AR 51
=(b37"bo+e. . +b b3S 5 3 ck Cy+C € Byo Drugi ¢lan zbira (x)

b 1p2 k=L epp )ap k- 1(c2+b2) CNT 2b2+...+b by 2)(c2 bS)- (0"
+...+b2bk_2)(02+b2)+(b b2+...+b2 g 2)ch+b )—q§1+(b2 b2+...+
+b b5 2)(02 b5)= (5D 514 e4b D5 “)bS+(bE™4 botenatbobS O)0S = @2
+c£ +(b2 2b2+...+b2b 2)b2_ck__l+b2 b2’ Jer cp “(ibl bk_e b+

k-2 -
+bbX 2 k-2 k-2 "

k-1 .
Poslednji Slan jenakosti (x): bbk (by+b,) (G +b5™ b2+...+b2b219 -

= -1 k-1 k-1
~b, (T +b§ 13;...+b2 5 )b (B4bS bk s e asb b TT) =ctabo (e, ¢ 'Hé
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4o -+b2b2 )-be(b 2+- . a b2b2 )+b2(b2 b2+ .. -+b2b12c-l)

-1 k-1 k k—l
(b2 b2+...+b2b )= c+b2b2, jer c=(b +b2)(ck 5 bote..+

k=1 k-1 k-1 k-1

=C, +C+
k

b +- L -'i'b bk_l)"

22
1 k-1 k, k-l

1
= Cp, 1+b12c+ . Iz b= ¢ + b2 sledi (1) .

Ove lema Jje poopStenje leme L iz[7 ] koju je Beidleman dokazao za

k

agocijativne d.g. prstenoidne strukture S.

Ako su ideali B, i B, asocijativne prstenoidne strukture $ nil-
idealil Beidleman je dokazao daje tada Bl+32 nil-ideal strukture

S. Dokazaclemo da to vaZi i u neasocijatinoj prstenoidnoj struktu-
ri s distributorom, tj. vazi poopstenje t.l. iz [?J.

TECREMA 1. Neka su Bli B2 nil-ideali prstenoidne strukture S &iji
su indeksi niltosti redom (ky,...,k ) i (nl,...,np). Tada, B =

- Bl+B2 je nil-ideal svrukture S.

DOKAZ. Neka su indeksi niltosti ideala B; 1 B, redom (k,1) 1 (n,1),
baby+byy D€Bys b€B, . Podto je B, nil-ideal to je b =bilb s
+...+b2b2" = 0 . Na osnovu leme 2 postoji element c iz B; taksv

da Je B" = ¢ + by =c . Otuda, b™¢B,. Poito je B, nil-ideal to
Je (bn)k=ck-<> 1 b je nil-element strukture. Dakle, B je nil-ideal
Dokaz Je isti i kad su indeksi niltosti ideala B1 i 32 nizovi re-
dom (Xqyeeerkp) i (nl,...,np) prirodnih brojeva Xy,...,k ,0;,...,
z&), m i p su konacni prirodni brojevi.

POSLEDICA 1. Zbir konadnog broja nil-ideala prstenoidne strukture
S Je nil-ideal,

POSIBDICA 2. Zbir svih nil-ideala prstenoidne strukture S je nil-
ideal u S.

DOKAZ. Neka je B zbir svih nil-ideala prstencidne strukture S, X
element iz B tada postoje nil-ideali Bl,...,Bn u S takvi da xGBl+
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+...+Bn. Na osnovu posledice l. t.l. B1+B2+...+Bn je nil-ideal

u S i, na taj nalin, x je nil element. Znaci, B je nil-ideal.
POSLEDICA 3, Zbir svih nilpotentnihkh ideala prstenoidne struktu-
re S je nil-ideal u S,

DOKAZ. Neka je B zbir svih nil-ideala strukture S i neka je C
zbir svih nilpotentnih ideala u 8. Posto je svaki nilpotentni
ideal strukture 3, takode, i nil-ideal u 5, tj. C&B i, stoga,

C je nil-ideal na osnovu posledice 2.

TEOREMﬂ 2. Zbir konacdnog broja nilpotentnih ideala prstenoidne
strukture S je nilpotentni ideal u S.

DOKAZ. Neka su B i C nilpotentni ideali prstenoidne strukture S.
Tada, A=B+C ima elemente vida b+c. Neka Jje prirodan broj n in-
déks nilpotentnosti idala B, a k indeks nilpotentnosti ideala C.
Treba dokazati da je svaki proizvod od n (n>»k) elemenata (odno-
sno proizvod od k (k >»n) ili od nk elemenata) iz A jednak nuli.
Ako se posmatra proizvod od n elemenata, napr. desni proizvod
(...(((bl+b2)(b2+02))(b5+05))...)(bn+cn) i jizvrde naznadena mno-
Zenja dobija se zbir ¢iji su ¢lanovi : prvi &lan jJe
"(...((blbé)bz)...)bﬁ, a ostali &lanovi su proizvodi od n élemena—
ta iz B 1 C u kojima Je bar jedan &inilac iz C , Poslednji ¢&lan
je ("‘((6102)65)"')cn' Prvi &lan je, po predpostavci teoreme,

jednak nuli a ostali ¢élanovi i defekti pripadaju idealu C . Ako

zbir ovih Clanova oznacdimo sa ¢ onda je ck

=0, jer je C ideal
indeksa nilpotentnosti k. Slic¢no je i sa levim proizvodom
(bn+cn)('"((b5+°5)((b2+°2)(bl+c1))'")' Posle obavljzanja nazna-
cenih mnoZenja, opet ¢e se dobiti zbir ¢iji je prvi é&lan

bn(bn—l("'ba(bzbl)"')’ poslednji cn("'(°5(02°l))"')’ a osta-
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1i &lanovi su proizvodi od n elemenata koji pripadaju idealima

B i C. ali, medu njima je bar jedan c¢inilac iz ideala C, pa stogs
svi su oni &lanovi ideala C. Pod3to je C ideal toi svi distributo-
ri koji se pojavljuju pri ovim mnoZenjima pripadaju € . Prvi dlan
je, po predpostavci teoreme, jednak nuli, jer je ideal B nilpoten-
tan (Eiji je indeks nilpotentnosti = n), itd. Do istog rezultata
se dolazi ako se mesto levog i desnog proizvoda uzme bilo koji
drugi proizvod (u kome se mnoZenje njegovih elemenata obavlja bi-
lo kojim redom). Po3Zto su svi ovi proizvodi od n i od nk (odnosno
od kK i od kn) elemenata Jjednaki nuli to Jje ideal A nilpotentan.
Ako se uzme zbir tri ideala B, C i D, tj. A= B + C + D tada se do-
bije A=(B+C)+D, a slidno se zbir svakog konacnog broja ideala svo-
di na zbir od dva ideala. Time Jje dokaz teoreme zavrsen. Ova teo-~
rema kao i posledice 1, 2, i 3. t.3. predstavljaju poopstenje re-
dom t. 3. iz [7], Corollary 1, 2, t. 2. iz [7] .

Zbir svih nilpotentnih ideala prstenoidne strukture S ne mora bi-

ti nilpotentan ideal (v; primer l. iz [?] ) .

TVRDENJE 3. Neka su d.g. prstenaste strukture S i1 R nilpotentne
&iji su indeksi nilpotentnosti redom n i k . Neka je Sx(SROR)
afina prstenoidna struktura u odnosu na pokoordinatno sabiranje
u Sx(SRo’R) i afino mnoZenje:

(syr)(89sTy) = (8s85,8T70° ),
gde je o prosSirena operacija druge operacije iz R, a'.,' je druga
operacija strukture S, za sveko (s,r),(sl,rl) ¢ 8 x R. Tada, struk-

tura Sx(SRo’R) je :
a) desno-nilpotentna indeksa nilpotentnosti B+l ako je or=0£SR, oS,

rérR, (0,0) je meutral u (SxSR,+).

b) levo-nilpotentna indeksa nilpotentnosti k, ako kzn, srdﬁi=s&mah
S(Sfﬂ=(ssl)r, so=0¢SR, 0,r,r(R, 5,54 €8, o je neutral u (R,+) odno-
sno sa indeksom n+l ako je or=0, srarl=s(r,rl), s(slr)=ﬁﬁﬁ?r-(bez
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obzira kakav je indeks nilpotentnosti strukture R) i

c) nilpotentna i1ndeksa nilpotentnosti n 4 ako je n=zk (odnosnoknahakxn%
graﬁi=soﬁfrﬁ‘) s s(slr) = (ssl)r y S15I5,T 5= slsg(rlcrg) i s0=0f3R,
(OI' - OGS ) ) 8,81352€s ) r,rl,rg,C)(R o
prstenoidna afina struktura S x (SRR) je nilpotentna indeksa nil-
potentnosti n+l , ako je S nilpotentna indeksa nilpotentnostiin,
} — . -

s(slr) = (ssl)r . slrlﬁszrzﬁslsg(rlrg) i or = 0 € SR , 0454387,5,(8,
r,rl,r2ER » Struktura SxR je , uz navedene vredpostavke u teoreni,
nilpotentna , ako Jje srtR , odnosno ake je sréS , za svako sfS ir€R.
DOKAZ . Ako su ispunjeni uslovi teoreme tada Jje :
a) (l--(((Slsrl)(szarg))(S5ir5))-¢¢(Sngrn)) =

= (87850005, slo.usn_lrn(sln..sn_grn_l(aau(slsgra(slrr:r2)..,)=
b) ((Sksrk)---((537r5)((52!r2)(511r1)))---)=

= 1 o - “

— (Sk--.-sl - Sk(sk_laiﬁ(83(52rlq r22f rﬁ)unﬂr}:) (0,0) 9
78 sSvVako (Sl,nl)ttla,(sn'rn) € S X R .
¢) (SxR)P=(SxR)PL(SxR)+ (SxR)VESKR) 4+ 4 v o+ (SxR) (5xR)™ L= { (0,00 ,
jer Je svaki sabirak nula-skﬁp .

Posledica 1. Podgrupa A x B grupe (S x R 4, + ) Je nilpotentna ,

ako su A i B nilpotentne , a(alb)=(aal)b R (ab)(alb1)=(aal)(bbl)
i a0=0€SR (odn. 6b = Of(SR , a, a;,0(a , b,bl,oéﬁ ‘
POSTLEDICA 2, Podgrupa AxB grupe (SxSR,+) Jje nil-podgrupa, ako su

A4B nil-podgrupe , a(alb) = (aal)b . (ab)(albl) sy 20 = 0f(SR (odn.
Sb = OGSR ) N Sa,alfﬁ ’ O,b,bléB -
TEOREMA 4. Neka je S x R d.g. prstenoidna afina struktura s d.d.do

DxR koji Jje ravnomerno rasporeden u odnosu na opadajuléi niz komu-

tatorskih podgrupa SxR=S(O)xR(°238(1)xR(1?, o2 8{Mr(M)_ fe6 003

s(l)(éﬁr(l))=(s(l)s§l)}r(l), s(l)r(llfsgl)r§1)=(s(l)sgl))(r<l>r§l)l
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S(l)g = C ¢ R (odnosno 5r<l)= O¢R ) , (s(l),r{l)),(sgl), (1>) 12

s(Ly rR(1). oo06m , 3¢5 . Ako sréR , s€S, r€R tada je 5(1)x r(L)
nilpotentni ideal u SxR .

Teorema vazi i za strukturu SxSR s de.d.d. DxXSR .

DOZAZ o Na osnovu ([18],5.3.5 ) s(l) 5 R(l) su nilpotentne .

Neka su m i n indeksi nilpotentnosti komutatorskih vodgrupa

Srw)

iz (SCl))m={bﬁ, (R(l))m=£oj i vredpostavki teoreme Sl@dlgs(l) (1 ZVE
- S(l)XR(l))m—l(S(l)XR(l)) + + (S(l)XR(l))(S(I)XR(l))m"l -

= {(o,o)ﬁ'. _

Posto 1z predpostavki teoreme sledli da Je

i R(l) grupa redom (S,+) i (Ry+) i neka je m=2n ., Tada ,

((S%— ’ r l) * (sl,r ))(Sl 1 Yi- 1) - (Sl l’rl l)(slrl’ Ti- 1)

iz 5(1)x R(l) s, Za svako (s 1 i—l) (s oL r l) € S(l-l)(l_l)
1 svako (si,ri) ¢ S(l)x R<l), i=lyecoy 4 . je prirodan broj, i
voSto komutatorske podgrupe S(i)xﬁ(i) sadrze svoje Mm.r.d.de u

odnosu na S(i-l)x r(E-1) t5 su S(i)x r(1) ideali u S(i?ljx R(i”l)

i Scljx R(l) je iddeal u S xR o,
DEFINICLA 1. Neka je S d.g. prstenoidna struktura . Nilpotentan

radikal L(S) Jje zbir svih nilpotentnih ideala strukture S .
Nilpotentni radikal nije obavezno nilpotentni ideal strukture S .

DEFINICIJA 2. Nil*rédikél L*(S) jé sbir svih rikideala d.g. mste—

noidne strukture S .
Nilpotentni radikal je , nz osnovu pesledice 3, t,1., nil-ideal.

POSLEDICA . Nil radikal sadrzi nilpotentni radikal .

TEOREMA 5, Neka je L*(S) nil-radikal d.g. prstenoidne strukture S.

Tada , nil - radikal d.g. prstenoidne strukture S/L°(S) Jje nu-

la-ideal »

DoKAZ . Neka Jje S deEe prstenoidna'struktura i I°(S) nil-radikal
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d.g. prstenoidne strukiure @wﬁ',.) . Neka je f prirodni prstenoid-
ni homomorfizam*’ sa § na 3 = S/L'(3) i neka je C nil-ideal u S,

Tada , Postoji pozitivan ceo broj n takav da je n-ti stepen sva-

P : : . =7 =n-1- - —
rvoz elementa ¢ 1z T jednak nuli , tj. ¢ =¢ lc+.a.+ccn 1. O .

Il=— Nn-—
c lfo+u-a+Cfc %i

Yeka je C =f 2(T) i neka je cfC . Tada , c"f
P v Lot S S 1 , stoga , c™ je iz L*(S), jer Je d%= 3T.
Neka je, sada , D?ideal iz S generisan pomodlu konadnos stepena n
elemenata iz ideala C . Posto je L?(85) ideal u S to sledi da je
D! sadrfsno u L'(S) pa je D? nil-ideal u S . Otuda, postoji

k:g , za svako d¢D*, lNeka je

pozitivan ceo broj k takav daje d
rn==@¥ﬂ. Fogto D?* sadrzi konadni n—-stepen svkog elementa iz C to
sledi da Je cm=Q , z& svako ctC i , odavde , C je nil-ideal u S,
Znati, po3to je L*(8) zbir svih nil-ideala u S to sledi da L*(3)

S/L'(S) je jednak

I

sadr#i C . Stoga , C =[08J i nil-radikal u 5
nuli .,

Neka je nilpotentni radikal L(S) nilpotentni ideal d.g. prste—
noidne strukture S ., Tada , nilpotentni radikal d.g.prstenoid-
ne strukture 5/L(S) Je nﬁla“idal . Ovo tvrdenje kao i t.5, pred-
stavljaju poopsStenje t.5. iz [ 7 3 . Dokaz ovog tvrdenja je ana-
logan dokazu t.5. samo Sto se , sada , mesto stepena n svakog
elementa ¢ iz C odnosno ¢ iz C uzimaju svi proizvodi od n ele-
menata iz C odnosno iz U i mesto stepena dk uzimaju svi proi-
vodi od k-elemenata iz C (odnosno od kn elemenata iz C)

Teorema ¢ » Neka je S d.ge prstenoidna struktura i neka je LY3)

nil-radikal u S . Neka je B ideal strukture S takav da d.g.
prstenoidna struktura S/B ne sadrzi nenulte nil-ideale, ta-

da B sadr?i nil-radikal L°(S) .

1) Prirodni prsten01dn1 homomorfizam f strukture S Je aresllxavange
sa S u 8 takvo da je f(s+s )= =fs+fs; 1 f(sl(sg(sa(...s (Sn— gg,n. =

Fafrsﬁ( s;,J?s fs_ Y, ..}, R guﬁs )55 . )s )

-1
& g ~ - 1
:i.ﬂ,xf51159Wfsj .f}fsﬁ---_1 za 3vAKD 5,51,“J,snc 3
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DOKAZ . Predpostavimo da je B ideal steukture S takav da S (=5/B)
nema nenultih nil-ideala i f prirodni prstenoidni homomorfizam
sa S u 5., Neka je € nil-ideal strukture S. Tada postoji pozitivan
ceo broj n takav da je cn=o, za svakp ct(C. Neka je Enelemenat iz
T(=fC) i déC %akav da je fd=d . Tada je dl= a™ ig+,..+q3d 3 _
ra®tea Lo v fard™ erta™as L, dd ) o rat = 5 4 . sto-

0

ga, C je nil-ideal strukture S . Sledstveno, C ={Ej i, otuda, C<B
Pogto je L’(8) zbir svih nil-idsala prstenoidne strukture § to

je T?(sS)E B, jer je i L'(S) nil-ideal v & . Dokaz je zavrden.
TEOREMA /7, Nilpotentnl radikal prstencidne strukture $/L0S) je mla-
ideal

Nokaz Jje sgliden dokazu teoreme 5,



2 e SYOJSTVA RADIKALA PRSTENOIDNIH STRUKTURA

TEOREMA 1. Neka je S prstenoidna struktura, n nenegativan ceo

broj i neka Jje svalkl proizvod bilo kojih n elemenata iz S Jed-

ok muli. Tada je SP={o) akko je ((sy83)sz+sy(858g))87

| * 1= e w _ ae e (ﬁ)
=((3152)33)37+(3I+(3536))37 y 2z 8vako S;GS 1ni111 )7 - } o
DOKAZ . Ako je (®) zadovoljen onda je S7= S "S+...+55 =fo0 YueeCu
n-lg_(gh~2g 4 ... + SS"7°)S =

Prvi Slen zbira (+), 8

G CCCCCC((3%8 + 8528 + vuv #857)8+u. 488 4. . 48587)8+. 00
+Ssn_3)S+...+SSn”E)S, coe Poslednji &lan zbiré(HJ:SSn’1=S(Sn’28)+
. o+S(SSP™2) | Poslednji &lan ove jednakosti: S(Ss® %), ... Na
kraju se dobija &lan S(S(...35(8(88))...)) . Znadi, Ssn"l=S(Sn’28)+

b eS(85% )4 ou. +8(...8(5((8%5+85%)8)) .. )48 (.. .S(5(8%5°) )0 va))+
+S(8(eseS(88)eca))

Iz navedenog sledi da su neki &lanovi gbira (+ ) jednaki {o}. Medu
ostalim &lanovima pojavluju se ovakvi (((ses+sse)8+..{+ss3)s +

e ot58%)84. ¢ 4887 D) w et 48872)S , wue y B(es S(S((8Z5+85%)8) et
koji pripadaju st pa i distributori, stoga, pripadaju s, Oni su
jednaki {a} . Ovo poslednje sledi iz relacie (%) i hipoteze teo-
reme . Dakle, sﬂ={o}. Obrnuto, ako je svaki produkt bilo kojih n
elemensta iz 8 Jjednak nuli i ako Jje sn=fﬁ}; tada, posto clanovi
zbira (+) odnosno zbira (%) pripadaju Sn, to i distributori toga
zbira pripadaju S°. Distributor D u{a=-(54(s556))57-((5152)55)s7+
+((51$2)95+54(5556))57 / siGS, id,...,?_} s tle (SES+SS2)S je podskup
skupa S.LIr i posto Je ova] term faktor produkte koji ima n c¢inilaca

to Jje proizvod elemenata d,s5,56,...,sn_;mnoieni bilo koJjim redon

jednak nuli, za gvako si(—S s 125,...,0 . Odavde, d=0, 7 swko si('S,

i=l,t--’7 -
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DEFINICIJA 1. Neka je S prstenoidna struktura, N podgrupa gTrupe 5.
Kaje se da je podgrupa P grupe S N-potentna (i1i grupa-potentna)
akko postoji nénegativan ceo broj n takav da Je Fpggﬂf.

TEOREMA 2. Neka je S leva, unitarna d.g. prstenoidna strukturs, P
S-podgrupa grupe (8,+) takva da radikal J(8) strukture 8 sadrzi P.
Tada, desni radikal J(S) sadrii sve P—poténtne desne S-~podgrupe
grupe (S,+) .

DOKAZ . Neka je N P-potentna desna S—-podgrupa, tie NpggP, za neki
nenegativan ceo broj p i I strogo meksimalni desni ideal. Predpo-
stavimo da NI . Tada, poSto je I desni modularni ideal to je I
maksimalna desna S—podgrupa grupe (S,+). Otuda, S = I + N i svaki
element x iz S moZe biti zapisan u vidu x=i+n , i€I , n¢N. Znaéi, po-
stoje ntN i €I takvi da je e=i+n, gde je e jediniéni element u S.
Neka su n(ns(eee(ny o0, j)ece))s ooe s (eeellnynyinglecelny g
nl,,,n.z,....>q.p.,J:Lp_._,lé]';sl,h generatori od NP1, O;naéimo nl(ng(...(np _enp_]}...))t
’*‘"“"("'((HJ_HZ)HB)HLI-“'),np—l S8 DqeNs® veo 'np-l . Tagg )
Dyehsteesehy g = (i+n)(nl.n2- coe® 11_1)=(:i.+:t1) [_nl(nz(."_(np_znp_l)" D+
+ ewe +(...((n1n2)n3)...)np_i] = (i+n)(nl(n2(...(np_gnp_l)...))) +
+ ene + (i+n)((...((nlna)na).;a}nﬁli)-= {Na oSnovu-Lwl.4.[?21 za
svaki desni ideal I i za svaku desnu S-podgrupu N grupe 8 vaZi
(i+n)g=i’+ns , za svako i€I, néN, gde je i'€I, tj. (di+n)s=ns (mod. 1),
Pa 3°>=n(51(32(otn(npqgnp_l)..J))+..&nﬂ;..C(nlnz)n5)..Jnﬁ_i(mod I)=
“n(nlcnec"'(np—znp-l)"'))*"'*c'"((5152)53)"')np-1) {mod I) .
posto n(nl(nec...(np_anp_l)...))),-..,n((nlnz)n3)..-)np_l) € NP
onda n(nl(n2(...(np_2nphl)n;u))+¢..+(...(nln2)n3)...)np_l) € NP,

Bledstveno, OyeBs senen IGI i NP-%E;I, jer n NP1 =:n(Np_2N)+

P=3e p-2, BT
+n(NF 77N )+, . 4+n(WNF79) & NPeP,; za svako néN |,

Neka su nl(nz(...(np_5np"2)...)), ...,(...((nlnz)n.B)...)np_2
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generatori od NP2 tada je myense c.. e Do = (i+n)(n1-n2-...qﬁﬁga
=(i+n)(nl(n2(...(np_snp_e)...))+...+(...((nln2)n5L,,)np_g)) -
=n(nl(n2(...(np_anp_a)...))+...+(...((nln2)n3)...)np_z)) (mod I).
Ali, n(nl(ng(...(np_5np_2),...,n((...((nlnz)na)...)np_g) ,
n(nl(n2("'(np-3np-2)'"))+"'+<"'((nln2)n3)"')np-2) c NP1l 1

i, stoga, NP"QEQI.. Produzujuéi ovaj postupak konacéno bi dokazali
da je N sadrzano u I a to Jje kontradiktorno nasoj predpostavei .
Otuda, zakljudujemo da Jje svaka P-potentna, desna S-podgrupa sadr-
zana u svekom modularnom idealu strukture S pa, stoga, i u radika-
1u J(S) strukture S .

Levi radikal strukture 8, takode, sadrii sve nilpotentne desne S-
podgrupe, a takodel sve leve nilpotentne S—-podgrupe grupe S . Ova
teorema je poopstenje teoreme ln5.[§2].

TEOREMA 3, Neka Jje B leva, unitarna dng.lprstenoidna struktura sa

distributofbm D, P podgrupa grupe S takve da radikal J(S8) sadrii
P, N desna P~-potentna S-podgrupa grupe 8, I modularni desni ideal
u S, neka svaki maksimalni desni ideal sadrzi sve r.d. elemenata
is N u odnosu na sabiranje elemenata redom iz I i N ., Tada, J(S)
sadr?i sve desne P-potentne S-podgrupe grupe (B,+)-

Ako Je S d.g; asocijativnﬁmgfstenaiéﬁa stfﬁktura koja zadovoljava
uslov minimuma z& desne S—-podgrupe tada radikal J(S) strukture S
sadrzi sve nilpotente desne S-podgrupe i sve leve nilpotentne S-
podgrupe ( T. 2.3.[32]) . Laxton je dokazao da d.g. desna asoci-
jativna prstenoidna astruktura koja zadovoljava uslov minimuma za
leve S-podgrupe nema nenultih nilpotentnih levih 8-podgrupa akko
je njen radikal J(S) nula ideal (T-205-[?2] e Ovaj teorema wvazi

i1 za unitarnu neagocijativna levu de.g. prstenoidnu strukturu koja

zadovoljava uslov minimuma za desne S-podgrupe ako svaka mini-
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malna S-podgrupe Mi sadrzi bar Jedan idempotent e takav da je
agocljator A=({?i},fei}, Mi) = fQ} (v. dokaz T.l.[é]). Ali, va-
54 i teorema koja Je analogna T. 3.2.[%%] .

TEOREMA 4., AkO d.ge, u op3tem sludaju, neasocijativna prstenoid-

na struktura 8 zadovoljava uslov minimuma za desne S-podgrupe, ako
je I minimalna, desna, normalna S-podgrupe tekva da J(S)Z=I tada
S nema T-potentnih desnih S-podgrupa P takvih da P2I akko je njen
radikal J(s8) = I ,

DOKAZ. Predpostavimo da je radikal J(S) = I tada, na osnovu teore-
me 2, S ne sadrzi I-potentnih desnih S-podgrupa P takvih da P3I.
Obrnuto, neka S nema I-potentnih desnih S—podgrupa P takvih da
P2T . Jasno je da je I desni ideal u 8 . Po3to, na osnovu teo-
reme 3, S = fS = S/I nema nilpotentnih desnih S-podgrupa i, na
osnovu T. 3.2.[32] . J(§)={T53 to je J(S) = I, Jer je A=({ej},fe13, T)
T i, stogs , E=({Z,}, {5,3,1)=13].

Radikal desne d.ge. prstenaste strukture koja zadovolj%%%%%inimuma
za leve S-podgrupe je presek svih maksimalnih ideala strukture S
(T.2.2.{32] ).

Ako leva prstenocidna d.ge. struktura S ispunjava uslov minimuma za
desne S-podgrupe i-ako jJe J(S)“njén“radik&l't&d& je 8/3(S) polu-
prosta d.g. prstenoidna struktura (v. T.2.4. [}g]).

Ako leva d.g. prstenoidna struktura sadr?i leve nenulte nilpoten-
tne S-podgrupe onda ona sadrii i desne nenulte nilpotentne S-pod-
grupe (v. T.2.6.[32] ). Ova teorema je posledica teorema 2.3. i
2e5. iz [52] .

Ako leva, unitarna prstencidna struktura koja zadovoljava uslov
minimuma za desne S-podgrupe grupe S nije d.g. tada T.2.3. ne vﬁf

2i. Ali, ako S zadovoljava dodatne uslove tada va’i sledeéa tecrema.
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TEOREMA 5, Neka je S leva unitarna, u opStem slucaju, neasoci-
jativna prstenoidna struktura sa distributorom D, P podgrupa gru-
pe S takva da je radikal J(S)2P, N Proizvoljni levi P-potentni
ideal u 8, neka sgvaki mgiﬁimalﬁf#?ggal M u$S sadr?i sve asocija-
tore uredene trojee (N,N,S) i r.d. Dr podskupa N u odnosu na skup
S i S zadovoljava uslov minimuma zégfggale . Tada, J(S) strukturs
S sadrzi sve leve P-potentne ideale u S .
DOKAZ . Neka Je N P-potentni levi idezl, {. ng P, za neki nenega-
tivan ceo broj k. Treba dokazati da je N sadrZano u svakom maksi-
malnom idealu M strukture S, tj . ako je N°C P onda je L

#...+NNE"%- P . Predpostavimo da NEM . Tada, ako Jje M levi

i

maksimalni ideal u S to je S=N+M. Minimalni desni ideal koji =~
drzi N oznacimo sa N, . On se sastoji od elemenata koji se mogu
zapisati u.-vidu x = (sl+n)s—sls = s;s+ns+d-s;s, 5,3168, nf(N, gde
je d=—n3—sls+(sl+n)s (jer za svako s,leS i n€N postoji d€D takvyo
da je d=—ns-nls+(sl+n)s)..Tada, Ny+M Je ideal i polto je N +MDM
to Jje Nd+M = 5 . Posto jé S unitarna, neka je e jedinica, onda jJe
e=x+m,x€Nd, méM i nl-ne-...-nk_]_:(nl*n:- cos an_l)e =
=(n;° N5+ vee *p 1 )(x+m) =(nyen50 ..o 'nk;l)x+(nl'n2""°nk49m =
=(nl-n2- .o -nk_l)x (mod M) = y. Potrebno je da dokafemo da vEM.
Dakle, y=(n1-n2. .o -nk_l)x = (nl-ng-..;-nk_l)(sls¥ﬁs+dk_l-sls)=
=(nl-n2-...-nk_l)Eé(nl-ng-...-nk_l)ﬁs)+(nl-n2-...-nk_l)dk_l -
~(2y+050c..em _l)E'= (nl-n2-...tnk_1)§4(n1-n2-...-nk_l)(ns)—-
—(nl-ng-..u-nk_l)g'(mod M) ,{er (nyenseeeoen, 4)4, €M, gde je &=
=518) = ((Byenyec.eeny j)n)s +a,  —(g +n,v...en ;)5 (mod M) =
=((ny*ny+...°n, ;)8 « _1-(Byenye.cien,  0)8) € M, jer 8 ;€M 4

((nl-nz-...'ﬂk_l)n) ¢ P (na osnovu predpostavke teoreme) . Odavde,
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C:ER% PLEREY 'n, _,) €M, za svako n; (N, i=l,...,k—1..ﬁakle,lﬁ&%gﬂ.
Zatim, (DyeDeeceen ,) = (0)enpeeeeDy s)e=(nqenye...emy ) (x+m)=
=(n1-1120-...'Dk_e)x-i-(nl*nz---.'Ilk_e)m = (nl‘nz'-it' k_e)x (IIIOC]. M)ﬂ

=(nl'n2-...-nk_z)g-!-((nl-nz'--.'Dk_a)n)s + ak_e-(nl- ne....:_nk_e)g
(mod M) . Posto (I’ll'nz- .o -nk_2>n £ N -1 i HK-EM to je

Nastavljajuéi ovaj postupsk na kraju bismo dokazali da se N sadr-
zi uw M a ovo protivuredi naso] predpostavci . Po3to je presek svih
maksimalnih ideala strukture S podskup skupa J(S) to je svaki levi
P-potentni ideal sadr¥an u J(S) .

POSLEDICA Neka je S leve unitarna (ne obavezno asocijativna) pr-
stenoidna struktura sa distributorom D?,N bilo koji levi nilpo-
tentni ideal strukture 8, neka sv&kféﬁgiaimalni ideal u 8§ sadrZi
sve asocijatore uredene trojke (N,N,S8) i r.d. D, podskupa N u od-
nosu na skup 8 , 8 zadovoljava uslov minimuma za ideale i J(S) je
redikal u § tada S/J(S) nema levih nenultih nilpotentnih ideala .
Ako je desni radikal J(S) d.g. leve prstencidne strukture S nilpo-~
tentan onda se on poklapa sa kvaziradikalom ove strukture .
DEFINICIJA 2. Desna (leva) S-podgrupa P grupe (S,+) je desna (le-
~va) operatorna nil-podgrupa grupe S ako ona ima svojstvo
(eee((ps)s)s..s)s = 0 (odnosno s(...s(s(sp)) ess) = O ), z8 BVA~
ko p€P 1 svako s€8 . Slilno se definiZe bilo koJja leva ili desna
unutraSnja operatorna niltost neke S~podgrupe .

TEOREMA 6, Neka je B d.g. desna (leva) unitarna, ne obavezno ago-
cijativna, prstenoidna struktura sa nulom koja zadoveljava uslov
minimuma za desne (leve, prave) S~podgrupe. Tada, 1. ako je M desna
(leva) S-podgrupa u S onda iz desng (leve ) operatorne niltosti
sledi njena desna (leva) nilpotentnost i 2. Ako je M S-podgru-
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pa grupe (8,+) tada iz svake operatorne niltosti podgrupe M slede
sw njene nilpotentnosti.

DOKAZ . Neka je M leva (desna) S-podgrupa i neka ima svojstvo le-
ve (desne) niltosti &iji je index m (odnosno n). Moramo da doka-
remo da Je Him)={§3'(odn. M(n)={§3 ), 2z& neki nenegativan ceo
broi m (odn. n ) . Podto Je M = B2 NP3, 2K 75 p &7 |
(odnosno M--M(l);g M(2é ...?.M( f)? M(é”"l)*;z ses) oOpadajuéi niz
levih (desnih) S-podgrupagrupe S to postoji nenegativan ceo broj
k (odnﬁsnnmf) takav da je MK M<k+r>'(odnosno M(e)= M(é+1)) .
Neka je N = M (oan. =M(€))i predpostavimo da je N £fo (K4 {o}).
Tada N<2>=N (K(2)=K Yo Po8to 8 zadovoljava uslov minimuma zs le-
ve (desne) B-podgrupe onda postoji leva (desna) minimalna S-pod-
grupa I (odn. J) koja je sadrZana u N (odn. K) takva da jJe N-If{é}
(odn. J-K ¥} Znadi, postoji i€I (odn. j€J ) takvo da je Nikjoj
(odn. jK /-{03 )e Podgrupe Ni , H{ND (JK,{§K).K)) su leve (desne)
S-podgrupe i Ni = I (JK = K) . Zatim, Ne(Fi) = (N-N)i=N“®’i =

Ni #’{é} (odnosno (JK)«K = j(KeK) =jK(2)=jK¥{§} ), jer I (odn.d)
je minimalna leve (desna) S-podgrupa i , stoga , Ni i N+(Ni), odn.
JX 4 {JK)+K, su minimalne S~podgrupe jednake I odn. J. Odavde,
postoji néN (p&K ) tekvo da Je ni=i (odn. Jjp=j). Znadi, i=ni =
n(ni)=n(n(ni))=...= n(n(..en(n(ni)d)...)) = o (odn., jp={jp)p=es.=
=(eee({(JD)P)Peee)p = 0 ), za dovoljno veliko m (odn. n ). Dakle,

Mima levu (desnu) nilpotentnggt .
2. Ako se ponovi gornji postupak dokazivanja s tim Sto su, sada,
M i N prave S-podgrupe a I je minimalna S-podgrupa-i ako su i,j

iz I, n,péN takvi da je ni=i i jp=j tada iz bilo koje niltesti
slede sve nilpotentnosti.

Element s prstenocidne struktire S je levo kvaziregularan (l.k.r.)
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akko postoji s%S takvo da je (e-g)s'= e (v. L6:]).

Ako je z element d.g. leve prstenoidne strukture S onda neka Nz

oznadava najmanju pormalnu podgrupt grupe (S,+) koja sadrii gru-

pu generisanu pomoéu svih elemenata vida (x-2x) , za svako x{S .
Elementiy iz Nz su konadne sume oblika ]:i(yi+xi-fzxi-yi) y Xs
yiés , z& svako i, Neka je 8° distributivno genemferni grupoid
strukture S , tada za svako s*¢S?, ( Ii&i+xi—zxi-yi))s’ =
=]:i(yis’+xis’—(zxi)s’-yis’) = Zi(yis’+xiﬂ’-z(xis’)-a-yis’). Pre-
ma tome, Nz je desni ideal ako sadr¥i normalnu podgrupu generisa-
nu pomoéu svih relativnih levih asocijatera skupa 5' u odnosu na
skup 2zS .

Element z iz S je levo kvaziregularan akko je Nz = S , Za pod-
grupu grupe S se kaZe da je kvaziregularna (ker.) akko su svi
elementi l.k.r. ( Df.6. i Df.7.[32]) .

TEOREMA 7.. Neka je Nz desni ideal prstenoidne strukture S tada

je kvaziredikel Q strukture § lkvaziregularan (v. 3.2.[32)).
DOKAZ . Neka 23 €Q i Nz # 8. Teda klasa svih desnih ideala
strukture 8 koji sadrze ideal Nz a ne sadrie jedinicu strukture

S nije prazna . Pomoéu Zornoove leme Nz je sadrian u nekom nak-
 simalnom desnom idealu koji ne sadr?i jedinicu strukture S . Ozna-
imo ovaj ideal sa I. Pofto I sadrzi Q to je z 1z I . Iz (x-2x)¢I,
x{(S sledi x€I, za svako x€S, tj. I=5 . Cvo se protivi pretpostav-
ci da je I maksimalan ideal u S .0Odavde Nz=6 i .z Je kvaziregu-
laran .

Neka je K sku'p svih levih kvaziregularnih elemenata s strukture
8, 8, = {(e-—s)- f/s-'GK} i B,= {s’(S/(e-—s)s’=e , s(K}J . Asocija-
tor A uredene trojke (X,Y,Z) proizvoljnih podskupova X,Y,Z je
najmanja podgrupa grupe (S,+) koja sadrzi sve asoclijatore a=

=(xy)z-x(yz) , x(X,y¢Y¥, z€Z .
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TEOREMA 8. Neka je 5 unitarna d.g. prstenoidna gtruktura koja
ispunjava uslov minimuma : P=P<1%_ P(a):_:_:g *o0 2 P(n)-.:P(n"'l):... '

P je kvaziregularna desna S-—podgrupa grupe S, I minimalna desna

- g takva da je P21 4 A asocijator uredene trojke (I,

S pocggr,ulgwg kekve 42 4 J jke (I,5,3)
Tada, je” I=A)-potentna. Specijalno, ako je A={o}, onda Jje P

nilpotentna.

DOKAZ » Neika je P nenulta kvaziregularna desna S-podgrupa grupe S.
Tada, P=P(15P(2§...2 P(n;)_?__ ..o Jje opadajuéi niz desokh S-pod-
grupa P(i), i=lyeseynyes. 1 postoJi nenegativan ceo broj n takav
da Je P(n)= P(n+l)=... Ako Je P(nél tada je teoremaistinita.
Predpostavimo da je P(n),é I. Neka je B=P(®) i R & T tada se do-
bije kontradikcija. Na osnovu prdpostavke teoreme postoji mini-
malna S—podgrupa I koja Je sadrzana u H takva da Jje IRéEI. Ta-—
da, postoji element i€l +takav da iR ¢?I. Tada, kao i u dokazu
teoreme6, Cemo dobiti IR = &, Neka je.rGR takvo da je ir=i., Po-
Sto je P kvaziregularna tada postoji element r’€S takav da je
(e-r)r’=e i o = (i(e-r))r*=i((e-r)r’)+a i odavde i=-a, gde je
a=(i(e-r))r?-i((e~r)r?), je kontradiktorno sa. predpostavkom da
ingiI . Otuda , P je.A-potentna - Posto je I minimalna S-pod-
giupa tada je A=I i P je I-potentna.

POSLEDICA . Neka je 8 unitarna leva d.g. prstencidna struktura
koja zadovoljava uslov minimume za desne S—-podgrupe koje sadrie
asocijator Aa(I,Sl,Sg) y 8de je I minimalna S-podgrups i A nor-
malna S8-podgrupa generisane pomoéu svih elemenata iz A, Tada e
svaka kvaziregularna desna S-podgrupa grupe (5,+)=(S/E,+) nil-
potentna.

TEOREMA 9, Neka je S unitarns prstenoidna struktura sa distri-
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putorom I , neka normalna& podgrupa generisana pomoéu proizvoljne
maksimalne S—podgrupe M sadrii r.d. podskupa M u odnosu na skup

g i grupa (S,+) Je nilpotentna tads s radikal J(8) poklapa sa ra-
dikalom podgrupa N(S) i kvaziradikalom Q(S) strukture S.

DOKAZ. Ako je M maksimalna S-podgrupa tada je ona &lan nekog nor-
melnog niza grupe (8,+) (v.T.6.4.10 {65]) i postoji normalne pod-
grupa K grupe S koja sadrzi M , Ako je K< S i ako sa W oznadi-
mo normalnu podgrupu koja je generisana pomoéu M tada je K2H,
tj. M# S . Ako je K=S onda je M = M £ s. Posto je M meksimalna
s-podgrupa tada je M = M, Poito je ¥ desna S-podgrupa i sadrii
svo]J asocijator 1 distributor u odnosu na skup S. to Je ona
desni ideal strukture S. Sledstveno,poSto je M maksimalna S-pod-—
grupa, M=M desni ideal onda je M modularni desni ideal., Poito je
M bilo koja S—podgrupa to je N(8) = J(5) = Q(8).

POSLEDICA . Neka je 8 leva , unitarna prstenoiglﬂ.wruktura sa
distributorom D , neka normalna podgrupa M generisana pomodlu bi-
lo ko?gg-i%%&%é%upe M sadr¥i r.d. podskupa ‘M u odnosu na skup
5, grupa S nilpotentna i radikal-podgrupa grupe S je kvaziregu-
~ laran tada je radikal J(S) kvaziregularan .

DOKAZ . Posto je radikal podgrupa N(8) kvaziregularna S-podgrupa
i ona sadrii sve kvziregularne desne ideale u § (T.2.2. [4]) i
podto je J(8)=N(8) to je J(S) kvaziregularan ideal.

TEOREMA lo. Neka je S unitarna d.g. prstenoidna struktura koja
zadovoljava uslov minimuma za desne S-podgrupe , radikal J(S)
(kvaziradikal Q(8), radikal podgrupa N(S)) kvaziregularan ,

I mmmafl%%fjgﬁ:\?& Sc:;?dgrupa takva da je J(8)2I (Q(S)= T odn.
N(B)2I )i A =socijator uredene trojke (I,8;,8,). Mda je 55) (B, NE)

I-potentan . Posebno, ako je A=fo} onda je J(8) (edn. Q(8), N(S))
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nilpotentan .

TEOREMA 1l. Neka je S leva, unitarna prstenoidna struktura sa
distributorom D koji je podskup komutatorske podgrupe C grupe S,
svaka maksimalna podgrupa grupe S S-podgrupa i § Je nilpotentna .
Tada, J(S) = Q(8) = N(S)

DOKAZ. Na osnovu Cor. lo.3.2. T@G] svaka maksimalma pedgrupa
grupe (8,+) Je normalna i sadr#i komutatorsku podgrupu C grupe S,
Neka Jje (M,+) maksimalna podgrupa u (S,+). Po3to je M maksimalna
S-podgrupa i , na osnovu predpostavke teoreme, sadrzi distributor
D i svo]j asocijator u odnosu na S tada je ona desni ideal i, sto-
ga, modularni degpi ideal . Odavde, J(S)=Q(8)=N(S).

POSLEDICA 1. Neka Jje S leva, unitarna prstencidna struktura sa
distributorom D koji Je pods}?xi) kemutatora C grupe 5, svaka mak-
simalna padgrupa u S je S—pogflgzupa » S nilpotentne i N(8) kvazi-
regularan . Tada je J(S) kvaziregularna .

DOKAZ . Posto je N(S) kvaziregularna S-podgrupa i , na osnovu T.
2.2.[4] , Ona sadrzi své kvaziregularne desne ideale i podto J(S)=
= N(S) (na osnovu predpostavki teoreme) to je J(8) kvaziregularan.
POSLEDICA 2. Neka je S leva unitarna prstenoidna struktura sa di-
stributorom D koji je podskup komutatora C grupe S, svaka maksi-
malna podgrupa u S je S-podgrupa i S je milpotentna . Tada, S/J(S)
Je komutativno-distributivna prstenocidna strukturs, Posebno, ako
svaka maksimalna podgrupa sadrii asocitornu podgrupu A(S) u 8 .
Tada, 8/J(S) je prsten .

B8ledela teorema Jje izvedena po anslogiji sa T. I. [53:[ .

'EOREMA 12, Neka Jje Q(S) kvaziradikel d.g. prstenoidne strukture
S . Ideal-radikal je ideal (Q(S):S) koji je podskup skupa Q(8) i

[ Wy |
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aadrzi sve I—pdtentné%%géhle prstenoidne strukture S, gde Je I
minimalna desna S-podgrupa u. S takva da Je Q(8)2I ,

TEOREMA 13. Ako Jje I minimalna desna S~podgrupa tada je kvazira-
dikal Q prstencidne d.g. strukture S' I-potentan desni ideal koJi
cadrz?i sve I-potentne desne ideale u S . Sledstveno, S nema I-
potentnih desnih ideala koji nisu sadrzani u I akko je njen radi-
kal Q podskup skupa I.

Dokaz je slidan dokazima teorema 2. i &.

TEOREMA 14, Neka je S leva, unitarna, d.g. , u opstem slucaju ne-
asocijativna, prstenoidna struktura koja zaiozo%ﬂ%avi usfg)og Irnini-
muma za desne S—podgrupe‘f Y minimalna desna S—podgrupasé TEEa,k
sledeéi iskazi su ekvivalentni :

1. Radikal J(8) u S je I-potentan ,

2. Radikal se poklapa sa kvaziradikalom Q(S) ,

3. Svaki maksimalni desni ideal Je maksima;gafﬁésna S—-podgrupé.,
4, Radikal J(S) Jje ideal-radikel , f

5¢ Svaki pravi prim.ideai je maksimalan 1

6. Svaka ciklicna ireducibilna S—podgrupa je minimalna S-podgrupa.
DOKAZ . 1. implicira 2. Zaista, posto radikal J(S} sadrii kvazi-
radikal Q(S) strukture 8, a kvazi-~radikal Q(S) sadrii sve I-po-
tentne desne ideale u S to je radikal J(S) jednak kvaziradikalu
Q(s) , jer je J(S) I-potentan .

2, povladi 3., Ako Je radikal J(S) jednak kvaziradikalu Q(S) teds
svaki maksimalni desni idéal gadrzi J(8). Ali, S/J3(8) je polu-
prosta d.g. prstenoidna struktura i jednaka Je direktnom zbiru
desnih ideala u S/J(S) koji su minimalne desne S/J(S)-podgrupe
(v.Laxton [32]). Odavde sledi da Je svki maksimalni desni ideal

maksimalan 1 kao desna S-podgrupa .
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Iz 3. sledl 4., Ako je svaki maksimalni desni ideal maksimalna
desna S—podgrupa onda je radikal J(S) = Q(S) i , dakle , I-poten-
tni ideal . Ali, radikal J(S) sadrii ideal-radikal (v.Df.4.[32))
i ideal-radikal sadr#i svaki I-potentni ideal u § (v. T.1. 32]).
Otuda, radikal J(S) je ideal-radikal ako je J(S) I-potentan.
4, je dovoljan uslov za 5, Ako je radikal J(S) ideal=radiksal
onda svaki prim ideal P u § sadrii J3(S) (v. Df.1.[32)), zatim,
MiMye e s M S MMM, (\.../\M = J(S)CP. gde su M; s i=1,...,r, mak-
simalni ideal: u S (ako S ispunjava uslov minimuma za desne S-
podgrupe tada je radikal, ustvari, presek konadnog broja meksi-
malnih ideala) ° Odavde,-MiggP » 2a neko 1 i, stoga, M,;=P.
Iz 5. proizilazi 6., Neka je O ciklidna ireducibilna S-pqggrupa
u S (Df.2.[?2]). Tade je anulatorni ideal p=(o0:d) priiﬁgdeal (v.
P. 1. {}21) i meksimalan je ako je uslov 5, zadovoljen. U ovom
sludaju je S=fS=S/P prosta d.g. prstenoidna struktura i,znaci,
jednaka je direktnom zbiru izomorfnih minimalnih S/P-podgrupa
(v.[?ﬁ}). Poito je O S/P-podgrupa u S/P i ima S/P-generator to
sledl da je ona direktna suma minimalnih S/P-podgrupa . Ali, O
Je ireducibilna i, stoga, mora biti minimalm S/P-podgrupa u S,
Odavde, 0’ je minimalna S—podgrupa.
Ako vazi uslov 6. onda vaZi uslov 1. Neka je M maksimalan desni
ideal strukture £. Tada je 8/M cikliéna ireducibilna S-podgru-
ra i, stoga, ona je minimalma S-~podgrupa ako je uslov 6. ispu-
njen . Znadi, M je maksimalna desna S-podgrupa. Dakle, radikal
J(8) i kvaziradikal moraju biti Jjednaki i, odavde J(S) je I-po-

tentan .



% o LOKAINA (NEASOCIJATIVNA) PRSTENOIDNA STRUKTURA

Pod pojmom prstenoidne strukture ovde éemo podrazumevati struk-

turu (S,+,*) koja ima slededa svojstva : 1. (S,+) je grupa ,
2, (8,+) je grupoid , 3. #x,y,2€3)( (x+y)-z2=x2+y2), 4.¥x€S )(x.0=

= 0), &de Je o aditivma nula u 8, 1 5, Postoji element 1¢S
takav da je les = s-1 = 8, za svako s{S.

DEFINICIJA 1. Neka je S prstencidna struktura sa navedenim
svojstvima , S-moduo G je aditivma grupa (G,+) zajedno sa pre-

likavanjem (s,g)——>8g sa 5xG u_ G tako da , za svako s,Tr

iz S i géG vaZi : a) (S+T)g =Sg+TZ » D) le€ = € »

7a svako (s,r,g)tSxSxG defini¥emo 8= (sr)g-s(rg) .

Za gvaku prstenoidnu strukturu S, (S8,+) je S-moduo . Prstenoidni
i S-homomorfizam se definiZu na uobidajeni nadin (v.IV str.561).

Submoduli modula G su definisani k&\o kerneli S-homomorfizma .

Pod skup H_ u G je podmoduo skko Je (H,\T) normalna podgrupa 1
(#).... s(g+h)-sg ¢ H, s€sS, h€H , g€G . Submoduli modula & su
levi ideali u S . Ako je I ievi ideal u § i IS = fis/ifI, s¢SyEI

onda ge kaZe da je I ideal strukture S,
Kerneli prstenoinih homomorfizama su ideali u 8§ i obrnuto sva-

ki ideal I u S odreduje jedan prstenoidni homomorfizam &iji Je ker—
nel I .

Podgrupa (N,+) u G se naziva S-podgrupom skkoje SNEN . Iz (%) se

vidi da je podmoduo u 8 S-podgrupa. Medutim,S-podgrupa ne mora

biti podmoduo . Ako G nema pravih S-podgrupa onda se G naziva

minimalnom . Beidleman [4] je dokazao da je levi ideal I modularan

akko je 8/I prstenasto polje , U ovom sludaju ideal L% modula-

ran akko je 8/I prstenocidno polie .

Neka Jje L podskup skupa S svih elemenata koji nemeju leve inver—-
ze4 tj. I={£€S/S£i‘s} .
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DEFINICIJA 2., KaZe se da je S lokalna ( ne obavezno

asocijetivna) prstenoidna struktura akkoje L leva S-podgrupsa

(v.Df.2.1.[46]J.
LEMA 1. Neka je S lokalna (u opitem sludaju neasocijativna) strue

tura . Ako L sadrii asocijator A(S) strukture S tada su (L,s) i
(U=S\L, *) podgrupoidi .

DOKAZ . Predpostavimo da je xy=/¢L, za neke x,y¢S\L . Tada, po-

: elementa x i x'l(xy)= "%@ » Odavde je y+as=

=x']f@y= -1y -a, gde je a asocijator uredene trojke (x"l, XyF) o

stoji levi inverz x

Posto Je x_%fGL i, na osnovu predpostavke teoreme, af(l onda je
y=(x_%?-a) ¢ L, a to je kontradikcija s naZom predpostavkom .
Znasi, xy¢S\L . |

TEOREMA 1, Prstenoidna strukt&iaiﬁ je lokalna ako : 1. (L,.) i
(U,+) su podgrupoidi grupoida S ,“2. (L,+) je podgrupoid grupe
(S,+) 1 3) L sadrii sve asocijatore strukture S .

DUKAZ ., Ako su predpostavke ove teoreme ispunjene onda je § 1lo-
kalna, jer je (L,+) S-podgrupa . Predpostavimo suprotno, tj.

da za neko (€L i nekos(E s/€ L. Tada za neko x€S\L , x(sf)=1.
Odavde, (xs)f+a=l i &s)f=1-a .Poito postaji. levi inverz (xs)";
elementa xs to sledi (xs)'%sz)€)=(xs)"l(l-a) i éf+al=(xs)-l(1-a),
gle su a,a, asocijatori wuredenih trojki redom (x,s,f) i ((xs)Vxs,0)
Po3to Je a(I.,(xs)"l, (1~-a), (xs)_l(l-a)-f U onda je éialGS\L

kxontrsdiktorno sa £+al ¢ L. Odavde, sf¢L i dokaz je zavrsen,

[ Wy |

‘BOREMA -+ Neka je 8 lokalna prastenoidna struktura . Onda, (I,+)
Je Jjedinstvena msksimalna S-podgrupa .

DOKAZ, Ako je N bilo koja prava S-podgrupa grupe (S,+) tada je
N<L, jer elementi iz N nemaju levih iverza. U suprotnom, ako je

NDOL, tj. ako za neko x€N xfl onda postoji neko y takav da je
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yx = 1 ¢ N i N ne bi bila prava BS-podgrupa . Ovu teoremu

za prstenaste strukture dao je Maxon (T.2.2.‘é€a).

TEMA 2. Neka je S prstenoidna leokalhna struktura i I sadrzi aso-

cijator A(S) strukture S. Tada, elementi iz L nemaju desnih in-

verza .

DOKAZ . Predpostavimo da postoji mneko k€L sa desnim inverzom k’
iz L. Tada je kk?'= 1 éhﬁfi;ntradiktorno sa kk*€L. Odavde, ele-
pmenti iz I nemaju desnih inverza u L . Neka neki element k€L
ima desni inverz s€U, tj. ks=1 . PoSto sk(L to l-sk ¢?L i po—
stoji x¢S takvo da je x(l-sk)=1l. Kako je (l-sk)s=(s-(sk)s) = a
to je s = (x(l—sk))s. i x((l-sk)s)+al=x(s-s(ks)+a)nxa+alE?L,
gle su a,a, asocijatori urdenih trojki redom (s,ky8) i (s,1-
~8k,8) « Ova kontradikcija dokazuje lemu.

Nenulti element s iz S se naziva Jjedinicom akko je st=ts=1l, za
neko t€S.

Oznadimo sa A podskup svih nejedinica iz S.

POSLEDICA . Ako Je S 1okélna prstenoidna struktura i ako svaki
element iz U ima desni inverz tada Je Iﬁ: A =1 , gde je Lﬂ
podskup svih elemenata iz S koji nemaju desnil inverza. -
TEOREMA 3., Neka svaki element iz U ima desni inverz tada je ©
lokslna prstenoidna struktura akko je A S~podgrupa.

DOKAZ . Jasno je da je A=I ako svaki element iz S ima bar
jedan inverz . Ako Je A S-podgrupa onda A sadrzi L. Ako postoji
kfL takvo da k€A tada za mekom , mk = 1 €A . Ne taj nadim, A
nije prava podgrupa i to je kontradikecija sa prdpostavkom te-
oreme ..

TEOREMA 4. Neka Jje S lokalna prstenoidna struktura . Tads, L je
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obostrana S-podgrupa skko svaki elemenat iz U ima desni inverz

i I sadrzi sve sasocijatore iz S.

DOKAZ . Ako je S lokalma prstenoidna struktura 1 predpostavimo
da svaki element iz U ima bar jedan desni inverz i da Jje asoci-
jator A(S) podskup skupa L tada je kstL , za svako k(K i svako
s€S . U suprotnom, ks¢L, tj. (ks)x=1, za neko x€S. Odavde,k(sx)+
+a=1 1 k(sx)=1l-a gde je a asocijator uredene trojke (k,s,x).Po-
$to postoji najmanje jedan desni inverz (sx)'l elementa sx to je
(k(sx))(sx)-l=(l-a)(sx)-£i;rkfal=(l-a)(sx)_l, gde je a, asocija-
tor uredene trojke (k,sx,(sx)_l). Posto k—aléL to (l-a)(sx)'lEL.
Ali, (l-a)(sx)'lélI(na osnovu L.l.). Ova kontradikcija i doka-
zuje prvi deo teoreme. Cbrnuto, predpostavimo da je L prava de-
sna S-podgrupa, tj. ks¢L, za svako k(L i svako s€8 . Tada,za sva-
ko séS\L . postoji x€S takvo da je sx=1 i (ks)x=k(sx)+a=k+a €L,
Posto je (ks)x€L i k€L onda afL, gde je a asocijator uredene
trojke (k,s,X). Podto ks€l, za svako k€L i svako s¢tS tada ele-
menti iz L-nemajuckﬂniﬁ inverznih elemenata. U suprotnom, pred-
postavime da za neko k(L postoji y€S takvo da je ky=l . Podto 1€U
to ky€U. Ali, na osnovu predpostavke ove teoreme, kytL. Ova kon-
tradikeija dokazuje drugi deo teoreme . Naime, poSto je L desna

maksimalna S-podgrupa to svaki element iz YU ima desne ingerz..

lema 3. Svaksa prava S-podgrupa unitarne prstenoidne strukture

S Jje sadrzZzana u JjednoJ maksimalnoj S-podgrupi (v.[?]).
TECREMA 5. Prstencidna struktura S je lokalna akko 8 sadrzi
jedinstvenu maksimalnu S-podgrupu M (v. T.2.8.[@Q]).
DOKAZ , Nuznost je data u teoremi 2. Cbratng, ako prstenoidna
struktura 5 sadrzi Jjednu Jjedinu maksimalnu S-podgrupu M tada
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-a svako k€L Sk Je prava S-podgrupa u S i, stoga, Sk< M,
Posto je S unitarna, k€Sk= M i poSto je SkS M, zasvam kéL to

je LEM. Ako postoji y{(M takvo da jeyﬂz ‘&ada.xysl,'.m neko x¢ 0. Ovo je
kontradikcija podto je M prava S-podgrupa . Tada je L=M 1 8 Je
lokalna prstenoldna stru$tura .

Element x prstenoidne %érukture's se naziva desnim kvaziregular-
nim akko je y(l-x) = 1 , za neko y€S. S-podgrupa N Jje kvazi-
regularna akko je svaki elemenat iz N kvaziregularana(v.[ﬂj) .
Radikal J(S) strukture S sadr¥i svaku kvaziregularnu S-podgrupu
u S (V}-[#J ) .

LEMA 4, Ako je S lokalna prstenoidna strukbtura tada je T kva-
ziregularna (v. L.2.9. [46] ).

DOKAZ . Za svako k(L Jje 1~k:f1:. Ovo implicira da pogtoji najma-
nje jedan.levi inverz u 8, recimo k?, tj. k?(1-k)=1. Ovo znadi
da Je L kvaziregularna S-podgrupa u S .

TEOREMA 6. #ko je radikal J(S) £ S onda je S lokalna prstenoidna
struktura akko je I=J(S) (v. T.2.1o.[46).

DOKAZ ., Ako Je  prstenoidna struktura S lokalna i J(S)£S onda
je J(S)€L. Na osnovu leme 4 L je kvaziregularna i odavde

LEJ(S). Dakle , I=J(S) #S i S Jje lokalna prstenoidna struk-
tura .

POSLEDICA 1. Neka je £ lokalna prstenoidna struktura i J(S) £ S
onda je S/L lokalna prstenoidna struktura takve da svaki njen
el ement ima bar jedan levi invez .

POSLEDICA 2. Ako je S lokalna prstenoidna struktura i J(S)#S on-
da L = J(8) je jedimstveni maksimalni ideal u S.

POSIEDICA 3. Neka je S lokalna prstenoidna struktura onda je S/L
prstenoidno polje skko svaki element iz U ima desni inverz.
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POSIEDICA 4. Ako lokalnna prstenoidna struktura S ima svojstva
iz teoreme & i ako L(S) # S onda je S/L prstenocidna struktura
a kojoj svaki element ima levi inversz .

POSIEDICA 5., Neka je S lokalna prstenoidna gtruktura i neka
2socijator A(S) stru#ture S ima svojstvo da je A(S)£ S. Tada,
s/I, Je prstenastofpolje akko sveki element iz U ima desni
inverz .

TVRDPENJE 1., Neka je S unitarna, lokalna prstenocidna struktura.
Ako S-podgrups L sadrii sve asocijatore strukture S i levi di-
stributor skupa I u odnosu na 8 onda je I ideal u S i S/L Je
orstenasta struktura.

TVRDENJE 2. Neka Jje & lokalna prstenoidns struktura. Ako S-pod-
grupa L sadrfi asocijator 4(S) , distributor D(S) strukture S
i svaki element iz U ima desni inverz tada je S prstenasto
polje .

DEFINICIJA 3., Unitarna prstenoidna struktura S se naziva pot-

puno rrimarnom akKo je S/J(S) prstenoidno polje sa Jjedinicom.

Ako je 4 modularni ideal strukturé S onda Jje S/A prstenoidno
telo sa jedinicom. Prstenoidna struktura S Jje potpuno primarna
akko je J(S) = A modularni ideal.

TEOREMA 7., I.okalna prstenoidna struktura 5 je potpuno primarna
ako svaki element iz U ima desni inverz.

Dokaz sledi iz teoreme 6.

Ako je S prstenasta lokalna struktura onda je ona potpuno pri-
marna » Ako je S5 prstem tada je obrat istinit [46] « Da ovo ne
vazi za prstenoidmne strukture pokazano je u sledeéim primerina,
PRIMER 1. Neka je S prstenoidna strukture data ggledeéim.tabe—

lama :
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Tabela 1. . _Tabela 2 —
"+ 5 a b ¢ 4 e _* o _a b ¢ d e
c 06 & b ¢ d g o © o0 0 0 o
— o e 4 < % = o a b o 4 e
b b 4 © e a c b a c a b d e
c ¢ e d o b a T .5_ b c a e d
d d b ¢ a e o d o o o o o o
e e c a b o d e 0o o o o o o

Radikal J(8) strukture 8 je {o,d,e} , L= {o , 4, e:’j . A(8)=
._:{o , d,e} . Dakle, S je lokalna pretenoidna struktura .
PRIMER 2. (8,+, | -1) , gde su operacije + 1 1 definisane

pOIﬂGéu tabela redom 1. i e

Tabela 5.

_:L._CL_-?‘_—_LC ¢ e Radikal J(S8) strukture S Je
e s oo s oo fud , 1-foctd .
b o 8 b ¢ d e Dakle, L £ J(s) i & nije
c o Db a ¢ e d lokalna struktura .

_da 0 Q g o O o | |
e o0 0 o0 o o 0

PRIMER 3., Pratenoidna struktura S Jje data slededim tabelama .

Tabela 4. . Tabela 5.
_‘+ o a b c e 5 a ‘b ___c N
O o a b e ¢ ©° 0 o o
a a 0 C bl La. _E) a b -c -
-b Hb c s ) ; . b o b To O
c ¢ b a 0 c 0o ¢ b c

U ovom primeru, J(S) ={o,b}_ i po¥to je 8/J3(8) = 25 , 8
je potpuno primarna, 41i L ={o,b,c} £ J(S) i S nije lokal-

na prstenoidna struktura .
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PRIMER 4. (Ip ,+,°) Je prsten , gde je p prost prirodan

broj « Ali, S = (Ipxi&w +,,Qf je afina prstenoidna struktura,

gde su operacije + 1 X operacije pokomponentnog sabiranja 1
afinog mnozenja: (xsy)ﬁfxlsyl) = (I-Xl ’ X-Flﬂf) ’ (X,F),(Xl,yl)
su iz I xI_ . Tada, redikal J(S) = L {o}x I, . Odavde, § je lo-

xalna prstenasta  strukture . Poito je J(S)£S i J(8)=L to teore-
ma 6, u ovom sluéaju, vazi . Medutim, u neasocijatinnoj afinoj
pr * o 2 ), gde je @ : (x,y)@(xl,yl) =

= (X'Xl ’ (X'Fl)'y), (X,:.f),(xl,yj_)élpx Ip y Ir--{o}xIp . J'(T)={(o,oi}

i, dakle, J(T) # L. Znacéi, teorema 6. se ne moze primeniti

strukturi T = (IpxI

na ovaj primer, jer struktura T nema desnu jedinicu. iko T-pod-
grupe I?x{ﬁ} i {q}x]i) grupe T ne smatramo pravim maksimalnim
T~podgrupama ada je J(T) = Ipx Ip i ova koncepcija bi wvaZila i
za ova]j primer .

Teorema 5.5.[}6J koja vazi za asoclijativne pobtpuno primarne

strukture vazi i za prstenoidne potpuno primarne strukture .

TEOREMA 8, Neka je S potpuno primarna prstencidna struktura .
Tada, S je lokalna prstenoidna struktura ekko je J(S) kvazire-
quleran. | B - )

DOKAZ ., U lemi 4., i teoremi 5. pokazano Jje da Jje J(8) (=L) lo~
kalne prstencidne strukture S kvaziregularan . Obrnuto, ako Jje
S potpuno primarna i J(S) kvaziregularan tada je L S-podgrupa.
Zaista, S/J(S) Je prstenoidno polje, J(8) £ S i, odavde, J(S)2L.
Predpostavimo da za neko xtJ(S) .xgi.; Tada, x¥o (mod. L) impli-
cira da za neko y€S y#Fo (mod L), yx=1 (mod.ID,tj. yxX=1-2 za
neko z€S. Poito je J(S) kvaziregularan onda je z*(1-z)=1, za ne-

ko z'¢{S. Posto je z'(yx)=1 i lﬁ/J(S) to VX ¢J(S) i odavde,
.xéJ(S). Ovo je kontradiktorno sa predpogstavkom da x€J(S). U su-



8 &

protonpm, ako yx€J(8) onde Z’(Yx)ﬁm5j'l(J(S) . Odavde, J(S/ ne

bi bio pravi ideal u S . Ova teorema je poopdtenje teoreme 2.5 [46}.

Neka je x element prstenoidne strukture S. Tada ,

A (x) = {HIHGS/yx=oB

se naziva levim anulatorom elementa x.

IEMA 5. Ako je element e iz S, o ¥ e ¥ 1 1 asocijator (S,e,e)=
={o}, jdempotent strukture S onda Je AL(e) = {s—-se/s€% (v.L.
4.1.(86] ).

TVRELENJE 3. Ako je S prstenoidno telo sa levom ili desnom Jedi-
nicom i seo =o , gde je o neutral grupe (R;+), s¢S tada skup L
afine lokalne prstenoidne strukture (SxR,+,8) sadrii same idem-—

potente i SxR nema drugih idempotentnih elemenata osim Jjedinicge.

Neka je II(_S) asocijatord ideal lckalne prstenddne strukture S, Tada wvaZi:
TEOREMA 9., Neka je S lokalna prstenoidna struktura i A(8) aso~-
cijator strukture S. Teds, A(S) £S akko Jje S/L prstenasta
struktura |

DOKAZ . Ako je S/L prstenesta struktura onda je A(S/L) = {of
i, odavde, A(S) S L #S. Obratno, ako A(S) £ S onda je ASSL
Neka je £ : A(S)—>L ukljudujuée preslikavanje koje inducira
S—-epimorfizam f: s8/A(8)—>1L . Tada je (s/R(s8))/ker T = S/L. Me-
dutim, S/A(S) je asocijetivna struktura i, stoga, 8/L je prste-
nasta struktura . Ako S nije lokalna prstencidna struktura ta-
da se more desiti da je A(S) #8 i da 8/J(S) ne bude asocijati-
vna prstenoidna struktura. Na primer, 8 =(E(G)xG,+,8) je afina
neasocijatvna prétenoidna struktura, gde Jje (G,+) grupa, E(G)

je prstenasta struktura trnsformacija grupe G koje su aditivno

generisane pomoéu skupa End(G) svih endomorfizama grupe G, a ope-
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racije + 1 ® su &ate u primeru 4. Struktura S/J(S) nije aso-
cijativna.

Ako je S lokalna (ne obavezno asocijativna) prstenoidna struk-
tura tada je A(s/L) =f{o} i D(8/L) = {0} sakko je A(S) #
i D(S) #5.

TEOREMA lo . Ako je S unitarna, lokalna (ne obavezno asocija
tivna) prstenoidna struktura koja ima svojsvo da svaki element
skupa U ima inverz tada (U,«) (= (S/L,-}) i ((S/L)x, ¢) =

= ( S/In{o} , +) su kvazigrupe sa jedinicama .

TEOREMA 11l. Ako je S lokalna prstenoidna konade struktura kejeima
svojstvo da svaki element iz U ima desni 1lnverz , tada Jje S
prstenoidno kvazitelo akko je U = (s/L)%.

DOKAZ . Ako je S lokalna konadna prstenoidna struktura, svaki
element iz U ima desni inverz i (S/L)* = U onda je |S}:Il=
1TI41 o....(+) , gde je |S\:|L) indeks aditivme podgrupe L

i 1X| kardinalni broj skupa X . Posto je \Ul+ |Lj=[S]| onda

iz (%) sledi |L|-/Uj=|Ul. Odavde, |L|]=1 i L =30}. Ova teo-

rema je izvedena po analogiji sa teoremom 7.2. [46t] o



POGLAVLJIE V
AFINI EMDOMORFIZMI I SEMIENDOMORFIZII PRSTENCIDNE STRUKTURE

1. AFINL ENDOMORFIZMI PRSTENOIDNE STRUKTURE

Neka je (G,+) grupa , EO skup svih endomcrfizama grupe G, E(G)
giruo gvih transfor-aciia aditivno zenerisanih vomonss skuna Eo'
r=da je (E(G)xG,+,8) distributivno generiszna (d.g.) desna prste-

2

noidna struktura s defektom distributivnosti ori cemu su opera-

cije + 1 € redom pokoordinatno sabiranje : ff,%)+ff1,gl)=ff+fi}g+

+2,5 1 &fino mnoZenje : (f,g?@(fj,gl ={ffl,fg1+g), za svako I,f
o

4

1

g
Ll
dd

AT
™

) 1 svsko g,ngﬁﬁ g,g su proizwljne konstnie. Struktura E(G

I~
1N

D

d.g. prstenaste desna struktura s defekom leve distributivno-

1
sti

J
(del.d.) u ofinosu na sabiranje : (f+fl)x=fx+flx i mnoZenje :
f'fl(xﬁ=f(f1x), za svako T flEE(G) i svako x&G .

- %

Svojstvo leve distributivnosti je narugeno (u obema komponentsa

7 1 w7 2 o 1 >
Za svako f,fl,fgéth) i svako ¥ _, ¥q 4 Xy 13 G,

pri cemu . X 1Xys%X5 53U proizvoline konstante, je

(f ‘xo)“fl ,Y£+Jfr ,x2)7 (f ,xo)(fE ’TE\ - (f ,‘f{o)(f1 ,Xl} ~
=(£(fy «f, ) - ££, = £F, , £(xy+%,)=Tuy=% ~fxq )={Pe¥to (F£{F(5))
(£, (E_, i=1,+ne,nME=) (f. ), to Je ) :

SONNEIE AN IS JADEIONIS DI C SUD TGO NG I FERDFPRFRC 3% SRS SIS

X ) -x (T Ex)) |

Znaci , struktura (E(G)xG,+,8) je levodistributivna po mod{ofxG
akko Jje (Eg(G)xE(G)G+QL+) komutativna (odnosno akko je (G,+) ko-
mutativnal.

Svojstvo desne distributivnosti je naruseno u drugoj komponenti,
. . \t _ . - {/ _
JEL g€ «fl ’X1)+(f2 '1.X22/(f ’XO) (f2 ,1{2)(:[? 1*{0) (fl axl)\f 9}{9)‘-

=((fl+f2)f -fzf-_flf : (fl+f2)xo+x1-fgxo—xl—flxo)zﬁPogto{yﬁfE(G))

.- - _ — ) . f.x Y+) f.x +x.=() .f.x )=
K-in:fngOIfi:)_ifi3f2"i~jfj) (o, ()—’l 170 T3 J o 1 Q) 37370
_Xl_CI:ifiXo)) , za 5vako f,fl,fgﬁE(G) iosveke X,

1) Digtributor se naziva jof i defekt distributivnosti.

-—
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xp9¥p 12 G 5 X43%1,X; Su proizvoljne konstene

Dakle |, potrebani dovoljan uslov da bi E(G)xG bila desnodistribu~
tivna je da je (E(G)G+G,+) komutativna .

vavedeni zakljudci vaze za svaku prstenoidnu strukturu (SxR,+,8)
[axo je ona odrecdena) u kojoj je (S,+,+) d.g. desna prsterasta
(asocijativna) struitura s nuler i s Jjedinicom » (R,+) grupa bez obzi-
ra da 1i je S pridruZena struktura grupi G iii nije, pri cemu je
cveracija & : Cs,r)(sl,rl)=f3ﬁl,srl+r) y, STfR,za svako s,s, (S,
svako r,rIGR. Ovo vazi 1 za opitije strukfure kad srfR,tj.kad
struktura SxR afinim mnozZenjem 1 pokoordinatnim sabliranjem ge-
nerife strukturu (Sx(3%+R),+’,8) svih elemenata vida (s,srlﬁr),
s€3, r,rl€R, pri demu su operacije +',+" prodirene operacije sa
skupa SxR na skup Sx(3R4R) i pri demu ona ima svojstva kao i
struktura z(G)xG, tj.(S,+,*) je distributivno generisana desnsa
centralnosimetriéna prstenasta struktura s jedinicom, (R,+) zru-
pa i vazi (sl+52)r=slr+szr , s’(rl+r2)=s’rl+s’r2 kao i analo-
na svojstve na generisanoj strukturi Sx(SR+?R), za svako sq,s,

iz 8§ , svako s’(S’ hs rl,ré iz R, gde je(S,*) podpolugrupa le-
vodistributivnih elemenata iz 5 koJji generisu gruﬁu (S§,+)

ToORIMNA 1, Neka je (SxR,+,m) prstenoidna struktura s levom

nulom i s jedinicom , gde je (S,+,+) d.g. desna prstenas-
ta struktura s nulem i sz jedinicom e i (R,+) grupa,pri

cemu je (sl+52)r=slr+sgr i s’(r+rl)=s’r+s’rl, sl,s2€S,r,r16R,§$f

((s8?,+*) je podpolugrupa levodiétributivnih elemenata u S koji
generlisu grupu (S,+})i pri ¢emu analogna svojstva vaze i u ge-
nerisanoj strukturi Sx(SR+’R) tada je (Sx(SR+R),+",g) levodi-
distributivna po mod {0 x(SR+f]) i desnodistributivna je akko je

(SEX(SR+’R),+”) komutativna.
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nakle, i ako struktura Sx(SR+°R) nema desnu jedinicu i levu
nulu teorema tipa Fr¥hlich-a Jje u vaZnosti ako Je grupa
(sgx(SR+’R),+") komutativna (V.Eﬂjt. 4.4.2;{),

Iz navedenog moZe se zakljuditi da posto je komutatorska pod-
crupa SxR grupe (SxR,+) (odn. komutatorska podgrupa Sx(BR+'R)
grupe (Sx(SR+R),+) ) desni ideal u SxR (odn. u Sx(SR+'R) to je
faktor-struktura SxR/gxﬁ (odn. faktor—struktura(Sx(SR+R)Fﬁﬁ?ﬂ%
asocijativna, levodistributivna po modulu SxR (odn. po modulu
= SRiR) i desnodistributivma je . Na taj nacin dobije se veza
so poznatom prstenastom strukturom .

Tsti se rezultat dobije 1 kad je u prstenocidnoj strukturi SxR
struktura S prstencidna d.ge. struktura s .nulom i 8
jedinicom i (R,+) grupa pod uslovom da komutatorska grupa SxR
sadr?i asocijatore strukture SR | .

Neka je (G;+,-) desna d.g. prstenoidna struktura i E(G) skup
svih transformacija grupe (G,+) koje su generisane skupom b
svih endomorfizama grupe.(G,+), tada Je ( E(G) x G, +, X )
prstenoidna afina struktura u kojoj su operacijs +,X redom poO-
_kogrdinatno sabiranje i afiﬁg mnozenje : (f,g)x(fl,gl) =
=<ffl,(fgif?gj , f,fléE(G), g,glGG sa svojstvima : (0,0) je nul-
+i element, (e,n) leva jedinica , gde su : 0,0, (odn. e,n) re-
om nulti (jediniéni) elementi u E(G) , G . E(G)xG je neasoci-
jativna, strultura s nulom (0, 0). Elementi (f,o0) i (e,g)
su desno (levo) distributivni prema sabiranju E(G)xG , a ele-

menti 1z on{b} su levodistributivni prema sabiranju u E(G)xG,
(£,0)€E(G)xG, (e,g)f {e} xG .

Svojstvo leve distributivnosti je defektno (u obema komponen-

tama) . Zaista, za svako f,f,f,¢E(G) , sVako X_,X;4 Xp 12 G,
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x_3X719%2 1 pro1zvolire kastarte 1z Gy

0

(f ’Koj(fl +f2 3 X1+X2)“(f ,XO)(fa ,Xg)“(f ,XO)Cfl_,Xl)

=(f(f1 +f2 }#f-fg -~f fl 9 (f(X1+X2))X *(fxg)x —(fK )X ) =(PO“
sto je f=1.f; tada jed=() £, (f; vfy ))~1 (£, (f; N)-(T,EE Y,
(I:i(fixl+fix2)x -1 (£, YgﬁﬁT -( L. (flxl‘\x ) e gde LE, iz=l,e...n,
Desna distributivrnost Je defektna u drugo] komvonenti . Zaista,

(fl+f21 X1+K2)(f 1XO)_<fE gxgj(f y 2 O) (f ,Kl><f ,KO)
{(fl+f2}f *“faf'_flf 3 i(fl fE}KO}(AT*X2}_{f“t }Kg_{flxo)xl:

o Q
(Fcito Jje £ =Z:.f. i 2_ -fj to Je):

(o, ((LL;f.x )(yl+x2§ +(T“ f X ) (X +x2) (I: f . X )xg-(L_ i%}i)z

=( .iko je B(G)G+G,+} kxomutativna onda je ) :

<~ —
=( 0O f.x x4 + ) . f.x x z ’ i E(G) ey
% %o izC},Xlgxg,xosﬂzgmgﬁwﬁﬁne konstante iz G, 8ce fiéEo’i:l"‘"n‘

TZOREZMA 2, Potreban i dovoljan uslov da bi struktura E(G)xG bi-

la desnodistributivna po modulu {o)xG i levodistributivna je da
je (Eg(G)X(E(G}G}G,+) womutativna (odnosno da je (G,+) komuta-—
tivna grupa) . |

Neka je odreden afini proizvod uredene dvoike ((S,+,¢)4{(Ry+,0))
d.z. desnih prstenastih struktura, (R,+) je leva 8’ -podgrupa,
‘gde je S’podpolugrupa levodistributivnih elezenata iz & koJji adi-
tivno generifu grupu (S,+),i neka vaZe svojstva distributivnosti:
(s+s,)T =sST+5¢T , s'(r+r1)=s’r+s’r , S,84€5, s¥5 ryry(R tada
je struktura (SxR,+,x) prstencidna s defektcm desne distributiv-
nosti (d.d.d.) (u drugoj komponenti). Tvrdenje vazi i u slulajy
alko se generife pros3irena prstencidna struktura U oznaci £x3RER
pod uslovom da se navedene predoostavke prenose 1 na ovu struk-
turu, gde je Jprodirena operacija overacije 58 SKUp& R na gy

SReR .Profirenje skupa SxR u sxup SxSRIR se ostvaryje y odnosu
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na afino mnoZenje i pokoordinatno sabiranje .
DOKAZ. 8vojstvo leve distributivnosti je defektno u obema kompo-

rentama. Zaista, za svako (s,r),(sl,rl),(sz,rg) iz SxR ( gde

: ’
J € S

podpolugrupa levodistributivnih elemenata iz S koji
zenerifu gruvu (S,+) ) vazi : fs,r)((slrl)+(sg,r2))-(s,r)(sg,rg)—
—(5,1‘)(51,1" ) = (Po3tc (¥s¢S )G.S €S’ )(s= )—-l 1 1), to je):

=(T e, (sq+85)=(T 85 )so=( 1 8y 089, (s, (myrrp))r=((L 85 )r,5) 0=

.ﬁ-—-—-l "I

I

-(“*—1 l)r Jr)=( ak%o Jje 5% SRYR,+) komutativna grupa, onda je):
= {0, 0 )

Svojstvo d.d. jé defektno u drugoj komponenti , Jer je :
(sl+sz,rl+r2)(s,r)—(sz,rg)(s,r)-(sl,rl)(s,r) =

( (s +52)s—525—sls, S r(rl+r2)+sgr(rl+r2)—(sgr)rz—(slr)rﬁ=

=( o 4 ) - s) 1S5 r, )(ry+ )+(}:3i:ksjrk)(rl+r2)—(Thj7—ksjrkr2) -
-(I:ii:ksiskrl})= (biko je (SRPR,+) abelova grupa onda je ) :

=( o , I:ii:ksirkrﬁ + I:rSJ Ty ) , za svako (s,r),(sl,rl),

’va

- ’ ' 3 .
‘:’iﬁsjés 1 I'kéR y & I:R,O) Je podpo-
lugrupa levodistributivnih elemenata iz R koji aditivno generi-
zu grupu (R,+)

TEOREMA 2. leka je ((S,+, «),(R,+,0)) ureden par desnih d.g. pr-

stenastih s*truktura s nulama i  S&  Jedinicama e 1 n,
neka Jje: (%+sf -sr+slr s S (r+r )= s'r+s rl 1 néka Sﬁ”analogne
predpostavke ispunjene u prosirenc] strukturi SxSReR svih ele-
menata vida (s,srrfr) , TJe Eirj(r1+r2)=@ira)rl+(sirj)r2 i
(srl+slr2)r=(s;1)r+(slr2)r , za svako s,slés, svako r,rl,r2€R,
svako s’,siés’ i svako rjER’; ede su (8,-) 1 (Ri°) podpolugru-
pe levodistributivnih elemenata iz redom S i R koji generisu
grupu redom (S,+) i (R,+). Tada, struktufa SxSRER=(8SxR,+,X)

(ako je odredena) je levodistributivna i desnodistributivna Je



o1

po modulu {o}x(SRJR) akko je (SEXbR'R +") komutativna (gde suco ,
+' profirenja operacijae , + u redom R odn. SxR .

Posto struktura (Sx3RJR,+’,x) nema desnu jedinicu to ona, kako
nalodas videsmo , ne zadovoljava Frohlich-evu teoremu(d gtnga jo
svojstvo desne distributivnosti naruseno)

Neka su desne d.g. strukture redom (S,+,+) 1 (R,+.9) 1 neka ispu-
njavaju i ostale wuslove 1z predhodne teorsme, neka je sirjER’
siGS’, rJGR’ (sde su (57,+), (R,e) nodvolugrupe levodistributiwnih
elemenata redom iz S odn. R koje generidu srupe redom (S,+), (Rfkﬂ
onda je (SxR,x) gruvoid i (SxR,+,x) je d.g. prstenoidnza afins
struktura s d.d.d.jofxR 2&iji je skup generatora podarupoid(&&ﬁﬂx)
Tlementi iz S'xR’ su levodistributivni u strukturi SxR . U opdtenm
sludaju skup generatora S’xR’ afinim mnoZenjem generife skup

5%x3 52’ svih elemenata vida (s?,s’p¥r’) , sfég,rﬂr’éR’. Tada
svaki element (s,r) iz 5xXi se mozZe zapisati u vidu (T'l l,f:hr )

kao i proizvod dva elementa iz SxR fs,r}{sl,rl)=fssq,sr o r)

A\ 3\ Y - '
:(Zisiijsj,((Eisi)(._kr.k).:(Ilrl,:) = (,-__il—_jS-S_j JIFDEREC:.;-))N

+.Z. prstenoidna (neszsocijztivna struktu-
ra s levom jedinicom i s dededs i ima nulu , o gde su
G={o,5,b,c,d,é} , -+ 1 . su operacije odredene tablicema 1 1 2 .
Frstenoidne strukture: (E(G),+,2) , (E(G)xG,+,8) 1 (B(CE xG,+,x)

su pridruzene (strukturi G ) pri demu su: E(G) skup svih trans-
formacija gruve (G,+) koje su generisane skupom E_svih endomor-
fizama aditivne gruve G , operacije + i9° u (E(G),+¢) su re-
dom pokoordinatno sabiranje elemenata iz E(G) i njihovo slags-

nje . Operacija + u strukturama (E(G)xCG,+,g) i (T

—
o
s
>
£

-
+
-

&3
~—
-
D

¥
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A |

operacija pokoordinatnog sabiranja: (f,g) + ({y+gy)=(f+Iy,g+g)
g-afino mnozZenje u (E(G)xG,+,8): (f’g)ﬁifT’gl)z(ffl’fgl+g) i x-

afino mnoZenje u (E(G)xG,+,X): (f,g)x(fl,gl)=(ff1,@gl)g),za SV3 =

xo f£,f,¢E(G),gdeeu g,8; proizvolize konstante iz G .
+10abcde o 10 abcde
of{0 abecd e {0 00O OO0 0
alaoedcb a {Cabececde
ol d o e a ¢ b IC a b c d e
clc e d oba c 10 b aced
dlabcaeo d |0 ¢ C OGO
elecabod e {000 COO

Tablicals. Tablicalcl.

JeJ. Malone i CoeGe. Lyons su odredili sledeéa svojstva strukture
(E(&),+,°) . Jedini automorfizmi grupe (G,+) su unutrasnji auto-
morfizmi grupe G i sledl da G ima samo 1lo endomorfizama .okup
E(3) ima 54 elementa. Nz osnovu teoreme : "leka je T neprazan
podskun & i K =fogeE(G)/Ta,—. fo}} teda je K desni ideal u E(G) (v.
3 ,t.2.5.] ),odredili su pet desnih ideala Ij"(a),;j-.-l,z,z,aﬁ,
reda 3: 11(5)=(odeooo), 12(5)={odoeoo), Iaf5)=(oodeoo), I4(5)=
={ooo0ode) 1 I5(5)=(0dddod}. Ovaj poslednji je i levi ideal u E(G).
Zatim, pet desnih ideala I, k=l424344,5, reda 9 : I1(9)=Il(5)®
6T, (%), T,(9)=T,(3)6I,(3), I(9=I;(3)61,(3), I,(9)=T;(3)eI,(3)=
=12(3)@I%(5) i 15(5)=I4(5)®I5(5). 7,(9) je jedinstveni obostrani
idezl reda 9 u ()., Postoji jedinstveni obostrani ideal I{(18)
reda 18, tj. I(18)={hEE(G}/2A=oooooo ili.h?=oooooq} ko jijJe masime-
lan i jedinstveni maximalni obostrani ideal reda 27, tj. I(27)=
=I;(3)eI5(3)ef (2) (v.[43ypp.71~77]). Radikal strukture E(G) je
I(18)f}1(27)=14(9). Drugih ideala struktura E(G) nema. Mi demo
igpitati prstenoidm struktum E@ExG,+,&.0na 1ma 524 elementa.Nje-
ni ideali imaju vid : E(G)x{o3, {oyxG i E(G)xG, gde su E(G), G
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Z()xG normalne podgrupe grupa redom (E(G),+V, (G,+) 1 (E(G)xG,+)

je i Txijoj

idsal u I7G)xG . =11, Ix{ol je samo desni ideal strukture E{C)xG,

ko je I ideal u =(G) onda na prvi pogled <ini se d=a

jer  Ix{o} rije leva Z{3)xZ-vodsrupa grune (E(G)xG,+).Inak, ideal
T 'fj carery o v A aa y aci L 1'{ } + ct NGO SR o 7
Tx{o} wenerige ideal , u oznacli IxItoJ, strukture -(G,;xG,=to vazl

5w opitem sludaju bez obzira kakva je grupa (). Ideali strukty-
F N e N =
!

o - . ~ A - .- ~ 1 oy y . -
re ({3 xT,+,%) su normalne podgrupre =(G)xG gruve (I G)XF,-] ¥o-

je zadovoliavaju uslove : 1) {fx,g)((flx,gl}+{f Xy & )}—(fx,ﬂ}ﬁ%@@)

33 {fx,g}{?x,%}ﬁE(G)xG i 4) (fx,e)(fx,g) EZE(G)KG , z& svako
{

. YEE(G)YxG, svako (f,2)¢E(G)xG 1 svako x¢G, g,g,su wdmvo-

L

line karsierbe iz G {v. napr.[eo ydef.2, 1 t..l_.] za prstenaste strukiu-

TS/)e Ova definiciia vaZi 1 u opftem slulaju .
TYRDENJE. Levi (desni) anulator (0:(E’(G)xG’)s=
/(2,272 (6)x67) €4(0,0)]] (odn.(0:(E@)xa) -

(e e QE(ﬂ)xC(; @jxqajrf,;fziﬁo,oli} ) nepraznog nodskura

b

/"\
"ﬂ
lff

27 (3)x:? skupa E(G)xG je levi (desni) ideal u E(G)xG .

rodto je T'={o0,d,e) jedina normalna E(G)-invarijantna podgrupe
gruve ¢ to su desnl pravi idcali u E(G)xG : {b]XN, {d3xG, IJG%QI,
(3=2143243,%4,5), I, (9)f ,(ﬁ 1,2,3,4,5), I(18)xi1, I(27)x:, E(G)x,
=(G)x {0}, ijf)x , (3=1,2,3,4455), I, (9)xG,(k=1,2,3,4,5), I{18)xG,
i I(27)xG . Ukupno 28 pravih desnih ideala . Drugih = pravih de-
nih idezla struktura E(G)xG,+,8) nema. B3to wlaev 1) zadovoljavaiu
normalne podgrupe: 5(5)qu}, Ig(g)quj, I(l&)xio}, I(27)x{bj,
15(5)x£, I,(9)xi, I(27)xk, I(18)x, 15(5)xG, I,(9)xG, I(27)x5,
T(18)x5 to bi one mogle da budu levi ideali u E(G)xG. 41i, po-~
$to desni ideali: IB)x{o], I,.(9xfoy, I(18)x{o}, I(27)x{ol,

IB(E)X 1y I,(9)xN, I(18)xN, I(27)xN u E(6)xG , i ako su E{G)-
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podgrupe, a N Jje G-podgrupa,nisu leve E(G)xG-podgrupe to one ipak
nisu pravi ideali . Prema tome, pravi obostrani ideali su: I5(5)XG
I, (9)xG, I(18)xG i I(27)xG . Takode, ideal strukrure E(G)xG je 1
normalna podgrupa  {o}xG,grupe E(G)xG .

Po&to su: IJ(B), (3=1,2,3,4,5) oratenovi, N ={§,d,e} komutativna
—_— — . E{' ‘1 . o — £
gruova i Ij(B) podgrupa grupe (E{G),+) i wvazi (fl+f2)x flx+f2x,.i,§
iz IJ(E) i xfN, j=1,2,3,4,5, to su podstrukture Iﬁ(ﬁ)xN asocija-
tivne strukture s d.l.d.{bjxﬁ « Podstruktura IQCBBdE$3prstenoid—
no telo s d.l.d.foyxN . Podto su 1,.(9), k=1,2,3,4,5, prsterovi i
I je komutativma Ikig)-grupa, ori Semu vazZi (fl+fémhflx+f2x,to su
Ik(Q)xE prstenaste strukture s d.led. f0JxN .

Tecrema 2.2. 1z[5)je od posebne vaznosti za d.g. konacéne onrstena-

4

ste strukture R sa jedinicom 3ije Je zditivne grupa (R,+) refiva,
jer je tada radikal J{R) strukture R nilvotentan i faktor prste-
nasta struktura R/J(R) je prsten. Struktura E(G),+,¢) ispunjava
uslove ove teoreme pa z:& nju ona i vazi ., Medutim, d.g. prstenoid-
na afins struktura (E(G)xG,+,8) ima jedinicu i aditivna grupa
(E(GYxG,+) je refiva, ali desni radikal J(E{G)XG)=IA(9)XN nije
nilpotentan i (E(G)xG)/J(E(G)xG) nije vrsten wvel prstenasta strul-
tura s d.l.d. D(E(G)XG/(J(E(G)KQD={Co,dltI4C9)KH/dEQJ_._Ovo tvr—-
denje vazi 1 u opstem sluiaju i kad s*truktura SxR nije konacins

i kad d.g. prstenasta sHrvstr>2a s rulor 1 s jedinicom
(S,+,*) nije pridruzena grupi (G,+) .

Teorema 3. Neka je (S,+,°) d.g. leva , Dprstenasta struktura

g nulom i s jedinicom i (R,+) grupa, reka je odreden afini
proizved uredene dvojke (S,R) istim redom i neka vaZi: s’(r+rl) =
=g’ ? 1= : req R A : el
=s’T+s’ 1y (s+sl,r~ ST+ST 5,8168, s €37, r,rl€ . Ako je g2&T |

B i B su maksical=e pnésimae  grios  wedom R, SR +°R struie-
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rura (Sx(SR+’R),+,9) re3iva tada je faktor-struktura Sx(SR#%XX&{SRE@
prstenasta s d.l.d. gde je J(Sx(SR+R}) desni radikal u Sx(SR+R).
/Desni radikal u Sx(SR+R) je presek svih maksimalnih desnih idea-—
1a koji su makimalni i kao desne Sx(SR4R)~vodgrupe).
"OKAZ. Tteke je Ax3 maksimalni ideal strukture Sx(SR4R) tada je

((5x(8R+R)/J{Sx(8R4R)),+) abelova srupa, Jjer komutator KxC grupe

{12

(ex(I0<R2,+) Je sadriZan u svakom maksimalnom idealu AxR pa je sa-

,

drzan 1 u njihovom vreseku . Zazista, ovo je posledica redivos+i
cruve (ox(SR+R),+) koja obezbeuuje da je svaki desni maksimalni
ideal maksimalan i1 kao desna Sx(SR+R)-podgrupa . Dakle, rofto aso-
cijativnost strukture SX(SR*ERT/{SXSR+1F5;81&GJ' iz dokaza +, 1., to je

dokaz teoreme zavrSen (Qre t. e izvedena po analogiii salﬁmomﬂ.iz[6jL

- - e A g bl : i 4
TEORIMA 2. Ako Jje (Sy+,¢) dege ] eowva DPstenasta struk%vﬁa:s¢+:ﬁ:a*
+sry, 8¢5, 3 T, iR, sBel, B i B su maksimalns podgrupe grupa redcom

R, SE+'R,ako je aditivna =rupa
Sx(SE+E) resiva i agko je d.d. U{CHSR#R) ravnomerno raswvoreden

U odnosu na svaki resivi niz wormalnih Sx(3R+R)-vodgrupz onda je
S= QS:CCSi%;E))/gL(Sx(SRiR}) prstenzasta struktura s d.l1.4d.D{ 3=
=7(d,F)+7(52:(8R4R)/(d,T) €Dx(5RR)} (w[18 ,str.35] ).

Medutim, prstencidna struktura (“(G)xG,+,x) s jedinicom se bitrno
razliikuie od strukture (E(G}x@,+,@) koJu Sggﬂdosgﬁ ispitivali,
Jer ova strulttura iIma nulu (o6,0)73 levy i desmnu ', a pred-
hodna samo levy . FPosledica ovog svojstva je da ovs struktu-
ra ima ne sumo sve navedene desne 1 leve prave ideale koje ima
predhodna, vel 4ih img i Vvi3e.Tako i ove normalne podgrupe (desni
idealid: Ig(3)x{o}, I,(9x {3, 1(18)x{o}, I(27)x{d}, I(3)xx,
I4(9)xﬂ, I(18)xN, I(27)xN, E(G)x{o}, E(G)xN su i levi ideali,

jer su one i leve E(G)xG-podgrupe .
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Daljnja vaina posledica navedenogz svoistva strukture (W(G)xC,+,x),%.
dz ona ima C jeste dz Je desni radikal J(E(G)XG)=I4(9}XN struk-

ture E(G)xXG i obostrani rodikzl ove strukture, jer su desni ma-
ksimalni ideali I(18)xN, I(27)xN i levi jedinstveni maksimalni
ideali red=a ¢y odn. 81 i drugih levih i1 desnih maksimalnih lde-

ala struktura E(G)xG nema .

radalie, podstrukture ove strukture su strukture Ij(B)xH,J=l,2,

O

4,5, kcje su , takode, neasocijativne strukture reda 9, a d.d.d.
im Je {Q}xﬁ. Struktura 14<5)XE je, uz to jo& i, prstenoidno kvazi-
telo reda 9's d.d.d.{p)xﬁ} Fodstrukture Ik(9)xﬁ,(k=l,2,3,4,5) su,
sada,neasocijativne 1 s d.d.d.{?}xﬂ . Navedena svojstva prsteno-
idne strukture (E(G)xG,+,X) se proveravaju neposredno i pomocu
relacija : 1) (f ,g) {fl+ § y gl+g) - (f 1g)(fl ’gl) -
=(£0£y+ T d-ffyx , (£(g+8))e-(f2;)8) € B(G)xT,

2) (£ ,e)(T ,2)=(fF ,fa+g)€=Z(G)xC ;

3) ((£q ,8)+(FT ,&0)(f ,2)-(fy ,87)(f ,8) =
=((£;+ THf =87, ((£+D)e) (g +8)-(£18)g) € E(GIxE 1
4) (F ,B)(f ,8) € Z(6)xG ,

za svako {f,g),{fl,gl) ¢ (E(G)xG)i svako (TF,g)€E(G)xG , gde je

1

Z(G)xC pormalna podgrupa grupe (E(G)XG,+) ¢ Lv. af.2,-g1.1T-),

Napred navedena razmatranja odnose se i na opstiju prstencidnu

afinu ztruvktur: (Sx (8RR P%=Y) s nulom u kojod su 5 1
R desne d.g. prscenaste struvture s nulamz 1 S jedini -

cama redom e i n , pri demu su i u ovoj strukturi ispunjene sve
predpostavke koje su napred navedene , tj. da vaze svojstva
Yp=sT+S T, S’ +TA =5 T +5" T . {r,+r,)=S.T 0 0, +5, "
(s+s;)r=s5T+8,T, 87 (P +T,) 1t8 oy BiF5N N p)=S T T+, Tirs,
; — f; I‘.‘.*T 3
(srl+slr2)cr STPT + S TH¢T, Z& SUWKO S,SIES . r,rlreéR i svako
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9 \ 3 . i
s ,8; 65, svako r.¢R’, gde su S’,R’ vodpolugrupe levodistribu-

)
tivnih elemenata u redom S , R 1 ¢ , +' proiirene operaciie ope-

racijae , + u strukturi (R,+,e)} . Dakle, da bi normalna podgru-

iy

DA SxR crupe (SxSRsz2,+), uz navedene predpostavke, bila ide=

votrono Jje 1 dovoljno da ispunjava sledece uslove

i._uql-

s,7)) - (s,r}{sl,rl) £FS xR

73 SVako fs,ﬂ\,(sl,rl} ¢3S x R, svako (s,r)ESxR (Jer je , u
ovor cludaiu,S x 2 leva i desna S X SRR - vodgrure , . AF. 200, T
TEORI A 4. Da bi normalna vpoderuva S X R grupe

/SxSR:R,+) bila levi'(desni) ideal strukture SxSRe¢R votrebno 1
dovolino je da : 1) § je leva (desna) S-podgrupa, 2) X je leva
S-podzrupa i desna R-vodgrupa (leva SR-podgrupa i sr¢R, za sva-
ko 65 i svako rER ) i %2).da SxR sadr?i svoj relativni d.d.
(svoj r.d.de) U odnosu na skup SXSReR .

TEORZ 4 5. Da bi komutatorska podgrupa SxR grupe (SxSRIR,+)

bila levi (desni, pravi ) ideal dovoljan uslov je da 5xR
sadr?i l.d. ( d.d. odn. distributor) strukture S.

DOKAZ . Yomutatorska grupa SxR je leva (desna) SxSKEeR-pnodgru-
pa, jer Je,

———

(s,r)(sl+52-sl-83, rl+r2-rl—r2) £ S x R i

za svako (sl,rl),(sg,rz),(s,r) S xR .
Zatim , ako je §=51+52—sl-s2 i 7 = r+T,~Ty =T tada je °

1) (5,r){(Si,ri)+(§,5))—(s,r)(Si,ri}éﬁxﬁ i 2) (S&+§,%ﬁﬂé,r)—
—(Sl,rl}(s,r)egxﬁ, za svako (S-;I');(Slyrl)a(Sgsrglaisi,l.i’)GSxR
Faktor-struktura (E(G)xG/J(E(G)xG) strukture HGxG po J(EG)xG)

je desnodistributivna po modulu D((E(E)XG)/I4(9)XN,levodistribu—
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tivna je i neasocijativna. Radikal 14(9)xﬁ strukture Z{G)xG je
nilpotentan 1 ¢, tipa Beldleman-a U ovom delu vazi za ovu struktu-
ru. Zailsta, ako Je 14(9) nilpotentan ondsa jé 14(9)XN nilpotentan
jer je (i,n)x(iq,ny)=(iiy,(inin) 5 (1,n),(iy,ny )€, (P)xN. T u
opétem sludaju,kad je E(G) ma kakva desna konadna prstenasta d.g.
struktura €ija je grupa (B(G),-) rediva koje Je pridruZena desno]
d.g. prstenastoj strvktui (G,+, .) s nuleoem , Tradikal
J(E(GIXG) strukture Z(G)xG je desnerilupotenten, jer Je mc Beidleran-
ovold t., J(E(G)) nilpdtentan . Tvrdenje se mozZe poopstiti i na
strkturu SxSRYR kad d.g. prstenasta struktura (3,+,.) nije pri-
druZena strukturi (B,+,¢).

ECRIMA &, lleka je (g xSRPR,+,x) prstenoidna afina struktura u ko-

-

jojd su 3 1 R d.g. desne prstenaste  gtrukture ¢ levin i desnin
milamsa 1 neka je radikal J(8) nilpotentan,tada je radikal JExSRP) desno-
nilpotentan i faktor-struktura (Sx3RIR)/J(SxSReR) je prstenocidna
desnodistributivna struktura po modulu DKSKERJR)/J(SXSRSRD =
=fko,5ﬁ+J(SxSR3R)/(o;E)({03KSR3R}i levodistributivna je .

TEOREMA 7/ . Neka je Eo skup svih endcormorfizama grupe {(G,+), E(G)

skup svih transformzcija aditivno generisanih skupom EO . éo}xﬁ

asccijatorna grupa prstenoidne strukture (E(G)xG,+,8) 1 ;09xK

l’ I . ! - ) - - [ e
komutatorska podgrupa gruve (1QIKG;+} « Tada su istiniti sledeci

iskazi .
9 | o - . .
1) { 0jxK je pmvi ideal u (E(G)xG,+,8) 1 2) Normalna

. R < ——
asoclj atorna podgrupa {o&:z:ﬁ strukture BE(G)xG se poklapa sa

-

komutatorskom podgrupom {O}x'K o

DOKAZ . 1) Komutatorska vodgrupa ({ojr:{K,+) grupe ({0} <G
lje obostrani ideal strukture E(G)xG £to je lako dokazati .
2) Neka je {ojxK komutatorskz podsgrupa grupe ({01%xG,+), ({0l xA,+)
asocijatorna podgrupa grupe (E(G)xG,+) ; tada Je fg}xﬂg;{ﬁ}xK .
Asocijator skupa E(G)xG je skup svih elemenata wvida'

(Cf’g)(fl’g1)>(fz’€2) = (f,g)((fl,gl){fz,ﬁg)) =(O " f(flg2+@ )
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fflg2+fg1)), a asocijator skuvoa E(GWXG/{Q}XK je gioin gvih ele-

i I
(£1,8) (La,g?)€T(G)Yﬂ odnosmno svako (f,g +h) (£1,87+0),(£5,8,+7) iz
T(G)xXG/rorx¥% . Fodto svaki endomonfizam T, gruve (G,+) inducira
endomorfizamfé_grune (G/K,+) to je zhir f= I:ifi endomorfirana
f. kommtativme grupe G/K, takode, endomorfizam grupe G/K pa va-

21 T(2)+ 82 )=T(gy) + I(&y) , z2 svako B . §
odnosmo svVako féﬁ@} 1 asocljator (o ’ f(llé

- - - ! A
=(G,3) , za svako {(f,g) ’Cfbgl) ,(fg,g“ Y E (RN /(0xX

- ""~ =

Sledi, asocijator { ofxa je podskup skupa {g;xh .
Oornuto, nexa je asocijator skupa (E(G)xG/{oixA) nula-skup, %j.
neka je ((£,2:R( 1,8 (f5,8+8) - (£,8R)(L,8/)(f,,558))

=(0 .£(£ a;
=ffl(gg+ﬁ) e +a ), 2a svako \f,g),(fl,gl),(fg,a ) 1z E(G)xG odnosno

za svako (7, +ﬂJ,(fl,g ),(fﬁ,efap) iz E(G)x Q/LOJXh g to znadi da

je £ sndomorfizam gruve (G/i,+). FPodto je f ma koja transformasiia
crupe G/, . (¥LEE(G)}IL €B, , i=1, 5,7 ’f-L_f ) to je (BE( @HFolxA,
komutativna grupa . Otuda, iq}xKéZ{b}_? . Dakle, io;xﬂ =20fx K e
Teorema s& ne moZe poopstiti , ti. ona ne wvazi za prstenoidnu
strukturu (SxR,+8) , zde su (8,+,-) 1 (R,+) redom d.g. prstenasta
gstruktura i1 gruva . Neime, da bl ona wvazila potrevan je 1 dodatni
uslov :~5G51+52)=§51+s§2w3mza svak0mséﬁ;-ri,r263,'E1=rlK,E§=f§K,I{ja

vomutatorska grupa grupe (R,+)

TEQRENA 8 , lieka je (E(G)xG,+,@) prstenoidna struktura,-{éfo
desni ideal u E(G)xG» Tada;E(Gk%A%%Xngﬂlj prstenasta struktu-
ra akko Je {Q}XIQE{Q}XK i 2) prstenoidra struktura s asoci-
jatorom «(E(G)xG/fofxI) = {(O,r+1;/réaf% ekko je o ojxIC {o%xK,
gde su K , {QJXA redom komutatorska vnodgrupa grupe G , asocija-
torska podgrupa grupe (E(G)xG , +)

DOKAZ . Teorema Jje nepcsredna pocsledice teoreme 7,

TEQOREMA 9 . Neka je (S,+,8) prstenoidna struktura i I njen ideal.

In(grh)) - (£ {e+8)+f(g#4)) = (C,5) odnosno £(£ (g + gL

+)
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b

Tada, fa-htor-s*ruviooma (S/L,+,°) de prstenasta ako je (S,+,e izo-

}

morfna afinom proizvod”(Rxf,Q,ﬁl) prstenoidnih struktura redom:
orstenaste strukture (R,+’,.) i prstenoidne strukture (I’,+",o0?)
ori Cemu je (I +,0) = (I’,+",0') i @ je overacijz vokoordinat-

. . }
nog sebirania u RxI,
Z
i neka je f izomorfizam struktura (RKI’,@ﬁﬁl) i (S,+,0) nri Ze-

tura . Zaista, vodto je {RKI’)/C{Q}KI’) , (0 jeneutral u (R,+?))
izomorfrna prstenastoj strukturi (R,+’, o) to je cna izomorfna i pr-
stenoidnod faktor-strukburi (§/I,+,0) pa je (8/I,+,0) prstenasta
struktura .

TEOREI & 1Q fHeke je (§,+,90) prstenoidnz struktura i I njen idesl.

Tada, fektor-struktura (S5/I,+,c) je prstenasta akko Je (5,+,¢)=
sfinom ovroigzwveduprstenoidnih ctruktura redom: prstenaste struk-
ture (Ry+?,.) i prstenocidne strukture (I?,+", o’ ),ori Femu (§/T;,c)=
2‘(39""5') 1 1"}%(?!4'”1",)'

LC¥aZe nlko postoii izomorfizam f izmedu struktura (RXI’,@,@I} 1
(Sy+,0) ori Cenu je (T+?, Q) & (I,+,¢c) tada je (8/I,+,0) prste-
nasta *to Je dokazano u predhodnoj teoremi . Obrnuto, ako e
(2/T,+49) prstenastz.struktura ori emu (S/I,+,0) & (R,+?,+) 1
(T,+,¢e) = (T2 +7 &) i nofto, na osnovu prednostavke teoreme, npo-
steii =fini proizwf.(?xI‘,@,@l) to je (RxI’/{h}xI’,@,@l}EE(E,+1-}
a (R,+?,9) & (5/T,+,0) pa su faktor-strukture (RxI’/i@}xI’,Q,ﬁl)

i (8/I,+,0) izomorfne, a to znaci d4a su 1 same strukture (Ex?}@@i)
i (S,+,9) izomorine (kao posledica predhodnog izomorfizma), cde

je o neutral u (R,+) .

POSLEDICa 1. Strukturz (S,+,0) ima levi nula-element (0’,0°) .,

DO¥iZ, Po®to afina prstenoidnaz struktura (EXI’,@,@l} ima levu
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aulu (C,o0) , rmde je O neutral u (R,+') 1 o neutral u (I’,+") to

i struktura (S,+,9) koja je izomorfni afinoj prstenocidnoj struk-
turi RxI? imz levi neutral .

POSLEDICA 2. Skup {ijI’ je ideal prstenoidcne stTrukture (RxI1'®,8).
POSLEDICA 3. Prstenoidna struktura (3,+,0) je generisana skupo-

{O’%KI N

l._l-

, D)
vira redon Ab\I)K{oij
PROTEVOTONE STRUKTURE CIJE U ADITIVI S GRURKE NOHalHOG REDA ILI

J..._JJ.'

CIKLICHNE GRUPE

ﬁ

=CREMA 11, eka je (J,+) oroste (netrivijalrna) konalna grupa 1

l_

(G,+,¢) prosta leva prstenoidna struktura g jedinicom . Ako Je

(A,+) zrupa sautomorfizama grupe (G,+) tada : 1) (AxG,@) Je

» ‘ T * = - j 3 . » -
sruva i 2) (AxG ,@l) kvazlgsrupa, gae Je 3'=G\o3 i overaciie

e, Byt <a:g)ﬂ(alygl) = (a‘alra€1+g) 1 (a,g)ﬁl(al,gl)
(a.al,aglng) , 2& svako (a,g),(al,gl} £ A x G . Ako je e iden-~
tidno oreslikavanje gruve G, & 0 1 1 neutrzll u odnosu na ope-
recije redom + i ¢ u strukturi G , tads Jje (e,l) leva jedi-
nica kvazizgrupe (AxG,@l), a (e,o0) jedinica grune (AxXG,8).

POSLE TCn l. Normalne Dodgﬂuoe kv321£rupe (AAG L2 ) su: (ﬂX{@L@Q

i ({_}xG 8, ), a zruve Je ({e}xG @). Nzime, postoje homomorfi-

zan h, inverzni homomorfizmi h, 1 h, rwazigrune (Atﬂ,ﬁl} i 7ru-

pe (Ax3,®) ne podgruve redom (Hx{@},@l}, (f@}XG,@l} i (axfof, &,

tje h : (nyJ,glﬁ——ar ax{oy, @1 , (a,g)—>la,0) ,
hl: (AxG ﬁl)%({e}'ﬁ{":@q\ (51%‘)—"*(&15) 1

hy: (Ax%3,0) -—ar({gﬁxG,ﬁﬁ , (a,z7)—>(e,g) .
DOKAZ, Pofto je na osnovu +2.iz [Bl (G,+,¢) polje tc je (G?,o0)

cruna va sledli zorga teorema .
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POSLEDICA 2. Neka Je R orstenasta struktura koja Jje aditivno
cenerisara nomocu skupa A svih unutras&njih automorfizama kona-

“ne proste sruve (G,+). Tada: 1) Struktura (RxG,+,8) je orste-

-
—
]

nasts s d.l.d;jﬁﬂxﬂﬁ 3 struktursa ﬁRHG,+,@j? ~gtercicna « 4.7.4,
i . ) - . .
19}35, 2) Pprg*terasta struktura {(RxG,+,8) ima samo jedan ide-
21 Jorx( & rrstenoidna strukhtura (Rxﬂ,+,ﬁj) ima dva ideals Rh{pg
e i) — .

(S,+,+) i (R,+,°) leve prsteraste strukture i 2) sr{R, s{r+r,)=
=sr+sz; 1 (s+s,'r = sr+sry , za svako s,leS i r,rlEE ; tada su:
1) (5,+,+) i (F,+,9) komutativni prsterovi, 2) (5xR,+,&) prste-

nasta struktura s d.l.d. &jxﬁ.i s levom nulom 1 3) (SKR,+,@1)

vrsteroidre struktura s d.d.d. ﬂ%KH 1 s nulom .

DOKaZ. Ya osnovu *.l. iz 61 (S,+,*) 1 (E,+,c) su komutativni
crstenovi . Strutura (SxR,+,@) je asocijativna, ima svojstvo
desne distributivrnosti a svoj5tvo leve distributivnosti Je de-
fektno . Struktura (SxR,+,®l) ie neasocijativna, ima svojstvo
leve distributivnosti, a d.d.d. Je {q}x?. Ako je S=%(R) skuv
svih transformacija cruve (R,+) koje su aditivno senerisane npoma-

|

¢u skupa E_ svih endomorfizama =rupe (R,+) onda su uslovi 2)
ove teoreme isvunieni i (=Z(EFYxF,+,8) je vrstenasta & (E(F}KRﬁﬁﬁ)
prstenoidna struktura .

TEORMA 13, Weka su (S,+) i (E,+) proste (netrivijelne) cruve

vonadrnog redz. ako su (8,+4+) i (Ry+,¢) leve prstenoidne struk-
ture s jedinicama, sT(R, s(r+rl)=sr+srl i {5+sl)r=sr+slr .osl(®),
s,slés , r,rléR , tada su: a) (S,+,+) 1 (R,+,0) polija,b)

(SxR,+,®@) prstenoidno telo s d.led. i s levom Jjedinicom i c)
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(SXR,+,@1) prstenoidno kvazitelo s nulom, s d.d.d.:ﬂﬁxR 1 s le-

vomn Jdedinicom o

n0K~Z. a) (S,+,+) Je voljie (7. ﬁ.2.iz£ki)itiﬁk Na osnovu Corol. t.
- [15] orosta grupa sloZenog reda ne moZe diti aditivna grupa

orstenaste strukture s jedinicom . Ovo tvrdenje vazZzi i za prste-

npidnu strukiuru s jedinicom (ve Te 154)
5) (SxR,+,8) je asocijativna, nskomutativna i svaki element ira swoj
inverz . ako je S=R onda su uslovi (+) ispunjeni 1 vazl navedeno

tvrdenie o

¢) Strutura (SXR,+,®1) nije asocijativna G ako su (S,+,0) 1 (Ry+,)
asocijativne), 5 svaki element iz SxR ima svo] desni 1 levi in-
verz, ako s(slr)=(ssl)r i SxR ira d.d.ds {q}xR .

J.R.Clav and J.J. Falone, JR su dokazali teoremu po koioli Je
(Gy+,0) komutativni prs¥er , 2ko je (3,+) ciklidna 1 (F,+,¢c) le-
va prstenasta struktura . Cvu teoremu femo malo voopEtiti .

TEORS A 14, ako je (G,+) ciklilna grupa 1 (G,+,0) levz rrsteno-

idna errukiura s Jedinicom tada je (G,+, o) komutativni orsten (ve
‘f—bll iZ [1_'6‘::’ .
DOKA7 . lieka su elementi iz G dati kao klase ekvivalencije broje-

va i neka de a ssdriano u jednom generatoru gruve (G,+) . Izabe-

3

rimo notaciju tako 4z 17 oznacsva (1.a)?, klasu koja sadrzi =z ,

29 oznafaga (1.a)? + (l.a)’ = (2e2)? itd, Neka 1e e? Jjedinica iz
Q;anova
2 . Tada , 1? = 1lloe? = 1’9(7’+~-a+1 Y =

it

(G,-i-, ﬂ‘) i 1%1°

=1%01’++se+1% 1" = e-(17017) = e’sc’ = (e.c)’ .

Ako je G=7 , Z e skup klasa celih brojeva, a=*] 1 , odavde, e=

=*1 . Ako je G=T, ( I je skup klasa brojeva modulo n) tada je
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sjednom generatoru sruve (Ip , + » to je (n,a) =1 1 n/(e.c-1).

-

L](
Fde

41i, ovo implicira (rn,e)=1 . Na taj nadin , klasa koja sadr e
je generator grupe (G,+) i , u notaciji generator koii sadr?i

a moZe bitli zamenjen vomofu generatora koji sadrii e , ti. 1'ie
rultiplikativna Jjedinica .'Znaéi, za svako x’,y’°FfG vaii : ¥vleyv’'=

v=Clanova
= %DV o5 17D = e ll4soesuBl’= yex' = (yox)? = xo¥? = 7o,

Dakxle, operzciia mrnozenja prstenoidne strukture G je komutativna
i sledi da je Y vaZnosti i svoistvo desne distributivrosti .
asocijativnost je zadovajena, Jjer je :

z=Clanova
(X’ 1\)92,'_(.:{ ny ) (l""""’*‘l,) (X’gv )Gl’-{»--u-}-(x a:‘}"\ 1° =
::(X, :J“)-Z = (X’ -UV:-Z- Xﬁ'(:‘I'Z) = (X'(}T'E)), = ((}T-Z)'XD,:"

=(yez)ex? = X% (yez)’ = x%F%2') , za svzko x’,v’,z’ & G .

POSLEDICA YNeka je (G,+) ciklidna grupa . Tada, vostoii izo-
morfizem Jjedinstrene prstenoidne strukture-prstera sa jedinicor

¢ija je aditivna grupa (Gy+)

J.J. tezlone 1 Jo.R. Clay su cdokazali da je (G,+,°) polje ako ‘e
(Gy+) prosta (netrivijalna) szrupa konadlnogs reda i (Gy+,0) Dro-

sta struktura . Ove teorema vaZi i u opftijem sludajulv. t.2. 12[}f1\

TEQREMA- 153 Neks- je (G,+) prosta (retrivijalna) crupa konadnog

reda . Ako Jje (G,+,¢) leva prstenoidna struktura sa iediniconm
onda je (Gy+49) poljie .

DOKAZ . Ako Je (G,+) vrostog reda , ti. Gz:IFl tzda teorema 14 ohe-
zbeduje sve sto Jje notrebno osim multiplikativnih dinverznih ele-
menata . Kakd: Jje asocijativnost ispuniena vrenma predhodnoi +eo-
remiiipo§to (Gy+,9) ima jedinicu to vostoji nenulti ulaz u svaki

red (osim reda koji se mnoZi € nulom s leva). Svaki elemert e re-

lativno prim s v (osim nule) i to dvoje oreastavlja dovolian uslov
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da inverzri elementi pestoje i teorema vaZi u ovom slucajiu .
ako (G,+) ima sloZeni red onda rezultat izﬁﬁ%iimplicira da
(G,+) ima varan poredak . Posto orost broj 2 deli red gruve G
Svlow-8 teorijz obezheduje da G sacrii jedan element Teda 2.

ko je x reda 2 1 e je Jedinicni elemet To je i e , tal

da 2 , Jer je 0 = v + x = es(x+x) = e6x + eox = Xole + e) .
Tada, za svakoe IEG, géo , g=e cg==(eo{-g))=~((~z)ee)={-Ve -e)=
=(-c)ce=-g . Na Tal radin, sgsvaki nenulti element zrure G je re-

da 2 i (G,+) mwora »ifi komutativna . Podgrupa zTrupe G,+) koja e

senerisana pomoéu x Je prava normalna podgrupa grude (Gy+). Or0

je kontradiktormo srednostavei tecoreme da je G rvrosta. Dakle ,

Va sledeée tvrdenie o

DOSIEDIC~1l., Prosta sruva slofenog reda ne moze bitl adiftivna
crupa oprstencidne struktﬁre g Jjedinicom o

J.R. (Ulay i JeJ. falone dokazall su sledeér teoremu: "iteka Jje
(G,+) konalna grucva 1 neka jJe operacijae levodistritutivna bi-
narra oneracijia defirisana na (G,+) . Ako je e€G jedinica u od-

nosu na operacijuoe , i ako je xtG onda red elementa x, Ofx) de-
1i red elementa e , O0(e)"(v. %.3. iz [16]}) .

POSLEDICL 2, Teka je (G,+) neciklidéna grupa ¢iji red Je prolzvod
rarlifisn poeti rnfera 1 ‘E(G),+) grupa svih ftransformacija
gererisanih skupor E_ svih erdomorfizama grupe G . Tada, a)
(G,+) ne mo¥e biti aditivra gruna prstenoidne strukture s Je-
dinicom i b) Eggostoji levddistributivna afina prstenoidna
struktura (E(G)xG,+,8) ¢ija bi aditivna grupa bila grupa
(E(G)xG,+) i koja bl imala levu jedinicu a

DOKAZ. Predpostavimo da je (G,+,0) prstenoidra struktura sa
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jedinicom e . Posto je red grupe G produkt razliditih prostih
brojeva Pys®**sP, 1 posto postoje elementi u G rede p; A svako

i , 1£icn sledi da .Dlpgnnupn/O(E) i, odavde, O(e)=plp2-n-Pn.
s1iy (G,+) nije cikliéna (v.Cor. t.3. Z!lig). Ctude ni (E(G)xG+K)
re more biti levodistributivna prstenoidna afina struktura s le-

vom jedinicom .

TEOREMa 16, Neka Jje (Sn,+) gruva permutacija od n simbola i(E(SQﬁJ

srupa presl’kavanja grupe 8 generisane pomoéu skupa £, svih en-

n?
domorfizama grupe (En+) . Négostoji : a)rleva nrstenasta struktu-
ra sa jedinicom ¢ija aditivna gruva je (S ,+) , nZ3 , ») levo-
distritutivna prstenoidna struktura (E(Sn)xsn , + ., 8 ) s le-
von Jjedinicom , n=3% (v.t.4, iz{186]) .

DOKAZ. MWake: na osnovu teoreme 4. iz{ﬂé]nﬁ%ostoji leva prste-
rasta struktura s jedinicom ¢ija bi aditivna ervpa bila (Sn,+),
n=3%, npa , otuda , ne mozZe postojati ni levodistributivna afi-

na prstengidna struktura (E(Sn)xSP ., + , 8 ) s levom Jedini-

con, cde je nZs5 .



2, AFINI SEMIENDOMORFIZMI PRSTENCIDNE STRUKXTURE

DEFINICIJA 1, Neka je (G,+) grupa , N njena normalna podgrupa i d
transformacija grupe G, o0 nula transformacija grupe G, E.i %_bilo

koja dva endomorfizma grupe G, X, proizvoljna konstanta iz G i ne-
xa je: a) (J‘:‘L+pl)x = £x + px + dx , b) %Tl(‘N , ¢) dx¢N i

d) (o+ﬁ)x = (f1+o)x = )ix .

za svako x€G i svako n€éN .

Tada se preslikavanje f : G—>G , X =(f1+%?x naziva semiendo-
morfizmom a preslikavanje F: G—G, Fx=fx+x glnin semiendomorfizmom gru-

e .
Neka Jje E, skup svih endomorfizama fj grupe G, By skup svih tran-

"sformacija grupe G induktivno odredenih pomoéu proizvoljnog kona-
énog broja sabiraka iz E_, tJ. ((f1+f2)+f5)x = (fl+f2)x+f5x+dlx,
(f1+(f2+f5))x=flx+(f2+f3)x+d2x, «oo ,((...(fl+f2)+...+fn_l)+fn)x=
=(....(f1+f2)+...+fn_1)x+fnx+dk:x:, coe o (fl+(f2+. ..+(fn_1+fn).. . ))X=
=flx+(f2+.;.+(fn_l+fn)...)x+di, £ €E, ,%€G, i=1,...,n, gde su d,,
d2""’dk’di date transformacije grupe G takve dasu dlx,...,d&x
iz N. |
LEMA 1. Feka su £y,...,f ,f5PE _, &’ (Ey takvo da je dx €N i (£*+
+ p%x =flx+p]x+d’x, ¥ £G; tada, postoje dj 1z EN sa svojstvom da
Al =1, e0e,k , takvi da je
&) ((ovelEq+Eo)bee et 1 )+E DRaEyXbee ot f X0d K, oon s
(£q+00at(Ey 1+ 0 o0 Ix=E mefox e s oo E_x+d X
DOKAZ . Dokaz se izvodi pomoéu matematicke indukcije. Na osnovu
predpostavke leme postoji d’GEN sa svojstvom da d'x€N i da je CH}
+p:5x=f]x+p]x+d’x, f.l,pIGED, x€G, a na osnovu hipoteze indukcije posto-

ji d:L iz Ey sa svojstvom da dleN takvo da Je ((...(fl+f2)+...+
+fn_l)+fn)x = flx+...+fnx+dlx , X€G, gde fiGEO. Tada, na osnovu
induktivno uvedene definicije, postoji d”GEN sa svojstvom da 4N

i da ((ees (-I‘i-i'f 2)"‘-- -+fn) +fi1+l)x= G . .CE_+JE:2)+ oo .+:fi1)x+fn+f(+d"x=%?(+...+:g{+d]x+fm_f(+
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+d% ., PoZto e A+ £ a% =f  x+ax to je dx=—% ;X +d]‘JIC+§l AXEN 4 ((...(T +f2)+

+---+fn)+fn+l)x =f1x+-"+fn+lx+d2x , gde d2x=dlx+d"x (N i dZGEN.

Hipotera indukcije za 2bir @ (fl+---+(fn_l+fn) ...)X=f1x+f2x+-..+§:x+

. dx . Binarna operacija sabiranja u By, ustvari, odredena je sa:

(fi-f-fj . fl‘fj € E, s
1)y - _ :
\ ; f + i'j --(f)+:f.'!j . fEEN ,fJ.GEO i

L £+ p = (£)4(p), £,PEEy
Iz (fq+f )xﬂflx+f2x+d1x sledi dlx--fgx- fox+(f +f2)x S SIS GE
x€G 1 dy=-f5- 1+(f1+f2)¢:.—.=-¢- dlx--fzx-flx+(f +f2)x. Takode, ((f +
+f2}+f5)x = f1x+f2x+f3x+d2x =$-d2x——f3x-f2x-flx+((f +f2)+f )x$
b oot f - £+ ((£1+55)483) 5o eny (Cora(EqaEp)eoontEy o )E )X
=fox+eee+l x4d) qX ==d_ _;x=-I x-----flx+((...(fl+f2)+u-+fn_l)
cE)x allis a =t meeemfy+((oaa(EppEp)veeetty 1 )48,) o £5€68qricdyeemie

Dakle, zbir dva semiedomorfizma iz Ey jefsemiendomorfizam.iz EN'

Jasno je da za svaku transformaciju t iz, Ey postoji supfotha tran-
sformacija -t iz Ey kao i da. u skupu Ey postoji nula—thns'foma;-
cija koja svaki element i‘s G preslikava u neutr&l 4 I‘G . Zﬁaéi,
(EN,+) je lupa .Skup D svih transformacija d iz Ey takvih da dx¢N, je
narmalna podkvazigrupa® u (By ,.+ ), Jer ((f+d)-D)x, (£+(d—£))x, (£ed)+
+8)x , (~f+(d+£))x €N pa i ((£+d)-£), (£+(a-f)), (( ~f+d )+£), (-f+
+(d+f)) ED.Zaluw_.EH se ka¥e da je pridruZena grupi G .
DEFINICIJA 2. Neka je (G,+) grupa, X njena normalna podgrupa, (E +)
lupa koja je pridruZena grupi G i neka

(((£+p)+h)-(f+(p+h)))x € K ,

za svako f;p,h(EK i x€G , tada se kaZe da je operscija "+" K-aso-

cijativna i da Jje (_1§K,+) K~asocijativna grupa pridruiena grupi G.

D Normalnan podkvazigripon K-asociativne grupe Ex zvacemo pedkvazigrupu
E koja ispunjava uslove: (f+I)-£f, £+ (T-1), e 1, ST+ £)CE , f€E, o £fEE .
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vormalnu podkvazigrunu K-asacijativne grupe EK zvacemo Jjos i normal-

nom K-asociiativnom podgrupom .

@VRﬁENJE 1. Skup EN je N-asocijativna grupa u odnosu na opera-

ciju sabiranja .

DOKAZ «  ((£+p)+h)x = (f+(p+h))x = fx+px+d,x+hx+dx-(Lfx+px+hx+

d”x+d’x):(fx+px+hx)¥d2x+dx - (fx+px+hx+d"x) =
=(fx+px+hx}+d5x—d”x - (fx+px+hx)=(fx+px+hx)+d4x-(fx+px+hx)
iz N, =de je d5x=(d2x+dx)€N, d"x=(d"x+d*x) €N, d4x=d3x—
-dMmx 1z N 1 stoga, f+p+h+dn—h-p-f E_D s Z& svako f,p,hEEo
i svako x€G . Pomoéu leme 1. tvrdenje se moZe dokazati
i za svako f,p,h iz Ey i svako xEG .
Transformacija T grupe (G,+) vida T=(t,xo) odnosno T=tx+xo,t€EN,

X je proizvoljna konstanta iz G, naziva se afinom transforma-

cijom grupe G .

DEFINICIJA 3. Zbir ma koja dva afina semiendomorfizma F=(f,x0)

i P=(p,xy) grupe G je afina transformacija  T=F+P=(f+p,X_+X, )=
=(f+p)x+xo+xl,an svako f,péEH, svako kEG i sve proizvoljine kon-
stante X 3Xy 1Z .

Afina transformecija T je afini semiendomorfizam, jer je f+p semi-

endomorfizam 3to siedi 1z 1emeﬂl.
LEMA 2. Skup ExG svih afinih transformacija vida (£+p,x_) ,

£4pEEy XOEG u odnosu na operaciju pokoordinatnog sabiranja
je N-asocijativna grupa (odn. D-asocijativna grupa).

DEFINICIJA 4. Afini produkt afinih semiendaxxfizama F i P gru-

pe G Je afini semiendomorfizam H grupe G, tJ.
(5) ...---.--.-....H=P@F=pf}t+pxo+xl,

za svako x€G, svako f,p¢E 1 proizvoljne konstante x_,x; 1z G.

N
Operacija ® se naziva afinim mnozenjem u E.xG .

Sap svah transformacija 4 grupe G takvih da je dx¢€N oznacimo sa

D, Posto IIIICD-)=N to cemo N-asocijativnu grupu EN nazivati i
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D-asocijatienom grupom pridruZenom grupi G .
Uslov a) def.l., def.3, i def.4. odrose se 1 na elemente sku-—-

pova redon EN ' ENXG . EH'KG' .

TVRPENJE 2, Skup E_xG svih afinih sermiendomorfizama (vida (£,x )

féE y X, €G) gruve G je semigrura u odrosu ra oreraciju (3) iz
def, 4. |
Neka je G gruva i N njera normalna pecdsrupa, minimalna medu nor-
malnim podgrupama sz svcistvom da e dGEE takvo da Jge (f+p)
=f+p+d erdomorfizam grupe G , z2 svako f,pEEO ,ode je dx€l,wfG, tada
va¥i sledeéa teorema . |

TEORZMA 1. Slededa tvrdenia su ekvivalentra :

a) (G,+) je nekomutativra grupa ,

b) operacija + u I.. Je N;asocijativna{ggﬂ-asocijativna crupa) i

Ly
¢) (f+p)x = fx + px + dx 1 4=t , K f {ﬁj‘, £,0€E, <G

DOKAZ . Iz a) sledi ¢) . Zaista , ako je (G,+) nekomutativna

grupa; tada, (f+p)(x+7) # (f+n)x + (f+v)vy = (pokoordiratrno sa-

)

le, (£f+p)x + (f+p)7 = ((£(v+v)+

r

biranie) = f(x+r) + ol(x+r) . D&
+p{(x+7) ) ;fx+px+fy-px—ff¥fx = d{x+v) i, takode, -py~fy-px-fx+f+
+p)(x+y) = d(x+y) , za svako x,v 1z G 1 svako f,mGEO .

Iz ¢) sledi b) , tJ. (f+p)v = fx+py+dx, éN’lellClra ds Je E
D-asocijativrna #tc e dokmzarno u Tvrdenju l. U suprotnom, D= { 3
Ovo je kontradilktorno sa ninotezom 8) .

Tz b) sledi a), tj. ako Jje oneracija + U EN D—aSocijativna(D#{o%)
onda je operacijia + grupe G nekomutativna . U sunrotnom,alko je

G komutativna, onda Je ((f+o)+h)¥=(f+(p+h))x = ¢ » Ovo je kon-
tradiktorno hipotezi b)

LEMA 3, Skuvp EN je polugruva u odrosu na slasanie nie~ovih ele-

menata .
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va*e gse da Je normalna podorupa 1 arupe (Gy+) Eo—iﬂvarijantna

L

2o ispuniava uslov fz & T, za svako fEEO i svako €I .

TEMA 4., ako Je normalrna podzgTruda I Eo—lnvaﬂlﬂantna i D=inwvari-

jg~tna nod-ruva gruve (G,+), onda je I E.—invarijantna vodsri-

——

pa grune (Gy+) .

t

i
" : Ty v + = -
DOKAZ, ako Je £E¢T , iwl,eee,n (1 je prir. W_.WVEGEO,Eﬁi d o€ 7,460,551,
tada {(na osrovu Zef.l. i leme 1l.) , Ze {aa;(fl+f;}+nua+f Yoo T

POSIEDICA . ako je T E,.~invarijantna podgruva gruvce G onda e
114 TN i1i T o, gle je N rmirrdma namalnz podgrums tekva da ‘e xfll, ¥D,

A 5. Skup E.xG je grupoid u odwosu ra afino mnozerie o

DOKAZ., leka ide (p)x=(...(pl+p2 +"°+Pb)x=?1x+"'+ D, X+d¥x=px+3¥ ,

-
g W

za svako n¢E, 1 svako x€G, zde je dxf€i % Tj%EG s J=l, .../l lie-
xa e P=((0),x,) » P=((£),x;) , tada je POF=((0),x )((£) ,xy) =
=((p),x )£+ G 3 )=((@I(Erdy ), {p)rg e )=(p(Frdy) + dy »by e

+d %4 +X )={of - ?dl*-dl Ao y PR+ K +X Y={of ~ 4 xp) 4 E-x G, ode
e of £ E4(G), pdy,d2, HED , dyg da W (deflle) 1 Xompuyreoky e,

1z G, d~del+-d’!~d2 ¢ D , Otuda, (pf+4d ,XQ)GEh G, tls

{pf+d,x9)={(p)(f),K2)GEHXG . Ovra relacije vz#i za sve afine tran-

formaciie P 1 P iz E. xCG odnosno za svako £,p€Ey 1 za mroizvoline
':F
LS S

DT‘:FT:TIGIJ}& 5. S-Gr-'llrt}_]"ﬁﬂ SK 5+1 . \i e ”13211""4 FH&&OClﬁQtlTPPOW ‘pr‘cfﬂ—

G . Dakle, (Z.-xG,2) je zrupecid .

L3

| . N .
noidrom ghtrukturor s jedinicom @kKRO: 1. (”Ef’+) ie K —agoci jative

—

rna grupa pridru¥ena grupi (G, =) , £ ffSF,- ) e grTwe

r

poid, 3) dime Jedinicu ,tj. vaze gledare Telaclje @ €+5 = S

11

i c.e = 8, za svsko &5, 1 neko eGSK

Lko Je CS}"'&') N-asocijativna. prgtenoidra strultura s nulom, (R,+)
v o o : : » 11".""?‘*'-‘31 YT E (R + Y 3
srupa , vaii s.o0= o , g{s 1 o e meuLTE ~rure {(R,+ ) %

. . . . - - . . B} 4 .
s de odreden sfini rroizwod  uredenor  nars  ((S -, Y Ry)}
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er=r, TR, e-jedinica u (S,.,Fada je (SxR,+,@) N-asocijativna afi-

na prstenoidna . gtruktura s levom nuleom .

TEOREMA 2., Skup EHXG je afina N-asocijativna prstenoidna struk-

tura u odnosu na pokoordinatno sabiranje i afino mnoZenje sa d.d.d.
i delede. i ima jedinicu . Podskup ENx{pj skupa ENxG je N—asoci~
jativna struktura u odrosu na operaciju + , a asocijativna je u
odnosu na afino mnozZenie 1 ima d.d.

DOKAZ, Neka je F=((f),xo), P=(Cp),xl) i R={(r),x2) s gde su (f),
(p),(r) iz Ey 1 X »X;sX, su proizvoljne konstante iz G . Tada,
defekt desne distributivnosti je: «~(FR+PR) + (F+P)R =

==(((£)yx )((r) 5 x5)+((0)yx1 ) ((2) 9 x50)+(((£),x )+((P)yx) W) yx)=
==((0)(r) 5 (P)xp+x7 )=((£)(r) 5 (D)xy+x )+ (((£)+(p) () 5 ((£)+(p) X+
b +xq )=(=(p)(r) —=(£)(r) +((£)+(p))(x) 3 -x1~(P)x=x ~(£)x +((£)+
+(p))x2+xofgl)=-no=§{p(rw+dl )+d;)-{f(r4ndl )+d2)=+f(r4-dl )+

+o(r "‘dl* J)+d? 4 -Xl—(p)xg-xo+(p)x2+d’:§+xo+xl)=(-dl--pdl —3.-2 +pd; +
d”? o =xq=(P)x5~x +(0)x+d X54x +%,) = 4, xz) € DxG , gde je

1 2 . . -
d =-=4d -—pdl-»- d~+ pdl +d €D, '_5{5.... xl—(p)xz X0+(p)x2+dgxg+xo+xl
iz Go.
Defekt leve distributivnosti : —(RF+RP)+R(F+P) =—(((r),x2)((f),'g;%

+((1),x5)((p) 5 21 ))+((2), 2, (((£),x )+ ((p) 3%y ) ) =(-dzd  x~d;p ~7d) ~
—rp-—dsdg-wd5f5~rd2-@rp +rd+—d5f+-d5p4-d5d, -X2—d3xl_rxl_x9"d5xo+
+rxl+d2x0+d5x1+x2) £ x G .

Neka Je D(G)={@x=—(r£x+rpx)+r(f+p)x/ f,p,rGEN,:cEQ}U{a’x=-(frx+
+prx)+(f+ﬁmx/f,p,r€EN . xéG}'i neka je D(G) normalna podgrupa gru-

pe G koja je aditivno generisana pomoéu skupa D(G).

Za skup D se kaZe da je defekt distributivnosti strukture Ey

ako je aditivno generisan pomoéu skupa D={§=-(rf+rp)+r(f+p)A;gr€%éU
U{d’z—(fr+pr)+(f+pWr/f,p,réENj .

formalna N-asociictivna (D-acociiati-ma) podaorupa ExG D-asocijati-me
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I — T:.""_‘- = - ‘!’ + \-: A -:-\_.\'; i.’ ~ t o I \ -—_ -F‘-
FEE o e davesiins it EER P
' i 0idne strukture T, | 2) Txg
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{
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Fe ideal zafine oprstenoidre s?rukture EFXG » 3) Strulttura ENfﬁ Je

~mztarcata sTrukturs, 4 Lrc e korutateraion rodgrura Aogmure G
~a2 s un gxuva N ornda Je fzlttor-struktura ijG/PxN orstenastsa
=T STura o,

~QNAZ, O Je normalns feascoci J2tivra vediTuna Neasociiativrme Ti-

e (Z.,+) , fer {(—f+d)+f“xzC—f+d)X+fx+dlx=—fx+dx+d2x+fx+d1x =

=~fx+d5x+fx+ﬁ1x=afx+d3x+dlx+fx £ ﬁ(G)ﬂégg((“f+d)+f) =-f+d5+dl+f
X+ 0+ v+d ' X=—fx+dx+ Fx+d "x+d X Q'ﬁ(G)cﬁi;#~
aégﬁr(_f+(d+f))=—f+d+f+d"+d’éﬁ, 78 §vako ”GF i svako d€D , Isto
tzko, {f{p+i)—fp};=f3x+fdx+drufox+d’x'é-D(G}:ﬁié{f(p+d)-fp}=fp+

+d=fp+fd+d-Ffr+d® & D |, za sgvako f,pGEO 5 {(p+d ) f=pf )x={(p+d ) fx-

+
4
Qa

—OPX+Q1£—(DfK+dPX+d2!~DfX+dTX & ﬁ(G):ﬁiéb((p+d)prf)=pf+df+d-pf+

+d, iz D, za svako f,r?EO i gvako dx £D(G), tj. d€D . Pormodu lo-
me 1. 1 lewe &, feorere se mofe dokazati za svako f,p *Ff i sva-
wo axén(f) odn, A&,

Teorera 3,2, slediiz +.2.1, Pogto Je (G/I,+) komutativna grupa

tc Je afino mnoZenie ascciiativna operacija . Takode, FXG/nXN +)

POSLEDICA 1. t.2. Ako Je (f+p)x = fx + px, 28 svako f Dﬁbo

T+p erdomorfizar ocruve G, xtG;t3 dd,HOxG Je afina prsterasta struk-
tura sa d.l.d. (samo u drurcj komponenti).

POSLEDICA 2. to2. He¥z Jje A4,.(G) gkup svih afinih sgseriendomorfiza-
ma vida F=(f,txo), x(G, x &N ,zde je N normalna Eﬁ—iﬂvarijantna

podgruna gruve & kojs sadrfi svoj relativni d.d., 3iii elementl

aditivro zenerisw zkun E ul Tada.(Euyn, ,®) je afira prst tenoid-

i
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na nodgrruktura afine orsvtenoidne strutire ENKG-

G)) defekt leve distributivnosti sirukture ..

[

(

(defekt desne distr ibutivnosti strukture “M)’ ﬁ (G), Dd(G} su
normalne voderune gruve (G,+) , koje su aditivno gene?isane ofolulols
cu skupova redon ﬁf@?} Dd(G). Tada su ﬁl(G)xG, id(G)xG norralne
codsrupe sruve E.(G)xG i 51, 5d (ﬁixG-,ﬁaxGJ su rormalre roigm

ﬁl . ?:1 SOC:L '15\_'!‘*1 TTTL e "'"‘10{"' :""T“T-De “""“U,Ue (....J*\*,"‘) ((E'ﬂTX'\J“{"))

L

¢

Levva e Nﬂ={£¢*ﬂxﬁ)xz+xjf-((f)KE+XG)+{(f)+(p))x2+xo+zl/xo,3?ygfga

— —
'1" -

‘nY,{(f) ir “ﬁj’ g hd - normal~e podgrupe cruve G cenerisame po-
rmocu skunova redom Nl, Id.

TECREMA 4, Normalna vodzruva mxI cruve (E,xG,+) Je ideal afiwe

stenoidre strukture E.xG avko: 1) E x I sadr?i svos r.m.d.8. 0
odrosu na T,.xG, 2) Ey Je desna 1 leva En-invarijartna vodzruna,

[ 3

I leva By-invariiartne vodgrupa i 3) EGET .
(

DOKAZ o (f3x )0(fq, ;1)+(?,3E)}- £yx,0(f,,%,)=(F w V(F,+F) vy %) -
_(ffl fx +%, )= (f(f l+?4d},fxl+fﬁ+xo)—(ffl,fxl+XO)=(ffl+f?+fd-

-1 ,fxﬁfEfol)G:KI !
+xl)=(f1f+ff+d’;flf,17x +fx +Yd+X1+X 17 -f, 1 ¥4 ) G-E x I, 7a sva-
T

)(E xG , svako ( f, X ) EEX -

. Na osnovu 1.1. 1 1, 4,

(D
o
(1)
O
}-d
"}
0
‘L'J
l‘
o
&34
=
J
L
1
)]
4
~
y
ﬁ
O

3y
b

% Cf’xo}‘(fl*xl) E_ENXG.

POSLEDICA 1. Norralrne podrrupa D,xN  zrune (i) je levi idpel akio
je N leva EN-lnvar11aqfnﬂ podsrupa grupe G 1 sadrzi sva?
r..d.da odnosu rz ckup ExG.

POSLEDICA 2. Normalna vodgrupa ﬁde’ Dz—asocijativne srure ’EN
Jje desni ideal strukture EEXG akko : 1) N sadrii cvod r.o.rn,d.

*(Gy+)

(mnoZenja elemenzata iz G sz elementima redom iz Ey 1 D, preza
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sabiranju elemenata redom iz By i Dy) i 2) DGE w.
Neka Jje (G,+4°) prstenasta struktura, F=(f,x0) . P=(p,xl)4f,p€Eo,
X, 3¥X; su proizvoljne konstante iz G} su dva proizvoljna afina

semiendomorfizma od G.

DEFINICIJA %, wompozicija bilo koja dva afina semiendomorfizma

Fi1 P je afini semiendomorfizam od G, tj.
(Z) scoesesss. P x F = (p,xl)x(fx,xc) = pfx + PX_*Xqy ,
za svako F,P€E.xG i svako x(G.

TEOREMA 5, Neka je (Gy+,+) prstenasta struktura ,E skup svih au-

tomorfizama grupe (G,+), (G',+) je grupa svih inverzibilnih ele-
menata iz & . Tada,

a) ExG’, x) je kvazigrupa , ako EG’=G’ s

b) ExG je erupa éganosu na afino mnozenje (3) .

DOKAZ, Levi inverzni element elementa (f,xO)EEkG’ je element

- 1 =1 y=1y . . -1, -1 -
(f,x)ll = (f 1,(f xo) ) i desni Cf,xg)rl=(f 1 £ L

y X_l)

0
TEOREMA 6. Neka je (G’,.) grupa, (E,o) grupa automorfizama cru-

re (G,+),'x1€G’, H je podgrupa grupe E . Tadas, Hx{xﬁ;generi%e
podkvazigrupu HxHx, kvazigrupe € x 6, x) .

DOKAZ siedi-iz . t, 5.8) « ... .

TEOREMA 6. leka je (G,+) grura , E gruva svih automorfizara
grupe (G,+), xlEG i H podgrupa grupe E ; tada, Hx{xi} ceneri -
Se pogrupu HdxHx, grupe (ExG, B ) .

POSLEDICA 1. t. 6, HxHg , g€G , je egrupa akko su ispunieri
uslovi :1) hxy=x; , h€E i 2) h(x®)=(hx))%y, x;€ G , héH ,
POSLEDICA t. 6% Ako je hx;=x, , h{H ; tada, HxHx, Jje grupa.
TVRPENJE 3, leka Je (EO,O) semigrupa svih endomorfizama grupe



116

grupe G . Tada, preslikavanje EO-—ep- EO}:G, f—*(fig) J'e 17000
fizam polugrupe E_ u polugrupu (E,xG,®), a preslikavanje G—=E_xG,
x—»(e,x) , x(G, e je identidno preslikavanje G, je izomorfizam
grupa (G,+) 1 ({Q}ﬂgG), gde je & afino mnoZenje

(£15 %) 8;(85, %) = (£15,, foxy+x,)

DOKAZ, (fl,o)(fa,o) = (flfz’o) i (e,xl)(e,x2)=(e, Xl+x2) , 28
svako fy,% GEO i svako :{l,xzé(} .

TEOREMA 7.Neka je (G,+) gruna, (E, o) grupa svih autororfizama

grupe G, H invarijantna podgrupa grupe E, G invarijantna pod-
grupa grupe G’. Tada, (HxG,x) je normalna podkvazigrupa kva-
zigrupe ExG® akko zadovoljava uslove : a) f(xlxa)ﬁixl)x2:=
=(fxq)x5=x(fx5); b) G je E-invarijantna podgrupa i ¢ )
EG*< G?, za svako xl,xl(-(}’, f¢E, fEE.

DOKAZ o ((£,%,) (R, )£, (£71x )™ 1)=(ens™t £78x_ (n%) (27 % )71)
iz BxG 1 ((£,%,) (0,3 (£ 5 e )™ h))=(ene™t 170k (ne~ 106 % D
iz HxG, za svako x €G?, x€G, f¢€E.

2O08LEDICA 1. Neka je (G,+) esrupa i (E,e) zrupa svih automorfiza-

ma grupe G, G normalna podgrupa grune G?, Tada, {é}ﬁ@'je nor-
malna podgrupa kvazisrupe _Exﬁl_akko_:;a}~f(xlx2)=(fxl)xg s K15
X5 iz G? b G je E-invarizantna podgrupa i c¢) EG’C G?,
DCKAZ. ((f,xo)(e,f))(f“‘l',(f‘lxo)"l)=(f,(exo)'ic“)(f‘}(f"lxo)"l) B,
= (o, £ ((ex DTN (£ 7% )7 )= (e, 271 (x IE(E™ 1 )Y € fe T
(£330 (e, T E™, (£ 7)), x ) (71, (27350 (570 )™=
=(e,f_lxo(f"l§)(f_lxo)_l) €{ej x G, za svako f€E, sva-

ko x,€G* i svako x%£G .

1

POSLEDICA 2. Neka je (G,+) grupa ; E® grupa svih automorfizama

grupe G, G normalna poderupa grupe (G?,¢), H normalna podgrupa
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grupe (E’,°). Tada, potrebani dovoljan uslov da bi Hx® bils
normalna podgrupa kvazigrupe E?XG?;jg;h:.;_a)f(xlx2)=(fxl)x2 , TCE?,
xl,xgéG’ ; b) G Je BE’-invarijantna podgrupa , ¢) E'GEG i
d) hx=x 4 za svako he¢H i svako x(G .

Neka je(EBXG,ﬁ) grUpa,(Eb,Q) normalna podgrupa grupe E; svih

automorfizama grune G i G normalna vodgrupa grupe (G,+) . Tada,

= ¥ W . * - =y
grupa DOXG mozeé 4d& 1ma normalne podgrupe samo u vidu {é}xG 0

TEOREMA 7’. E xG Jje normalna nodgrupa grupe B xG akko : a) G
je E o-invarijantna podgrupa grupe G i b) Eﬁ={§j', ede jéeiden-

* wt

ticno preslikavangje grupe G »
DOKAZ, ((£,x )(F,E))(e™h, " x ) 2 (£F, £Z+x ) (£ -f-lxo) .
e oL =1 — =
-_-((Qf'ff ,—Lff xo+fg+xo) G{eﬁj@fff = )l%»fme, za sva-

ko f€E, , EOGG, oG .

TEQREMA 8 . Skup EFXG Jje prstenbiéﬁ;ﬁafina struktura u odno-

. . . - Y
su na operacige redom pokoordinatnog sabiranja i afinog mnoze-
nja (3*')sa de.l.de. i d.d.d., Fodskup Eﬁx{h} je N-asocijativam u
odnosu n&a pokoordinatno sabwranae i asocljatlvna je struvtura

u odnosu na druvu oneracwﬂu aPlno mnozende sa d.l odo 1 d.d.d.

DOKAZ, Neka su F=((f),x ), P=((p), xi)’ R=((r) xg) ig EXG . Ta-

da, PxF=((0),%,)((£),x )=((p)(£),(p)x -xl) cpctl 1T3+8)+d, , (o +
0l

+d&x )’{1) = ()5, l( r_lp £ +d)+d1a <5;1P3 0)%1) € E.xG, g
Leva dlstrlbutlvnost Jje defektna, Jer je '(RF+RP)+R(F+P};

== (=), x5 )((£) 42 )+ (1) 3%, ) ((p), Xl))+((r):x2)((f)+(n) VX 4% )

== (((2)(2), (2, )30+ ((2)(0), (2 IR I+ (CEN(E9P2aR) (26 hey-
k

k
=eoo=(=-d —rd—¢p—d£—rd +rf+p+rd+d , -x? (dx )x "<“K1)X ~-X -&% -
P m 772 d O

. 1 . . —_—
—-(rz{o)x2+(r}co)x2+(rxl)x2+d‘{xolxg +XC{) eﬁlxﬁl,gﬁe J€ Dy nornal-
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na N-asocijativne grupe (EM’+)’ koja Je generisana pomoc¢u svih

elemenata skupa Dl {ﬁ— ((e)(D)+{()(o)+(2)((£)+(p)/(£),(p), (r)(Eéﬁ

i'ﬁ normalna podgrupa gruve G koja je generisana pomolu sku-

ra N; , {ﬁ xl=-((r)xl)xan((r)xo)x2+((r)(xo+xl))xz/xo,xpxzéGJH€§;)

Defekt desre distributivnosti: -(FR+PR)+(F+P)R =-(((f),xo)((r),:r2)+
#((0) %7 )((2)yx,00+ ((£)+(p )3 +x J(()425)==(((£) (2], ({E)x5 )%
+((0)(x), ((p)xa)xl))+(f(f)t(p))(r),(((f)+ap))x2)(x +x1))-¢.u_
-—((P(Z 1 Tsty )+d™ ’():1 14 2+d X UXJ+(D(): -1 s+d1’)+dm’ZJ'l %+
+d KE)X )+(§:l 11 q(I: 1T5+dk)+7"pJT_* +db)+dmlﬂfx2+px2+d tg)(x +

+KT))=-au=(-d -4 +d g —((p)x2}xl-((f)x2)x +((f)x2+(p)x2+dmx2)(xo+
d= {Xd="‘( (p )Kg )Xl"

-((fxxg)xo+((f)X2+(p)X2+dixg)(Ko+Xl)/&O,Kl,xg su proizvoline

+g1\) (& ,xd,GFDdtud , cde Je d=—d” -d_+d£ y

wonstarnte iz G, (£),(p),(r) iz ExJ s+ Dg 1 ﬁé su. normalne pod-
crupe grupa redom(E,,+) , (G,+) koje su aditivno gererisane no-
moéu skupova redon Dd,'md .

TREORENMA O, Normalra poderupa ExG grupe (ENxG,+) je idal struk-

ture EyxG akko: 1) ExG sadr?i svoj rem.dd % odnosu ra EuxG ,
2) E Je EN-l“varlﬁantﬁa podgrupa grupe (EN,+) i 3) EG& G,
TDOKAZL (£,x )((£),2 (T, 7)) =(£,5)(£1,%7)=

—(f,x )(f +T, X +x) (fﬁl(fx )x )=

=(f(fl+f+a),(f(xl+x)):{O)-(fflﬁh}x‘}):

_(£f 4 £TeEd —£0y , (£ dx +(F)x +x4=(Fx1)x,) € E x
(fl+f,x1+§3(f,xo)—{fl,xl)(f,xo) =
=<(fl+f)f3(flxo)(xl+§.))+(fxo)(xl+§)+ﬁg"(f1f’(fxo)x1)=
(£, AT £1F (£ )xy+ (£ )Fe (T Dy + (T Drxg—

>

s

—(fxo)xl €E x G, za svako fafléan T(E ,svako Z¢G, sva-
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ku proizvoljnu konstantu x , x; 1z G. Ova relacija vazi , na osno-—
T leme 1, i 1. 4., za svako f,f,€Ey , svako T€E, swvako X, s

X4 iz & 6

POSIEDICA 1, Defekt D xN, prstenoidne strukture EyxG je desni
ideal ako zadovbljava uslove : ﬁé je leva i desna G-invarijan-
tna podgrupa gruve (G,+) o

POSILEDICA 2., Defekt 5&$ﬁa prstenoidne strukture Je levi ideal

prsteroidne strukture ENxG akko Je Nd desna G-invarijantna opod-

grupa i sadrZi r.m.d.d.d U odnosu na .

TVRTENJE 4. N-asocijativna podgrupa ExG N-asodjativne grupe (EI\TXG"")

je EyxG-invearijantna opodzgrupa .akko je: Eurinvarijantna podgrupa

i G -leva EG -invarijantna i desna G-invarijantna voderupa .
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3, IDEALT I RADIKALI PRSTENCIDNE STRUKTURE AFINIH SEMIEZNDOMOR~
FIZAMA
Teorema lo. Neka je G, u opsStem slucaju nekomutativma grupa i B

njena maksimalna podgrupa. Tada :

a) (ENxG/ﬁkN,+,ﬁ) je asocijativna prstenoidna struktura s d.d.
'1£Q}xG/N u kxojoj je prva operacija asocijativna, ako{é}x N sadrzi
asocijator strukture E.xG/DxN ,

b) (ENxG/ﬁkG,+,ﬁ) je asocijativna d.g. prstenoidna struktura ,

¢) (Eq/pxG/B,+,8) je prstenasta afina struktura s d.d. fofxG/B
EG/B je prsten 1

d) By s * 5 ) Jje prstenasta d.g. struktura a (Eq/yXG/N,+, @)
je afina prstnasta struktura s d.d. {E}xG/ﬁ, ako ﬁﬂg:N sadrzi aso-
cijatof strukture ENxG .

Ova teorema Je ocigledna .

DEFINICIJA 6. Minimalna E.-podgrupa do N grupe (EN’+) je Ey-pod-
grupa B koja sudrii N a ne .sadrii ni jednu drugu Eg-podgrupu N?
takvu da je BPN' DN,

DEFINICIJA 7. EN—invarijantna do N? podgrupa B grupe EN je pod-
grupa grupe E ¢iji distributori proizveda fb, fGEH,'b€B generisu
normalnu podgrupu N’ grupe E, takvu da fo€(B,N), féEN, bEB .,
TVRBEIwT 6 Neka ;]e (G,+) konacna grupa i G-NIDNE__.... {3
normalan niz ngem_h podgrupa i neka je EG N ’ FNE, .o gl Eo niz
skupova svih transformacija grupe G koJji su adltlvno generlsanl
skupovima redom EO(G)zEO(Nl), Eo(Nz),...,Eo({h}) svih endomorfi-~
zama grupe G tako da su slike njihovih defekata distributivnosti
D, grupe redom N:, idly+..,n. Neka su pri tome transformacije f gru-
pe G koje pripadaju distributorima D, definisane ovako: ako je nfN,
tada je f(n)¢N;, a ako Je xéG\N.'tada ¥ £(x)=o0, 0€G. Tada, 1) Eg ,
""Eo su prave podstrukture prstenoidne strukture EG,EﬂjEG G2

=Dy ,DN ...,DN-D =0, 0€G, (JEE s jeniz ideala strukture Eqe

21
Nak& Je "N normalna podgrupa konadne grupe G 1 E prsbendgidna struk-
tura &iji je d.d.takev da Im(D)=N, neka je G/N_X]_:’XED + o s DX =N nomalr
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Iliz podgrupa grupe G'/N tada Je FG/I?ELX%. --?EX:EN normalni niz g‘@auCEG/i\P+)
Neka Je (G,+) grupa i M& G, Nepodskup F skupa M je podskup skupa EN,
sakav da je TmfN, TERy aeM, b3, F(M)={FEEg/TntN, méu g
Podskup F je levi ideal prstenoidne strukture Ey .

Teorema 1ll. Neka Je (Gy+) grupa i He G, -N-podskup F podskupz H 1

F x N su ideali prstenoidnih struktura redom‘EH, EN x G ako Jje F
desna Em—invarijantna podgrupa grupe (EH , + ) odnosno ako Jje
FGE N -

DOKAZ -
(f!xo)((flaxl) +(£,%)) - (f’xo)(fl 9’}:1) = —

=(f,x0)((fl+'f) y X +X) - (f,xo)(fl ,Kl) =
S(£,x)(E] + E+ @, xp#%) = (£,x,)(Ey 9 %) =
=(£f, +ff +fd —ff; , fxq+ £X-fx,) € <N i
((£2x (5, XL, x50 = (£1 x;)(£4 ) =

=(f1f+ ff.+ df——flf . flxo+fk +dx0+xl¥i-ﬁi-flxo) £€F x G,

o)
za gvako f,fl 12 Emr,svako T iz F’ svakoc X iz N i svako xl;3%
iz Go

Lema 5, Neka je (G,+) grupa , x€G 1 N Eﬂrinvarijantna podgrupa

grupe (Gy+)e Ako je H leva N-asocijativna Ep-podgrupa N-asocijativne
grupe Ey i Im(D)= Hx,gde je D relativni defekt distributivnosti H

u odnosu na Ey tada jé Hx Emrinvarijantna podgrupa grupe (G,+).
DOKAZ., Neka su x; , X5 1z Hx tada postoje fl,f2€H takvi da Je

fox=x; 1 £ %=Xs0 Posto je (H,+) N-asocijativmna podgrupa N-asocija-
tivne grupe (EN,+) to je fl-fgéﬁ, tj.(fl—fg)x € Hx, Znadi,Hx je
podgrupa grupe (G,;)o Za svako z& Hx postoji h€H takvo aa je hx=2zo,
Takodje,za svako f€Ey je fh€¢ H , jer je H leva Ey-podgrupa. Znadi,

(fh)xC Hx odnosno f(hx)fHx i & Hx, z€ Hx i £€ Eg
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Lema 6o Neka je G grupa 1 I Ey-invarijatna podgrﬁpa grupe (Gy+)o

axo je Im(D)S I, gde je D relativni defekt skupa

H = {hEEﬁ/Im(h)EI}
uodrosu na skup Eyjtada je H ldeal u Ex i Hx I je ideal u Eg X Go
DOKAZ- H je normalna D-asocijativna podgrupa grupe (EN y +)y jer
((£+h)-f)X = (f+h)X - fX+dx=fX+ix+d¥x~£x+dX € I o Znadi, (f+h) - f=
f+h+d —Ff+d € H . Isto tako je f+(h-f) = dy+f+d,-h-f € H . Zatim,
(£3x )((£15x7 )+ (0,X)) = (3% )(fq 5 %7) = (£,x )((£7+h) , x3+X ) -

_(f,xo)(fl,xl)= (f,xo)(fl+ ho+d , xq+%) - (££q 5 £xq+x,) =

=\ff s fh+ £d ~£f) , fx;+f%-fx;) € Ex I i (£1+hyx+X)(£, x_) -

(fl,xl)(f, xo) = (f;f + hfs f -£,f flxo+hx0+xl+§#xl“flxo) € Hx I,

Definicija 8., Grupa (G,+} j Esprosta akko nera ni jnu Eg-invarijantnu
podgrupu grupe G, osim{b} 1 G

Teorema 12, Neka Je (G4+) konacéna nenulta grupa . EN Je prosta prste-

- 1dna .
ségﬁkghra akko- je G Ey-prosta grupa , a By X G ima samo jedan pravi
ideal »

DOKAZ - Ako je G Ey-prosta grupa tada mora biti N = o} ili N=G .

U prvom slucaju Jje Ey= E, » 2 u drugom Ey= EG ( E, Jje skup svih
endomorfizama grupe G , & EG Je skup svih transformacija grupe koje

Suvaju nulu) . Tada su i E0 i EG proste prstenoidne strukture . j;h-

protnom,ako bi E_ odnocho B, imala neki ideal E %Ifo}-i‘od E.. .Taw

N Q
da bi i BEx , x£G bila Ey~invarijantna podgrupa grupe G $to se pro-

tivi predpostavci .

Neka je E,, prosta prstenoidha struktura . Za N={§} tvrdjenje sledi

N
iz def.l. #ko bi G imala Ey-invarijantnu podgrupu I tada bi H=

=w{h£EO/Im(h)6Ij“bio ideal u E_ Sto je suprotno predpostavci, jer bi

bilo (f+h)f,x-ff ffix+hfix-ffix € I i (f+h)f-ff,€ H ,

1% 1 1
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fl(f+h}x— £11x = flfx + fhx ~f fx € T i fl(f+h) - flf € H;f;flEE,hQHo
Neka je , dakle , N #3{0} » Grupa G ne moze imatl pravu Ly-podgru-
ou , jer za N # G , na osnovu predhodne leme, Ey ne bi bila prosta
; imala bi pravi ideal B = {h¢ E/In(n)€ N} . Neka je , dakle ,
. N =Gi , stoga , Ey = Eyo AkO Je & prava podgrupa grupe G ,tada
o3igledno postoji f € EG ugdnosu na koju A nije invarijantna.
Normalna podgrupa Q{:q} x G, + ) grupe (EN x G, + ) Jje pravi ide-
al afine prstenoidne strukture =, x G . Zaista ,
(£,x,) + (0,8)=(£3x,) = (oyx*gmx,) € {0y x 6 1
(£, )£y 5 x)+(0,8)) = (E,x M8y 5 %9 = (£, Txgefgex) —(£5, 5 Ixpr
v %) = (0,fx;+Eg+E%) € 107 x 6 1 (fy+0 , xy+@)(E, %) =(£1,%)(£,x )
=(O’flxo+x1+g“flxo) 6}{0} x G . Ali, EN-X.{O} nije desni ideal u
Ey X G, jer((fl,xl) + (£,00)(f, x,) - (fl,xl)(fﬁ xc) = (fl+f,xl)(f5;%;_
~(£1,x7 (£, %) = (£qf+ Ef+df , fix +fx ~fix ) ¢ Eﬁ;x-{oj o Ali,
Ey x {0} je levi ideal afine prstenoidne strukture Ey x G . Zaista,
(£4x )(£1+F 5 x9%0) = (£,x )£, %)) = (£f;+ £L+ L~ 2Ey , 0)€ E,x {0}
Podskup Em,xnfoj skupa Ey x G nije ni Epx X G -ihvarijantna podgrupa
grupe (Ey x G , + ) o Jer je (£,x,)(F,0) = (£T, %0 ) 1 (F,0)(f,x,) =
(ff 4 fx_ ) - Ali, (fo}xG , + ) je normalna E.xG-invarijantna podgrupa
grupe (Egy x G 4 + ), 22 svako f,fl,f_é E.- 1 svako X X148 € G .
Meorema 13, Neka je G grupa i H minimalna # N E\~invarijantna
do N podgrupa grupe (G,+)s Ako m€H i mfN 1 ako D nije maksimalan
ideal tada su Fm =§:§{Em/f(m}€N,m€H,m je fiksnog 1 ¥ x G maksimalni
ideall u redom ENJ'EN x Go
DOKAZ - (fl,xl)((f+f), X, +%X) - (£ ,x)(F, x3) =

=(flf-+flf1+gg ~£.f qgo+fli-f1x0) € Fgx H i

(£+F 5 x +X)(L£1, xq) = (£,9(£, xq) = (£fy+ T+ df, -

1 1
- fflr ) fxl+fxl+dxl+xo+i#xo-fxl) € me G , za svako flngEN,
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svako f€F, x€G , X€H,F je pravi ideal u Ey, Jjer ef?muPredpostavka

da postoji ideal M u Ey koji sadrzi Fm vodi ka kontradikciji. Za-
ista, posto je M(m) Ep-invarijantna do N podgrupa grupe (G,+) to

je M(m)=(H,N) ili M(m)=N ili M(m)=H ili M(m)=f§} «» Poslednje tri
moguénnosti otpadaju , jer je F(m)Z M(m) i ostaje da je M(m) =(H,N),
Dakle, postoji €M takvo da je f(m) = m. Stavi 1li seg = -f + e ,
e-identidno preslikavanje grupe G i éfEN tada je g(m) = -fm+em+
+dm, dméN,i stoga gtF(m), Dakle, e=f+g-d€M,

Prema tome , F(m) je ideal u Ey i Ey x G je maksimalni ideal u EyxGa
Posledica t.13.Neka je G Ey-prosta grupag Teda je F(x), ;ﬁﬁ maksi-

malni ideal u Ey i F(x) x G je maksimalni ideal u Ey x G .

Teorema 14, Neka je I minimalna # N Ey -invarijantna do N podgrupa

grupe (G,+). Tada Jje F; maksimalni ideal u Ey odnosno F; x G
je maksimalni ideal u Ey x G , gde je ¥y ={ fEEN/f(m)é-N, méI}
DOKAZ - Prema predhodnoj teoremi FI je 1 levi i desni ideal u
Ey »ba Je i Fi x G ideal u E x G .

Ideal FI je pravi ideal u EN R eé‘FI s © Je identidno presli-
kavanje grupe G. Predpostavkada postoji N—-ideal P u EN takav da
Jje P::FI ima z& posledicu da Je P = EN a‘to je kontradikcija .
Zaista, neka K=kerP = {x€G/f'x(N, za svako £'¢PJ tada je P = F.
Ali , posSto Je FI__P FK to je QA Zatim, za svako fGEN je
P(fK) = PF(K)C P(K) & N a, odavde, f(K)EK . Dakle, iz xfK sle-

di Egxx <€ K , pri demu je Eyx Ey-invarijantna podgrupa grupe (Gyt)e
Za razlidite elemente x&K dobije se unija EN—invarijantnih podgru-
pa grupe (G,+) . Prema %ome , poSto je I minimalna & N Ey-invari-

jantna do N podgrupa grupe G i K& I, to mora biti ili K = I ili
K= N . Dakle , ili F(K)

il

F(I) il1i F(X) = EN . Zakljudak, F(I)
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i FI x G su maksimalni idealli u redom EN 1 EN X G o

Teorema 15, Neka je I maksimalna Ey-invarijantna podgrupa konadne
grupe (G,+) i neka I sadrii Eﬁ-invarijantnu podgrupu N grupe G
Ako x€ G\I ; tada, |

A) H = {hEEN/ hxéij je maksimalni ideal u Eg »

B) Hx I Jje ideal u Egx G i

C) Hx G Je maksimalan ideal prstenoidne afine strukture E.xG.

DOKAZ (fl,xl)((f+h) . x0+f) - (fl,xl)(f, xo) =

=(f.f+ f.h+ £,d — £.f , f.x +f.X-f.x ) ¢ H x I,
1 170

1 1 1 170 71
za svako f,fléEN , svako htH i svako X¢1I -
Takodje, ({f + h) x0¥§)(fl ,Kl) - (f,xo){fl, xl) =

=((£+h)T; , (E+h)xy+x +X ) = (ff5, fxq+x ) =

= (ffl+ hf + dfy = £f; , fx +hx +dx;+x +%-x -fx;) € H x I,
za svako f,flEE , svako héH ,svako xogxléGi.svako x €3 .
Poito je H#% , jer e ne pripada skupu H . Treba jo3Z dokazati da
je H maksimalni ideal. Predpostavka da je L levi ideal takav da
je HC L dovodi do kontradikcije. Zaista , tada bi postojala funk-
ja g takva da Je gxf I . Posto je I maksimalna EN-invarijantna
pedgrupa grupe (G,+) , tada e se_EN-invarijantna podgrupa generi-
sana sa I 1 gx podudarati\ig &+ . Dakle , doblja se ENgx + 1 Ové
podgrupa je normalna podgrupa grupe (G,+) « Znaci, za svako f i sva-

1 iz Ey vazi fl(fg(x) + 1) = ffl(gx) + fli + dx €& ENg(x)+ I.

znadi , postoji f ¢ Ey i 1 € I takvi da Je (fg)x + 1 = x .

ko T

Neka je s * G—=G , sx’= -(fg)x’+ x’, za svako x €G ; znadi ,
s = -fg +e gde Jje e identicno preslikavanje grupe G 1 , stoga ,
s € Ey - PoSto je sx = -(fg)x + x = 1 to Jje s€¢H i s{L . Takodje,

mora biti i fg iz H pa je fgél . Dakle , e = (fg + s) € L 1 otu-
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da L = E, o Zakljudak , H Jje maksimakni 1ideal u EN , H x I ideal

N
u EN ¥x ¢ i H x G maksimalni ideal u EN X z .

Komutatorska podgrupa E grupe (G,+) je Ey-izvarijantna podgru-
pa grupe (Egy x G, + ) 1 F xH Jje ideal prstezsidne afine struk-

ture Ey x G, ako Je FGCH (F = Ex=>H=G).

Tvrdjenje 6. Neka je (G,+ ) grupa i H maksinalna Ey-invarijan-
tna podgrupa grupe (G, + ) . Tada , Eyx x H 2 mnaksimalni levi
ideal u Ey X G,

Shruktura ¥ G nema maksimalnih desnih 1deazla vida EN x H o

=N

gde je E podgrupa grupe (G , + ) .

Podskupovilfoj-x G 1 ENX{Q}su EN x{p}-invarijantne pocdgrupe gru-
pe (Ey x G, + ) u odnosu na afino mnoZenje (3) . Ali , Ey x{o} je
E. x G - invarijantna podgrupa grupe (Exy x G, + ) u odnosu na

afino mnoZenje (3’) i levi je ideal u Eyx x G u odnosu na ovo

mnozenje .

Neka je (G,+) grupa , N, N’ njene normalne podgrupe, neka je Ey

prstenoidna struktura svih transformacija grupe G koje zadovaljavaju
uslove iz def.l. i neka je D defekt distributivnosti ove struktu-
re . Neka je F N’—asocijativna (D’—asocijativna) podgrupa N-asocija-

tivne (D-asocijativne) grupe (EN s+ Jo

Definicija 9. D’-asocijativna podgrupa B D-asocijativme grupe (Ey,+)
je D-defektna EN-podgrupa akko d.d. produkstlr fH 1 direva b+bl s 22
svako f€Ey i svako b,bj€B , generisu normalnu podgrupu D’

Radikal D’-defektnih Ey-podgrupa prstencidne strukture Exje prese
svih maksimalnih D’-defektnihﬁEw—podgrupa prstenoidnestrukturelﬁg.

Definicija 1o, Normalna D’-asocijativna podgrupa B je levi D?.defe-

ktni-(ﬁldefektni) ideal prstenoldne strukture EN akko

i\ y
{f(fl+b)x - £f,x = ff x+fbx+fdx - fflx/f,fléEN,bEB, x€G,d €0 JE(B(G),N ).

1
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DEFINICIJA 11. Ideal 3 N-asocljativne ‘p-asocijativne) prsirenoiire
strukture B; s jedinicom je N-potenten (D-potentan) akke postoji ceo
orod % takav da je B (G) € Nlodnosno BEDh
N-radikal LG%“ prstenoidne strukturej%rje zbir svih N-potentrih

ideala strukture Ey-

i

- Definicija 12. Neka je K normelna podgrupa grupe G 1 EN prstenoidnd
struktura (def;l.). Ideal A(K) je N-torni akka s

A(K) = {1y (k) €V, x¢K§ES
Radikal J(R) Jje presek svih N-tornih ideala minimalnih R-podgru-
pa do N gde je R N-asocijativna prstenoilidna struktura a N normalna
podgrupa N-asocijativne grupe (R,+ ).

Teorema 16, lieka je D defekt prstenmoidne strukture EN s B D-poten-

tni ideal u Ey 1 mneka je M levi modul u EN takav da je : i1li
1) M/B nilpotentan , ako DcB 1ili

2) M/D nilpotentan , 2ako D2B i1

%) M/(B,D) nilpotentan, ako D¥R .

Tada, M je D-potentan .

DOKAZ s ﬂkO je (f) = (---((fl+f2)+f )""*'-*‘f"{)! (b) = ("'{(bl"'bg)*

+b )+.-.+b ) 3 (-5 ~ (r--((bl‘f'bg)**'b )+i-i+b ) s f. 6 -E b)]_EBi iit]
Ji -
su prirodni brojevi tada je (£)(b)= )_ ji,f4bi+ d , dGD i (b)(b)=

ji k Je1 =t d
Zl lblbla’l' d.l y dléﬁ L - o

Jasno je da ¢ée proizvod od n ¢inilaca %fﬁgj=l,...,n biti u D ,
ako je n .imiéks nilpotentnosti od M/B odnosno od M/D odnosno od
M/(B,D)

Lema 7. Neka je £ € EN, {Hi / 1 = l,...,n_}-skup minimmlnih EN ~in-

varijantnih do N podgrupa kornacéne grune G ; tada, (f}j:;;lhi =
k

= Zi:l £ (hi)+d( Il’li), gde d(f:n.\éN o 78 svako (ff‘FfN i hiEHi_ .
DOKAZ, (f)()_ .1 by) o= Cova((E 48,01 IO I b)) = ( Na osno-

vu definicije 1. 28 svako (f“‘EN 1'x~TH“rLt* h, EH yiz G postoji d

. SR U
iz N *takve da Je -
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k K
= f12;,1=11‘1:*'L*‘f2£l:'f=11'11’“ +fnzl;=lhi+df;=lhi=(fl+"'+fn)(zi=l+

k — -
dzizlhj_:f:k 1hl+d21; 1b; = (na osnovu 3o, L.1l) =

Z;;lfhi*'dzl;:lhi .

TVREENJE 7. Neka je G konadéna grupa i H, minimalne do N Ey-pod-

grupe grupe G . Tada, A() i=1 i AIA(H ) , gde A(X) =
= [TGEN/foN , XGX}, X<G (V.J:Bo, tvrd.J ).
TVRDENJE 8. Neka je (G,+,+) konadna desna d.g. prstenoidna struk-

tura , N presek maksimalnih normalnih levih EN i G-podgrupa
grupe G koje sadrze N i svoje r.m.d.l.d. u odnosu na skup
EXG (i1li NEXN) 1 J'L(ENxG) levi radikal prstenoidne strukture
(EBXG +.X) o Tada, o

1) J(EHY &A (Zl Qlﬂ(Hi) y gde Jje J(Ey) levi radikal
strukture (Ey,+,0), (v, Bo,tvrd.ﬂ) i

2) Jb(ul\xG)C ﬁlA(H )xN .

DOKAZ. Ako je J{E.) radikal strukture ; onda je J;(E)xN
radikal strukture E.xG, gde je N presek maksimalnih normalnih
‘levih Ey i G-podgrupa koje sadrie N . Zaista, (f,,x,)(f+
+f, X +x) - (fl,xl)(f x ) (f (£+T) - £.f, (fl(xo+3c'))x1 -

- (f X )x ) = (f (f+f) - £, f , ):n (x0+x))xl-(Z?=lfixO)xl)=

(£, (£4T) = £18 , (FH(x 1B+ vuv +80(x +5))xy+d(x_+T)x, ~(£2% ), -
= eee = (£1x )%y +(dyx )%y = € (£+F) - 2, (£1x )x +(flx)x +
+oeee +(£1x )%+ (10X 4d (x +F)xy = @1x )x) = ..o ~(£lx x4
+(dx)x; € J1(Ey) x N . odavde, (£]%)x,¢N . Obrnuto, ako je

(fif)x’lGN ’ i=lj|ll;n, onda ge (fl(xo+f))xl“‘(flxo)xl(-ﬁ, 738 gsvako
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(fl,xl), (fyx,) €EXG 1 svako (f,x) GJL(EN)X-N' . DMNeka Jje h
homomorfizam strukture Ey na faktor-strukturu EN/ﬁ y B3 By

- h(EN) = EN/'ﬁ . Na osnovu [30, tvrd. 51 Je

n n
J(E/B)C n(ag(DT] qH;y) = n(/ Yay(E;)) = agd ;1 (H;)/D to je i
. _

J(E) x N € ngﬁ(ﬁi)x'ﬁ .

TVETENJE 9.

Neka je (G,+,*) konadna desna d.g. prstenoidna struktura 1
neka je grupa G jednaka zbiru njenih minimalnih do N I i
G-invaridiantnih podgrupa . Tada je J(ENXG) = DxN

DOXAZ. Neka su Hi , i=l,.0.,0, minimalne do N EN-invarijantne

podgrupe koje su i G-podgrupe grupe (G,+) . Za svako 1 defi-

nisimo ﬁ_ . ) /1.1\ .
M. = : i #£#i.  « Tada, J LM.=
1o 1=] L © > oi=1'1

Poito je ' G/M; Ey i G-izomorfna sa H; to je M maksimalna Ey-
invarijantna i G-podgrupa grupe (G,+), koja sadrii normalnu
podgrupu N . .
Ova posledica vaZi i kad (G, + ) nije konadna , Dokaz
je isti samo Sto se asada uzme da je skup indeksa oznacen napr.

ga I pa bi se dobilo B S
Mi0=]:%_, i€, 1 £ i i

MM, =N , i€I .
Neka je G konadra, u opStem slucaju nekomutativna , grupa 1
neka je jednaka je jednaka zbiru njenih minimalnih do N Eg-in-
varijantnih i G-~podgrupa . Tada , neposredna posledica tvrdenja
8. Je Jp(EyxG) = DxN = DxN.
Beldleman (v.[é, t.#é]') je pokazao da ako Jje grupsa G konacna onda
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je J(E(G))=P(E(G)) Sto ima za posledicu: L(EB(G))=I(E(G))=N(E(G))=
=J(E(G))=P(E(G))={0} . Na osnovu ovog rezultata je : L (EyxG) =
=I(ENxG)=N£(ENxG)=J£(ENJ:GJ:ﬁkﬁ'. I radikal defektnih E,-podgrupa
je, takode, jednak DxN . Ovaj rezultat je poopsStenje rezultata 3.

1z [éq] .

POSIEDICA . Neka je (E(G),+,°) prstenasta d.g. struktura u odno-
su na pokoordinatno sabiranje + i slaganje®endomorfizama konacne
grupe (G,+), (G,+,-) prstenoidna distributivma struktura, G=]) H.,
H;y i =1,...,n, su minimalne EN-invarijantne i G-~podgrupe, JEGxXG
radikal strukture (E(G)xG,+,%x), gde su +,X redom pokoordinatno sa-
biranje i afino mnoZenje u E(G)xG, N presek svih levih maksimal-
nih E(G)-invarijantnih podgrupa i G—podgrupa grupe G. Tada ,d (HGExG)=
- fo}xli= o) xfo} . '

‘ Jasnojeda je pod napred navedenim predposta?kama, A('_)___izlﬁi)=ﬂ(EN)=D,
Ako Je J;(EN) desna Ey~podgrupa i ako J@(En)iﬁ'sadrﬁi 3vo j
m.r.d.d.d. u odnosu na skup ExG omda Je Jp (B )xN =%§ENxG), i, u
ovom sludaju, %ﬁEﬁxG)=ﬁkN=ﬁxN.

Neka, sada, G nije jednake zbiru minimalnih Ey-invarijantnih do N
podgrupa i neka je G konadna, u opStem sluéaju nekomutativna, gru-
pa . Tada ée opet biti jednaki N-radikal, radikal ideala, kvazira-
dikal i primitivni radikal.

LEMA 8. Neka je M levi D-potentni ideal u Eg 1 f€éM. Tada,

- f € A 7oH;) o (v.[30. L. 4.] ).

DOKAZ. Predpostavimo da f(h) Q{N, héHp, Za féfl_'eko Py l=psn . Uo-
cimo da jJe EN(h) =ié(h)/g€3ﬁ3ZEN—invarijantna do N podgrupa gru-
pe. G . Posto je Hp minimalna do N Eg~-invarijantna podgrupa, po-
gtoji réEN takvo da je 1rf(h)=h . Tada je rftM j; ali rf nije
D-potentno . Ovo je kontradiktorno sa predpostavkom leme .

- n
TVRUDENJE 9, Neka je T = {fGEN/Im(f).C; (Zi=lHi1 N)l} tada je I
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pravi ideal £ D u Ex i Iy = {flEEN/ Im(fl)ggz:ziﬂizﬁje D~defek-
tni ideal u EN o
DOKAZ., Podto je (i:l 1 l,N) potpuno invarijantna podgrupa grupe
G lakc se dokazuje da Je I ideal u Ey . Zaista, ako f,g€I tada Je
feg € T , ((£+i)- f)x(@:l JH ) i (£+(i- f))xe(i: LE,N) . Zatim,
£(f,x+ix+dx)-ff,% = fflx+f1x+fux-ffl€(I:l ,H;,N) odnosno ffj+fi+
+fd-ffl€I, Z.& szako f,flGLN, svako i1€I , svako x£G .
Ta3to je G # E:ilei,identiéno preslikavanje e nije u I .
Dokaz da je I & D . Neka Xq 30009y 1€ pripadaju skupu N a iz sku-
pa su G . Posto EN(xp) je EN—invarijantna doNbodgrupa grupe G tomasa
mora sadriavati neku minimalnu EN-invarijantnu do N podgrupu
Ey(x )f\(l_l 1 l,N) £ N, za svako P = lyocooysd
Definisimo preslikavanje 85 induktivno kako sledi . Ako Je X E@:_fiN)
neka je gq=¢ (e je 1dent1cno preslikavanje) . Ako xli(ij ,N) neks

Je Zq element 13z EN(X )(\Z; H i zlfN 1 neka je 81 preslikavanje

iz Ey takvo da je gl(xl) Zq o .
Predpostavimo da je g definisano za svako k=t . Ako r\ gp(xt+l)
n T
pripada (Z:i 1 Hy sN), nek% je z,, .= e .iko rwp t+l)¢ﬁ:ri fN)

neka je z,, , element iz Ey GT _18; (x t+l))(\(j:i B, ) 'i - lfo nel=
r tada gt 1 preslikavanje 1z Ew.takvo da Jje rw lgp(xt+l) = Zg,q°
Tada , r‘p=lgp

je preslikavanje 1z EN ¢ija sllka je u (Ij N)
i element je iz I , a ne pripada D Cv.[?o,twrd.f;}).

1i=1 1’

Tvrdenje lc. Nexa je K minimalni do D levi podmoduo u EN . Tada |,

Im(K)C(Zl 1 l,N) (Ve [Johnson k,tmtﬂ).

DOKAZ. Neka Je fﬁb element iz K. Tada se, na osnovu tvrdenja 9,

more odrediti transformacija g takva da je gffb i Im(gf) S

e (T, H; o)
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Neka je I definisano kao u tvrdenju 9. tada je gf€(KNI) . Na taj
nadin, (KNI) je levi submoduo ¥ D . Podto je K minimalan do N

to je Kc T i, dakle . Im(K)C()'____II._I 1E: o M) .

Teorema 1A ﬂ A(H ) €D (V.[Johnsonag,t '7_])

DOKAZ. Predpostavimo da je f\ A(Hi) =D . _ada , Na osnovu l1.3..

Ey ne sadr?¥i D-potentne leve module & D .,

Blackett je dokazao da je E(G) direktni zbir minimalnih nenultih
podmodula ako E(G) ne sadr¥i nenulte nilpotentne podmodule (v.[8,t3])
Na osnovu ovog rezultata EN je direktni zbir mlnlmalnlh do N pod-
modula ¥ D . Na osnovu tvrdenjald. je Im(Ey} & ():1 ;1) . Specl-
jalno , ako Jje e identicno preslikavanje tada je G = e(G)C(ii 1 l,H)
i, stoga , G = (j:?=1Hi,N) . Ovo je kontradiktorno predpostaveci da

G nije jednaka zbiru njenih minimalnih B -invarijantnih doN pod-

grupa . Odavde ,
N\ _AGE) £ D .

Teoremg 18,  D-radikal L(EN) € D . DxN-radikal L(ENXG) & DxN (v.
{Johnson 20yt .8] s pri Eemu je afino mno¥enje u EyxG definisano relacijom (37,
DOKAZ. Po definiciji L(ENxG) je zbir svih DxN-potentmih ideala

prstenoidne strukture ENxG . Odavde , treba naéi DxN-potentan ideal

D oor oy
"efinisSe se = A(Ej__l_ lHl) N {p/ Im(p) Zl 1 13
B je nilpotentni ideal u E(G) (v. ]:JohnsonBO,t.B:[ ) pa je
n n

BD = A(I;l lHi)ﬂ{p/ I (P)C- (Z-_lHigN)j
D-potentni ideal u Ey . Posto je A():l ;H;) £ D , na osnovu tvr-
denja 9., postoji element . ffD u By o Odavde , L(EN) €D i
L(ENXG) % DxN .
Definicija 1%, Pravi ideal I mstenqidne dg.Nesccijativre struktire s jediricom

zove se Jjaki radikalski ideal prstenoidne strukture R akko svaki

. g st
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levi nenulti ideal prstenoidne strukture R/I sadrii minimalni levi

ideal koji sadrzi idempotentni element (v.{Eeidleman’gp.

Teorema 19. Neka jeR dog prstencidna N-esocijaiivra strukbura sa jediricom . Ako

je D-radikal L(R) jak radikalski ideal , onda je L(R) radikal
prstenoidne strukture R(v.[7) .
Znaci , treba dokazati da je L(R) jék radikalski 1ideal .

Lema 9. Neka je B D-potentni levi podmoduo prstenoidnesﬂﬂﬁm&aEN

Neka je f€B i x nenulti element iz G . Tada potpunc invarijan-
tna podgrupa generisana sa fx je prava pocdgrupa potpuno inva-

rijantne podgrupe koja je generisana pomoclu X (v.[?ohnson.&a,luloj),

Lema lo, Neka Jje B D-~potentan levi modun prstenoidne strukture

Ey o Neka £¢B , gtEy . Tada, levi ideal C u E, generisan pomoéu

fg Jje D-potentan levi idal (vu[bohnsonj3oghllj) .

DOKAZ, Posta Ey nije distributivno generisana C je skup svih ko-
nadénih zbirova elemenata vida fg(fl+fg)-f2fl= £ f +ffg+efd-f1,
£.3f€Ey » d€D o PoS3to je C konaan dovoljno je pokazati da je
svaki element iz C D-poteﬁtan . Neka je hé€C , tada postoji pozi-
tivan ceo broj m i preslikavanje fi,giGEo, i=l,..0em tako da Jje

h = £,(f,+fg) - £,f; = I:§=l(gifi+'gi£g«f g;d-g;f:) o

Neka je x€G , neka je K Ey-invarijantna do N podgrupa u G koja
je generisana pomoéu fg(x) . Tada , h(x) = CI:?=lgifi+gifg+gid -
~g, 1. ))x € XK . Na osnovu leme 9, K je prava podgrupa E,~invari ja-
tne do N grupe generisane pomoéu x . Posto je G konadna postoji
pozitlivan ce; brej p takav da hp(x) & (Z:?leJ,N) . Na osnovu le-—
me 8, féﬂ(jji:lﬂj) , pa je hp+l(x) £ N .

Po%to je G konadna , postoji pozitivan broj q takav da je h%(y)€N,
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i, stoga , h9¢D y 22 svako y€G i svako h€C 4, tj. h je D-poten-
tno .

Laxton (vm[?%b je pokazao da je zbir konadnog broja niipotentnih
desnih ideala degni nilvotentni ideal u E(G) .

Na osnovu Laxtonove teoreme 1 leme lo. sledi

Tvrdenie 11, %bir svih D-potentnih levih ideala prstenoidne gtruk-

ture EN je D=potentni levi ideal u EN .

Posledica leme 1o, 1 tvrdenja l1ll. Neka je M D-~potentni levi moduo

prstenoidne strukture Ey tada je M & L(E.) o

Lema 11, E/L(Ey) ne sadr?i D-potentne leve module # D , a

ENxG/L(ENxG) ne sadrzi DxN-potentne leve modu1e¢ DxN .
Beidleman—-ova definicija jakog radikalskog ideala izvodi se pomocu
pojma minimalnog desnog ideala 4 a to Jje desni ideal koji ne sa-
drzl prave R-grupe.

Definicija 14, Minimalni do N levi idedl prstenoidne strukture B Je le-

vi ideal koji ne sadrzl prave ’:"N -grupe & D , gde je D-defekt
prstenoidne strukture Eg.

Teorema 20. L(Ey) = J(Ey) i L{EgxG) = J(E.xG) .
DOKAZ_._Poétq_EN/L(EN) ne sadrzi D-potentne leve module (odnosno
ENXG/L(ENXG)-hemséafﬁi.ﬁiN-pdtégfﬁ;.levé modulé) mogﬁ.se.primeni—'

ti dve Blackett-ove teoreme ., Pomocu t. 2. iz[8] svaki levi

ideal prstenoidne strukture EN/L(EN) (cdnosno strukture ENxG/L(ENxGQ)
sadrZi minimalni levi ideal. Pomoéu teoreme 1. 1z [B] svaki levi
ideal u Ey/L(Ey) (odnosno u ENXG/L(EQG)) sadrzi idempotentni
element o Otuda L(EN) (odnosno L(ENXG))je jaki radikalski ideal i

na osnovu t9.L(EN) = J(Ey) i L(ENxG) = %FENxG) o
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