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_ pzultante analitiokih ¢~ U ovom radu bavidemo se
japitivanjem ftmlm:lja doﬂn:uanih !aylor-ov:ln redovima takvim da je
svaki njihov koefici jent proinoa pars o&sommjnéih xoefiacl jenata
dvaju drugih Taylor-ovih rtdou. .

Kad su date dve funkocije
(0.454) @) =aetr o+ aE it -

(0'4‘-’* 2) Qf.i")ﬂ be +&11+ &:21‘*----

_MQi ju  F(a) definisanu redom \

(0.1;3) B(2)= Qobo+ 84 E + Q7 2% ...

nagivamo njihovon rezul tantom™). U tom smiaslu funkalje

2y 3 qlz) MEndmsivnﬁ kuponmtm funkel je tey .,
Dosad sus see resultante ml:ltl&kih fnnkdjn pomtrﬂle a tri

pravea. Ovde éemo :lh umm prikesatd. =

a) Nule kguponentaih 1 regultanivg Lupkalles- U sludaju kad sw
L2y q®) 3 F® _pn:lina-__i 2. Iaguerre [1] je refio
sledeéi problems - S "

'Ako polinom _
(0. 4; 4a) L f=0eto,zt oo HALRT
ina ave nule realne, odweditl polinom
(0.432s) g (y= Lotz koo 62"
tu:a da nule pal:lnm
(0-4;5&) Fca)- Oole s +m%42+ +a.b 2z

budu sve realne.

*) ?idtﬁ, napre M. Petrovitch, Une appumﬁ_m de ls resultante
de deux fonotions. Mathematica, IV (1930), Cluj. P. 33.



M. Petrevis i 2 1je re#lo opiitijl prodlem, maimet
Ake su sve nule )cnm { 0.4+ 40) uq;um.. edrediti peliw
nem (0. 4,2..) tako da sve nule ponnm {0.4;30) dudu tlkodjc in.;la

nAYAS,;
1 Jo# orittjon |
U sludaju da red LQ\.E ima sve nule r«.lm. odnoano imagle

= O

narne, odrediti red > %, 2" tukt da nule reda ‘Z&\.’bﬂ budd sve

NEO N=a

reslne, odnesno imagimarnes | sts. 9851
U daljim tapitivanjima ( Laguerre, a takedje !'élﬂ i Sohur[ 3?]—)
navedeni hgnorrﬁv resultat je uopliten sa funkoi je ')c(;) 1
q(Y) koje su osle transcendentane funkolje reds ne ﬂ.ﬁu od 1.
tJ. utmam e mporod nula resultante | |
Fy= ZQ,Q(V)Z

Daljs uopitenis dao Je M. Veridsnekt [4:5], ket je sseo da
jo (=) uhtmummm Me:l;la n;a' ins ké-'punm nule,
a glv) oela tranuondmm tllnkui;la & je su nule realue ali ne
eve negativae, i pekasas da se konfiguracije nula funkaije F ()
nalasi u prestoj savisnosti od konfiguracije mula funkeije §$(2),
a takedje 3 od Teda ove funkalje i funkelje G (v) < Doonije je
N, Verivinski 16 1 1spitivas aailptotlh penaianje konplchu‘l.h
aula tunkdju F(z) :I.ntnm cgrn:l&mj:lun sa hnturu ohblaw
sti u Xoje) ve nalase aule funkdjﬁ $=) o -

») _@.Mt_«lq ;qu;t;ngq,n Ia::dtu;luéi oaahiu funkei ja defiw
nisanih nhpu‘h nlﬁﬂu, a puo‘nnn inituauéi vese 1mlju Mﬂm

dun-l 10- :I.nca;lu utulu. dahm lloloéi ntur 7 ] t
~ Ake pu tunka:l.an J}ca) Y g (%) a-numo redevima

(0. 448)  f(a)= Zauw,

Ve g
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{0.4;2¢) 3(2):—- éoéviv

5131 eu rediusi kenvergencije T; , odnosne 7, rasliiiti ed 0, a

njihovi edgevarajuéi singulariteti su respektivae ol 1 A3 , ta

da funkcija F(2) definisuna redoem |
o | F(_"a")'-;'id;&'z“'

nema drulh singulariteta esim talaka oA,

Owva} Eam:rdnov stav mtmnio je Ro Borel dokasavil da on
vaZi ne samo u «103 reami X veé 1 ma ostale nntou l.iumn

povrii ake su funkaije (0.4 44), (0.1;29) & (0.1:30) viSesnadne, isu-
ﬂnajuéi jedino llnéaj kad je na svim estalim 1iwtovima funkcl je
(0.1,3)) tadka -0 simgulsrns. Usto, Borel je pekasac da prireda
i‘.lmlar.lt;tn funked je (0.1, ) savisi same od odccnmjné:lh stn;uu
lariteta funkolja (p.4;44) 1 (0.4 2o o

Booulje jo @. Faber joi upetpMQ precisirac eve staveve
nuua.rduiloum[&']. ' S

o). mms-a.m&;- realnih_funkoija i funkolje kenvekssih u

ednogy_na imagiparny esu.= M, lourtwn[ g ] Je pesmatrac resultans
te t.sv, tipilne realnih funked ja % mnkeij; konveksnih u odnosu na

imaginarnu osu i u nekolike stavova utvrdio oblasti u kejima su te
resultante takedje tipidne realane 111 u odnosu na imaginarnu esu
xonveksne Funkod je, o | | | |

L kn o~ Dosadainja ispitivanja resultanats funkal ja

vodjens wu u tri navedens pravos. Nene jo pak pre svegs ldntituenla

vale hrllénjo :nmmu i in:lﬁmjn ;mmn osobina au-—
11t 8kih mnkdju, - Povod ssm uiu u jednom ‘stava koji je P. Pas
tou mluﬂ.o. ‘& Ae Hurlttn 1 6. !olya su ga dehun[ 10 ], 1 po

kome se prikladnom isssncm maka kesfiei jenata nekog stepenog reds
mobo uiiniti da 7ub krugs keavergenclje postane prirodna gramios



funkcije definisane tim redom. Te me jo navelo na ideju da red de~
»ijen pedesnom ismenca snaks koaficl jenats polmoz Tayler-oveg re-
da shvatin kae r.lul.tmtu ovog rcdni Taylor-oveg reds sa 3i3h su
keeficl jente ma podesan nafin 1sabrasi brojevi +1 1 <l .

hlu-él od ove i1doje 4 ranije navedexih radeva o rtmltmtuu
moie se putuviu uﬂnm da ss 1»1“3&1 cmiﬁm mchitu aohh ARK=

nﬂ.h Xlasa snalitidkih m@u..
Taj sadatak ;h avuh.ko Jedan od teiih xadataka, kao uopﬁtc ¥

p:ltimja ;miém.h anbiu analitidkih runkeuu Kake u tnus op=
Etem take £ © m posebnon sadatku dolasi me lake, do makljulaks
nnﬂ pod pogednmin m‘lovtn. !m'_r. AROgo primaniivan ualev jo t;a
da Je data funkoei ja ograniess u pmumca oblasti, Jor tada se
neposredno primenjuje jom posnat Fatou~ov nhv ® mhju)n gre~
al3nik vrednosti u skore svim talkama rubae

. Prema tela 1 u ovem rudu akor. ave ito se dekasuje o granilnim
osobinane osniva se na h«mm uttw., m #te nepoaredne dskasus
Jmﬂ jeste ogrsniencst dotifne funked je. Dakle, kake stavorl keje
dokasujes, sem noﬂh. take i mlevi odeljaka pa 1 sam naslov oveg
rada necl:l bi :ut‘lctti ulo ocnni&nnut mrei;ja keje se iapituiu.
m, da dih :lnttho Anade ménm probln teorije analitidikih funkw
ol Js kakav jeo upj.t:lm;lc cﬂn:lénih osohing, & i dopuﬁhjuéi sebi u
jatilem take udnuk kedi je unc prc avegea tnhruona. dno sen pm
blesut graniinib vrednosti nm; isTasa kake w asslovima tako i u
ranunmau utamu. o - | |
o Mjne 395 ‘Jednu mmm. Kako naéi stavovl sadrie wéim
kritorlzm = urniémut runka:lja d-tih hylor—am Mﬂ (ruulm
tnna'lin) Za»a ", & ova ogranidemost je oéul_qdn Xad je red



Elavl{' konvergentan, ti atavovi imaju interssa samo kad je taj
red divergentan. .
| Stavovi koje u ovom radu dnh.mjc;ﬂou na pomisac da bt
raslaganje Taylorwevih koefioljemats na odgovarajuée faktere, ode
mnq obrasovanje resultante od dveju 111 vile kospenenats mogle
poslubiti kso efikasna metoda sa ispitivanje kako unutranjih ta-
ko 4 granidnih osohina mntl&nh funkai ja, svodeés ovo na ispi-tive
tivanje dveju odgovmjué:lh anali t18kih funkoi ja koje se mogu
jednostavnt je :l'l'p:ltat:l 111 ou im pucnutc osobine veé pesnate,—
Bvo] rad smatram skremaim prilogem u isgradjiivanju te nttodn{'

0.3:_Resultatis~ U prvom odeljku najpre je formulisan 1 doka-
san stav 1, kojim se utvrljuja"dn' u jedinitnom krugu ro;nhm i
ograni Sena funkel s £ u jediniinem krugu regularas tmkuijn 534
jo realnt doo rdu-msﬂolt;jmv integral

zR

3 1) A A= 3)
(0.3 Uy, )= .Zi. A-2vcos(dr-¢ ++* oL ( )’
o . )

gde je &) wu intervalu 02Us 2i fumkdl ja ogranidens vaw
rijacije; 1maju egraxidesu resultantu, te ova, aa cemevi Patou-ova
stava, ima skore -mdo na rubu Jouniho; l:rucn odrodjnu ;rm&-
»u vrednest. | |
Etaj stav iznont se u jod dve .huh'{.nuvovl Y 1 1%) 1 na~
vodi we jedna njegova posledios, koristedl jedan stav Evano-a 1
Bray-a 1 &i.-njﬂau"?ii se harmoniaka funkcl ja 'uc-r'(p)' » koja se
rrctataﬂja Manu—ﬂﬁoltju—odn :lnturuhn, nﬁc 1iarasi ti ku
reslika dveju’ puuvuh Rarsomekih funkedjae 0000000
o uu- Jo dekasan stav 2, ko:ln ae utm:nau da funkel js kojs
pripads klssi K, { regularms funkeija sa ogranilenim realais don



lom Imajm uruﬂnu resultantu, te epet na osnovi Fatou-~ova
stava ova resul tanta ima skore lﬂl‘ﬂ. na rubu Jodinianog krugs
cdredjenu granilmn vrednost. |

| U arugem odeljkw polaxim od jednog stava V. Rogosinskeg [11;
94 1, kot me utvrajuje Hnjestos da ma se kakve u Jedsmi’-
nom krugn $ipilme realnu funkd ju q(s)  postoy fumkaijm
£(z) dnﬂdm w jnéiﬁﬁna krugw kenur;umﬂn redom
f3)y= A +5a,z s realnim m-ﬂaamm- a, {(v-= 1.2.:....)

Yaye

1 ruln:la po:tﬂml delom 1 takva da Jc

| (‘0..3;1} 3('1".‘)=- -?(z‘r T

%

,' ncpoarodno m[o;l ntay 3. da svalka u Jodin:lénu

& m.ajuu mum vroﬂnolh |
enegud jo ®l da dopunim dva stava l-p !ebtrt'ﬂ-h

koil. ne ﬁéu rnulmu ﬂ.yi.&m realnih fumkefja 1 tukd.ju. kone
veksaih u amn&m kmn u cdnosu n aEn huimn osu { sta-
vovi 441 5). | | |

U tredem odeljku dokssujem najpre stav 6, kojin se utvrdjue
je da m_mgmg pripada xlasi N fo &> 12y 1 funkod ja na.;','
gde Jeo

imaju resultante urnﬂmu " 3mﬂ§nn l:ru‘u. te ove, na osnovi
hm-on otava, ima -kor- lmdo na rnhn Jmnhog mu odrew
d:m granildnue ‘vrednost. | -
' satinm dokasujem jedan kriterljum sa pr:lpudnont regularnih
funkad o Klass ls e &>1 (stav 7 ), a naimes iko jg u jediw




nidnom krugu funkcija §(2)= u (@) +av(2) rasular;n.
+(0) = 0, u@> 0, = u¥2) ima u owom krugu harmoni-
‘aku majorsntu, tada (3  pripada klaet H, &> 1.

Potom isnosim jedan stavy koji sleduje nepoasredno iz ataw
vova 6 1 7, a donosim i poseban dokas tog stava, sbog njegeve
relativne jednoatavnosti, Ta) stav glasi (stav 89

Ako jo funkcija Sla)=UCI+iv(¥) regularns u jedinid-
nom krugu, VvV (0) = 0, uwul@>0 1 'U.SC%) ima u ovonm krm
harmomisku majorantu, a funkoija q(2) pripeds klasi Hy,
gde Jjo

Lopsd,
tada Je rezultants funkeija §1 1 Q(?) ogranilena u
jedini Znom krugu, tc uto. na osnovi l'tton-ou stava, ima sko=
ro svugde na rudbu ovog kruga odRedjenu granilfnu vrednost, |

v EctY?gtun odpljku, koji se tile takndjt rezultanata, do-~
kasujen jedan stav ko pripsda druges krugu problema i gde se
tvrdl dt.u ulnﬁa:ju kld Jo jedna konpancntna funkel Ja regularna
u Jmu&nm krugu drugu komjonentnu funkciju mofemo odrediti
tako da _budo majoranta prve 114 ma koje u Jod:lnt&nm kragu re-
gularae funkof je 1 da resultanta bude cela mkﬁﬁn od 1/(1 =:

Dede Stavovi u vesi s granilnim problemims analitifkih,

| 40 tmeoniuj: ovom radu, - Poéto je Jordm cbraw
dlo péjd"'inre :'méiﬁwi uveden od G’uioru. " Boral 1 Lobngno
su ga usavriili = prianm. bilo je stvoreno ar.datvo za ispi-
.ﬂ.m:e 1nt¢gn1uh onoblm. mmuanh funkodi ja (u prvom rodu
nobugno-—ote uopitmje pojma 1nto¢ra.h) hko unuter taka 1 na
rubu ohlut:l dtﬂﬂlmcstl. |

Koruhdi 8o pej-m hbom-avcg integrale Fatou je u »vo:
Jo3 st [ 12; atr. 337] dokasso stavy



| Ake je u(Te “’) , T<1, ogrm&m regularns harmont~
ske funkoije unutar jedimilneg kruge, a granidna funkeija {(J)
shirljiva u inservalu ed 0207, ti. integrabilna u Lebesgue~
ém sxislu, MIJQ

2L

[0.4,1) ,-U_('f_gi-"’). S'F(f&) 1___21_‘_:3-:& CP) +-r=‘ .

Prema tome, U(T, ®) skore syugde na rudu Jedinilsnog kruga (t3.
u svim tatkema ruba, isusev skup talaks mag mera je O ) teld
edroljmﬁ ;rm&noj u-adno-n £ (e ) kad se talka = Te o
pridlifuje tadkd %, - &% ,m:muuu Detangentnin putem,
l.. I«uin jc dokasao £ 15,58 ”ﬁn. nlm o {-('5') | iucrlj:l-
va funkoeija. komadns mra amﬂo na rudn Jedini Enog kruu. uvek
postoji harmonmiska funkolja 1 (+, ) keoja je regularna unuter
tog krugs 1 usima vredsosti { () skore svugde ma rubu evog
| . Inkod:n.. hlﬂcn:lnh Tunkai ja 'u.(-re ) hat se loio pret-
atavitl roisnwstiultju-em inturdu | - |

2.Ic.

(0.4:8) (@) = -J—j - 4G (S

! 4-2vrcos(H-@)+¥+*

in m:'o lmdc na rubu Joam&no; m;a cdraumn kmanu radi -
;lal.lm gmiﬁlm vrodnut £
U‘.m u'('re”’) = G'(9)
| ~+—» 4
19 Ce (S
ako u uan e | mx:at;lu ( ) ine km&a.n :tlwh
hteu 1a. kaﬂatcéi ae awjin uyrod uﬂhm cum, un-

sredno lﬁnno ntmr;




- Ako Je S(¥) nnutar joﬂn&nog kmn regularna 1 po mo-
-dulu ogruiﬁm ttmka:ljn. Mll m m u ukorn -m tuémt rube
'Jﬂm&nu krm odrud:lou ;rm&no n-olnonﬁ. t3e |

L (§C1E) = 4Ce“"J

N an A

Ove grmwno vrodnesti -F-(e"“‘s') uocuéujn qla se mmi:u
L Q‘“})Yiuﬁut?&cuehsﬂun integralom.

Gna htw—w nut pmmj:lm je u mnogim provlemima ankll~
t:l.l‘.hh tunkaﬂn. htuuk 30 mulut:l.a. ninlcdi da jn daleko od do=
kau, - M. 1P, liou L 44 Jeu u-todnl kajal se U svojej tesi llﬂl
i hm dohnli ova} stav o j-d:ln-ti anallti8kik funkolijas

Ako Aduk rnum métn tn&ch E rubs Jodiniﬁm kruga. 3 O
jo. mezra Je nén od unlo. nmt.r we; l:rm rquhm i o;rmiém
funkoijs W={(z) teis null, teds Jeo f(3)  identidn
jednaka '-“_‘11' W R

I u ovom stava je u mnogome impliciran odgover ns pitanje ke~
kva je strukturs mnodtva taleks na rudu oblasti definisanosti, na
kome jo fumkoije acﬂ.iutvm odwed Jena svojin granidnim vrednostine.

— Fundamentalnu ulegu pri ispitivanju graniiaih esebina anali t1d~
kih funkoijs ime i ovaj stav koji su dokasali N. Lusin 1 I. Priva-
dov [ 45;08%]): . |

© Ako jo fumkeijs W= {(2) Tegularns unutar cblastl sa rek-
tiﬂaibﬂnll m- {” i uﬁu km&m ;rml&m vrodnnﬂ po Me
lo kejim thmtnin putodu na mnitm tn&ah B, &13- nn Jo
veda od nuh 1 nalase 8o B8 i ’ tnln ove n-cdnuﬁ jeﬁntvm

nm&jnju ova rttnllm tnnkeijm
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Pri lspitivaniu agxistencije granilinih vredmosti rasanih klasa
anslitiskih funkoijs postavijalo me uvek pitanjes koji su to usle-
vi keje treba da guouljnﬁ funkoi ja da bi w skore svim tadkema
ruba sveje shlasti defimisancsti imala odredjene gramilne vredmo-
stis hﬁm ”jo nadae da je doveljan uslov, kae #to smo iﬂd-u.' ogram
nilenost lolula mkeijt unutar jcun:l.ﬁnec k:ruxa { l'utowv (lun:l

ntar ).
U nekolike stavova keje sam u ovem radu dokasso polasell od
-iummtn &ija su neke unutrainje u-ﬁlzuuana osobine pesmas
~ te, utvrdio san da Jo funked Jas— resultants qr-ul&m, a time, m&
famoﬂ navedenog htou-om stava, neposredne konstantevao da ove
resultanta 1-. odroﬁjum grn:l.&nu vruuent skexro amcdt na rabu je-

dini Enog kruga .

: L F ¥ . ' H . d-\: } - . ,‘; o ' ’ A t. '* it :uf __L . o

U vedini nuuim m. o;ao aokniuiu hnﬁu- funkod e klase By
. g;ﬂe. Zate 1 mavodim definioiju tih funkolja kae i neke njlhove
ko je 8w ugete u obsir pri dokasivanju staveva.
Po Hardy-zvos stavu ¢ uopitenc) audnze;l vrednesti funkei ja
rocdhm_l unutar jedind &neg krupe [ 16 7| imame da je
25

(0.5;1) - mg (§, +)- S\J} (+&N|%dae,  &so0,

<9
kad T —> 1, 111 neogranilenc raste, 1ili -_aq ograni deme, tj].

R

(0..5_;2,] - e.l.m——-g l-F(‘T‘Q"CP)( OLCOﬂC &-y-& C = comst.
T 5

U ovem mlodn:a- nlu&aju hh se da t‘unkeuu fc2)  pripada
klasi Hge - :
7. Mess [ ¥ ] o doknsao da fuakelje kiase H, sa ove




A1

& > 0 u skoro svim tuém: m;a I1=1 4imaju granilnu
- m_ | T > 1, d-'@ (-F.f) tefi odredjemo] granidnoj vreds

nostis
t ) £ ')
(0.5:3) !.Lm-—-j \$ (+e )| dop Zi;_-S\ $ (') do < C  &>0
T>4 o "

O5igledne je da sve unutar jedimiimog kruga egraxilene sna-
11tiSke funkeije pripadaju klasi Hg ( sa svake &'>0 ). Nis
1:p1ﬁ.m3u osoving tnnkniah. uu._ H vrieﬁ o posebno sa
0 <8<1, &=1, 1<d<g &=2, &> 2,
| Svaka tunkeiju Xlase Ha pripada 1 klasi Bd‘ r 28 BVYRKO
J <& , jor Je uopito |

H'('Z)I P chs\ +4 | $(®] = 0.

'Intoromtno jo ovde podvuéi da je pripadnost funkcl je -F Lz)r

regularne u jedinidnom krugu, klu:l 51 neophodan *) 1 doveljan )
uslov 4da se ta funkeija nah pretotaviti !einnm—lﬂlnwm

Cauchyfevin 1nte¢ru1n nuth u lhbncuc—om uinlm

KX
.._L_.- ‘9 ' A~ .
(ﬂ.!’;h) 'F(‘”L T an J (e ) - 27 cos(D>-cp) +¥+2 de‘

'FU;) 4z,
GCl=14

(0.5';5') fe=2) = 21‘.1 j\

gde (&) —*'FCG) ked x>y ss skore sve £ .

M
- %) M. us P, li.nl, ‘Uver die Rmndwerte d.lor analytischen
 Punktion. IV Congr. Soand. Nath.,(1916), 8¢ 27-44.
- * %) er. hohtonholtl. Sar 1'1nt(¢rtlo de Polsson et qnclquu

questions gqui s'y rattachent. Fund. l-.tha. XI1I1I: (1929), P 1-33a
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Dakle, s obsirom na prethodne dveosobine funkal ja klase Bd"
nofe L,ue sakljuditi da se sve funkci je klase B, §> 1, megu
pretataviti Poisson~ovim 11i psk Cauchy-evim integralom, dok ss sV

funkal je klase B‘s , 0<8< 1, ova osedima ne vaki,
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L. OGRANICENOST REZULTANATA NEKIE KLABA
~ ANALITIUKIH PUNKCIJA

Ovde dokasujemo ogranilenost rezulsante, u jedinidnom kru-
gu (2] < 1, dveju u tom krugu regularmih funkoija koje is-
punjavaju odredjene mloﬁ; Na m;ﬁd Patou-ovog stava (0.43
str. 9), iz ogranilenosti resultante sleduje pak da ove ima na
rubu jediniZnog kruga (pri netangentnom pribliZavanju) skoro
u svin tatkama odredjene graniéne vrednosti. Ovu poslednju okol-
nost, kdj; se J_avlji u skoro ndl stavovisa ovog rada, nacimi-
njemo isrid to svakl put (keo Bto je u Uvodu veé redemo)s

U preom uum'protpont'nflj;ih da je jedna od dveju datih
funkal ja ogranilens u '3.«:1;1&@ krugu, a &ﬁéu" da ima realnl
deo .koji ee u tom krugu moie pretatavits l’o:iuon-suoltjumovin
integralom (0.3 1). Taj stav glnsh S o

8tay 1l - Resultanta
wn 0 T 2."‘*"**"
funkciju -
(‘ 2) -?(-1-):5.&#"

regularne :l ogm.ni.éenu u 3«1::1&::@: krugu H:(i)\ < LQ { 7
V2l < 13 () nesaviano od ¥ ) % ftmkﬁlét |

(433) . gce)-za 2"

regularne u jedini&nom krugu i 5131 se realnd deo (T, )
(2=-7¢"% ) noto pretataviti Poisson-Stieltjes~ovim inte-

gimlu



Als

240
‘ { j -t G,
{434) utr, = agJ sz:('a CP‘)+ +*

gde Jo G- () | u intervalu 0 S S 2% funkol ja ograniSens
vari jacije, - regularna je 1 ogranifena u jedininom krugu, te
skoro svugde ns rudu aod:ln:lénog traga ima odrodjmo gran:l.&no
vrednoati. - o

Eao fito au doknuli_'zvm 1 Bm 1.18; atr. 241, 1042] ’
prethodni uslov sza funkciju w(r ) , da se moke protagavitl
1ntocralou u rqlmiji (1; 4), akuvalonm 39 walowu

gde Jo M konstanta _nnuﬂm oda +» Prema tome, stav 1 mo~
fomo izreéd 1 u ovom oblikur =
Stayvy 1° - Resultanta
F(2)= Zav&\rav
Ve
funkci je

O
4 c%) r— Z_aq 2\'
rogulnrno i ngm:wmo u hdini&nm krucu 1 funkot je

q(-z)-- Z-@- 2
koja Jje regularna u jnuni&nm krugn 1 &1t realni deo

ispunjava unlmr
o

S\u(-r,co)loltfpf__M, T< 4

gde je M konstanta nesaviasa od T , -« rqgum je 1 ogra-
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niéena u jom:l&nu krugu, te skoreo nw‘h ns rubu ovog kruga
ima odrodjm ;rn:lhu vredmostli, |

Dokasujemo u,t.m etav 1’ .
Doka s lth';h "

(4:6) &,-.-.__u+1.fsﬂ, by=olo+n@d, = ¥=4,23
Stavimer X= Te'? . g(a)- gere) (sxv<i)Tada jo red

“3) g(-f,qa)a._q + 1B 4_Z (oly +2A, ) t7{ conv e 4—1.:1..%?@)

koavergentan sa svake T< :l.-.--. KNeka Jo
U:B) QLY ) = U, (P)-l—’L'U"f ,43)
15 ( Aid >.n....

(1:9) Wiy == +Z.'r (Ly COS ¢ P e B SAM V).

Kako je to !ou:':l.cr—ot red, to sa svako 7T < 1 imamo

f1; o) o 5 W, cp)elcp
i, =a Y= 1.2;3.".;
- 23T
(45 44) &y = x._".. S W+, ) cos vep elep
|
o

| 24
- ‘ -
o= = gy e s e,
_ v -

dakle, sbog ( 16 ), (4540 )2 (1544 ) Jo sa v= 1,2,000

(47100 b, = -L# "u.me *ye wq’olcp



b

Punket Ja F dofintoune redon
” 'r(.q-}-otcx-\-Z& Qa%
konvergentmin sa {Z| <1, poklapa se do sditivme komstante
sa resultantem [ (2) . Ako sad stavime  #= eew ¢ P =+’,
imamo na éumﬁ (1,40 ) i '( {y44)
| L iv®

| . |
ey Qo + ;“ Oy = ;—E—J (+ @) a +Z%PQ T MP)"’L?’
) |

o v (D -0

= -}r—gu (v, &) (a,+ 3. a, et )) ol¢,
V=4

O

- t0 Jest .
| - (8~ @)
) Raeys ) wener-feretT el

hohnnéuc da 3- ouj integral o(ruuéuf we Po pretpostavel Je
(1w EERIC e N<@,

Kake sa reslni des U(7,¢) fumkeije 4 (2) vail uslev

( 1:5. ), imamo sa < 13

) [

s) [Juinefore -Oytag) < §lucr o [ 0 lde o
o | ) - '
<@ i jucrolde<MQ

Na o.-._moﬂ relacida ( ;5 ) 1 ( 4;'" ) tuakeija
+, () » koja 3&':.;@. U jedini¥nom krugu ( buduéi ds
je F(2) resultanta dveju fumkoija regularaih u tom krugu )
Jenta ) eru:l.ém u Jqd:ln:l&nm krucn te Jn sato 1 rezultanta
Fz) ecruﬂm u tom krugu. Po htoa-om stavu, navedemom



¥

u (O.4;sh,k’),_ F(E) ima skoro svugde na rubu Jjedini énog

kruga odredjene granidne vrednoati,

Primedba l.e Kzo ito Je pﬁkz&ﬁaa Be Reveunlinna [,29;
Uskov (4.9)
otr. 180] neophodin je i dovoljan du se jedn: u jediniénom
krugu harmunlakﬂ funkei Ja zmoze jzrazitl kao ruglika dveju a tom
grugu nenscgativaik barmoniekih funkel js.

Prem. togie, funkeije haorsmbnlake u jﬁﬁiniﬁnam krugu, koje
se macn pretataviti u obliku raslike dvejJu nonegutivinih harmo-
niaskih fgnkdija, -~ mogu sg jsruzzltl Poisson-Stieltjes-ovim in-
tegralom 1 obraouto. .

S obzirom na ova primedbu otev 1 mozemo lskagati 1| U zle-

goecem; oblikut

Stuvy 1. ~- Rezultanta

F(?): ;Q‘ 'ebb:z_"
funkci Je

L) = 7 a2

Ya0

regularne 1 ogranidene u jedinidonom krugu I funkel je q(?)
kojs je rasliks dveju u jediniénos krugu regularnih funkel ju
q.(?) i Q,_(‘E) &1 31 su realni delovl nenegativni, --

agraniﬂana je u Jeiiniiénom kruagu, te ima'akero svugde nz rubu

ovog éruga oudred jene granilne vredproati.

Primedba 2. —- Ako je harmoniska funkcija (%, ()
u Jedinidnom kruguw pozitivaa, tim pre je uslov ( 41;5 ) zaudo-

voljen. K}uaa funkei ja koje su definisane redom

q (2)= 1 +.»Z_3>,,z"
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konvergentnim u jediniinom krugd 1 keje fmaju positivan realan
dec zovu se tuakm;h klase R T A4 | st _']., ~~ Prema tome,

na osmovi stava 1 ﬁn

roalndi au.-—nomlmu
| F(i‘)- Za,fou%v

funkoi je

\cc,}>=-2a»

Y=o
regularne 1 ogranildene u jedintiimom krugs i funkch Jo G (%)
klase n o;rm&m Jeu Jmu&nm krugu, te ima skoro mm;do
n rubu oveg kru: .drodjon crtﬂﬁno vrednostis

A ﬂ avn}luénju muto rchaijo ( 4 5 ) imame

f \'u.(.-r cp)l l frrett? ‘”)lew < & (4

Jor Je fu;a.d.cp-r sato ito Je <, ‘-'--‘-f 'ud-tp )y & o, =14)
¥, Smirmov jJe dekasao [zo ) ] da fumkeijs g (3),

regularna u jediniSmom krugu, keja ims positivan realam deo, pripe
ﬁu‘mn n‘s; | e <&< 3. :rm m-. rmuae khu priﬂ
puuaunm By ea:<5“< 1. |
~ Realmi dn w(+, ¢) fusmkcije q(2) koja pripada klae
si R ( t.5ve funkoljs klase » ) u teori)i ravmeg potenci ja~-
1s 1gra, kee Bte je poesmate, istakmutu ulogu: C. a-,nthédory Je
lepiteo oblast u koje) variraju keeficijeatl <, , 3, 1 od
redio uoploun i lonljln usleve pod ko:tnl. funkol 3: definisana
¢m:n m‘ ;rhah $1aad l'.. R o |
Bprnw seog ulon funkel ja klase P u tnn’ai potue:ljah,
upiﬁmdu hylomﬁ.h redove rmn;;a klau » pon’nﬁ:lnh se

u analist velika painjis. Umesto, najledde mm‘. ncponrodns




/¢

:I.niti unjn pmﬁm.‘h tih redova na nj:l.how- rnha tonnrgmw
euo, jnd.ncntavni;)c je ntnﬂiﬁ nturam ‘rn:l&no oui:uc
datih funkoi 3: kejo tim redovima adzeunjm |
Kod miXe uninih prllcra funkei ja samim uatvyrdjivanjem
ds su teo rmua. #a positivais realnim delom aﬁh se uvid u
integralne grnni&l_;u nnuu redove tih funkel .1:. |
. Naprimer, sa Q(2) pripsdaju klasi R takoedje i
%(_z,_eitp) | ( <p -realms), gte"‘) (M ceo pesitiven »roj),
2 |

x | '
1 ) o . . _
mm 3 ;Sﬁqt%)atg « Isto take, sa 4i(x) (1=1,
2y ond "n-) klasd R Pﬂ”d‘i

N gs(2) galz) - Qi)

Dakide, Ba

3 ~
A-2xmcCos P+ 2

;

= 4= 1.. L.?)""
g1 = 7% Cia

klasi R pr:lpnda 1 fuakcija

-2 = 4+Z_{'PcLoscp) T" ,Lcos @)}i
QJ- 2¥¢osq+5s’- V=4 |
gde L -P Legendre-ovi polinm .

ancdani primeri ukun:u B iirc nménuﬁ rulagmju
jedne funkcije na ”kmpommt-. |

-

81i&no kae 5to se aok;ﬁjcun‘tuv 1, dokasuje ae'1 nloﬁcéi,
arum ntu 2, v kue Gomo pratpo-tnv:lu dan je Jam od dvﬁu
datih funke:l;lu ugulm i 1u ‘egranilen ru.lm. dw. a druga da
primumui 31[ 0.5y st ],



-

§tav 2, - Resultanta

hife)  Fa)=>a,b.2
funlt_&j. ": .
(4747 fa)= Z ot
keja p::—:!.patlu klasi Hl i ttmkeijo
6319 gar= Z8.2

koja Je regularas u jediniZnom krugn i1 u njemu ims ogranideam
realni deo,.-- regularna 3- i ogranileas u jedinidnom krun.
tc ‘skore smdc Ra rubu ovog krugu ima odm;lcm crniéno rred-

nosti,.

Dokas, Resultanta T(2)  poklapa se do aditivae
konstante sa :mna.- t,(2)  xoja jo definisana redom

(4;19) . +, La-) A s Qo -+ VLQJO v

l:onnr;mh:lu v :.amamn krugu. Kso 1 u dokazu stava 1, i u
ovom slulaju imamo |

J oo L (&-¢)
;20 F 1 (3) = SD (+, ) (Te )¢, T<1,
Ovaj integral Je ogranilen u jedinidnom krugu. -~ Zaista, po
pratmtavoi jeo realmi deo. w (T, q) rm«u- 3(1‘3’“") ogra~
niden, tj.
@'2[) [hL'f,LP)]'(K

gde Je K konamtn nauum od T -hka Ilmkeija £ ()

pr:lpaaa klau:l nl,- te joe
zjl.

@ 22') - ' I l-P(*f‘e”"“'& Q))\dcp < (4’




s

( jo konstanta nezavisna od T ); Prema tome Je sa

+< 1 |
U - $-co 3 q)
Hu(-r,w)-ﬂ#e‘( i )d(.e‘ S\'utr r.e)”-]!(_-rﬁ |olq;5 K@ .

o

Bnkiu. integral na desno) tnn:l r.haljcl (1‘2@) qgranlém'
je za +< 1, to:ut&j- 1 funkel$a T, (2) ”.'h;i je regu-=
larna u jqdiniﬁhw krugu, ogranilena u ovom krugu. Prema tome,
resul tanta F:L 2) "jo raga'iilrh;'i'agnﬂﬁm funkol jJa u jJediw
niSnom krugu, te na osnovi !atma-arog stava ima skoro amtgdo na
rubu jeﬁl.ni&nog Xxruga odredjene granilne vrednosti. |
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2. NAPOMENE O GEENICNOM PONASANJU TIPILNO
| BEALNIH PUNKCIJA

!‘nnkcﬂjn definipana sa |#{< 1 konvergentnim redom

a&)_Z& E %1=£, 2 = -re.“’

= ¢
aa realnim koefiof jentima b, » koja u gornjoj polovini Jjedini -

nog kruga 121 < 1 4ima positivan imaginerni deo, sove se + 1w
pidno realna mautss“m; 5557 « Svaka tipilno realns
funkci ja ima samo £a realns ¥ u \2i< } realne vrednosti,
Ako w = Q(2) preslikava kruag Z1=1 za svako *< 1
u kontdr¥ koja ima osobinu da jeo svaka prave parelelna imagirar~
noj osi sede najvifie u dvema talkama, kaZe se da je (=} Xk o n=
Vveksna upravou imaginarne oss u odnosu na krug |2} < 1.
Neophodan 1 dovoljan uslov da Mdijt 9(2) o kad je realma
na realnoj osi, bude konveksna u pravou inﬁmﬁu oss jeste da
Je 2g'(»» t1p1 ¥ o r ealna funkei)e]9; etre 555 1,
| I‘rm jednom stava iogoﬂ.mko‘ [11; str. 94 | o ako je
qcz) w ;ltd:lni&nm krngn t1ipidno roalna t‘unkcija, tada funkci ja
- z*

$e2) = gea)-

ima positivan realni deo n jcdin:l&nm krugu i definisana je u tom
- krugu konvcrgentnin redom | |

(L5 4) HOERE Zo""

giesu A, (v= 1 +2, ees) Toaloi brojevi, I o‘nmuto. ako :e
£i2) fﬂnktﬂja k8o ito jn oam. _tnaa Jje |

(252) | gm- J:’(i‘)

1-
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ﬂ'p:l&no realne.
" Polasedd od wog atava Rogonnnkog nlodujo u nekoliko pote-

ga ova) :tnﬂ

- | t .V 3¢ - !'ankcijn t:lp:l&no realns u jediniinom krugu ina
akoro avugd. na rubu ovog kma odr.djom cm:l&ao vrodnoaﬁ-
Doka s Kako funkoija [ (2) ) :lna " :oﬂin:l&nm krugu
positivan realni deo, Mkdjs
fe2) 49

Je ogruﬂm u Jedinifnom kruguj ﬁnklo. po Patou-ovom utam ( ko~
im se za aaal:lti&ku tunkdju r-mmn i po nodu:l.u ograni Senu u |
Jaunt&nu kruga utvrd:luac 4da ima skoro amdo na ‘rubu ovog kruga
.odrodjm Mho vrednosti ), fnnkdjn f ) i ima u skoro svims
talkama ruba Jmnihoa krugs, pri ankm n-hngmm pr.lblih-
mja, oamzmc mn:l&m vr-dnouth Prne tm, usinsjuéi u Obe
gir relacijn ( 2:1 ) uklju&a:no da % iyt Sno realns funkoi-
ja j(-}) ima skoro lmagda na rubu ;I.din:l&noc kmn odrodjuu
sru:lﬁm vrodnosti.

Na osnovi stava 3 ( imajuéi dakle u v:l.du ove graniins oso=
bine koje amo utvrdili sa tipd&no reslne t\mk_ei_;la )» motemo ue
potpuni t1 Jedun htﬂf "I'.- Robertson-a [’9,- at+. 5567 xojl se od-
nosi na r-mtdﬁtd dveju am‘&ﬁo realnih funkoi ja, odnoano na re-
sultante dudu mnkdja kmvokmh w pruwn wmo 08@. !nj |
Robertsm—ov atav glasis o

| Ak,p_ su funkcije §(32) i 9 (=) rnsnim; i tipi¥no
realne u jediniénom krugu, funkod Ja . R
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O

v=e Y

Je takodje regularna 1 tipifno realna u Jediniﬁnm krugu.
" Na osnovi nadeg stava 3, uoﬁm sada acopunitl stav M. Bober

son=a, te imamo nlodoéi stavs

a_u_z_u Ako su gza |2i<1

() = Z&v i - (3(-*)“22’“2‘; &*23":'{‘:
ragularne i ﬁpiénu realne tunhd;lo. tada Jo 1 tunko:lja
R L TR
GL%) =2 Sr=
.regularna i tijilno realna, 1 sve tri funkad je (&) , 4§ (3

i G (=) mzu skore amde na rubu Jadiniﬁnog kruga odred e~
ne graniﬁna vrednosti. -
lapmonino da Je

S
G‘("i '-'-"g F.;?)—-d.ii

gde je T (2) rezultanta funketjs 1) 1 qQ) .

 Na osnovi navedenog stava M. Bobertson-s i sdava 3 vaii

altﬂoéi stav?
Stay 5s -~ Ako su ;ttmka.l;le |
-F(z)=%g.vz" { %(,2-)-—7_& 2 Q,‘:d,‘-.:i’

regularne i konveksne u praveu imaginarne ose za |2|< 1, a

realne na raa.lnej osi, tads ;)o funkaiju "

(i)(a) Zvc A’z
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tipl &no realna sa 12l< 1, te in ekoro avugdo na rubu jcnni&m
nog k:mn odred;lm ¢ran:l&ne vrednosti, |

Dokass Po pretpostavol su funkocije

Vg

sa %1 < 1 regularne i konvekasne u praveu inmﬁu ose, & re-
alno na realno} ‘osi., Dakle, fnnkaij. o~
. . C — v
if-f (-‘s)-—Z_vc 2 < %3’(3)=2rvd-v2

V=a

su tipi&na reslne; atoga .'ln na omvi uvoaona; uum M. Robertason-
. ﬁdl' | | | | |

| %o
%(2)?- Z vcvdﬁ,z'

tipi&no realna; dakle ona ima na osnovi stava 3 skoro avugde na
rubu jedim énog krugs odredjeme granilme vrednostl. -
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3 OGRANICENOST REZULTANATA FUNKCIJA KLASE
Klasu H., §>1, sadinjava, kao #to je poxnato *), mned
Stvo funkci ja analitiSkih u jedinilnom krugu kojims je realm
dee Poisson-ov integral 1svesne funkoije P(¥) koja pripada
mﬁtm merljivih funkcija 1 sa koju Ja |
_ e

[P ad<oo, 854,

Dakle, P() je funkcija klase L’

Ovde éemo prvo dokasati jedan stav o resultanti dveju fu-a
funkeija od kojih jedns pripada Xlasi E, §> 1, a drugs kla=
sl HS.!., glesm & 41 &7 nigu manjl od kenjugovanih ekspo-
nenats, t¢gjest

A A_ <
= v =4

Stav 6, —— Regulianta
Flay= Zoaub, 2

funkol je
o | %Li‘)- Zav

¥Y=0
koja pripadas klasi He, > 1, 1 ma koje funkoije
o . ng)-_-_zgvz" o D
vz o

regulcm Je 1 ogrm&m u :ouﬂénm mgn. te ako_ro u syim

*) Y. napr. A. z;mnund, !ﬂgomotnul Bor:lu. New York,
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talkama ruba ovog kruga ima odredjeme granilne vrednostl,

PDokass Funkcija
| .#(3)'.-’.—'.— ulxY+ 1 v ()

‘pripada, po pretpostavci, klasi &, & >1, te njen realni deo
w (@) aoﬁue israziti Poisson-ovix integralom

- 24

| e
(34) u(-re ):..:Z-ES"P( )4._21*@1.(& Q)_\__”_d.&,

pri Semu funkelje raspedele ()  pripada klast 1%, &> 1.
~ Resultanta F(2) , kao #to smo videli u (1; str, 15).
pok].apa. se 4o aditivae kmt-.nte sa tunke:lju " |

ﬁ

oy 8o+ Za_,,%,a = _Lj'-u_(-r Co)ta(é)dcp’ +< A
\E2

s . r
gde Jeo - "l'@ai( ) Qo=§f+'"ﬁ'o y Q,Fdt A, - ga V=)L,

2’ ¢ses » A

g
Wit @) = -‘-;-9- +\‘Z__d"'"("‘v"°3"°’" ﬁf““yq)

realni deo funkoije (%),
Beka Jjo Ea eksponent konjusam eksponentu Y e tie

4« A— ~4 ., Na osnovi 3«" BSlder-ove nejednakosti ) imsse

2% ' SR ¥ S L rds g * -‘%
(52) | 7% Juen o at*)d“'l"‘ 5‘“"""‘*") (mf‘?‘ﬂ‘d")

& po jcdnej -h:lnloatnoj E&ldor—owj nojednalcoatl Ja na osnovi
(3: 1) R |

-V) | ntpr- Gl* He ﬂ.f’d,’g ‘t B Httlwm, ﬂv. Pﬂl’gt Iﬂl:l]:’
ties. Cambridge, 1934, e |
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At

- ax 5-
| 5 e Aa)
(538) ulne® )| éﬁg\?(ﬁ)\ A—2+ cos(F-@) +-ﬁ°w( J1- ZTcos(D-®) + T2

Ova Hilder-ova Mjcdnakmt vaZi 1 u sluéaju —}5- + 'g"i-< 3

Prvi integral na desno} nrani pmta;li. Joxr Je PCI)
| funkel ja klase Bs 3 dakl_t_._ s _eb:im ne chnak_mt_

- 25T -
& .L- S A T - d.% 1
LS;ﬁ) an l-z-fms(.& QY +t+* L

o

imamo da Je
“ 5 2R

| e
‘u('%(@)\ s J_S\T(&)‘ {-2vens (&- ) +-t"-cL&'

2 4L
-

Bo kako je . .
| 2t T
fES\““'“)\ 4 = Ts?g ('}_"E£ 1- 21‘¢0st3 “py AT

o

promencm reda imtegracije i cbzirom ns (3 4) debisuo
_ : . ) 2-‘!. - 2.!‘[ . .

f ,u_"(.r,cmdcp < j P48

reih ?(&) pﬂpnda k.lani l’- ’ htosral na luwa strani ove
najodnnkolﬁ u ograniden u :aum.&m krugu ). w= Kako 9§ (2)
pripada tlad 0 s tukodjt je 1 |

..L.S qu%)l ol_q)

250
O
ograutfen. U olufeju kada je 8%< 8 a a(?) pripads Kia-
ol ng,. tada ( po opua; esobint mau Xlase aé_ >0 > )

q(2) pripads klasi M ’e
Tine ;le _t_lakum da Jo, ma uimv_i (3; 2).

) Gu &namm nolie ae uponrmo ﬂohuﬁ i ovako: Kake Je
| (-re )]«:\&&re ” %o ;]o f luure )\ oleS S H(*t@%laol@
te .3"' sbog egranilenestl integrals na desne) ntrui,_ ograni Sen
1 integral na leve) strami gornje relacije.



integral

Ur

_— .‘ 1
"f] W, ) gl ol
O |

ograniden, dakle je 1 funkel ja definisana redom

= ¥
| v
=1

ograniens u jediniinom krugus Prema teme, resultanta F(2) ,
kojs jo regularms u jedimilnem krugu, takedje je egraniZems u
ovem krugu, te sate, po hieu_-am l_taiu. ima skere avugde na
rubu jediniZmog kruga odredjene graniime vrednosti. |

Unesto uslova u stava 6, da -FL&):: W)+ V() pripada
klui H oo > 1) mofe se postaviti uslov da resalni deo 1L(2)
funkeije { (2) , regularse u jedimiimem krugu, bude positivan
uw tom krugu1 (0)=0, ada @) ims u tewm Xkrugu harmend
sku ujomtu ( stav B8 ) Tada se, naime, moie dokasati da —E ()
pripndu klasi ngnd‘;ﬁ:nauu 86 uponrollo stay 6, Proma teme,
iznedeme prve slededi kr:ltoz:lju sa pri]ndlult mxa:- £ (=)

nm’ By ( &> 1).

L - Ako Jjeo u jediniinom kruu. fanked ja

L(y= L)+ 1v(2)
mliﬂ.m. w2y > 0, 'U'LG) = a uSL'}) s izvesne
§> 1 ima u tom krugu harmonisku naqmtu, tada rnntnijn

f2) prlnduklui Ho¥)e

*). 9uj gltnv, sa. 15852, dokases sem u g 24, ]ko-

ristedt se mtavem As- Calderén-a | u, Hr. SR
Prema jedno) mapement A.- Tygmund<a | 2.4 J u: noj

raniji stav, s obsirom ma relaciju’ {-37F ), % Riess-a (%o

3! valli za sve &y 1), u'm b.l ismene dekass, sa sve £ > 1,
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Dokas, M Riows [213 st 276] je dokasao rcht:lju

2

- ?f' £
@ﬁr S)v(-rq“? Wag £ ASS LLLTQ")} g, &>3 v<d

o
( pritem jeo /46\ kons tanta koj_u'uﬂ_-i samo 0od J ), koja
vaii sa avaku funkciju

ST o U (TP = v ret?)

analiti¥ku & jedimilnom krugw 3 takva da Je . - . . V(0)=0.
roho jo harmonisks fumkaija (%) poxitivma u Jedinid«
nom kruu | funkel ja d'\(13)70. > 1y Qe subharmoniska u tom
krugu. |
Zaiota, kake je u svake] tadki I, wu jJedinilnom krugu sa 4
svald krug |2-2.! S © koji pripada jediniZnom krugu, pean
od proisveljne maleg © po Bﬁldtmwa ujohamu

2JT th
W) = (5 S“‘“ Pe""')"“")&" Sud\(i’o-*?‘;q)ﬂl(?;
| A 0
imame
o 24 . .
uat:e):__é E'Lﬁgu‘cz+pew)clcp) 3>4

L

RA wn Z makoje jJe |T)< 1, & ovo Je aaophédm 1 de~
wljm mlor £a nuﬂnlﬂu Md:n ul(z ! da bude subharw
lldﬂlllﬂnl :,' L . | , | “

| lwphcm i dovoljan uslev da uubhlmm-h funkol ja U.(r ¢/
m hnnounku udemtu u jelixiﬁun krugu anh da na kruzn
1Z1=% < 1 njena srednjia vrednost |
=‘f) V. napr. H,Ll,f':rb.utaumﬁ. Q;‘prmme, ojprgrne -
A - J;L.owm?(ﬁ}él}, Cu.*f, 30 .
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24¢

L fuww

ostaje ogra.ﬂém kad T - 1),
~ Kako, po rrctpmurd. subharmoniska funkoija U (-r %)

ina u jcuﬂt‘.‘un krugu hunenuku n;lnmtu. to Jje takodje

3

6;%) A wseravdg < By
0

kad ¥ > 1 BJ~ Jeo kmtnntn koja ne savisi od T .
Za funkol ju {(2) noinq pisati |

[£+650] < [uln @) + 1V n @]
Kako je sa &> O
(it + 1) {2 man (1l 10DY 27 (19 L)),
to Je

(500898 2 00 u(n )+ v (1 @)1?)

1
ra | 240 2JT 2
(3;9) .f;rs Ht-rei“’)l"’olcp___é_. 26‘{53-35[1&(1} Q)|J)OLCP+ %S\U(*,@)]dcf]
0 v/ 0

Is nejednakestl (3;7 de €32 ) 2 (377 ) alew

d:ldt:lc |
A - 10 (S C |
}-—SIFCTE e < Lo d>4
X ' '

kad Jo T< 1. Pritem ;u

Ryt

*) Yeide me.. 45



Cd.'-‘-?-d\BaU"‘Acs*)

konstanta kxoja savisli same od & . |
~ Dakle, fumkoija T(3) pripads Klast Hy &> 1.
Gn: stav 7 omoguéuje da seg u muoginm sludajevina jodne~
stavno 1 meposredno utvrdi da uﬂiu&h !nnkd;u pripada um-
1 B, O'>1, | |
Kao #te Je poznate, funkalje koje pripidaju Klasi Hd"
4> 1, =ae meraju imati poxitivan reslmi deo ( kso, napri~
ner, Meﬁ.:a LN T_?-; ¢ koja pripada avin klasans Hp, > 0y
A nema za sve |21 < 1 pesitivan re?lni deo ). Zate je mao=
Stvo funkoija {(%) o kome Je red sadriane u iﬁoﬁtm svih
Md.jn kojo pripadaju klasd Ed‘! N~ 1, Btﬂ 7 h;io YooRa
Jouuhm k:itnrum. Xoji udrii nophodm 1 dawljm uslov

n pr.lrulo-t Ma:un mnt:l&k- W 3ed:lllém k.rucu klasd E
6‘ > 1e

| Btay 8 -+ Neka jo funkoija f(2y= w(3)+ 1 ()
definisans ruu'_ - . N
. . fe=y)y = 2. Gy 2

V=0 _
regularss u jedimilmim krugu i w()> 0, v+(0)= 0, =
wi(®)  sa 1svesno 5> 1 1ma u tom Xrugu harmont sku me~
jerantu, 1 meka jo | | | .

2 Y
%L?): Z-‘eov?'

funkei ja kinss R

5\;, ;di ;.

A, .f‘—--c:é_
R

resultanta



_FCg) - Z_O_,'eov EV

ovih funkeija -]'-(2) 1 q(2) regularns e 1 ugrnﬁém
w Jodinsl.ﬁnm krugu, te 1:: skoro svugde na rnbu Jouﬂénog kru-
gs odrodjono gran:lam vrednostis

Zalata, po uta:m ?. runkdja £ ) pripada klasi H
i &> 1) 1, preaa talo. ispunjeni su uslovi stava 6, dakle prie
menjuje se sakljulak tog stavas | I
" Zabeleiimo 'i”-ioacéi nesavisni dokas stava 8, koji je vrlo
jedmauvm. . e R S |
Dokas. Resultanta ©(2) poklapa se do aditivne
konstante sa mnkdju kojs je definisans redom

(3.40) oLy o, -l-zcxﬁo.,i‘ = -5-5 W (s, ) - gu)d.co

N= 4
gle jo sada a,=Se4iflyy O, =d, tif, . &

L, @) = Lo 4 Z_'r"' (o, cosveh— B, HNVER), T<i

rum deo funkcd jeo L (te -iq. » — la osnovi napred pomenus
te HSlder-ove mjodnnkonﬁ imemo R | |
28 | 2 A, L

'
\?ft Souu,q’).g(_‘nd.tp\g LES\'U.(-(‘ @) oL(.p) (ZRS\Q(%)\ d%) .
0 . L]

Funkad Ja W () je subharmoniska funkcija (videts (3 8))
xoja, po pretpostavei, ima u jedinilnom krugn harmonisku majo-

rantu, to je 1ntagrnl
Lo

S \u LT, cp)\ oL(.p

0



o

egraaiéonsknto talta. ecraniéu Je ) iutognl
| o - | o
J (g(%)\ alqo

jer funkcija q(2) pripsds klssi H,, (0.5; etr. 10). U slu~
&ajukm jo 8% <S8’ L, a 4qe?r) pripede klasi K, , funk

oiju ' g(2) pripeda klasi H ;.. Preas taut i intcgrn.l
2K

S"u_('r,tp)- QL?) d¢p

o

Jo ogranilem, a to snadl, 8 obsirom na rolmi;lu ( 3: 1@). da
ie ogrmi&m 1 rtmkot jn. |
'F‘ (q.) Lo boo -\-Za,& 2’

e 4

te sbog togs i rezultanta t(2),

Resultanta T (2) , kso funkei Ju definisana redom sa ra-
diusem konvergemcije 1, u jedinimom krugu je regularsa a, pr
na prothodnel. :l osruﬂ.ﬁou fnnke:ljm Stoga, po Fatou-ovon -tl-
Yu, OVa runltantu iu ‘akoro avugde na rubu jed:lnélog kruge
oﬂredjm gru.ni&no vrednoati. |
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¢. O JEDNOJ OSOBINI REZULTANTE FUNKCIJE REGULARNE
U JEDINICNON KRUGU I NJENE MAJORANTE

Sada éemo dokaszsati stav koji prl.pnh problemu raxliiitom od
onog kojim smmo se dosad bavili, naime problemus kako moZemo, kad
Jo data Jodﬁu komponentna funkol ja, isabrati drugu a du:njihau
rezul tanta ims igzvesnu odredjenu osobinu, Zam HNa ta} problem od=
nose se 1 stavovi E. Laguerre—-a i M. Petrovidéa (v. str. 1) o re~
sultantama, samo £to se tno'r;dile ) nuh-i_ funkcl je, a ovde se
radi o druginm ohabimn rezul tantne Mﬁjoi

Stayv 94 -~ Ako je funkod ja
| | --F(i)=z_flw'-‘v
Y=o

regularns u jedinidnom krugu, sa nju se mele odrediti majoranta
| . Q)= 7 &2 -

w=O

tako 4a resultanta ovih dvelju funkeci ja

F(a)= Z_Q.,vaz"’

& O

bude cela funkoija od 1/(1 =Z) ( te da ima gramilnu vwednost
u svin talkama ruba jodini nog kruga iguzev u tuéi:lml =1 )

Do ka s FPo pretpostaveil, g () Jo majoranta 'i’unkajo
{t=) o tde |
(434) | layi< 6], o (v=0,1,2,..0
iinoZenjem odoju strana ove nujadnnkmﬁ Ba \dvl (v= 0,1,2,000)

(432) Clauvr<lackl,  (veo,4,2,.0)

te Jo
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o |
7 a,%, 2"
v=o

majdrantni red sa red
oo 4
(4;3) Zo.,, z

& oval] red je konvergentan u jedinidnom krugu poﬁto je, po pret-
postavel, u ovom krugu konvcrgcntm 1 red

Faue
w0

lh osnovi Jedne posnate leme B. Vostreceva | 267
Za svaki nis (A,) kompleksnih brojeva za koji je lin VIR S
w o0

postojli cela funkaija ((2) minimalnof tipa 1 reda 1 koja =za-

dovoljava uelov |
A} < LG vy, vai, 2, ...

Be - mklju&ujua. poito Jo red (43 3) konvergentan za \z\<1
to je Vot =4 s da Je

'A-‘rﬂu

lavltdl(}(v)\) ¥= 1, 2

: L ]

Kako koeficl jente 'Pn,, u relaciji (4; 2) dosad nismo odredils,
mofemo isabrati eve ©  uzimajuéi

.a*&v - G‘(V), , ' Y'—:_&_,P:“

Time je odredjena funkolja Q(2) <~ majoranta date funkci je;
pritom se na 0§, mo¥e useti odrqdjm ﬁednont tmn da je
1¢.)> el ' ' |

Po jednom ulgart-em stavu [ 26; str. 51] ; da bi funkcie

Ja | | ch

V=4
bila cels funkoiju od 1/(1 -2) noophodne jo 1 domljno da po-
stoji ocels funkoija G‘(?_) minimalnog tipa 1 reds 1 takva da
o - -
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= G(\r)’ * V‘-=L,1.,.

Prema tolt. funkci ja
| . F(?)‘- Z_Qv&’ 2l

2o

Jeo cela runxqi;a oa_ /(2 wf%

Balmuéuo aa mju jedan stav Q izveanom smislu opﬁtiji
od atava 9!

S 3 Y 4 ;Q; m""tnnkd Ja
| -;(.*) Zav?v

' rnguhru u chiniénm k:rugu noh se odrediti majoranta
%ﬂ)u Z % . -
ma koje date funkci je I
| o . -&.C;):;QV?”
rmlma " Jodiml&nm krugu tako d4a rezultanta
N F(z) = Z_o.,&:» 2V

NSO

bude cela funkclja od 1/(1 - %),

Dokas. Kanko jo, po prttpmtu'ci gmaz& 2’ majoranta
tunkel je L(p)aPe,2" , to je
VTS
lc\,|< 1 &, ] (v=0,4,2,... )

i1, prema tome,
(4:4) jasc.] < lavb,l.
Red

oo | .
Z_chvi'
v=o
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) —~— m -

Je konvergentan u jedini&now krugu, te je fluu JlQ“C,] = 4.
| | " -3 oo
Za%e, nu osncvi prethodno navedene leme B. Vostrecovs, postoll

celn funkeija B (2) minimalnog tipe 1 reda 1 tszkve da je

(4,5 lavev) < | B vyl (v=4,2,...);
S obgirom na relucije (4;4) 1 (43 5) nozemo uzeti
L, = B (v) '
a.,

te je | |
la.eu] < (o, b= | B W] (v=1,2,...).

Stoga Je, ns ocsnovi ranije nﬂvadenog'Wigertuuvog e Lava,
0o _
Fa)=2 0,%,2
v=o

eeln funkeiju od 1/(1 = 2); pritom je |&.\>1Q.) . Kuko je
pak \Cv\ < \‘&v] y Zakliutujemo dn Je funked ja q (2) Y B
Jorants dute funkcije R (2) , &to jo 1 trebule dokizati.

Ako Je R(-?-\.—:.— L) , tzde se kno specli julan vludésj ovo

stava dobi ju prethodni stav 9.
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