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LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

P’ 23 ¥

(Journal de i'Ecole Polytechnigque, 45° Cahier, 1878, p. 1326

MM. Briot ¢t Bouquet ont étudié les propriétés des fonctions définies par les
équations différentielles. Ils ont démontré que, quand le coefficient différentiel
est fonction holomorphe de y et de x, I'équation admet une intégrale 3 fonc-
tion holomorphe de z. lIs ont examiné ensuite ce qui se passe quand le coeffi-
cient différentiel cesse d’éire fonciion holomorphe de x et de y, et 1ls ont fait
voir qu'il pouvait se présenter deux cas :

1
1° y est fonction holomorphe de = ou de z”, n étant un nombre entier quel-

conque;

2% a2 est une 1onc 1 nrésent 10l &
J P 1 gula 0
r

=}
w
o
[+"]

d df

:L‘R'}—; = f(z, ¥), Iy Z 0, pour T =0, Y=o,
d df

xd_};—f(r;.}’), Zl?=o, » x = o, ¥ = o,

ou f(z, y) est holomorphe en x et en y. C’est la premiére de ces formes qui se
présentera si I'équation différentielle donnée, étant algébrique, est la plus

générale de son degré.
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C'est celle aussi que MM. Briot et Bouquet ont étudiée plus particuliére—

" ment, et c’est & ellc que se bornera la présente étude.

MM. Briot et Bouquet ont démontré que :

. d . . , .
1° Si E‘;—ia pour z ==y — 0, n'est pas entier positif, 'équation admet une

intégrale holomorphe s’évanouissant avec z;

\ o df . : .
2® 81 =, pour x =y = 0, est commensurable et positif, mais non entier,

=/
1

I'équation admet une infinité d’intégrales holomorphes en x™, m étant le déno-

ar.

minateur de =~
dy’

3 5i %, pour x =y =o0, a sa partie réelle négative, I'équation n’admet
4

&
==

ue intéorale hn]nmnrmhﬂl
4° S —f, pour x =y == 0, a sa partie réelle positive, 'équation admet, outre
lmtégrale holomorphe, une infinité d'intégrales non holomorphes s’évanouis-

sant avec x.

Mais ces géomeétres ont laiss¢ de coté I'étude de ces intégrales non holo-

morphes; nous démontrons, au sujet de ces intégrales :

1° Que, si -~ = A pour x ==y = o, elles sont holomorphes en = et z* si A

dy
n’est pas entier positif et a sa partie réelle positive;
L d - L3 -
2° Que, s1 3§ pour z = y = 0, est entier positif, elles sont holomorphes en x

et xLx.

Dans quels cas une fonction y, définie par une équation différentielle de la

forme

d
) z X = flz, y),

ou f est une fonction holomorphe de x et de » dans les environs de x = o,

LY

y = o, peut-elle se représenter dans les environs de x =o0 par une série a
i

ceances erplccantes de » at de m)\
AT LA AR W VST LA YY) A (.74 e AN A ,

ol A est un nombre quelconque réel ou 1maginaire?
Supposons que cela soit possible, et voyons quels devront étre les coeffi-
cients de la série. On aura

y=9(x, 3), 3 == xh,
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ou y est une fonction holomorphe de z et de z dans les environs de x =o
et 2 =— 0.

Aar
14 : - “wr
Remplagons, dans lequatmn (1), » par sa valeur ¢(z, 5) et —— par sa

do dz d:p do

A—1 O

valeurd +d T d —i—)\af; 7z’
dy de dy
iz xa’—+)\zZi_z'

Différentions ensuite 'équation (1) ainsi transformée un nombre quelconque

de fois par rapport & z, un nombre quelconque de fois par rapport a z; nous
aurons la série d’équations

dy dry dy _ df df dy
Trer TN pa T Ia “da,- dy da’

dry d?y dy _ df dy
Tard: TN YT o4

dsy ddy d*y _drf dy df dif dy* dy df
i PG T I T dm T ds dyde T @t d T dat dy

.......................................................................

Voyons la composition de 'équation obtenue par m différentiations par rap-
port a x et n par rapport a z :

° Je dis que le premier membre sera

dm+n+1y dm+an+1 ¥

dm+ny !
x dm+ip dn z Az dmx dntiz -+ (m + nk)

drzdnz
En effet, si cela est vrai pour les entiers m, n, ce sera vrai aussi pour les
entiers m 41, n, ou pour n —+ 1, m. Différentions en effet 'expression précé-
dente successivement par rapport & £ et par rapport a z; nous aurons

’

n+n-+2
d Y

dm—i—n—i—?.y dln+n+1y

T omrigdns N gmriganrig T (MU RN) G g
dm+n+2y . drn+n+2y _ dm—l—n—&—ly
C i diriy T M gy (A nd) g

2° Je dis que le second membre sera formé d’une somme de produits ayant

pour facteurs : 1° un coefficient constant positif; 2° une dérivée partielle de f

0y . . r dOH'BJ’ +
par rapport & x et a y; 3° différents facteurs dela forme Tagiag’ 00 asm, fin,
Mny

De plus, i g
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- En effet, il est facile de faire voir, par une simple différentiation par rap-
port a x, que, si cela est vrai pour les entiers m, n, cela est vrai encore pour
les entiers m 41, n et m, n 4-1.

Cela posé, voyons comment nous pourrons déterminer les coefficients suc-

1 dm+ny
a...mi.2...n dnxdrs

cessifs ]

Remarquons que x et z sont nuls; le premier membre de chaque équation

- Amina, AF
- M L 4 . , . . 4
se réduira a g iz (m—+ nX); la seconde équation deviendra )= e

d .
d'—z pouvant d’ailleurs prendre une valeur quelconque.

. . dm+ry d . . .
Si Pon fait passer le terme LY 4 Jans le premier membre, celui-c
dnzdiz dy
- dm.+n »
devient ———= [m -+ (n —1) )], et le second ne contient plus que des termes
da+By . .
en Tz iy’ OO a < m, 3 < n.On peut donc calculer successivement chacune

des dérivées partielles de y.

dm+ny , . .

10 a5t égal a4 une somme de produits ayant pour facteurs : 1° un

coefficient positif; 2° diverses dérivées partielles de f; 3° un produit de termes
I .

de la forme rpr’ °v A==0, 1,2, ..., M, B=—1,0,1,2, ..., 0 —1I.

Eun effet, on voit facilement que, si1 cela est vrai pour toutes les valeurs

dx+p . dm+n ) )
de Eax—dﬂyz’ oun 2<m, B< n, sauf pour Ty drz.’ en remplacant dans I'équation

qui donne cette dérivée toutes les dérivées connues par leurs valeurs, on

obtiendra une expression de méme forme.

2° Le facteur ne¢ peut entrer dans aucun des produits & une puissance

I

a—A
. .m

supérieure a =

En effet, nous avons vu que le second membre de ces équations se réduit a

Z‘KP( d“’*?'y> dr+éf

dvx diz | dvzdsy’

ot P représente un produit de plusieurs facteurs de méme forme.
Si 'on différentie cette expression par rapport a z, on obtiendra différents
termes. Dans chacun d’eux, ou bien 'un des « sera augmenté d’une unité, ou

bien vy sera augmenté d’une unité, ou bien & augmentera d’une unité, et I'on
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multipliera par &£ . Si Pon différentie par rapport a 5, aucun des « ne variera.

v+ Za=m, Zalm.

. Y I L -
Supposens que la puissance & laquelle entre le facteur —— soit plus petite

2 . , .
que — pour toutes les valeurs de « plus petites que m, et remplagons ces déri-

. . dm+n
vées connues par leurs valeurs dans l'expression de L), comme nous
dMax driz
, . 1 R . . o
Pavons dit plus haut. Le terme -——~ sera & une puissance plus petite que =~
a— i : a
. B » n
et, a fortior:, plus petite que —. C. Q. F. D.
o I 1 *1 a ~.

Voyons' maintenant dans quels cas la série est convergente, et, pour cela,
remarquons que chaque terme de la série est formé d’'une somme de produits.
Considérons chacun de ces produits comme formant un terme de la série, et
démontrons que le tableau des modules de la série ainsi constituée est con-

vergent.
Premier cas. — Soit 'équation

ady M

R R

dz
ou o, et 3, sont choisis de telle sorte que, pour x =y = o, le second membre

af
dy
Les dérivées partielles du second membre sont toutes positives. 1l en est de

’

1 ) )
s’annule et que A = — >’ p étant un nombre entier.

A I \ . e
méme des termes TE 0% est nul ou positif et B > -——1.

Donc tous les termes de Ia série sont positifs. Si donc on démontre que les
termes arrangés d’une certaine maniére forment une série convergente, 1l en

sera de méme du tableau des modules des termes de la série.

T

Or, comme A== ;, en posant £ = zP, on a une équation de méme forme,

ol A =1 et ou, par conséquent, comme l'ont fait voir MM. Briot et Bouquet,

y est développable en série convergente suivant les puissances de z, ¢’est-a~dire

1
de z”.
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Donc, dans ce cas, la série est toujours convergente, car elle I'est lorsqu’on

range les termes de fagon que m -+ nA aille toujours en croissant.

Deuxiéme cas. — Supposons le cas général ; seulement la partie réelle de A
est positive,

d
rc—(g":f('ra ¥)

On peut toujours choisir %' := —;; de facon que la partie réelle de A soit plus
grande que .

Considérons maintenant une équation de la forme examinée dans le cas pré-
cédent, ou A soit égal a la valeur de )/, que nous venons de choisir, ou M est le
plus grand module que puisse acquérir f quand le module de z reste plus petit
que R et celui de y plus petit que R'. La série relative a cette seconde équation
aura son tableau des modules convergent.

Pour passcr de cette série i celle qui est relative & 'équation donnée, 1l suffit

de multiplier chaque terme :

1° Par le rapport des dérivées partielles de f a celles du second membre de la

seconde équation, rapport toujours plus petit que 1, puisque chaque dérivée
M

(-%) (=%)

de f est plus petite que la dérivée correspondante de

xm g

0 .
2° Par le rapport ———-=;

produit des o~ fi
produit des oA’

3° Par le rapport

ol nous ne considérons, pourle moment,
que les termes ou {3 est positif. La partie réelle de « 4 31’ est plus petite que

celle de & + B par hypothése; de plus, & 44" est réel; done

mod.a + B\ < mod.z + BA.

Donc le rapport considéré est plus petit que 1.

produit des o — A’
produit des & — A )

4° Par le rapport

D’abord, comme o — A’ est réel et que sa partie réelle est plus grande que

celle de o« — &, on peut toujours prendre o« assez grand pour que le module

de o;___);\ soit plus grand que 1.

Par consequent le rapport considéré peut étre represente, 4 moins que A ne

H. P. - L ‘ f
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soit un nombre entier posiuf, par

m m
 (1— AYym (2 —)")? (o — N )H)*
Bm ’m... ’m se o0y

(1—2m (2—7)*  (a—2L)?

en faisant varier & depuis 1 jusqu’a oo, § ne pouvant devenir plus grand qu’une
certaine quantité K, pourvu que je démontre que le produt infini en question
est convergent.

Considérons sa racine m!™®,
1

1— A (2—7\’)"“; )
T— % T
(2—A)
son logarithme sera la série
o= ,
1 (-3)- 202
o a % o4
x=1

dont la Iimite, pour & = o0, est
Led—TLer ou  AN—A,
qui est fini. Donc la série est convergente, soit i sa valeur, La valeur du pro-
duit qui multiplie 7 est e™®., _
Donc, pour passer de la série dont nous avons démontré la convergence en

¢tudiant le premier cas a la série que nous avons i examiner maintenant, 1l

suffit de multiplier par un terme qui est toujours plus petit que

. @ i xﬂl
Knignifh (__’) .

I o .qr'-’rl)\’
NS =

Or on peut toujours prendre le module de % assez petit pour que le module
de Ke* 5 <.

Solent x = pef?, x'=p'e®’;
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Solent A = o - {3, o = €”; 1l vient

dont le module est p“e‘@ﬁ a ¥,

Or on peut toujours, si a est positif, prendre o assez petit (quel que soit ¢)

eant dane mialbinlide nan 1 nntanin nlae r\ql-:l’ 2t T- 0 n a I'A nacka !:Inﬂn e Xa s s O
SULLL UULLY LIIJUILLIFLILIC D lJal Wil iauviuul tu.u.o lJ‘.abl‘- [iu\.a a 3 0 VILL LuouUu WUWuLAyYy wulL
vergente

Donc :

Toute fonction définie par une équation différentielle de la forme

dy
x% zf(.};, }’);

ff

d - . ] . F] . . ..
ol 2 =" et o h a sa partie reelle posztwe et n’est pas entier positif, est

développable dans les environs de x = o, sutvant les puissances croissantes
de z et de z*.

Limites de convergence. — Les deux conditions

Kei’wg-, <1, p“e‘?ﬁp"1'<l
montrent que la région de convergence est limitée a la fois par un cercle et par
une spirale logarithmique; on voit en méme temps que la série peut étre con-
vergente pour une des valeurs que z* peut prendre pour une méme valeur de x,
sans 1'étre en méme temps pour d’autres valeurs de x*. Lorsqu’on franchit la
spirale logarithmique en allant vers Porigine, le nombre des valeurs de * pour

lesquelles la convergence a lieu s’augmente d’une unité.
Du paramétre arbitraire. — Le paramétre arbitraire est ici la valeur

&y
de == que nous avons pu prendre quelconque. Remarquons que tous les termes

de la série sont des polynomes entiers par rapport i ce paramétre, d’ou il
résulte que la fonction y peut étre ordonnée suivant les puissances croissantes
de z, de z* et de ce paramétre.

Equations d’ordre supérieur. — Cette démonstration s’étendrait sans diffi-

culté au cas des équations d’ordre supérieur. En effet, ces équations peuvent,
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1
dans les cas ou z et y ne sont pas fonctions holomorphes de z™, s’écrire sous

P'une des formes
d i
‘T"i%;:)‘y—*_(?(x: Yi %)
dz

'rd—.x:Hz+'4’(xaya 3),

ol ¢ et Y ne contiennent m1 terme constant ni termes du premier degré en z,

y, ,Z, ou
d
37"’;(%; =f (2, y),
dz
zn 2 = filz, y).

Dans le premier cas, si A et & ne sont ni entiers positifs ni a4 partie réelle
négative, ¥ et s sont holomorphes en z, 2*, z¢. En effet, reprenons la démons-
tration précédente, il suffira de remplacer 2 par p dans un certain nombre de
facteurs des produits en m + nA.

La discussion précédente s’appliquera évidemment sans y rien changer.

Cas ot }.—1.

Nous avons laissé de coté, dans le résultat que nous venons d’obtenir, deux
cas :

1° Celui oa la partie réelle de ) est négative; or, dans ce cas, MM. Briot et

Bouquet ont démontré qu’il n’existait pas de fonction défime par I'équation et
S annulant pour z —o (' ) ;

&)
L=
P!
>
p—r
Yt &
©
=1
-y
(ﬂ
-
D
=
=y
e
t'b
"3
._1
ldd
ot +
—
e
4]
jo
>
-
=]
-
3]
-
n
4]
-
2]
3
1
=}
4]
SD
]
[T
iy
>
B
(T
=2
P
=
o
>
o
Py

ol A=1 par une transformation trés simple, due aussi & MM. Brlot et Bou—
quet. Nous nous réduirons donc & I’étude du cas ou A =1.

Solent
d
) S ARTCRIN
Considérons I’équation auxiliaire
dj‘ de
{2) xzi—;,,=“)’+f(3‘;.}’): “+@=7~-

Toutes les dérivées partielles du second membre de 1'équation (2) sont les

(') On sait que ceci suppose certaines restrictions sur la maniére dont y tend vers zéro ; voir
atx Notes, (J. D.)
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- mémes que pour I'équation (1), sauf la dérivée premiére par rapport a y. De
- plus, pour I’équation (2), nous avons vu que y était développable suivant les
puissances croissantes de z et z*, que le coefficient de chaque terme était une
~somme de monomes, et que le tableau des modules des termes formés par
chacun de ces monomes était convergent.
Soit

-

£ A ot oem
(3) A xin o gprd

I'un de ces monomes; soit, pour simplifier, A réel. La série des monomes

(4) mod.A(mod.z)m (mod, )k

est aussi convergente,
Posons
xh=t 4 x.
Nous pouvons développer 'expression (3) suivant la formule du binome; on

o»btient une suite de termes de la forme

(5) : AK xm+p gn—p,

mplacons un instan ans la série, z* par 3, qui sera indépendan
Remplagons tant, dans 1 , X , q d dant
sérl ors convergen uan 5 prennen s valeurs d’un
de z; la série est alors gente quand z et ennent des valeurs d’
module inférieur a certaines limites o et p;. Supposons ¢ et & positifs et tels
que ces conditions soient remplies; la série (4) aura son tableau des modulés

convergent; il en sera de méme de la série

K mod.A gmtptn-p,

puisque les termes de cette seconde série sont positifs et que, groupés d’'une
certaine maniére, ils reproduisent la série (4). Il en sera de méme encore de la
série (5), dont les termes ont méme module que ceux de la série précédente,
et 1l en sera de méme encore quand on remplacera ¢ et x par des quantités
imaginaires de méme module.

Les limites de convergence sont données par les inégalités

-

mod.z < p, mod. z 4+ mod.( x*— z) < 04.

Un terme quelconque a la forme

A

_ - pApn—p
P(m4-nA) ’
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3 A est lynome entier parr rt aramétre arbitrai edV
ou A est un polynome entier par rapport au para e re —-; que nous

représenterons par o.
[ Y

Les facteurs de la forme

I , . .
B ne peuvent entrer a une puissance supe-
rieure a la puissance — ou, a fortiori, a la puissance

8

Constdérons la série obtenue directement

(m—+p)

B

t = xh— T,

dt

- == haht -1
dr !

dy  dy dy

Egalons au second membre de I’équation (2), il vient

d d
w e+ (M —2) T =ay 4 f(z, ¥);

d’ou, par diflérentialions successives et remarquant qu’a I'origine

x:y_""—'tﬂo’

dy _dy _df (. df\dy

dx dt de \  dy/dx’

Il est facile de voir qu'en dédmsant de ces équations les valeurs des dérivées
. . A
; les obtient sous la forme de somme de monome 2 21 .
partielles de 3, on les o mes D Sy
I

, e, N
un quelconque de ces monomes, multiphé par zmtP ¢2~pP par ——
que I'un g 1 , phep » P 1.2...(M 4+ p)

1
et par 1L2...(n—p)

nous venons de considérer.

, est Ia somme d’un certain nombre de termes de la série que

Ari Ay Y mt -
Pn-p
Donc la série E T ma A RACETYS x i a son

tableau des modules convergent.
De plus il est facile de voir que les deux équations écrites en premier lieu

donnent toujours

d .
f = A, % demeurant arbitraire,



SUR LES PROPRIETES DES FONCTIONS DEFINIES PAR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. XLVII

et s11'on prend

dy o
der 7
on aura
df
e
dy . dx
dx~ 1—A
AP I B N I LSRRI NI NONRS DRSS £ N [t
1701 CUHLIINIC 1€ lailoUul 1 — A 1C 1JCL1L S IIILI'UUULIC Udlily | Ul Uc> HHIunulLIIcs LilJ.C
- T . . dy . 5 ! .
s'i1l contient & une certaine puissance el I'un de ces monomes contient le
df
facteur k » le numérateur A contiendra 4 la méme puissance le facteur a -+ o

Revenons maintenant i I’équation (1) et cherchons de méme les coefficients
de la série. Rien ne sera changé dans le calcul précédent, sinon que A devra
étre remplacé par 1.

Des deux équations écrites en premier lieu, la premiére donne

_df
dt ~ dz

et la seconde
| dy _df dy
dt dy dt

s v e . ' d . . . . .
est vérifiée identiquement. Cest done Eic: qui deviendra le paramétre arbitraire,
puisqu’on peut lui donner une valeur arbitraire .

Rien ne sera changé dans la série, sinon que chaquet erme sera multiplié par
g g | q

BT(1—A)? P(m~+ nx) z're's

(a+ ft_f_)q P(m4-n) zres
dax

~~
~a
—

our=m---p, s=n— p.

Or nous savons que, si Uon suppose A <C1, la seconde fraction est toujours
plus petite que K7, K étant une quantité finie.

Comme g < r, 1l en sera de méme du premier facteur.

On peut donc toujours prendre les modules de z et de ¢ assez petits pour que
le module de I’expression (7) soit plus petit que 1.

Donc la nouvelle série est convergente.

Toute fonction définte par une équation différentielle de la forme

2% = f(z, ),
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o= est développable suivant les puissances croissantes de x et d'une
dt

varrable t définie par r —
varia t dejtnie par xz

I

2

t—zx, oude xl.xz, dans le voisinage de x =0

b1 o 3 LA S

Les limites de convergence sont données par

mod.z < p. mod.(zLz) <p;.

. .. dy . ,
Le paramétre arbitraire est =, et la fonction y peut encore se développer

suivant les puissances croissantes de x, de ¢ et de ce paramétre.



SUR LES EQUATIONS LINEAIRES

AUX DIFFERENTIELLES ORDINAIRES ET AUX DIFFERENCES FINIES

American Journal of Mathematics, vol. VII, p. 1-56, (1885).

I. - Etude sommaire des intégrales irréguliéres.

Les résultals que je vais chercher & démontrer dans le présent Mémoire et
qui se rapportent lanl a cerlaines équations différentielles linéaires qu'a des
équations analognes, mais & différences finics, ont déja éLé énoncés les uns dans
un Mémoire que j’a1 présenté a ’Académic des Sciences pour le concours du
Grand Prix des Sciences mathémaliques Ie 1°7 jnin 1880 el qui est resté inédit,
les autres dans une communtcation verbale faite 4 la Société malhématique de
France en novembre 1882 el dans une nole insérée aux Comptes rendus de
' Académie des Sciences le 5 mars 1883.

Soil

, d
+—...—z—l’,z{—£—z—l’0y=o

dn.}‘ drl——ly

n adxh - a—s daxn—1

{1) P

une équation différentielle linéaire ou les coefficients P seront des polynomes
en x que je supposerai tous de méme degré, a savoir de degré p. Jappellerai A;
le coefficient de 7 dans le polynome P;.

Nous allons étudier la facon donl se comportent les intégrales de I'équa-
lion (1) quand x croit indéfiniment d’une certaine maniére, par exemple par

valeurs réelles positives. Il reste donc convenu jusqu’il nouvel ordre que z est

Al A1 nAacThe [ X3 ) TG war
<1 UL lJUDll.rl 3 vdAdliyugse> liuc

o~

r
peuvent étre imaginaires.

Nous allons avoir & considérer I'équation algébrique

(2) Az Ay, gzt .4+ A 54+ A= 0.
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Nous supposerons d’abord que celle équation n’a pas de racines multiples,
et méme qu’elle n’a pas deux racines ayant méme partie réelle.

Les méthodes de M. Fuchs ne sont pas applicables au probléme qui nous
occupe, parce que les intégrales de 1’équation (1) sont irréguliéres dans le
voisinage du point & == . Il fant donc employer des procédés particuliers.

Nous poserons

Lo 7 2B,

et, supposant d’abord 'équation (1) du deuxiéme ordre, nous I'écrirons

a2y dy
dz? +Qlja; + Qoy =o.
Posons
i‘u dx
Yy =e€ 3

I'équation différentielle deviendra

du

— -2 Quu + Qy = o.

gz Qi o

Je dis que quand z croitra indéfiniment, u tendra vers une des racines de
I'équation (2). Soient en effet « et § les deux racines de celle équalion, de telle

sorte qlle
(3 —a)(zs~—B) =2+ B,z-+ B

el que la partie réelle de « soit plus grande que celle de {3,
Soit
V=v+iv'=log(u—au)-—~loglu—E§).
11 viendra

dV_( o u?+ Q,u + Q,
dr — " )u-’—{—B,u—{— B,
e : . av. o, . de
Nous allons étadier lc signe de la partie réelle de -, ¢’est-a-dire de —-
dx dx
Si 'on donne & # une valeur Lrés grande, les différences Q, — By et Q, — B,

) . I ., . .
sont trés petites de 'ordre de o Cela posé, on peul démontrer successivement

les résultats suivants.

Supposons que Q, — B, et Q, — B, atent des valeurs données suffisnmment

petites, et soit K un nombre donné positif. On peul trouver deux nombres ¢

. . J
el g lels que toutes les fois que |

|
lu—z|>z /Ju—8]>c¢,
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(3) | J

.2 , D ..
| U+ Dl 4+ 1y

on aif également
u(Q;— By)+(Q,— By) l < K.
I

De plus lorsque Q; — B, et Q,— B, tendront simultanément vers zéro, K ne
variant pas, ¢ et ¢, tendront aussi simuoltanément vers zéro.

En second lieu, on peut toujours trouver un nombre K assez petit pour que
dv . B . - . .o ., qe
=7 soit négatif comme la partie réclle de (3 — «), lorsque I'inégalité (3) a-lieu.
I1 suffit pour cela que I’on ait

K < cos[arg(a—§)].

Enfin on peut trouver deux nombres & et &, tels que les inégalités

! U ro R~
U — ] <5 P8 P &)

aient lieu toutes les fois que ¢ est compris entre &k et — 4.

On conclut de tout cela que si x est suffisamment grand, il existe deux nom-
de .., . . .
bres & et k&, tels que o soit négatif toutes les fois que ¢ est compris entre £
dx

et — ky; de plus lorsque z croit constamment et indéfiniment, & et &, croissent
aussi constamnient et indéfimiment.

Supposons que pour une valeur donnée de #, ¢ ait une certaine valeur
initiale comprise entre & et — k,, on est certain que ¢ va décroitre tant qu'il
sera supérieur 3 — k,, et que, s1 aprés avoir décru, il arrive qu’il croisse de
nouveau, 1l ne pourra jamais en tout cas redevenir supéfieur a—ky.

Soit M(A) la plus grande valeur que puisse prendre ¢ quand x varie de A
A - . Lorsque A croitra, M(h) décroitra ou du moins ne pourra jamais croitre.
Donc quand % grandira indéfiniment, M(A) tendra vers une limite, finie ou
infinie, que jappellerat M. 51 M = — o0, on est certain que ¢ tend vers — w;
tandis que si M était fini, il pourrait arriver ou bien que ¢ tendit vers la
limite M, ou que ¢ ne tendit vers aucune limite. Dans le cas qui nous occupe

on vient de voir qu'on peut prendre A assez grand pour que I'on ait

AN M( %) < — ki,

d’k‘ﬁ M<Z— Ay

4 -
¥l — .

Ma}s nous pouvons prendre z assez grand pour que /& soit aussi grand quel’on

/
veut. On a done
/ M=—=

ou
limy =— =, lim u = «, c. Q. F. D.
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Le raisonnement précédent n’est en défaut que sila valeur initiale de v n’est
pas comprise entre A et — k. Mais nous avons choisi arbitrairement la valeur
initiale de x, nous aurions pu prendre tout aussi bien une valeur quelconque
de cette variable. Pour que le raisonnement soit en défaat, il faut donc que,
quel que soit z, v soit plus grand que & ou plus petit que — &,. Or quand z tend
vers 'infini, 1l en est de méme de k& et de &,. Donc ¢ tend aussi vers == .
Donc u tend vers {3 ou vers «. En résumé, la limite de & est en général «, mais
pour une intégrale particuliére, elle peut étre égale a 3.

Faisons encore le raisonnement pour les équations du Llroisiéme ordre.

L’équation

d3
J’+Q2

P +Q12i“ +Quy =0

d 2
peut s’écrire

d2u

d -
(4) E‘;‘U—é‘+£(316+Q2)+u3+let2+Q1u+Qo=0.

Solent a, 3, v les trois racines de 'équation (2) rangées par ordre de parties

réelles décroissantes. Nous considérerons a c6té de I'équation (4) I'équation

2
4065) are d—jv(3v+132)+v3—+—B292+Blv+Bo=0,

d= T d

dont I'intégrale générale est

a

_ ra et 4+ pBefry vy evr
T hexrpeBroayerx

A, u, v étant les conslantes introduites par 'intégration. Nous allons chercher
R , . , . .. dv ..
une fonction réelle des parties réelles et imaginaires de ¢ et de . choisie de

telle sorte que sa dérivée soit toujours négative. Nous considérerons ensuite

une fonction formée de la méme maniére avec les parties réelles et imaginaires

du
de « et de -, et nous reconnaitrons que la dérivée de. cette nouvelle fonction

dz
sera aussi toujours négative pourvu que la fonction elle-méme soit comprise

lesquelles limites ten

[ e,
(4]
=1
sl
x.
(4]
un
=]
4]
]
—
=
-
(4]
Jrmi
[
(4]
=
o
e
)
-
wn
3

entre deux limites données qu

quand x tend vers\k o. La méthode que nous suivrons sera donc de tout point

7

semblable a celle que\'gous avons employée pour le cas du deux1eme ordre.

La fonction que nOu\% cherchons & former dépend de « et de T “ et par con-

. dy . @y . .
séquent de y, de c—i—~ et de = Il y a avantage a introduire directement ces

éléments.
Employons, pour abréger, la notation de Lagrange de facon que )’ désigne
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d}’ " s ® dz}’

Te et que " désigne T et posons
y = X+ Y4+ 7,
y=a X+p2 Y4y 7Z,
Y=t X +B2Y 4- 2 7.

La ditférenciation nous donnera
Y= X+ Y+ 7,
Y= X' 4B Yy 7,
— Quy" = Qy'— Quy =2 X'4- B2Y' + 7",
Posons encore
C’-3+Q2°‘2+Q:°¢+Q0=A(°‘—'?)(“ 1),
g3+ Q2{32+ Qi+ Qy=B(P —a)(§—),
e Qey 4+ Quy + Qo= C(y — a) (r — B),

X=uX —(AX 4+ BY +CZ),
YV=03Y—~(AX+BY -+ CZ),
Z=v2—(AX+BY+CZ).

On a alors
d Y X Y Z VA

. e, . . Z Z
avec des expressions analogues pour les dérivées logarlthlmques de 3 et de 7

Lorsque x croit indéfiniment, A, B et G cL par conséquent le terme complé-
mentaire A tendent vers zéro. La variable x ayant une valeur donnée suffisam-

ment grande, on peut trouver un nombre posilif : tel que I’expression
(a1 1B1+16D (14 2)
soit plus petite que la partie réelle de 2 — 3 et que celle de 8 — . Si alors les
valeurs absolues ‘
X[ Y| [X] |Z| |Y
Y'OIX]T |z X iz’

sont simultanément plus grandes que ¢, on aura

IA!<\(\!\NH-+KI/+ICI)(\I+§)5

Z

\f

, L., . . Y Z Z
et par conséquent, les dérivées logarithmiques de :‘—(,-de y et de 5 auront leuars

parties réelles négatives, de sorte que

-d fo
dz '°8

S T ST
X!~ dz °BIX | < %Og!?|< :
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De plus lorsque x croitra indéfiniment, ¢ tendra vers zéro. Ajoutons d’ailleurs

. . Z
& | reste négative quand méme l ou ‘T,
|~ ’ [ % [

<l N

que la dérivée logarithmique de

»

seraient plus pelits que ¢. De méme on aura

d‘IO Z P . l Y ! Y e
dz g x| < 0, méme s vARLEEY <,
__‘d I ' Z] : o X X

dw ogl 8% < 0, méme si | | ol |y < g,

. . ., Y
Soit maintenant H la plus grande des deux quantités X

FA
et ‘— \ Quelle est la
X
condition pour que H soit une fonction décroissante de x? Je dis qu’il saftit
| . . 1 . , .
que H soit compris entre ¢ et -1 e étant bien entendu supposé plus petit que 1.

En effel nous pouvons faire deux hypothéses:

o Y Z|,
| RN
on a alors 7
' Y X X Y
|§5>€’ lil>\ﬂ>5’ |7:|>‘>"
et par conséquent
dH d|\|
—_— = — | = | < 0, . Q. F. D
dx de{X| ™ N
YA A
on a
AN 2, XX,
K <y Y 1>€) ‘Y’ > Z y
el par conséquent
@— d|ZL o ' C F.D
de ~ dz X <0 Q¥ D

L]

Ainsi H décroit toutes les fols qu’il est compris enlre ¢ el

Or pour z =won a

il ¢ = .
. N
Donc on a aussi N
. .Y . 7
lim H = o, lnn? = o, i & = o,
d’ou 'on déduit aisément _ \
]
i e = lin Y= 2. C.Q.¥.D.

Il n’v aurait d’exception gue st H rostait constamment supériear a - -auquel
y . p q :



232 SUR LES EQUATIONS LINKAIRES AUX DIFFERENTIELLES ORDINAIRES, ETC.

cas sa limite serait infinie. Dans ce cas, on a toujours

|

iz Yo,
X[~ X7

Z

. 1 . . .
- . est compris entre ¢ ct - - En effet il vient, ou bien

toutes les fois que

Y
Y 1 | Z Ly )
H-:-"*x“ >—E PN I'Y">E, |zl>5:
d’ou
Z Z1Y
]X)= Y ﬂ>'>5’
ou bien
Z I Y/ Y
H=‘—-X‘>—€*>E, ”YT’>5, ‘—Z“’>5,
d’ou

AN
Ix|=|zllx[>r>+

3 N N Z ’ . .
D’ou 'on doit eonclure que la fonction IT‘ est décroissante toutes les fois

. | 3 . .
qu’elle est comprise entre = et =5 il en résulte, comme nous I'avons fait voir

plusiears fois, que cette fonction tend en général vers zéro, et qu’elle peut

aussi, mats exceptionnellement, tendre vers U'infini. Dans le premier cas on a

— o]

- - ]im u = 12
/dgs le second

/ Em g =~. c. Q. F,D.

Il n’est pas besoin d'insister pour faire comprendre que ce raisonnement est
applicable & une équation d’ordre quelconque. Dans tous les cas la limite de Ia

dérivée logarithmique de ) est une des racines de 'équation (2).
De ce que la imite de 5— est égale & un nombre fini et déterminé 2, il ne

Y

s’ensuit pas forcément que - tende vers une limite finie et déterminée; car si
e

I'on avait par exemple y = xe?® il viendrait

!

Y

lim ~- =« lim 2 = .
e

Ce n’est que dans un paragraphe ultérieur que nous démontrerons que la
Y

limite —

est en général finie et déterminée.

Pour le moment supposons que z tende vers I'infini de fagon que 'on ait

€T = PA, A= efw,
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p croissant indéfiniment par valeurs réelles posilives et ) étant une quantité
constanle d’argument w, et de module 1. Il est facile de ramencer ce cas au
précédent.

En eflet Iéquation (1) devient

—1 D

(s Ppdry Pugdity Pidy Poy = o

’ o dcu An—i dPn—-i e X a’P '
At Ja marcoralla nmialhly o o Ase?t 222 JAG it it sian walanne wAnllas wvumcrt1erng
u id HHUVUYCLIC Ydalldplig iJ CLUlLL l 1UgCiIilL 1 11C1iL lJl.ll VYAl uLd LCULLIULDY P SILLYUD

L’équation (2) relative a la nouvelle vartable et a la nouvelle équation (%)

s’éerit .
(2818) Apst4 A, A3t . A Al - A\t =
et s1 les racines de 1'équation (2) étaient
(&) Ry %, -

celles de I'équation (25”) sont

al )\’ 12)\’ s 8 ey an)\.

Lorsque x croissait par valeurs posilives, nous avions

. h/_"’_A\n dy
(6) =

a; étant I'une des racines de (3). De ménte 1ci nous aurons

d

A,
¥ dp

o; étanl encore une des racines (); d’ou

dy
ydx

(62is)

= %y

Mais 1l y a toutefois une différence entre le cas de I'équation (6) et celimn de

7

GJ\

quation (6%%). Lorsque # varie par valeurs posttives, la limite «; de
en général, et en laissant de c6té les cas exceptionnels dont il a é1é question

plus haut, celle des racines de 'équation (5) dont la partic réelle est la plus

. : . d o
grande. Si au contraire x = gA la Limite 2, de &Y sera, en général, celle des
‘ ydx ’ !

racines de 'équation (5) qui est telle que la partie réelle de a4A soit aussi

~

grande que possible.
Nous avons supposé au début de ce paragraphe que 'équation (2) n’a pas de

a

H 30

=

=
I

-
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racines multiples et qu’elle n’a pas non plus deux racines ayant méme partie
réelle. Voyons cependant ce qui arriverait si cette équation avait deux racines
ayant méme partic réelle.

" In premier lien supposons que ces deux racines ne soient pas celles dont la
partie réelle est la plus grande. En particulier, dans le cas du troisiéme ordre,
ol nous avons dppelé les Lrois racines en question «, B, €t y, supposons que la
partie réelle de o soit plus grande que celle de § et v, la partie réelle de 3 étant
égale i celle de v. En se reportant au raisonnement qui précéde, on verrait que
3~ étant I'intégrale générale de 'équation (1), le rapport

dy

U= —-

Y

a encore pour limite « et que le raisonnement ne se trouve en défaul que dans

les cas exceptionnels dont il a été¢ question plus haut (quand la valeur initiale
1 , ) . .

de H est plus grande que —) et par conséquent pour certaines intégrales parti-
&

culiéres de 'équation (1).
En second lieu, si ’équation (2) n'a pas de racines multiples, I’équation (2%)
n'aura deux racines ayant méme partie e que pour certaines valeurs parti-

culiéres de A et nar conséauent la difficulté d on

par conséquent la diffi é dont nous parlons ici ne se présen-

1 se présen
tera que pour certaines valeurs exceptionnelles de 'argument w de .

Reste le cas ou I'équation (2) a des racines multiples. Reprenons le cas du
troisiéme ordre ou les racines sont «, 3 et v, et supposons 2= 3. Si 'on voulait

’p ter le ralsonnement queé nous avons fait en Supposant les tI‘OlS racines dis-

y= X+4+Y+17Z,
y'=ua X+Y(a+ é)-{-y Z,

y”=a?X+Y(a2+ Eﬁ) +Y'Z,
vy
et I'on reconnaitrait que la limite dey est égale &4 « en général, et, pour une

Nous pouvons d’ailleurs embrasser tous ces cas particuliers dans le résaltat
suivant qui ne comporte aucune exception et dont nous ferons usage plus tard.
Supposons que  tende vers l'infini par valeurs réelles positives. Soit @ un

nomnbre dont la partie réelle soit supérienre a celles de toutes les racines de
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I'équation (2). On aura )
lim y e—ax = o,
y élant une quelconque des intégrales de 1'équation (1).
On peat alors trouver deux nombres b et ¢ tels que la partie réelle de & soit
plus petite que celle de a et plus grande que celle de ¢, et que la partie réelle de
¢ soit supérieure i celles de toutes les racines de 'équation (2).

Cela posé, considérons I'équation différentielle d’ordre n -+ 1

k A
(1ter) .‘.'.cPkdy v p d_HJ’:__O‘

dak — =k dagk
Cette équation admet toutes les intégrales de I'équation (1) et en outre I'inté-
grale % de sorte que son intégrale générale s’écrit
)\ ee‘x+ yl,

A étant une constante arbitraire et y; 'intégrale générale de I'éguation (1),
I’équation (2) relative a I'équation (1) s’écrit
(2/er) (2 —e)EApsk=0,

—

et admet les méme racines que 'équation (2), plus la racine ¢ dont la partie

réelle est plus ar: ot
R A S - e Ak =

Il en résulte que l’expressiong—;— a pour himite ¢, lorsque y est l'intégrale
générale de I'équation (1%¢r),

Il y a exception toutefois pour certaines inlégrales particuliéres de cetle
équation. Ces intégrales exceptionnelles ne sont autres d’ailleurs que les
intégrales de I'équation (1) elle-méme.

De la on peul conclure qu’a partir d’une certaine valeur x, de 2 on a

!
partie réelle de % < b,
on dédait de 1a
| <<lyoel-v—x],
Yo étant la valeur de y pour z = x,, ou bien

IJ/- 6‘—41” < J'-y-o e—/l.l’:o i l e(l)—tl)x |’

la partie réelle de (6 — ) étant négative, la limite du second membre cst

nulle, on a done
lim y e—¢r = o,
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Ce résultat ne parait d’abord s”appliquer qu’aux intégrales qui sont telles que

f

~ tend vers ¢, et ne pas subsister pour les intégrales exceptionnelles de I'équa-
J .

tion (1%7), & savoir les intégrales de 'équation (1). Mais une pareille intégrale
peut toujours étre regardée comme la différence de deux intégrales non
exceptionnelles. Le résultat subsiste donc pour une mtégrale quelconque de

I'équation (1). _ C.Q.F.D.
Si

Z == oA

(%)

[y

et que g tende vers I'infini par valeurs réelles posilives; st @ est un nombre tel
que la partie réclle .de a’ soit plus grande que la partie réelle d’nne racine

quelconque de I’équation (2) multipliée par %, on a encore

lim y e~2+ = o.

il est a remarquer que dans tout ce qui précéde nous ne nous sommes nullement
appuyés sur ce que les coefficients P de l’équation (1) sont des polynomes en z.

Les résultats énoncés plus haut subststent donc pourva que les rapports

Pn—] Pu—“

2 Py Py

cry 5

P.” Pa

w7

P, P, ’

tendent vers des valeurs finies et déterminées quand z croil indéfiniment.
Nous avons supposé d’autre part que les polynomes P étaient tous de méme

degré. Les résultats subsisteraient encore s1 un ou plusieurs des polynomes
P, Pn-—ﬂ: Tty Pis Py

étatent de degré infériear a p, P, restant de degré p. Mais il n’en serait plus
de méme si le degré de P, était inférieur a celui d'un quelconque des autres
polynomes. Dans ce cas, I'équation (1) rentrerait dans un autre type d’équa-

tions linéaires que nous étudierons plus lom.

II. — Equations aux différences finies.

Avant de poursuivre les conséquences des résultats précédents, nous allons
étendre ces résultats aux équations a différences fintes de la forme suivante :

([) Prttnpr+Prtbpirin ...+ Prpp+ Poup=o,

les coefficients P étant des polynomes d’ordre p par rapport au rang de la
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fonction w,. 11 est aisé de voir 'analogie de cette équation avec les équations
linéaires que nous avons envisagées dans le paragraphe précédent; car si 'on
pose _
Au, = tyrq— Un, Au,, = Aup sy — Auy, s
I'équation (1) s’écrira

ReAbge, 4+ Rp g A=y, 4+, .+ R Au, + Ry, = o,

les coeflicients R étant des polynomes entiers en 7.
Nous appellerons A; le coefficient de n? dans le polynome P; et nous envisa-

Cerons l’équation

(2) Apzba-Ap 4314,  4+Az+A,=o0.

Posons de plus
P;
PIL' B Qf, A—IL o Bt.

Laissant d’abord de coté le cas exceplionnel on I'équation (2) aurait deux

IS

racines égales ou deux racines de méme module, je vais démontrer le résultat

survant

171 .
"+ tend vers une des racines de

Lorsque » tend vers 'mfint, le rapport

Un

Iéquation (2) et en général vers celle dont le module est le plus grand.

Supposons I'équation du troisiéme ordre pour fixer les idées, elle s’écrira
Upss—+ Qatbnya+ Quitnrs+ Qup = 0.

Sotenl o, 3, v les trois racines de I'équation (2) rangées par ordre de module

décroissant. Posons
u, = Xpu+ Y+ Z,

Upt1 = &% Xn+p Y+ v 4y,

Upyr= OC"'X”—‘r- ?2Yn -+ "."Izn-.

Unv1= Xpp+ Y1+ Zogy,
Unpe==0 Xpi1+ B Y + Y Ly,
tnvs =02 Xp 14 B2 Y nyy + 2 Zpgge

Posons encore
a3+ Qpa?+ Qa4 Qo=A(z—f){(x—1).

PPa- Qa2+ QP+ Qo= B(p —a)(B—17),
P Qey?+ Q1Y + Qo= C(y—a) (v —B).
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11 viendra )
Xuar= ﬁxn—(A)\n—i— BY, + GZp),

v AV _/AY S BV 7N
Tn+l— p1in (22 T M Lo Mabap )y,

Lyppy=YLp—(AXp+BY,+ Cva)-
On tire de la

X Z
_— — (A +B+C ,_")
in+1 )iri — p ( er 1in
Xoa Yo o Yn Zn)
CC—(A"}-B‘X—R—FCX!EI
avec des formules analogues pour
Zn-t—l }ir_z_ ot Zu+1 )__’_‘ .
Xfl+1 Z”’ Y’l—.—l Zﬂ,

Il résulte de la que I'on peut trouver un nombre ¢ tel que

. sz Yn Xn Yn . YIH-I XIL
_r = L e t o ol e
Y, ‘Xn S R G b oovih o
. Xn Zn xn Zn . Zn+l Xn
; 2 = t |- t s n
S 7 L D O 0 B Bl R ool AL
- Yn ) ' Zn Yn, ( Zn] . ’ Zn+‘l Yn
81 = - o et ~ £ on ait = r.
‘zn Y YL X, X, 7" Vit Zn|

D’ailleurs quand n croit indéfiniment, A, B et G tendent vers zéro; il en est de
méme de <.

Sort H la plus grande des deux quantités y—;—”

fonction de n qui sera décroissante toutes les fois qu’elle sera comprise entre €

7. .
et -{'f ‘ Je dis que H sera une
<2 n

et .
[
) I . I, PP
1411 €lICL UCuUuX Cds I)CU\’U AL BC p[ CsenLel
Y—h’. Zfl}
l" I‘I = | = -
X, ’ X0
XnJ 1 Y, J Xn l ' Xn l ' Y,
| = = >, —_— g, = —= g, —_
4 y H > X,, > L” > Y;l > Z” } > I >
Yll ’ s :
Done I—X— et par conséquent H est décroissant.
n
oo H_IZ_,!I\IY,_,[
- 7 P T
X, | 71X,
X” XH ZT ZH
S .
fvn 7, b R N
Zy , .
Donc < | et par conséquent H est décroissant.
n
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11 résulte de la que H tend vers zéro comme nous 'avons fait voir

paragraphe précédent, 4 moins qu’il ne reste constamment supérieur &

Si H est constamment Supemeur d Py Je dis que

Z,
Y.

[LLIN B

23a

dans le

est une fonction constam-

ment décroissante st elle est comprise entre ¢ et-g- On a alors, en effet :

1° ou bien
T Z” T
\ ]1:‘3#|>I—>5 | >, |1—”‘>€,
\e B DI v, | Z. |
et par cons¢quent,
|-l =
-XII - YH XH
2° ou bien .
VA Y
H= g, _n I
! x,,‘> S A _zu\_>5’
et par conséquent,
E — Xﬂ Eﬁ > 1 > £
X, | | Z, [ X, )

. |Z L
Dans 'un et l'autre cas la fonction l Y—” est décroissante. On en conclut, en

répétant le raisonnement que nous avons déja fait bien des fois, que
vers zéro en général et exceptionnellement vers I'infini.
Il y a donc trois cas possibles :
Premier cas, général :
. . 1Y .u
ll[‘[lH:O, l]m —,E"Sllml-,” = 0, ]||n—£-t1-:c(
hﬂ Xll n
Deuxiéme cas, exceptionnel :
. . Z . u
limH = o, lim ’—" =0, lim "% = 8
Ly,
Troisiéme cas, plus exceptionnel encore :
Z L HY .ou
lhimH = llm‘ = lim X = lim|=|=o0 lim =2+ — /
) Z, 7 , ”y
‘ I = | =7 | “n
Le méme raisonnement s’applique sans difticulté an cas des équations
gvimAniann avl Fhr\:n:AmD TD mo ‘\nr-‘norlq- Y :‘nr:“rrna'r\ :nn ]fl TV R I n r]n
DulJbl. ICULI dU ¢l ULSITCIIIC,. v 111U 2ULIIACI Al o I.LAulLlLA\JJ. L1CL 1 HIaICiic 4u

nement dans le cas du quatriéme ordre.
Soient a, B, v, 0 les racines de I'équation (2) rangées par ordre de

décroissant. Nous poserons

un+i=aixn”+“ Bl.Yll+TiZ:1+8{Trt (i:o, 1,2,3).

I3
Yo

tend
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) X ) . ) 1
Nous démontrerons ensuite qu’ll existe un nombre ¢ tendant vers zéro avec =

et jouissant des propriétés suivantes :

. Y . T L
1° La fonction ’%ﬁ ou |&|» en supprimant I'indice n pour abréger, est
X, 3
décrois les fois ane | XU XL (X[ 1X) Y] 1Y Lus orand
ccroissante toutes les tors que X! ‘T ) }2 RO ZD T sonl ptus grands
que ¢.
o T A L e (Z ] IXY X X 12 12
27 Il en est de méme de | ¢ toutesles foisque g5 1710 |50 |5 [7) | T
sont plus grands que ¢, et ainsi de suite en considérant successivement les
fonctions |+ |, | 2], | Z|, | T1, qui sont décroissantes a des conditions analogues
nction T‘{’Y’IY’ZI’C{“S écroissantes a des con gues,

faciles & former par des permutations des lettres,

Cela posé, sotent H la plus grande des quantités

3

_ - - - . R . 1 _
On démontre que H est décroissant quand 1l est compris entre ¢ ct-- On en

Unt

conclut qu'en général H tend vers zéro, et par conséquent, vers 4.

Un

11 y a exception quand H est toujours plus grand que é, mais alors on

, . . . . . 1
démontre que H, est toujours décroissant s’il est compris entre < et -. On en

Upri

conclut qu’en général H, tend vers zéro et vers 3.

{n

. . i .
Il y a encore exception quand H, est toujours plus grand que <+ mais alors

on démontre que

T . . . ys . L
7| est toujours décrotssant s'tl est compris entre ¢ ¢t -. On

P 14
en conclut qu’en général o

iy

.v_[*\ .
:,—l tend vers zéro, et vers .
IJI s

|
Enfin, il reste un dernier cas plus exceptionnel encore que les deux précé-

Upi1

.| T . ~
dents, et ou ‘f’ reste toujours plus grand que =- Alors tend vers o.

Il me reste & exannner les cas ot I'équation (2) a deux racines égales, ou
deux racines de méme modaule.

Supposons d’abord trois racines a, {3, v dont deux égales, par exemple,

a=8, Tal=|B|>71]
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=
-

Nous poserons
AY i
u _— ‘\”."i"' Yfl+ Z”,

/ t\ o
Uprl =0 kl'i" ]_%)An—i“a Yo+ v Z,,

2\ o,
Uy pq = %2 (l -+ ;?:) Xﬂ + oY, 4 ']'Q'Zm

d’ot .

Uy = Xoa+ Yupm—+ Zyg,

I - .
Uppo = % (I -+ ——’\ Xowm+2 Yo+ vZ,a,
\ nA-1/ '
2

n 4t

r 3
Uyy3= a? ( 1+ ) X +a2Y, g +v27,..

Posons matntenant
w3 Qoo+ Qua 4 Qu=A,
30:2+2Q,a. —+ Ql == B,

Qv+ Q7+ Go=0C
- - [} i L)
il vient

I
Xp1 = (1—1- ’-;) aX,+ A,
YYo= aY,+ B,
Zn+1' = Y Zn—i— C',

A', B'et (7 étant des fonctions linéaires en A, B et C, ayant des coefficients
dépendant de X,, Yr, Z,. A, B et G tendent vers zéro quand n croit indéfi-
niment, et I'on verrait comme précédemment qu'il en est de méme, en général,

de A’, B" et (V. 1l en résulte que, en général,

- Yn . . Zn . . ur1+1 _
llmg = lfm?—’; = 0, Lim r

Voici maintenant une propriété qui subsiste alors méme que I'équation (2)

At oo mamsena A T MO v oA e o ¥ e oaw [& L,
UIIITL U [AaUliICy U Lll’ lJCll. bUJJ.DCLiUU.u.b, AT 20ULLIE aucull

a

exception.

Soit @ une quantité de module plus grand que toutes les racines de ’équa-
tton (2); 'expression ;i:f tend vers zéro, quand n croit indéfiniment.

La démonstration serait la méme que pour la propriété correspondante des
équations différentielles démontrée a la fin du paragraphe précédent.

I11. Transformation de Lanbplace.

- = TR

Revenons maintenant aux équations différentielles. Nous avons vu dans le
paragraphe 1 que si1 I'on envisage l'intégrale générale y de 'équation

dhy

kdrk

(1) ‘ =p

:()1

a1

just

javd
|
Jnt
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étudiée dans ce paragraphe, la dérivée logarithmique

tend vers une certaine limite 2, mats qu'on n’en pouvait pas conclure immé-
diatement que ye—*7 tend vers une’limite finie et déterminée. G'est pourtant
ce qui a lieu en général; mais pour le démontrer, nous serons forcés d’em-

rawm la e
er 1a tram

el

ransformation. On pose

y-_—fv exx dsz,

Votct en quoi consisle cette

¢ Abkant
¢ etant

z quh
le long d’an chem:n imaginaire convenablement choisi. L’intégration par parties

donne ‘ .
dy
- xy:fvxe”dz=[vem]-—f£eﬂxa’z.

Le chemin d'intégration devra étre choist de telle fagon que le terme tout connu
de cette intégration par parties soit nual, sans cependant que I'intégrale y le soit
elle-méme.

On aura ensutte
dy ey v
Tap— - sl = — | — ezs — 3
Ly = .[dzme d lidze ]+fdz=e dsz,

ou, si le terme tout connu est supposé nul,

dte
2 — —_— Ol
L2y = T dz
Et ainsi de suite; on aura
, . [ div .
xty:(—-l)tfa?e“xdz (t=0,1,2, ..., p),

pourvu que le chemin d’intégration ait été choisi de telle sorte que les termes
lout connus des intégrations successives par parties s’annulent, ¢’est-a-dire que :
div . )
L—i;a.-ew =0 (t=o0,1,2, ..., p—1)
Dc méme, on aura

k / k
xiii_z z(_l)tf('ﬁ%,;f_). e** dz,
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pourvu que les termes tout connus

soient nuls aux deux limites d’intégration.

Si nous écrivons l’équation (1) sous la forme

, dk (i:01'z... \
zcikx;c-i;i_,/zo 3 Ly &y y I ’

\k=o0,1,2,...,n/
I'équation transformée s’écrira
di( v zk)
3 TC(— 1) el ==
(3) 1k ( ) Azl
| 5 P T, Taoe thmcmbo avsowmsilenme Ao mobblo Accaoabioa {903 1 e A 1
rouUul LLryuvel 1T» lUlllLa Dlllsullt:l.b ug e CLiU.(‘lLIUu. \J), I SUullliL u Ugdlﬁ[

. . dr e . e, .
a zéro le coefficient de Y On trouve ainsi I'équation
ZCpr2t=o,

ou, en reprenant les notations du paragraphe I,

(2) TApzh == 0,

act "Arriaks
wouv 1 U\‘iul‘l A

-

ce qu
Il faudrait ajouter & ces points singuliers le point « ou les intégrales sont
irréguliéres pour I'équation (3) comme pour 'équation (1). Si Péquation (2)

n’a pas de racine multiple, ce que nous supposerons d’abord, le coeffictent

dre . . . . .
de —-5 be s'annule que du premier ordreen chacun des points singuliers, d’ou il

résulte que pour chacun de ces points I'équation déterminante a (p—1) racines
respectivement égales a o, 1, 2, ..., p—2, la p"*™* étant quelconque. Ce sont
donc des points singuliers réguliers.

Il faut maintenant choisir le chemin d’intégration de fagon a satisfatre aux
conditions que nous nous sommes imposées. Nous devons choisir les deux

limites de ce chemin de fagon qu’en chacune d’elles on ait

(i =o0,1,2,...,p—1\

0, 1y2ya.., 0

t
]
o
-
=~
Il

Si 'une de ces limites est & distance finie, on devra avoir

diy
dzi

=0 (i=0,1,2, ..., p — 1),
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sans que I'intégrale ¢ soit identiquement nulle. Cette /imite devra donc étre
un point singulier. Cette condition n’est d’ailleurs pas suffisante. Il faut encore
qu’en ce point singulier, ot comme nous 'avons vu, (p — 1) des racines de
I'équation déterminante ont pour valears o, 1, 2, ..., p — 2, la p'*™ racine de
celte équation soit plus grande que {p ——1) et de plus que I'intégrale v soit
convenablement choisie.

Supposons maintenant une limite a distance infinic. On devra avoir

. 13
lim

o0 —
dzt & T

et d’abord

limoesr = o.
C’est le moment de recourir a la proposition établie a la fin du paragraphe 1.
Formons I'équation qut joue par rapport & I'équation (3) le méme role que
’équation (2) par rapport a I'équation (1). Elle s’écrira

(4) z Cz'n(-—- l)fx": 6,

en appelant z 'indéterminée qui entre dans cette équation.
L’équation qut donne les points singuliers de I’équation (1) s’écrit, d’autre
part,
ECxt=o0.
St done ey, a,, ..., o, sont les points singuliers distincts de I'équation (1),
les ¢ racines distinctes de I'équation (4) sont — oy, — ety ..., —&,. D’ott, en
appliquant les principes du paragraphe [, on verra que

limeezxr = o,

st 5 est réel positif, et st en désignant par R(«) la partic réelle d'une quantité

imaginaire ¢, on a
R(z)< R(a), R(z)<R(z), ..., R(z)<R(a,)

Si maintenant z est imaginaire, et si 'on a

arg 3 = A,

Rz e ) < Ry e=), Rz e—id) < R(oy e—it), Ceey R(xe=i*) < R(oge—it),

le produit ve®* tendra vers zéro quand z croitra indéfiniment avec 'argument A.

I est clair d’atlleurs qu’il en sera de méme des diverses eXpressions

Lo
E._. zk ez.l’"

d3zt
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Les hypothéses (5) sont donc suffisantes pour que le chemin d’intégration
satisfasse aux conditions que nous nous sommes imposées.

On peut d’ailleurs remarquer que, s1 le point z, est extérieur au polygone
convexe qui, ayant pour sommels certains des points «, laisse tous les autres
a son intérieur, on pourra toujours trouver nne valeur de A satisfaisant aux
inégalités (5).

Supposons donc le point x extérieur  ce polygone que J’appellerat P. Voici
quel chemin d’'intégration nous ferons suivre au point z. Nous partirons de
I'infini avec un argument satisfaisant aux inégalités (5), et aprés avoir décrit un
certain chemin, nous reviendrons & l'infint, soit avec le méme argument, soit
avec un autre argunrent satisfaisant également & ces mémes inégalités. Il faudra
naturcllement que le chemin ainst décrit enveloppe un certain nombre de

points singuliers [c’est-a-dire de racines de I'équation (2)]; car sans cela,

y:fve”dz

Nous pourrons supposer que ce chemin enveloppe ua seul point singulier.

Pintégrale

serait 1dentiquement nulle.

In effet, un contour enveloppant, par exemple, les points singuliers a; et a,
ours se décomposer en deux autres, enveloppant, le premier seu-
lement le point @, et le second sculement le point a,. Donc les intégrales
qu’on obtiendrait parla considération des contours enveloppant plusiears points
singuliers ne seraient que des combinaisons linéaires de celles que nous allons

considérer et qui sont engendrées par des contours enveloppant un seul point

Soit @ le point singulier enveloppé que nous supposerons d’abord étre une
racine simple de 'équation (2). Son équation déterminante, qui est de degré p,
a, comme nous I'avons vu, (p — 1) racines égalesd o, 1, 2, ..., p— 2, la p*™°

étant égale a p et différente de (p — 1).

)
Tl wAcnl nAatnt oy ?
41 1 Lvoul lJUI..I.I.b L

]

n
L}

wn
o

e ic est pas un pount sing
grales de Péquation (3) linéairement indépendantes et que la p*™® inlégrale
s’écrit
vp,=(3—a)r®(3),

P (z) étant holomorphe dans le domaine du point a, U'intégrale générale s’écrit

done
v=A(z—ayd(z) +d(z)=Avp+ U(3),



246 SUR LES EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENTIELLES ORDINAIREX®, ETC.

¢ (z) étant holomorphe dans le domaine du point @. On a alors

[' P ¥ I
Rl ¥

J Y(z)e

|

G?
y=/[vexds=A [v,e:*da.

Ainsi, si I'on fait abstraction du facteur constant A, 'intégrale y ne dépend
pas du choix de 'intégrale o.
QQu’arrive-t-il maintenant si a est une racine double de I’équation (2)?

Alors I'intégrale générale s’écrira
v =Av,+ Bop_,+ ¥(3),

A et B étant deux constantes arbitraires, ®(s) étant holomorphe dans le

domainé du point a, et ¢, et v,_, étant deux intégrales particuliéres. Il vient

y:fvez-’»" dz:Afv,,ezxdsz.—vap_iezxdz.

Ainsi, quelle que soit I'intégrale v choisie, on ne pourra jamais obtenir poury

alors

plus de deux intégrales linéairement indépendantes.

De méme si a est une racine multiple d’ordre plus élevé.

Ainsi, & chaque racine simple de 'équation (2), correspond une intégrale de
’équation (1), & chaque racine multiple d’ordre m, correspondent m intégrales
de cette méme équation. On obtienl donc en tout de la sorte n intégrales de
I'équation (1), et comme cette équation est d’ordre n, on en a P'intégrale géné-
rale. Il resterait, il est vrai, a démontrer que ces n intégrales sont linéairement
indépendantes, mais c’est ce qui ressortira de diverses propositions que nous
établirons plus loin.

Nous n’avons examiné jusqu’ici que le cas ou les deux limites d’intégrauion
sont infinies; il est aisé de prévoir, d’aprés ce qui précéde, que les intégrales
obtenues, en supposant qu’'une ou deux des limites soient finies, ne seront que
des combinaisons linéaires de celles que nous connaissons déja.

Considérons de nouvean un point @ gui soit une racine simple de (2) et

solent
o, I, 2, ..., p—2, |,

les racines de I'équation déterminante correspondante. Soit

Pp == (z ——a)%“b(z),
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une ntégrale de (3), ou ®(z) est holomorphe dans le domaine du point a.
Soit
~
¥ =J v, e5% 3z

I'intégrale correspondante de (1), la quadrature s’effectuant le long du contour
défini plus haut, qui enveloppe le point singulier z = a.

Envisageons maintenant 'intégrale

_}’z—':f vp €% dz.
L3

Nous supposerons, ce qui est toujours possible, que le chemin d’intégration
reste constamment intérieur au contour le long duquel a été prise I'intégrale y.
Si

p>p-1,
I'intégrale y, sera finie et sera une des intégrales de 'équation (1), d’aprés ce

qu’on a vu plus hayt. Mais on voit aisément qu’on aura
X1 :‘}f-z(l — e”“li).

Les deux intégrales y, et y; ne différent done que par un facteur constant, Il
résulte en méme temps de la que 'intégrale 3, est une intégrale de I’équation (1)

toutes les fois qu’elle est finie, c’est-a-dire toutes les fois que
w>-—1.

Soienta,,a,, ..., a,les racines de'équation ( 2) que nous supposerons toutes

simples. Soient

N 1 2] I — 14 .
Wy iy Zy e ey Il Ly i

les racines de 'équation déterminante relative au point singulier a;. Il existera

toujours une intégrale de la forme
Vi= (Z J— al-)!JJ Cl)t-(z),

®,;(z) étant holomorphe dans le domaine du point a;, et 'on en conclura

I'existence d’une intégrale de I'équation (1),

a0
Y;= V;eir dsz,
(X .

pourvu que
pi>—1.

Supposons donc d’abord que tous les . sont plus grands que —1, de fagon
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que les p intégrales Y, existent, ou mienx encore, supposons d’abord que tous
les u sont plus grands que (p — 1).

Joignons un point quelconque & a chacan des pointssinguliers a,, @,, ..., ax
par des chemins [,, /,, ..., /,. Soit ¢;x la valeur que prend au point b la
dérivée k'*° de V; quand la variable va du point a; au point & par le chemin /;.

Posons maintenant
&
T; = [ V:eix ds,

~ et

I'intégrale étant prise bicn entendu le Iong de /..
Il viendra, en appliquant a I'intégrale T, Ia méthode d’intégration par parties,

dmV;

X
Ta e3x oz,

(6) amTi=gm—1 ebxcjo__xm—-z edr ey 4+ xm—3pdr e -, -iebxct',m—-i $f

Soit maintenant d; .4 la valeur que prend au point & la dérivée A*™°de V;z,;

il viendra de méme

d¢'T;
{23

. damn V. z9
(7) 7 —— — xpn—1 pbx dz‘.o.q— am—? ebxdz'.l.q+- . $V/‘_#__) e

dzm

zx dz,

D’ailleurs, il est clair que les d; 4., s’expriment trés simplement a 1'aide de &
et des ¢; x.

Il résulte de ce qui précéde que, si 'on substitue T; & la place de y dans

I'équation (1), le résultat de cette substitution s’écrira
(8) A(T;) = grpa@P1 b4 g p 2P €02+ | - g1 €07,

les coefficients g; 4 étant faciles a calculer en fonction des ¢; 4. Si n est plus

grand que p, on pourra trouver n nombres

o~
K=
S
Qo
bl
I
<
—
o
|
(=)

s Iy 2y vaey, p—1).

L.e nombre des solutions linéairement indépendantes des équations (9) sera
donc de (n — p).

On aura alors
A(ZhT;) = o,

ce qui veut dire que £A;T; est une intégrale de 1'équation (1). C'est une inté-
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grale prise le long d’un chemin complexe, mais restant toujours a distance
finie.

Il existe toujours (n — p) pareilles intégrales linéairement indépendantes. Ces
intégrales différent essentiellement de celles dont une limite est infinie. Ces
derni¢res ne sont valables que si le point z est exiérieur au polygone P,
d’aprés ce que nous avons vu plus haut; au contraire, les mtégrales telles
que IA;T;, c’est-a-dire les intégrales prises le long d’un contour a distance
finie, sont valables quel que soit x. Deplus, elles sont holomorphes dans toute
I'étendue du plan.

Posons

U;=/mViezxdz,
: b
d’ott
Y;=T;+ U,

Les équations (g) peuvent d’ailleurs se remplacer par les équations plus

simples qui suivent
I hicq = o.

I1 suffit pour s’en convaincre de rechercher quelle est Pexpression des

coefficients gz en fonctions des ¢;x. Mais des équations ainsi transformées, on

déduit aisément 'identité suivante :
Xh;Vi=o,
qui subsiste quel que soit z. On a, par conséquent,
ShUi=o0, ShT;=3ShY,.

Ces relations montrent d'abord que la nouvelle intégrale T/, T; n’est pas
linéairement indépendante des intégrales déja connues Y,; elles font vorr
ensuite que, lors méme que tous les w ne sonl pas plus grands que (p —1),
Pexpression X/, T; reste une intégrale de I'équation (1) pourva que les T; et
les Y; soient finis, c’est-a-dire pourvu que tous les p soient plus grands
que —1I.

Qu’arrive-t-il enfin si tous les . ne sont pas plus grands que —1? La diffi-
culté est aisée & tourner. Décrivons du point b, comme point initial, un contour
fermé revenant au point b aprés avoir enveloppé le point singulier @;. Opérons
de méme pour chacun des points singuliers. Nous aurons ainsi n contours

fermés I, Iy, ..., L,. Appelons T; Pintégrale

f\’i e:r ds,

H. P, — 1 32
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prise le long du contour /;, ou ce qui revient au méme, l'intégrale

fp e3r dz
J

le long du méme contour, ¢ désignant une intégrale quelconque del’équation (3).
Appelons ¢ la valeur dont s’accroit la dérivée £"*"° de V; quand on décrit le
contour /;, en parlant du point & comme valeur initiale et revenant au point 4
comme valeur finale; appelons de méme d,; 4, la valear "dont s’accroit la
dérivée k¢ de V;z¢ dans les mémes circonstances. .

Sil'on emploie ces notations, les équations (6), (7) et (8) subsisteront. Par

conséquent, si 'on a n nombres /i; satisfaisant aux équations
(10) Xhicip=o0,

Iexpression LA;T; sera une intégrale de I’équation (1). Cette expression jouit
d’ailleurs de la propriété remarquable d’étre holomorphe dans tout le plan,
Or, les équations {10) admettent (n — p) solutions linéairement indépen-

dantes.

Donc, st n >> p, Pequation (1) aura (n — p) intégrales holomorphes dans
) { q 4 4 P

tout le plan.

"o thdorsme nent r]’sﬁ"cn
VALV A W ARE W L A URAxzRay

< lJuu A k¥

Je n’insisteral pas davantage sur cette transformation de Laplace qui permet,

-

1rs se démontrer directement
(= A - ~ L AR L WU AYE N B RY

[ ARSI RIS =iz

£

comme on le sait, d’intégrer ’équation (1) lorsque p = 1.

IV. — Etude approfondie des intégrales irréguliéres.

Nous allons matntenanl nous servir des expressions précédentes des inté-
grales de I'équation (1) pour étudier la fagon dont elles se comportent quand «
croit indéfiniment, d’'une maniére plus précise et plus approfondie que nous

b L. .
n’avons pu le faire dans le paragraphe 1.

1

Démontrons d’abord le résultat sutvant. L'intégrale
J = frve3rds

(s1 x est posttif et trés grand, si| ¢ | reste constamment inférieur & une certaine
quantilé M, et sile chemin d'intégration reste constamment a gauche de I'axe
des parties imaginaires) tendra vers zéro quand x croitra indéfiniment.

Sotent, en effet, L la longueur totale du chemin d’intégration, et —- ¢ la plus
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grande valeur de la partie réelle de z, de telle facon que le long du chemin

d’intégration on ait

Do\ z
R{z)s—¢.
I vient alors
f|dz1=L, | es2 | S e,
d’ou enfin
13| S ML e=%2,
et

limJ =o pour x = . c. Q. F.D.

Passons maintlenant an cas oa le chemin d’intégration restant toujours &
gauche de la droite
R(z)=—¢
s’étend a 1'infin1 par 'une de ses extrémités. Nous supposerons de plus que,
quand z croit indéfiniment en suivant le chemin d’intégration, on peuat trouver

un nombre A tel que
lim vers = o.

Cela est toujours possible comme le prouve le paragraphe I, avec les fonc-
tions v que nous avons i considérer.

Faisons encore une hypothése sur le chemin d’intégration. Nous supposerons

rl‘n"l] o OANIMNCcO r‘],n-n Falal
L,]u. 21 OU UULILPUOU WU Ly

portion de ligne droite s’étendant & 'infini; pour tous les cas que nous avons
déja considérés ou que nous aurons i considérer dans la suite, rien ne s’oppose

a cette hypothése. Dans ces conditions, on peut trouver un nombre y tel que

I'intégrale

soit égale & une quantité finie I.. On pourra également trouver un nombre M,

tel que I'on ait constamment
| v erz | < M.

Nous pourrons toujours supposer A et i réels. On aura alors
J :fv erz, ezlr—h—) ebz dz,
d’ou
| J| < LM e—tz—2—)

quand z croit indéfiniment; on a donc

limJ = o. C.Q.F.D.
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De méme on verrait aisément que zJ tend encore vers zéro, quelque grand
que soit I'exposant m.

Nous allons maintenant étudier Pintégrale suivante :

a
J =f vestds,
]

parties nmaginaires. La fonction ¢ sera assujettie aux mémes conditions que plus
haut; je supposerai de plus que dans le domaine du point zéro, la fonction ¢

peut se développer en série de la forme suivante :
(1) Apz%a- A 2%+ 4= Ap%+2 4
a étant quelconque.
Je dis que dans ces conditions,
z%+3]  tend vers -—TI'(o +1)A,

quand 2z croit indéfiniment.

L effet, nous pouvons toujours supposer
| An | < pp,

. et o étant deux (juantités convenablement choisies de telle fagon que le rayon
o SRR
du cercle de convergence de la série (1) soit égal & ~.

b

Nous pourrons décomposer le chemin d'intégration en deux parties : la pre-
miére, intérieure & un cercle décrit du point zéro comnie centre avec r pour

rayon (ro < 1}; la denxiéme, extérieure a ce cercle. Nous aurons alors
J=K-+H,
K et H étant les deux parties de I'intégrale correspondant & ces deux parties du
chemin d’'intégration. D’apres ce qui précéde, il vient
lim z¢+1 H = o,
1l reste a chercher la limite de 2™ K.
Nous pouvons écrire
0= Ap3%4- A, 33— L A Ry,

R, étant le reste de la série (r1). Il vient alors

-

9 h = A ZX eI ¢z - Al Z%t+1 3% g +...+ A " a%+nt gix o 7 4 [}m esr dz,
0 i
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les intégrales étant prises le long de la premiére partie du chemin d’inté-

gration. On aura

H Ej'(rla)”!_‘_l "'Q!- X
5 m|<,——l--f‘p | ez | < 1.

Si done [ est la longueur de la premiére partie du chemin d’imtégration, il

'fR,,, e3x (i3

On peut toujours prendre m assez grand pour que le second membre de cette

viendra
lI‘J' ( r P)Ifl+] rOt.

1— I'f

<

mégalité soit aussi petit qu'on voudra. Mais on peut aller plus loin encore.
Supposons, ce qui est toujours possible, que la premiére partie du chemin
d’intégration soit rectiligne, et pour fixer les idées davantage encore, qu’elle se

réduit au segment de droite o, — r. II viendra alors

- Cw
a:'“"'if 3*e3* dz x“+1f 3% ex dz
0 0

—r
a':CH-lf | 3% e dz | < T(a+1),
0

xaH“me esx dz

Comme rg est plus petit que 1, on pourra prendre m assez grand, quel que

<

=T (2+1),

ou

ou enfin
o +1)u(rp)n+!
1—rp

<

soit z, pour que le second membre de cette inégalité soit plus petit que
r étant indépendant de z. '
L.e nombre m est désormais déterminé, et nous allons faire varier z.

Le ¢ terme du second membre de 'expression (2) s’éerit
.
T,= ;\,,f 30+7 5% dz.
1)
Cherchons la Iimite de T, z¢t1 ; pour cela posons
q ’

e il
U,= i\,‘,f 39+7 3% dz |
—,

on aura
him 0+117 —_n
ARINE W u({ Ly
d’on
P I
: . . —I(x4+qg+1)A
lim z%+i Tq = lim z*+! .~\1J 3%+9 e3* dz = lim ( g ) 1.
xr

0

Cette limite est égale a zéro si q est positif et & — I'(« 4-1) A, si g est nul. Donc
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si 'on multiplie par #%+! chacun des m premiers termes du second membre
de (2), le premier des produits ainsi obtenus aura pour limite — A,T' (a -+ 1),
et les autres zéro. Or, nous pourrons toujours prendre x assez grand pour que

chacun de ces produits différe de sa limite d’une quantité moindre que

3

2N
On aura alors

|+ I K + Ay T (o +1)| <e
d’ou
lim %+1) = lima*+ K =— A, I'(a +1). ¢.Q.F.D.

Nous allons enfin considérer intégrale survante :

J= [ue”dz,

L %

prise le long d’un contour enveloppaunt le point zéro.

Je supposerai qu’a I'intérieur de ce contour la fonction ¢ soit partout holo—
morphe excepté au point zéro, et que dans le voisinage de ce point cette méme
fonction puisse se mettre sous la forme (1). On peut remarquer que, dans cette

expression (1), il n’est plus nécessaire de supposer = >> —1, comme nous avions

d le faire dans 'exemple précédent.

Z

. R -
ons allons faire eroitre lnr:léfi
ons allong faire Ccroiire mndefin

o
p—
"=

R .
ar valenrs réelles nocitivee Naone
AL Y AR A o A NIRRT STV ER wr e A YR RAD

ouvons donc supposer que le contour d’intégration est formé comme il suit :
q g

1° Une portion de ligne droite AB venant de linfint et se terminant & un
certain pomnt B.

2° Un arc de courbe quelconque BC allant du point B au point C = — r,
r étant une quantité positive trés petite. Ces deux premiéres portions du con-
tour seront tout entiéres a gauche de axe des parties imaginaires.

3° Un cercle décrit du point zéro comme centre avec /+ pour rayon, com-
mencant au point C pour finir au point C.

4° et 5° L’arc CB et la droite BA parcourus en sens inverse.

Nous poéerons alors
J=H + K + H’,

H se rapportant a la portion ABC du contour, H" a la portion CBA, et K an
petit cercle de rayon r.

Il vient alors, d’aprés ce qui précéde,

lim 2%+ ) = lim z%+1 K.
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On a, d’aatre part,

P ,

¥+ K = on““J 3% ex dg +. ., + A,nx“'*'*.}rz“""m e** dz +J[‘R,na;°'~

N
>4

£
[

n
B
X

&)

On pent toujours supposer que m est assez grand pour que « - m soit positif.

mex“"H e3x 3z,

prise le long du cercle de rayon r, est égale a

Dans ce cas 'intéerale
o

—r
(1__32!1t0t)f RmeH-l esr dzl
o

Elle est donc plus petite en valeur absolue que

T(x 1) p(rp)n+
Pla-1) p(re)™+

JI__._ e‘lfﬂoﬂl
1— 10

et elle tend uniformément vers zéro quand m croit indéfiniment, et cela quel
que soil z.
De méme on a

lim 2%+1 fza+'/eua’z=0 (g >0),

lim %+t /z“ etrdz = — (1— e¥MT&) (o -+-1),

On déduit de la, par le méme raisonnement que plus haut,
hmao+i) = Himgett N = (e ™% — DA T (o 4-1). C. Q. ¥. h,

Le second membre prend la forme illusoire 0 >< « lorsque « est entier négatif.
Mais dans ce cas il est aisé de voir que la fonction sous le signefest méro -

ntorphe a 'intérieur du contour d’intégration. On a done

) a1 —--2
J:')JLTE[AOI— -— + A

— g —1)! L gy -
L {(—a—x)l (—ax—2)!

oA T 4 A—mél] .

- |

Pour passer au cas ou le point singulier enveloppé par le contour d’inté-

, , i : )
o By aakt 2 "y 2 3 o
gration n'est pas zéro, mais un point quelconque a, il suffit de change

en z + a. Pour passer au cas ot x croit indéfiniment, non plus par valeurs
réelles positives, mais avec argument }, 1l suffit de changer x en xe? en méme
temps que 3 en ze—**, Les résultats se dédnisent immédiatement de ceux qui ont

7t L

été énoncés plus haut.
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Il est aisé de voir comment ce qui précéde peut s’appliquer aux intégrales de

Péquation (1). Soient

les n racines de l'équation déterminante relative au point singulier a; et ¢,

I'intégrale qui peut se mettre sous la forme
(2 — a;)* d;(3),

®; étant holomorphe dans le voisinage dua poml a;.

Nous allons faire tendre x vers o avec Vargumenl A. Soit maintenant /; an
chemin d’intégration dont les deux limites sont rejetées a 'infini et enveloppant
le point singulicr @;. Nous supposerons que quand 5 tend vers I'imfini le long

de ce contour, son argument tend vers une himite 2 telle que

T A N < T,

L]

par exemple vers © — .

Soit enfin
_y,-=fvl- e dz,

Pintégrale étant prise le long du chemin /;.
Pour achever de préciser le contour /;, nous le formerons : 1° de la droite
ai+R€i(T§_).], a.’:+

grande, la seconde infiniment petite; 2° d’un cercle complet décrit du point a;

(D]

e/™+ R et ¢ étant des quantités, la premiére infiniment

comme centre avec ¢ pour rayon; 3° de la droite a;+ sei™ ¥, q; 4- Re!"~2
parcourue en sens contraire. Ce contour pourra d’ailleurs étre remplacé par
tout autre contour é

Dans ces conditions, lorsque x croitra indéfiniment avec Iarguntent 7, U'inté-

grale j-; se comportera comme
edi¥ p—iki—1,
c¢’est-a-dire que le rapport
¥Yi e~ plstl

tendra vers une limite finie et déterminée.

Tel est le résultat, plus complet que celui que nous avions obtenu au para-

)
o)
-9

su"

-

[§2]

)

=

o

Lo

@

SD

transformation de Laplace,

On remarquera d’abord le réle important que joue dans ce résultat 'argn-
ment A avec lequel z croit indéfiniment. On en conclura que les intégrales de
Péquation (1) ne se comportent pasde la méme maniére quelle que soit la facon

dont x tend vers I'infini.
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Une autre conséquence importante, c’est que les n intégrales
JYi- Y2 oo Fa

sont linéairement indépendantes.
Faisons croitre, en effet, x par valenrs réelles positives, et supposons que

les n quantités
ay, Qz ..., a,

nnnnn Anc ian ~wod n
¢es par oralc dc s r
)
1

-

part

supposer qu’il n'y a pas deux de ces quantités qui atent méme partie réelle
PP q yap q q ] p )

sans quoi on ferait croitre 2 indéfiniment avec un argument diffévent de zéro.)
Soit

A= lim e gty (A; différent de zéro).

Supposons qu’il existe une identité hinéaire entre nos n intégraies

(3) Ciyi+ Coyat.. .+ Cuyu=o.

Multiplions I'tdentité par

et J";Ln_"] )

<

et faisons croitre z indéfiniment. L'identité devient a la Limite

C”A”:O’ d()l:l CHZO-

Iiffagons le dernier terme de P'identité (3), multiplions-la par

et X pihn—tl

ct faisons x — . 1l vient encore

* .
Gy A, =0, d’oi Ch1=o.

En continuant de la sorte, on démontrerait successtvement que lous les
coefficients € sont nuls, ce qui monlre que nos 7 intégrales sont linéairement
indépendantes. La transformation de Laplace conduit done a I'intégrale géné-
rale de I'équation (1).

Il est aisé d’étendre ce raisonnement au cas ou I'équation (2) a des racines
multiples.

Dans le paragraphe I, nous avons vu que si
R(an) > R(an—l) = P‘(an—z) ez R(al)?

il peut y avoir certaines intégrales particuli¢res dont la dérivée logarithmique
tend non pas vers «@,, comme cela a lieu pour l'intégrale générale, mais vers

@n_y, VErs @p_s, ... Ou vers a;. Toutefois les principes de ce premier para-

1T N T 9
1. 1 — I a0
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graphe ne nous permettaient pas d’affirmer que ces intégrales particuliéres
existaient réellement. Ce que mous venons de dire démontre 1'existence de ces
intégrales particuliéres.

Contme application de ce qui précéde, posons-nous le problénie suivant :

Reconnaitre si Uéquation (1) admet comme intégrale un polynome

entrer.

Pour cela il faut d’abord que I'une des racines de I'équation {2) soit nulle.

Supposons qu’elle soit simple; soit par exemple :

a;= o,

I1 faudra ensuite que la quantité que nous avons appelée w; soil entiére néga-

H

tive. Quand y; est entier, il n’existe pas en général d’intégrale de I'équation (3)

de la forme
¢ = (Z - a/)P“ (b[(z),
car le point singulier a; est en général un point singulier logarithmique. Si

Pintégrale ¢ contient des logarithmes, I'intégrale

y,-=fv esr dz,

prise le long d’un contour /; enveloppant le point zéro, ne peut se réduire a
un polynome entier. '
Mais dans certains cas particaliers, le point sngulier zéro n’est pas loga-

rithmique, 1l existe une intégrale de la forme

; — vl’.;‘d’l.-/ 7
-~F B \ﬂ}

[¢]
i [

2

®; étant holomorphe dans le voisinage du point zéro. La fonction ve?® est alors
méromorphe a I'intérieur da contour /;, d’ou il résulte que l'intégrale y; se
réduit & un polynome entier.

Ainsi pour que I’équation (1) admette pour intégrale un polynome entier, il
faut et 1l suffit :

1° que 'équation (2) ait une racine nulle;
2° que 'une des racines de I’équation déterminante relative au point singu-

lier correspondant de I'équation (3) soit entiére négative ;

3° que ce point singulier ne soit pas logarithmique.
q P g P 8 q

Cela peut d’ailleurs se vérifier directement.
P
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V. — Etude du groupe de I'dguation (1).

Chacun sait ce qu'on entend par groupe d’une équation linéaire. Lorsque
la variable indépendante décrit un contour fermé autour d’un point singulier,
les intégrales de I'équation subissent une substitution linéaire et c’est la comb-
naison de ces substitutions qui engendre le groupe de I'équation.

On sait également qu’une substitution linéaire est caractérisée principa-
lement par ses multiplicateurs et quc les multiphcateurs de la substitution
relative 4 un point singulier s'obtiennent immédiatement, lorsque les inté-
grales sont réguliéres dans le voisinage de ce point. En effet on les déduit
aisément de 'équation déterminante relative a ce point.

Il n’en est plus de méme quand le point singulier est irrégulier, c’est-a-dire
quand les intégrales ne sont pas réguliéres dans le voisinage de ce point. On
n’a alors pour le calcul des multiplicateurs que des méthodes d’approximation
plus ou moins rapides.

C’est ce qui arrive pour I'un des points singuliers de 'équation (1), a savoir
pour le point = . Ce point sera en effet irrégulier en général. Pour qu’il

fut régulier, 1l faudrait que, le polynome P,, étant de degré p, le polynome P,_,

=
=
[
53..

e deoré (p — 1) an nln

CaTC \F ) au pis, 16 poly
Dans ce cas I'équation (2) aurait toutes ses racines nulles. Si on laisse de coté
ce cas trés particulier, on n’a pas de méthode rapide pour trouver les multi-
plicateurs de la substitution S que subissent les intégrales de I'équation (1)

quand le point  décrit un cercle de rayon treés grand.

D
;::..

n crihet 2Ny
. JULROL ubv

correspondant aux différents poinls smguhers de cette’ equatlon ¢’est-a-dire
aux différentes racines de I'équation (2). Si ces racines sont simples, les points
singuliers correspondants sont réguliers. On peut dome trouver aisément les

multiplicateurs de ces substitutions fondamentales, mais pour calculer les coetti-

| PRGN S |
1ui-meime, i

n

n-:f\n"‘ ,].‘ n1.-. -
VICIILS Ul 5 (011 l

"'y a toutefors entre le gronpe de 'équation (3) et la substitution S, un lien

""":

at emplover des m
aut ¢mn lJ].UJCl. uc?>
que je désirerais faire ressortir. Si nous supposons connu le groupe de I'équa-
tion (3), je dis que nous connaitrons aussi la substitution S.

Voici sous quelle forme nous nous donnerons les coefficients du groupe de
l’équation (3). Considérons un point singulier quelconque «;de cette équation;

solent
0; Iy 25 ..., P—2, M
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les racines de son équation délerminante et
Oin, Vige ooy $ip
les intégrales correspondantes de telle fagcon que
vip= (5 — a; Y1 d(3z) (k=1,2,..., p—1),

vip= (& — a; ) D(3),

®(s) étant holomorphe dans le voisinage du poinl ¢; Soit b; un point trés

voisin du polint ;. OP rons de méme pour chacun des ponts singuliers;

L
=]

W

[

»

CD Al

joignons b;b;; quand la variable z ira de b; en b; en suivant la droite b0, les
intégrales ¢ prendront certaines valears qui pourront s’exprimer linéairement
a 'aide des intégrales v; 4.

En d’autres termes, il y aura une substitution linéaire S;; qui changera les
: : ]

notation s_ymbolique ordinatrement employée :

Vit = Vik. S,",'.

La connaissance des substitutions S;; suffit pour déterminer le groupe de
I'équation (3). Ce sont en eflet les substitutions que jai appelées auxiliaires

dans mon Mémoire sur les groupes des équations lhinéaires (Acta mathema-

On voit aisément que s1 Pon connait (n — 1) des substitutions S;; (convena-
blement choisies) on connaitra toutes les autres (loc. cit., p. 207). Nous
conserverons néanmoins, pour plus de symétrie dans les notations, les n(n - 1)
substitutions S;; et S;;. ‘

™ oy hl\_L;\-'l\“A“r‘ Aa
IYUUdN dULLICYCEUQILILY UT

1° s1 A= p, ®(3) se réduit a 1 pour 5 =a;;

2° st A<Zp, ®(s) .se réduit a 1 et ses (p—1—4k) premiéres dérivées

s’annulent pour s = a;.

Cela posé, supposons dabord x réel positif et trés grand. Supposons que les
droites a;b; qui sont trés petites soiemt paralléles a I'axe des parties réelles et

de telle fagon que :

BB~ Bla)
V01 < a;).

Soit D; une demi-droite paralléle & cet axe, partant du point b; et s'étendant

a l'infim du eoté des parties réelles négatives. Soit C; un cercle décrit du

—

('} Havres, L. LI, p. 3o00.
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point «; comme centre, avec @;b; pour rayon. Soit /; un contour formé de la

droite D;, du cercle (; et de la droite D; prise en sens contraire. Soit :

Yi= | vip e®¥ ds,

prise le long du contour /;.

Supposons maintenant un chemin quelconque E; partant du point b; et
s'¢tendant & infini de telle fagon que argument de z tende vers la limite =.
Soit I; un contour formé du chemin E;, du cercle C; et du chemin E; pris en

sens contraire. Cherchons a évaluer 'intégrale

J _——'fvl'p esr dz,

Je puis toujours supposer que le chemin E; ait été remplacé par un contour

le long du contour L.

E, équivalent, c’est-a-dire tel que I'on puisse transformer, par une déformation
continue, E; en E! sans franchir aucun point singulier. La valeur del'intégrale J
n'en sera pas changée.

Or on pourra toujours trouver un chemin E; équivalent a E; et fornié de la
fagon suivante : ce chemin se réduira a une ligne brisée dont les sommets
seronl des points ¢;, infiniment voisins de divers points singuliers a;. Le pre-
mier de ces sommets sera b;== ¢;. Le sommet suivant sera ¢;, infiniment voisin
d’un point singulier @;, mais pouvant éire différent de b;. Pais viendra ¢; infi-
niment voisin d'un point singulier a, et ainsi de suite. Enfin la lLigne
brisée E; se terminera par une demi-droite partant du dernier sommet, paral-
léle 4 Paxe des parties réelles et dirigée du coté des parties réelles négatives.

Nous pourrons supposer que le contour formé de la ligne brisée E] et de la
demi-droite D; ne contient pas 4 son intérieur d’autre point singulier que ceux
qui sont infiniment voisins d'un des sommets de I, 1] est évidemment possible
de déformer d’'une maniére continue ce contour, jusqu'a ce qu’il aille passer
infiniment prés de chacun des points singuliers qu'il contient a4 son intérieur
(et cela sans lul faire franchir aucun point singulier).

la variable 5 partant du point b

: . ) .
Supposons maintenant que l'on étudie ce que devient I'intégrale ¢, lorsque
: 0O
poin 0

wrisée E.. Au moment ot n

on 11
g n Ly £ 1omen

un

arriverons en un sommet c; de cette ligne brisée, infiniment voisin d'un point
singulier 2, et que nous serons par conséquent dans le domnaine de ce point

singulier, I'intégrale v;, pourra s’exprimer linéairement 4 l'aide des p intégrales

Viny Piay ooy VPiopy
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de telle fagon qu’on aura
(4) Vi p= Aﬁj‘,! Vit A:r,-_) Piat...+ Afi,/ﬁ Vipe

Les coefficients Al , peavent éire regardés comme connus, car leur valeur
découle immédiatement de la connaissance des substitutions S;;, ¢’est-a-dire de
la connaissance du groupe de I'équation (3).

Cela posé, nous pouvons décomposer le contour L; de la maniére suivante :
soit A; le contour formé de la ligne brisée E; et de la demi-droste D;. Nous
remplacerons L; par le contour %;, par le contour /; et par le contour C; pris

en sens contraire. Le contour total ainsi obtenu est évidémment équivalent a L,.

[‘V,-P esr dsz,

2/

L’inlégrale

prise le long de /;, n’est autre que »;.
Sil'on appelle K la méme intégrale prise le long de 2;, on aura

J = K(1 — e¥mu) 4y,

Maintenant si le contour %; conlient un certain nombre de points singuliers

P R, W N N E s Wl Ll oty SNy Gy

Q@
o]
g
(=)
=
-
L]
]
p—t
m
=
:
)
Tt
3
o
9]
Ll
]
Ay
-
Tt
G
.
e
C
=
[=
=r
C
=
-
u
s
c
-
=
a
o
==
C
Jomi
-
cun
vy
=t

[
LD

L'intégrale

prise le long de 1;, se réduit, en vertu de la relation (4), a

;
.yf*'\jﬂ:

il vient donc enfin

(5) J=(1—e2m)X; AL v+ yp

On voil que si y; est entier négalif et si le point a; n’est pas logarithmique, il

reste
J =y,',

quel que soit le chemin L.

Cela posé, voyons ce que deviendra Vintégrale y, lorsque z, partant d’une
valeur réelle positive trés grande, reviendra i cette valeur aprés avoir décrit un
cercle de rayon trés grand. Pendant que x variera de la sorte, nous serons

obligés de déformer le contour /; le long duquel est prise 'imtégrale y;; car si
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I’ hangea dVr d it d 1
on ne changeait pas ce contour, quan argument de x serait devenu plus
T . r . I A * -
grand que —q—“, I'intégrale aurait cessé d’étre finte car la valeur absolue de e*®

aurait pu devenir plus grande que toute quantité donnée.
Voici maintenant comment 1l faut déformer le contour /;; nous conserverons

le cercle G; mais nous remplacerons la demi-droite D- parcourue deux fois en

sens inverse, par une ligne quelconque E; qul partlra du pomt {; et s’étendra
: I'infin: et qui devra étre ¢galement parcouruc deux fois en sens contraire.

D;

F;

Nous nous arrangerons toujours pour que I'argument de z soit & chaque
instant égal & = moins 'argument que prend z en s’éloignant indéfiniment sur
la igne E;. De plas il faudra que la ligne E; dérive de la demi-droite D; par
déformation continue et cela sans jamais franchir aucun point singulier.

Uuand argument de z sera revenu a la valeur zéro yaprésun cercle complet
la ligne E; (que d’ailleurs on peut toujours, comme nous l'avons vu, supposer
réduite & une ligne brisée E}) prendra une forme définitive F; et Pargument
de 5 & l'infimi sur F; sera égal a =.

Ainsi dans la figure 1, on a supposé 5 points singuliers a, b, ¢, d, e et 'on a

figuré le cercle Gy, la droite D; et la ligne F;.

la ligne F; prise en

L’intégrale prise le long du contour formé de la ligne F,, du cercle C; et de
d
o= L p = =

sens inverse, , peut se calculer par le procé

exposé un peu plus haut; elle aura pour valeur
(1 — e2mur) SAL v+ yi,

en conservant les mémes notations qu’au commencement de ce paragraphc.
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Mais cette intégrale n’est autre chose que ce que devient »; quand z a déerit
un cercle trés grand.

Nous avons donc la valeur finsle de- 3, exprimée linéairement a I'aide des
valeurs initiales des n intégrales 37, 2, ..., ¥, En d’autres termes, quand
nous connaissons le groupe de I'équation (3), nous connaissons aussi la
substitution linéaire que subissent les intégrales de 'équation (1), lorsque la
variable z décrit un cercle de rayon trés grand. - " Cc. Q. F. D.

On peut d’ailleurs faire la remarque suivante. Si p; est entier négatif et que
le point a; ne soit pas logarithmique, la valeur finale de j; ne differe pas de la
valeur initiale; cette intégrale n’est pas aliérée par la substitution linéaire que
nous envisageons. On devait le prévoir puisque nous avons vu quo cette mté-

grale se réduit alors & un polynome entier,

VI. — Généralisation des paragraphes I et II.

Dans le paragraphe 1l nous avons considéré I'équation aux différences finies

(l) Pruppr+Pryupip 4. .+ Py + Py, = 0,

ou les coefticients sont des polynomes d’ordre p en n. Nous avons vu que la
limite du rapport
. Uy
Upy

était en général celle des racines de 1'équation

(2} Apsh- A 8h 14— - A2+ A=,

dont le module est le plus grand; A; désignant le coefficient de n2 dans P,

Nous avons posé ensuite
l)[ - AJ'
—— = ) -~ =B
])k !
d’onu
B;=1lim Q; (n==»)

et nous avons vit qu’on peut remplacer les équations (1) et (2) par les suivantes

(1015) tyapn4- 0ty e+ 0, = 0.

(2bEs) ¥ 4- B 3" 1+ .. .+ By=o.
Nous avons vu également que le résultat subsiste encore, lorsque QQ; au lieu
d’étre le quotient de deux polynomes entiers de degré p en n, est une fonction

quelconque de n, tendant vers la limite B; quand » croit indéfiniment.
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U1

Sil'une des quantités B; est infinie, on en conclut que le rapport croit

Un

indéfiniment avec n. Clest ce qui arrive en particulier quand le polynome Py
est de degré inférieur & celui des polynomes suivants P;.
11 est nécessaire alors d’employer lartifice suivant :

Posons
un= (n! )P“‘)n,

i Gtant une constante réelle positive qu'il s’agit de déterminer de telle facon
[ . . .
que — tende vers une limite finie.
n
L’équation (1 bis) devient
Qr— ' =
% A T Opafqg Vptbmg—+-...= 0
PR G e T T [ Ry (n= k— ) ’

et il s'agit de déterminer u de telle fagon que, pour n = o, les expressions

(7 K ITe
solent toutes finies sans étre toutes nulles. Pour cela, il suffit d’envisager le
degré en n de chacune de ces expressions, ¢’est-d-dire Pexposant de la puis-
sance de n par laquelle 1l faut la diviser pour que le quotient tende vers une
1° ® e o e 1 Al r 12 g < o 3 [ * - 1) 1.
limite finie quand 2 croit indéfiniment. Supposons que le coefficient P; de
I'éqnation (1) soit un polynome entier de degré p; en n; (); sera alors de

degré ( p;— pi). Or

(n+k)!

(n+0)!
Aotk 1w nn]trnnmn r],r\--“-]“h l» -. oy o e n.-..-.,-! | P l]ANv\/- Po s~ :]n ]’nvr\v\nnn-nn /Q\ not
TaL L lJU.l.J’]J.UIllC Uuultuirc A L il fi. 1Ol 1T UUSLG Cli 7L U 1 CAPI. CooLu1L \l}} ol

Il faut donc donner a i la plus petite valeur qui satisfasse aux inégalités
(4) pe+ pkZ pi4- i

Si Pon choisit justement pour w cette plus petite valeur, toutes ces inégalités
seront satisfaites, de telle sorte que toutes les expressions (3) tendront vers une

2

limite finie et une d’elles au moins se réduira a une égalité, de telle sorte que
toutes les expressions (3) ne tendront pas vers zéro.

On peut trouver graphiquement cette plus petite valeur de . de la maniére
sulvante; on marquera tous les points qui ont pour abscisse ¢ el pour ordon-
née p;; on construira le polygone convexe qui enveloppe tous ces points, et

H.P. — 1. 34



266 SUR LES KEQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENTIELLES ORDINAIRES, ETC.
celui des cotés de ce polygone qui aboutira au point (&, px) nous donnera .
par son coefficient angulaire. On trouvera dans la ﬁgure 2 un exemple de cette

détermination de v., en supposant

k=3, pi=pi=pr=2 p=p=3, pPo=

Fig. 2.

/

jw
b e

2 ]
Lo =)

bf—————— 8

Les points A, B, G, D, E, I correspondent respectivement aux polynomes
P, P, P,, P, P,, P, etc’estlc edté AC du polygone ACFD dont le coefficient
? H ? ’ ? P yg
angulaire donne la valeur de p.

Soit alors C; la limite de 'expression (3) pour n = =, on formera I'équation
(2fer) gk Cpg b1+, .+ Gz + CGy=o.

Soit a celle des racines de cette équation qui a le module le plus grand, nous

aurons

23T ]

lim (n—+1)— b=g (pour n=x).

i

Supposons mainlenant que tous les B; soient nuls, le rapport

rendre compte de la fagon dont ce rapport tend vers zéro, on

[yl
-
I'D

vers zéro. Pour se
cherchera encore la plus petite valeur de v qui satisfasse aux inégalités (4);

cette valeur sera cette fois négative. On posera encore

U, = (nT)p' T

et 'équation (154) deviendra

(l“’") Cnak +2 [E::j_— ;; .] Ql'vfz+i= 0;

on formera I’équation

(afer) yhk 4 5C, 5 = o,

cn appelant G; la limite pour n infini, du coefficientde v, . ; dans I'équation (1¢¢7).

Si1 I'on désigne ensuite par & celle des racines de (2¢*) dont le module est
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le plus grand on aura

.
-lim ;—'—1(]14—[)_’:":& (pour n=o),
n

La méme méthode peut s’appliquer aux équations

(1) PoPL S n L by =,
(2) Apzt—+ Ap—13%0 A4 4 Aiz + A, =o,
(x0is) j;u + Qu—t Zn;:f+ +Q1d +Quy =o,
(20is) zt+ B,z 4. .+ Bz + B, =o,

envisagées dans le paragraphe I1.

Supposons que quelques-uns des B deviennent infinis ou que tous les B
deviennent nuls. Dans le premier cas la dérivée logarithmique de y tendra vers
I'infini, dans le second cas vers zéro.

On pourra toujours trouver deux nombres C; et u; tels que

- Qr —
lim Gl I (pour x = ).

Si w;=o0, B;=Cj; si.u; >0, B;=x; si w;<o, B;=o.

On considércra alors I'équation
(ater) 4= CGpqbn—zni—1 4+ Gtz 3+ Cyxlo= 0.
Si dans cette équation on pose z = tz}, elle devient

th X CixP-f-)-("—f) ti=o,

FY

Ve A\ antant
ATt ~— L) 501€Ent

tous nuls ou négaufs, sans étre tous négaufs; et faisant » — co dans I'équation

précédente, 1l viendra
(Qquater) th4- 3 C:.zi = 0,

Y

ou
Ci=C; sipi=A(n—1),

Ci=o sipy<< A(n—1).

Iéquation (27%¢*r) en t aura alors toules ses racines finies, sans qu’elles
soient toutes nulles. J’appellerai o celle de ces racines dont la partie réelle est

la plus grande. Je dis qu’on aura en général

. dy
- &,
Iim 2 da %
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Pour le démontrer, changeons de variable en posant

E= 2P,
o étant un exposant qu’il reste a déterminer; il viendra

diy

dxi

dky
dxk

= X, Dypaipk (i=1,02,..., k),

les D étant des coefficients numériques.

L’équation (1%#) devient alors
diy
o=

0.

(12) Qi Dzl k

; . . dr ..
Dans cette équation le coefficient de Ré's’ecrlt

»
Dun e S

Posons

= QD xip—k

l{u: I, Ri Dnnxnphn

1
Remplacons dans R, la lettre z par sa valeur &0, et I'équation (14) deviendra

oo
(l[’) IR, dé}: = 0.
Quel est le degré du coefficient R; en £? Le degré de Qy est égal éi—?;
posons
vy = 2k n—k
P ¢

Le degré de R; en § sera la plus grande des (n — 7 + 1) quantités
yp+L—n (k=i i+1,i+2,...,n)
Nous voulons que les degrés de tous les R; soient tous nuls ou négatifs sans
¢tre tous négatifs. Nous choisirons donc g de maniére a satisfaire aux inégalités

i n—k
P

+i—nzo (i=1,2,..., k)

Le degré de R, est d’ailleurs égal a 2o _ n. Donc les inégalités précédentes

+k—nZzo (k=o,1,2,..., 7 —1)

ou bien
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On prendra pour p la plus petite valeur qui satisfasse a ces inégalités. Com-
parons o a la quantité que nous avons appelée plus haut A. Gelle-ci était définie
par les mégalités
ou

Pe_
n—»K

A

v

On a donc
L= A+ 1.

S1 Von donne & g cette valeur, les coefficients R; tendent vers des limites
finies, quand x croit indéfiniment. Les conclusions du paragraphe II sont done
applicables a I'équation (1%%). Formons donc I'équation (2%%) qui jouc par
rapport & (1%°) le méme réle que (2) par rapport a (1). Si nous posons

hmR;=E; (.z‘=oo),
cette équation s’écrira

(nb) EEI-z’:: 0,

ct s1 3 est celle des racines de cette équation dont la partie réelle est la plus

grande, on aura en général

fim

Il reste a déterminer E;.
Pour cela reprenons I'expression

Dik

Zli—nlp—k-n
D ni

R;= SQy

arini nx

'autres dont

P
est négatif et d e degré en x est nul. Nous n’avons pas & tenir
compte des premiers dont la limile est évidemment nulle pour x infini.
Or si k> £, les inégalités (5) montrent que le degré en o de

Q zli—ntp—i-n
est toujours négatif. 1l reste done

E,=lIim Qi T)I—)t—l pli—nlp—1),

Eh

Or il est aisé de' voir que
il reste donce

et
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Donc pour passer de I'équation (2%4) a Péquation (29%@tr) il suffit de

poser
1
g == —
¢
il vient done
74
="
4
'L
; d ’
Lma—> _&Y o. ¢. Q. F.D.
v dx

On peut tirer de 14 une conclusion importante, Soit v un nombre réel positif

plus grand que la partie réelle de -g- Je dis que

v=y e-—'}’.r?

—
(S

tendra vers zéro quand x croitra indéfiniment par valeurs réclles positives.

viendra en effet
de dy

odr ¥ v dx —1p
d’ou
lim z— ——d—‘i = &— Yo
vdzx o
ou

limR (x‘l pj;) = R(a — vp) <o,

R({u) désignant toujours la partie réelle de w«. Soit maintenant & un nombre

positif tel que
' R(ot—vp)<{— 8 <o.

Sl.

0;

Donc, a partir d'une certaine valeur zy de z, on aura
d’on
ort

R(sa) <

le] < legle p’
v, désignant la valeur de ¢ pour r =
0 g p 0y

et par suite lme = 0. C. Q. F. D,

Cetle proposition, comme le résultat analogue démontré a la fin du para-
graphe I ne souffre aucune exception.
Une derniére remarque : comme o est essentiellcment réel posltlf la méthode

precedente se trouve en défaut quand on a pour tous les uy

o
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ou
mps—(n—A~).

Mais on n’a pas a s'inquiéter de ce cas d’exception, car les intégrales de
I'équation (1) sont alors réguliéres pour x trés grand.
VII. — Des séries de polynomes.

Les conclusions des paragraphes 11 et VI sont susceptibles d’unc application

importante. Elles permettent er: effet de résoudre le probléme suivant.

Soient
Pﬂ(x)’ Pi(‘”); P2(x): teey Plr(\x))
une mfinité de polynomes entiers en z, hiés entre eux par une relation de
récurrence de la forme suivante :
(l) QL Pn+k+ Qk—l Pn+k—1+- . Ql Pnz+1 = Q()Pu =0, .

ou les QQ sont des polynomes entiers en 2 et en x. Formons maintenant la
série
(2) oo Po+ oy Pyt oo+ 0, Py 0o

NN

o les o sont des coefficients constants quelconques. Cette série sera conver-
gente tant que le point x restera intérieur & une certaine région du plan, et
divergera quand le point z sorura de cette région. On demande quelle est la
courbe qui limite cette région de convergence.

Javais donné une solution de ce probléme dans une communication que j'ai
faite a la Société mathématique de France en novembre 1882 et dans une Note
que j'ai présentée a I Académie des Sciences de Paris le 5 mars 1883 (1).

Voici quelle est la méthode que jemployats. J'envisageais la série suivante :
(3) ‘ y=Po+z3P +. .4 22P,+...
qui représente une fonciion de 5 et de . On voit aisément que cette fonction

1
de
satisfait & une équation différentielle de la forme suivante :

A1 Ay Al it
u[J i = (27
(4) Rp g5 + Bomi gy o+ Ri 2 + Roy = 8,

ol les coefficients R et le terme tout connu S sont des polynomes entiers en z

(1) Ge Tome, p. 223,
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et en 5 (). On obtiendra les points singuliers des intégrales de cette équation
(en regardant un instant  comme une constante et z comme la seule variable)

en égalant a zéro le coefficient R,. Soit

& =%

celle des racines de l’équation R,=o (qui est une équation algébrique en 5)

o’

dont Ie module est le plus petlt La condition nécessaire et suffisante pour que
1 a
"1

C)J

la sér c'est

ol
:‘,
D
D
—~~~
v
nl
o]
,CD
Ln
w
=}
-
o
CL
)
=
[l
Cb N
)
4]
L]
.
=~

mod 3 < mod ¢.

Or « est évidemment une fonction de z. Donc pour une valeur quelconque
supposée donnée de z, la courbe qui limitera la région de convergence de la

série (3) dans le plan des x aura pour équation

mod & = mod 3.

., . . L. ny—
On en conclut aisément que, si les coefficients de la série (2) sont tels que Ve
tende vers une limite finie et déterminée quand n croit .indéfiniment, la courbe

qui limitera la région de convergence de la série (2) aura pour équation

mod & = const.

{/7, ne tend pas vers une limite déterminée.

Depuis M. Pincherle a publié dans les Annali di Matematica un Mémotre
ot il traite par la méme méthode des questions analogues. (Sui sistemi di func-
tiont analitiche ..., 2° série, t. 12.)

LY | ___ _ ‘. T hi A S =\ T~ 4 | P

I¥L. J:'I ﬂ 1C 311Vlbage une 1oncluaon quelCOIquE ‘l’k.’lz, A:), ld aeveloppe €l
série selo les puissances croissantes de z et de 5; il ordonne ensuite cette

série suivant les puissances de s de telle fagcon que I'on ait

(5) Pz, 3)=Py+ D12+ Doz, .+, 37+ ...,
. , ) .
®,, Py, Do, ... étant des fonctions de x. Si 'on connait les points singuliers

de ®(z, 5) considérée comme fonction de 5, on trouvera aisément, comme nous
venons de le voir, les conditions de convergence de la série (5). Considérant

ensuite la série plus générale

(5bfs) Oto‘i)g+061‘i)1+---“‘§“afz¢n+--'9

(') L’entier p est le degré le plus ¢levé des Q, en n, le coefficient R,_; est le produit de zr—*
par un polynome en z de degré k; la démonstration en sera donnée plus loin. (1.D.)
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ol les o sont des coefficients quelconques, M. Pincherle en détermine les

conditions de convergence en recherchant un nombre Lel que

lim o, (R 4+ ¢) =0, limea, (R —c¢)y 7= (pour n =x).

. . v, < - = A Shis
quelque petite que soit la quanlité positive ¢. 1l est clair alors que la série (2°¢)

sera convergente ou divergente en méme temps que

PP R+ RZ 4. .. +PyRE+. ..,

Cette méthode, employée presque stmultanément par M. Pincherle et par
moi, est sujette & I'inconvénient que j’'a1 signalé plus haut. C’est ce qui m’a
décidé a V'abandonner et & employer de préférence les résultats des para-
graphes Il et VI du présent Mémoire.

La relation de récurrence (1) est tout a fait analogue a 'équation (1) du para-
graphe II. Les polynomes P, y jonent le méme réle que jouaient dans ce para-
graphe les quantités inconnues u, et les coeflicients Q sont des polynomes
entiers en n, pourvu gqne nous regardions un instant £ comme une constante.

La régle du paragraphe cité nous permettra donc de déterminer la limite du

rappnrt
P

b, (pour n = x»).

Supposons en effet que les polynomes Q soient d’ordre p en n, ¢t soil A;le

coefficient de n? dans Q.. Formons I’équation
(6) Argh Ap 38, .+ Az +Ay=0.

Elle sera analogue a l’équation (2) du paragraphe II.
I est & remarquer qne les coefficients A sont des fonctions de z.
Imaginons que « sott celle des racines de I'équation (6) dont le module est
le plus grand, « sera aussi une fonction de x et 'on aura, en général,
‘ P
(7) lim 5= =«

et, par conséquent,

(8) lim\ P}ii“\: |2 .

i no |

Cela posé, quelles sont les conditions de convergence de la série (2)?

Formons la série de puissances

(9) s A A T, 2% - U g L

L
(43
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Elle aura un certain ravon de convergence s, ¢’est-a-dire qu’elle convergera
g £ g

pOllI'Vl] que
[ 3 S
[ €] ~ P

Je dis que, si nous laissons de coté certains cas exceptionnels, sur lesquels
nous reviendrons plus loin, la condition nécessaire et suffisante pour que la

série (2) converge s'écrira
[2] <p.

En effet considérons une valeur de z pour laquelle cette condition soit

remplie. On trouvera toujours un nombre ¢ tel que
Ja| < ft] <p.

Pour cette valeur de ¢ la série (9) convergera; de plus on aura, a partir d’un

certain rang,
| P | <27,
| o Py | < o tni.

Donc tous les termes de la série (2) seront plus petits en valeur adsolue que
les termes correspondants d’une série convergente. Donc la série (2) conver-
gera. €. Q. ¥. D.

Supposons au contraire

[o] > p.

Nous choisirons ¢t de telle facon que

loe| > | 2| > p.

Il en résultera que la série (9) sera divergente et que la série (2), dont chaque
terme est plus grand en valeur absolue que le terme correspondant de la
série (), divergera également. C. Q. F. D.

Il résulte de la que les courbes de convergence des séries de la forme (2),
c’est-a-dire les courbes qui limitent les régions du plan ou les séries de cette

forme convergent, ont pour équation générale

Voicr quelques exemples : Soit d’abord
(n°+ 0P, s—2n22P, 4+ (n24+22)P, =0

la relation de récurrence qui lie trois polynomes P consécntifs.

Formons I'équation (G), elle s’écrira

32— 23T + 1= 0,
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et aura pour solutions

s=xxyzrt—,
on en conclura que les courbes de convergence ont pour équations
| # = /22— 1| = const.

si 'on a soin de choisir le signe + ou le signe — de telle fagon que le pre-

mier membre soit aussi grand que possible.

Posons
I I
- e=i ()
il viendra
1 1\?2
wor=g(t-g)
d’on

i

x =/ a2 =£ ou

A chaque valeur de z correspondent deux valeurs de £ dont le produit est
égal 2 1. L’'une d’elles aura donc son module plus grand que 1, autre son
module plus petit que 1. Nous choisirons celle dont le modale est plus grand
que 1. On aura alors

EJ>H

oer)

et par conséquent les courbes de convergence auront pour équation

lE| = const.
Soit
'|E§=t7 E—_‘tei(h:
il viendra .

1 1 ) I .
x:—(z+ —) cosdP 4 —(tw-) sin®.
2 4 9 A

Les coordonnées du point z auront pour expression

]/z A @ 4
(;k—%?)cos et 5(‘

¢ I sin @

7)o
Pour avoir les courbes de convergence, 1l faudra donner a ¢ une valeur cons-
tante et faire varier @ de o 4 2=. On obtiendra ainsi une ellipse ayant pour
foyers les points == 1. Ce sont donc ces ellipses qui sont les courbes de conver-

gence des séries de la forme

a0P0+ a1P1+ 12P2+...+ fxn[)n —+ e
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Comme deuxiéme exemple, supposons que la relation de récurrence (1) s’écrive
e—o2n2z P, s+ (n2x2—n?)P,=o0.
L’équation (6) s’éerira

et aura pour raetnes

S1 donc p est le rayon de convergence de la série $z,¢%, les condittons de

convergence de la série Ta, P, s’écriront

lz+1[<pg,  Je—1|<p.

cercles décrits avec g pour rayon, des poinis -1 et — 1 comi
courbes de convergence seront donc formées de deux arcs de cercle de méme
rayon, ayant pour centres ces deux points et limités en leurs points d’intersec-
tion sur I'axe des parties imaginaires.

Il est a remarquer que ces deux cercles ne se coupent que s1 leur rayon est
plus grand que 1. La série Xa, P, ne converge donc pour aucune valeur de z si
la série Ta, n’est point convergente. |

Passons maimntenant aux cas d’exception dont j'ai parlé plus haut et que
nous avions provisoirement laissés de coté. Le premier de ces cas se présente
quand I’équation (6) a deux racines qui, sans étre égales, ont méme module et
un module plus grand que celui de toutes les autres. Ce cas ne se présentera en
général que pour des valeurs particuliéres de z, 3 moins que I’équation (6) ne

soit de la forme
[3—9(xz)][s—e2s(x)]DP(3 x)=o,

o désignant une constante, ¢ (x) une fonction de x et ® un polynome entier
en 3. Il arrive alors que le cas exceptionnel dont nous parlons se présentera

pour toutes les valeurs de z ou pour toute une région du plan. Mais on pourrait

- SN | . R

O P L O S — [ IR R .
1es Ultdl,b l.l .l ont cLe ©A PUbéb Udlid CC Pdl'i:l 'I"dl)l].ﬁ lJ. en supsisient Pd

VO'[ ({"le

U}

moins. Nous n’avons done pas & nous inquiéter de ce premier cas exceptionnel.

Le second cas est plus important. Nous avons vu dans le paragraphe I que
si u, est I'intégrale générale de I'équation (1) de ce paragraphe, et si «, 3,...,A
sont les racines de I'équation (2) rangées par ordre de module décroissant, on

aen général
!im url—i—l _
Un



SUR LES EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENTIELLES ORDPINAIRES, ETC. 277

mais que pour certaines inte’grales particuliéres ou peut avoir

. Ut
lim—% =3, v,... ou A
Un

Appliquons cela au cas qui nous occupe. Nous pouvons choisir arbitrairement
nos & premiers polynomes Py, P,,..., P,_,, les polynomes suivants Py, P,
... étant déterminés successivement par la relation de récurrence (1).

Soient a, 3, ..., & les racines de 'équation (6) rangées par ordre de module

décroissant. On aura en général

l)
lim -2+ —

Pn —

¢’est-a-dire que s1 'on choisit d’une maniére quelconque les & premiers poly-
nomes P, ce n’est que pour certains choix particuliers que cette relation pourra

cesser d’étre vraie ¢l qu'on pourra avoir

’

Pli—i—l

lim- P, =83,7v,... ou A

Ainsi pour certains choix particuliers des premiers polynomes, il pourra y avoir
exception. A quelle condition un pareil cas exceptionnel pourra-t-il se pré-
senter ?

Pour nous en rendre compte cherchons a former 'équation (4). Ecrivonsle

coefficient Q; de la relation (1) sous la forme suivante :
Qi=Ai,(n+i)p+Aipa(n+U)p + o+ A+ i+ Aun(n 4+ D1+ Aeln +1),,
ou les A sont des polynomes entiers en z et ou
| ng=n(n—1)...(n—gq +1) ny=n, no=1I.
Il est aisé maintenant d’écrire I'équation (4). Soit en effet, avec

&
2: 2: dfl_y
— oL o
l‘q-—- C(I”Lér .67, C(l'.‘” z”l-zqggf’

=1

le premier membre d’une équation de la forme (4). Substituons a la place de

L. dy .
y la série ZP,z7 et observons que 37 &t = Xn,3"P,, ce premier membre

dz4
deviendra
q=p
Z 2k W [0y Cat Pt (24 0 Cphmr Pas b (2 4 ko Cgo P ).
n q=0

Nous devons nous arranger de telle sorte que tous les termes ou 'exposant de z
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dépasse une certaine limite disparaissent. On remarquera que le coefficient
de z7+% ne dépend que de Py, ..., Py et peut s’éerire :
=k
N Pasi[(n+ i)y Cpypmint (1 + D)pmt Cpmtpmit oo (R 4 Do Coi]
=0 ' '
Pour qu’il soit nul en vertu de la relation (1), et de l'expression des
Qy, il suffira de prendre Cy4 ;= A;,, g variant deoapetideoa k (V).

w7

Le premier membre de I'équation (4) s’écrit donc

q=p /m=k
1
A-k‘-—qn q_zm -1/ i‘i_l_y
Z 2 ’ dz?
¢=0 =0

ou encore, en remplacant U'indice m par I'indice i = k — m, qui varie aussi

entre o et &,
. d7
2 Aig 20+ dz{;

quant au second membre, on le trouvera ausst aisément : Le polynome P,
n’est défini que pour les valeurs positives de »; convenons, par définition,
d’écrire
P_:[:P_Q:.o.:l)_]l: .= 0.
Quand, dans le premier membre de la relation (4), on calculera le coeffi-

cient de 27 pour n = — 1, — 2, ..., — k, le résultat de ce calcul ne sera
pas nul; appelons II, | I, ..., II; ces résultats.
On verra alors que le résultat de la substitution de y = P, 3" dans le pre-

mier membre de équation (4) s’écrit
Oy 2i—1= U352+ ., 4 [y,

L’équation (4) s’écrira donc

(4) 2 Al',kzkm—H_{] %: an gh—n,

Ainsi dans le premier des exemples eités plus haut, le premier membre (4)
s’éerira
d2.}l d’l/
C-lz—g(z*—'zzrz3—+— 32) + ﬁ(zf’ +2232—33) + y(x¥3'— 2235 + 3).

(*) On a modifié légérement ici I'exposition de H. Poincave, qui avait introduit sans nécessité
le développement des A, suivant [es puissances de. z : A, = LB, ;,x" Le résultat est donc
valable dans Je cas ol Jes A, ne sont plus des polynomes en x [el par suite les P, non plus].

(3. D)
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En général une équation de la forme

N Y _ g
gt T

(les R et S étant des polynomes entiers en z) présentera dans le voisinage du
point z = o (et par conséquent dans le voisinage d’un point z queleconque) au
moins une intégrale particuliére holomorphe.

Il n'y aurait d’exception que si tous les polynomes R s’annulaient a la fois
pour z=o0, ou si le point 3= o était un point singulier logarithmique, ou
plus généralement un point singulier dont I’¢quation déterminante admet des
racines entiéres.

Il résulte de la que s1 'équation privée de second membre

., diy

A Iv; d—;" =0
admet p intégrales holomorphes linéairement indépendantes, I'équation &
second membre en admettra (p -+-1) (ou n’en admettra aucune, dans les cas
exceptionnels dont il vient d’étre question).

Ainsi, si nous revenons a 'équation (4) qui nous occupe ici, le point 3 =0
est pour I'équation sans second membre un point singulier ordinaire dont
’équation déterminante n’a pas en général de racines entiéres. Done en
général, I'équation a second membre admettra une intégrale holomorphe et

une seule, ¢’est 'intégrale

ZP, 3"
., . ., . de .
Egalons maintenant & zéro e coefficient de 3:%’ ce qui donne
(9) z‘px’A/y’ﬁ-m,pzmz 0

et, considérant dans cette équation £ comme une constante, envisageons les
diverses valeurs de 3 qui annulent Ie premier membre (7). Soit « celle de ces
valeurs dont le module est le plus petit (a part z = o, bien entendu). Dans le
voisinage du point 2= [ s1 & est une racine simple de P'équation {g)i, I'équa-
D i L i 1 Nt S 4 1
tion & second membre (4) admetira en général p intégrales holomorphes
linéairement indépendantes j,, jo, ..., Jp et une (p - 1) non holo-
morphe j,. dont il sera aisé de trouver le développement.

Ces développements seront valables a 'intérieur d’un certain cercle ayant le

(') Cette équation (g) se réduit 3 (6) quand on remplace = par ; (J. D)
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point @ pour centre, et c’est ce cercle que 'on peut appeler le domaine du
point a, de méme que le cercle qui a le point zéro comme centre et |a | comme
rayon, et i 'intérieur duquel la série 2P, 3" est certainement convergente,
s'appellera le domaine du point zéro.

Ces deux domaines ont une partie commune. Si dans cette partie commune,
$P,3” s'exprime linéairement a Paide de ji, j, ..., jp, la série 3P,z7 sera
et 'on aura

convergente pour des modules de 5 supérieurs a |«

1

j«d

- pn 1
lim | 2=

>

n

Mais cela n’arrivera pas en général.

Je w’en dirai pas plus long sur ce second cas exceptionnel, qui demanderait
une étude plus approfondie, et je passerai a un troisiéme cas exceptionnel non
moins tmportant que les deux premiers.

Reprenons la relation de récurrence (1) et supposons que dans celte rela-
tion les coefficients Q;, regardés comme des polynomes entiers en n, soient
tous de degré inférieur au premier d’entre eux Qy, ou bien que U'un des coefli-
cients Q; soit de degré supérieur a Q. Il arrivera alors que I’équation (6)
aura toutes ses racines nulles, ou bien aura une racine infinie. Nous avons
appelé « celle des racines de cette équation (6) dont le module est Ie plus grand.

Nous aurons ic1

lz|=0 ou bien =« .
el, par conséquent,
. P .
lim|-2t| =0 ou bien o,
P,

La méthode exposée plus haut pour trouver les courbes de convergence des
séries Ta, P, se trouve done en défaut, et c’est le cas d’appliquer les princtpes
du paragraphe V1. Posons

P,= P, (!
Les séries Za, P, deviennent

: - o, (n )P,

YA

et sont ordonnées suivant les polynomes ¥, au lieu de I’éire suivant les poly-

nomes P,. Les courbes de convergence des séries de la forme ¥,

. Seront

done les mémes que celles des séries de la forme Zx, P,,.

La relation de récurrence .
(l) EQian-i:O

devient
X Q{f Pf'H-i = 0,
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Q= o[ 5

Nous avons vu dans le paragraphe VI qu'on peut toujours trouver une
valeur de i positive ou négative, telle qu’aucune des fonctions Q; (considérées
comme fonctions de 1) ne soit d’ordre supérieur a (), et qu'une d’elles au
moins ne soit pas d’ordre inférieur.

Soit alors g le degré de Q) de telle sorte que

14

et soit
!
lim =~ — A! n
7 d (

(
X

Nous formerons I’équation
(6515 ZAls=
dont les racines seront toutes finies sans étre toutes nulles. Nous appellerons =
celle d’entre elles dont le module est le plus grand; | o | sera en général une

foncuion de x, et les courbes de convergence cherchées auront pour équation

générale
|a' | = const.

Je prendrai pour exemple les polynomes de Legendre (') qui sont liés entre

eux par la relation de récurrence bien connue,
() Pupp—22(2n +3)Prg+4(n+1)*Pr=o.

1
Dans ee cas 'éqnation (6) s’écrit
4 = o,
et I'on voit aisément alors qu’elle a deux racines infinies et que, par conséquent,

la méthode générale est en défaut. Posons alors

P, =1 (n! I
La relation (1) deviendra

Plio(n+2)p(n4+jb—aoz(on +3)(a 4+~ )00+ 4(n+1)°P), =0

at a1 Pan mrand — 3 alla tAanrinn
CL o1l L UL pciau lJ-—--.l,UllCDCLllld
(1his) (2430 +2)P) s —22(2n+3)Y(n+1)P) +4(n+1)2P), =0,
. . - p an Sy s
('} H Poincaré adopte ici la définition : Pp = a7 (x*—n, c'est-a-dire Ppo=22nlX, o0 X,
cst la désignation couranie, (J. D)

L B 59 r an
n. r. — 1. 20
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d’ot 'on déduit I'équation
(60is) 32— 43+ 4 = 0.

Cette équation ayant pour racines

1= z Ayt —1,

P)

on en déduit comme plus haut que les courbes de convergence sont des
ellipses ayant les points == 1 pour foyers, ce qui, est un résultat bien connu.
Un autre cas exceptionnel, que M. Gourier a bien voulu me signaler, est

celui ot les racines de I'équation (6) ou de I’équation (6 bis) sontindépendantes

de x.
Prenons pour exemple les polynomes P, définis par la relation
dn
p— —1 3
ganle)=Pue,

et liés entre eux par la loi de récurrence

(1) Pora+2xP,y+20n +1)P,=o0.
I’équation

(6) 2=o0

ayant ses racines infinies; nous poserons

1
P”:::. P’n(n‘)Q,
d’ou résulteront les équations
(1¥is) V(in+1)(n+2)Pra+22yn+1Ppy+2(n+1nPy=o,
(6%%) P 2842 = o.

Les racines de Péquation (6%+) sont ==/~ 2 et sont par conséquent indé-
pendantes de x, de sorte que les régles précédentes se trouvent encore en

défaut.

Pour traiter ce cas exceptionnel, imaginons d’abord une relation de récur-

(l) EQIEPII+£-: 0;

ou les coefficients Q; sont des polynomes entiers en n et en & [ce qui, comme

on le voit, n’est pas le cas de la relation (1#)] et formons les équations (4)
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et (6) correspondantes
P

dq
(4) 2 R, 52 =5,
(6) ZAjZi_—'_ 0.

Soit « celle des racines de (6) dont le module est le plus grand; supposons
que cette racine soit indépendante de .

Que dire alors de la série Za,P,? Si le rayon de convergence de Ia série
Za, t* est plus grand que | ot |, la série Zx, P, est toujours convergente; si ce
rayon est plus petit que |al, la série Zx, P, n’est jamais convergente; enfin

si ce rayon est égal & ||, nous ne pouvons rien dire, ou plutdt le crité-

rium fondé sur la limite du rapport ot go trouve en défaut. On doit done

u’l

recourir & d’autres critéres de convergence dPS séries; par exemple a celui-ci.

On pose
Upn+1 _ Er-z_
Un !

et Pon cherche la limite de 3, pour n = «. 51 cette limite a sa partie réelle plus
grande que 1, la série est convergente; si elle a sa partie réelle plus petite que 1,
la série est divergendte.
Appliquons ce principe au probléme qui nous occupe.
'

LvLI'lVUIl 51d e clElUIl \l) sous 1a IOI‘ﬂlP SUIV&DEG en UI‘(lOIlDaIlL SPlOIl le PUIS*’

sances déeroissantes de » :

nPE AP, 4+t ZBP i+, . =0,

les A; et les B; étant des polynomes en x indépendants de n. Nous savons que

(6) EA[.Z£=

a une racine indépendante de 2. Nous pouvons supposer que cetle racine est

égale a 1, car si elle était égale a &, nous poserions

P, = anP!

et nous remplacerions les polynomes P, par les polynomes P;,, ce qui ne chan-

0l
gerait pas les courbes de convergence..
On aura done
TA;=o0,

Jappelle F(z) le premier membre de 'équation (6), on aura

F(1) = o,
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_ B’l _ gn pn+1
Pn+1-—-—Pn(l‘_"n), P’I+2—Pn([—_;)(l—§—+'__l)..

Soit donc

Ecrivons maintenant la relation de récurrence (1) en remplacant les I par
ces valeurs et en ordonnant suivant les puissances décroissantes de n. Nous

aurons en divisant par P,
nPEA;—nP 1Ay i+ nP-1EZB;+ des teries en P2, nt=3, .. . =o.

Dans cette formule, on a posé

Yni=— ﬁn-*- B +. o+ .3n+z'—1-
Silim 3, = 3, on aura

| L— PR

o ey e s o SV A - e [ N -
D1 1 OL l(:l[ldl(iut? Ll € 43— U, UL YCITd Llut; ic LEriie cn fl:p

premier terme s'éerit
n? 1(EB;— X Af'\(n i)

A la limite ce terme doit s’annuler, ce qut donne

BEIA;= ZB;
ou
_ SB; _ B
P=sm, T vy

Za, Py,
ou
Up+q e .
— 1oy Iim v, = v.
“n n in=9

La condition de convergence s’écrira
R(Z+7)>1.
I1 résulte de 1a que les courbes de convergence ont pour équation générale

L 4

R(f) = const.

EB,]
B[F‘_Ti_) = ¢const,

L -

ou

; . . I . .
vante. Pour eette equat_.mu le Pomt z=— - estun noint sin

Ce résultat peut se rattacher a I'étude de I'équation (4) de Ia maniére sui-
,,,,, 1L10Y 1 o
o Ir o

ulier, mais nous avons
montré plus haut comment on peut toujours supposer « = 1. Le point singu-

lier que nous avons a considérer est donc z = 1. On a alors

. P
lim — 22 =,
P"




SUR LES EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENTIELLES ORDINAIRES, EtTcC, 285

et la série TP, 3" qui est une intégrale de 'équation (4) est convergente dans
le cercle de rayon 1. Nous supposerons que le point z=1 est unc racine
simple de I’équation (6), alors les racines de I'équation déterminante corres-

pondante seront
0, I, 2. ..., p—2,

Cherchons la valeur de p. Le premier membre de I'équation (4) s’éerit, en

reprenant des notalions employées un peu plus haut,

A z/t+q—i_
2 i d o

Or si 'on remarque que ces notations donnent

Aj: Al‘[)y
B, = Ai.p——1+ Aip I:P!'»— (P —I)(p - 2)])

2

on verra .que les deux premiers termes’'du premier membre de I'équation (4)
seront

d/)—l.y

APy . Cns
S A ghrp= Tar TP A ghrpi-d g

-+ (p—1){p—2) 2 A zhrp—i-1 de—ly + ZByghrp—it 2 dr-iy

5 . a3
2 ) dzp—1 dapr—1

ry

pour z =1, le coefficient de %2 vannule et si Pon divise par z — 1, le quolient
a3zl

. o . dr—1 9
se rédmt & — I (1); quant au coefficient de -d———‘J- il se réduit a
F A

EB;— p F(1).
L’équation déterminante s’écrit alors

—Fe(g—1)...(p—p+1+[EBi—=pF()]s(p—1)..(p—p+2)=o0.
&

On tire de fA
=B,
“:F-"(T)H
ou
p=128—1.

Crs

sup
de la limite 3; je crois qu’il n’y aurait pas de di fﬁculté a démontrer cette

11 est aisé d’apercevoir le défaut de ce raisonnem nose Vex
existence mais cela m’entrainerait trop loin.
Parlons maintenant des cas ol la méthode précédente ne s’applique pas, et

d’abord revenons sur exemple dont nous avons parlé plus haut et considérons
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les polynomes

I
e dxn )
L’équation (l””) ordonnée suivant les puissances décroissantes de n s’éerira

, - 3
n(Phyy+ 2P )+ \/n'sz;H: + (; Pl + P$:+1) ... =o.

N

La présence du terme en y/r empéche que la méthode précédente puisse s’ap-
pliquer. De plus une autre difficulté, spéciale également au cas qui nous

occupe, vient encore s’ajouter a la premiére. En effet, 'équation

(6is) F24-2=0

a deux racines de méme module. On en conclut que 'on peut poser
Pl = Q.+ Ry,

Q. et R, étant des fonctions de x telles que

. . - . R .-
fim —é“" = £y/2, lim £+1 =—i/2,
i1 mn
‘PI
tandis qu’en général -5 ne tend vers aucune limite.

n
De plus Q, et R, satisfont & la méme relauon de récurrence que P). Posons

alors
n

4
Qpn= Q% in22’ Rp= R} (— i)n-zg?
il viendra

([ter) n(— Q;H,—}—Qh)—lﬁ\/{zn21:517Q$,T1+.--=0,

(1quater) n(— R o~ Rj) — \/27.25.2:‘}{':,_,,1—%—...:0.

Posons ensuite

‘ . Quat = Q,"(l_ _p_>3 .Qn+2= Qrit (l— ‘/ﬁ'H-I ).

Vn n -1

La relation (1'") ordonnée suivant les puissances décroissantes de n s’écrira

d’ou \/H(@n—*'{3n+1)+\/-2—712£xQ;1+1-+-_”:0,
ou

Si de méme on pose

on trouvera
lim B, = 2ix /2.
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Soit maintenant la série
Ta,Qp

3]
o

On+1 Yn

= — — iimYn=Y=Y0+iT1'

Ap \/n

La condition de convergence sera

partie réelle de (v 4+ 2i2 /2) > o.

En conséquence les conditions de convergence de la série
z 8 an
s’écriront

(partie imaginaire de x)? < -éyg

287

Les régions de convergence sont donc limitées par deux droites paralléles a

I'axe des quantités réelles et situées, de part et d’autre, a égale distance de cet

axe. L’ensemble de deux de ces droites forme une courbe de convergence.

De méme, en supposant que les coefficients de Ia relation (1) soient des poly-

nomes entiers en n, auquel cas la difficulté précédente serait écartée, la

méthode exposée plus haut serait encore en défaut, si F'(1) était nul. Voic

comment 1l faudrait opérer dans ce cas :

1° Supposons que F'(1) soit nul sans que B, le soit. On posera

h ] |

Supposons, pour fixer les 1dées, k = 2; la relation (1) s’écrira

QQ(I_‘/nB-H — ;':_Hl) (I“%W%)+Qi(l— ;/p—ﬁﬁ Y;”)—f—Qo=o.

I1 vient en ordonnant suivant les puissances décroissantes de » et en posant

Qi=A;nP+ Bynp14- .,

"y

nP(Ay+ A, 4+ Ag)— B’ 2(2Ag4 A) 4 nr—1(By+ B, + B,)

+ Ay nP=182 4 nP—1(ynyy Ay 4 YnAa+ YnAy) +...= 0.

llm Yn~ Y,

lim(yr+1Az+YrAr+ YA ) =1 F (1)
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il viendra, en tepant compte de

F(l)= AQ+A1+A0=O,
F(1)=2A,+ A, = o,
et en divisant par nP~!

Ag?ﬂ-{—- Bg*i— B1+ By + H =0,

i

H représentant des lermes qui s’annulent avec ~ On tire donc de la

— X B;
2 =20,
p A,

Les courbes de convergence ont pour équation générale

partie réelle de 8 = const.

2° Supposons maintenant que I (1) et ZB; soient nuls a la fois; dans ee cas
le point 5=1 est un point singulier pour Péquation (4) dans le voisinage
dugquel les intégrales sont réguliéres. (Elles sont irréguliéres lorsque (1) est

nul sans que EB; le soit). Les racines de I’équation déterminante seront

o, 1, 2, 3, ..., p—3, p et u'
SiT'on pose
{
' n\‘
on aura
lim 3, = p 41,

w étant celle des racines ' et " dont la partie réelle est la plus petite.

VIII. — Reésumsé.,

Dans ce travail je me suis proposé plusicurs buts, mais le premier et le plus
important d’entre eux était de contribuer a 'étude des intégrales des équations
linéaires dans le voisinage d’un point donné. Si en effet nos connaissances sont
assez complétes a ce sujet lorsque le point donné est un point singulier a inté-

Ii

grales réguliéres, nous ne savons presque rien sur les inté

rales 1 irréguliéres

eo
el
J'a1 cru quil ne serait pas Inutile de montrer comment on peut trouver une
fonction simple dont le rapport a U'intégrale étudiée tende vers I'unité quand
on se rapproche du point singulier. C’était un premier pas dans I'étude de ces

intégrales irréguliéres.



SUR LES EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENTIELLES ORDINAIRES, ETC. 289

Pour atteindre ce but, j'ai di employer comme auxiliaire la transformation
de Laplace, et j’al été-amené en passant, & compléter la théorie de cette trans-
formation, comme nous le permettent les progrés récents de nos connaissances
sur les variables imaginaires. J’ai rencontré ainsi deux théorémes qui peuvent
d’ailleurs se démontrer aisément sans 'aide de la transformation de Laplace.

En premier lieu, si une équation linéaire d’ordre n a pour coefficients des
polynomes de degré p en x, elle admettra (n — p) intégrales indépendantes holo-
morphes dans tout le plan.

Le second théoréme peut faciliter la recherche des cas ot une équation
linéaire admet comme intégrale un polynome entier.

Les équations différentielles linéaires présentent la plus étroite analogie avec
les équations aux différences finies de forme linéaire, ou en d’autres termes,

avec les relations linéaires de récurrence entre (A -+ 1) quantités consécutives
Upirky Untk—ty -y Upypry Up.

Cette analogie se poursuit dans les résultats, et la méme méthode qui permet
d’étudier les intégrales irréguliéres des équations différentielles, nous donne,

: , . u
dans le cas des relations de récurrence, la limite du rapport —=*

9 Up

Ce résultat a une application immédiate dans la recherche des courbes de

pour r infini.

convergence des séries ordonnées suivant des polynomes [récurrents], c’est-

a-dire des séries de la forme

a0P0+ OC1P1—+-...-+-C€,,-,P,1 +..-,

lorsque les P sont des polynomes entiers en & et qu’il y a une relation de récur-
rence entre k-1 polynomes consécutifs.

Ces considérations font comprendre comment j’a1 été conduit a réunir dans
un méme travail des recherches en apparence trés différentes et cxpliquent un

défaut d’'unité que je prie le lecteur de vouloir bien excuser.

Paris, 10 novembre 1884.

. »——q-—“oai——w—_ .

-
|
=
X
-3



SUR

LES INTEGRALES IRREGULIERES

DES

EQUATIONS LINEAIRES

Acta mathematica, t. 8, p- 295-344 (1886).

I. — Séries asymptotiques.

Tous les géométres connaissent les curieuses propriétés de la série de Stirling.

Cette série :

‘ logT(z+1)= !Elog('rrc)q- (\x+ ;_.) Iogx—x—k-% -;; — 3224- ;Ié + 3]3—23 ;—3 —.e
est toujours divergente. Cependant, on peut en faire légitimement usage pour
les valeurs trés grandes de z. En effet, les termes aprés avoir décru avec une
trés grande rapidité, croissent ensuite au dela de toute Limite. Mais si 'on
s’arréte au plus petit terme, 'erreur commise sur la valeur de logl'(z 1) est
trés petite.

En d’autres termes, la série de Stirling représente asymptotiquement la fone-
tion logT(z -+ 1); c’est-a-dire que si S, est la somme des premiers termes de

cette série iusques et y compris le terme

+_ Bn 1

T on(an—1) zn’
I’expression
N logl'(x +1) — 8,
tendra vers zéro quand z croitra indéfiniment.

Il existe évidemment une infinité de séries dont les termes aprés avoir décru
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trés rapidement croissent au dela de toute limite. Si, par exemple,

Ai) AE! .y An,

sont une série de nombres tous plus petits que 1, mais ne tendant pas vers zéro,

la série

A A A

——11+-—;al.2-+- 3= .1.2.3...n +,

x xn

S r]:vrn'“nnnnl'n ~ ¥ ]’nn xr FwmNiryrnamnn r]nr: +fnrmrmmaoae n11Co1 rwwnnr]c r'r-’nn 'rl\'l‘lr‘“n T\ NnI1o
a2Cld U VULSG ILC, L 1 vl J LIvwuyila wuwy LULLII, g aAuuooid blﬂlluﬂ l.iu Ul yUyuuld. lLfiaio
cependant si x est trés grand, les premiers termes décroissent trés rapidement.
Ainsi, stz =n et que n soit trés grand, le n'*me terme

est extrémement petit.

~ Je dirai qu'une série divergente

A A A
(1) Ay+ ﬁ+ﬁ+...+;:+_..,

L]

ol la somme des (n 1) premiers termes est S, représente asymptotiquement
une fonction J(z) si 'expression

tend vers zéro quand z croit indéfiniment. En effet, si  est suffisamment

grand, on aura
z?(J] —8,) e,
¢ étant trés petit; I'erreur
3

J—S,= —

Fradid
commise sur la fonction J, en prenant les n -1 premiers termes de la série, est
alors extrémement petite. De plus, elle est beaucoup plus petite que I'erreur

commise en prenant seulement n termes, et qui est égale a

j_§ Ap+ ¢
- Y1 = Y ’
e étant trés petit et A, fini.
IV nictilta Aanas Aa ]r‘\ T clrin {:\ o rnmnnntann tant & fast anm Ta cdvin
11 LCIOUILLY Uuviilu uv 1 l.ll.lc 14 oavwliv \l} =A% DUIJJ.IJUI Llad LULLL f LAil LULRLILIAG 1d ovlid

de Stirhing ; que, s1  est trés grand, ses termes décroitrontd’abord rapidement
pour croitre ensuite au dela de toute limite, et que malgré sa divergence, il sera
légitime de s’en servir dans le calcul de J. Je dirai aussi quelquefois pour

abréger que la série (1) est une série asymptotique.
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On peut multiplier 'une par Paatre deux séries asymptotiques d’aprés les

mémes régles que les séries ordinaires. Soit en effet, asymptotiquement,

A A A
J(z)=Ay+ 5;1 +ﬁ +...+;§+. ,
(2)
. c AL A A,
J(w)=A0+}l+x_;+.--+;’;+-.’
en définissant S, et S/, comme plus haut,
A A,
Sp=Ao+ — 4.4y
r A’L
Shm= A+ = ... =
Les deux équations (2) signifient que
(3) hmaz2()] —S,;)=lma?*(J'— 8}, ) =o.

XT=—w r—w

Faisons le produit de nos deux séries d’aprés la méme régle que s1 elles

étaient convergentes ; soient

B B B
E=B0+-—1+—:+...+—n—1—...
x x xn

et Z, la somme de ses n premiers termes.
oy
Dﬂ

I -y = * h ] - I I .
Comme §,, et 2, sont simplement des polynomes en —> 0D aura évi-

demment .
lim x7(S,8,—Z,)=o.
On a, de plus,
J . J

m— = lIm & =1, lim — = lim — =1.

Sn Sh Ao Ay

C’est une conséquence immédiate des équations (3 ).
11 vient alors
!

< £
= — J =8 — .
J Sp -+ o’ Sn'Jf'xn!

lime =lime = o,

d’ou
’
EE
’ SIRE —+- S,t E'—-[- ;-—r-l,
1J'=S,8 + — ;
! !
4 I Es
S, tend vers A| et ¢ vers zéro; donc Sy tend vers zéro. De méme S, ¢’ et -

tendent vers zéro. Donc
lim 2#(JJ'—S8,8,)=o0

et, par conséquent,
lim z2(JJ' — £,) = o,
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ce qui veut dire que 'on a, asymptotiquement,

En particulier, il est permis d’élever une série asymptotique au carré ou a

une puissance quelconque. Soit maintenant
(4) F(3)=By+Bjz+...4+-Bpan+. ..

une fonction holomorphe de z dans le voisinage de 5 = o la série du second

membre sera cette fois convergente. Soit
' A
S = Ao -+ =1 —+.
x

= L. 5

une série divergente représentant asymptotiquement une fonction J. 51 I'on
éléeve la série S— A, & la puissance n d’aprés la méme régle que si elle était

convergente, on obtiendra une série (5 — A,)” ordonnée suivant les puissances

1 , .
. O ) ) S v ) _ A& n-
de - et représentant asymptotiquement (J o)

Formons ensuite la série divergente”
B+ By (S —A¢)+...+Bu(S —Ay)ym+. ..

N . . N . I .
et ordonnons-la suivant les puissances croissantes de = Nous ebtiendrons une

série divergente

G, G Cn
E=Co'+' -{; -—i—; —i—...-—l—-;;—}—...,

dont la somme des (27 -+ 1) premiers lermes sera £,. Je dis qu’elle représentera

Anxr Ikl e s AT A + 1
CI.D‘)' 1 IPLUI.].LI UCLILTIIL 1

En effet 3, et

Bh=Bo+ Bi(8, — Ao) + Ba(Sn— Ag)2+.. .+ Bo(S,— Ay)»

. i P ro .t .
sont deux polynomes entiers en - dont les termes de degré inférieur & (n -+1)
ne différent pas. On aura donc
lm 27 (%, — £},) = o.

X =

Je dis maintenant que:
limar[F(J] —Ay))— =), ] =o.

En effet, on aura évidemment

lim & [Bi(J — Ag )k — Bi(Sp— Ag)*] = o,
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puisque (5 — A, )* représente asymptotiquement (J — A,)4. Posons

Tn= Bo—l'- Bl(J w— A0)+-' == Bn(J —-Ao)”‘,

1l viendra
lim z7(T, — =) = o.

Il reste & démontrer que
lim #2(F — T,) = o.
Or, 1l vient
F—Tu=Bo (] — A+ 4+ Bo(J — Ag)ntiag-, .

ou, puisque la série (4) est convergente,

|F — Ty | < M[J = A [+ < M| 2(J — Ag) [+

pntt ’

M étant une constante positive assignable. Or, on a

a1 T 0,

limw(d —Ag)=A,, lima»
d’ou
. limar|F—T,|= 0. C. Q. F. D.
Ainsi, 1l est permis de substituer une série asymptotique dans le dévelop-

pement d'une fonction holomorphe comme s'il s’agissait d'une série convergente.

Soit, par exemple,

une série représentant asymptotiquement une fonction J. Elevons-la au carré,
au cube, etc., et appelons 52, §%, ... les séries divergentes ainsi obtenues.

Formons la série
L4+ S 4+ 324834, S, .,

. . . 1 . .
et ordonnons-la smivant IBS pUlSSEl[lCCS croissantes de .;‘. NOUS Obtlel’ldI'OD.S ainsi

une série 3 qui représentera aSymptotiquement la fonction

[
11—
Cela montre que I'on peut diviser 'une par I'autre deux séries asymptotiques
pourvu que le premier terme A, de la série diviseur ne soit pas nul.
En effet, s1 'on a par exemple

S=A0+%+...'——'—J
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r

la série 7 sera representee asymptothuement par la série dlvergente

)

| 7,

I s’ 8’
-+ A—g(Ao—-— S)-+- A—S'(AD-—S.)Q-F. .o

0

>

qu1 est facile a former.
Il est permis d’intégrer [terme a terme| une série asymptotique. Ainsi, si

I'on a asymptotiquement
= %:- %’—t—+£—f 4= 8,
]e dis qu’on aura asymptotiquement
An =5,

v A2 AS
lde = — 4+ — 4., .+ —————— +.
7 Tam T et

En effet, la premiére équation signifie que I'on peut prendre z assez grand
pour que ’
€
] J — Sn l < ;’.7[

quelque petit que soit €.
On en déduit
o oo E
!.-[ J dx—‘v[; S,dx ! < (t—-—-—-——-——n sy ’

X

ce qui veut dire que S' représente asymptotiquementhdx.
c. Q. F. D.

Il ne serait pas permis, au contraire, de différentier [terme a terme]| une

série asymptotique.
Nous dirons aussi quelquefois, si F, ® et J sont trois fonctions de z, que J

est représenté asymptotiquement par la série

FA; FA,
4 —2 ..

D +FAg+ — + >
x x

quand Ia série

' A
A+ i S ST

x at

F

représentera asymptotiquement la fonction
Il résulte, par exemple, de 'analyse qui précéde, que si l'on pose

F=e¢-z27y/anx,
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on aura asymptotiquement

C,F CeF

Mrr1)=F+ — + — +

T T ey

x xI?

les C étant des coefficients faciles a calculer; les premiers ont pour valeur

G = %’ Cr=— 5—4 -+
Nous avons dit jusqu’ici que z croissait indéfiniment, sans dire de quelle
maniére; mais il a été sous-entendu que cette variable croissait par valeurs
réelles positives. 11 est toutefois évident que la théorie n’est pas changée quand
on suppose que z tend vers l'infini avec un argument déterminé différent
de zéro. '
Voicl maintenant une remarque trés importante pour ce qui va suivre : Une
séric divergente ne peut pas représenter une méme fonction J quel que soit
I'argument avec lequel x tend vers I'infini.

Je dis, en effet, que .
x‘*’(J——A — —A—l — é}})

x x?

ne peut pas tendre vers zéro pour tous les arguments de & (ou du moins ne

peut pas tendre uniformément vers zéro), sans quot J serait une fonction holo-
I . :
morphe de —, et la série serait convergente.

On peut se demander si, pour un méme argument de &, une méme série peut
représenter asymptotiquement plusieurs fonctions différentes. La réponse doit
étre affirmative.

11 suffit, pour s’en assurer, de vérifier qu'il y a des fonctions J qui sont
représentées asymptotiquement par une série dont tous les termes sont nuls,

¢’est-a-dire-des fonctions telles que

lim Jz# =0

quel que soit n, quand x croit indéfiniment par valeurs positives.

To ac da Ia fanets
i vy L LAY 4L i

]
\

Fay oftal
] Ll LRIG l,

En revanche, pour un méme argument de 2, une méme fonction ne peut étre

représentée asymptotiquement que par une seule série.
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II. — Séries normales.

Je vals maintenant rappeler succinctement les principaux résultats obtenus
par MM. Fuchs et Thomé au sujet des équations linéaires.
Soit

- dn . dn—1
(1) Pp o2+ Pty ot

d
+...+ P‘lﬁ%—{_PO_}’:o

n—1

une équation ot les coefficients P sont des polynomes entiers en z. Je me pro-

pose d’étudier les intégrales

Sile degré des polynomes P,, P,_,, ..., Py va constamment en décroissant,

il y a n séries de la forme suivante :

(2) xa(Ao+ﬁ+i’-+ s

qui satisfont formellement a I'équation et qui, de plus, convergent si || est
assez grand. En d’autres termes, 1l y a n intégrales réguliéres.

Les valeurs de o sont données par une certaine équation déterminante; ilya
exception dans le cas ot la différence de deux racines de cette équation devient
un entier ; le logz peut alors s’introduire dans les séries.

Si le degré des polynomes P ne va jamais en croissant, mais ne va pas tou-
jours en décroissant, et si le degré de P, est plus petit que celuide P, 1l y a
dans certains cas m séries de la forme (2) (m < n) qui sausfont formellement
a I'équation, mars elles ne convergent pas toujours.

Enfin, s1on laisse de c6té certains cas limités et exceptionnels dont je parlerai

plus loin, on démontre qu'il y a n séries de la forme suivante :

3) | eoxa(Ao-;-él-;-ﬁ_;-...)

qui satisfont formellement a I'équation; Q est un polynowne entier en z. Une

pareille série s'appellera une série normale, et elle sera d’ordre p si le poly-

nome Q est d’ordre p.

I'une d’elles converge, on dira que 'équation admet une intégrale normale.
Mais cela n’arrivera qu excepuonnelle nent.

Passons maintenant a 'examen de divers cas exceptionnels.

Le polynome () étant supposé connu, a nous sera donné par une équation

L 38

up _
Ake 4L
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déterminante. Dans le cas ou cette équation a deux ou plusieurs racines
différant entre elles d'un entier, il pent y avoir exception, et 'on peut trouver

ait lieu d’une série normale proprement dite une série de la forme suivante :

eQz (Y, -+ logzr. gy + log? x Y+ ...+ logrz. 4, ],

L. ; . . . {
les L[J étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de =

Nous appellerons une pareille série, série normale logarithmique d’ordre p.

Soit a le coefficient de P dans , et supposons qu’aucune des séries nor-
males qui satisfont & 'équation (1) ne soit d’ordre supérieur a p. 1l arrivera
alors que ¢ nous sera donné par une certaine équation facile a former.

Dans le cas ou cette équation a des racines multiples, il peut arriver que le
procédé qui permet de former les séries normales devienne illusoire. M. Fabry,
dans une thése récemment soutenue devant la Faculté des Sciences de Paris, a
fait voir que I'on peut former alors des séries de la forme suivante :

ez,

1

ou Q est un polynome entier de degré > (p —1)n et “pnen 2" et ou & est
) 1

ordonné suivant les puissances croissantes de z ". Ces séries, généralement
divergentes, satisfont formellement a I’équation (1).

Jappellerai une pareille série, série anormale d’ordre p.

Voyons comment Pordre des séries normales se rattache au degré des poly-
nomes P. Soit M; le degré de P;. Soit
M;— M,

n—i

N,=

Soit h la plus grande des n quantités N;. Soit p 'entier qui est égal ou immé-
diatement supérieur 4 hA. On trouve que toutes les séries normales ou anor-
males qui satisfont formellement a I'équation (1) sont d’ordre p au plus.

Je vais démontrer la réciproque.

v o

Japnellm‘m le nombre A le rang de lé- ,,,101\_( . Je vais faire voir que s

bl

-

n séries normales d’ordre égal ou inférieur a p satisfont formellement

=+ r—:

une
équation linéaire de la forme (1), cette équation est au plus de rang p.

En effet, I'équalion peut s’écrire, en la divisant par P,

dny dn=1y dr—ty 'y i
dzn T U +Fn—gc_l;‘—"—:2 +...+F1--; +Foy =

les I étant des séries convergentes ordonnées suivant les puissances décrois-
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santes de z. La série F; commencera par un terme x™ V= et 'une au moins des
séries I'; commencera par un terme 2=,

Cela posé, soient
Sy, S ..., S

n séries normales d’ordre p satisfaisant formellement a 'équation. Appelons S;
la dérivée k*m° de S; formée d’aprés les régles ordinaires du calcul, en diffé-
rentiant chaque terme comme si la série était convergente, puis en ordonnant.
Formons un tableau de n lignes et de (n—1) colonnes oi le /™ terme de la
premiére colonne est S;, et ou le "™ terme de la (£ - 1)*"¢ colonne est S*.
Soit Ay le déterminant formé en supprimant dans le tableau la £'*"® colonne.
On calculera ce déterminant par les régles ordinaires du calcul, et I'on obtiendra
une série divergente que 'on ordonnera de la méme maniére que les séries S.

QQuant au quotient
Aryy

’
All—l—l

si on Veffectue, d’aprés la régle ordinaire de la division des séries, on obtient
une série ordonnée suivant les puissances décroissantes de = qui doit étre iden-
tique a = F;, et qui, par conséquent, est convergente.

Mais on voit sans peine, d’aprés la lo1 méme de sa formation, qu’elle ne peut
r qu
On a done

comimen ]

p F un terim

C

7}
¢
o
&

‘ordre p(n ) en x au plus
d’ordr epin t) en au pius.

h

1A

P G.Q.F.D

D’ailleurs, supposons que I'on ait une équation de rang (p + 1), et que l'on
forme I'équation qui donne le coefficient de z7*! dans les polynomes Q. Si
toutes les séries normales étaient d’ordre p ou au-dessous, toutes les racines de
cette équation devraient étre nulles, et il est aisé de voir alors que le rang de

I'équation différentielle s’abaisserait.

TrTY P premier ordre
ILLe — UdAdD u Plﬂl 1lOL VLIUALD.

Nous commencerons par nous restreindre au €as ou toutes les séries normales
sont de premier ordre, c'est-a-dire ot dans P'équation
dy
I P, —= P, ,— +...+P +Pyy =o,

le degré d'aucun des polynomes P ne surpasse le degré m de P,. Seit alors A,
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le coefficient de 2™ dans P;; nous formerons I'équation
Apan +A, jatt4...+~Aja+ Ay=o0.
: ) , . . C
Soient @, s, ..., @, les racines de cette équation que je supposcrai d’abord

toutes distinctes. L’équation (1) sera satisfaite alors par n séries normales du

premier ordre de la forme suivante

eT gy, eNTxUagy, ..., eIn¥glng,,

ou oy, %, ..., & sont des constantes convenablement choisies, et ou ¢,
, . . . i
2y .-+, Pn sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de —.

Considérons la transformée de Laplace de notre équation (1) pour laquelle je
renverrai & mon Mémoire sur les équations linéaires aux différentielles
ordinaires et aux différences finies, inséré au Tome 7 de ' American Jour-

nal of Mathematics ('). Cette transformée pourra s’écrire

dm %) din—yp

dy =
(3) Qmm—!—-Qm-—{W —I—---.—i—Qia—z-—!—Qov:o.

Les Q sont des polynomes de degré n au plus en z, et 'on a
Qr=(z—a)(z—as)... (53— ap).
L’équation (3) admet alors n points singuliers simples,
3= a, 3 = as, ceey 3 == ap.

Formons I'équation déterminante relative au point singulier z=a,. Les

racines de cette équation seront

0, 1, 2, ..., m—2, B
Je supposerai d’abord que §3; n’est pas entier positif ou négatif. Il existera
alors (m — 1) intégrales de I'équation (3) qui seront holomorphes dans le voi-

3 : L] e . il.:.me I, . . .
sinage du point 3 =aq; et une m que )'appellerai ¢; et qui sera de la forme

suivante :
(4) vi= (%~ a;)Bi4 Cy (58— a;)Pit1 - Cy(z — a;)Bt24-.. ..

Construisons maintenant un contour fermé k; de la facon suivante. Du point a,

comme centre avec un rayon trés petit, décrivons un cercle. Par le point a;

(') Ce Tome, p. 226,
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menons une droite paralléle a I'axe des quantités réelles, et prolongeons-la
indéfiniment dans la direction des quantités réelles négatives; elle coupera notre
peut cercle en un certain point b;. Cela posé, le contour 4, sera formé comme
il suit; on suivra d’abord la droite que je viens de définir depuis I'infini jusqu’au
point &;, puis on fera le tour du petit cercle pour revenir au point b;, et enfin
on retournera du point 4; a 'infin1 en suivant la droite.

Si 'on se reporte au Mémoire cité (American Journal of Mathematics,
t. 7), on verra que I'intégrale suivante

J[Zf()i et dz

prise le long du contour A; est une intégrale de I’équation (1) pourvu que la
partie réelle de x soit suffisamment grande, et en particulier si x est positif et
trés grand.

Nous décomposerons cette intégrale J; en trois autres
Ji= 1+ 37+ 17,
la premiére J' étant prise le long de notre droite de U'infini a 4; ; laseconde ) étant
P L P ) i

prise le long du peut cercle qui a pour centre le point a; et qui passe par le
point b;; et la troisiéme J” étant prise le long de la droite suivie en retour
depuis b; jusqu’a I'infina. _
J'ai montré dans le Mémoire cité qu'on peut trouver deux quantités D et D’
telles que
q .
4

im m == D, ]Im

m
J

1 e/);x

=P,

lorsque x tend vers I'infini par valeurs réelles positives.
Comme, par construction, la partie réelle de b; est plus petite que celle de «;,
on peut en conclure qu'on aura

lim z7 e—a:x (I; + J7) = o,
quel que soit ¢.

Ecrivons
e - Y s PN < Fa Y e VR L n
Op= A8 — )P4 g (B — oy )Pt - U (8 — ag R e g
R étant le reste de la série (4). Je puis prendre le rayon de notre petit cercle
ascez netil nour aue celte série solit co veroceante
AW OV L I.I‘Jllﬂld I.IUMJ. \.1!.‘.\_1 WA/LULL/ DWA AW TFVLSAV WLFAAY N b‘Jll-UlJ

J’;:f(z-—a,-)ﬁa e dg +.,..+ Ck‘/‘(z—af)ﬁi""‘cz’f_dz-*—fﬂkczxdz,

les intégrales étant prises le long du petit cercle.
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J’ai montré dans le Mémorire cité que l’expression'suivante

2 p—a:X fB;‘ e3x dz

tend uniformément vers zéro pour toutes les valeurs de z quand £ croit indéfi-

niment.
Cela est vrai d’ailleurs, quel que soit g.

D’autre part, I'expression suivante

f(z — a;)t esr dz

est représentée asymptotiquement par I'expression
(e¥Th — )T h -+ 1)z—h—1 eaix.
Je veux dire que la différence de ces deux expressions multipliée par x?e~e®

tend vers zéro quand x grandit indéfiniment.

Il résulte de 1a que J7, et par conséquent J;, est représenté asymptotiquement

par la série suivante :

e¥TPi g ‘ e2inf— . .
W e T (B;+1)+ Cy PR es T'(f;+ 2)
6217{13[__1
2'—$13:3—" eaix I‘(pi—F 3) —+. ..

Or, 1l est aisé de vérifier que cette série n’est autre chose que la série normale
ea;xx&igpi

que nous avons définie plus haut. (Ona ;= — B; —1.)

Ainsi, une série normale du premier ordre, alors méme gqu'elle est diver-

gente, repreésente asymptotiquement une des intégrales de Uéquation a
laguelle elle satisfait formellement.

Cette série normale pourra s’écrire, a un facteur constant pres,

ea;r C ( B ega;x C ( 3 ) B ) eaix
+ G {Br+1) —— + Co(Ps+ 1) (Pr+2 ..
B+t xBi+? ( aB+3
Ainsi: A o nnint c1nn~11] o M ]u r]n ],6(‘11‘1};.’\“ {Q\ AATNAOTNATY "o 11TV A
-\l.L.I.Bl’ w uua\iuu lJU-ll-‘-b 1311‘-6 WBilivl 4%, U 1 U\.iuulllul-l \L}} ULl CDIJU.I.J.LJ.J.Q LA,

mtégrale de I'équation (1) et une série normale qui la représente asymptoti-
quement. J'ai supposé jusqu’ici que z tendait vers I'infini par valeurs réelles
positives ; mais cela reste vrai quand z tend vers I'infini avee un argument

donné, différent de zéro.
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I faut toutefois faire attention a une chose. A chaque point singulier a; cor-
respond une intégrale de (1), quel que soit 'argument de ; mais quand cet
argument varie, cette intégrale ne reste pas la méme; pour certaines valeurs de
cet argument, cette intégrale se change brusquement en une autre qui n’en est
pas la continuation analytique. C’est ce que j’ai exposé en détail dans le para-
graphe V du Mémoire cité.

Comme & un point singulier correspond toujours la méme série normale, il
en résulte que la méme série normale ne représentera pas asymptotiquement
la méme intégrale quand I'argument x variera, si ce n’est dans des cas excep-
tionnels.

Passons maintenant aux cas particuliers,

Nous supposerons d’abord que 3; étant entier, I'intégrale ¢, contienne un
logarithme. Soit '

o= 9 + log(z —a:)y,

¢ et ¢ étant holomorphes dans le voisinage de 5 = a;. On aura alors

.Ji\=f6m[c?+ Ylog(s—a;))ds =f6”¢dz!0g(z—-al-),

les intégrales étant prises le long de £;. Ici encore nous aurons
=1+ 1+ 17,

en divisant le contour £; en trois parties comme il a été dit plus haut, et

de plus,

w

lim #7 e—2:% (), 5~ ]} ) = o.

Soit
qJ = Co(z -_— CU)?""‘F C1(z —_ aj)?'i"'i—i—‘ -

une série que nous supposerons convergente tout le long du petit cercle.

Nous aurons alors
x4 e—tix Ji= 3% Ckf(z -—_ a,;)ﬁi+’f e’ log(s— a;)e— %% x7 d3z,
I'intégrale étant prise le long du petit cercle. La série du second membre sera

uniformément convergente quel que soit z, ainsi qu’il a été dit plus haut. Tl

reste donc a trouver la valeur asymptotique de I'intégrale
_ r i
Jur= I (3 — a;)Bi+k e3x log(z — a;) dz

prise le long du petit cercle. D’autre part, appelons ;i la méme intégrale prise

le long du contour £, tout entier et décomposons-1a en trois parties :

Jik= Jik—+Jik~+ Jik
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comme I'intégrale J; elle-mé&me. Nous aurons encore
lim x7 e=2* ( fip - Jiz) = o,

et, par conséquent, la valeur asymptotique de ;7 sera la méme que celle de j.

Calculons donc jx. 11 vient

f(z — a;t)k esr dz P (e?l"ﬁh-.... l.) F(h -+ l)x-—fl"’i edi,’l",-

lorsque P'intégrale est prise le long du contour A;. En différentiant par rapport

a h, i1l vient
j‘(z —a))t e log(z—a;)dzs = 2im e¥TAT (h 1)@ —h—1 et 4 (e27™h —1) D,
D désignant la dérivée de T'(h—1)a—%-"e%* par rapport & fi. S1 Fon fait
h=B;+ k, et si 'on tient compte de ce fait que {3; est entier, il viendra
Ju=12in LB+ k 4+ 1)z Bt eaix,
Il résulte de la que J; est représenté asymptotiquement par la série
= ijm_= 2im X Cp T(Bi+ k + 1) P F—1 gaix,
qui est précisément la série normale
erir x%igy,

Le théoréme démontré plus haut subsiste done encore dans ce cas.
La formule qui donne J; quand on connait v; devient illusoire quand f3;

est entier positif et qu’il n’y a pas de logarithme dans I'intégrale ¢;; car alors

fvz- e3* dz

prise le long du contour &; estnulle. Il convient alors de remplacerle contour 4;

I'intégrale

par un chemin d’intégration différent. On prendra pour ce chemin une droite
menée & partir de «; parallélement a 'axe des quantités réelles et prolongée

indéfiniment dans la direction des quantités réelles négatives. On verra ainsi

.

ane le thanrame cnheicte encnre Ie daic atanter ane <1 B oct entier nocitif cang
\_1“\; Al VELWIFL L Ay JRLMBSIAODLL, LAALUTTL Vre UL WUAVAD AU AL \_1“\.‘ (=% rJ; Asd W A LALARNSL PUQIVLI. TR AR
que o; contienne le logarithme, 3; devra éire supérieur a (m —1)

Considérons, par exemple, ’équation suivante :

: Ly

2t g = (ar@-2)y
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qui admet pour intégrales

e“"’f(la—-fx et e—“-’f(l—{—a\
\x / \Z /

et dont la transformée de Laplace est

d2op de
F'—42)—— i35 5— =0,
( )dz? Y da '
qm admet pour intéorales
1 r O
dz Z—2
Cop= 1 et P = -—_— = F -+ C ]0
’ ! f(zﬂ—u‘-’)" Py

C étant une constante et F une fonction rationnelle.
Nous considérerons deux contours fermés k et &', formés comme le contour A,
défini plus haut, et enveloppant, le premier Ie point %, le second Ie point — 2.,

Nous prendrons alors les intégrales )

f(q ex* dz et fv, et dzg,
k &

et nous obtiendrons ainsi deux intégrales de I'équation en y. Or, nous avons, a

s 3
un facteur constant prés, — 4o?,

£y _.]nn'fn__u\ ] a
V— 1ug o )T

s )
T Ey
5—a

® étant holomorphe dans le voisinage du point z = 2. On aura done

/
fv, esx dz =fe”dz [Iog(z—-a)+ x ]:25116“-1' l—a)
k k . 5 —a x

La seconde intégrale nous donnerait de méme

. 1
21,1*:6—“(—-;— a).
x

Nous avons ainsi intégré I'équation en y, en nous servant seulement de
I'intégrale ¢, et sans employer l'intégrale ¢,. Il importe cependant pour notre

objet de montrer que Uon pourrait lirer quelque chose de cette derniére inté-

malo
LWL e

a3

Tragons a partir du point « une droite et prolongeons-la indéfiniment dans

un sens. Si1 ¢, s’annulait ainsi que sa dérivée au point a, 'intégrale

fvo esr dz

Lo
ful
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prise le long de cette droite serait une intégrale de l’équation en ¥ et il n'y
aurait rien a ajouter. Mais ¢, ne s’annule pas.

Voici donc ce que nous ferons; posons

! — ootx dz( —®x )
Yy =e Fy ye )3

d.

)’ satisfera comme y a une équation du deuxiéme ordre facile a former. Pour
obtenir la transformée de Laplace de cetle équation, il suffira de poser dans la
transformée de 'équation en y

o'=0(5—a)
L’une des intégrales sera donc

v’o= vo{2 —a)¥= (5 — a)%

ORI, [ S s
uf¢ 5a Qerivec, iiar

'
fv’o e”dz:f(z——oc)?czxdz

rise le long de la droite qui aboutit au point a satisfera a 'équation en %' : on
P g q P q Y3

P
]
[
=
=
¢
o]
¢
—
[l
¢
i
—
-
I~
e 1=}
[
o
[
fq-]
o
0]
-
f=
-
Pl
=
P
e
aN]
=
o]
[an]
frost
—
(=
[l
gb
5]
el
=
wn
i
=

aura donc
60'..1'

¥ =f(z-—oc)2ezxdz=C-;;;
r L . [ g e = = £ =
U €lant 1n racieur constant, Un en ure
]
Yy = Ce“x(; +B-—|—"{.§l’,‘),

3 et v étant deux constantes d’intégration. On voit qu'il faut prendre

re—fa N =
= 5 ¥ = .

Si maintenant 3; est entier négatif sans qu’il y ait de Iogarithr.ne dans vy,
I'intégrale J; se réduitd’elle-méme a e¢%® multiplié par un polynome entier en .
Il reste & examiner le cas on deux des racines de 'équation (2) deviennent
égales entre elles. L’équation (3) admet alors un point singulier double que

j'appellerai ;. Il peut arriver alors que dans le voisinage de ce point les inté-

Je reviendrai plus tard sur ce cas, en me bornant pour le moment a faire
remarquer que c’est celui ou I'équation (1) n’admet pas de séries normales,
mais seulement de ces séries anormales dont il a été question plus haut.

Mais, a certaines conditions, les intégrales de I'équation (3) pourront étre
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réguliéres dans le voisinage du point z = «,. ]l y aura alors une équation déter-

minante dont les racines seront
o, t, 2, ..., m—3, B; BL
Il existera alors deux intégrales ¢; et ¢} qui seront de la forme
vi= (35— a;)big;,
v; = (8 — ai)ﬁ:.q’:'s

9; et ¢ étant holomorphes dans le voisinage de 3 — ;. Alors les intégrales
I CPE p g g

Ji=fpicmdz, Jf,:fp;. ez dz

£

prises le long du contour 4; seront deux intégrales de I'équation (1), qui seront
représentées asymptotiquement par deux séries normales faciles a former.

g D Ay q . U

Dans le cas particulier {3 et 5, difféerent d’un entier, I'une des deux inté-
grales ¢; et ¢, contient un logarithme et par conséquent 'une des deux séries
normales qui représentent asymptotiquement J; et J; devient logarithmique.

En résumé lorsque toutes les séries normales sont du premier ordre, une
quelconque d’entre elles représente asymptotiquement l'une des intégrales de
I'équation (1). Mais I'intégrale ainsi représentée par une méme série normale
ne restera pas la méme, en général, quel que soit 'argument avec lequel z croit

mdéfiniment.

IV, — Intégrales normales.

Quand une série normale est convergente, elle représente une intégrale de
I'équation (1) et on I'appelle mtégrale normale.
Nous nous restreindrons, comme dans le paragraphe précédent, au cas ou

toutes les séries normales sont du premier ordre. Soit alors
(2) 0;== (8 — a;)Bi 4+ Cy (3 — ap)birtt 4 Cy (5 = a;)Bit24-. .,
une intégrale de I’équation (3), transformée de Laplace de I'équation (1). A cette

intégrale correspondra une intégrale J; de I'équation (1)

Ji= A [v;e2xd3

(A élant un facteur constant) qui sera représentée asymptoliquement comme

nous 'avons vu par la série normale

ex

ea
(4) gn T OGS

© e Ca(Bir 1) (B 2)

xﬂ,‘-ﬁ-s
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Pour que cette série normale converge pour les valeurs suffisamment grandes

de z, il faut et il suffit que I'expression
y q p

chz(§i+l)(f3z+2)-.-(;ei+ n}

tende vers une limite finie pour n infini. Mais d’autre part on a

limV(B;—;—l)(B,——{—2)._.({5i+n)xoo pour x = w0,

Donc pour que Ia série ( {) converge, 1l faut

i

et que par conséquent la série (2) converce dans toute 'étendue du plan.
quep q g

Il faut done que ¢, soit de la forme suivante
(5—a;)lio(3),

©(5) étant holomorphe dans toute I’étendue du plan.
Je dis que cette condition est suffisante.
Si elle est remplie et si I'on se reporte au Mémoire cité, on verra que U'on peut
toujours trouver trois nombres positifs &, ¢ et 2 tels que
oo < becta—al
s1 .
|z —a;| > h.

Envisageons ensuite 'intégrale suivante

Jy= [ v; e3% d3,

I
intégrale sera toujours finie et ce sera une fonction de z qui sera holomorphe
pour toutes les valeurs trés grandes de x. De plus J;x3: sera uniforme et se
reproduira quand on fera décrire 4  un contour fermé infiniment grand,

Je décomposerai cette intégrale en deux parties : J; prise le long d'une partie

Ao la (‘Ir-n;i'a définie nliae ant donitic lo naink ~ — 47- ;|1cn|1’nlt nnimt
ULV, LA WAL Wi, Wiwviariayns ALy EACLUE L ubt}ula A UIJALLL At s Lbl Juﬂ\_iu [FRLVY viliu
3 = a;— he'®
R L S L . [ A et A ey .]_._ L | P ~ o A, IR —
L -Jl- P.I. 15C 1¢ IUH.E uc ia sceonygc Pdl L 4 velle Uuruikc UUPUIS G UeCriiiei PUII L

jusqu’é\ Pinfini.

Il vient alors, en posant 3 = a,+ ¢,

|17 g—a | <f b ele—1x 1T dy
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d’ou I'on déduit aisément que, que! que soit Pargument de x, I'expression
k xﬁ;—i—.‘l J'I e—aix
tend uniformément vers zéro.

Quant a J,, il est aisé de I'évaluer; soit
p;= (Z — a,-)fji—+- C](z — a;)ﬁi“%— Wi,

¢v; désignant une suite de termes dont le premier est Cy (5 — a;)B+2,

On a
I =f[(z — anBi+ Cy(z3— a,)Brr1] e2% dz +fw,- e dz

On démontle que
23‘3""2.1'- —a;x
Il Fi [ i

tend uniformément vers zéro. De méme en posant
J’j’_:f[(z — a))3i-+ Gy (3 — a;)Bi+1] es* dz

et si les deux premiers termes de la série normale qui représente asymptotique-

ment J; sont
A eax p-3i—1 4 Beurx—Bi-2=1H,

on verrait que
2B+ g—ax (J7 — H)

tend uniformément vers zéro.

Posons donc

Li=A + (B 4¢)t,

ou ¢ tend vers zéro quand ¢ tend vers zéro et cela uniformément quel que soit
Pargument de ¢. De plus, ce sera une fonction uniforme de ¢. Ce sera donc une
fonction holomorphe de ¢ dans le voisinage de ¢ = 0. Donc L; pourra se déve-
lopper en série convergente suivant les puissances de ¢. C. Q. F. D.

Ce raisonnement suppose implicitement que {3; est positif et plus grand que n

¥
1ie et appartient a

puisque ce n’es t que dans ce cas que l'intégrale J; est fin ppa n
I'équation (1) quand on la prend le long de la droite dont nous nous sommes

servis et qui aboutit au point a;. Si cela n’avait pas lieu, on remplacerait cette
droite par un contour fermé, analogue au contour A; du paragraphe précédent

et formé d’un petit cercle et d’une droite parcourue deux fois en sens contraire.
P
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Cette droite devra avoir 'argument w + =, w étant celui de z. Le raisonnement
serait du reste ahsolument le méme.

Il faut observer encore que dans le raisonnement qui précéde nous n’avons
pas été obligés.de nous appuyer sur ce fait que ¢; était une intégrale d’une
équation linéaire, ou plutot nous ne nous en sommes servis que pour établir

'existence des trois nombres positifs b, c et /4 tels que

eyl < beclz—ml si 32— a;| > h.

i LI

En d’autres termes nous avons eu seulement a supposer que la dérivée logarith-
mique de ¢; tend uniformément vers une limite finie quand s croit indéfini-
ment avec un argument donné.

Soit donc une fonction entiére quelconque ¢(z)jouissant de cette propriété.
Soit '

9(3)= Cy+ Cyz3+ Cyz?4. ...

Nous supposons que quand z croit indéfiniment avec un argument donné, la
dérivée logarithmique de ¢ tend vers une limite finie et déterminée, qui peut

d’ailleurs varier quand I'argument de z varie.

J =fcp(z)em' ds

prise le long d’une droite partant du point zéro et s’étendant indéfiniment avec

Formons I'intégrale

Iargument w - w, w étant 'argument de .

J sera représenté asymptotiquement par la série

Cp G 26  Gnfn

. — —— ]
T

z @z oz ' T
’ N . , ,d ,o® d ,
D’aprés le raisonnement précédent, celte série devra converger pour les grandes

"
‘/| ni,

tend vers une limite finie quand » croit indéfiniment, Cette propriété appar-

valeurs de . Donc

tient a toutes les fonctions entiéres ¢(z) qui satisfont a la condition énoncée

11]119 LQ!I
AULLD RiGARR

=

Ce résultat doit étre rapproché de celul que j’a1 obtenu dans une Note inti-
tulée : Sur les fonctions entiéres (Bulletin de la Société mathématique de
France, t. 11,1883, n® 4, p. 136-144).

De cette analyse, il suit que pour qu’une série normale converge, il faut et il
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suffit que I'intégrale ¢; qui lui correspond dans la transformée de Laplace, soit
égale 4 une fonction holomorphe multipliée par une puissance de (3 — a;).

Mais il convient d’ajouter que nous avons laissé de coLé le cas ol ¢; contient
des logarithmes et ou B; est entier.

Soit done
0;= o;+ w;log(z ~— a;);

¢; sera holomorphe ou méromorphe dans le voisinage du point 5 =a;. S'il est
méromorphe, nous écrirons

G1 GQ &+ GI‘
z—~a,-+(z—a,-)‘3 "'+(z—-a;)"

r__ BN
=i wp=e,

Quant a w} nous I’écrirons
wiy=Co+ Ci(z—a;) 4+ Co{ 53 — ;) +....

Nous aurons alors

J,-:fv;f e3% dz —k—fw}’ esx dz+fw}log(z—a;)e“dz.

La premiére intégrale est nulle; la seconde est égale a e*® multiplié par un
polynome entier de degré (r—1) en z; quant a la troisiéme elle est représentée

asymptotiquement par la série
er® 2in[CoF (1) w14+ Gy F(2)x2+ CoF(3)x—3 +...].
Pour que cette série soit convergente, il faut évidemment que
[im '\VC_,I= o
, . )

et par conséquent que w; soit une fonction holomorphe dans tout le plan,
¢i pouvant d’ailleurs étre quelconque.

Cette condition est d’ailleurs suffisante; on a en effet, quel que soit 'argu-

) 7 q q g

ment de x,

li=fviexr ds + [ w;log(z— a;)esxds.

La premiére intégrale étant égale a e%® multiplié par un polynome entier en z,

el
w
]

fonction de 2, uniforme et continue. En raisonnant encore comme plus haut
on verrait donc que la série normale correspondante doit étre convergente.

C. Q. F. D.



312 SUR LES INTEGRALES IRREGULIERES DES. EQUATIONS LINEAIRES.

Si B est entier positif sans qu’il y ait de logarithme dans ¢;, ce qui exige que
B> m—,

alors la condition nécessaire et suffisante pour que la série normale correspon-
dante converge, c¢'est que ¢; soit holomorphe dans tout le plan.

Si enfin B; est entier négatif sans qu’il y ait de logarithme dans ¢;, la série
normale correspondante convergera toujours, car elle se réduira a un polynome
entier multiplié par nne exponentielle.

J'a1 peu de chose & ajouter sur le cas ou deux points singuliers simples «;
et a; se confondent en un seul point singulier double @;. Siles intégrales sont
irréguliéres, 1l n’y a pas de série normale et nous devons laisser ce cas de coté.
Si les intégrales sont réguliéres, 1l y a une équation déterminante qui aura

pour racines
o, T, 2, ..., m=3, &, B

M . ' : b b : : b : Y X Y 4 roa .
Si {3; et B} ne différent pas d’un entier, il n’y a rien & changer a ce qui précede;
s1 3; et B; different d’un entier, il arrivera en général qu'une intégrale ¢; sera

de la forme suivante
(32— a;)3[¢ + 9" log(z — a;)),

v et ¢’ étant holomorphes dans le voisinage du point z = @;. Pour que la série
normale correspondante converge, il faut et il suffit que ¢ et ¢’ soient holo-
morphes dans tout le plan.

Considérons maintenant une équation (1) et sa transformée (3); supposons
que cette derniére n’ait que des points singuliers simples et qu’aucun des 3; ne
soit entier. Alors nous aurons n séries normales 4 chacune desquelles corres-

pondra une fonction
0; = (8 — a;)Big,,
»; holomorphe pour z = «;.

Une série normale sera convergente si la fonction ; correspondante est une
fonction entiére; I'équation (1) aura précisément autant d’intégrales normales
que I'équation (3)aura d’intégrales égales a une fonction entiére multipliée par
une puissance de (3 — a). '

A une méme intégrale de (3) ne pourront pas correspondre plusieurs inté-
grales normales de (1). Il n’en sera plus de méme siplusicurs des 3, sont cntiers

et s'il y a des logarithmes. Supposons par exemple que I'on ait pour une 1nté-

grale de (3)
v;=¢ +Ylog(zs—a)+ 0log(z—b),
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et § étant holomorphes dans tout le plan et ¢ étant holomorphe dans le voisi-

nage des points @ et b, mais d’ailleurs quelconques. )

fvl esx ds et fol- es¥ dz
k A

(k et k' étant deux contours analogues a A; et enveloppant le premierle point a

Les deux intégrales

le second le point &) seront deux intéprales normales de 'équation.(1).
P 8 q

Envisageons par exemple I'équation suivante

' d*
(1) w‘*’ﬁ=(°‘2ﬁ+3))’=

dont la transformée de Laplace sera

’ d2(i dO .
(3" : (zz—ai')c—i-a}-é—i—flz&—;-(z—p)v:o.

(C’est une équation hypergéométrique, dont les points singuliers sont

—a, ©

avec des équations déterminantes, dont les racines sont respectivement

A=~ | o

I
o, —1; o0, —1; —I':l:‘/z—l-ﬁ.
r -

Pour que dans le voisinage du point singulier a par exemple, une intégrale

prenne la forme
Y+ plog(s —a),

o étant holomorphe dans tout le plan, il faut que I'une des racines de 'équa-
tion déterminante relative au point 5 = oo soit entiére. Cela n’arrive que s1

8= n(n+1),
n étant entier. Supposonsdone p=n(n - r). Alors I'équation (3') admet pour
intégrale un polynome entier P en z. Une scconde intégrale sera de la forme

a

z —
¢ = Plog—= + Q,
I+ a
. .
ﬂ Atant 1 n:’n'nmnrnhn r’]ﬂnc la voicinape r]oc naimle # —» »~—__~ Nanae ]’:ntc’.=
\.{ A UAAA YL RARW/R iSRS L I.Ill\l LAWVLAALS AV ‘Ulvlllub\_l AT I.IUl-lltu Ay — W, At p— . A LAN, A ALAVL
grale

fv e:r dg

prise successivement le long de deux contours analogues a 4; et enveloppant
H P -1 - ho



314 SUR LES INTEGRALES IRREGULIERES DES EQUATIONS LINEAIRES.

.

respectivement le point z ==« et le point 2 = — a, nous donnera deux inté-
crales normales de I’équation (1). Nous retrouvons ainsi un résultat donné
autrefois par Liouville et qui, depuis les travaux de M. Halphen, n’est plus
qu’un cas particulier d'une théorie plus générale. ‘

Comme second exemple, nous choisirons I'équation suivante considérée par
M. Halphen (Sur la réduction des équations linéaires aux formes inte-

grables, p.180)

v d*y dy to Y)Yy =o.
(17) x3m+(1—-n2)x3;-—(l-—n —+—;mx)y_0.

Formons la transformée de Laplace, il viendra

v s L )‘ﬂ Nl 2 % — ont) =
(3") (z 2 dz3+gz dz2+([9 n)zdz+0(8 2nt)=o.

\ L

Posons

1
-_—m = a3
2

et soit ; une racine cubique de 'unité.

Les points singuliers seront

x, af, aj? el w.

Les racines de '1'équai;i0n déterminante seront pour Ies points singuliers a dis-

tance finie
I, o et —1.

Pour le point singulier « elles seront données par

p(p—N(p—2)49p(o—1)+(19—n?)p 48 —an?=o
oua
p* 4652~ (12 —n?)p + 8 —ant=o.

Cette ¢quation admet laracine — 2; en la faisant disparaitre, il reste
p*+-4p+4—nt=o0

dont les racines sont — 2 == n,
Dans le voisinage du point 5 = «, I'intégrale logarithinique ¢ peut se mettre
sous la forme ‘
? + Ylog(z —aj,
© étant méromorphe et J holomorphe dans le don aine de ce point.
Pour que la série normale correspondante converge, il faut et il suffit que %

soit holomorphe dans toutle plan. Alors  doit correspondre a la racine (—2--n)
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de la troisiéme équation déterminante et étre un polynome entier de degré (n—2).
[l faut alors que n soit entier. De plus ¢ doit étre une intégrale de1’équation (3).

D’ailleurs tout se passe de méme dans le voisinage des points 3 = aj, 5 == aj?,
de sorte que, pour que I’équation (1) admette une intégrale normale, il faut
que 'équation (3) admette comme intégrale un polynome entier.

Posons done
"!) ==X Aizis
il viendra

(i+2)({+n4+2)(i—-n+2)A;=a3(i+3)({4+2)(i+ 1)Ais.
Nous prendrons le polynome de degré (n — 2); nous prendrons
i=n-—2 {(mod3),

et cetle équation nous permettra de calculer par récurrence tous les coefficients

du polynome 4, a moins que 'un des facteurs
t42, {4+nN+2, (—n-42
ne s’annule, ce qui ne pourra avoir lieu puisque
{ > o0, i< n—4.

Donc il existera toujours, si n est entier et plus grand que 4, un polynome

Pour aller plus loin, posons 5% = ¢;'équation (3) deviendra

dto dy

d3o
27(¢ — atﬂt‘w —+ 5.5,13(1&—-0:1“)d—‘!2 -+ 6(t—oc3)d—t

2
+8”’%§ "1-54tg;--I—333(‘9‘”‘”“‘2)3*‘!g + (8 —2n?)p =o.

[1 n’y a plus que trois points singuliers

o, I et oo

et les racines des équations déterminantes sont respectivement

I 2,
9, 3! ER)
0: I) '_"'Iy
2 2 n 2 n
3’ 373 37 3

Supposons que n ne soit pas divisihle par 3 et pour fixer davantage les idées
soit
n=1 (mod 3).
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Sotent X, Y, Z trois intégrales de I'équation en ¢, la seconde se réduisant a <.
Je choisirar ces trois intégrales de telle fagcon que, quand le point ¢ tournera

autour du point o, elles subissent la substitution linéaire

1 0 0O
o j o |.
o o jt
AT NN NIrNarn arrtnar 11 I'\n'l'l"l|' 1 nno ;nfarvnﬂ oo &1y ;hr\n a oy chitay
0 A r ¥ | A § 1 r | hetit
\{1:\.!.1.1.\1_ rLA LlrLel iV id4l gauuuune UL L tJU‘.].J.L l, LAV O lllbbslal“ﬁs JUERFIL V91U L Wk oLivu
tion linéaire
a b ¢
0 1
r I !
a b ¢
. sy, - . , d
Les racines de 'équation déterminante étant o, 1 et — 1, on devra avoir 1denti-

a—>S b ]
0 1—8 0 =(1—8).
a’ b ¢ — 8

Quand le point ¢t décrira un contour de rayon trés grand, les trois intégrales

subiront la substitution linéaire

a by c¢j ’
o )
[a' b'j C’J"I

Mais en ce qui concerne le point ¢ = o, les racines de Péquation déterminante

2 n—=x —n-—29 ’ - x . -
sont — - ) = el par consequent sont egales, a des entiers pres.
3 3 3
a0, xeto. 1l en résulte que Uon a identiquement
’ 3 e 3 4 v Li v o4 (1 S
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cecinous conduirait aux hypothéses suivantes :

1° a =c=0;

g — — -
2° a' =1, c=o, b =o;
2° c =1 a’ = o, b =o.

Les deux derniéres hypothéses sont inacceptables, car elles conduiraient a
admettre que I'équation (3") a une seconde intégrale holomorphe.dans tout le
plan et qui ne pourrait étre qu'un polynome entier. Or cela est manifestement
impossible.

Nous devons donc adopter la premiére hypothése, el nous pouvons conclure

que I'équation (3”) a une intégrale de la forme

v =4dlog(z3— a3) + M,

d étant le polynome défini plus haut et M étant méromorphe dans tout le plan.

On arriverait au méme résultat si 'on avait

n=-~2 (mod 3).

fv et dz

prise successivement le long de trois contours analogues & 4; et enveloppant

On conclut de la que 'intégrale

respectivement le point o, le point 2j et le point =72, nous fournira trois inté-
grales normales de I'équation (1).

S1 B3; est entier négatif et si 'intégrale v; correspondante n’est pas logarith-
mique, l'intégrale J; correspondante sera toujours normale. Reprenons par
exemple les équations (1) et (3") et farsons-y n=1. La théorie précédente
semble alors en défaut, car I'équation (3") n’admet plus comme 1ntégrale un
polynome entier. L'intégrale générale de I'équation (3") est alors

v_A-;-Bz—*—Cz2

Z3__ b

H

admettre trois intégrales normales, ce qu'il est d’ailleurs aisé de vérifier.
Dans le cas ou 3; est entier positif, et ou 'intégrale o; n’est pas logarith-

mique, une méme intégrale de (3), holomorphe dans tout le plan, peut fournir
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plusieurs intégrales normales de (r). Ainsi si 'équation (3) admet une inté-
grale holomorphe dans tout le plan et s’annulant, ainsi que ses (n — 1) premiéres
dérivées en & points dilférents (qui doivent étre alors des points & apparence
singuliére), I'équation (1) admettra & intégrales normales.

Dans les exemples que nous avons considérés plus haut [équations (1)
et (1")], les transformées de Laplace (3') et (3") avaient toutes leurs intégrales
réguliéres. Cela arrivera toutes les fois que P, sera de degré n et divisible
parz®, P,_, divisible par 2%, P,,_, divisible par 2*—2, ..., P, divisible par r,
) Supposons que I'équation (1) satisfasse a ces conditions. Alors 'équation (3]
aura toutes ses intégrales réguliéres tant a distance finie que dans le domaine
du point 3 =0, Si donc elle admet une intégrale égale a une fonction entiére
multipliée par une puissance de z — a;, cette fonction entiére ne pourra étre
qu’un polynome.

D’ou, cette conclusion, que si I'équation (1) satisfait aux conditions énon-
¢ées, une série normale ne pourra converger qu'a la condition d’étre limitée.

I1 est aisé de former des équations admettant un nombre déterminé d’inté-
grales normales.

Soit une équation linéaire

d?u dn-1y du
+Q,l_1m+...+ Q]I—i—QUu:O,
wo™ = [ % <]

Qn

P )
o™

ot les polynomes Q sont de degré m <C n. Cette équation admettra (n— m) in-

tégrales holomorphes dans tout le plan. Posons ensuite
u=v(3—a)

AY__ . et L e A R o et | M S Y S S PR P, | R W,
AI0OS ¢ SAdLISIEerd dusst 4 ule 'quauun lnedire k{) } 1dCliC d 1Uriuer. ud rdis-

formée de Laplace de (3") aura alors évidemment (n — m) intégrales normales.

V. — Cas du second ordre.

Nous allons chercher maintenant a étendre au cas général les résultats qui
n’ont été jusqu’ici obtenus qu’en supposant que toutes les séries normales sont

RPN [ 4
OlLr uce UUB[U

&
A
)
H
)
jg)
)

du premier ordre et par conséquent que tous les pol
égal ou inférieur a celui de P,,.

Considérons une équation

dry
" dxn

dn—1 ¥

d
—‘—-———dxn__i N L p! ""“‘y ""‘PO}’:OJ

= P n—1 dx

O P
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ou les degrés des polynomes P, vont en croissant, mais de la maniére sui-
vante : P, sera par exemple de degré m; P,_, sera de degré (m —+ 1) au plus;
P,_s de degré (m + 2) au plus, ete.; P, de degré (m +nr — 1) au plus, et P, de
degré (m + n) au plus. Il arrivera alors en général que P'équation (1) admettra
n séries normales du deuxiéme ordre

?1(‘7")5, ?2(1‘), « g (Pn(x).
On aura d’ailleurs

1
‘?l(x) = eaxi+bix pou; qal(;)’
I ’ , " ’ . . L I .
KIJ(‘—) ctant une série Ordonnee smvant les Pulssances croissantes de E’ mais
x

généralement divergente.

Soit y = f(x) une ntégrale quelconque de I'équation (1). Posons
u=f(z)f(—=)
II est aisé de voir que « satisfail a une équation linéaire d’ordre rn?

dn'u dna_lu du
(2) Qps da:fﬂ+Q”*‘ﬂ=——1+"'+Q'3§+Q0“=°’

ou les coetficients Q sont des polynomes entiers en z.

Cette équation admettra les 722 séries normales suivantes

p(®)pr(—x), p(x)or(—x), ..., ¢a(x)e1(—2);
¢1(x) g2 (— =), ?»(x)%(—-x)» ey gnl(®) P2 (—);
e1(x) on(— x), “P‘*’(”)‘FN(""-'U) ceoy Pn(X) ga(— ),

qui sont toutes du deuxiéme ordre. Donc les degrés des polynomes Q iront en
croissant de telle facon que le degré de Q,._, ne puisse dépasser celua de Q,.
de plus de A unités.

De plus cette équation (2), d’aprés son mode de formation, ne devra pas
changer quand on changera x en — x; d’ou 1l résulte qu'un méme polynome R
ne pourra contenir que des pmissances de x d’'une méme parité. Chacun des
polynomes Q sera ou une fonction paire ou une fonction impaire; si1 Q,: est
pair, Q,._, sera impair, Q,._, sera pair et ainsi de suite; ce sera le contraire
s1 Q.. est impair.

Posons maintenant
x?={,
nous aurons

dy u

dPu ) | |
ZL*')Q P()uv)qutq (ggp,p§),g)
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L’équation (2), qu’on peut écrire

2L Ugm =0 (@

B 2 aru
22 Oy [P—gql>g —p diz = °

< d7u
2R G =0,

les R, sont des polynomes définis de la maniére suivante :

deviendra donc

ou bien

: L
Ry = 22 )2—P 2qg;pS2q; pin?).
) E,Qp( ) P—4|29—p (P2gip=29; pan?)

Rye= Q,:{22)%,

Soit m le degré de Q,.; celui de Q, sera au plus égal a8 (m 4+ n2— p). Le
degré de R, (en z) sera égal & (m—-nr?). Le degré de Q,(2x),,_, sera au plus
a (m 4 n*—+2q — 2p); mais Uon observe que (g — p) est au plus égal a
zéro, on verra que le degré de Qp.(z x)27~P et par conséquent celui de Ry est au
plus égal a (m - n?).
Donc le degré d'un quelconque des polynomes R, est au plus égal au degré
de R,..
Nous pouvons toujours supposer que (m-}-n?) est pair. Car s1 cela n’était pas,
nous multiplierions 1'équation (2) par x, augmentant ainsi m d’une unité.
Alors Q. sera une fonction paire ou impaire selon que m sera pair ou impair.

De

plus les polynomes Q, devront étre alternativement des fonctions
impaires, d ou il suit que Q,(22)%*"P et par conséquent R, est toujours pair.
S1 donc on remplace x* par t, R, est un polynome entier en ¢.

L’équation (3) est alors une équation de méme forme que (1), mais qui sera

de rang 1 et non'plus de rang 2, pour employer I'expression du paragraphe 2.
ql‘\‘-" IO AT OAYEL Y ],r’\nr-nl']nr\
UL lJCI.J. A Ulll 1 ] U!,lucl(-l.UlJ.
ary
(1) vy — (@) y=o.

Soit y, ce qu'on obtient en changeant x en — x dans y; on aura

d Y1
dw“

—~ (3 —1)y1=0.

Soit u == yy,; nous désignerons par y', v,, u', ", etc. les dérivées successives
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de y, y1 et «. On obtiendra en tenant compte des équations différentielles

[ u =y
u' = y'yi+yry;
W =222 ¥y -2 ¥4,

9 ,
u' = jxyyy+ <4x9+ E)yyl—*— (43'— -).}’.}’h
7
uv = <8x*+ 4 — i))’,}’i—l— (ux — —) Y¥i—+ (12 + 2 )J’)’:-*— 822y y.
En éliminant entre ces cing éqnations (5) les quatre quantités yy,, y'y,,
¥y, ¥y, on arrive a I'équation

dbu d3u d’llé du
by 2 . ok 31— 2
(2" Chb il ol g o fot o — 162 7 (8x2— 4f)u = o,

I1 est aisé de vérifier que cette équation est de rang 2.
On trouve ensuite

R,=Q.(2z)* =168,
R;=Q.(22)%. 12 4 Qz(22)3 = 56+,

Re= Q412 +- Q3(22).6 + Qa(22)2 = — 16 2% 4 242!,
Ri= Q.2 + Qi{22) =— joxt,
Ry= Qo=— 8224 4;

d’ou enfin I'équation
3" 4t3--—-+14t2-——-—u‘-—-(4t3+6t)£l—2——10t2—£—-—(-)t——1)u=0
di? ¢ B

qui, comme on le voit, est de rang 1.

L'iiégration de I'équation (1) est ainsi ramenée a celle de 1’équatiion (3 )
qui est de rang 1. On formera donc la transformée de Laplace (4) de cet
équation (3) et 'on obliendra ainsi « sous la forme d’une intégrale définie.

Comment, lorsque I'on connaitra u, pourra-t-on obtenir y ?

Appclons 31 ce que devient y quand ony change x en — x. On trou-

vera n*-1 équations de la forme suivante :

: 4=0,1,2,..., 0%

(5) d%u F d3y dvyy ({3_03 [s 2, ’nk_, )
et = D, Fobr T P A R
v \NY=0,1,2, ..., R —1/

Dans ces équations, gy désigne une série de fonctions rationnelles en z.

y : dou . . .
D’ailleurs naturellement . représenle u. Ces équations sont analogues aux
0
équations (3’) écrites plus haut
q s p )

1T D T
i, I 1,

L~
e
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Si Ton élimime par un déterminant, entre ces (n2-1) équations, les
n? produits

dﬁy d‘(uy
(6) dab dat’

on obtiendra I'équation (2). Ne retenons plus maintenant que les n? premiéres

équations (5), celles ou 'on a pour « successivement les valeurs

A=0,1,2, ..., n2—1.

On pourra alors résoudre les n2 équations par rapport aux n? produits (6)
(comme si ces n* produits étaient des variables indépendantes) pourvu toutefois

que le déterminant corresPondant ne soit pas nul, ce (ue nous supposerons.

1
i

Nous nous réservons d’ailleurs de revenir plus loin sur le cas particulier ou ce
déterminant est nul.
On tirera en particulier
dy
et =
Yy J1 dz
sous la forme suivante :
(llt d'lu - dil’—l i
_— i L —_
‘}/‘}/1 —t (bU i~ (I’l dx — (I)gldx'z i s (1-’,:2_1 dxn,__l »
dy ’ ’ du r d’is—'i u
= =&, u P, — ... —+ b,
‘yld:,v o ¥ =+ Ydre e g1

ce qui donnera enfin

, dru
dy 2 Py dxr

ydx Y dru
P dxr

S1 u est connu, cette équation donnera y par une simple quadrature.

On peut d’ailleurs obtenir ce résullat d’une infinité de maniéres; en

calculant
dey, dy d%y
¢t ——
Y dxe dx dx*

Voyons maintenant ce qu’il faudrat faire s1le déterminant était nul et si par
ua

conséquent on ne pouvail pas résoudre les éq tions (5 ) par rapport aux

i* produits (6).

Pour le voir, faisons n=—2 et écrivons les équations (5) en reprenant la
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notation de Lagrange

(® =yy,
5 W= yyi+ ¥y,
( ) /8 b ! '] [ r
wW=Ayyi+Byyi+Cyy+Dyy,
Il,”" — A’:’«C]’, + Rl'},.)/_ll + C,y’-}/l + D-f‘}fr‘},ll ;
A, B, G, D, A’ B/, C', D' seront des fonclions rationnelles de z telles que le
déterminant

soit nul. Nous supposerons 1

solent pas tous nuls a la fois. Nous pounrrons alors écrire

yy'=u,
yyi=au+Bu+yu+ou" ey,

yyi=du+ 0w+ yu 8wy,

2, 3, v, etc. étant rationnels en x. En fasant le prodnit des deux derniéres
équations et en y remplacant yy, par w, on oblient une équation du second

degré en y'y’. Il en résulte que 3’y et par conséquent yy,, yy, ¥'v. et
enﬁnj’T sont des fonctions algébriques de x, w«, u', 1" et 1",

Toutes les fois done que le déterminant

—_ A
2 =0,1,2, ..., n?—1\
S = Fugy K@=o,g%.“,n—4
Y =0, 1,2 ..., 1 —1
, .
sera nul, 'expression
dy
ydx
NAM T MATY V'\]"IE T O 'pr\nnl-unn r\nl’;r\nnnllm Ty io 1TV O Nnrrkinn ‘]lnﬂ’ll’\r‘]"‘l'lﬂ AD L Al AD 3
3C1 LI t]].u:' LRI, IVFIALLIVIL L AUVIVILIIILE 11D WL, AV LIL LAvYrLa ulsuul ].l_]u\_l TAN, W’ L, o

a
et de ses dérivées. Donc quand on connaitra u, o

=

en déduira y par une
simple quadrature.

Il est facile maintenant d’étendre au cas général ce que nous venons de dire
des équations de rang 2. Supposons que (1) soit une équation de rang p et soit

satisfaite par n séries normales d’ordre p. Soit

y =[f(=)
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une intégrale quelconque de I'équation (1). Posons

o~
*

= flx)f(az) flatz)... flariz),

J N PN

2 étant une des racines p"*™* primitives de 'unité.

Il arrivera alors que u satisfera & une équation différentielle linéaire (2) de
rang p et d’ordre nr dont les cocfficients seront des polynomes en z. L’équa-
tion ne devra pas changer si on change x en «z. Il en résulte que si Pon écrit

cette équal;ion sous la forme

. dhu
(2) Z I? :L‘"‘ ZAh’x"r"d h

on devra avoir
Ak — h = une constante (mod p).

En multipliant I'équation par une puissance convenablement choisie de z,

on aura alors
k=nh (mod p).

Faisons maintenant
xrP=1t.

L’équation (2) deviendra par ce changement de variable

< deu

) 2R =

les Ry étant des polynomes entiers en t. Cette équation (3) sera de rang 1.

Supposons gqu’on en tire u; comment obtiendra-t-on ¥? On obtiendra n? 41
PP q ) s

équations

{ P

A% i uﬂ"]‘y Y ¥4 a{:ﬁjf,,fi
~ & _ F:x’ﬂw ‘e -
(5) dr 2-1 (/J dzY e

(2=0,1,2,..

') . - —
S RPS By e A =0, 0,2, 0, n—1).

Dans ces équations, les I sont des fonctions rationnelles de x, et y, désigne
la fonction f(afx).

Des nP premiéres équations (5) on tirera les P produils :
d3y de dry,_y

e R R | Py
P u.l/]’ dah

Q.

Si1 l'on considére en effet ces nP produits comme des variables indépendantes,
les nr premiéres équations (5) seront linéaires par rapport & ces n” variables.

On pourra donc les résoudre, pourvu que leur déterminant ne soit pas nul.
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On obtiendra ainsi

dru
YV Y= ¥y oo
P dxq
(g =o0,1,2,.. .0F—),

dy . d?u 7
hytya_._yp_1=2¢' aru
dx T daxt

les @ étant rationneles en 2. On en tirera
N 4 YU

DAL
ydx 2 dau
®, dxi

de sorte que la dérivée logarithmique de y est une fonction rationnelle de =z,

de u et de ses dérivées.

Si le déterminant des équations (3) était nul, cette dérivée logarithmique
ne serail plus fonction rationnelle, mais serait fonction algébrique de z, de u
et de ses dérivées.

Dans tous les cas, si 'on suppose u connu, y s’obtiendra par une simple

quad rature.

V1. — Généralisation des paragraphes III et IV,

Quelle est la condition pour que I'équation (1) envisagée dans le paragraphe
précédent ait une intégrale normale, c¢’est-a-dire pour que l'une des séries
normales qui y satisfont converge?

Supposons pour fixer les idées que cette équation

an dn—1
Py A

7 Prt d

W—{-...—i— P0y=0

(1)

soit de rang 2 et soit
eftx b o ( .’.Z‘)

une série normale qui y satisfasse; nous allons chercher la condition pour que

cette série converge. Si elle converge, il en sera de méme de

etxi—bxr P (.L‘)
S = e?at ¢ (\/2) CP(__ \/E),
1 = xt.

Mais cette série normale S, qui est du premier ordre, satisfera formellement
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a l'équation

{q
(3) YR, ZE o,
’ =" ot

que 'on formera comme dans le paragraphe précédent, en appelant 3, ce que
devient ¥ quand on change x en — x, et en faisant v = yy, et t = x=.

Mais cette équation (3) est de rang 1; pour qu’elle admette une intégrale
normale, il faut donc et il suffit que sa transformée de Laplace (4) admette une

intégra]e de la forme suivante :
v = (5 —a)*G(z),

G (z) étant une fonction entiére de z.

Cette condition est donc auassi nécessaire pour que l'équation (1) ait une
intégrale normale.

Je dis qu'elle est également suflisante. Supposons en effet qu’elle soit
remplic; alors on pourra trouver une intégrale de I'équation (3) qui soit de la

forme

.ot . T
¢ désignant une fonction holomeorphe en 5 pour { — o0.

Nous avons vu au paragraphe pl‘écédent qu’en supposant que le déterminant

des équations (2) ne soit pas nul, on aura

. @ diu .

dy \ . d9u
dr ' T hed T dzt’

d -
les @ et les @' étant rationnels en 2. Si dans ces équations nous remplacons u

par sa valeur (6), puis que nous les divisions I'une par 'autre, il vient

d, c d e
,‘y=‘2(lz‘+b+——‘——_—$—-—,,+....
) dx A & x

Car on voit aisément que

< d1u

g 1
.zl 7 dat
AT u

G T
2 T i

, P . . . 1
peut se développer en série suivant les puissances croissantes de —-
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On en déduit aisénment
¥ o= ettxd+bv '\;J(‘Z‘)I",

4 étant une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes
T ! . z » : : A
de = l.a condition énioncée plus haut comme nécessaire est donc aussi suffisante.

Elie 'est encore st le déterminant des équations (5) est nul. 1l arrive alors

que 'on a
dy . du dru
—= =, u, 5 s 55— )
ydx dx dxm—!

F étant lalgorithme d’une fonction algébrique. De plus, la fonction I° est

di—1y

homogéne et de degré zéro par rapport a « du A"
8 8 P Pl ‘dz T dan—t

St done on y remplace « par son expression (6) I'exponentielle e2¢#” qui
entre dans ceite expression disparaiira, ce qui montre qu'aprés cetie substi-
tution le point £ =0 sera pour la fonction I (qui ne dépend plus maintenant
que de x puisqu'on a remplacé « par une fonction connne de x) un point
singulier algébrique. |

On pourra donc développer If suivant les puissances décroissantes ( enliéres
ou fractionnaires) de z. Sil’on n'a que des puissances entiéres, il viendra

dy

¢
=32ax+b-+ — ...,
Yy dzr x :

et I'on retombera sur le cas précédent. S1 au contraire on avail des puissances

fractionnaires, on trouverait
1 1
qa(-r”) : F)
. y=e z Y\ /,

% étant 'algorithme d’un polynome entier et & celui d’une fonction holomorphe.

L’équation (1) devrait donc étre sauisfaite par tine série anormale, ce que
nous n’avons’pas supposé.

On doit donc en conclure (ue la condition énoncée est dans tous les cas
nécessaire el suffisante pour qu'une équation de rang 2 ait une intégrale
normale et I'on verrait dela tnéme maniére qu’il en est de méme pour une équa-
tion de rang quelconque.

Supposons maintenant. que la série normale que nous envisageons el qut
satisfait a 'équation (1) ne soit pas convergente. Soit

S — eﬂ'.l"+b$x}. ?(x)

cette série normale divergente; fornions la série

Sy = eax*=bx gl o(— x).
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et multiplions ces deux séries membre & membre, nous trouverons

§'= 88, =ertiio(Vt)o(—y/t) (t=a?)

4

et S’ sera unc série normale du-premier ordre en ¢ et qui satisfera formellement
a I'équation (3) qui est de rang 1. Cette série S’ représentera alors asympto-
tiquement une certaine intégrale « de cette équation d’aprés ce que nous avons
démontré au paragraphe I1I.

S1!’on pose ensuite

(les @ etles @

I'équation (1).
Je dis que y sera représenté asymptotiquement par la série S.

En effet, on pourra former, d’aprés les régles ordinaires du calcul, les séries

, das’ dr s’
Xt ¢ X

On obtiendra ainsi deux sérnes divergentes qui représenteront asymptotique-

,diu diu
2T Xt

Cela demande un mot d’explication; pour établir les égalités asymptotiques

suivantes :

ment

<1 _, A8 ds - dvS < diu

(7) 2‘ 7 dxre _..L(quxq ‘z,‘q)q dz1 "L ! dz1’

il faut admett d7u t Lé t drs’ de 1

1l Tant admetire que—ﬁ es represen e aS}mptothuemen par afx!’ e la méme
mani que u est représenté par S'. Or les principes du paragraple I ne
permettent pas en général 1 de différentier une égalité asy__lp_ol_ique comme une

égalité ordinaire.
Mais ici cette difficulté ne peut nous arréter. En elfet u satisfait a une équa-

tion linéaire d’ordre n? et de rang 1, qur est I'équation (3). Il en résulte

du .
immédiatement que doit satisfaire a4 une équation linéaire (8) qui sera

dtr
comme I’équation (3) d’ordre »? et de rang 1. En raisonnant sur Véquation (8)

comme sur I'équation (3), on verrait que cette équation est satisfaite formel-
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lement par une série normale et que cetle série réprésente asymptotiquement

une des intégrales de 'équation. On vérifierait ensuite sans peine que cette

. . diu L d?8’ .
intégrale est —— el que cette séric est o On a donc asymptotiquement
diu _ d1S’
dts — div
et par conséquent
diu _ d1s’
dxi — dxt
On a donc aussi asymptoliquement .
dvS’ ;
¥r¥ =Z ti)’qw — e‘ldl"(xoxh -+ 0.'.1.‘2',"“1 —+- a_.).x)‘—ﬂ__,_. R
d_}v AN ' (]qS‘ s (A YR | 2 5 y
ix 1= 2 P gy =R R B e

11 est d’ailleurs aisé de vérifier que

B°= a y.
On aura donc asymptotiquement
e—-iuxi‘ . ; oty L
—yy1= 1 4+ —x- 14+ St =1+ I,
GO.T/'A " oy %y
6-_2N'1.= d“i ]@'1 B..,
- =ar—+ ;- + T4 =N
ao_q;"’\ dxr 0 2o
S1 donc nous posons
. e—2rl.r’
N 1 — 14 (DT
oy Th Y !
e—2ax? d},

les fonctions w, et w, seront représentées asymptotiquement par les séries I

et ,, et Pon aura
dy OF

ydzx 1+ W,

AT -
Mais

—— =] — W A WF

I+

est une fonction holomorphe de w, pour w, =o0. On peut done, d’aprés les
principes da paragraphe I, y substituer son expression asymptotique %, d’aprés

les régles ordinaires du calcul; on obtiendra une série divergente X; qui repré-

.

. . I
sentera asymp[onquemem T—-{_—- o
R 1

I8 T
r. 1.

o~
-

T
1.
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Mais d’aprés les pi‘incipes du méme paragraphe, nous avons le droit de mul-
tiplier les deux égalités asymptotiques
my == g,

1
I + h)i

I

Z;

1

d’aprés les régles ordinaires du calcul, ce qui nous donne asymptotiquement

a
.—},—'}: - dxz322.

St je rappelie en outre que les principes du paragraphe | nous permettent

d’intégrer les égalités asymptotiques comme les égalités ordinaires, Jécrirai
logy —Jfa’x’"‘ =
— dd “2-

ce qui montre que logy peut étre représenté asymptotiquement par uue cer-
taine série que l'on peut former aisément et que nous écrirons
:"i .]"2

il +...=ax’+bxr + hlogx + X,

azr?+ bxr + Nlogzx +
rt

Posons alors
: ¥ = emX+bx g\ g1

7 sera représenté asymptotiquement par ¥;. Mais e% est une fonction holo-

morphe de v, pour 7, = 0;}’y puis donc substituer a la place de v, son expression

asymptolique X,, ce qui donne asymptotiquement

J/ s em’+br$) 634_

Il en résulte que y est représenté asymplotiquement par unc série de forme
normale qui ne peut étre différente de S.
I’égalité asymptotique
y=2>
est donc démontrée.
Mais il convient d’observer que toutes les intégrales de I'équation linéaire ()

ne peuvent pas étre regardées comme le produit d’une mteglale ¥ de lequa—

tian (1) nar eo auna daviant cotte mamae ale 1arc
VEVJAL \l/ t-’u‘ AW W) A¥ AWl w U uLuw lll\Jlll\J ALY avri g

l'n toop
i ltba

.,.C

‘ane tégrale y de 'é¢quation (1) par une inté-

ni méme comme le produit d
grale y, de I'équation (1) obtenue en changeant # en — x dans I’équation (1).
Cette propriété n’appartient qu’a certaines mtégrales particuliéres de 'équa-

tion (2).
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Il résulte de la que si I'on tire y de ’égalité

N 4 ,diu
(8) ’ dyzé.d gdarfi

i = g,
Z Oy dxt

la valeur de y ainsi obtenue ne sera une intégrale de.I'équation (1) que sil’on

a choisi pour u certaines intégrales particuliéres de 1'équation (2). Parmi ces
intégrales pérticuiiéres, on peul toutefois en trouver n? qui sont linéairement
indépendantes.

Il est aisé de voir que parmi les intégrales de 'équation (2) il y en a une
(que y'appellerai «,) qui est représentée asymptotiquement par une série nor-
male S, (en supposant par exemple, pour fixer les idées, que z croisse indé-
finiment par valeurs réelles positives) et qui est telle que I'on en puisse
trouver (7% — 1) autres dont le rapport & u, tende vers zéro quand z croit

indéfiniment.

En appelant w«,, uy, ..., «, ces (n? — 1) intégrales, on aura

. Us .U Uy
lim — = o, lim — = o, Cees lim~—% = o.
Uy Uy Uy

L'intégrale générale de I'équation (2) sera alors de la forme

A1u1+ 1\2”2“". .o f\H’uni,

et elle sera représentée asymptotiquement par la série A, S, pourvu que A, ne
soit pas nul. Ainsil'intégrale la plus générale de I'équation (2) serareprésentée
nsymptotiquement par une série normale.

Considérons maintenant, non plus l'intégrale la plus générale de I'équa-
tion (2), mais la plus générale parmi celles qui, substituées 3 « dans I'équa-
tion (8), donnent pour y une intégrale de I'équation (1). Sil'on veut qu’il en
soit ainsi, on ne peut pas choisir les constantes d’intégration Ay, A,, ..., A,

d’'une fagon arbitraire; 1l faut qu’il y ait entre elles certaines relations qua-

dratiques (g). Mais quand méme on suppose que ces équations quadratiques (9)

sont satisfaites, A, ne sera pas nul en général. Donc I'intégrale de 1’équat10n (2)
1a nlie cénédrale narmi collee ant earicfont aux relatinone (a) est encore renre-
asa I.I.I.uﬂ D\JIAUL AR ]Jul. i11 1 WA REN T \,ll/ll- \J“I‘LU“JLAU A L A A& WAL LSE \J IU \U/ s SRR A N UI’

sentée asymptlotiquement par une série normale.
I1 suit de la et des raisonnements développés plus haut que l'intégrale la
plus générale de I'équation (1) sera représentée asymptotiquement par une

série normale.
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(est dans ce sens que les résultats du paragraphe 111 peuvenlt étre regardés
comme généralisés.
Le raisonnement qu1 précéde s’applique comme s1 le déterminant des équa-

. vy, . d . . .
tions (3) étant nul, l’expressmnﬁ% n’est plus une fonction rationnelle mais

algébrique de z, de u et de ses dérivées. Ce raisonnement cst fondé en effet
sur ce principe, démontré au paragraphe I, que toutes les opérations du calcul
sont applicables aux égalités asymptotiques, si I'on excepte la différenuation.
Il n’est pas permis en général de différentier une égalité asymptotique. Mais
d’aprés ce que nous avons vu plus haut, dans le cas particulier oi u est une
intégrale d’une équation linéaire, il est permus de différentier 1'égalité asymp-

totique
uw="5,

Il ne se présente donc aucune difficulté.

Il ny aurait rien i changer aux développements qui précédent, st I'équa-
tion (1) au licu d’étre de rang 2 était de rang quelconque.

Les résultats des paragraphes Ill et IV peuvent done s’étendre au cas le plus
général, avec les restrictions énoncées plus haul.

Je puis donc énoncerle résultat suivant qui serala conclusion de ce Mémorre :

L'intégrale la plus générale d'une équation de rang quclconque est repré-
sentée asymptotiquement par une des séries normales qui satisfont formelle-
ment & celte méme équation.

Il peut y avoir exception si 1’équation admet des sérics anormales.

Parls, le 7 février 1886,

.- i ©- € () Aa—————



REMARQUES

LES INTEGRALES IRREGULIERES

EQUATIONS LINEAIRES
(RRPONSE A M. THOME)

Acta mathematica, t. 10, p. 310-312 (1887).

J’ai publié¢ deux Mémoires sur les intégrales irréguliéres des équations
linéaires, le premier Sur les équations linéaires aux différentielles ordi-
naires et aux différences finites dans 'American Journal of mathematics
(v. 7, 1885, p. 203-258), le second Sur les intégrales irréguliéres des équa-
tions linéaires dans les Acta mathematica (t. 8, 1886, p. 295-344). Ces
deux Mémoires ont inspiré & M. Thomé une Bemerkung sur Theorie der
linearen Differentialgleichungen qu’il a fait imprimer dans le Journal de
Crelle (t. 101, 1887) et que je ne puis laisser sans réponse.

Soit une équation linéaire de la forme suivante :

dfl—l y
n=1 daxn—1

+...+Pifiwj—/+l)oy=0,

dry .
]
(1) . l + dxr

7t dwn
ou les P sont des polynomes entiers en # d’'un méme degré m.
On démontre que, pour z trés grand, cette équation admet n intégrales de la

forme suivante :

o, (t=1,2,...,n),

les & étant des séries convergentes doublement 1nfinies procédant smivant les
pulssances positives et négatives de z. Mais on n’a aucun moyen de déterminer

les exposants g et les coefficients des séries d.
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D’autre part, on trouve n séries que ] appellerai séries normales et qui
satisfont formellement a I'équation (1). Ces séries, qui sont généralement

divergentes, sont de la forme
enryTioy; (i=1,2,...,n),

tes ¢ étant des séries ordonnées suivant les puilssances négalives de x. J'ai

démontré a ce sujet deux théorémes :

1° Pour qu’une série normale soit convergente, il faut et il suffit que la
transformée de Laplace de I'équation (1) admette une intégrale holomorphe

dans tout le plan;

2° Alors méme qu’une série normale diverge elle re p ésente s_y‘mptotique—
des
uc

-y = PR Y

) -.
et ulLl

p.n_l

nin PeY

A
11LICE

o

OErsAO T
ayveoe i

~
o

argument dé termingé.

M. Thomé attaque ces deux théorémes, mais a deux points de vue différents.
Quant au premier, il n’en conteste pas 'exactitude, mais il le déclare dénué
d’intérét. C’est la un point sur lequel il est malaisé de disculer.

D’aprés M. Thomé, il est aussi difficile de distinguer si I'équation trans-
formée a une intégrale holomorphe, que de reconnaitre s1 la série normale con-
verge. J'en conviens volontiers, mais j'estime qu’il n’est pas inutile, quand on
est en présence de deux problémes également insolubles, de montrer qu’ils se
raménent 'un a l'autre.

On croirait que M, Thomé attendait de moi I'énoncé sous forme explicite
des conditions de convergence des séries normales. 1l ne dépendait pas de moi
de le lui donner; ces conditions s’expriment évidemment par des relations
entre les (n—+ 1) (m —+1) coefficients des polynomes P; mais ces relations ne
sont pas algébriques. Tout ce que 'on peut faire, c'est étudier les transcen-
dantes qui y entrent. En établissant que la convergence se rattache a une pro-
priété du groupe de I'équation transformée, je montrais en méme temps que
ces transcendantes sont intimement liées a d’autres fonctions que j’ai étudiées
dans mon Mémoire Sur les groupes des équations linéaires ( Acta mathe—

t A QAL 4 2NN | P

L - r
. 4 . rAciltnd . - - s ot ro
iCG, L. %, 1004, P. 201-011) ). €S I'ésuitais q'uej ai aonnes au su jct de ce

un

deux classes de transcendantes sont, il est vrai, fort incomplets; mais il est pro-

hable que I'on n’en trouvera pas d’autres d'ici 4 quelque lemps; c’est ce qui

(Y) CFuvres de H. Poincaré, t. 1I, p. 3o00.
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m’a déterminé a les publier, tout en partaaeant les regrets de M. Thomé au
sujet des lacunes qm y subsistent encore.
Quant au second théoréme, M. Thomé le regarde comme faux, et cela parce

qu’il I'interpréte de la fagon suivante :

Ce serait toujours la méme intégrale qui serait représentée asymptotique-
ment par la méme série normale, quel que soit 'argument avee lequel x croit
indéfiniment; d’oa il résulterait que les exposants r; devraient étre éganx aux

exposants p,.

Je n’a1 jamais dit une pareille bétise et M. Thomé me la préte gratuitement.

Le paragraphe V du Mémoire de ' American Journal est tout entier destiné

N PO D N oy |
4 démmonirer le contraire

et j’ai encore Tépété le contrair

b
o
@
T

dans le Mémoire des Acta mathematica, et en particulier dans les deu
niéres lignes de la page 3og et les huit premiéres lignes de la page 310.

En ce qui concerne ces dix lignes, je reconnais que j‘aurais mieux fait de les
souligner; mais, quant au paragraphe V, je ne pouvais imaginer qu’un para-
graphe tout entier échappit au lecteur le plus inattentif.

Je prévois la réponse dé M. Thiomé : mais, dira-t-il, si vous ne pouvez nous
donner exphlicitement la valeur des exposants o, votre travail est dénué d’in-
térét. J'en suis faiché, mais cette détermination explicite est impossible; on est
obligé de se contenter de procédés d’approximation indéfinie et c’est ce que
j’'ai fait en définitive, dans le paragraphe V, en ramenantle probléme a la déter-
mination du groupe d’une equatlon linéaire, questlon que avals traitée,

quolque d’une fagon incompléte, dans le Mémoire cité des Acta mathematica

(t. 4).

Paris, le 24 juillet 1887,



EXTRAIT

Acta mathematica, t. 39, p. 58-93 (1923).

Dans la derniére livraison du Journal de Borchardt (2); M. Fuchs a publié

un Mémoire dont le résumé se trouve dans une lettre 3 M. Hermite insérée

(') Ce Mémoire a été publié pour la premiére fois par M. Mittag-Leffler dans le Tome 39 des
Acta mathematica. On sait que le Tome 38 du méme Recueil a été consacré, par I'éminent
mathématicien suédois, a un exposé d’ensemble de I'OEuvre magistrale de H. Poincaré — sous
ses multiples aspects — expesé dont nous avons deéja ulilisé, dans ce Volume, I’ « Analyse des
travaux scientifiques de H, Poincaré faite par luinméme ». Le Tome 39 groupe Karl Weierstrass,

Honr: Painecard at Sania Vnnrnl.:\n dew A ma antimant da rrv-nl.‘ll‘nr‘n el commnr rand avoen
nenr: Coindare L SOhja AfWAiTWsKY dans un meme sentiment qe (28 (=19 I prens, aved

une Conférence sur la vie de Weierstrass, une¢ correspondance étendue de ces divers savants et le
Mémoire inédil en question. Nous saisissons ccite occasion de remercier publiquement M. Mittag-
I.effler pour Pimportant service qu’il a ainsi rendu a la Science.

M. N.-E, Noérvlund, qui présente le Mémoire inédil de H. Poincaré, 'accompagne de remarques
auxquelles nous empruntons l'essentiel des lignes qui suivent :

L’Académie des Sciences de Paris avail proposé pour sujet de concours, pour le Grand prix des
Sciences mathématiques 3 décerner en 1880, la gueslion suivante : « Perfcctlonner en quelque
poml important la théorie des équations duﬂ'erenuelles linéaires & une seule variable indépen-
dante. »

Le Mémoire n° 5 — dont H, Poincaré s’est déclaré I'auteur — se compose de deux parties dis-
tinctes. La premiére contient les recherches sur les intégrales irréguliéres des équations diffé~
rentielles linéaires, développées dans deux Mémoires insérés respectivement, American Journal
of mathematics (L. 7, 1883, p. 203-258), el Acta mathematica (1. 8, 1886, p. 295-344).

(Ces deux Mémoires m:'PPPdPnr dans ce Volume des GFneres, le Mémoire actuel.)

Cest la deuxiéme Partie, qui contient les réflexions inspirces a Poincaré par la lecture d’un
Mémoire de L. Fuchs, que nous reproduisons maintenant,

Le Mémoire de L. Fuchs a éié recu par H. Poincaré an début de mat 188 et le Mémoire pré-~

MNrmannng act narnvanit 3 TAnraddmia la yer 1in 1884
Cllu.‘, di LONCOUrs Csi pPai voliu @ b Savau i i€ I JUELE TGV,

Nous avons ici la premiére ébauche des recherches de H. PPoincaré sur lintégration des
équations dilférentielles linéaires 4 coeflicients rationnels par Vemploi des transcendanies uni-
formes obtenues en regardant la variable indépendante comme fonclion du quotient de deux
solutions d’une équation du second ordre. Le Tome 11 de ces (Fuvres, Loul entier, peul étre
regardé comme un développement, exceptionnel par son ¢tendue et sa profondeur, des remarques
faites dans ce premier travail. (3. D)

() T. 89, 1880, p. 1d1-1lg.
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aux Comptes rendus (*). Ce Mémoire se rapporte aux équations du second
ordre. Je supposerai que I’équation différentielle considérée est ramenée a la
forme canonique

Py

dwg _ Q.)/'
M. Fuchs démontre que, & certaines conditions, si f(x) et ¢ (z) sont deux

intégrales [linéairement distinctes| de I'équation proposée :

1° S1l'on pose

x est fonction méromorphe de z;

2° 51 l'on pose

jnrf(x) dz +Jﬂx1f(xl) dxi= u,,

f”q:(x)dx—i—fv 1?(1’1)6{.271.—_: U,
o 0

toute fonction rationnelle symétrique de x et de z, est fonction méromorphe

de u, et de u..

Ce dernier résultat lui permet de définir des fonctions analogues aux fonc-
tions abéliennes; mais je ne m’occuperai ici que du premier qui permet de
définir des fonctions analogues aux fonctions doublemént périodiques.

Pour que ce premier résultat soit vrai, les conditions de M. Fuchs ne sont
pas nécessaires et suffisantes.

1l faut, pour que z soit fonction méromorphe, que pour tous les points sin-
guliers, y compris le point o, la différence des racines de I'équation détermi-
nante soil une partie aliquote de I'unité.

En effet, soit une valeur quelconque de z,

expressions ,
f(z)—ag(x),
f(z)— ay(z)

(*y T. 90, 1880, p. 678-680.

H. P. —1.

=
o
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ne s’annulent .a la fois. Mais comme nous avons supposé que la valeur z =a
correspondail 4 une valeur de z qui n’est pas un point singulier de I'équation
proposée, ces deux expressions ne pourraient s’annuler pour cette valeur de z,
qu’a la condition que
Sy —as(z)

fut identiquementnul, ¢’est-a-dire que f( &) et ©(z) ne fussent pas linéairement
indépendants, ce qui a été exclu.

Supposons maintenant que @ corresponde 4 un point singulier x =& situé
a distance finie : on a alors f,(x) et f.(x) étant des fonctions de z, holo-
morphes et Zo pour z=10; 1, {3, v, 6 étant des constantes; p, et p, étant les

racines de 'équation déterminante,

w(z— )b fi(z)+ (& — b)pufo(z) + 2[y(w—b) fi(z)+

o
(o]
~
&
~
—
s)
-~
~
E]
P

ou s1 : partie réelle de py > partie réelle de p,
(x— bWt fi(z)(a+7v5)+ fol(z)(f+83)=o0.

Pour z = a, on doit aveir z = b, ¢’est-a.dire que

B+ da=o.
D’ailleurs on a
x+vyazo,
sans guoi I'on aurait
o ¥
B8

ce que nous n’avons pas supposé; on a donc

£z & = e\
— b =— LT ¢(z —a)
(x ) Sfi(=x) 1+Ya’+T(3—a)’
ou
—bf.(x)
_glax"—'b :.Lz_a "l—L
(Pl P) ( ) ( ) fi(x)[a_.}_-ra,_;_y(z____a”?
ou
I —d.f2 (=)
T . 4 = /._‘.\r —,
JJ\‘* u, J1UT) la—-'—ﬂlra_*_.rkﬁ__ujj

uz—b) L L(z—5)
ou, pour 5 =a, z = b,

L(z — a)

lim M) =P e

or si z est fonction holomorphe de z pour z =a, on a

r—b=A(z—a)l+ A (z—a)rtt 4, .,
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ou )

L(z—a) _
M iz—6)
et par suite

. 1
P1 Pz—n-

Donc il faut que la différence des racines de U'équation déterminante

soit une partie aliquote de l'unite.

Réciproquement, sl

il vient
F(z,5)=(z— &) fl(x) (2 +713)"+ (—0)" fi(z) (B +8z) =0,
et on-en tirera z en fonction holomorphe de z; car pour 3 = «,

dF
2z =J/i(®) (@ +ya)
n’est pas nulle.

Méme raisonnement si, pour 3 =a, I = .

Conséquence : Pour que z soit fonction méromorphe de z, — toutes les fois

que z prendra une valeur correspondant soit & une valeur finie de z qui ne soit
nac nn noint sinculisr. enil 3 une valeur finie de » am enit 1 n nt cirlc‘ulier
r’ e AR ulllb“llul 4§ WAV A ALy ¥ LALW/AEA LEBRRLYVY LA LY. " ‘.1'&[‘- LA Y el r’ R D ’

soit & une valeur infinie de z —, il faut et il suffit que, pour tous les points
singuliers, y compris le point o, (g,~ 3;) soiL une partie aliquote de I'unmté.
Ces conditions sont donec nécessaires pour que z soit fonction méromorphe

de

dans toute 'étendue du plan.

-
A

Qv tn . ]”\“ "o --.- -:I Lornn o ir Faa s sl ],An
A LHILE=-c ull lJUU llL L1z ¥ MU o ULL

C>
e

peut obtenir toutes les valeurs de z en faisant décrire &  nn nombre fini de
fois des contours finds sur la sphére. C'est ce que M. Fuchs semble avoir admis
sans démonstration.

Si cela était, si x décrivant dans le plan un contour quelconque en ne fran-
chissant chacune des coupures (qn’on y peut pratiquer entre les points singu-
liers) qu’un nombre fini de fois, 5 prenait toutes les valeurs possibles, alors la
fonction x de z serait non seulement méromorphe dans toute I'étendue du plan,
mais dans toulte U'étendue de la sphére, et par conséquent rationnelle.

Il s'ensuivrait que 'équation (1) admeltrait une intégrale algébrique, ce qui
arrive quelquefois mais ce qui n’arrive pas toujours, M. Fuchs lui-méme I'a

démontré.
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Donc en décrivant un certain contour donné (enveloppant plus d’un point
singulier) un nombre infini de fois, on arrivera pour 5 a une certaine valeur
singuliére qu’on ne pourrait obtenir en décrivant des contours fints un nombre
fini de fois.

S’il n’y a sur la sphére qu’une on deux de ces valeurs singuliéres de 3, il n’y
a pas de difficulté.

Soient, en effet, o et § ces deux valeurs singuliéres; on posera

_ Belt4-a
elt 41
Alors z ne pourra étre égal 2 o ou & 3 pour aucune valeur finie de ¢; donc pour

toutes les valeurs finies de ¢, z est fonction méromorphe de z et par conséquent

du plar et par

C‘D

a

Cs

de ¢. Donc z est fonction monodrome de ¢ dans toute éiend
conséquent dans toute I'étendue de la sphére. On est done, par un changement
de variables, ramené au cas o0 z est méromorphe dans toute I'étendue du plan;
seulement, c’est de ¢ et non de z que z est fonction méromorphe; pour qu’il le
firt également de 3, il faudrait que z, considéré comme fonction de ¢, admit la
période 27, ce qu’on ne peut prévoir a priori.

S’il y a sur la sphére plus de deux valeurs singuliéres, un pareil artifice
n’est plus applicable. Quel que soit le changement de variable qu’on eflectue,
il restera toujours au moins un point singulier a distance finie et, pour que »
soit fonction monodrome dans toute I'étendue du plan, il faudra que z soit
fonction monodrome dans le voisinage de ce point singulier. Or la démons-
tration de M. Fuchs ne s’ applique pas a de pareils points.

Cette objection ne se présente pas pour les démonstrations analogues qu’on
rencontre dans la théorie des fonctions elliptiques ou abéliennes. Soit en effet,

par exemple,

* dx _ .
~[0v Vil—z2?2) (1 — k2z?) '

On démontre aisément que z est méromorphe en 5 pour toutes les valeurs de 3
que I'on peut obtenir en faisant décrire & x un nombre fini de fois un contour

ini sur la s hé ¢. On peut en conclure que x est mo nodrome dans toute

I"étendue du pian, et par conséquent dans toute I'étendue de la sphére; car,
quand on fait décrire &  un contour quelconque un nombre infini de fois,

3 tend vers 'infini.
Rien de pareil n’a lieu dans la théorie des équations différentielles linéaires.
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Je crois avoir monlré que la démonstration de M. Fuchs est insuffisante.
Considérons cependant encore la question 4 un autre point de vue,

L’équatiou différentielle peut Loujours se mettre sous la forme

dEJ,—
(1) ?{;.'2‘_ Ng

QQ étant fonction de z.
En posant 51,—{ — {, pn trouve (') entre les fonctions z, y, 5, ¢t les équations
I dz . ,

différentielles suivantes :

dzx d dt
(7;:.727 (ngf)’?: EEZQ.}’s-

Pour que z soit fonction méromorphe de 5, il faut et il suffit que, toutes les
Jots que s est fini, toutes les relations entre z et z lirées de ces équations diflé-

rentielles soient de la forme

x = fonction monodrome de 3z,

ou
Z = const.

Or z, y, t sont méromorphes en z, sauf :

1* Quand Q=o0;
2° Quand x = o;
3¢ Quand y = ow;
4° Quand t = cc.

M. Fuchs n’a examiné que les deux premiéres cxceptions, il reste @ exa-
miner les deux autres. Soit donc y = ». Comment y peut-il devenir infini ?
Supposons que z décrive une infinité de fois un certain contour G; que, quand
x décrit une fois ce contour, il y ait deax intégrales f et ¢ de I'équation (1) qui

se changent respectivement en af et en 8o, et soit
y =4 py.
Quand z décrira m fois le contour G, y se changera en
Aam f+ uBrg;
mais d'aprés la forme particuliére de 'équation (1), on peut supposer

a[ﬂ:l.

‘A condit — 24, puisque ! dy,_,dy
(Y I_A condition de poser 5 = S Dbuisque I’on peut prendre y ar Vidp = 1.-
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~ . y_r
Done, a moins que 'on n’ait mod @ =1, on a

limite de y (pour m = ) = .

Soit donc y = «. Posons alors y = %, les équations différentielles deviennent

dx  dy dt dsz

T Q)

.

dont les intégrales, si Q 2o, t 2o, se réduisent a
tw) ? ~ 7 =< 7

n=o, Z = const., % = const.

La relation entre z et z se réduisant ici a 2z = const., il n’y a pas de difficultés.

Supposons donc Q = o, et posons

1 4
A e K -2 F o— F = ]
l‘ — l‘l <y ¥ U —— liiﬂ b
il vient ‘
dz dr dr, . dty
UFE: LY —nity—3 0 Q—'}-.'jtﬂﬁ

Il reste a démontrer que x reste holomorphe en z; quand on a
_7h=Q:07 t‘lzsoy

et c’est ce que M. IFuchs n’a pas fait.

11 faudrait ensuite examiner les cas suivants :

t = oo,
¥y =0Q =, y=t=0Q=uwx, y=x=w®,
y=i=x=mo

Ces considérations montrent, je pense, 'insuffisance de la démonstration de
LY I 1. | - SR S | - T N 1 I N iy 1: . 1.1 ot
Y1, I'u1cns el 1d necessite {4 une eruuae plus HPPI'DIUIIU]B ae 1d quesu()n.

Envisageons d’abord un exemple cité par M. Fuchs, a savoir I'équation (1)
(Journal de Borchardt, 2¢ Heft, 8g° Band, p. 168) :

1 dy [_ 2 5 35
(1) dz? gz — ay)? - 18(x — ay) (x — ay) - 144(m—a2)2] 7

Cette équation admet Lrois points singuliers :

a;, Qs et oo,

La différence des racines de I'équation fondamentale déterminante est :

pour e, 4;
pour a;, L,

pour %, L,
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Tragons sur la sphére représentative des 2 deux coupures, allant 'une de a,

a a,y, 'autre de @, a I'infini.

Soit 5= g%, Jf(z) et ¢(x) étant deux intégrales de 'équation (1), que I'on

aura toujours pu choisir de telle sorte que z se change en — z quand z tourne
autour de l'infini, ¢’est-a-dire quand il décrit un contour fermé en franchissant

la seconde cou pure.

T~

changera en 3/, &/ étant lié & z par une équation de la forme

2in

3 —u z—a
v =63 .
2 — 8- z—f

Donc quand x tournera autour de @, de fagon a franchir successivement les

deux coupures, 3 se changera en z”, ou
b bJ

&«
l
2
|
t
+
Q

(2) — =

D]
I
oo
(4]
_],
<o

Or les racines de I’équation déterminante relative a a, ayant pour différence 3,

z doit étre lié a z” par une équation de lIa forme

. im
(3) - g:e:”

3]
2]

-2

by
&
[

En identifiant les équations (2) et (3) on trouve, par des calculs algébriques

faciles, que o8 est nul, d’ott
a ou f=0;

solt par exemple
& = o0, et ensuite 8 =o.

Posons alors

x sera une fonction de ¢ qui ne changera pas quand on changera

T

an = I
Cix v

’
2t

t en B4e’ (t—p),
i
t en Y+e® (¢—y), ou Pi=yy'=g;

d’ot I'on conclut que cette fonction ne change pas quand on change

t en t+ﬁ’(1—-—e3 )+'f’(1+e3)
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ou
im ( I
t en t+~(’(1—e“> + B\t+e’ )

De plus, en faisant un nombre infini de changements

de t en —1t
ou

de ¢ en ;3’+e_3—(t——p’),
ou

de ¢ en Y’—g—e_a_ (t—v),

ou bien 'on fait tendre ¢ vers 'infini, ou bien I'on tourne toujours dans un
cycle formé d’un nombre fini de valeurs de ¢. I en résulte qu’il n’y a qu'un

. .
nint ea1n
A 5 LU

CD'I'I]
A WEY R &L

™
I
t — oo,

Or x ne peut cesser d’étre monodrome en ¢ que pour les valeurs de ¢ qui corres-
pondent & des points singuliers; x est donc monodrome pour toutes les valeurs

finies de ¢; x est donc méromorphe dans tout le plan.

Par conséquent, x est une fonction doublement périodique de t.

La figure donnera une idée des propriétés de cette fonction. Les parallélo-

grammes des périodes sont

AA A A, AL\ A A7, AsA A Ay,

Ay A A, A A, Ry A A

Vs W \/////x/ \V/ VAV

Aia A'!-» A'lb Az A15 Asg Alg Aw

Ces parallélogrammes sont des losanges formés de deux triangles équilatéraux.

On décompose chacun d’eux en deux triangles équilatéraux (égaux a la huitiéme
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partie de la surface du parallélogramme) que I'on couvre de hachures, et en un
3 . 4
hexagone régulier qui reste blanc.

La fonction z ne change pas quand ¢ tourne :

t® De 180° autour du sommet d’un des triangles couverts de hachures;
2° Ou bien de 120° autour du centre d’un de ces triangles;
3 Ou bien de 60° autour du centre d’un des hexagones réguliers restés

en blanec.

Quand on connait z en fonction de ¢, Péquation (1) s’intégre aisément; on a

en effet pour intégrales :
dz " dx
V dt’ dt

. . T o dx
Or si x est une fonction doublement périodique de ¢, x sera lié a ~; par une

¢quation algébrique. L'une des intégrales sera donc algébrique en x. Si, en

effet, on forme I’équation (1), on trouve

2 2 5 35
- -

9(£—a1)2+ 18(x — ay) (x — a.) I44(x — a,)?

dont les intégrales sont évidemment

A 5_
yi= (2 — a;)* (x —ax)'*

et
2 5

i _b_ 2 _3
yr=(x—a1) (x—a)'? | (x~—ay) 3(x—ay) Sdz.
On a done
Vo )_2 )—_%d
=== x —a;) 3(x—a, z,
[P f( $) 3 (
d’ou I'on tire effectivement z en fonction doublement périodique de ¢.

Remarque. — L'équation (1) n'admet donc qu’une intégrale algébrique et

en admet une; elle fait partie, en effet, d’une classe trés nombreuse d’équations

r];frnrnnfin"pc aul ont nne ;nlénrrn]p n]nrr-’!]\rlnu nne senle,
LA LARW/R WAL VAL LAV \1 r v Al Lllbua AL “16\4” \1 w X
Soit
2 ; - .
" Py _ [N _ AN eBa ]
dx? | el (7 — ;) ek (2 — ;) (x— ar)]

Cette équation admettra une intégrale algébrique pourvu que ’on ait

H 1 -I I
B“‘:[;i\/z”f] [;i\/z“k]'

I
(]
o
-
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La seconde intégrale se trouve par une simple quadrature (').

L’exemple qui précéde fait voir que, dans certains cas, le théoréme de
M. Fuchs est exact, et que z est fonction doublement périodique de z.

Cherchons comment cela peut avoir lieu; proposons-nous de trouver dans
quel cas x est une fonction de s susceptible d’étre ramenée aux fonctions

doublement périodiques.

-~

Cherchons, ce qui revient au méme, dans quel cas = est une fonction de 3

telle qu’il 0’y ait, sur la sphére représentative des s, que un ou que deux

=

peints singuliers.

Suppo. ons que le théoréme de M. Fuchs soit vrai, ¢’est-d-dire que x soit

o

fonction monodrome de z; ce sera une fonction de z qui se reproduira quand

on changera 3 en 3/, ou

as+ b
5 " =
(5) R EEY)

(et cela pour une infinité de systémes de valeurs de a, b, o, b')-.

Or la relation (3) entre z et 3" peut toujours se mellre sous la forme

é) z—ot___kz—oc
( zr_;a— z_B
ou sous la forme

, 1 1
(7) ; = + A

Premier cas.

-

Supposons que z ne change pas quand on change z en 3, ou en 3|, ou
en 3,, ...; el que foutes les quantités z;, z,, %), ... soient liées & 3 par des
relations qui peuvent se meltre sous la forme (6) et de telle fagon que

A= eii‘r:h’

. I . . .
(1) Si l'on pose «,= :t‘/; + A,, ces conditions sont suffisantes (elles ne sont nécessaires
| R

b~

que dans le cas de trois points singuliers) pour que y, = Il(x — a;)* satisfasse & l'équation. 1l
faut donc en outre, pour que cette intégrale soit algébrique, aprés avoir fixé le signe des radicdux,

. . . . dx
que tous ces radicaux soient commensurables. La deuxiéme intégrale y,= y,‘/ e donne alors
1

Y1 _ g [27, (J.D.)
Y Y
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r

A étant commensurable. Dans ce cas, le nombre des quantités z;, 2\, 3., ...
sera forcément limité et x sera une fonction rationnelle de 3. L'équation (1)
sera intégrable algébriquement.

Deuxiéme cas.

Supposons que  ne change pas quand on change z en z’, o

Z2 — 22— a
= >
z.'_p lz_p (mOd)\<1).
Posons
£ — = ¢
. z_a"" L]

x sera une fonction monodrome de ¢ qui ne changera pas quand on changera ¢
en Al

Il y aura alors deux points singuliers :

s t=o0, t = oo,

Il ne pourrait y en avoir davantage sans qu’il y en edt une infinité, car les
points t=o et {==co sont les seuls qui se reproduisent quand on change ¢
en At. Quand x tourne autour d’un des points singuliers de I'équation (1), t se

change en ¢', ou

: ' —a t— a
g = A .
( ) t — b lt—b’
1cl
2in
)\1=Bu

n étant entier. Si 'on veut qu’il n’y ait qu’un nombre fini de points singuliers,

il faut que la substitution (8) reproduise le systeéme des points

Or cela peut arriver de deux maniéres :

1° Si la substitution (8) reproduit le pont ¢ = o, et reproduit également le
point ¢ = co.
Pour cela, il faut que la substitution (8) s’écrive

27T

t'=te",

2° Si la substitution (8) change le point £ =10 en t =, et le point { =

en { = o.
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Un pareil échange ne peat avoir lieu que sila substitution (8) change ¢ en ¢’

et t' en ¢, ¢'est-a-dire si

b —_—T
A= i.
Si, dans 1'équation (8), on fait
)\1:—-[, t =0, = 0,
il vient
a
5 =0
d’ou
t—a t—a
f+a  t+ra
ou
tt— a',’—._."(),

ou enfin

Pour qu’on n’ait qu’un nombre fini de points singuliers il faut donc que, quand

Z tourne autour d’un des points singuliers de I’équation (1), ¢ se change soit en

27

— 2

. a
te © , soit en 5"

Nous aurons donc une fonction monodrome de t qui ne changera pas quand

on changera

t en At
ou ¢ en
te™ | te'™ , te’™

oulen

K, Ka K

: T T T
et par conséquent quand on multipliera ¢ par Kl, K'; K ou encore par

£ — —_— . _—
p q q p p K, K, ’ Kp’ p

2
e™, m étant le plus petit commun maultiple de n,, ny, ..., 14

Posons malntenant
t — clt,

z sera une fonction monodrome de u qui ne changera pas quand on changera

wen u+Li, ouuven ut %’ ou v en u+LK,—LK,ouen u+LK,—LK;, ...,

ouen u—+ LK, —LK,.

Cette fonction admet donc un certain nombre de périodes; il faut que ces

périodes soient compatibles, c’est-a-dire qu’on puisse trouver des quantités

commensurables
%, X3y ey 0tp
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telles que

L)+ LK;— LK., a LA+ LK, — LK;, ..., a, L)+ LK; — LK,

solent commensurables avec 2.

On peut toujours supposer

car on a pris pour A lune quelcongue des quantités par lesquelles on peut
multiplier ¢ sans altérer z. Il faut alors que 1'on puisse trouver des quantilés

commensurables a3, ..., a, telles que

K
oc,,,L—K—’5+L 4

Kp
Kl —K—I-, ces dp

K2+LK3 KoLk
K, 1

=2 =3 L
K, K,’

oy L

soieni commensurables avec 2¢7. Donc :

.. . K, K . .
Condution 1. — 1°.Les logarithmes des modules ¢, R-a, + + doivent étre
1 i

comntensurables entre eux.

Condition Il. — 2° Les quantités
K
Lmod 2
TR K K
—— B i 2 ..
L mod—lﬁ% K, K
K,

doivent étre commensurables avee 24,

S1 ces conditions sont remplies, # scra unc fonction doubl¢ment pério-
dique de u.

Continuons cette discussion et tout d’abord remarquons qu'il ne peut jamais
arriver que, lorsque x tourne autour d’un point singulier @ de 'équation (1),

t se change en

comme 1l semblait au premier abord que ccla pourrait se faire.
En effet, si cela était pour z = @, ¢ serait égal a zéro ou a I'infini, ¢’est-a-dire

irail en un point singulier, ce qui est absurde.
1

Toutes les fois aue 7 tournera auntounr d'an noint sinonlier de ]’énunhnn fl\
= oules €8 Iols quUC X tournera aulour C un polhl singuilelr Ge 1 equallo /
K, K, K
t se changera en — ou —, - -+, ou -£.

Donc, pour tous les points singuliers de I'équation (1), la différence des

1

racines de I'équation déterminante fondamentale est égale a S
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ProsLime. — Une fonction doublement périodique peut-clle donner nais-
sance ainsi a une équation différentielle linéaire du second ordre?

Soient £k et k les deux périodes de z considéré comme fonction doublement

périodique de «; nous écrirons

A=o [mod (£, k)] :
quand on aura
A=mh &+ nk,

m et n étant des entiers réels.

On devra avoir

LK, —LKy= LK; —LKy=...=LK;— LK, =0 [mod (4, k)],
2iT=o0 [mod (&, k).

Pour une méme valeur de z, u pourra prendre une infinité de valeurs; soit u,
I'une de ces valeurs; les autres devront satisfaire a I'une des congruences
w= u, w==LK; — u,, w = LKy— uy, e, u= LK, — u, [mod (A, k)],
c’est-a-dire A I'une des deux congruences
u=u,, = LK;— u, {mod (A, k)],
car on a évidemment

LKy—uy=LK;—uy=... =LK, — u, [mod (A, k)].

Hn’y a, dans le parallélogramme des périodes, que deux valeurs satisfaisant
a ces congruences. Donc x est une fonction doublement périodique de u a deux

infinis ; nous supposerons que ces infinis sont —a et | a, c’est-a-dire que
LKI = 0;
nous pouvons toujours le faire, car si cela n’était pas on n’aurait qu’a multi-

plier ¢ par un facteur convenable.

Nous poserons alors

z = Alu);
on a .
dz_
du ~°
toutes les fois que
L=o0 ou uz-}—L,
2
ou
uaé ou uah_: [mod (&, k)].
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. dzx , ) . . .
Toutes les fois que - Z o0, u se développe suivant les puissances croissantes
de (7 —a) si z est fini. ou de X si 2 est infini
AL \W w} - L Av 2" lll“l, r AN m Loy B WS ARLIAABAN

Supposons au contraire 1 == o, et soil

A{o) =ua.

x— o= Aut+ Ayuda. ..,
ot AyZo; d’ou 'on déduit

u=yax—a[By+ By(x—2)+ By(z —2)?+...],

ouByZo

Seit de méme

h k h+k -
A(‘;)ﬁp, I\(;) —T, A. (- > )—0’

on aura
h e ’ ; ’
“—'; =\/w——B[Bo—}—B!(w—ﬁ)—Jf-BZ(:L‘—(3)3+...|,
k — ” " I 2
-3 =yz—y[Bi+Bi(z—7)+Bi(z—7v)+...],
h k — I 7 " ~Ne
u— : =z — 0 [Bl 4+ B} (x— 8) + By(r—28)+...],
ou
By2o, BjZo, BiZo.
Soient maintenant
/T
Y= du
L dA
_,’Vg=e2 { .
V du

A une méme valeur de z correspondent unc infinité de valeurs de u; soit w«,

I'une d’entre elles; les autres seront

Ug+mh + nk,
— Up+mh 4+ nk,

ou m et n sont entiers. On aura

A(tg+ mh + nk) = A(u,),
Al—ug+mh+nk)=A(u,),

d’ou l'on tire, par différentiation,

A{ug+mh + nk)=A(up),
—A(—uy+mh+ nk)= A'(uy).
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Si 'on fait « = u, dans les formules qui donnent jy, et y,, on Lrouve pour ces

fonctions des valeurs
Ji €L 0.
Si maintenant on fait

u==uy+mh-+nk,

on trouve
_ mh+nk
2
Yi=TEyie ,
mh+nk
Ya=Eye '
Faisons maintenant .
U=—1Uuy+mh-+ nk,
il viendra
mh+ nk
s — 2 -
yi==y0 Yoo e )
mh+nk

yi=FEy—iye

Donc y, et y, sont des fonctions de 2 qui peuvent prendre une infinité de
valeurs pour chaque valeur de x ; mais si y,, et y»3 sont un systéme de valeurs

de ces fonctions, toutes les autres seront de la forme

M= “}’10*&-{3}’20,
Ye=&'yio-+ By,

af’— o' B

ct de plus le déterminant

sera toujours égal a 1. Clest dire que y, et y, satisfont & unc équation de la
forme

ot U est une fonction de £ monodrome dans tout le plan.
Pour étudier la fonction U, il faut donner a z toutes les valeurs possibles
sur la sphere, et il suffit de les lui donner une scule fois; c’est ce que nous

arriverons a faire en donnant a u# toutes les valeurs comprises dans 'intérieur
du parallélogramme des périodes.
Donnons d’abord a © une valeur telle que

9 s
du'{or

il est clair que y ct ), sont développables suivant les puissances de x —a, s1 z

est fini. De plus, ni y, ni y, ne sont nuls. C'est dire gque U est holomorpheen x
s1 2 est fini. '
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Faisons maintenant v = o; on a alors

U=yx—a[By+ By(x— L) 4. ..
r—a=Aut+ Ayudt...,

d’on
dzx 2
Tn =2A,u +3Asu...,
ou
dA dz _ '
ﬁ - (—la i \/.Z'—I[GO+61(.‘Z‘—G)+-..]
avec
CoZo,
ou bien
dA -
- =vz—a[Dyg+Dy(x—u)+...|
avec
- D >n
Dy2o.
De plus,
¢ *=[Ey+ By(x—2)+...]+y7T —a[FotFo(2 —a)+...|,
ou
Eozo,, FOEO,
ou enfin

y,::/w—a[ao—}—al(z‘—z)—%...] +\/$——:d Jr\'/w--—!Jt[év‘)(,—}—b;(av— ) .. ]
el

o) 1—‘/:“—-@'_{’/0"—”[‘]).‘_&_’)_{r‘r—ﬂ\.l 1
JEee T YR T —x = 0lr—e) 4. ..

8

agZ o, b2 o.

Donc, pour £ = «, U présente un infini double; le point £ == « est donc un

point singulier de ’équation
- o L RN
a?y

et les racines de l’équation déterminante correspondante sont

1 ot 3
4 4
On arrive au méme résuliat en faisant
h k + k
U= :, U= : ? U = _n ?
et par conséquent .
zr =3, r =y, x =28

Constquence. — U est une fonction méromorphe de x dans toute I’étendue
de la sphére; c’est donc une fonction rationnelle.

rr vy - ’ -

H. P. — 1. 45
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L’équation
dry
=U

dx? 4
est donc a coefficients rationnels; elle admet quatre points singuliers a distance
finie, et, pour ces quatre points singuliers, les racines de I'équation détermi-
nante sont

et

N
Eo

On conclut de la :

On peut toujours former une équation différentielle lincéaire, & coeffi-
cients rationnels, et s'intégrant a {'aide d’une fonction doublement pério-

dique donnée a deux infinis.

St I'on choisit cette fonction doublement périodique (avec des périodes /i

et k) de telle facon que
2it =0 |mod (&, k)],

x sera une fonction monodrome de « admettant la période 2im; ce sera donc
une fonction monodrome de t et par conséquent de .

Par conséquent, 1l existe des cas ou le théoréme de M. Fuchs est vrai.

Si, au contraire, on choisit cette fonction doublement périodique de telle

fagon que I'on n’ait pas :
2iT =0 | mod (£, k)]

z sera une fonction monodrome de u; mais, n’admettant pas la période 2=,

elle ne sera pas monodrome en t, ni par conséquent en s.

Donc il existe des cas ot le théoréme de M. FFuchs est faux, bien que les

conditions posees par ce géometre sotent remplies.

Cherchons a former des équations différentielles linéaires qui satisfassent aax
conditions précédentes.

s équations s’ écriro .
Ces é tions s’é nt

_ldé")f_ A, B, Co ; D,
ydr T m—ap T @—Fp T @—)i " (z—op
A| Bl C| Dl
-+ —+ —+ - X
r—x zxz-—03 x—y x—0

Pour que, relativement aux quatre points singuliers =, 3, v, 3, les racines de
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sz . , . . 1 3 .
1 équation déterminante soient i et 7 il faut que
. I
3
(9) A:=BQ=GZ=D2:_I—6.

. : I ’ ’ 4 . i -
Faisons maintenant z == _, et étudions I'équation dans le voisinage de z = o;
P

1l vient
2 ., 2 2 2
zad_‘y+9zsc€_}/=[ Ay 3t - B:sz . C,3 . Dgf
dz2 dz L(1—az)? (1—0Bz)2 (1—7y2)2 (1—462)?
Az B,z Ci 2z D,z J
I—az+|_ﬁz 1—7Y3 1— 63

Dans le voisinage de 5 —= o, les intégrales de I'équation doivent étre régu-
licres; donc, dans le développement du second membre, le coefficient de = doit

élre nul; donce
(10) ‘ A+B+C,+D;=o;

2° Les racines de 'équation déterminante doivent étre égales a o et a4 —1;
donc, dans le développement du second membre, le coefficient de z2 doit étre

nul; d’od
(r1) Ag+ By Cy-Dy+ Ay2 + B, B+ Cyy+ D, 8 = o;

‘3% Les développements des intégrales ne doivent pas contenir de loga-
rithmes; done le coefficient de z* doit encore étre nul, ¢’est-a-dire que I'on a

(12) 2A30 4+ 2B, +2Cyy +2D.8 + Aya?4- By 2+ Cyy2+ D82 = 0.

L’équation ainsi formée dépend encore de cing paramétres. En effet

avions primitivement douze paramétres :

@ B T 8,
Ay B, Cy Dy,
A, B, G Dy,

d deux infinis. Cette fonction peut s’écrire
AZ(u—a)y—AL(u—5b)+B=A(u).

Cette fonction A(u) dépend de six parametres, A savoir :
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1° Les deux périodes & et k;
2° Les deux infinis a et &;
3° Le résidu relatif aux deux infinis, ¢’est-a-dire A ;

4° La constante B.

Si deux fonctions A(u) ne différent ni par les périodes A et k, ni par les
quantités A et B, mais seulement par les infinis @ et b; si de plus (¢ — &) ala

A nek
L (9

vy A ey nnt alQEaMIAN S BTN
VLILL LLIAL23AllVvD a wullo

méme va
méme équation différentielle.

Si, au contraire, les deux fonctions différent de toute autre maniére, elles ne
pourront donner naissance i une méme équation différentielle.

lus générale donne naissance a une équation diffé-

)
)

e AT A ARnAS A MR |
e Cing })dl'dlllctlca et ae 1M seul

)
!
’]

)
o
=
=
e
:J
X
=
o
i
<
=
e
P
8
S
=
-

ol
o
[
-
el
%
pLa
o
)
ja
["}
ne
a3
-
=
i
1)
[=
[l
(=W

Donc pour que l’équation

1 dry A, B, G, D, .
(t3) ydw = (@—ar (a—Br T (=P (=0
Al Bl C’ Dl

-+ —+ + +
z—a2  x—p x—yv x—3

soit intégrable par des fonctions doublement périodiques, il faut et il
suffit qu'il y ait entre les douse paramétres qui y entrentles relations (9),
(10), (11) et (12).

Avec une condition de plus, on pourrait déterminer les périodes de A(u) de
telle fagon que le théoréme de M. Fuchs soit vrai. Mais cela n’a pas lieu en
général.

Troisiéme cas.

Supposons que x soit une fonction monodrome de z qul ne change pas

quand on change 5 en 2/, ou

Faisons

s — 2%
x sera une fonction monodrome de ¢, admettant la période A; il n’y aura qu'un
point singulier

I = o,

car s'il y en avait davantage, il y en aurait une infinité.



EXTRAIT D'UN MEMOIBE INEDIT DE HENRI POINCARE. ' 357

Quand z tournera autour d’'un des points singuliers de 'équation (1), ¢ se

I

changera en t' ou

(14) 78 —en
.
Et cette substitution (14) devra reproduire le point singulier unique = w;
elle devra donc s’écrire
2im
f—y=e" (t—7);

x sera donc une fonction de ¢, monodrome, et qui ne changera pas quand ¢ se

changera en
t+ X,
ou én
2:m 2T 20T
Yi+te™ (t—y)y, Y2+e” — o)y ... tp+e’r (t—7

I H \

Fl

> b

b
il

—~
e

Il est aisé de voir qu’on peut, en combinant de toutes Jes fagons possibles ces
différentes substitutions, faire voir que z admet un certain nombre de périodes
différentes.

Il faut donc que ces périodes soient compatibles, et, si elles le sont, z est

fonction doublement péribdique de ¢.

prsl as: car r:l"unc] cac anl nons ooncune. Diauntion difFérentrolle (1) ot
LR N ‘-” uuuuu et L \,lil‘ ALY R A U\J\Jut’\J, v ‘/‘1 Wi vvwre Wl/U L I ) B VLA W L T W (W2 W R A )
zoujours une intégrale algébrique et une autre que l'on peut trouver par
quadrature, ainsi que je vais le faire voir.
u ue l'on a1
Supposons que 1'on ait
= A(1),
1A / &\ Atant rivman Arnakansanm r‘]l\rllr\‘nmnhl' “;\T‘Il\"‘]‘:ﬂl‘lf\ r]tx 3 ATY DPITN n]nnn
L\ L} CLALLL WQILD IVILILLULIVLL WU UL 111 iy IJDII.UU.IL]“D e b, Uid adAUui da daiuL o
dA
Y1 P, )
z dA
= —
& di

pour les deux intégrales de 'équation (1). 1l est clair que y, est 1ié a = par

une relation algébrique et que {, et par conséquent y., peut se calculer en

P 2

].UI.J.C tion ae x pc‘ll' q_ ratare,
Done, d’aprés ce qu’on a vu plus haut, si Iéquation différentielle linéaire

donnée (1) peut s’écrire

1 c:‘l2 2B,
; dz? —Z(w—af)l (¢ — a;) (x— ax)
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(voir p. 345), on devra avoir les relations

- o S
(15) Bres= |5 &=/ 7+ A |
4
) °
[ ot les radicaux sont commensurables].
Remarquons que si les conditions (15) sont remplies, et s’il en est de méme
des conditions de M. Fuchs, le théoréme de M. Fuchs sera toujours vrai.

I A, . - . et i © . [ e . I - . P
Exemple : "équaiion que nous avons étudiée plus haut, pages 342 et sui-

vantes.

Résymé. -—— Résumons cette longue discussion :

Pour que I'équation (1) soit intégrable a 'aide d’une fonction doublement

périodique, il faut et 1l suffit :

1° Ou bien qu’elle satisfasse aux conditions (15), et en outre aux condi-
tions de M. Fuchs; ' )
2° Oa bien qu’elle soit de la forme (13) et satisfasse aux conditions (g),

(10),(11), (12); d’on il résultera par surcroit qu’elle satisfera aux conditions

de M. Fuchs.

Dans le premier cas, il y a toujours une intégrale algébrique, et'le théoréme
de M. Fuchs est toujours vrai. Dans le second cas, il n’y a pas d’intégrale algé-

brique, el le théor¢me de M. Fuchs est tantét vrai et tantét faux.

Cas particulier.

Nous allons maintenant faire une étude spéciale d’un cas particulier fort
important, c’est celui ot 'on n’a a distance finie que deux points singuliers a,
et a». Alors I'équation (1) s’écrit

(z—ap  (z—a)(z—as)  (z—a)

dary A, 2B A.
a

2

1
Vv axr

Soient 9,, o, et r les différences des racines des équations déterminantes’

relatives respectivement a

T = a,, X = Qe et r=m,

Ay, B et A, sont parfaitement déterminés en fonction de 9,, po et r.
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Si les conditions de M. Fuchs sont remplies, on a

1 1
Pr=—s  pa=
Ty n

~

ot ny, ny et p sont des entiers. Ne supposons pas pour le moment qu’elles le
sotent.
Soient, comme nous 'avons supposé jusqu'a présent, o(x) et f(z) deux

solutions de 'équation (1) et
fo) _
¢(x)

.

On aura toujours pu choisir f(z) et ¢(z} de telle sorte que, quand z tourne
autour de a,, z se change en Az, ou

)\ = 62”-'{:1.

Cela posé, quand z tournera autour de a., s se changera en z', ou
!
I — g — & .
16 —_ F — M —F = e¥Tfs,
( ) z __p & 5 — B ? H *
On aura aussl teujours pu choisir f(z) et o(r) de facon que z2=1 par
exemple (ou 8=1 si 2=0). Quand z tournera autour de w0, z se changera

en z" oa -

£a= z_Y,_z_.z__Y . 2;:1!'.)-"
Vi) " _ ) e

o )
S1 z tourne autour de a,, puis autour de @.,, ¢’est comme s'il tournail autour
de I'infini dans un certain sens; donc 5 se change en 3"; or z se change d’abord
en Az quand z lourne autour de a,; donc quand z tourne autour de a.,,
)5 doit se changer en 2", c’est-a-dire que l'on a

z'—n rZ— o

(18') 7 B = ‘U‘)\z__ B"

Identifions les équations (17) et (18). Si Péquation (17) développée s’écrit

az3 + bz 4+ci"+d=o,

on aura ®

V2 b2+02—2ad+1 o
—_ = 0.
ad — be

Or 'équation (18) développée s’écrit

58 M(1— )+ Zh(Bp—1) + &' (xap—B) + 2B(1—yu) = o,

On a done
b b c d

Ni—w)  ABp—«) a2p—f a28(0—g)
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et par conséquent

(0 [aBr(r— p)— A(Bp —a) (ap —B))
—v[M(Bp—a)t+ (2p —FP—2aBr(1—p)2} =0

2 [(v31) A —v (A2 p?) ]+ B(v - D) hp — v (A2 p2 - 1))
—2af (V1) A — A (1—p)? —vp(d241)] =0,

ou

3

de cette équation, nous aurons

est alors donné par une équation du second degré. Formons le discriminant

A= [(v2p 1) A —vA(1— p)t— v (A2 +1)]? _
_ — [+ 1) Ap —v(R = p) ] [(v2 1) hp — v(R2p2 4-1)],
ou
A=~:(v2+l))\p.(1-|‘—)\2+ 2 A2 pt— 2k 4 42

Ay —— adin2— oud2 2.)
GAM 2A1 2 A 2,

w—2du?—2ur2—ay)

e aVEA(T - A2 w2 A2a2 9 )
e 2VEARLT - ATty ! 2A

ou enfin
A=Apv(v+1)2(k—1)2(u—1)2

d’oua l'on tire

2 _ (Al — A — (M ) E ) (= 1) (1) VA
B (VB 1) A — v( A2+ u2) .

Laquelle des deux racines faut-il choisir? Cela est facile a décider. Sup-
posons d’abord, en effet, que A=2%o, p =y, v=1p; %o, ®y €t v, élant tels
que Uéquation (1) admette une intégrale algébrique. Alors le choix de la racine
se fera sans difficulté. On fera ensuite varier d'une fagon continue %, v

depuis les valeurs initiales Ao, po, vo Jusqu’a des valeurs quelconques, etl’on fera

. . o . . .
varier de méme 5 d’une fagon continue; nous ne serons donc jamais embar-

, : , x .
rassés pour savoir quelle est celle des deux valeurs de : qui convient.

Soient deux équations E et E’ de la forme (1); supposons que, pour la pre-
miére, les différences des racines des équations déterminantes relatives a a,, a.

et oo solent respectivement
.017 e 1y .

et que pour la seconde ces différences solent

r

r 7 .
Evr P2y I

Supposons que les quantités p,—g), ga—9,, 7 — r’ soient des nombres entiers,

alors A, u, v auront les mémes valeurs pour les deux équations E et E'. L'équa-
a9
B

E et E'. Devra-t-on choisir la méme racine ?

tion du second degré en > sera la méme pour les deux équations différentielles
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<4
Remarquons que les deux racines de Véquation en g sepe ermutent quand 7,
u. ou v décrit un contour simple autour du point zéro. On retombera donc

d’une racine sur 'autre, ou bien on retombera sur la méme racine selon que le
nombre des contours simples décrits autour du point zéro soit par A, soit par .,
soil par v, sera impair ou pair.

Or quand A décrit un contour simple autour du point zéro, g, se change

- - | r

g€ €n pa—T 1
7

e ] - = -~ - -— wr ¥

- - e P e teaimTia o PR PN
1 gy—+10u 5y i, [iu Uy lourne auiour ae

™

€ro, Pr_) S€ cihida

=)
=

upp—1, quand v tourne autour de zéro, r se change enr—41o0

4 A . ’
Donc on devra prendre pour - la méme valeur ou deux valeurs différentes

B

pour les deux équations E et E', selon que

pr—pgy o pa+r—y=0  (moda),
ou
O— P+ pe—py+r—r=1 (mod 2).
Si donc p,—p), p»— g5, r — r’ sont entiers et si la somme de ces entiers esl

paire, on pourra choisir deux intégrales de 'équation E,
P(x) et f(2),

et deux intégrales de I'équation E',
o' (z) et fi(=)

telles que, quand z décrit un contour fermé quelconque, les valeurs finales de

o'(z) et f/(x) s'expriment linéairement a l'aide des valeurs initiales de ces

mémes intégrales par la méme formule qui exprime les valeurs finales de ©(x)
]

et f(x) en fonctions linéaires des valeurs initiales de ces mémes intégrales.

Remarque. — D’aprés ce qui précéde on aura toujours le moyen, quand
I'équation (1) n’admet que deux points singuliers a distance finie, d’exprimer

les valeurs ﬁnales des intégrales de cette équation en fonctions linéaires des

[N at n.!...___'- U n-__l____!.‘__--A -
ue &£ cu decrit ull conLtourilie 1 (,i Uuque el

-
jat]
—
o
=
..
7
Lo
)
’.:
-
Q.
CE;
[ 4]
4]
!
w
=
lx )
x o]
<
U
al
=
—
o]

<

a

par conséquent e reconnailre st ces intégrales sont algébrlques.

Discussion.
Supposons que les conditions de M. Fuchs soient remplies; on a

A = cos 27p, + £sin 27py, K = COS 27Tps— L 5in 27mp,, v=Ccos2rnr 4 isinaxr,

H. P — 1 46
) ~w T

ixe
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d’ou
(o) o+ D)= Y o (rae 2N (i LN (ve— L)
PO R S A Y NNV ANGRY.
- P
@ R
ou

o COS 27 r ~— €082 — COS TPy —+ I - 4 COS A7 SIN APy SIN TP,y
B COS AT I — COS 2T (py — 02)

74 . .
Dans cette formule, 3 s’exprime par une fonction monodrome de 91, pa2 €L T

Done, par raison de continuité, la racine qui conviendra a la question sera ou
bien toujours celle qui correspond au signe -, ou bien foujours celle qui
correspond au signe —. En prenant pour exemple une équation ayant une
intégrale algébrique, on déciderait aisément lequel des deux signes on doit

prendre.

Soit donc, par exemple,
1 P g [P

y=tx—a)} ‘(x—ay) *.
Cette fonction satisfait a I'équation différentielle

(Lﬂ& I 2 AU A S TR WA BT p_ﬂ)_J__
1d2_y_\‘), 2 2 ) 2 2 2 2,+\2 9 2 . 9

y dar T (= —a)? (z—d,) (z — as) (7 = ay)?

S
5]

et il est clair que la différence des racines de I'équation déterminante est ici :

pour a, 1}
pour @, P2,

pour e, I —g;— @y
Posons donc r == 1— 9, — 34, il viendra’

((t—cos27g,)(1— CcoS2TP;y) — sin 275, Sin 27p.,
<
a { = [—sinanp;sin2ange4-(1-— cos2mp) (1—cos2mps)| .

B — 2 sin 27, sin 2 mp, ’

i
|
<

. . . . . . . I+
or il est clair que, dans le cas particulier qui nous occupe, on doil avoir

(A
2
donc toutes les fois que
ret1—f— Pa,
c’est le signe — qu’on doit prendre; et par raison de continuilé, ¢’est le signe —
qu’on doit prendre, quels que soient r, p, et ..
Donc, quels que soient r, o, et 92, on a

COS 2T, — COS 2TP| — COS 27Ps -+ 1 — 4 COS 7T/ SiNTpy SIN APy
COS 2R —COS 2T (py— f2)

by 1S
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Si les conditions de M. Fuchs sont remplies, cette valeur est réelle.

Supposons en particulier .
i -
Pe== 3>
1l vient
o COS 2T — COS 27py - 2 — § COS I sinTpy
B COS 277 4 €o8 2P,
Ne supposons plus
1
p2= 5

et revenons a I'expression générale; nous verrons qu’elle peut se simplifier et

se mettre sous'la forme suivante :

~, \ [ ;
cos;(p,-—i— Pg—l')COS;lpi+P2+ r)

™R

i -
cos— (p1— Q2+ r) cos = (py,— p2—T)

ou bien encore
% COSTr A4 Cosm(p;+ P2)
B cosmr+cosw(pr— pa)

Soient en général © (x) et f(a:) deux intégrales d'une équation du second
ordre. Quand x décrit un certain contour fermé, les valeurs finales de ces
intégrales sont données en fonctions linémres des valeurs initiales par des for-

mules
Ag(x)+ B flz),

Colzx)+ D f(x).

En général, on n

[9°]

sait pas caleuler A, B, C, D. Mais si le

5 1.
5 o I A, Ay L 2

o]

on
contient qu’un seul point singulier, on saura toujours trouver les racines de

I'équation en o :
(A—w)(D—w)—BGC=o,

On ne peut plus ie faire, en général, quand le contour contient plus d’un
point singulier.
- Cependant, on vient de le voir, s’il n’y a que deux points singuliers a distance
finie, on pourra toujours faire ce calcul, quel que soit le contour considéré;
on pourra méme, en faisant attention au choix des intégrales ¢(x) et f(z),
calculer les coefficients A, B, C, D eux-mémes.

Cette circonstance va nous permettre de discuter plus complétement, dans ce

cas particulier, le théoréme de M. Fuchs.
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Supposons, pour fixer les idées,

z ne changera pas quand on changera

z en iz,

ou
3 — 33—
z R en —z-_ﬁj
g ©
ou
z '_’lT.z
T en €F T\
z— 38 z2— 8

Le premier de ces changements nous l'appellerons 'opération L, le second
Popération M, le troisiéme I'opération N, et nous désignerons, par exemple,
Vopération complexe qui consiste a faire { fois 'opération L, puis m fois Popé-
ration M, puis » fois opération N, puis de nouveau /, fois I'opération L, par

la notation .
LiMm N L'-’t.

On aura

« 3>

- — — 7
B V3 42
o .. . ., " '
E est donc posmf; on verrait aisément que . a pour argument Z .

Je suppose maintenant que, sur le plan représentatif des x, on fasse deux
coupures en ligne droite, 'une de @, a a,, 'autre de a, a 'infini. Supposons a,
et a, réels. Supposons que les intégrales ¢(x) et f(x) alent été choisies de

telle sorte que s1

F=opourzx =a, el z=—1pourx=—a, ou d=1.
Toutes ces suppositions peuvent toujours étre faites.

Quand z suivra la coupure de @, & @; d’un certain céLé de cetle coupure, du

m—

nar eancamnant
tl(ll \_;U.u.ol_;llubl,l.b

X

Novane A awf »\ at £7 7\ roctarant réele o

Lo .L.‘., \f\(‘// ‘_J‘JJ ‘\l‘}j L
sera réel et variera en ligne droite de o a «, c’est-a-dire de o a 1. Quand

A
oal
vy

O~

Fag s el Fa ) N=d
l,lul; AL

&

suivra cette méme coupure de 'autre coté, Pargument de

¢(z) _
flz)

expression qui contient en facteur
1

(Z’—(l])‘,
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r ., T . . — . ——
sera constant et égal a 3 3 variera donec de o a ay/— 1 ou de o a \/—1.

5

Quand 2 suivra la coupure de @, a 'infini du coté o de cette coupure, ’argu-

ment de
z—a
z— B’
o . ¥ - hd AL r ! : d e
qui était zéro quand « suivait du cété A la coupure a, a,, devient -, puisque
I'expression
:— o
z—3 '

| 1 _ )
contient (x — a,)? en facteur et que, quand en suivant la droite a, a, ©, on
épasse le point a,, on voit 'argument de (z — a.) augmenter de =,
dépasse 1 b as, t arg td gmenter d
Quand x décrira cette coupure a, 0, z décrira donc dans son plan un are
du cercle décrit sur «f3 comme diameétre, arc allant de « a 8.

On démontrerait de méme que, quand z décrit cette méme coupure de

A - . - - /= / M b .
Pautre coté, z suit un arc du cercle décrit sur ay/ — 1, 3/ — 1 comme diamétre
? v Y ’
arc allant de « \/——-1 ay.
Il en résulte que, si z décrit tout son plan sans franchir aucune coupure,

z restera @ lintérieur du quadrilatére miztiligne ao o'y.

o
£l

-
. fa

ag

Dans la figure 2, o représente la quantilé imaginaire &; o', oy, &

' repre»

sentent les quantités oc\/—— t, — o, —(l\/-—-l; Yi Yoy Y2y Ys représentent Y,

Le cercle vy, 2yo est le cercle décrit sur 28 comme diamétre. Permeltons
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maintenant & z de franchir la coupure aia,; alors, pour voir la région ou z

restera confiné, appliquons au polygone 2o 2’y les opérations
L, L2 L3
et nous obtiendrons le quadrilatére curviligne
Y Y2 735

les cercles qui le forment se coupent aux sommets du quadrilatére sous des
angles de 60°. '

Du point O comme centre décrivons un cercle HH' coupant orthogonalement
le cercle ayd. '

Ce cercle n'est pas altéré par les opérations L., M, N.

Or le guadrilatére YY1 Y2 Ys est tout entier intérieur a ce cercle. Si x décrit
dans son plan un contour quelconque, z reste dans ce quadrilatére ou dans le
transformé de ce quadrilatére par une des opérations combinées a l'aide de
L, M, N. Or tous ces transformés sont intérieurs au cercle HH', puisque le
transformé d’un point intérieur a ce cercle est intérieur a ce cercle. Donc, quel
que sott le contour décrit par x dans son plan, zne pourra jamais sortir du
cercle HH'. '

Une autre remarque, c’est que tous les transformés des cercles vy, yiva,
Y21 Y3, .. par une opération quelconque combinée a 'aide de L, M, N coupent
orthogonalement le cercle HH'. '

Cela posé, je suppose que l'on permette & z de franchir un plus grand
nombre de coupures; alors, la région décrite par 3 ira en s'étendant de plus en
plus. Pour s’en rendre compte, il faut ajouter au quadrilatére YY1Y2Ys Un cer-
tain nombre de ces transformés obtenus par les opérations L, M, N répétées un
certain nombre de fois.

Quelques définitions d’abord : J'appellerai conjugué d’un point a le point a,
qui sera le piled de la perpendiculaire abaissée du point a sur la polaire du
point a par rapport au cercle HII'.

Jappelle opération S par rapport au point a l'opération qui consiste

4 changer

Si a estle transformé de y par une opération combinée & l'aide de L, M, N,
I'opération S sera une des opérations combinées a 'aide de L, M, N.

Jappelle quadrilatéres Q les différents quadrilatéres curvilignes qui sont les
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transformés du quadrilatére YYi1Y2Ys par une opération combinée .E‘l l'aide
de L, M, N.

Considérons un polygone curviligne P quelconque susceptible d’étre décom-
posé en un certain nombre de quadrilatéres Q. Japplique aux différents qua-
drilatéres () qui composent ce polygone les opérations S, S2, 83, 5% 55 par
rapport a4 chacun de leurs sommets; sauf pour les quadrilatéres qui ont un
sommet sur le périmétre du polygone, ces opérations ne feront que reproduire
des quadrilatéres Q faisant déja partie du polygone P. Mais, appliquées aux
quadrilatéres qui ont un sommet sur le périmétre du polygone, ces opérations
conduisent a des quadrilatéres nouveaux, que j’annererai au polygone P de
fagon a former un polygone plus grand P'. Cette transformation de P en P’
sappellera l'opération T.

Cela posé, appliquons 'opération T au quadrilatére yy,y,Ys, j’obtiendrai un
premier polygone P, ; j'applique de nouveau 'opération T a ce polygone et
j’obtiens un second polygone P,, puis un troisiéme P;, etc. Les polygones P,
sont des régions que 5 peut parcourirsans qu’on fasse franchir a z des coupures
en nombre infini.

Je dis que le polygone P, a ses angles égaux a 60° ou a 120°, En effet, consi-

dérons la figure 3 qui représente grossiérement la décomposition du poly-

Fig. 3..
Aﬂ sz
A B By B
. A,
B1z B1
Ag A,
Bot B,
B‘ B
Ag $ A,
BL€ B
A 8 > Ba BE}AA‘
7 3 Aa

gone P, en quadrilatéres Q. Sur cette figure, les arcs de cercle ont été remplacés
par des droites. Comme les quadrilatéres Q ont tous leurs angles égaux a Go°,
on voit que les angles du polygone P, :

Ay, Aey ..., Ay sont de  60°

et
B;, Bas, ..., By; sont de 1920° €. Q.F. D,

De plus, on n’a jamais deux angles de 60° de suite. Passons au polygone P,.
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Sur les figures 4 et 5, les angles marqués A sont de 60°, les angles marqués B
de 120°.

En général, les quadrilatéres annexés au polygone P, se divisent en deux
catégories : 1° ceux qui n’ont qu'un sommet commun avec P, et trois avec P,;
en ces trois sommets, les angles de P, sont un de 60° et deux de r20°; 2° ceux
qui ont deux sommets communs avec P, et deux avec P,; les deux angles cor-
respondants de P, sont de 120°.

Sur les figures 4 et 5 les traits pleins représentent une portion du polygone P,
partagé en quadrilatéres Q, et les quadrilatéres en pointillé sont ceux qu’on
doit annexer au polygone P, pour former le polygone P,. Sur la figure
a gauche on envisage une portion du périmétre de P, ou un angle de 120° suc-
céde & un angle de 60°, sur la figure a droite une portion de ce périmétre ou
deux angles de 120°se succédent. On voit, a la seule inspection des figures, que

les angles du polygone P, sont encore de 60° et de 120°.

Conséquence. — Les polygones P,, sont des polygones curvilignes dont les

c6tés sont formés par les arcs de certains cercles qui coupent orthogonalement
le cercle HH', et dont les angles sont tous saillants.

Ces préliminaires établis, nous pouvons nous poser maintenant la question
suivante :

La fonction
z = 0(z),

qui, nous Pavons vu, r’existe pas quand le module de z est plus grand
que OH, reste-t-elle méromorphe quand le module de z est plus petit que OH?

Pour résoudre cette question, reportons-nous a ce qui a été dit dans la
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Note VI ('). On se rappelle qu'on a considéré, dans cette Note, certaines
régions R,, et J'ai montré que la condition pour que x reste monodrome en z,
c’est que cette région R, n’arrive jamais & se recouvrir partiéllement elle-méme.
Nous avons vu en outre que cette région R, peut se recouvrir partiellement
elle-méme de deux maniéres différenies; ou bien en laissant tout le reste de la
sphére d’un méme c6té de son contour, ou bien en formant une sorte d’anneaun
de telle facon que la portion de la sphére qui ne fait pas partie de R, soit divisée
en deux régions bien distinctes et qu’on ne puisse aller de 'une a I’autre sans

traverser R,,.

(1) NoTe VI.-— On peut se rendre compte de la maniére suivante de Pinsuffisance de la démons-
tration de M. Fuchs. Je suppose que, sur la sphére représentative des z, je joigne chaque point
singulier au point o par une coupure, Si I'on fait décrire & # un chemin qui soit assujetti 3 ne
pas traverser les diverses coupures plus de m fois, le point représeniatif de s décrira un chemin
qui sera assujetti & rester dans une certaine région R,  de la sphére. Quand m va augmenter, la
région R, va s'étendre de plus en plus.

Si, en s’étendant, la région R, arrive & se recouvrir en partie elle-méme, de telle sorte que le
point représentatif de z puisse venir de deux maniéres différentes en un certain point de la sphére,
il est clair que x ne sera pas fonction monodrome de 3; si, au oontraire, cela ne peut avoir lieu,
x sera monodrome en 3,

Or on peut concevoir de deux maniéres diflérentes que la région R, screcouvie en partie
elle-méme, comme P'indiquent les figures qui suivent, :

Fig. 6.
Fig. 7.
\\__/ v

Dans ces figures, les deux cercles représentent les deux hémisphéres; les parties restées en blanc
sont les portions de la sphére qui ne font pas partie de la région R ,; larégion R est couverte de
hachures et Pon observe deux couches de hachures dans les portionsde la sphére oi la région R,,
se recouvre elle-méme.

M. Fuchs a démontré que la région R ne peut pas se recouvrir partiellement elle-méme de la
premiére maniere, puisqu’il a fait voir que, quand z décrit dans lU'intérieur de la région R, un
cercle infiniment petit, 2 revient & la méme valeur.

Mais il n’a pas démontré que la reégion R, ne peut pas se recouvrir partiellement elle-méme
de la seconde maniére.

T
i,

ile A o —

=~
~1
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I.a démeonstration de M. Fuchs signifie, je le rappelle, que la région R,, ne
peut se recouvrir elle-méme de la premiére maniére. Cherchons donc si elle
peut se recouvrir elle-méme de la seconde maniére.

Or ici les régions R,, sont représentées par les polygones Py, ou du moins
les polygones P, peuvent jouer dans la démonstration identiquement le méme
rble. |

Considérons la sphére qui a pour grand cercle le cercle HII', projetons ste-
réographiquement la figure qui est dans le plan de ce grand cercle sur cette
sphére. Les polygones P, vont se projeter suivant des polygones curvilignes
sphériques H,, dont les c6Lés seront des petits cercles coupant orthogonalement
HH' et par conséquent situés dans des plans perpendiculaires a celui de ce
grand cercle et dont les angles seront tous saillants.

Projetons encore la figure orthogonalement sur le plan de ce grand
cercle HH'; les polygones H, vont se projeter suivant des polygones recti-
lignes K,, dont les angles seront tous saillants.

Or il est clair qu’'un polygone rectiligne dont tous les angles sont saillants ne
peut se recouvrir partiellement de la seconde maniére.

Donc ni les polygones K, ni par conséquent les polygones P, ne peuvent
se recouvrir partiellement de la seconde maniére.

Donc x est méromorphe en z dans I'intérieur. des polygones 5.

. Mais quand m tend vers I'infini, les polygones P, se rapprochent de plus en
plus du cercle HII'. En effet, si cela n’était pas, quand m tend vers I'infini le
polygone P, tendrait vers un certain contour P qui devrait étre un contour

fermé sans point double et reproductible par toutes les opérations combinées

Donc x est méromorphe en z dans Uintérieur du cercle HH'.

La fonction z, nous I'avons vu, n’existe pas dans toute I'étendue du plan, de
sorte qu’on ne peut pas dire positivement que ce soit une fonction analytique
de 3; mais c’est une fonciion parfaitement déterminée de cetie variable. Cest
ainsi qqu’on doit entendre dans ce cas le théoréme de M. Fuchs, et cela d’al-
leurs suffit pour les conséquences que ce géométre en lire,

Faisons quelques remarques sur la fonction z.

A r ’ ’ M [
D’abord elle peut étre représentée par une série convergente : est en
! r—A
effet, s1 A est convenablement choisi, une fonction méromorphe de z qui reste

{inie tout le long du périmétre da quadrilatére yy, v, vs, el par conséquent tout
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le long du périmétre du polygone I’,,. De plus, quand m tend vers l'infini, le
périmétre de ce polygone reste fini.

Donc I'intégrale [de Caunchy]

S e
(z —21)(5—¥)

prise le long du polygone P, reste finie quand m tend vers I'infini.

Or cette intégrale est égale d’une part a une série convergente ordonnée

suivant les puissances de z; d’autre part & — f(z) plus une série de termes en

A

Z—a

faciles & former. En effet, soit @ 'un des infinis de la fonction nous

I -
_ xr—2A’
aurons uan terme en
1

Z2—a

Supposons que 'on sache que z ne change pas quand on change

s en J3HE
Wz Kk
alors nous aurons un autre infini
k—ak
SR ——y
avec le résidu
K h—hk
(h—ak'y’
ce qui nous donne le terme
Kh—h'k 1
(h—ah')? s k—ak’
h—ak'

La somme de tous ces termes diminuée de f(z) et multipliée par 2im repré-

¢(z) étant holomorphe en z; quand m tend vers l'infini, o (z) qui est égal

a l’intégrale divisée par 2¢w tend vers une limite finie, en méme temps que

Z — devient une série infinie. Cette série infinie est donc convergente.
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Donc f(z) peut se mettre sous la forme suivante :

’ N _A (3
) > T %),
. e , , . A
ot 4(z) est holomorphe dans Uintérieur du cercle HH' et ot Ez_a

est une série convergente dont le terme général est facile a former.

Une autre remarque : Soit une équation différentielle

d2_y___ A, 2B+ 2 N A, ] ,
dv: ~ 7 (x—a1)2+(x—al)(w—ag) (x — as)?
telle que
1 I i
P,-—I—f—g) i.Jg—-l—}—as ’_2+6,
par exemple.

Pour ne pas confondre la variable  qui entre dans cette nouvelle équation

avec celle qui entrait dans I'ancienne, appelons-la x,, mais continuons a poser

_ (=)
fi(z':)

z

o,(x) et fi(x,) étant des intégrales convenablement choisies de la nouvelle
équation; z sera une fonction de x, qui aura nne infinité de valeurs, mais on
fes obuiendra toutes en appliquant & 'une d’elles toutes les opérations com-
binées a 'aide de L, M, N (voir p.364); or x est une fonction monodrome de z
quil ne change pas quand on applique a cette variable 'une de ces opérations.
Donc z est monodrome en x,; seulement, ict encore, x n’existe pas pour
toutes les valeurs de x,; cette fonction n’existe que pour les valeurs de x,
telles que z soit a Uintérieur du cercle HH'.

Derniéres remarques.

Le mode de discussion gue nous venons d’emplover peut étre utilisé toutes
y

les foils que I'on n’a que deux points singuliers. La difficulté augmente avec le

W

valt nar exemn n
¥ LA v r’“‘- \J“\Jl.&l.t’ t’
Soient @, et a, deux de ces points singuliers; supposons qu’ils sont réels et
que les coefficients de I'équation différentielle sont également réels; réunissons
ces deux points par une coupure en ligne droite, et joignons de méme les autres

points singuliers par des coupures.
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. .

Quand « décrira d’un certain cété la coupure @,a,, 3 restera réel et variera

R DT - TN B LU K o S BT, I N
ue o« o P, (.iu.d 11 O ,dl)}_)ll(,lucj.d duXx UlIErelLis PUllll.b uc .o b-Cglllﬁlll, ueg urulLe
ala

les diverses opérations qui ne font pas varier x quand on les applique

variable z, les transformés successifs de ce segment de droite seront une infi-

nité d’arcs de cercle.

Pour que le théoréme de M. Fuchs soit vrai, il faut et il suffit gu’aucun

de ces arcs de cercle ne vienne couper le segment de drotite.



NOTES ET ERRATA

Les pages 1 4 152 ont été définitivement imprimées sous la direction de G. Darboux.
C’est ce qui a motivé le numérotage en chiffres romains. .

!

1. Page xu1v, ligne 19:

Divers travaux ont permis de compléter les résultats de Briot et Bouquet et de
H. Poincaré, et de les étendre & une équation

iil_aa:—;—b_y—i—...
dr ~ adr+— by ...

. oll ab'— ba'Z o,

et aussi & des cas plus genéraux.
Il faut particuliérement citer :

E. Picarp, Traité d’Analyse, t. 111, 2® édition, p. 23-30; C. R. Acad. Sc., Paris, 87,
1878, p. 430, 743; Bulletin Soc. math. France, t. 12, 1883-1884, p. 48.

I. BenpixsoN, Ofversigt Vetensk. Akad. forkandl. (Stockholm), t. 31, 1894,
p. 141-131; t. 52, 1895, p. 81.
J. HorN, Zeit. Math. Phys., . 49, 1903, p. 246; Arch. Math. Phys., 3¢ série, t. 8,

Ig 5 n. 23~
P 7.

E. LiNDELOF, Acta Soc. scient. Fenntcee, t. 22, 1897, Mém, n° 7, p. 1-26.

1. Durac, J. Ke. Polyt., o* série, cah. 9, 1904, p. 1-125; Ann. Univ. Grenoble, t. 17,
1905, p. 1; Journ. Math. pures et app., 6°série, t. 2, 1906, p. 381; Bull. Sc. math.,
2° série, t. 32, 1908, p. 230-252.

A ’ A i o
Quand une intégrale y(z) d’'unc équation du premier ordre est définie par une
relation
Sz, y) =G,

o) G est la constante d'intégration, il peut se faire quc sous la seule condition : # tend
vers z,, c’est-d~dite jo — xo| tend vers zéro, la valeur correspondante y de I'une des
branehes y(z) tende vers y¢; le point 2, est alors un point de détermination pour y(x).

Mais il existe des cas ou la limite des valeurs que prend y dépend du chemin suivi par z,

c’est-a-dire des derniers éléments de ce chemin. La branche y(z) doit étre regardée
comme une intégrale prenant en x, Ja valeur y,, si cette valeur.est la limite de y pour
certains chemins L sur lesquels { # — 2| tend vers zéro. Ces chemins L balaient une aire
autour de z,; ils ne sont soumis gu’a des conditions d’inégalité. Le point &, est alors un
point d’indétermination pour la fonction y(2).
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Considérons Péquation de Briot et Bouquet.

dy

T—
ax

= Ay +oxr+.

?
cette équation des solutions y (), non holomorphes mais développables en série suivant

les puissances de z et de z* et convergeant lorsque |z | et |z*| sont assez petits; elles
dépendent d’une constante arbitraire C.
Soit A = a + b avec a négatif; y ne tend vers zéro avec

si A n’est ni zéro, ni un entier posctif, ni une quantité réelle négative, il existe pour

x que si le chemin L suivi

A A mem e ,.:H Pn | moankan s [ antra Adarw cniralae A'dwrration s — a—nlo ~

lJﬂl L — I i P LT3 LUl IPI 3 CILLE L ucua EPIIG}CB u Clluallllll r — < » uUu
—b . : ..

lorsque m > o0, m > ——, 0 augmente indéfiniment par valeurs positives, ou bien entre

deux spirales analogues, — 6 augmentant indéfiniment par valeurs positives, lorsque

—b
m <_ 0, m > — -
a

Ce dernier cas ne pcut se présenter que pour & négatif,

Soit maintenant a positif; le module de z*, qui est e@'057—b0 tend vers zéro sur tout
chemin L ou r tend vers zéro et- ot § demeure fini. Mais on peut prendre aussi pour
chemin L tout chemin qui finit par demeurer entre deux spirales : r=: e=70 pourvu
que m et am -+~ & soient positifs, 0 croissant indéfiniment par valeurs positives.

Si k n’est pas un entier positif, il existe une solution y(x) holomorphe en z et s'annu-
lant avec x; il n’en existe qu'une seule.

Si A est un entier positif m, il n’existe pas en général de solution holomorphe en =z.
s’annulant avec z. La transformation de Briot et Bouquet

ree(orita)

raméne |'équation donnée a la forme

P4
Xr=—— = —1)2 o S0
= { )z +x +...,

~.:

ol /m est remplacé par (m —1); son application répétée conduit donc & une équation
3'/‘;{-; =+ %p—y T +..

et la condition nécessaire et suffisante pour Pexistence d’une solution ¢ holomorphe en z
et nulle pour # = o [et par suite aussi d’une solution y] est que #,,, soit nul.

En dehors de cette solution I'équation posséde, d’aprés H. Poincaré, une infini
solutions développables suivant les puissances de x et de x logz, quand les modules rl
quantités sont assez petits. Les chemins L que 'on doit suivre pour que y tende vers zéro
avec z sont tous ceux pour lesquels r et r6 tendent a la fois vers zéro.

Si A est une quantité réelle négative, en dehors de la solution y helomorphe il n’en

d

('D\
27

. . d : .
existe pas qui s’annule avec x de fagon que d—y tende vers une limile ou qui s’annule
. fe s .

quand  tend vers zéro sur un chemin L admettant une tangente a 'origine.
Lorsque A, négatif, est rationnel, H, Dulac a montré qu’il v a en général une infinité
d’intégrales y tendant vers zéro avec z sur des chemins L convenables. 11 donne en
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exemple I'équation

d
v =y (+ay)

dont I'intégrale générale est K ’
1+ zylogx = Caxy.

Le cas A =1 a été étudié en detall par H. Poincaré;dans le domaine réel (Théorie des
centres). Voir ce Tome, p. g5.

Enfin, lorsque A = o, E. Picanp (7raité d’Analyse, t. [11, 2° édition, 1896, p. 36) établit
qu’a coté de lmtemale holomorphe il en existe une mﬁmte d’autres y tendant vers z€ro
avec z, sur des chemins L. convenables.

2. Page xuvi, ligne 17 : au lieu de chaquet erme, lire chaque terme.
3. Page 1, ligne 4 : au lteuw de 24 avril 1881, lire 22 mars 1880.

4. Page 1, ligne 4 & partir du bas : au lieu de deux points caractéristiques, lire deux
caractéristiques.

5. Page 2, ligne g, au lieude : , lire

6. Page 8, ligne g : au lieu de la caractérislique,‘ lire si la..caractérijtique,
7. Page 8, ligne 25 : au lieu de hypothése, lire I'hypothése,

8. Page 8, ligne 30 : au liew de qui, lire (qui.

8. Page g, ligne 1: au lieu de B, lire B;.

10. Page 12, ligne 19 : au licu de }a méme, lire de la méme.

11. Page 13, note au bas de la page : au lieu de ce Tor;ne, lire ce Tome, p. XLIX,

s

. . . dz ., —ds
12. Page 20, derniére ligne ;: au liew de ——, lire
° ° XA, z X4

13. Page 31, derniére ligne : au liew de axe, lire angle,
14. Page 37, ligne 4 & partir du bas : au lieu de p', u, lire §', p.
15. Page 51, premiére ligne : au lieu de valeurs de, lire valeurs.

16. Page 69, ligne 6 : au lieu de trait plein, lire trait pointillé. -

17. Page 73, ligne 11 et not | ajouter an premier membre de l'inégalité le
terme ‘
X dY JX dY F \* ¢'F *F
("_“—’ @_@3‘5) [(a‘x_d}") — = @;]
18. Page 75, ligne 13 : au lieu de y%’ lire y% )
H. P. — L

=
[« ]
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19. Page 87, ligne 1: la Note en question est reproduite page 159 du présent Tome.

0. Page g2, ligne 14 : au {ieu de occupé un temps, {ire occupé au temps.

i . d . d
21. Page ¢8, ligne 8 : au lieu de — ;ﬁ%’ lire — 21‘1‘

22. Page 101, ligue 19 et note (1) : La valeur exacte de F; est

a6 3
TR

qui donne

23. Page 202, ligne 22 : au lieu de aux points, lire au point.

24. Page 213, ligne 14 : Dans les formules (3 bis) et jusqu’au bas de la page il faut
remplacer partout $, par Sy, qui est plus grand, ce qui, de méme que Pemploi des fonc—
Lions majorantes pour — ®; et ®,, tend & augmenter le module des coefficients de §(z).

La fonction ¢/ (z) est alors choisie de fagon'que la courbe

AN

Vg
Y =%(%)
demeure invariante par la transformation

M 32 (20+ y0)?,
1 — B (za+ ya)’

3’12813’0— -‘1‘1—!—_}’1:51(3’70—4«-]0)-
Posons

Mo Va2 T
G i Ay

i
2]

s Y
et cherchons d’abord une courbe
z=®(2)=v, 24 vo2+.. .. +...

qui soit invariante par la transformation en z, 3 :

P
Zizsizu; xy= Syxo+ ————:\(Ippzn ’
ce qui donne la condition
2 .2
HiS eV S, i) o MB 20 .,
AWML = ] T Q)T hd

—Bz

bt |
=

Pour | 34| << z on obtient immédiatement, en égalant les coefficients des mémes puis-

sances de 2, dans les deux membres,

T|=I et TM(SI"‘—S?)z—'MBn-



on la série du second membre est convergente, puisqué S; > 1.
Comme y, = {' (z,), c’est bien la 'équation du texte; la fonction implicite y, est donc
aussi développable en série convergente suivant les puissances de .

L’étnide des courbes invariantes par des transformations ponctuelles a4 deux vamables,
au voisinage d’'un point double, a &té poursuivie par :

T. Levi-Civita, Sopra alcuni criteri di instabitita (Annali di Matematica, 3° série,
t. V, 1goI).

J. IlapAMARD, Sur Uitération et les solutions asymptotiques des équations différen-
tielles (Bulletin de la Soc. math. de Franee, t. XXVI, 1901).

S. Lattes, Sur les équations fonctionnelles qui définissent une courbe ou une sur-
face invariante par une transformation (Annali di Matematica, 3° série, t. X1l1,
1go6 ).

25. Page 266, figure 2 : Les points E, C d’une part, D, B, A d’autre part, sont sur des
paralléles a axe horizontal.

26. Page 281, ligne 13 : au lieu de o, lire o'

JuLes DRACH.

FIN DU TOME 1.
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