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Vorwort zur ersten Auflage.

In dem Vorwort zu Teil I der vorliegenden Vorlesungen (Arith-
metik, Algebra, Analysis) bezeichnete ich es noch als zweifelhaft, ob
der der Geometrie gewidmete Teil IT so bald werde erscheinen kénnen.
Nun ist es doch gelungen, ihn fertigzustellen, wozu die Arbeitskraft
von Herrn Hellinger, wie ich gern hervorhebe, ihr wesentliches Teil
beigetragen hat.

Uber Entstehung und Zweck der ganzen Vorlesungsserie habe ich
hier dem, was in der Vorrede von I gesagt ist, nichts Besonderes mehr
hinzuzufiigen. Wohl aber scheint ein Wort nétig iiber die neue Form,
welche dieser zweite Teil angenommen hat.

Diese Form ist in der Tat eine ganz andere wie bei Teil I. Ich habe
mich entschlossen, vor allen Dingen einen Gesamtiiberblick iiber das
Gebiet der Geometrie zu geben, in dem Umfange, wie ich ihn jedem
Lehrer an einer hoheren Schule wiinschen mochte; die Erorterungen
iiber den geometrischen Unterricht wurden also zuriickgedringt und
zum SchluB, soweit noch Raum blieb, nun aber im Zusammenhange
gegeben.

In einem gewissen MaBe hat bei der so charakterisierten Neuan-
ordnung der Wunsch mitgewirkt, nicht in eine zu stereotype Form zu
verfallen. Es lassen sich aber auch wichtigere innere Griinde anfiihren.
Wir haben in der Geometrie keine solchen einheitlichen, dem allge-
meinen Stande der Wissenschaft entsprechenden Lehrbiicher, wie wir
sie fiir Algebra und Analysis dank dem Vorbilde der franzdsischen
Cours besitzen; vielmehr findet man hier diese, dort jene einzelne Seite
des viel umfassenden Gegenstandes dargestellt, wie sie gerade von der
einen oder anderen Gruppe von Forschern zur Entwicklung gebracht
worden ist. Demgegeniiber schien es bei den pidagogischen und all-
gemein wissenschaftlichen Zwecken, die ich verfolge, ein wesentliches
Erfordernis, eine mehr einheitliche Zusammenfassung zu versuchen.

Ich schlieBe mit dem Wunsche, da die beiden einander ergin-
zenden, nun vollendet vorliegenden Teile der ,,Elementarmathematik
vom héheren Standpunkte aus‘ in der Lehrerwelt dieselbe freundliche
Aufmerksamkeit finden mogen, wie die im Vorjahre von Herrn Schim-
mack und mir herausgegebenen Vortrige iiber die Organisation des
mathematischen Unterrichts.

Gottingen, Weihnachten 1908.
Klein.



Vorwort zur dritten Auflage.

GemiB dem Gesamtplane, den ich im Vorwort zur dritten Auflage
des ersten Bandes iiber die Neuherausgabe meiner autographierten
Vorlesungen entwickelte, sind Text und Darstellung des vorliegenden
zweiten Bandes bis auf kleine Anderungen im einzelnen und wenige
Einschiebungen ungeindert geblieben!). Die beiden Zusitze, die sich
auf im urspriinglichen Texte nicht beriicksichtigte Literatur wissen-
schaftlicher und péddagogischer Art beziehen, wurden nach wieder-
holter Riicksprache mit mir auch dieses Mal von Herrn Seyfarth ver-
faBt. Dieser nahm wiederum den gréBten Teil der fiir die Herausgabe
notwendigen Arbeit auf sich. Beim Korrekturenlesen halfen ihm
die Herren E. Hellinger, H. Vermeil und A. Walther. Herr Vermeil
iibernahm die Herstellung der beiden Register. Den genannten Herren
und der Verlagsfirma Julius Springer, die bei jeder Gelegenheit bereit-
williges Entgegenkommen zeigte, bin ich zu groBem Danke verpflichtet.

Gottingen, Mai 1925.
Klein.

1) Neu hinzugefiigte Anmerkungen sind durch eckige Klammern kenntlich
gemacht worden.
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Einleitung.

Meine Herren! Die Vorlesung, die ich heute beginne, soll die un-
mittelbare Fortsetzung und Erginzung meines Kollegs vom letzten
Winter!) bilden. Hier wie dort ist die Absicht, alles, was Sie in Thren
Studienjahren an Mathematik getrieben haben, soweit es fiir den kiinf-
tigen Lehrer nur irgend von Interesse sein kann, zusammenzufassen
und insbesondere auch in seiner Tragweite fiir den Betrieb des mathe-
matischen Schulunterrichts zu erldutern. Im Winter habe ich dieses
Programm der Reihe nach fiir die Arithmetik, Algebra, Analysis durch-
gefithrt; im laufenden Semester soll die Geometrie zu Ehren kommen,
die damals beiseite geblieben war. Dabei sollen unsere Betrachtungen
natiirlich auch unabhingig vom vorigen Kolleg verstindlich sein,
und ich will iibrigens auch den Ton des Ganzen ein wenig anders nehmen:
Im Vordergrunde soll das — ich will einmal sagen — enzyklopddische
Moment stehen; Sie sollen einen Uberblick iiber das Gesamigebiet der
Geometrie erhalten, in den Sie alle Einzelkenntnisse, die Sie im Laufe
Ihres Studiums gewonnen haben, wie in einen festen Rahmen einordnen
konnen, um sie so zu jeder Anwendung bereit zu halten. Erst hinterher
wird ganz von selbst auch das Inferesse am mathematischen Schulunter-
richt hervorkommen, von dem ich im Winter immer ausging.

Ich nehme noch gern Bezug darauf, daB in den Osterferien 1908
hier in Géttingen ein Ferienkursus fir Oberlehrer der Mathematik
und Physik stattgefunden hat; dort habe ich iiber meine Winter-
vorlesung berichtet, und im AnschluB daran sowie an den Vortrag
von Professor Behrendsen vom hiesigen Gymnasium ergaben sich sehr
interessante, angeregte Diskussionen iiber die Neugestaltung des Schul-
unterrichts in Arithmetik, Algebra und Analysis sowie insbesondere
iiber die Einfithrung der Differential- und Integralrechnung auf
der Schule?). Die Teilnehmer zeigten dabei ein duBerst erfreuliches
Interesse an diesen Fragen, wie iiberhaupt an unseren Bestrebungen,

1) [Erschienen als Teil I dieser Vorlesungen iiber ,,Elementarmathematik vom

hoéheren Standpunkte aus‘‘. Berlin 1924, 3. Auflage. Die Zitate ,,Teil I'‘ be-
ziehen sich auf die 3. Aufl.]

2) Vgl. das freie Referat von R. Schimmack: ,,Uber die Gestaltung des mathe-
matischen Unterrichts im Sinne der neueren Reformideen‘‘ in der Zeitschrift
fir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht Bd. 39, S. 513 —527.
1908. (Auch separat: Leipzig 1908.)

Klein, Elementarmathematik II. 1



2 Einleitung.

Universitdt und Schule in lebendige Berithrung zu bringen. Im Sinne
dieser Bestrebungen soll auch meine gegenwirtige Vorlesung wirken;
hoffen wir, daB sie ihren Teil zur Abstellung der alten Klagen beitrigt,
die wir — und leider oft mit Recht — von der Schule her immer héren
muBten: der Hochschulunterricht bringe zwar vieles Spezielle, aber er
lasse den angehenden Lehrer durchaus unorientiert iiber so manche all-
gemeinen wichtigen Dinge, die er spiter tatsichlich brauchen kénne.

Was nun den Stoff der Vorlesung anlangt, so bemerke ich nur, daB
ich wie in der vorigen Vorlesung gelegentlich Hauptsitze aus allen Ge-
bieten der Mathematik, wie sie Thnen sonst vorgetragen werden, als
bekannt werde voraussetzen miissen, um den Nachdruck auf den Uber-
blick #ber das Ganze legen zu konnen; dabei werde ich freilich Threr Er-
innerung immer so weit durch kurze Angaben nachzuhelfen suchen,
daB Sie sich in der Literatur leicht vollstindig orientieren kénnen. Dem-
gegeniiber will ich — gleichfalls ganz wie im ersten Teil — viel mehr,
als es sonst geschieht, auf die historische Entwicklung der Wissenschaft,
auf die Leistungen ihrer groBen Pfadfinder, hinweisen. Durch Er-
orterungen dieser Art denke ich, wie ich gerne sage, Thre mathematische
Allgemeinbildung zu fordern: neben die Kenntnis der Einzelheiten, wie
sie die Spezialvorlesungen liefern, soll die Erfassung des sachlichen und
historischen Zusammenhanges treten.

Noch eine letzte allgemeine Bemerkung gestatten Sie, um ein
MiBverstindnis zu vermeiden, wie es die duBere Trennung dieses ,,geo-
metrischen‘ Teiles meiner Vorlesungen vom ersten ,,arithmetischen’
sonst vielleicht hervorrufen koénnte. Ich vertrete dieser Trennung un-
geachtet hier wie iiberhaupt stets in solchen allgemeinen Vorlesungen
eine Tendenz, die ich am liebsten mit dem Stichwort ,,Fusion der
Arithmetik und Geometrie'* bezeichne — Arithmetik dabei in dem auf
der Schule iiblichen Sinne verstanden, als Gebiet, zu dem nicht nur
die Lehre von den ganzen Zahlen, sondern auch die gesamte Algebra
und Analysis gehéren. Man gebraucht sonst, besonders in Italien, dieses
Wort ,,Fusion'* als Schlagwort fiir Bestrebungen, die sich auf die Geo-
metrie beschrinken. Es ist nimlich von altersher auf der Schule wie auf
der Universitit iiblich, erst die Geometrie der Ebene und dann ganz ab-
gesondert davon die des Raumes zu behandeln; dabei kommt die Raum-
geometrie aber leider oft zu kurz, und das edle Organ der Raumanschau-
ung, das wir von Hause aus besitzen, verkiimmert. Demgegeniiber wollen
die ,,Fusionisten’’ von vornherein Ebene und Raum gleichzeitig neben-
einander behandeln, um unser Denken nicht erst kiinstlich auf zwei
Dimensionen zu beschrinken. Auch diesen Bestrebungen schlie8e ich
mich hier an, denke aber, wie gesagt, gleichzeitig an eine noch weiter-
gehende Fusion: Im vorigen Semester habe ich die abstrakten Er-
orterungen der Arithmetik, Algebra und Analysis stets durch Figuren
und graphische Methoden belebt, die einem die Dinge viel néher



Strecke, Flicheninhalt, Rauminhalt als relative GréBen. 3

bringen und vielfach erst verstindlich machen, warum man sich mit
ihnen beschiftigt; analog will ich jetzt die Raumanschauung, die natiir-
lich an erster Stelle stehen bleiben muB}, von vornherein durch analy-
tische Formeln begleiten, welche in hochstem MaBe die prizise Formu-
lierung geometrischer Tatsachen erleichtern.

Wie das gemeint ist, werden Sie am besten sehen, wenn ich mich
sogleich unserem Gegenstande zuwende; da soll uns zuerst die Be-
trachtung einer Reihe einfacher geometrischer Grundgebilde beschiftigen.

Erster Teil.

Die einfachsten geometrischen Gebilde.

I. Strecke, Flicheninhalt, Rauminhalt als relative Gré8en.

Sie sehen bereits an dieser Kapiteliiberschrift, daB ich getreu der
soeben allgemein ausgesprochenen Absicht von Anfang an die ent-
sprechenden GroéBen auf der Geraden, in der Ebene, im Raum neben-
einander behandle; gleichzeitig wollen wir aber auch der allgemeineren
Tendenz der Fusion Rechnung tragen, indem wir uns zur analytischen
Formulierung von vornherein prinzipiell des gewshnlichen reckiwinkligen
Koordinatensystems bedienen.

Haben wir nun zunichst eine Sitrecke, so denken wir sie auf die
x-Achse gelegt; sind die Abszissen ihrer Endpunkte x, und x,, so ist
ihre Linge x, — %5, und diese Differenz kann man offenbar als folgende
Determinante schreiben:

1

(1)2)=x1—x2=?

% 1 ‘
% Al
Ganz analog ist der Inhalt eines Dreiecks der x-y-Ebene, das von

den 3 Punkten 1, 2, 3 mit den Koordinaten x,, ¥;; X5, Ya; X5, ¥
gebildet wird:

1 %, 9 1 ’
(1,2,3) = 1.2 %o Yo 1),
%3 Y3 1
und endlich hat man fiir den Rauminhalt des Tetraeders aus den 4 Punk-
ten 1; 2; 3; 4 mit den Koordinaten %y, ¥y, %; . . .; %4, Y4, 24
% Y A 1 ’
1
(1,2,3,4) = Xo Y2 2

1:2-3 'xa Ys % 1
%y Ve % 1
1‘



4 Die einfachsten geometrischen Gebilde.

Gewohnlich sagt man nun, daB die Lange bzw. der Inhalt gleich
dem absoluten Werte der angegebenen GroBen ist, wihrend doch tat-
sichlich unsere Formeln noch dariiber hinaus ein ganz bestimmtes Vor-
zeichen liefern, das von der Reihenfolge abhingt, in der die Punkte
gegeben sind. Wir wollen uns zum Grundsatz machen, solche Vorzeichen,
welche die analytischen Formeln liefern, durchweg auch in der Geometrie
zu verwenden; demgemaB haben wir zu fragen, was bei diesen Inhalts-
bestimmungen das Vorzeichen geometrisch bedeuten mag.

Dafiir ist es von Wichtigkeit, wie wir das rechtwinklige Koordinaten-
system wiahlen, und dariiber wollen wir vorab eine ein fiir alle Mal
bindende, an sich natiirlich willkiirliche Verabredung treffen. Im Falle
einer Dimension zunichst moge die positive x-Achse immer nach rechts
hin zeigen. In der Ebene sei die positive x-Achse nach rechts, die positive
y-Achse nach oben gerichtet (vgl. Abb. 1); wiirde man diese nach unten
— >z hin weisen lassen, so ergibe
sich ein wesentlich anderes
Koordinatensystem, das zu
dem ersten spiegelbildlich
ist und das man mit ihm z
durch bloBe Bewegung in
der Ebene, d. h. ohne inden

Abb. 1. Raum hinaus zu gehen, Abb. 2.
nicht zur Deckung bringen
kann. Das rdumliche Koordinatensystem endlich mége aus jenem ebenen
entstehen, indem man eine nach vorn positiv gerichtete z-Achse hinzu-
nimmt (vgl. Abb. 2); die Wahl der entgegengesetzten Richtung ergébe
wieder ein wesentlich anderes Koordinatensystem, das man mit dem
unsrigen durch keine Bewegung im Raume zur Deckung bringen kénnte?).

Indem wir immer an diesen Verabredungen festhalten, werden
wir nun die Deutung unserer Vorzeichen in einfachen geometrischen Eigen-
schaften der durch die gegebene Numerierung bedingten Reihenfolge der
Punkte finden.

Fiir die Strecke (1, 2) ist diese Eigenschaft fast selbstverstandlich:
Der Ausdruck x, — x, der Liinge fillt positiv oder negativ aus, je nachdem
der Punkt 1 rechts oder links von 2 liegt.

Fir das Dreieck ergibt sich: Die Formel liefert fiir den Inhalt
etnen positiven oder negativen Wert, je nachdem der Umlaufungssinn,
der auf dem Dreiecksumfange von der Ecke 1 tiber 2 zu 3 fiihrt, dem Uhr-
zeigersinne entgegengesetzt oder gleich ist. Wir werden das beweisen,
indem wir bei einem moglichst bequem gelegenen speziellen Dreieck
die den Inhalt ausdriickende Determinante unmittelbar ausrechnen,

¥
4

Y
&

1) Man unterscheidet diese beiden Systeme als ,,rechtshandiges’* und ,,links-
handiges’’, da ste der Stellung der ersten 3 Finger an der rechten und linken Hand
entsprechen. (Vgl. Teil I, S. 70.)
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und mit Hilfe einer Stetigkeitsbetrachtung den allgemeinen Fall er-
ledigen: Wir betrachten das Dreieck, das zur ersten Ecke den Einheits-
punkt der x-Achse (¥; =1, y; =0), zur zweiten den der y-Achse (v, =0,
yy = 1), zur dritten den Nullpunkt (¥3 = 0, y; = 0) hat. Nach unseren
Verabredungen iiber das Koordinatensystem ist dieses Dreieck entgegen-
gesetzt dem Uhrzeigersinne zu umlaufen (vgl. Abb. 3), und unsere
Formel ergibt fiir seinen Inhalt den positiven Wert : v

1 0 1 2
o 1 1]|=4+%.

0 0 1 /)

Wir kénnen die Ecken dieses Dreiecks nun gewil3 7
durch stetige Deformation in die Ecken jedes Abb. 3.
andern in demselben Sinne umlaufenen Drei-

ecks iiberfithren, ohne daB sie dabei jemals alle drei in eine Gerade
zu liegen kommen. Dabei andert sich aber unsere Determinante
stetig, und da sie bekanntlich nur verschwindet, wenn die Punkte 1, 2, 3
auf einer Geraden liegen, muB sie bei diesem ProzeB stets positiv
bleiben. Damit ist in der Tat bewiesen, daf der Inhalt jedes ent-
gegengesetzt dem Uhrzeigersinne umlaufenen Dreiecks positiv ist. Ver-
tauscht man zwei Ecken des Ausgangsdreiecks, so sieht man sofort,
dal} jedes #m Uhrzeigersinne umlaufene Dreieck unserer Formel zufolge
negativen Inhalt bekommt.

Ganz analog kénnen wir nun das Tetraeder behandeln. Wir gehen
wieder von einem moglichst bequem gelegenen Tetraeder aus: zur
ersten, zweiten, dritten Ecke moge es bzw.
den Einheitspunkt der x-, y-, z-Achse, zur
vierten den Anfangspunkt haben (vgl. Abb. 4).
Sein Inhalt ist daher:

y

1 0
0o 1
0 0
00

«
Y&

|

1
6

=+%: J

o =~ O O
T

Abb. 4.
und wie vorhin folgt, daB jedes Tetraeder, das

man durch stetige Deformation aus ihm herleiten kann, ohne daB
die vier Ecken jemals in eine Ebene fallen (d. h. die Determinante ver-
schwindet), positiven Inhalt besitzt. Alle diese Tetraeder kann man
aber durch den Umlaufssinn charakterisieren, den das eine Seitendreieck
(2, 3, 4) von der Ecke 1 aus betrachtet aufweist. Solcherweise ergibt sich
folgendes Resultat: Der durch unsere Formel bestimmte Inhalt des Tetraeders
(1,2, 3, 4) ist positiv, wenn von der Ecke 1 aus betrachtet die Ecken 2, 3, 4 ent-
gegen dem Sinme des Uhrzeigers aufesnander folgen ; andernfalls ist er negativ.
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Wir haben so aus den analytischen Formeln tatsichlich geometri-
sche Regeln gewonnen, die jeder Strecke, jedem Dreieck, jedem Tetra-
eder ein bestimmtes Vorzeichen zuzuordnen gestatten, wenn die Ecken
in einer bestimmten Reihenfolge gegeben sind. Damit sind groBe Vor-
teile gegeniiber der gewdhnlichen Elementargeometrie gewonnen, die
Linge und Inhalt als absolute GréBen betrachtet; wir werden nimlich
allgemeine einfache Theoreme auch da aufstellen konnen, wo jene
Elementargeometrie je nach dem besonderen Aussehen der Figuren zahl-
reiche Fille unterscheiden muB.

Lassen Sie mich mit einem ganz primitiven Beispiele beginnen,
dem Schnittverhdltnis dreier Punkte auf einer Geraden, etwa der x-Achse.
Bezeichnen wir die drei Punkte (vgl. Abb. 5), wie es in Riicksicht auf
das folgende am bequemsten ist, mit 1, 2 und 4, so ist ihr Schnitt-
verhiltnis gegeben durch:

% — %,

S="2"2
X1 — %4

und es ist klar, daB dieser Quotient positiv oder negativ ist, je nachdem

S>0 der Punkt 1 auBerhalb oder innerhalb der

3 3 }~ Strecke (2, 4) liegt. Gibt man, wie in den ele-
— ,— mentaren Darstellungen iiblich, nur den ab-

Abb. 5. soluten Wert |S|=:2—"21, so muB man

%1 — %4 |

stets noch ausdriicklich auf die Figur verweisen oder in Worten hinzu-
fiigen, ob man einen Punkt innerhalb oder auBerhalb im Sinne hat, und
das ist natiirlich viel umstindlicher. Die Einfihrung des Vorzeichens
trigt also den verschiedemen Moiglichkeiten der Anordnung der Punkte
auf einer Geraden Rechnung — eine Tatsache, auf die wir im Laufe der
Vorlesung noch 6fters hinzuweisen haben werden.

Nehmen wir nun einen vierten Punkt 3 hinzu, so kénnen wir das
Doppelschnitiverhiltnis der vier Punkte bilden, das man meist kurz
als Doppelverhilinis bezeichnet:

pD="AT" % X% (%1 — %) (%5 — %) )
T =%y H3— %y (% — %) (%3 — %)

Dieser Ausdruck besitzt wiederum ein bestimmtes Vorzeichen, und
zwar sieht man unmittelbar, daB D < 0 ist, wenn die Punktepaare 1

I L I " — : Il 1
T T T T T

z 3 ¥ 7 2z
D<o >0
Abb. 6. Abb. 7,

und 3 einerseits und 2, 4 andererseits sich gegenseitig trennen, D > 0
aber im entgegengesetzten Falle, d. h., wenn 1 und 3 gleichzeitig
auBerhalb oder innerhalb der Strecke 2, 4 liegen (vgl. Abb. 6 und 7).
So gibt es wieder immer zwei wesentlich voneinander verschiedene
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Lagen, die denselben Absolutwert von D liefern. Wenn man nur
diesen gibt, muB man daher die Lagenbestimmung noch ausdriick-
lich angeben; definiert man z. B. harmonische Punkte durch |D| =1,
wie es leider auf der Schule noch meist iiblich ist, so muB man
unbedingt die Forderung getrennter Lage der beiden Punktepaare in
die Definition aufnehmen, wahrend wir mit der esnen Angabe D= —1
auskommen. — Besonders niitzlich ist die Beriicksichtigung des Vor-
zeichens in der projektiven Geo-
metrie, in der das Doppelver-
hiltnis bekanntlich eine maB-
gebende Rolle spielt. Wie man
weiB, besteht da der Satz, daB
4 Punkte einer Geraden das-
selbe Doppelverhiltnis haben,
wie die aus ihnen durch Projek-
tion von einem beliebigen Zen-
trum aus (Perspektive) auf einer
anderen Geraden entstehenden Punkte (vgl. Abb. 8). Betrachtet man nun
das Doppelverhiltnis als relative, mit einem Vorzeichen versehene Grofe,
so gilt auch die folgende ausnahmelose Umkehrung dieses Theorems:
Zwei Punktequadrupel auf zwei Geraden, die das gleiche Doppel-
verhiltnis D haben, lassen sich stets durch einmalige oder durch
wiederholte Perspektive auseinander ableiten — so zum Beispiel in
Abb. 8 die Quadrupel 1, 2, 3, 4 und 1", 2", 3”, 4”7 durch Pro-
jektion aus den Zentren P und P’. Kennt
man jedoch nur den absoluten Wert von D,
so gilt das entsprechende Theorem nicht in
dieser einfachen Form; man mii8te vielmehr
noch eine besondere Voraussetzung iiber die

3 i
age der Punkte aufnehmen. / """""l"//’,"
Ein weit ergiebigeres Feld haben wir vor s4 iz

|

l

uns, wenn wir zu Anwendungen wunserer Abb. 9.
Dreiecksformel aufsteigen. Legen wir (vgl.

Abb. 9) zunichst einmal in das Innere eines Dreiecks (1, 2, 3) irgend-
wie einen Punkt 0 und verbinden ihn mit den drei Ecken, so ist die
Summe der in elementarem Sinne als absolute GroSen aufgefaBten
Inhalte der entstehenden Teildreiecke gleich dem Inhalt des Aus-
gangsdreieckes:

[(1,2,3)] =1{(0,2,3) |+ [(0,3,1)| + [(0,1,2)].

Bei den Lageverhiltnissen der Figur folgen die Ecken in der an-
gegebenen Reihenfolge allemal entgegen dem Uhrzeigersinne auf-
einander; die Dreiecksinhalte (1, 2,3), (0,2,3), (0,3,1), (0,1,2) —
im Sinne unserer allgemeinen Definition mit Vorzeichen versehen —

2
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sind also sdmtlich positiv, und wir konnen unsere Formel auch wie
folgt schreiben:
(1,2,3) =(0,2,3) + (0,3,1) + (0,1, 2).

Ich behaupte aber nun, daf dieselbe Formel auch gilt, wenn 0 aufer-
halb des Dreiecks liegt, und #berhaupt, wenn 0, 1, 2, 3 irgend vier be-
liebige Punkte der Ebene sind. In der Tat, wenn wir beispielsweise die
Lage der Abb. 10 nehmen, ist (0, 2, 3) und (0, 3, 1) entgegen, (0, 1, 2)
aber entsprechend dem Uhrzeigersinne umlaufen, so daB unsere Formel
fiir die absolut gerechneten Inhalte ergeben wiirde:

1(1,2,3)[ =00, 2,3)[ + (0,3, 1) — | (0, 1, 2) .
Die Richtigkeit dieser Gleichung bestitigt die Figur sofort.
0 Allgemein werden wir unsere Behauptung
aus der amnalytischen Definition beweisen, wobei
wir in unserer Formel einen bekannten Satz der
Algebrabzw. Determinantenlehreerkennen werden.
Wir nehmen der Bequemlichkeit halber — was
offenbar keine wesentliche Spezialisation ist —
0 als Koordinatenanfang x =0, y =0 und tragen

S
a"ele
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Abb. 10. fiir die 4 Dreiecksinhalte die betreffenden Deter-
minanten ein; dann ist also, wenn wir noch iiberall
den Faktor 4 fortlassen, zu beweisen, daB fiir beliebige Werte x,, . . ., v,

die Beziehung gilt:
% oy A 0 0 1 0 0 1 0 0 1
Xo Yo 1|=1|% ¥y 1|+ |23 y3 1|+ 1% ¥ 1
%3 ys A %3 y3 1 Hn no1 % Y2 1

Der Wert jeder auf der rechten Seite stehenden Determinante wird
nicht geindert, wenn wir die zweite und dritte 1 der letzten Kolonne
durch Nullen ersetzen, da diese Elemente bei Entwicklung nach Unter-
determinanten der ersten Zeile nur in die mit den beiden Nullen multi-
plizierten Unterdeterminanten eingehen; vertauschen wir in den beiden
letzten Determinanten die Zeilen noch zyklisch, was bei Determinanten
dritter und iiberhaupt ungerader Ordnung ja erlaubt ist, so kdnnen
wir unsere Gleichung in der folgenden Form schreiben:

%1 YA 0 o0 1 %1 ¥ O ¥1 ¥ O
Xy Yo 1|=|% Y2 O|+|0 O 1|+ |x ¥y, Of.
%3 ys 1 |%g y3 O X3 ¥3 O 0o o0 1

Das ist aber eine identisch richtige Gleichung: rechts stehen lediglich
die Unterdeterminanten der letzten Kolonne der linken Determinante,
und es liegt sonach nur die bekannte Entwicklung dieser Determinante
nach Elementen einer Kolonne vor. Damit ist unser Satz mit einem
Schlage fiir alle moglichen Lagen der 4 Punkte bewiesen.
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Wir kénnen nun diese Formel sofort dahin verallgemeinern, da
sie den Inhalt belicbiger Polygone gibt. Denken Sie dabei etwa an eine
Aufgabe der Geodisie: Es sei der Flicheninhalt eines Grundstiickes
mit geradlinigen Seiten zu bestimmen, nachdem man die Koordinaten
der Ecken 1, 2, ..., # — 1, n gemessen hat (vgl. Abb. 11). Wer nicht
gewohnt ist, mit Vorzeichen zu operieren, der 6 5
wird sich die Gestalt des Polygons danach W
skizzieren miissen, es etwa durch Diagonalen b
in Dreiecke zerlegen und dann je nach der , (
besonderen Gestalt — speziell in Riicksicht 5
darauf, welche Winkel iiberstumpf sind —
den Inhalt als Summe oder Differenz der
einzelnen Dreiecksinhalte bestimmen miissen.

Wir aber koénnen sofort eine allgemeine 2
Formel angeben, die das Richtige ganz
mechanisch liefert, ohne einen Blick auf

die Figur zu verlangen: Ist 0 irgendein Punkt der Ebene, etwa der
Koordinatenanfang, so ist der Inhalt unseres im Sinne 1, 2,...,# um-
laufenen Polygons:

(1,2,3,...,1)=(0,1,2) +(0,2,3) + --- + (0, — 1, %) + (0, n, 1),
wobei die Dreiecke mit dem durch den angegebenen Umlaufssinn be-
stimmten Vorzeichen zu nehmen sind. Die Formel liefert den Polygon-
inhalt positiv oder negativ, je nachdem die Umlaufung des Polygons im
Sinnel,2,. .., n eine solche enigegen oder entsprechend dem Uhrzeigersinn
ust. Die Angabe dieser Formel mag hier geniigen. Den Beweis werden
Sie sich leicht selbst zurechtlegen kénnen.

Ich mdchte hier lieber noch auf einige besonders interessante Fille
eingehen, die beim Feldmessen freilich ’
nicht vorkommen kénnen, nimlich auf
Polygone, die sich selbst iiberschlagen, wie
etwa nebenstehendes Viereck (vgl. Abb. 12).
Wollen wir hier iiberhaupt von einem be-
stimmten Inhalt reden, so wird es nur
der Wert sein kénnen, den unsere Formel
liefert; wir haben uns zu iberlegen, was Abb. 12.
dieser Wert geometrisch bedeutet. Zu-
néchst macht man sich leicht klar, daB er selbstverstindlich unab-
héngig von der speziellen Lage von 0 ist. Legen wir 0 also, moglichst
bequem, in den Uberschlagungspunkt des Vierecks, so werden die
Dreiecke (0, 1, 2) und (0, 3, 4) Null, und es bleibt:

(1' 2, 3'4) = (0! 2, 3) + (0' 4, 1);

das erste Dreieck hat negativen, das zweite positiven Inhalt, und
daher ist der Inhalt unseres sich iiberschlagenden Vierecks, wenn

Abb. 11.
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wir ihm den Umlaufssinn (1, 2, 3, 4) zuschreiben, gleich dem ab-
soluten Inhalt des entgegen dem Uhrzeigersinne umlaufenen Teiles
(0, 4, 1), vermindert um den des im Uhrzeigersinne umlaufenen Teiles
(0, 2, 3).

Als zweites Beispiel betrachten wir das nebenstehende Sternfiinf-
7 eck (vgl. Abb. 13). Legen wir 0 in den mitt-
i leren Teil, so sind in der Summe:

3 (0,1,2)+(0,2,3) + -+ + (0,5, 1)

alleTeildreiecke positiv umlaufen ; ihre Summe
bedeckt den Inhalt des fiinfeckigen Kernes
unserer Figur doppelt, jeden der 5 Zipfel
einfach. Halten wir wieder den einmaligen
Umlauf auf unserem Polygon (1, 2, 3, 4, 5, 1)
daneben, so sehen wir, daB jeder Teil ent-
Abb. 13. gegen dem Uhrzeigersinne, und zwar der
bei der Inhaltsbestimmung doppelt zu rech-

nende zweimal, der einfach zu rechnende einmal umlaufen wird.
Aus diesen beiden Beispielen abstrahieren wir sogleich die folgende
allgemeine Regel: Fiir jedes geradlinige, sich beliebig oft iiberschlagende
ebene Polygon liefert unsere Formel als Inhalt die algebraische Summe
der cinzelnen Flichenstiicke, die der Polygonzug begrenzi, wobei jedes
Stiick so oft in Rechnung zu stellen ist, als es bei einmaliger Durchlaufung
des Umfanges (1,2,3,...,n, 1) umlaufen wird, und zwar jedesmal mit
positivem oder negativem Vorzeichem, je nachdem es entgegengesetzt oder
entsprechend dem Uhrzeigersinne umlaufen wird. Auch diesen Satz
mogen Sie selbst allgemein bestatigen. Sie werden dabei keinerlei
Schwierigkeiten haben. Um so mehr empfehle ich IThnen, sich diese
interessanten Inhaltsformeln an einzelnen

Beispielen ganz zu eigen zu machen. —
Wir wollen nun, meine Herren, von
Polygonen zu krummlinig begrenzten Flichen-
stiicken {iibergehen. Wir betrachten also
irgendeine geschlossene Kurve, die sich noch
2 beliebig oft iiberschlagen kann; wir geben
Abb. 14. auf ihr einen bestimmien Umlaufungssinn und
fragen, welchen Inhalt sie begrenzt. Natur-
gemiB finden wir ihn, wenn wir die Kurve (vgl. Abb. 14) durch Poly-
gone mit sehr vielen, sehr kleinen Seiten annihern und den Grenz-
wert des in der soeben erorterten Weise bestimmten Polygoninhaltes
bilden. Sind P(x,y) und Py(x + dx,y 4 dy) zwei benachbarte Eck-
punkte eines solchen Niherungspolygones auf unserer Kurve, so setzt
sich sein Inhalt aus einer Summe von Elementardreiecken (O, P, P,) zu-

sammen, also aus lauter Summanden:

P
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0 0 1
= y 1| = 3 (xdy —ydz).

x+dx y+dy 1
In der Grenze geht diese Summe iiber in das langs der Kurve im ge-
gebenen Sinne erstreckte Linienintegral:

3/ (xdy — ydx),

und dadurch ist der von der Kurve begrenzte Flacheninhalt definiert.
Wollen wir diese Definition geometrisch interpretieren, so kénnen wir das
fiir Polygone ausgesprochene Resultat auf den neuen Fall sofort iiber-
tragen: Jedes von der Kurve wumschlossene Flichenstick kommt in dem

(2 Ow ED

Abb. 15. Abb. 16. Abb. 17.

Integrale so oft positiv 2ur Geltung, als es entgegen dem Uhrzeigersinne, und
50 oft negativ, als es tm Uhrzeigersinne umlaufen wird, wihrend man die
Kurve einmal im vorgeschriebenen Sinne durchliuft. Bei einer einfachen
Kurve wie in Abb. 14 erhalten wir demnach durch das Integral genau
den von ihr umschlossenen Flacheninhalt mit positivem Vorzeichen. In
Abb. 15 ist der duBere Teil einmal, der innere zweimal positiv gerechnet,
in Abb. 16 der linke negativ, der rechte positiv, so dal im ganzen ein
negativer Inhalt herauskommt; in Abb. 17 ist gar ein Teil gar nicht zu
rechnen, da er einmal positiv, einmal negativ umlaufen ist. Natiirlich
kénnen so auch Kurven vom Inhalt Null entstehen, zum Beispiel, wenn
man die Kurve der Abb. 16 symmetrisch zum Uberschlagungspunkt an-
nimmt ; dieser Fall hat nichts Absurdes an sich, wenn man bedenkt, daB die
ganze Inhaltsbestimmung nur auf zweckmiBigen Verabredungen beruht.

Wie zweckmiBig aber diese Begriffsbestimmungen sind, will ich
Ihnen jetzt zeigen, indem ich Ihnen das

Polarplanimeter von Amsler

vorfithre. Dieser in der Praxis sehr viel gebrauchte, hichst sinnreiche
Apparat, der 1854 von dem Schaffhausener Mechaniker fakob Amsler
konstruiert wurde, fithrt in der Tat die Bestimmung von Flicheninhalten
gerade in dem erorterten Sinne aus.
Lassen Sie mich zunichst den theore- m
tischen Grundgedanken der Konstrik- Ay L A
tion besprechen!

Wir denken uns eine Stange 4, 4,
(vgl. Abb. 18) von der Linge I so
iiber die Ebene hingefiihrt, daB A, Abb. 18.
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und A, je eine geschlossene Kurve beschreiben und die Stange
selbst wieder in ihre Ausgangslage zuriickkehrt. Wir wollen den
Inhalt der Fliache bestimmen, die sie dabei iiberstreicht, und zwar
rechnen wir dabei naturgemafB in einer sogleich niher festzusetzenden
Weise die einzelnen Teile dieser Fliche positiv oder negativ, je nach-
dem sie von der Stange im einen oder anderen Sinne iiberstrichen
werden. Wir ersetzen zu diesem Ende entsprechend dem bei jeder
Integration vorzunehmenden GrenzprozeB die kontinuierliche Be-
wegung durch eine Folge beliebig kleiner, ruckweiser ,,Elementar-
bewegungen'* aus einer Lage 1 2 in eine benachbarte 1 2’. Die wihrend
der Bewegung tatsichlich iiberstrichene Fliche ist dann gleich dem Grenz-
wert der Summe aller bei diesen Elementarbewegungen beschriebenen
,,Elementarvierecke' (1,1’,2,2), und zwar
kommt — wie leicht zu sehen — der
Sinn der Bewegung der Stange gerade
richtig zur Geltung, wenn jedes Elemen-
tarviereck mit dem diesem Umlaufungs-
Abb. 19, ds sinne 1, 1/, 2, 2 entsprechenden Vor-
zeichen genommen wird.
Wir konnen nun jede Elementarbewegung der Stange 4,4, aus
drei Schritten zusammensetzen (vgl. Abb. 19):
1. Einer Verschiebung ¢» der Richtung der Stange um ein Stiick ds,
2. einer Verschiebung normal zu ihrer Richtung um ein Stiick dp,
3. einer Drehung um das Ende 4, durch einen Winkel d .

2
Dabei werden bzw. die Flichen 0-ds, I-dp, %dq) iiberstrichen; man

wird das Elementarviereck (1,1’,2’,2) einfach durch die Summe
dieser Flichen ersetzen konnen, da die hierbei begangenen Fehler klein
von héherer Ordnung sind und beim Grenziibergange (der ja ein einfacher
IntegrationsprozeB ist) verschwinden. Wesentlich ist, daB diese Summe:

12
l'd?‘*‘?'d?’

auch im Vorzeichen mit dem Vierecksinhalt (1, 17, 2/, 2) iibereinstimmt,
wenn man 4@ stets entgegen dem Uhrzeigersinne positiv mit und
dp bei Verschiebung nach der Seite wachsender ¢ hin positiv
nimmt.

Die Integration iiber die Bewegungsbahn ergibt hieraus fiir das
ganze von 4, A, bestrichene Flichenstiick den Inhalt:

]=lfdj>—|—§fdtp.

Hier stellt f d@® den ganzen Winkel dar, um den sich die Stange gegen
ihre Ausgangslage gedreht hat. Da wir sie in ihre Ausgangslage zuriick-
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fithrten, so ist, wenn sie sich inzwischen nicht etwa um einen vollen
Winkel gedreht hat, f de =0, und unser Flichenstiick ist:

(1) J=1[ap.

Sollte aber, was ja bei passenden Wegkurven von 4, und 4, wohl méglich
wiare, die Stange ein oder mehrere Male sich um einen vollen Winkel
gedreht haben, ehe sie in die Ausgangslage zuriickkehrt, so ist f de ein
Vielfaches von 27, und es ist daher fiir jede volle Umdrehung in positivem
Sinne rechts der Wert 4 xl2, fiir jede in negativem Sinne dagegen
der Wert — 712 hinzuzufiigen. Wir wollen jedoch der Einfachheit halber
diese kleine Komplikation hier bei- 21— 77
seite lassen. 7 77

~ Nun kénnen wir aber weiterhin 2" 7
diesen selben Flicheninhalt J in % 7
etwas anderer Weise bestimmen
(vgl. Abb. 20). Moge die Stange
bei der Folge der Elementarbe-
wegungen der Reihe nach die Lagen Abb. 20.
12, 172, 172”7, ... annehmen, so
wird J gleich der Summe der Elementarvierecke:

] —_ (1, 1/, 2/, 2) + (1/’ 1//, 2//, 2/) + (1//’ 1//1, 2///’ 2//) + e

oder, genauer gesagt, gleich dem den Grenzwert dieser Summe dar-
stellenden Integral; dabei ist jedes Elementarviereck genau wie oben
mit dem bestimmten hier angedeuteten Umlaufssinn zu nehmen. Nach

unserer fritheren Polygonformel haben wir daher, wenn 0 der irgendwie
gelegene Koordinatenanfang ist:

J=01, 1)+01, 2")+(0,2, 2)+(0,2, 1)
+ (0’ 1/’ 1” ) + (0, 1’[, 2’[) + ( ) 2[,, 2/ ) + (0’ 2/, 1/ )
+ (0’ 1/’, 1///) + (0’ 1[,[, 2///) + (0, 2/”, 2[’) + (0’ 2//, 1[’)

Hier tritt in jeder Zeile an zweiter Stelle dasselbe Dreieck auf, wie
in der folgenden an vierter Stelle, jedoch mit entgegengesetztem Um-
laufssinne, [(0, 1, 2") = — (0, 2’, 1), (0,1”, 2”) = — (0, 2", 1), ...], so
daB sich diese Summanden simtlich fortheben; ferner aber tritt, da sich
die Reihe der Elementarvierecke schlieBt, in der letzten Zeile noch der
Summand (0, 1, 2) auf, der den Summanden (0, 2, 1) der ersten Zeile zu
Null erginzt. Es bleiben also nur die ersten und dritten Dreiecke jeder
Zeile iibrig; die ersten geben aber zusammen nach dem fritheren gerade
das Polygon (1,1/,17, 1’, ...), und das ist in der Grenze der In-
halt F, der vom Stabende A, beschriebenen Kurve. Ebenso ergeben die
dritten Summanden, wenn man iiberall ein Minuszeichen herausnimmt,
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(2,2,27,2",...), das heiBt in der Grenze den Inhalt F, der von A,
durchlaufenen Kurve. Es folgt also schlieBlich:

() J=F,—F,,

und dabei kénnen offenbar beide Kurven sich ganz beliebig iiberschlagen,
wenn wir nur F; und F, unter genauer Beachtung unserer Vorzeichen-
regel definieren.

In den beiden Formeln (1) und (2) ist nun die geometrische Theorie
des Planimeters enthalten. Lassen wir nidmlich 4, auf einer Kurve be-
kannten Flicheninhaltes F, laufen und den ,,Fahrstift*“ 4, auf der den
gesuchten Flicheninhalt F; umschlieBenden Kurve gleiten, so kénnen wir :

@) Fy=F,+1[dp

sofort bestimmen, wenn wir eine Vorrichtung haben, die fdp 21 messen
gestattet. Eine solche Vorrichtung hat nun Amsler — und das ist der
zweite, mechanische Teil seiner Erfindung — geschaffen, indem er auf

der Stange A, A4, als Achse eine Rolle an-

Az E” Ar brachte, die bei der Bewegung der Stange
Z EP auf dem Papier abrollt. Ihre Entfernung
Abb. 21. von A, sei 4, ihr Radius ¢ (vgl. Abb. 21).

IThr Drehungswinkel v wihrend der Be-
wegung wird sich additiv aus ihren Drehungen 4w wihrend der Elementar-
bewegungen zusammensetzen; ein jedes dy wiederum kénnen wir additiv
zusammensetzen aus den Drehungen dv,, dy,, dy, bei den drei einfachen
Bewegungen der Stange, aus denen wir jede Elementarbewegung oben
(S. 12) konstruierten. Bei der Lingsverschiebung {1 zunichst wird
sich die Rolle nicht drehen: dw; = 0; bei der Verschiebung 2 von
A, A4, normal zu sich um d rollt ein Stiick dp = ody, der Rolle ab,

also ist dy, = 1?dp; bei der Drehung 3 um A, durch den Winkel dg
endlich muB ein Stiick Ade == ody, der Rolle abrollen, so daB
ay, =%dtp wird. Wir erhalten also schlieBlich:
1 yl
dy=—dp+—dgp.
Y= P 0 %Y

Integrieren wir iiber die gesamte Bewegungsbahn, so ist f adp =0,
wenn A4, A, ohne Totaldrehung in seine Ausgangsstellung zuriickkehrt,
und der gesamte Drehungswinkel der Amslerschen Rolle wird also:

(3) w=%[d1>-

Sollte sich aber die Stange einmal oder mehrmals um einen vollen Winkel

yl
drehen, so treten rechts noch geeignete Vielfache von 2#— hinzu,
wovon wir jedoch, wie oben, wieder absehen wollen.
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Halten wir nun die Formeln (2) und (3) zusammen, so ergibt sich

schlieBlich:
Fi—F,=l-0-y

d. h. der Unterschied der von den beiden Enden der Stange wumfahrenen
Flicheninhalte wird durch den Drehungswinkel y der Rolle gemessen.

Bei der Ausfithrung des Instrumentes wird man nun zweckmiBig
F, zu Null machen. Das erreichte Amsler in konstruktiv ayggezeichneter
Weise dadurch, daB er 4, an einem Arme
befestigt, der um einen festgehaltenen e
Punkt M drehbar ist (vgl. Abb. 22). 4, “
kann dann nur auf einer Kreisperipherie «4s
hin und her laufen und daher keinen In-
halt umschlieBen — wenn wir auf die Abb. 22.
mogliche Komplikation, daB es den Kreis
in dem einen oder andern Sinne, evtl. auch mehrfach, umliuft, keine Riick-
sicht nehmen wollen. Im Hinblick auf diesen ,,Pol*“ M spricht man vom
Polarplanimeter. Man verwendet den Apparat nun einfach so, daB man
mit dem durch einen ,,Fahrstift'‘ markierten Punkte 4; den auszu-
messenden Inhalt umfihrt, an der Rolle den Winkel y abliest und dann
als umschlossenen Flicheninhalt:

Fi=1l-0-y

hat; die Apparatkonstante /¢ bestimmt man durch Ausmessen einer
bekannten Fliche, etwa des Einheitsquadrates.

Ich kann Ihnen hier ein Bild des Polarplanimeters vorfiithren
(vgl. Abb. 23); natiirlich
miissen Sie sich dannden
Apparat selbst ansehen
und ihn zu handhaben
versuchen, wenn Sie ihn
vollig verstehen wollen.
Damit der Apparat wirk-
lich zuverlissig funk-
tioniert, muB er selbst- Abb. 23.
verstandlich etwas kom-
plizierter aufgebaut sein, als es die theoretische Grundlage allein fordern
wiirde. Ich bemerke in dieser Hinsicht nur noch einiges Wenige: Der
Punkt M ist an einer schweren Masse festgelegt, und von ihm liuft eine
Stange zum Punkte 4, hiniiber; die theoretisch wichtige Stange A,4,,
von der wir immer sprachen, ist nicht der zweite Metallstab, den Sie
am Apparat bemerken, sondern die diesem Stabe parallele ideelle Ver-
lingerung der Achse der neben ihm angebrachten Rolle R, die durch
den Fahrstift 4, geht. Letzterer ist noch von einem unten stumpfen
Parallelstift begleitet, der ein Eindringen der Spitze von 4, ins Papier
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verhindern soll. Die Rolle ist mit einem Nonius zur feineren Ablesung
sowie einem Zdhlrade fiir volle Umdrehungen versehen.

Ich mochte jedoch hier, statt weitere Einzelheiten aufzufiihren,
noch gern allgemein davor warnen, bei der Betrachtung solcher Appa-
rate iiber der Theorie die wirkliche praktische Ausfiihrur.,g zu vernach-
lassigen, wozu der reine Mathematiker leider oft gar zu sehr neigt;
das ist eine ebenso unberechtigte Einseitigkeit wie der entgegengesetzte
extreme Standpunkt des Mechanikers, der, ohne an der Theorie Inter-
esse zu nehmen, sich in konstruktiven Einzelheiten verliert. Hier soll die
angewandte Mathematik das Bindeglied herstellen; sie soll insbesondere
dem Rechnung tragen, daBl die theoretische Formulierung des Prinzipes
am Apparat in Wahrheit nie genau zutrifft; denn stets werden z. B. die Ge-
lenke des Apparates etwas schlottern, die Rolle wird auf dem Papier auch
gleiten, statt nur abzurollen, schlieBlich ist das Zeichenpapier selbst keine
gleichméBige Ebene, und man wird auch nie mit dem Fahrstift ganz genau
die Kurve entlang fahren kénnen. In welchem Ma@le solche Momente Ein-
fluB haben, auf wieviel Stellen infolgedessen das an der Rolle abgelesene
Resultat genau sein kann, das ist natiirlich fiir die Praxis von allergroBter
Bedeutung, und das hat die angewandte Mathematik zu untersuchen.

Ich will im AnschluB an diesen Exkurs die gegenwirtige Vorlesung
abgrenzen gegen zwei frithere Vorlesungen dhnlichen Titels, die gleich-
falls autographiert vorliegen: ,, Anwendung der Differential- und Inte-
gralrechnung auf Geometrie, eitne Revision der Prinzipien” [S.-S. 1901;
ausgearbeitet von C. H. Miiller')]: und ,,Einleitung in die hohere Geo-
metrie’ [W.-S. 1892/93 u. S.-S. 1893 ; ausgearbeitet von Fr. Schilling?)].
In der ersten Vorlesung steht nimlich der soeben beriihrte Unterschied
zwischen abstrakter und praktischer Geometrie im Vordergrund ; wirhaben
damals im Seminar geradezu einen Vortrag iiber die Fehlerquellen beim
Amslerschen Polarplanimeter gehabt. In der andern Vorlesung hin-
gegen habe ich die Theorien der abstrakten Geometrie weitergehend
ausgebaut, so wie sie der Spezialist braucht, der im Sinne der heutigen
Forschung selbstindig auf diesem Gebiete arbeiten will. In dem gegen-
wirtigen Kolleg endlich will ich ein drittes: ich mochte sozusagen das
Elementartheoretische der Geometrie darstellen, das, was jeder Lehramts-
kandidat unbedingt wissen sollte, insbesondere auch das, was fiir die
Anwendungen in Physik und Mechanik von fundamentaler Wichtigkeit
ist; auf Dinge, die zu jenen ersten beiden Gebieten gehéren, werde ich
jeweils nur gelegentlich hinweisen kénnen. —

Wenn ich nun wieder zu unseren allgemeinen Betrachtungen iiber
Flichen- und Rauminhalte zuriickkehren darf, so will ich zunichst

1) Neuer Abdruck, Leipzig 1907. [Erscheint in Kiirze als Bd. III der vor-
liegenden Auflage der ,,Elementarmathematik’.]

2) 2 Teile. Neuer Abdruck. Leipzig 1907. [Vergriffen. Wegen des Planes
einer neuen Herausgabe vgl. die Vorrede zu Bd. I, S. VIIL.]
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eine historische Notiz nachholen. Ich will Ihnen den Mann nennen, der
zuerst das Prinzip der Vorzeichen in der Geometrie konsequent an-
gewendet hat, den groBen Geometer A. F. Mdbius in Leipzig. Das Buch,
in dem er diesen bahnbrechenden Fortschritt macht, ist ein Jugendwerk
aus dem Jahre 1827: , Der barycentrische Calcul''), eines der Werke,
die tiberhaupt fiir die neuere Geometrie grundlegend sind. Seine Lektiire
bietet auch schon der schénen Darstellung wegen besonderen GenuB.
Der Titel bezieht sich darauf, daB Mébius von der folgenden, mit Schwer-
punkten operierenden Betrachtung ausgeht. In irgend drei feste Punkte
0,, 0,, O; der Ebene seien drei Massen m,, m,, m, gelegt (vgl. Abb. 24),
die wieim Falle elektrischer Ladungen positiv oder negativ sein kénnen;
dann ist ihr Schwerpunkt P eindeutig bestimmt, und zwar kann er bei
Variation von m,, m,, m,; die ganze Ebene {iberstreichen. Die 3 Massen
my, my, my werden nun als Koordinaten von P

03/7”:5)
aufgefalt, wobei klar ist, daB P nur von den Ver- °
hiltnissen dieser 3 Gréflen abhiangt; damit ist zum oF
ersten Male das, was wir heute Dreteckskoordinaten o
nennen, in die Geometrie eingefiihrt. So viel zur ylmy) 01./.’”-1. )
Erklirung des Titels jenes Mobiusschen Buches; Abb. 24.

von seinem sonstigen, sehr interessanten Inhalt

kommen fiir uns an dieser Stelle vor allem die §§ 17—20 in Betracht,
wo das Vorzeichenprinzip auf die Inhaltsbestimmung von Dreieck und
Tetraeder angewandt wird und genau die Definitionen geschaffen
werden, die ich Thnen vortrug.

Ich muB noch erwihnen, da3 Mobius als alter Mann im Jahre 1858
diese Resultate durch eine weittragende Entdeckung ergidnzt hat,
die aber erst in der Arbeit: ,,Uber die Bestimmung des Inhalts eines
Polyeders'®) aus dem Jahre 41865 veroffentlicht wurde. Dort hat er
namlich gezeigt, daff es Polyeder gibt, dencn man auf keine Weise einen
bestimmien Rauminhalt beilegen kann, wihrend man doch, wie wir frither
sahen, fiir jedes sich noch so kompliziert durchsetzende Polygon der
Ebene einen bestimmten Flicheninhalt definieren kann. Auf diese
merkwiirdige Erscheinung miissen wir nun noch eingehen.

Ich gehe dabei von der frither aufgestellten Formel fiir den Inhalt
des Tetraeders aus:

¥ Y1 4
X2 Y2 22
X3 Y3 23

Xy Y4 2

1,2,3,4)=1%

e e e

1) Leipzig 1827 = Gesammelte Werke I (Leipzig 1885), 633 Seiten.

%) Berichte iiber die Verhandlungen der Kéniglich Sachsischen Gesellschaft
der Wissenschaften (mathematisch-physikalische Klasse), Bd.17 (1865), S.31 = Ge-
sammelte Werke II (Leipzig 1886), S.473.

Klein, Elementarmathematik II. 2
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Entwickeln wir die vorstehende Determinante nach Unterdeterminanten
der letzten Kolonne, so kommt das — genau wie wir es friiher (S. 71.)
beim Dreieck sahen — darauf hinaus, daB wir unser Tetraeder in 4
andere zerlegen, die seine 4 Seitenflichen zu Grundflichen und den
Koordinatenanfang 0 zur Spitze haben. Nach den Vorzeichenregeln der
Determinantentheorie ergibt sich dabei, wenn wir auf die zyklische
Reihenfolge von 1, 2, 3, 4, achten, folgende Formel:

(1,2,3,4)=(0,2,3,4) —(0,3,4,1)+(0,4,1,2) — (0,1, 2,3);

daB dabei Minuszeichen auftreten, wihrend beim Dreieck nur Pluszeichen
vorkamen, hat darin seinen Grund, daB Determinanten gerader Ord-
nung bei zyklischer Vertauschung ihr Zeichen wechseln, Determinanten
ungerader aber nicht. Natiirlich kénnen wir durch geeignete Zeilen-

vertauschungen auch hier die Minuszeichen fort-
7 schaffen, miissen aber dann auf die zyklische
Reihenfolge verzichten, z. B. konnen wir schreiben:

(1,2,3,4)=1(0,2,3,4) + (0,4,3,1) + (0,4,1,2)
+(0,2,1,3).

Um die hierin enthaltene GesetzmaBigkeit zu

durchschauen, denken wir uns die Tetraederober-

7 fliche etwa aus Papier ausgeschnitten und in die

Abb. 25. Ebene 2, 3, 4 hineingeklappt, wodurch die Ecke 1

drei verschiedene Lagen erhilt (vgl. Abb. 25). Dann

gehen in die letzte Formel die Ecken jedes Seitendreiecks in einer Reihen-

folge ein, die in Abb. 25 einem Umlauf entgegen dem Sinne des Uhr-
zeigers entspricht, also dem gleichen Sinne in allen Dreiecken.

Diesen Sachverhalt kénnen wir natiirlich auch ohne jene Umklappung
fir die rdumliche Figur aussprechen. Da gehort jede der 6 Kanten
2 Seitendreiecken an, und man sieht, daf bei Umlaufung aller Dreiecke
im angegebenen Sinne jede Seite das eine Mal im einen, das andere Mal
im andern Sinne durchlaufen wird. Durch diese Regel, die Mobius das
Kantengesetz genannt hat, ist offenbar ein Umlaufssinn aller Seitendrei-
ecke bestimmt, wenn man ihn in einem Dreieck willkiirlich festlegt. Und
nun besagt unsere Formel: Ein Tetraeder (1,2, 3, 4) kann als Summe von
4 Teiltetraedern mit derselben ersten Ecke 0 aufgefaft werden, indem man je
3 Ecken in der Reihenfolge auf 0 folgen 1ift, wie sie sich durch Fortsetzung
des Umlaufssinnes (2, 3, 4) nach dem Mobiusschen Kantengesetz ergibt.

Ganz wie wir frither (S.9) die Zerlegungsformel fiir Dreiecke zur
Definition des Inhaltes beliebiger Polygone verallgemeinerten, werden
wir jetzt von dem letzten Resultat aus zur Definition des Rauminhaltes
beliebiger Polyeder aufzusteigen versuchen. Hierbei miissen wir sowohl
zulassen, daB die Seiten eines einzelnen das Polyeder begrenzenden Poly-
gons sich durchdringen, als auch, daB die Fliachen verschiedener solcher
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Polygone sich irgendwie durchsetzen. Man wird nun irgendeinen Hilfs-
punkt O hinzunehmen und zunichst einmal den Inhalt einer esnzelnen
Pyramide definieren, die von 0 aus ein Seitenpolygon projiziert.

Dazu muB man erst auf ihrer Grundfliche [es sei etwa die Seiten-
fliche (1,2, 3,4,5,6) des Polyeders der Abb. 26] einen Umlaufungs-
sinn haben. Jetzt hat dies Polygon nach dem friitheren einen bestimmten
Inhalt, und wir werden wie in der Elementargeometrie den Raum-
inhalt der Pyramide (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) gleich dem durch 3 dividierten
Produkte dieser Grundfliche in die Hohe setzen und nur ein positives
oder negatives Vorzeichen hinzufiigen, je nachdem der Umlauf (1, 2, 3,
4, 5, 6) von 0 aus entgegen oder iibereinstimmend mit dem Uhrzeiger-
sinn erscheint. Man sieht unmittelbar, daB diese Definition die fritheren
das Tetraeder betreffenden Festsetzungen als Spezialfall enthélt; man
kann sie iibrigens naturgemiB aus jenen herleiten, indem man das
Polygon, wie zu seiner eigenen Inhaltsbestimmung,
durch eine Summe passend umlaufener Dreiecke 7
ersetzt und die Pyramide als Summe der diese
Dreiecke projizierenden Tetraeder definiert. 6

Um nun im allgemeinen Fall das Polyeder
als Summe solcher Teilpyramiden darstellen zu
koénnen, wird man auf jeder Seitenfliche einen
bestimmten Umlaufssinn festlegen miissen, und Abb. 26.
dafiir kann nach dem Vorausgeschickten nur das
Kantengesetz maBgebend sein: Man bestimme fiir ein Polygon den
Umlaufungssinn beliebig und seize thn dann so fort, daff jede Kante in
beiden angrenzenden Polyederflichen in verschiedenem Sinne durchlaufen
wird. LBt sich diese Bestimmung auf der ganzen Oberfliche wider-
spruchslos durchfiihren, so ist der Polyederinhalt als Summe der von 0
ausgehenden Teilpyramiden nach den so umlaufenen Begrenzungspolygonen
bestimmit, und man sieht leicht, daB diese Bestimmung eindeutig und
von der Lage von 0 unabhingig ist.

Nun ist es aber duflerst merkwiirdig, daf sich dieses Kantengesetz nicht
notwendig fiir jede geschlosseme Polyederoberfliche widerspruchslos durch-
fithren 1GBt, d. h. daB es Polyeder

#

. A . . 8,
gibt, bei denen jede Dbestimmte z
Vorzeichendefinition versagt und

denen man daher auf keine Weise 8, A

einen bestimmten Inhalt zuordnen Abb. 27.

kann. Dies ist die groBe Entdeckung,

die Mobius 1865 verdffentlicht hat. Er bespricht da unter anderem die
spater als Mdbiussches Blatt bezeichnete Fliache, die man so erhidlt. An
einem langen schmalen Rechteck 4, B, 4, B, (vgl. Abb.27) aus Papier hefte
man, indem man es einmal tordiert, die schmalen Seiten 4,B,, A,B, so
zusammen, daB A4, auf 4,, B, auf B, fillt; dabei kommt offenbar die

2%
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Vorderseite des Blattes mit der Riickseite in Zusammenhang, so daB eine
Fliche mit nur einer Seite entsteht. Etwas drastisch gesagt: ein Maler,
der das Blatt einmal herum anstreichen soll, wiirde gerade doppelt so
viel Farbe brauchen, als er nach der Linge des Blattes vermutet; denn
hat er einmal das Blatt seiner Linge angestrichen, so ist er der Aus-
gangsstelle gegeniiber angelangt und muB noch einmal herumgehen,
ehe er wirklich zu ihr zuriickkommt.

Statt dieses gekriimmten Blattes kann man sich auch eine (nicht
geschlossene) Polyederfliche mit lauter ebenen Teilen derselben Eigen-

N SO Ay

5 3 7
Abb. 28.

schaft herstellen, indem man das Rechteck etwa mit einer Dreiecks-
teilung versieht und lings deren Kanten knickt; fir die emtstehende
Dreieckszone 1ifit sich dann bereits das Kantengesetz nicht mehr durch-
fithren. Man braucht dazu mindestens 5 Dreiecke, die man wie in
der beistehenden Abb. 28 anzuordnen hat; dabei sind die Halbdrei-
ecke rechts und links bei der Zusammenfaltung zu einem Dreieck
(4, 5, 1) vereinigt. Setzt man da den positiven Umlaufssinn von (1, 2, 3)
nach links hin nach dem Kantengesetz fort, so hat man der Reihe nach die
2z Sinne (3, 2,4), (3,4,5), (5,4,1), (5,1, 2), und so
wird 1 2 schlieBlich wieder im selben Sinne durch-
laufen, wie bei (1, 2, 3), entgegen dem Kantengesetz.
” Von oben gesehen erscheint das gefaltete Blatt als
eine fiinfeckige Figur, deren Diagonalen die 5 Seiten
13,35,52, 24, 41 werden, wie nebenstehend (vgl.
/s Abb. 29) skizziert. Aus dieser Dreieckszone stellt
Abb. 29. nun Mébius weiter ein geschlossenes Polyeder her,
indem er ihre freien Kanten — eben jene 5 Diago-
nalen — mit irgendeinem, am besten symmetrisch iiber der Mittel-
linie des Fiinfecks gelegenen Raumpunkte 0 durch Dreiecke ver-
bindet —, mit andern Worten, eine iiberschlagene fiinfseitige Pyramide
aufsetzt. Auf diesem geschlossenen, aus 10 Dreiecken gebildeten Polyeder
148t sich das Kantengesetz natiirlich gleichfalls nicht durchfithren, und
man kann daher bei ihm von einem Inhalt nicht sprechen?).
Ein weiteres einseitiges Polyeder, das geschlossen und von sehr
einfacher Bauart ist, erhdlt man leicht auf folgende Weise aus

1) Man vergleiche die Anwendung dieses einseitigen Polyeders in der graphi-
schen Statik in meiner Arbeit: ,,Uber Selbstspannungen ebener Diagramme‘,
Mathematische Annalen Bd. 67, S. 438. [= Klein, F.: Gesammelte Mathematische
Abhandlungen Bd. II, S. 692. Berlin 1922.]
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einem Oktaeder ABCDEF (vgl. Abb. 30). Man wihlt von den
Seitenflichen des Oktaeders vier aus, die nicht benachbart sind, also
keine Kante gemeinsam haben, aber in je einer Ecke zusammen-
stoBlen (etwa: AED, EBC, CFD, ABF) und nimmt die drei Diago-
nalebenen ABCD, EBFD, AECF hinzu. Das so entstehende
,,Heptaeder!) hat dieselben Kanten wie das Oktaeder, denn in jeder
Seitenkante des letzteren stoBen, wie man unmittelbar sieht, zwei
benachbarte Seitenflichen des Heptaeders (ndmlich je eine Seiten- und
Diagonalfliche des Oktaeders) aneinander. Die Diagonalen des Oktaeders
sind nicht als Kanten des Hepta-
eders anzusprechen, da fiir dieses
die Diagonalebenen nicht benach-
bart sind; die Diagonalen AC,
BD, EF sind vielmehr Linien,
lings deren das Polyeder sich selbst
durchdringt. Den Nachweis der
Einseitigkeit dieses Heptaeders
liefern wir ohne weiteres wieder
mit Hilfe des Kantengesetzes.
Greifen wir nimlich die aufein-
anderfolgenden Flichen AED,
EDFB, ECB, ABCD heraus,
legen fiir die erste einen Umlaufs-
sinn fest und bestimmen fiir die Abb. 30.

folgenden den dem Kantengesetz

entsprechenden, so zeigt sich, daB die Kante 4 D zuletzt zweimal in
demselben Sinne durchlaufen wird.

Damit beende ich die Behandlung der Inhaltszahlen und will
nun zu der Betrachtung weisterer geometrischer Elementargréfen iiber-
gehen. Wie uns bisher der Name Mobius leitete, so werden wir jetzt
an die Gedanken des groBen Stettiner Geometers Hermann Grafmann
anschlieBen, die er zuerst 1844 in seiner ,linealen Ausdehnungslehre' ?)
niedergelegt hat. Dieses Buch ist wie das Mdbiussche duBerst ideenreich,
aber im Gegensatz zu ihm ganz ungewdhnlich dunkel und undurch-
sichtig geschrieben, so daB es jahrzehntelang unbeachtet und unver-
standen blieb; erst als man anderweitig auf ahnliche Gedankenginge
gekommen war, erkannte man sie nachtriglich in GraBmanns Buch
wieder. Wollen Sie einen Eindruck von dieser abstrakten Schreibweise
erhalten, so betrachten Sie nur die Kapiteliiberschriften der Einleitung

1) [In der Literatur zuerst erwihnt bei Reinhardt, C.: Zu Mobius’ Polyeder-
theorie. Verhandlungen der Koniglich Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften
(mathematisch-physikalische Klasse) Bd. 37, 1885.]

%) Leipzig 1844. Vgl. Gesammelte mathematische und physikalische Werke I,
(Leipzig 1894), — 2. Aufl. Leipzig 1898.
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dieses Buches. Sie lauten: Ableitung des Begriffes der reinen Mathe-
matik, Ableitung des Begriffes der Ausdehnungslehre, Darlegung des
Begriffes der Ausdehnungslehre, Form der Darstellung — dann folgt
noch ,,Ubersicht der allgemeinen Formenlehre*, und erst, nachdem man
sich durch diese allgemeinen Darlegungen durchgekiampft hat, kommt
man zu der immer noch sehr schwer verstindlichen, rein begrifflichen
Darstellung des eigentlichen Stoffes. Erst in einer spiteren Neu-
bearbeitung, der ,,dusdehnungslehre’‘l) von 1862 benutzt GraBmann
eine ein wenig leichter zugingliche, analytische Darstellung mit
Koordinaten. Das Wort ,,Ausdehnungslehre’’ iibrigens hat sich GraB-
mann neu gebildet, um anzudeuten, daB sich seine Entwicklungen
auf beliebig viele Dimensionen beziehen, wihrend ,,Geometrie’* fiir ihn
nur die Anwendung dieser neuen, ganz abstrakten Disziplin auf den
gewoShnlichen Raum von 3 Dimensionen ist. Dieses neue Wort hat sich
jedoch nicht eingebiirgert, sondern man spricht heutzutage kurzweg
von n-dimensionaler Geometrie.

Wir wollen hier von der uns geldufigen analytischen Koordinaten-
darstellung aus die GraBmannschen Begriffe kennen lernen. Indem wir
uns zunidchst auf die ebene Geometrie beschrinken, {iberschreiben wir
das nédchste Kapitel:

I1. Das GraBmannsche Determinantenprinzip fiir die Ebene.

Wir kniipfen wieder an die Grundlage der Erdrterungen des ersten
Kapitels an; da hatten wir aus den Koordinaten dreier Punkte uns die

Determinante: Xy, A
% Yy 1
x5 ¥y 1

gebildet und als doppelten Inhalt eines Dreiecks, d. h. als Inhalt eines
Parallelogrammes gedeutet. Nunmehr wollen wir auBerdem auch die
aus den Koordinaten zweier bzw. eines Punktes gebildeten Schemata:

N

% Y 1
betrachten, die wir Matrizen nennen; jede solche Matrix soll die Ge-
samtheit der Determinanten reprisentieren, dse sich aus shr durch Fort-
lassen einer bzw. zweier Kolonnen ergeben. So erhalten wir aus der ersten
Matrix durch Fortlassen der ersten bzw. zweiten Kolonne die zwei-
reihigen Determinanten:

bzw. |x, y, 1]

Y=y,—%, X=x%—1%
und durch Fortlassen der dritten ebenso:
N =%y, — %391,
1) Berlin 1862. Vgl. Werke I,, Leipzig 1896.
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die Bezeichnungen sind so gewihlt, wie es sich fiir die Raumgeometrie
als zweckmiBig erweisen wird. Wir haben zu untersuchen, was fiir ein
geometrisches Gebilde durch diese 3 Determinanten X, Y, N festgelegt
wird; dieses Gebilde werden wir dann mit derselben Berechtigung wie
bisher den Dreiecksinhalt als eine neue geometrische ElementargroBe
auffassen. Bei der zweiten einreihigen Matrix entstehen als einreihige
Determinanten neben der Zahl 1 die Koordinaten x,, v, selbst; sie
bestimmen den Punkt mit diesen Koordinaten als einfachste Elementar-
groBe und verlangen also keine weitere Untersuchung mehr.

Es wird danach jetzt verstindlich sein, wenn ich sogleich das
Grafmannsche Prinzip allgemein ausspreche: Es sollen in der Ebene
wie im Raume alle Matrizen (wmit weniger Zeilen als Kolonnen) betrachtet
werden, deren Zeilen fe aus den Koordinaten eines Punkies und einer 1
gebildet sind, es soll sodann untersucht werden, welche geometrischen Gebilde
durch die Determinanten festgelegt sind, die man aus thnen durch Weg-
streschen hinreichend vieler Kolonnen erhdlt. Wir werden in diesem Prin-
zip, das hier gewissermafen willkiirlich aufgestellt wird und sich nur
allmihlich als ein zweckmiBiger Wegweiser durch die Menge der geo-
metrischen Grundgebilde erweist, spiter einen naturgem@fen AusfluBl
eines groflen, die ganze geometrische Syste-
matik umfassenden Ideenkreises erkennen.

Doch nun wieder zum konkreten ebenen
Problem: Was ist an der Figur (vgl. Abb. 31)
zweier Punkte 1, 2 gegeben, wenn man die
Determinanten X, Y, N kennt? Offenbar
bleibt alsdann in der Lage der Punkte noch
eine Freiheit, da sie vollstindig erst durch
4 GroBen bestimmt ist. Ich behaupte: man
erhdlt dann und nur dann dasselbe Werte-
tripel X, Y, N, wenn 1 der End-, 2 der Anfangspunkt einer Strecke
von bestimmier Linge und Richtung ist, die auf einer bestimmien Geraden
sonst beliebig verschoben werden kann, den die Richtung andeutenden
Pfeil denken wir uns hier wie im folgenden stets so gesetzt, dal} er von 2
als Anfangspunkt nach 1 als Endpunkt zeigt.

DaB durch X, Y, N zunichst die Verbindungsgerade 1 2 bestimmt
ist, folgt unmittelbar aus der Tatsache, da8 man ihre Gleichung:

x vy 1
%y 1|=0
‘xz Yo 1

auch in der Form schreiben kann:

Yx—X-y+N=o0;
hieraus erkennt man noch weiter, daB diese Gerade bereits durch
die Verhiltnisse X :Y : N bestimmt ist. Ferner aber entnehmen wir
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unseren fritheren Betrachtungen iiber Streckenlingen und Dreiecks-
inhalte, daB X und Y die Projektionen der Strecke (1, 2) mit der Rich-
tung von 2 nach 1 auf die x- und y-Achse, N aber den doppelten Inhalt
des Dreieckes (0, 1, 2) mit dem Umlaufssinne 0, 1, 2 darstellt; offenbar sind
daher die einzigen Lageinderungen der Punkte 1, 2, bei denen diese
drei GroéBen samtlich ungeindert bleiben, die Verschiebungen der
Strecke (1, 2) unter Erhaltung ihrer Lange und ihres Sinnes lings ihrer
Geraden. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Gralmann riannte eine
solche Strecke bestimmter Richtung und Linge auf einer bestimmten
Geraden einen Linienteil; jetzt ist in der deutschen Literatur der Name
Vektor iiblicher, und zwar genauer ,,lintenfliichtiger Vektor'* — von einem
Vektor schlechtweg oder einem ,,freien Vektor'* spricht man, wenn der
Strecke jede Parallelverschiebung (unter Erhaltung von Linge und
Sinn) auch aus ihrer Geraden heraus gestattet ist. Ein linienfliichtiger

#on | bzw. die Determinanten
% Yy 1
X, Y, N, ist also das erste geometrische Elementargebilde, das wir nach
dem Grafimannschen Prinzip in Betracht ziehen.

Ich bemerke hier sogleich, daB die GroBen X, Y fiir sich einen
freien Vektor bestimmen, da sie auch bei Parallelverschiebung der
Strecke aus ihrer Geraden heraus ungeindert bleiben - analog wie die
zwei GroBen dquivalenten Verhiltnisse X : Y : N nur die unbegrenzte Ge-
rade bestimmen, nicht die Linge einer Strecke auf ihr. Der freie Vektor
und die unbegrenzte Gerade sind also zwei Nebengebilde, auf die wir
hier stoBen; das Prinzip, das fiir die Einfithrung solcher Nebengebilde
maBgebend ist, wird erst spater entwickelt werden.

Diese Begritfsbildungen spielen in der Mechanik bei den Elementen
der Statik eine duBerst wichtige Rolle; sie haben sich dort schon von
altersher ganz naturgemiB von selbst dargeboten. Es kommt hier zu-
nichst, solange wir in der Ebene operieren, die Statik ebener starrer
Systeme in Betracht. Man kann da nimlich den Linienteil fiir die

; _ geometrische Behandlung als vollstindiges Aqui-
valent der am System angreifenden Kraft auffassen,
deren Angriffspunkt man eben wegen der Starrheit
des Korpers beliebig in der Kraftrichtung ver-

2 schieben kann. Stellen Sie sich hier die Kraft ganz
Abb. 32. im Sinne der alten Mechanik vor: Am Punkte 2

ist ein Seil angebracht, an dem ein durch die Lange

der Strecke 1 2 reprisentierter Zug ausgeiibt wird (vgl. Abb. 32); ich hebe
gern als ein Beispiel der lebendigen Denkweise der alten Mechanik im
Gegensatz zuder abstrakten modernen Darstellung hervor, da man friiher
immer eine an dem Seile ziehende Hand mit abzubilden pflegte!). Von den

Vektor, bestimmi durch die Malrix

1) Vgl. z. B. die Tafeln in Varignon: Nouvelle mécanique ou statique. Paris
1775.
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Koordinaten des Linienteils heiBen nun X, Y die Komponenten der Kraft,
N das Drehmoment um den Anfangspunkt O; denn aus der Gleichung

der Geraden folgt als ihr Abstand von O: p = il , und daher

yX Y
ist N tatsichlich gleich dem Produkt aus p in die Linge YX2? - Y2
der Strecke, d. i. die GroBe der Kraft. Die 3 GroBen zusammen kann
man die Koordinaten der Kraft nennen; die analytische Definition
ergibt fiir sie — und das ist besonders wichtig — in jedem Falle wohl-
bestimmte Vorzeichen, die man natiirlich wie frither auch geometrisch
deuten kann. Hierbei ist freilich anzumerken, daB wir in Riicksicht
auf die Symmetrie der Formeln von der in der Mechanik meist gebriuch-
lichen Bestimmung des Vorzeichens des Drehmomentes abgewichen
sind; sonst verwendet man nimlich die aus den Koordinaten des An-
fangspunktes 2 und den beiden Koordinaten X, Y des freien Vektors
gebildete Determinante:

Xz Yo| _ | %2
X Y

Yo
X— % Vi—Ya|
die offenbar unserem N entgegengesetzt gleich ist. Diese kleine Dis-
krepanz wird indessen, nachdem sie einmal hervorgehoben ist, zu Ver-
wechslungen wohl kaum AnlaB geben.

Die erste Aufgabe der Mechanik starrer Korper ist nun, ein be-
liebiges System solcher Krifte X;, Y;, N; (1=1,2,...,#) zu einer
Resultante zusammenzusetzen; das kommt analytisch darauf hinaus,

den linienfliichtigen Vektor mit den Koordinaten ZXI, Y,
$=1 =1

ZN zu bilden. Die graphische Statik entwickelt zur geometrischen

Losung dieser Aufgabe ihre sehr eleganten Methoden; bei 2 Kraften
benutzt man einfach den bekannten Parallelogrammsatz, wihrend man
sonst mit ,,Kriftepolygon“ und ,,Seilpolygon” vorgeht und im all-
gemeinen zu jedem Kraftesystem einen eindeutig bestimmten linien-
fliichtigen Vektor als Resultante findet. Es gibt indessen Ausnahmen,
z.B. schon, wenn das Kriftesystem aus zwei parallelen, entgegengesetzt
gleichen, in verschiedenen Geraden wirkenden Kriften X, Y, N; und
—X, —Y, Np(N,+ —N,) besteht; die Resultante hat die Kompo-
nenten 0, 0, N, 4 N,, das sind Zahlenwerte, die offenbar niemals Ko-
ordinaten eines Linienteiles sein konnen. Die elementare Darstellung
weil mit dieser Erscheinung nichts rechtes anzufangen, sie muBl daher
immer mit dem Auftreten solcher nicht weiter reduzierbaren sog.
. Kriftepaare' rechnen, welche die Einfachheit und Allgemeingiiltigkeit-
der Theoreme stérend beeintrachtigen. Man kann jedoch diese schein-
baren Ausnahmen nun auch leicht unserem System einordnen, wenn man
davon ausgeht, daB unsere fritheren Formeln — rein formal auf die
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Komponenten 0, 0, N; + N, angewandt — fiir die Intensitit der Re-
sultierenden 0% 4 0% = 0 und fiir ihren Abstand vom Anfangspunkt

p= E%Z_Vl =oo ergeben wiirden. L4Bt man also bei einer gewShn-
lichen Kraft den Abstand $ vom Anfangspunkt 0 so unendlich und
ihre Intensitit }/X 24 Y2 so Null werden, daB das Produkt ¢ - ]/X2 -+ YE,
welches das Drehmoment darstellt, endlich bleibt, so gehen die Kompo-
nenten gerade in jene Ausnahmewerte iiber, und man darf daher die Resul-
tierende 0,0, N+ N, eines Kriftepaares als unendlich kleine, unendlich ent-
Jernt wirkende Kraft von endlichem Drehmoment ansprechen. Diese Fiktion
ist fiir die fortschreitende Wissenschaft duBerst bequem und niitzlich, sie
entspricht ja ganz der sonst gebriuchlichen Einfithrung unendlich ferner
Elemente in die Geometrie. Vor allem aber kénnen wir auf Grund
dieser Erweiterung des Begriffes der Kraft den ausnahmelos giiltigen Satz
aussprechen, daf beliebig viele in ein und derselben Ebene wirkende
Krifte in jedem Falle eine Kraft zur Resultierenden haben, wahrend die
elementare Darstellung hierbei stets noch die Alternative des Krafte-
paares mitschleppen muB.

Ich will nun unsere Erorterungen dadurch vervollstandigen, da8
ich das Verhalten unserer Elementargrifen bei Tranmsformationen des
rechtwinkligen Koordinatensystems untersuche; das wird uns dann ein
wertvolles Klassifikationsprinzip liefern, durch welches die Gramann-
sche Systematik erst ihre feinere Ausfithrung erhalt.

Die Formein der Koordinateninderung, d. h. die Ausdriicke der Ko-
ordinaten x’, ¥’ eines Punktes in bezug auf die neue Lage der Achsen
durch die urspriinglichen Koordinaten %, y lauten bekanntlich fiir die
vier fundamentalen Transformationen des rechtwinkligen Koordinaten-
systems folgendermafen:

1. fiir die Parallelverschiebung:
¥ =x4a

A
42 { Y =y+b;
2. fir die Drehung um dem Winkel @:

(4y) { % = xcos@ -+ ysing
¥ |y = —xsing + y cos @;
3. fiir die Spiegelung an der x-Achse:
¥= x
(49 {y, _
4. fiir die Verinderung des Mafstabes:
¥ =Ax
(4) [ i
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Setzt man Transformationen dieser vier Arten fiir alle méglichen
Werte der Parameter a, b, ¢, 4 miteinander zusammen, so entstehen
die Gleichungen fiir den allgemeinsten moglichen Ubergang von einem
rechtwinkligen Koordinatensysteme zu einem anderen bei gleichzeitigem
Wechsel des Malstabes; die Zusammensetzung aller méglichen Ver-
schiebungen und Drehungen entspricht den simtlichen eigentlichen
Bewegungen des Koordinatensystems innerhalb der Ebene. Die Ge-
samtheit aller dieser Transformationen bildet eine ,,Gruppe’, d. h.
irgend 2 von ihnen zusammengesetzt geben wieder eine Transforma-
tion derselben Gesamtheit und die Inverse jeder Transformation ist
immer vertreten. Die speziellen Transformationen (A4), aus denen man
alle andern zusammensetzen kann, heilen die Erzeugenden der Gruppe.

Bevor wir nun zusehen, wie diese einzelnen Transformationen
unsere Determinanten X, Y, N verindern, will ich zwei allgemeine
Prinzipien aussprechen, die ich bei diesen grundlegenden geometrischen
Erérterungen von jeher mit besonderem Nachdruck an die Spitze ge-
stellt habe; moégen sie auch in dieser Allgemeinheit zunichst etwas
dunkel klingen, so sollen sie doch bei den konkreten Erdrterungen
sogleich ganz deutlich werden. Das eine ist, daf die geometrischen
Eigenschaften irgendwelcher Figuren sich stets in Formeln aussprechen
miissen, die nichi gedndert werden, wenn man das Koordinatensystem
abindert, d. h. die Koordinaten siamtlicher Punkte der Figur gleich-
zeitig einer unserer Transformationen unterwirft; und daf umgekehrt
auch jede Formel, die in diesem Sinne tnvariant gegen die Gruppe
dieser Koovdinatentransformationen ist, eine geomeirische Eigenschaft
darstellen mup. Als einfachste Beispiele, wie sie jeder kennt, sei da nur an
den Ausdruck der Entfernung oder des Winkels in der Figur zweier
Punkte oder zweier Geraden erinnert; von diesen und vielen andern
dhnlichen Formeln wird ja im folgenden immer wieder zu handeln sein.
Hier nur noch zur Verdeutlichung auch ein ganz triviales Beispiel fiir
nicht invariante Formeln: die Gleichung y = 0 fiir die aus einem Punkt
%,y der Ebene bestehende Figur sagt aus, daB dieser Punkt auf
der x-Achse liegt, die doch eigentlich eine ganz willkiirliche, dem Wesen
der Figur fremde, nur ihrer bequemen Beschreibung dienende Zutat
ist. So wird jede nicht invariante Gleichung irgendeine Beziehung der
Figur zu #uBeren willkiirlich hinzugefiigten Dingen, insbesondere
dem Koordinatensystem, aber keine geometrischen Eigenschaften der
Figur selbst darstellen.

Das zweite Prinzip bezieht sich darauf, daB man ein System von
analytischen GroBen hat, die aus den Koordinaten mehrerer Punkte
1,2,... gebildet sind — wie z. B. unsere 3 GréBen X, Y, N. Hat dies
System die Eigenschaft, dafl es sich bei allen unseren Koordinatentrans-
formationen in bestimmier Weise in sich selbst transformiert, d. h., daB
sich das aus den neuen Koordinaten der Punkte 1,2, ... in gleicher
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Weise gebildete GroBensystem allein durch die aus den alten Koordi-
naten gebildeten GroBen ausdriickt (ohne daB man die Koordinaten
werte selbst hinzunehmen muB), so sagen wir, es definiert ein meues
geometrisches, d. h. ein vom Koordinatensystem unabhingiges Gebilde;
ja wir werden sogar alle analytischen Ausdriicke geradezu nach der Art
Rlassifizieren, wie sie sich bei Koordinatentransformationen verhalten und
2wet Serien von Ausdriicken, die sich in gleicher Weise transformieren, auch
geometrisch als gleichwertig, d. h. als gleichartige geometrische Gebilde de-
finierend ansehen.

Das alles wollen wir nun sogleich an dem von den GraBmannschen
ElementargroBen gelieferten Material naher erlautern. Wir unterwerfen
dazu unsere beiden Punkte x,, y,; %,, ¥, der gleichen Koordinaten-
transformation; beginnen wir mit der Parallelverschiebung (4,) und

setzen also:
=% +a, Xg=2%x+a

Yi=y+b  Y%=y+b.
Vergleichen wir die Koordinaten des Linienteils vor und nach der Trans-
formation:
X =x—%, Y =y—y, N=xY—1%5),
X'=xi—%, Y=y —y, N=zy,—xy,
so ergibt sich unmittelbar:
X=X
(B){ Y =Y
N =N+4bX —aY.
Ganz genau so erhdlt man als Transformationsformeln:

2. bei der Drehung (4,):
X'= Xcosp-4 Y sing

(Bg) 1 VV=—X singp+ Y cos@
N'= N.
3. bei der Spiegelung (A4,):
X'= X
(By) | YVY=—-Y
N =-—N
4. bei der MaBstabinderung (4,):
X' =X
(By) { Y/ =4Y
N = 12N .

In den letzten Formeln (B,) tritt ein Unterschied in dem Verhalten
der einzelnen GroB8en auf, indem der Exponent der Potenz von 4, mit
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der sie multipliziert werden, nicht iiberall derselbe ist. Diesem Unter-
schied wird man in der Physik durch die Einfithrung des Dimensions-
begriffes gerecht: X, Y haben die Dimension 1 einer Linie, N hat die
Dimension 2 eines Flicherinhalts.

Wir bemerken zunichst, indem wir diese 4 Formelgruppen iiber-
blicken, dafB3 der durch die 3 Determinanten X, Y, N definierte Linien-
teil tatsichlich unserer allgemeinen Definition der geometrischen
Gr6Be geniigt: die neuen Koordinaten X’, Y’, N’ driicken sich allemal
lediglich durch die alten X, Y, N aus.

Aber noch mehr: Betrachten wir iiberall nur die beiden ersten
Gleichungen. In sie geht NV gar nicht ein; die beiden ersten Koordinaten
X’, Y’ des Linienteils im neuen Koordinatensystem sind also lediglich
von den urspriinglichen Werten X, Y dieser Koordinaten abhingig,
und zwar andern sie sich bei Parallelverschiebungen gar nicht, bei allen
andern Transformationen stehen X, ¥ zu X’, Y’ in genau derselben
Beziehung wie die alten Koordinaten %, y eines Punktes zu den neuen
x’, ¥'. Wir konnen also dem soeben ausgesprochenen zweiten Prinzip
gemil behaupten, daf bereits die zwei Koordinaten X, Y vom Koordi-
natensystem unabhdngig ein geometrisches Gebilde festlegen, und wir
wissen ja bereits, daB dies Gebilde der freie Vektor ist. Wir haben hier
also das frither angekiindigte systematische Prinzip gefunden, das die
Einfithrung dieses Gebildes neben dem Linienteil veranlaBt.

Auf demselben Gebiete liegt auch die folgende Betrachtung: Da in
allen 4 Formelgruppen X’, Y’, N’ als homogene lineare Funktionen von
X, Y, N auftreten, so ergibt sich durch Division je zweier Gleichungen,
daB die Verhiltnisse X’:Y’:N’ auch nur von den Verhiltnissen
X :Y :N abhiangen. Also miissen auch diese Verhiltnisse X :Y : N
ohne Riicksicht auf die wirklichen Werte der drei GréBen ein geometri-
sches Gebilde unabhingig vom Koordinatensystem bestimmen, und in der
Tat stellten wir ja schon frither dieses Gebilde als die wunbegrenzie
Gerade fest.

Wenden wir nun unsere Formeln (B) insbesondere auf ein ,,Krdiftepaar’
an, fiir das ja X =Y =0 zu setzen ist, dann ergeben sie natiirlich
X" =Y’ =0, wihrend in den 4 einzelnen Fillen:

€) N= N

€) N= N

C) N=-N

(Cy) N = &N
wird. Indem wir den iiblichen Ausdruck Invariante fiir eine GroBe be-
nutzen, die bei den Operationen einer Transformationsgruppe sich
héchstens um einen Faktor #andert, und die Invariante noch eine

absolute oder relative nennen, je nachdem dieser Faktor 1 ist oder nicht,
konnen wir die Formeln (C) in die Worte fassen: Das Drshmoment

i
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eines Kriftepaares ist gegeniiber allen rechtwinkligen Koordinatentrans-
formationen der Ebene etne relative Invariante.

Vergleichen wir damit das Verhalten der am Anfang unserer Be-
trachtungen studierten geometrischen ElementargroBe, des Dreiecks-
inhaltes:

% Y1 1
4=4 %3 Y2 1
%3 ¥s 1

bei unsern Koordinatentransformationen! Die Verschiebung (4,) dndert
diese Determinante nicht, da sie nur zu den Elementen der ersten
Kolonne a, zu denen der zweiten b, d. h. das a-fache bzw. b-fache der
Elemente der letzten Kolonne addiert.:

(Dy) 4'=4.
Ebenso ergibt sich ganz leicht bei den anderen drei Arten von Trans-
formationen: (D,) A— A
(D) A=—4
(DY)  4'= 124,

was man natiirlich alles auch aus der geometrischen Bedeutung des
Dreiecksinhaltes unmittelbar schlieBen kdnnte. Diese Formeln stimmen
nun aber genau mit (C) liberein: Ein Dreiecksinhalt und so schlieflich
jeder Flicheminhali (der ja als Summe von Dreiecken darstellbar ist)
verhdlt sich bei beliebigen Koordinatentransformationen gemau so, wie
das Drehmoment eines Kriftepaares. Nach unserem zweiten allgemeinen
Prinzip haben wir beide Dinge daher geometrisch als gleichwertig an-
zusehen, und wir kénnen uns den Sinn dieser Aussage in folgender Weise
verdeutlichen: Haben wir irgendein Kriftepaar mit dem Drehmoment
N in der Ebene und definieren wir irgendwie einen Dreiecksinhalt
4 =N, so bleibt gegeniiber jeder Koordinatentransformation diese
Gleichheit erhalten, d.h. wir konnen das Drehmoment eines Kriftepaares
unabhingig vom Koordinatensystem durch den Fldcheninhalt eines Dretecks
oder Parallelogrammes oder sonst eimer Figur versinnlichen. Wie diese
Zuordnung geometrisch zu geschehen hat, werden wir spéater bei den
ganz analogen, nur etwas komplizierteren und daher lehrreicheren
Verhiltnissen im Raume sehen.

Ich will damit die Geometrie der Ebene verlassen, in der diese Be-
griffsbildungen ja eine nahezu triviale Einfachheit haben. Allen analy-
tischen Formeln 148t sich unmittelbar ihre gute geometrische Bedeutung
zuweisen, wobei von selbst auch die volle analytische Allgemeinheit in
die Geometrie hineinkommt. Eine wesentliche Voraussetzung ist dabei
immer, wie noch einmal betont sei, daB ein fiir allemal die richtigen Ver-
abredungen iiber die Vorzeichen der geometrischen Gebilde getroffen sind.
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III. Das GraBmannsche Prinzip fiir den Raum.

Wir wollen nun die entsprechenden Untersuchungen fiir den Raum
in volliger Analogie zu den vorhergehenden Betrachtungen durchfiihren
und gehen daher aus von den Matrizen, die aus den Koordinaten von
1, 2, 3 oder 4 Punkten gebildet sind:

X 2z 1
X oy oy A 1 Y1 A
| % 2 ” % Y1 % 1 X 2 1 Xy Yo Zp 1
1A T % ¥ oz 1] xg V2 zz 1 Tlxg ¥y oz .
3 Y3 %3 %o ve 7 1

Die Determinanten der ersten Matrix stellen die Punktkoordinaten
selbst dar und erfordern keine weiteren Erorterungen. Die vierte Ma-
trix ist bereits eine vierreihige Determinante und gibt, wie wir wissen,
den sechsfachen Tetraederinhalt (1,2, 3,4), den wir in Ubereinstimmung
mit den im folgenden eingefithrten Benennungen als Raumteil bezeich-
nen konnen; wir diirfen sie iibrigens auch

einfach als Inhalt des Parallelflachs mit den

Kanten 41, 42, 43 ansprechen (vgl. Abb. 33), 3

das GraBmann Spat nennt (das Wort Spat

ist der Bergmannsprache — Kalkspat! —

entnommen).
Die neuen Gebilde liefert die zweite und # 7
die dritte Matrix. Die zweireihige Matrix Abb. 33.

stellt den Inbegriff der folgenden 6 Deter-
minanten zweiter Ordnung dar, die sich durch Wegstreichen je zweier
Kolonnen bilden lassen:

(1) {X=x1_x2» Y:yl—y2» Z=Zl——22,
L=y,2, — ¥,2, M = z,%, — 2,%,, N =%y, — %35,

und ebenso reprisentiert die dreireihige Matrix folgende 4 Determinanten
dritter Ordnung:

i o4 1 2 % 1 % Y 1
L=y, 2z, 1|, M=z, % 1|, N=|x y, 1},
) 1vs % 1 P | %3 Y3 1|
X YN %4
P=—|2% ¥y 2.
Xg Y3 %3

Was zunichst die 6 Determinanten (1) anlangt, so kénnen wir aus den
entsprechenden Erorterungen fiir die Ebene leicht entnehmen, daB
X, Y,Z die Projektionen der von 2 nach 1 reichenden Strecke auf die
Koordinatenachsen sind, L, M, N aber die doppelten Inhalte der Projek-
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tionen des Dreiecks (0, 1, 2) mit dem Umlaufungssinne 0,1, 2 (vgl. Abb. 34)
auf die Koordinatenebenen. Alle diese GroéBen bleiben offenbar un-
gedindert, wenn man die Strecke (1, 2) unter Erhaltung ihrer Linge
und ihres Sinnes lings ihrer Geraden verschiebt, sie stellen also das dar,
was wir einen Linienteil oder linienfliichtigen Vektor des Raumes
nennen werden. X, Y, Z bleiben selbst noch ungedndert, wenn man
den Vektor aus seiner Geraden heraus parallel mit sich verschiebt,
und bestimmen also fiir sich genommen einen freten Vekfor; idhnlich
bleiben die fiinf Verhaltnisse X : Y : .-+ : N ungeindert, wenn man
Linge und Sinn des Linienteils auf der festgehaltenen Geraden beliebig
verdndert, sie bestimmen also die unbegrenzte Gerade.

Die 4 Determinanten (2) bestimmen vor allem einmal die Ebene
N der drei Punkte 1, 2, 3; denn deren Gleichung:

x vy z 1

% Y1 A 1
y %o Yo % 1
O X3 Y3 2% 1
>Z kann man offenbar schreiben:
Abb. 34. Lr+My+Nz+P=o0,

so daB bereits die Verhiltnisse £:IM:N B die unbegrenzte Ebenc
festlegen. Weiterhin aber sehen wir sofort, daBl &, Ik, M gleich den
doppelten Inhalten der Projektionen des Dreiecks (1, 2, 3) in die Koor-
dinatenebenen, stets mit dem Umlaufssinne 1, 2, 3 genommen, sind
und daB B gleich dem sechsfachen Volumen des Tetraeders (0,1, 2,3) ist,
wiederum mit dem dieser Reihenfolge der Ecken entsprechenden Vor-
zeichen. Diese 4 Groen bleiben nun offenbar dann und nur dann un-
verindert, wenn man das Dreieck (1, 2, 3) derart in seiner Ebene ver-
schiebt und deformiert, daB sein Inhalt und sein Umlaufungssinn
ungeédndert bleibt, und sie bestimmen also ein Dreieck oder ein ebenes
Flachenstiick von dieser Beweglichkeit, was GraBmann einen Ebenenteil
oder eine Plangrifie nennt. Die drei ersten Koordinaten £, M, N des
Ebenenteils bleiben auch dann ungeéndert, wenn man noch die Dreiecks-
ebene parallel mit sich verschiebt; sie bestimmen also ein frei im Raume
parallel mit sich verschiebbares Dreieck nach Inhalt und Umlaufssinn,
cine sog. freie Plangrife.

Wollen wir nun mit dem Linienteil uns ndher beschiftigen, so
haben wir zuerst zu bemerken, daB er im Raume durch 5 frei variable
Parameter festgelegt wird, da seine beiden Endpunkte zusammen zwar
6 Koordinaten haben, aber der eine Endpunkt nur lings einer Ge-
raden beliebig bewegt werden kann, Also kénnen die 6 Koordinaten X,
Y,Z, L, M, N des Linienteils, die wir oben definierten, keine vonein-
ander unabhingigen GréBen sein, sondern sie miissen einer Bedingung

=0
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geniigen. Wir leiten diese am einfachsten aus der Determinantenlehre
her, die ja {iiberhaupt stets der Schliissel zu unseren Theorien ist.
Wir betrachten die folgende Determinante:

die gewi3 identisch verschwindet, da zwei Zeilen Element fiir Element
iibereinstimmen. Wir entwickeln sie als Summe von Produkten ent-
sprechender Unterdeterminanten der ersten und letzten beiden Zeilen:
der erste Summand enthilt die beiden durch Umrahmung angedeuteten
Unterdeterminanten, ist also einfach gleich N -Z, und analog ergibt
sich fiir die ganze Determinante der Wert 2 (N-Z + M - Y + L - X).
Daher besteht die Identitit:

(3) X-L+Y-M+Z-N=0

als notwendige Bedingung fiir die 6 Koordinaten eines jeden Linienteils.
Man kann sich leicht iiberzeugen, daf3 das Bestehen der Gleichung (3)
zwischen 6 GroBen auch gerade hinreicht, damit man sie durch die
Formeln (1) als Koordinaten eines Linienteils darstellen kann ; ich brauche
auf die Durchfiithrung dieser ganz elementaren Uberlegung hier wohl
nicht erst einzugehen.

Ich will nun wieder zur Anwendung dieser Begriffe auf die Mechanik
ibergehen. Als Reprasentanten einer am starren rdumlichen Korper
angreifenden Kraft haben wir genau wie in der Ebene (S. 24) einen Linien-
teil, der Angriffslinie, GroBe und Richtung der Kraft darstellt. Von den
Koordinaten des Linienteils heien X, Y, Z die Komponenten der Kraft
parallel zu den Koordinatenachsen, L, M, N thre Drehmomente um diese?).
Die 3 Komponenten X, Y, Z legen auBler der GroBe die Richtung der
Kraft bzw. des Linienteils fest, deren Richtungskosinus gegen die Achsen
sich wie X : Y : Z verhalten; man erhilt sie als Diagonale des Parallel-
flachs, das die auf den Koordinatenachsen abgetragenen Stiicke
X, Y, Z zu Kanten hat. Durch dieselbe Konstruktion kann man aus
den drei GréBen L, M, N eine bestimmte Richtung gewinnen, die
Richtung der Achse des resultierenden Drehmomentes heiBt. Die Be-
dingungsgleichung (3) bedeutet nun nach einer bekannten Formel
der Raumgeometrie, daf die Richtung der Kraft und die der Achse
des resultierenden Drehmomentes aufeinander semkrecht stehen. Genau
wie in der Ebene werden wir auch hier als ,,Krdftepaar’ den Grenzfall,
daB X =Y =2Z =0 ist, wihrend L, M, N nicht simtlich verschwin-

1) Wiederum haben wir hier das entgegengesetzte Vorzeichen von dem,
welches man in der Mechanik gewshnlich gebraucht (vgl. S. 25).

Klein, Elementarmathematik II. 3
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den, in den Begriff des Linienteils einschlieBen; ein einfacher Grenz-
iibergang ergibt, daB man darunter eine wmendlich ferne, unendlich
kleine Kraft zu verstchen hat, deven Drehmomente endlich blesben. Die
elementare Theorie scheut wieder diese Sprechweise und kennt das
Kriftepaar nur als Zusammenwirken zweier gleich groBer paralleler,
aber entgegengesetzt gerichteter Krifte lings verschiedener Geraden:
X,y z L, M, Nq und — X, —-Y, —Z, L,, M,, N,, deren
Summe in der Tat gerade solche Koordinaten 0, 0,0, £, + L,, M; + M,,
N, + N, ergibt, wie wir sie soeben annahmen.

Wir haben nun von der Zusammensetzung eines Systems irgendwie
gegebener Krifte am starren Korper:

X, Y5, 2, Ly, My, N; =1,2,...,n)

zu sprechen. Auf dieses Problem pflegt man in elementaren Biichern
und Vorlesungen lange Zeit zu verwenden, wihrend wir es hier sehr
schnell werden erledigen konnen, da unsere analytischen Formeln alle
die in der schwerfilligen elementaren Darstellung beim Nichtgebrauch
der Vorzeichenregeln nétig werdenden Fallunterscheidungen tiberfliissig
machen. Das Grundprinzip der Zusammensetzung ist, daBl wir die
Summen:

=1 1=1

bilden und sie als Koordinaten des Kraftsystems oder nach einem von
Pliicker eingefiihrten zweckmaiaBigen Ausdruck als Koordinaten der
Dyname bezeichnen; wir unterscheiden dabei wieder die drei Kompo-
nenten lings der Achsen und die drei Drehmomente um die Achsen. Nun
wird aber diese Dyname im allgemeinen keine Einzelkraft sein, denn die
6 Summen werden nicht notwendig wieder der fiir die Koordinaten
eines einzelnen Linienteils geltenden Bedingung:

Z.A+H-M+Z.-N=0

geniigen. Das ist also gegeniiber der Ebene das Neue, daB sich ein
System von Kriften am starren Kirper nicht notwendig wieder auf ein e
Kraft reduziert.

Um nun vom Wesen einer Dyname eine konkrete Vorstellung
zu gewinnen, wollen wir sie in moglichst iibersichtlicher Weise als
Resultierende moglichst weniger Krifte darzustellen versuchen. In
der Tat kann man jede Dyname auffassen als Resultierende einer Einzel-
kraft und eines Kriftepaares, dessen Achse der Wirkungsgeraden jener
Einzelkraft, der sog. Zentrvalachse der Dyname, parallel ist,
und zwar ist diese Zerlegung nur auf eine Art moglich. Diese Theorie
der Kriftezusammensetzung am starren Korper hat ihre klassische
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Darstellung gefunden in Potnsot’s Eléments de statique, die 1804 zum
ersten Male erschienen sind und seitdem zahlreiche neue Auflagen?)
erlebt haben; man spricht daher auch wohl von der Poinsotschen Zentral-
achse. Ubrigens behandelt Poinsot die Theorie sehr umstindlich ele-
mentargeometrisch, wie sich das bis heute im Anfangsunterricht er-
halten hat.

Um nun das ausgesprochene Theorem zu beweisen, bemerken wir,
daB} jede Einzelkraft, die nach Abzug eines Kriftepaares aus der Dyname
entsteht, jedenfalls die Achsenkomponenten =, H, Z haben muB3; also
miissen die Drehmomente des Kriftepaares proportional = : H: Z sein,
wenn anders seine Achse der Zentralachse paralle] ist. Wir haben seine
6 Koordinaten demnach anzusetzen als:

0,0,0, k=, kH, kZ,

wobei £ ein noch zu bestimmender Parameter ist. Zu unserer gegebenen
Dyname =, H, Z, A, M, N wird dieses Kriftepaar erginzt durch die
folgende Dyname:

=H Z, A—k=, M —kH, N-—kZ

und der Satz wire bewiesen, wenn man & so bestimmen konnte, daB
dieses Groflensystem eine Einzelkrvaft darstellt. Dazu ist notwendig
und hinreichend, daB die Koordinaten der Bedingung (3) geniigen,
d. h. daB:

(A —k3S) + H(M — kH) + Z(N — £Z) = 0.

Hieraus folgt eindeutig:
o =ZA+HM 4 ZN
=2 L H 22

denn den Nenner kénnen wir von 0 verschieden annehmen, da sonst
bereits ein Kriftepaar statt einer eigentlichen Dyname vorlige. Er-
teilt man % diesen Wert, den Pliicker Parameter der Dyname nennt,
so hat man in der Tat die gewiinschte Zerlegung der Dyname in Krifte-
paar und Einzelkraft erhalten, und der Beweisgang 148t zugleich die
Eindeutigkeit dieser Zerlegung erkennen.

Nun ist die Frage, was fiir geometrische Vorstellungen man mit dieser
Zerlegung verbinden kann. Auch diese Untersuchungen gehen wieder
auf Mébius zuriick, und zwar auf sein Lekrbuch der Statik® von 1837.
In diesem stellt er die Frage nach den Achsen voran, in bezug auf welche
die Dyname das Drehmoment Null hat, den sogenannten Nullachsen, das
System aller dieser Nullachsen bezeichnet er als Nullsystem, und in diesem
Zusammenhang hat dieses Thnen gewiB bekannte Wort seine Wurzel.

1) 12. édition par J. Bertrand. Paris 1877.
2) Leipzig 1837, vgl. Werke ITI, Leipzig 1886.

a*
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Wir miissen nun erst den hier zur Verwendung kommenden all-
gemeinen Begriff des Drehmomentes oder Momentes definieren. Es
seien zunichst zwei Linienteile (Z, 2) und (Z’, 2) im Raume gegeben
(vgl. Abb. 35). Wir bilden aus ihren 4 Ecken das Tetraeder (1, 2, 1/, 2'),
dessen Rauminhalt:

11 on 1 '
Xo Y2 % 1
é * 4 4 s =
% Y o4 A ’
Xy Yy % A

ist. Diese Determinante rechnen wir nun so als Summe von Produkten
der Unterdeterminanten des ersten und des letzten Zeilenpaares aus, wie
wir das oben mit der identisch verschwindenden Determinante (S. 33)
taten, und erhalten:

WXL+ YM +ZN +LX' + MY +NZ'),

wobei X, ..., N’ die Koordinaten des Linienteiles (1’, 2') sind. Die hier
auftretende bilineare Kombination der Koordi-
naten der beiden Linienteile:

XL +YM' +ZN' +LX' +MY'+NZ’

nennen wir das Moment des einen Linienteiles
in bezug auf den anderen; es ist gleich dem
6-fachen Inhalt des von den Endpunkten beider
Abb. 35. Linienteile gebildeten Tetraeders und daher eine
vom Koordinatensystem unabhéingige geo-
metrische GréBe. Sind7 und #’ die Lingen der Linienteile, ¢ ihr Winkel
und p der kiirzeste Abstand (gemeinsames Lot) ihrer beiden Geraden,
so sieht man elementargeometrisch leicht ein, daB das Moment gleich
r+7 + p-siny ist, wenn man iiber das Vorzeichen von ¢ passend verfiigt.
Geben wir nun statt des Linienteils (1, 2) eine unbegrenzte Gerade,
so werden wir unter dem Moment des Linienteils (1, 2') in bezug auf
sie sein Moment im vorigen Sinne verstehen, bezogen auf einen in der
unbegrenzten Geraden liegenden Linienteil von der Linge r =1, also
den Ausdruck #’p sin ¢. Er geht aus dem vorigen Ausdruck nach
Division durch 7 = | JX? 4 Y2 4 Z2| hervor, so daB schlieBlich das Mo-
ment eines Lintenteiles X', Y', Z', L', M’, N' in bezug auf eine unbegrenzte,
den Linsenterl X, Y, Z, L, M, N enthaltende Gerade gleich:

XL'4+YM+ZN+LX' +MY' + NZ

a3
wird; dieser Wert hidngt in der Tat nur von den Verhiltnissen der
6 GroBen X, ..., N sowie einem ihnen gemeinsamen Vorzeichen ab,

so daB er vollig bestimmt ist, wenn nur die unbegrenzte Gerade und
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eine Richtung auf thr gegeben ist. Dieses Moment eines Linienteiles
ist genau das, was man in der Statik Drehmoment der durch den
Linienteil reprisentierten Kraft wm die Gerade als Achse nennt, wobei
man nur oft wiederum (vgl. S. 33) ein abweichendes Vorzeichen ver-
wendet.

Wir wollen nun zu dem Momente oder Drehmomente eines Krifte-

n n
systems, einer Dyname == >'X{,..., N= > N; aufsteigen; wir
= =

werden darunter naturgemiB die Summe der Momente der Einzel-
krifte verstehen, also den Ausdruck:

“NXLi+YMi+ZNi+LX, + MY, + NZ,
v s
_XA+YM4ZN+LZ4 MH 4 NZ
vz |

Identifiziert man hierin die unbegrenzte Gerade von X , ..., N der Reihe
nach mit den 3 positiven Achsen, so nimmt der Ausdruck die Werte
A, M, N an, womit die fiir diese GroBen friiher (S. 34) eingefiihrten
Bezeichnungen gerechtfertigt sind.

Nun koénnen wir die oben angegebene Mobiussche Fragestellung
in Angriif nehmen. Eine gegebene Dyname =, H, ..., N hat in bezug auf
eine Gerade X:Y:-.-: N das Moment 0 (diese ist Nullachse), wenn:

AX+MY +NZ+ZL+HM +ZN=0

=1

ist. Also ist das Nullsystem der Dyname die Gesamtheit der durch diese
Gleichung dargestellten Geraden X .Y : --- : N. Das ist aber die all-
gemeinste lineare homogene Gleichung fiir die 6 GroBen X, ..., N, da
die Koeffizienten A,...,Z als Koordinaten einer Dyname 6 willkiir-
liche GréBen sein konnen. Genau solche Gesamtheiten gerader Linien,
die durch eine willkiirliche lineare homogene Gleichung definiert
sind, hat Pliicker, neben Mébius der bahnbrechende Pfadfinder in
der analytischen Geometrie des 19. Jahrhunderts, in einem Zusammen-
hange, iiber den wir spiter noch ausfiihrlicher zu reden haben, unter
dem Namen lneare Komplexe untersucht. Das Méobiussche Nullsystem
ist also gemau dasselbe wie der Pliickersche lineare Komplex.

Wir wollen uns nun von diesem Nullsystem ein mdglichst deutliches
Bild zu machen suchen, wobei freilich von einer geometrischen ,,Ge-
stalt im eigentlichen Sinne dieses Wortes keine Rede sein kann, da
die Nullgeraden den ganzen Raum unendlich oft iiberdecken. Trotzdem
wird sich ihre Gruppierung sehr einfach verstehen lassen. Wir wollen
dabei, wie es im Sinne der in dieser Vorlesung immer einzuschlagen-
den Methode liegt, das Koordinatensystem in eine mdglichst bequeme
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Lage bringen, und das ist erreicht, wenn wir die Zentralachse unserer
Dyname als z-Achse wihlen. Da die Dyname, wie wir wissen, sich als
Resultierende einer Einzelkraft 1angs der Zentralachse und eines Krifte-
paares mit zu ihr paralleler Achse darstellt, miissen bei dieser Wahl
der z-Achse die 4 Koordinaten =, H, A, M der Dyname verschwinden,
wihrend Z die GroBe der Einzelkraft, N das Drehmoment des Krifte-
paares um seine Achse darstellt. Der Parameter der Dyname ist daher:

SA+HM+2ZN N

b="=mTwrz — 7

Die Gleichung des linearen Komplexes hat in diesem neuen Koordinaten-
system einfach die Form:
NZ+ZN =0

oder nach Division durch Z:
(1) keZ+4+N=0.

Diese Gestalt legen wir der weiteren Diskussion zugrunde. Sind
Py(%y, ¥y, z) und P, (%,, ¥, 2,) zwei Punkte auf einer Geraden
X:Y:Z:L:M:N des Nullsystems, so ist ja Z =2 — 2, und
N =%y, — x5y,, und daher ergibt (1) fiir die Koordinaten je zweier
Punkte einer Nullgeraden die Bedingung:

(2) k(zy — 2) + (%, — %,5,) = 0.

Halten wir nun P, fest, so ist (2) eine Gleichung fiir die Koordinaten
%y, Y1, 2, aller Punkte P,, die mit P, auf einer Geraden des Nullsystemes
liegen; schreiben wir der Deutlichkeit halber an Stelle von %, y;, 2,
laufende Koordinaten x, vy, z, so erkennen wir, da3 alle jene Punkte
P, eine Ebene mit der Gleichung:

(2) YoX¥ — %y + k2 =kz

erfilllen. Diese Ebene geht durch den Punkt P, selbst hindurch, da
die Gleichung durch x = x,, ¥ = y,, z = 2, befriedigt wird. — Wir haben
damit gezeigt, daf durch jeden Raumpunkt P, unendlich viele Null-
geraden gehen, die ein die Ebene (2)) erfiillendes ebenes Strahlenbiischel
bilden. Unsere Aufgabe wird gelost sein, wenn wir uns von der Lage
dieser jedem Punkte P, zugehérenden Ebene (,,Nullebene®) ein deut-
liches Bild gemacht haben.

Die beiden in (2) eingehenden Ausdriicke N =x,y, — y,%,,
Z = z; — z, haben die Eigenschaft, bei Parallelverschiebungen des
Raumes parallel der z-Achse sowie bei Drehungen um diese ungeindert
zu bleiben; denn die Verschiebungen lassen x und y, also auch N,
und auBerdem auch die Differenz z; — z, ungeindert, die Drehungen
aber haben auf die z-Koordinaten, also auch auf Z gar keinen EinfluB
und lassen ebenfalls N als Flicheninhalt in der x-y-Ebene ungeandert.
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Mithin wird die Gleichung (2) und daher auch das durch sie bestimmte
Nullsystem bei Schraubenbewegungen des Raumes vum die Zentralachse —
denn das ist ja die Bedeutung der z-Achse — wund Verschiebungen
lings thr in sich tibergefiihrt.

Dieser Satz erleichtert nun unsere Aufgabe ungemein: Wissen wir
nur, welche Ebene im Nullsystem jedem Punkte der positiven x-Halbachse
zugehirt, so kemnen wir damit ganz von selbst auch die jedem belicbigen
Raumpunkte zugehirige Nullebene,; denn durch z
Verschiebung jener Halbachse lings der w
z-Achse und Drehung um sie kann man

jeden Raumpunkt mit einem ihrer Punkte i

zur Deckung bringen, wobei dann nach / % z
unserem Satze die zugehérigen Nullebenen !

ineinander iibergehen miissen. Mit anderen /| /\ /
Worten: Die Nullebenen der Punkte eines jeden

z2ur Zentralachse senkrechten Halbstrahles haben
zu diesem und der Zentralachse eine von der Abb. 36.
besonderen Wahl des Strahles unabhingige Lage.

Indem wir uns nun auf die x-Achse beschrinken, setzen wir
ys = 2z, = 0 und erhalten aus (2) als Gleichung der zum Punkte P, mit

der Abszisse x, gehorigen Ebene:
kz — x,y =0;

sie geht durch die x-Achse selbst hindurch, da die Gleichung durch
y = z = 0 identisch befriedigt ist (vgl. Abb. 36).

¢
Indem wir die Gleichung in der Form % = % z “\)\\t"d\
schreiben, schlieBen wir, daB der Neigungs-
winkel ¢ der Ebene gegen die Horizontalebene A z
(x-y-Ebene) die trigonometrische Tangente: /I K] >y
X2
tgp =4 Abb. 37.

hat, und dadurch ist jetzt die Lage unserer Ebene vollig bestimint;
in Abb. 37 ist ihre Spur in der vertikalen v-z-Ebene skizziert.

Wir kénnen das Resultat nach dem oben Gesagten auch ganz unabhén-
gig vom speziell gewihlten Koordinatensystem aussprechen: Zu jedem im
Abstande v von der verttkal gedachten Zentralachse liegenden Punkte gehirt
im Nullsystem eine das Lot von diesem Punkte auf die Zentralachse ent-
haltende Ebene, deren Neigungswinkel gegen die Horizontalebene dic trigo-

nometrische Tangente -’:— hat; bewegt man den Punkt also auf irgend-

einem zur Zentralachse senkrechten Halbstrahle, so liegt die zugehérige
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Ebene des Nullsystems fiir # = 0 selbst horizontal und richtet sich mit
wachsendem 7 nach der einen oder anderen Seite hin auf (je nachdem
k 20), um sich mit unbegrenzt wachsendem 7 schlieBlich asympto-
tisch der vertikalen Lage zu nihern. Ich kann Ihnen diese Verhiltnisse
an einem Schillingschen Modelle niaher erliutern (vgl. Abb. 38); hier ist
an einem beweglichen, um die Zentralachse drehbaren und verschieb-
baren Arme ein ebenes Blatt angebracht, das bei Verschiebung nach
auBlen hin sich in richtiger Weise aufrichtet.

Wir wollen jetzt noch besonders die Normalenrichtung auffassen,
die zu der Ebene durch den Punkt P, gehort; ihre Richtungskosinus

. gegen die drei Achsen verhalten sich be-
Normate kanntlich wie die Koeffizienten der Ebenen-
gleichung (2), d. h. wie:
? ) ya: (— ) k.
Willehore Diese selbe Richtung kénnen wir auch

dem Punkte P, als Bewegungsrichtung
einer gewissen unendlich kleinen Schrauben-

bewegung des Raumes zugeordnet denken.
~ Drehen wir nimlich den ganzen Raum wie
einen starren Korper um die z-Achse durch

Abb. 38. den endlichen Winkel w und verschieben

ihn gleichzeitig parallel der z-Achse um ein

Stiick ¢, so wird jeder Punkt x; y, z iibergefilhrt in die durch die
Gleichungen:

x¥ =% cosw —ysinw
Y =xsinw+4ycosw
Z=z4c¢

gegebene neue Lage. Wir gehen von dieser endlichen Schraubung zu
einer unendlichkleinen iiber, indem wir @ durch die unendlichkleine
GroBe —dw ersetzen und gleichzeitig ¢ = kd w annehmen. Das Minus-
zeichen bedeutet, daB bei 2> 0 die Drehung in der x-y-Ebene negativ
ist, wenn die Translation in der positiven z-Richtung erfolgt, d. h.
daB der Schraubungssinn negativ ist (Linksschraubung). Wir haben nun
Grofen zweiter und hoherer Ordnung in-dw zu vernachlissigen, also
cosdw =1, sindw =dw zu setzen und erhalten daher:

=x+ydw
"= —xdw 4y
Z=z+kdw.

Die Inkremente der Koordinaten eines bestimmten Punktes P, bei
dieser unendlich kleinen Schraubung sind also:

Axg =9340, dy,= —xdw, dz, =kdw,
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d. h. P, wird in der Richtung:
A%y 1 dyy A2y =vyy 1 (—x,) 1 &

verschoben. Das ist in der Tat genau die Normalenrichtung (3). Nimmt
man also mit dem Raume eine solche umendlich kleine Schraubung um
die Zentralachse vor, daff die Verschiebung das k-fache des (negativ ge-
nommenen) Drehwinkels ist, so ist die im Nullsysiem mit dem Para-
meter k zu jedem Raumpunkie gehirige Ebene normal zu dem von ihm
durchlaufenen Bogenstiick.

Da die Vorstellung der Schraubenbewegung eine sehr anschauliche
ist, kann man sich hiernach ein lebendiges Bild von der Anordnung der
Ebenen des Nullsystems machen. Je gréBer z. B. der Abstand 7 eines
Punktes von der Zentralachse ist, um so langer ist die Horizontalprojek-
tion rdw des Bogenelementes, das er bei der ;2
Schraubung durchliuft, um so flacher verlauft 1
daher dieses selbst, da seine Hohe % - dw kon- g
stant ist, — um so steiler steht also die zum ”
Bogenelement normale Ebene des Nullsystemes.
Setzt man unendlich viele solche unendlich 2 7
kleine Schraubungen zu einer kontinuierlichen z
Schraubenbewegung des Raumes zusammen, so
durchliuft jeder Punkt in der Entfernung » Abb. 39.
von der Zentralachse eine Schraubenlinie, deren A
Neigung gegen die Horizontale die trigonometrische Tangente — "

hat, und deren Ganghihe daher stets denselben von» unabhingigen Wert
27k besitzt; die Normalebenen dieser Schraubenlinien sind die Ebenen des
Nullsystems.

Wir wollen jetzt zum Schluf, nachdem wir bisher nur von den
Ebenen des Nullsystems gesprochen haben, uns auch ein unmittelbar
anschauliches Bild von den Nullachsen selbst zu machen suchen. Nehmen
wir irgendeine Nullachse g (vgl. Abb. 39) und konstruieren ihre kiirzeste
Entfernung von der Zentralachse, d. h. die gemeinsame Senkrechte, die die
Zentralachse in O und g in P treffen moge. Dann gehért PO als senk-
rechter Halbstrahl von P auf die Zentralachse dem Nullsystem an, und
daher muB OPg die zu P gehorige Ebene des Nullsystems sein. Da aber g
senkrecht auf PO steht, muB es mit der Horizontalen denselben Winkel

@ bilden, wie jene Nullebene, d. h. es ist tgp = -lg-, wobei » = O P ist.

Wiy erhalten also alle Nullachsen, indem wir durch jeden Punkt P eines jeden
auf der Zentralachse senkrechien Halbstrahles dasjenige Lot auf thm er-
richten, dessen Neitgungswinkel gegen die Horizontale die trigonometrische

Tangentetg o = r besitzt, wober v der Abstand des Punktes P von der Zen-
tralachse 1st.
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Noch ein wenig anschaulicher kénnen wir diese Konstruktion so
darstellen: Wir stellen uns den Kreiszylinder mit dem Radius v um die
Zentralachse als Achse her und zeichnen auf ihm alle Schraubenlinien

(vgl. Abb. 40), welche die aus ig @ = % bestimmie Neigung @ gegen dic

Horizontale haben; dann 1ist offenbar die Gesamtheit der Tangenten
dieser Schraubenlinien identisch mit der Gesamiheit der Nullachsen im
Abstand v von der Zentralachse. Durch Variation von v erhilt man dann
sdmtliche Nullachsen. Diese Schraubenlinien werden nach aufBlen hin
offenbar immer steiler; sie haben in jedem Punkte die zugehérige Null-
ebene zur Schmiegungsebene und verlaufen daher senkrecht zu den
vorhin erwdhnten Schraubenlinien, die in jedem Punkte
normal zu der Nullebene stehen.

Wir koénnen es nach diesen Erorterungen, die
einen doppelten Zusammenhang des Nullsystems mit
den Schrauben gelehrt haben, verstehen, dafl man
diese ganze Theorie auch kurzweg als Schraubentheorie
bezeichnet hat; diese Bezeichnung hat besonders Sir
Robert Ball in seiner ,,theory of screws'‘!) angewandt,
wo er in der Tat alle mit einer gegebenen Dyname an
einem starren Korper in Zusammenhang stehenden

Abb. 40. geometrischen Verhiltnisse behandelt.

Lassen Sie uns nun zu unsern systematischen
Entwicklungen zuriickgehen. Wir hatten nach dem GraBmannschen
Prinzip als die 4 geometrischen Elementargebilde des Raumes den
Punkt, den Linienteil, den Ebenentesl und den Raumieil erhalten. Genau
wie in der Ebene ist es unsere nichste Aufgabe, das Verhalten dieser
Gebilde bei Transformationen des rechtwinkligen Koordinatensystems
zu untersuchen und sie gemifB dem frither ausgesprochenen allgemeinen
Prinzip danach zu Kklassifizieren.

IV. Klassifikation der rdumlichen Elementargebilde nach
ihrem Verhalten bei rechtwinkligen Koordinatentrans-
formationen.

Vor allem miissen wir natiirlich einen Uberblick iiber alle mog-
lichen Transformationen eines raumlichen rechtwinkligen Koordinaten-
systems gewinnen; sie sind iiberhaupt fundamental fiir die gesamte
Raumgeometrie, so daB wir schon deshalb in dieser Vorlesung nicht
an ihnen vorbeigehen kénnten. Die allgemeinste in Betracht kommende
Anderung des Koordinatensystems setzt sich wie in der Ebene zu-
sammen aus: 1. Parallelverschiebung; 2. Drehung um den Anfangs-
punkt; 3. Spiegelung; 4. Anderung des MaBstabes.

1} Dublin 1876.
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Die Gleichungen der Parallelverschiebung sind natiirlich:

(4,) V=x+a, y=y+b, F=z+4c.
Die Gleichungen der Drehung haben jedenfalls die Form:
¥=a,x+byy+ ¢z
(4p) = ayx + byy + a2
Z=a,x + by + cyz;
auf die Bestimmung der Koeffizienten, die hier wesentlich verwickelter
als in der Ebene ist, werden wir sogleich eingehen. Die Zusammen-
setzung aller moglichen Transformationen dieser beiden Arten liefert
die samtlichen eigentlichen Bewegungen des riumlichen Koordinaten-
systems.
Die Spregelung konnen wir, wie in der Ebene an einer Achse, so

hier an einer Koordinatenebene, etwa der x-y-Ebene, vornehmen und

erhalten: ¥ = x, y': Y, =z .

Wir konnen diese Formeln aber auch symmetrischer gestalten, indem
wir dretr Minuszeichen verwenden:

(4,) X=—x y=—y 2Z=—z
das ist eine Spiegelung am Anfangspunkte O selbst, die man auch wohl
als Inversionl) bezeichnet. In der Ebene stellt ' = —x, y' = —y keine

Spiegelung, sondern eine Drehung um 180° dar, und so ist iiberhaupt die

Inversion am Anfangspunkt nur in Rdumen ungerader Dimensionenzahl

eine Spiegelung, bei solchen gerader Dimensionenzahl aber eine Drehung.
Die Mapstabinderung endlich wird einfach durch:

X =Aix
(4y) Yy =1y, wobei 4> 0ist,
=1z

dargestellt; fiir 1 << 0 enthilt diese Transformation auBer der MaBstab-
dnderung noch eine Spiegelung.

Wir haben uns nun noch mit den Formeln der Drehung niher zu
beschiftigen. Die allgemeine Drehung um den Anfangspunkt O hangt
bekanntlich von 3 Parametern ab, da einmal die drei Richtungskosinus
der Drehungsachse zwei voneinander unabhingige GréBen reprisen-
tieren und dann der Drehwinkel willkiirlich ist. Eine symmetrische
Darstellung aller Drehungen durch 3 voneinander unabhingige Para-
meter liefert die Quaternionentheorie, wie ich das in der Vorlesung vom
Wintersemester gelegentlich ausgefithrt habe?); iibrigens hat schon

1) Gelegentlich wird die Bezeichnung ,,Inversion* auch fiir die von der
obigen Spiegelung ganz verschiedene Transformation durch reziproke Radien
gebraucht.

%) Siehe Teil I, S. 64ff.
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Euler die in Betracht kommenden Formeln aufgestellt. Hier will ich die
Darstellung geben, die man gewdhnlich auch in den Lehrbiichern der
Mechanik findet und die die 9 Richtungskosinus der neuen Achsen
gegen die alten benutzt. Wir gehen von der oben angegebenen Gestalt
(4,) der Transformationsgleichungen aus:

¥=ax+by+cz
(1) Y = a,x + byy + g2

2= azx + byy + cy2.
Betrachten wir einen Punkt x,y = 0, z =0 der alten x-Achse, so hat
er in bezug auf das neue System die Koordinaten ¥’ = a, %,y =4, %,
Z=uayx,d h a,,a,, a, sind die Kosinus der Winkel der drei neuen
Achsen gegen die alte x-Achse, und ebenso sind b,, b,, by und ¢, ¢,, ¢,
ihre Richtungskosinus gegen die y- und z-Achse.

Diese 9 Koeffizienten der Transformationsgleichungen sind nun
durchaus nicht unabhingig voneinander. Man kann die Beziehungen
zwischen ihnen entweder aus der soeben angegebenen Deutung erhalten,
oder auch von der bekannten Relation aus, die bei jeder ,,orthogonalen
Substitution’, d. h. bei jeder Drehung oder Spiegelung mit festbleiben-
dem Anfangspunkt besteht:

(2) D i N R
und die Invarianz der Enifernung von O aussagt. Wir schlagen hier
den zweiten Weg ein:

«) Indem wir (1) in (2) einsetzen, erhalten wir durch Koeffizienten-
vergleichung folgende 6 Relationen zwischen den 9 GréBen 4, . .., ¢;:

ad+a +a =1 b+8 +8 =1 4+ d+4 =1
( byci+bacatbycg=0 cia,+coa5+C3a;3=0 a;b;+azby+azh;=0.
B) Multiplizieren wir nun die drei Gleichungen (1) mit den drei
GroBen a bzw. b bzw. ¢ und addieren, so folgt auf Grund von (3)
ihre Auflésung in der Gestalt:
X =a; % + a,y + a2’
(4) y =b,x" + by + by
z=c & + ¢y +¢37;
das ist ersichtlich die sogenannte fransponierte lineare Substitution zu (1),
die durch Vertauschung von Zeilen und Kolonnen des Koeffizienten-
schemas entsteht.
7) Andererseits ergibt sich nach den Regeln der Determinanten-
theorie als Losung der Gleichungen (1):
¥ b ¢ a, b ¢ |
x=%y’ bz Colyenn, wobei 4 = Ay bg Co

J

Z by ¢ a; by ¢
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die Determinante des Gleichungssystemes ist. Der Koeffizient von x’
hierin muBl derselbe sein wie in der ersten Gleichung (4), d. h.:

(5) L

a4
und ebenso mupf jeder Koeffizient der orthogomalen Substitution gleich
sein der zugehorigen Unterdeterminante des Koeffizientenschemas, dividiert
durch die Determinante A.

d) Wir wollen nun diese Determinante 4 des Koeffizientensystems
selbst berechnen, und bilden dazu nach dem Multiplikationstheorem der
Determinanten ihr Quadrat:

ay by ¢l |a; b ¢ a+a +ai ba,+ba,t-bay cia+-ceascaag

@y by Cy|-|ay by Cy|=|abytaghytaghy B4+ 4B cbyidcybytcsby|,

ag by c3| |ag by | |ayCi+ agc,tagy bycy+bycatbye, A+ ol
wobei die Kolonnen der ersten mit den Kolonnen der zweiten Deter-

minante multipliziert sind. Nach den Formeln (3) ist die Produkt-
determinante einfach gleich:

by ¢

=al’
by ¢

42 =

o o =

o = o

-~ o o
I
-

so daB schlieBlich: A= 41

folgt. Um uns nun fiir eine dieser beiden Moglichkeiten zu entscheiden,
bedenken wir, daB wir bisher nur die Relation (2) benutzt haben, die
bei Drehung und Spiegelung gleichmiBig erfiillt ist. Unter allen diesen
orthogonalen Transformationen sind nun die Drehungen dadurch aus-
gezeichnet, daB sie durch kontinuierliche Variation der Koeffizienten aus
der ,identischen Transformation' x' =x, y' =1y, 2’ =z hervorgehen,
entsprechend einer stetigen Bewegung des Koordinatensystems aus der
urspriinglichen in die neue Lage; dementgegen entsteht die Substitution,
die wir allgemein Spiegelung nennen, durch kontinuierliche Abinderung
aus der einen Inversion x#'= —x, y'= —y, 2'= —z, wihrend sich die
Inversion selbst nicht stetig aus der identischen Transformation erzeugen
1iBt. Nun ist die Substitutionsdeterminante eine stetige Funktion der
Koeffizienten und muB sich also stetig dndern, wenn wir die identische
Transformation kontinuierlich in irgendeine Drehung iiberfithren; bei
dieser Ausgangstransformation hat sie aber den Wert:

1 0 O
01 0|=++1,
0o 0 1

und da sie, wie wir sahen, iiberhaupt nur +1 oder —1 sein kann, muB
sie notwendig stets 41 bleiben. Denn ein plétzlicher Ubergang in —1
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wiirde eine Unstetigkeit bedeuten. Bei jeder Drehung ist also die Deter-
minante:

ay by oo
(©) Ad=|ay by ¢y =41,
lag by ¢4

und ganz ebenso ergibt sich, daB bei jeder Spregelung A = —1 ist.
Die Formel (5) nimmt jetzt die einfache Gestalt an:

(7) a4 = b b

’

by ¢

und so ist jeder Koeffizient im Schema der Drehungssubstitutionen des rechs-
winkligen Koordinatensystems gleich der zugehirigen Unterdeterminante.

Wir kommen nun zu unserer eigentlichen Aufgabe, festzustellen,
wie sich die Koordinaten der raumlichen Elementargebilde, des Linien-
teils X,Y,Z,L, M, N, des Ebenenteils &, M, N, P und schlieBlich des
Raumteiles T bei den vier Arten der Anderung des rechtwinkligen
Koordinatensystems verhalten.

Die Transformationsformeln simtlich hinzuschreiben, wiirde zu viel
Raum beanspruchen und schlieBlich auch langweilig sein; ich will daher
nur einige Punkte hervorheben, die besonderes Interesse verdienen.
Zunichst bemerke ich, wie Sie selbst leicht bestitigen werden, daf in
allen Transformationsformeln der Koordinaten eines Linienteils die ersten
drei Koordinaten X', Y’, Z' im neuen System sich allein und zwar
homogen linear durch X, Y, Z ausdriicken, ohne daB8 die L, M, N
eingehen; also muf dem Iriiher (S. 271.) ausgesprochenen allgemeinen
Prinzip zufolge der Inbegriff der 3 Grofen X, Y, Z bereits fiir sich ein
vom Koordinatensystem unabhingiges, geometrisches Gebilde bestimmen. Es
ist der freie Vektor, den wir ja schon erwihnten (S. 32). Ebenso trans-
formieren sich auch bei der PlangréBe die drei Koordinaten &, I, N fiir
sich, ohne Riicksicht auf die vierte R, so daf auch sie eine geometrische,
von den Koordinaten unabhingige Bedeutung haben: sie stellen die gleich-
falls schon genannte freie Plangrofe dar (S. 32).

Wir wollen nun speziell ausrechnen, wie sich die drei Koordinaten
des freven Vektors X, Y, Z bei unseren Transformationen (4,), ..., (4,)
(S. 43) verhalten; wir ersetzen dazu nur in X' =x] —«;,... diex],...
vermoge der Substitutionsformeln (A4,) durch x, y, z und erhalten ohne
weiteres:

1. bei Parallelverschiebung:
(By) X=X, Y=Y, Z'=2;
2. bei Drehung:
X'=a,X4+b0Y+¢,Z
(By) Y'=0,X+bY 4,2
Z'=a; X +b Y +¢Z;
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3. bei Inversion:

(BS) X’:—X’ Y’=_Y, Z’Z—Z;
4. bei MaBstabinderung:
(By) X'=AX, Y'=1Y, Z'=iZ.

Bet Verschiebung des Koordinatensystems dndern sich also die Koordi-
naten des freien Vekiors gar nicht, sonst aber verhalten sie sich genau wie
die Punktkoordinaten selbst.

Damit wollen wir nun die Transformationsformeln fiir ein Krdfte-
paar vergleichen, die wir aus den Transformationsformeln der Koordi-
naten eines Linienteils erhalten, indem wir nachtriglich X =Y =2 =0
setzen; es wird dann natiirlich X' = Y’ = Z’= 0, und fiir die Dreh-
momente in bezug auf die neuen Achsen ergeben sich die Formeln:

1. bei Verschiebung:

(€Y L'=L, M'=M, N'=N,
2. bei Drehung:
J L'=aL+bM+ N
(Cy) M’ =a,L +bM + ¢,N
l N'=a;L 4 bgM 4 ¢3N;

3. bei Inversion:

(Cy) L'=L, M'=M, N'=N;
4. bei MaBstabinderung:
(Cy) L'=2L, M=2M, N=2N.

Die Koordinaten eines Kriftepaares indern sich also bei Verschiebung des
Koordinatensystems und bei Inversion nichs, sie verhalten sich bei Drehung
wie Punktkoordinaten und multiplizieren sich bei Mapstabinderung mit
dem Faktor A%, d. h. sie haben die Dimension 2 {eines Flicheninhalts),
wihrend der freie Vektor, wie die Punktkoordinaten, die Dimension 1 hat.
Die Herleitung der Formeln (C,), (C,), (C,) macht gar keine
Schwierigkeit; nur fiir (C,) sind vielleicht einige Erliuterungen an-
gebracht. Man erhilt nimlich mit Hilfe der Drehungsformeln (4,):
Vi 4| lagxi beyy oz, 3%+ bgyy + c3 ‘ .
Vs Zo| | @aX%a+ byyatCazp, A%+ byys+ ca2g |
Multiplizieren wir die letzte Determinante aus, so ergeben sich3 -3 43 -3
=18 Glieder, von denen sich offenbar dreimal je 2 (z. B.
Ag%y* AzXy — Ay%, " AgXy , . . .) gegenseitig fortheben; die iibrigbleibenden
12 Terme fassen sich zu folgender Summe von Determinantenprodukten
zusammen :

L' =

a; by
|ag by

by ¢y
by ¢a

Y1 4 Z %

|Y2 22| |Gz Qs

‘Cz as

X1 3’1\.
X3 Ve

L'=

Zy Xg
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Die ersten Faktoren sind nach der Formel (7) fiir die Unterdeterminan-
ten des Koeffizientensystems einer Drehung (S. 46) gerade gleich a,, b,, ¢,,
wihrend die zweiten Faktoren gleich L, M, N sind. Damit ist in der
Tat die vorhin fiir L' angegebene Formel gewonnen, und ebenso
folgen die beiden anderen Formeln fiir M’ und N’.

Als drittes Gebilde ziehen wir endlich die freie Plangréfe heran;
ganz einfache, der obigen dhnliche Rechnungen, die ich Ihnen wohl
selbst iiberlassen darf, fithren zu dem Ergebnis, daB sich die Kompo-
nenten &, M, N der freien Plangrife in allen Fillen genau so wie die
Koordinaten L, M, N eines Kriftepaares transformieren.

Fassen wir der besseren Ubersicht halber diese Ergebnisse in eine
kleine Tabelle zusammen. Sie gibt die transformierten ersten Koordinaten
an, aus denen die anderen durch zyklische Vertauschung entstehen:

Verschiebung | Drehung ‘ Inversion j MaBstabanderung
. I
freier Vektor X X + b,Y 4¢,Z — X { X
Kraftepaar L a,L + bM + ¢, N L 2L
freie PlangroBe e la, 8 4 oM + R g 2g

Damit haben wir nun die prizise Grundlage fiir eine Reihe geo-
metrischer Aussagen gewonnen, die in den Lehrbiichern vielfach gar
nicht oder doch nur beildufig und in einer Form herauskommen, in
der man ihren einfachen geometrischen Inhalt nicht so leicht auffassen
kann. Hiufig werden die verschiedenen geometrischen Gebilde, die wir
hier betrachten, durchaus nicht in dieser reinlichen Weise getrennt, wie
wir es fiir erforderlich halten, und dadurch wird dann eine ganze Reihe
interessanter Beziehungen vollkommen verwischt. So sind z. B. schon bei
Poinsot die Begriffe Kriftepaar (,,couple’) und freie PlangroBe (,,aire")
stets von vornherein miteinander verkoppelt, was natiirlich das Ver-
stindnis notwendig erschwert; fiir uns hier zeigt erst der Vergleich der
letzten beiden Zeilen unserer Tabelle nach einem frither ausgesprochenen
allgemeinen Prinzip, daf Kriftepaar und freie Plangrife als geometrische
Grundbegriffe derselben Art anzusehen sind, weil sie sich bei allen Ande-
rungen des rechtwinkligen Koordinatensystems genau iibereinstimmend
verhalten. Machen wir uns den Inhalt dieser Aussage naher klar: Ist
etwa ein Kriftepaar L, M, N gegeben und ordnen wir ihm eine Plan-
gréBe &, M, N durch:

=L, M=M, N=N

zu (oder machen wir dasselbe in umgekehrter Reihenfolge, von &, M, %
ausgehend), so bleibt diese Ubereinstimmung der Koordinaten bei jeder
Koordinatentransformation erhalten und muB sich daher auch rein geo-
metrisch ohne Benutzung des Koordinatensystems beschreiben lassen.
Zu diesem Ende wollen wir von der PlangroBe &, MM, N ausgehen und
werden nun am bequemsten das Koordinatensystem so spezialisieren,
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daB & =M = 0 wird; dann stellt die freie PlangréBe ein parallel der
x-y-Ebene oder speziell in ihr liegendes Dreieck (1, 2, 3) dar, derart,
daB M gleich dem doppelten Dreiecksinhalt, d. h. gleich dem Inhalte
des Parallelogramms (1, 1’, 2, 3) wird, das mit dem durch den Um-
laufssinn 1 12 bestimmten Vorzeichen zu versehen ist (vgl. Abb. 41).
Ich behaupte nun, daB das zugehorige Kriftepaar mit den Momenten
L=0, M =0, N=%R aus zwei gegeniiberliegenden Parallelogramm-
seiten (1, 1') und (2, 3) mit den Pfeilspitzen in 1 und 2 zusammen-
gesetzt werden kann. Zum Beweise lege ich das Koordinatensystem
in der x-y-Ebene noch bequemer, nimlich die y-Achse in die Gerade
11’ und die x-Achse durch den Punkt 2 (in der Abb. 41 punktiert ge-
zeichnet). Dannhaben zunichst die beiden
Linienteile (1, 1") und (2, 3) und daher
auch das aus ihnen zusammengesetzte
Kriftepaar die Drehmomente L = 0 und g
M =0. Ferner ist fiir den Linienteil
(1, 1") auch das dritte Drehmoment Nuli,
so daB schlieBlich V gleich wird dem Dreh-
moment von (2, 3):

N:‘xz y2‘:x2.y3'
[ %3 Vs Abb. 41.
(denn nach unserer Annahme ist x, = %3
und y, =0). Andererseits ist aber fiir diese Lage des Koordinaten-

systems die dritte Koordinate der PlangroBe:

0 y 1]
?R:xz 0 1 :xz'yfi
‘xz ys 1

(d. h. gleich Grundlinie y; mal Hohe x, des Parallelogramms); also ist
tatsichlich, auch im Vorzeichen, N =% und damit ist unsere ganze
Behauptung bewiesen.

Wir kénnen dieses Resultat sofort auch allgemein ohne Riicksicht
auf ein spezielles Koordinatensystem aussprechen: Eine durch ein Par-
allelogramm von bestimmiem Umlaufssinne reprisentierte freie Plangrife,
sowte das Kriftepaar, das aus zwei gegeniiberliegenden Parallelogramm-
seiten mit je esner {enem Umlaufssinne entgegengerichteten Pfeilspitze be-
steht, sind geometrisch dquivalente Gebilde, d. h. sie haben in bezug auf jedes
rechtwinklige Koordinatensystem gleiche Komponenten. Dieser Satz gestattet
also sowohl ein Kriftepaar durch ein Parallelogramm, als auch ein
solches durch ein Kriftepaar jederzeit zu ersetzen.

Wir brauchen uns jetzt um die zweite Zeile unserer Tabelle (S. 48)
nicht mehr zu kiimmern und wollen die erste und dritte, also den freien

Klein, Elementarmathematik II. 4
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Vektor und die freie Plangrofe, vergleichen. Da sehen wir zuerst, da
beide sich bei Verschiebungen und Drehungen genau gleich verhalten, da3
aber ein Unterschied auftritt, sowie wir Spiegelungen oder gar MaBstabs-
dnderungen hinzunehmen. Um das im einzelnen zu verfolgen, denken
wir in dem uns geldufigen (rechtshindigen) Koordinatensystem eine
PlangroBe g, M, N gegeben und koppeln mit ihr einen freien Vektor
durch die Gleichungen X =8, Y =M, Z=%N. Diese Gleichungen
werden zwar bestehen bleiben, wenn wir uns auf Bewegungen des Ko-
ordinatensystems beschrinken, aber bei Spiegelungen oder MaBstabs-
ianderungen werden sie sich modifizieren, und wenn wir sie geometrisch
aussprechen wollen, werden wir daher ohne Benutzung des Sinnes des
Koordinatensystems und des Ma@3stabes nicht auskommen. In der Tat,
legen wir das Koordinatensystem wieder wie vorhinso, daB @ = =0
und daB N gleich dem Inhalt des
ry 5 Parallelogrammes (1,1',2,3) der x-y-
7 Ebene wird, dann wird bei den Verhilt-
nissen der Figur (vgl. Abb. 42) i >0,
und der Vektor X =0, Y =0, Z=9N
hat die positive Richtung der z-Achse.
Diese Tatsache kann man unabhingig
von der speziellen Lage des Koordinaten-
systems offenbar so aussprechen: Um
z bei rechishindigem Koordinatensystem zu
Abb. 42. etner gegebenen freien Plangrife den freien
Vektor mat den gleichen Koordinaten zu
erhalten, ervichte man in threr Ebene ein Lot nach der Seite, von der aus die
Umlaufsrichtung des reprisentierenden Parallelogrammes dem U hrzeiger ent-
gegengerichtet erscheint und trage auf thm eine Strecke gleich dem Inhalt des
Parallelogrammes ab. Die Ubereinstimmung der Koordinaten dieses Vek-
tors und der PlangroBe bleibt erhalten, wie man auch das Koordinaten-
system verschiebt und dreht; sie hort indessen auf, sowie man MaB-
stabinderungen oder Inversionen vornimmt; miBt man z. B. in Dezi-
metern, statt vorher in Zentimetern, so geht die MaBzahl des Inhalts
in ihren 100-sten Teil iiber, die MaBzahl der als Vektor abgetragenen
Strecke aber nur in ihren 10-ten Teil, und ebenso wird bei Inversion
der Vektor das Vorzeichen wechseln, nicht aber die PlangroBe.

Die freie PlangroBe und den freien Vektor kann man also nur dann
vollig identifizieren, wenn man sich ein fiir alle Male auf einen bestimmten
Sinn des Koordinatensystems und eine bestimmte Lingeneinheit fest-
legt. Eine solche Beschrinkung bleibt natiirlich jedem einzelnen fiir
seinen Gebrauch unbenommen, nur muB er sich ihrer Willkiirlichkeit
immer bewuBt bleiben, um sich mit anderen verstindigen zu kénnen. Alle
diese Dinge sind, wie Sie sehen, duBerst klar und einfach, und doch
muB man immer wieder auf sie zuriickkommen, da in der heutigen
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Physik die historische Entwicklung vielfach eine gewisse Verwirrung
zuriickgelassen hat. Ein Wort daher noch iiber die Geschichte dieser
Sachen.

GraBmanns Ausdehnungslehre von 1844 hat wegen ihrer schon
hervorgehobenen schwer lesbaren Darstellung auf unsere Physik und
Mechanik sehr wenig eingewirkt. Viel mehr EinfluB hat iiber Eng-
land die von W. R. Hamilton in Dublin um dieselbe Zeit inaugurierte
Entwicklung gewonnen; Hamilton ist der Erfinder der Quaternionen,
iiber die ich in der Wintervorlesung ja ausfithrlich gesprochen habel).
Hier brauche ich nur zu erwihnen, daB er auch das Wort Vektor ge-
schaffen hat fiir das, was wir freien Vektor nannten, wihrend er den
Begriff des linienfliichtigen Vektors nicht ausdriicklich gebraucht.
Ferner aber kennt er keinen Unterschied zwischen freier Plangrife und
freiem Vektor, indem er eben von vornherein eine bestimmte Festsetzung
iber Sinn und MaBstab der Koordinaten getroffen denkt. Dieser Ge-
brauch ist nun in die Physik iibergegangen, und man hat dort lange Zeit
eigentliche Vektoren und PlangroBen nicht unterschieden. Freilich
machte sich allmihlich bei feineren Untersuchungen doch die Not-
wendigkeit einer Scheidung je nach dem Verhalten der gleichmi8ig als
Vektoren bezeichneten Gebilde gegeniiber Inversionen geltend, und dazu
hat man denn die Adjektive,,polar‘ und,,axial benutzt: Ein polarerVektor
dndert sein Vorzeichen bei Spiegelungen, ist also genau mit unserem freien
Vektor identisch, ein axialer dndert es nicht und stimmt daher mit unserer
freien Plangrife tiberein (wobei wir auf die ,,Dimension* nicht achten).
Die Physik muBte also hier — und sie tut es noch heute in den iiblichen
Darstellungen — hinterher eine gewissermaBen iiberraschende Unter-
scheidung konstatieren, die sich bei unserer allgemeinen Auffassung
ganz naturgemiB von vornherein ergibt. Um es zum SchluB noch ganz
prizise an einem Beispiele auszusprechen: Die Aussage, daBl die elek-
trische Erregung ein polarer Vektor ist, bedeutet, daB sie durch 3 GréBen
X, Y, Z gemessen wird, die sich nach der ersten Zeile unserer Tabelle
(S. 48) transformieren; und daB die magnetische Feldstirke ein axialer
Vektor ist, soll besagen, daB ihre 3 Bestimmungsstiicke sich nach
dem Schema der letzten Zeile der Tabelle substituieren. Dabei lasse
ich freilich noch dahingestellt, wie es mit der Dimension dieser Be-
stimmungsstiicke steht, denn das wiirde uns zu weit in die physi-
kalischen Einzelheiten hineinfiihren.

Hamilton hat nun neben dem Wort Vektor auch das Wort Skalar
geschaffen, das gleichfalls noch heute in der Physik eine groBe Rolle
spielt. Ein Skalar ist nichts als eine Invariante gegeniiber allen unseren
Koordinatentransformationen, d.1i. eine GréBe, die sich bei Anderungen
des Koordinatensystems nicht oder nur um einen Faktor &ndert. Im

1) Siehe Teil I, S. 64ff.
4*
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einzelnen kann man danach verschiedene Schattierungen des Skalarbegriffes
unterscheiden. Betrachten wir zuerst als Beispiel den Raumteil oder

Tetraederinhalt .
%1 Y1 % 1

%2 Yg 2 1]
%3 Y3 Za 1|’
| %y Yo % 1

er geht, wie man leicht durch Rechnung bestitigt,

T=}

bei Verschiebung r Drehung | Inversion ' MaBstabinderung

fiber in T | T | —r | er

Eine solche GroBe, die bei Verschiebungen und Drehungen un-
gedndert bleibt, bei Spiegelung aber ihr Vorzeichen 4ndert, nennt man
einen Skalar zwerter Art, wihrend ein Skalar erster Art auch bei Inversion
ungedndert bleiben soll. Dabei ist die aus der vierten Kolonne sich er-
gebende Dimension wieder beiseite gelassen.

Wir kénnen leicht auch Skalare erster Art bilden; die ein-
fachsten Beispiele sind X2+ Y2472, wo X, Y, Z die Koordinaten
eines freien Vektors sind, und £2 + M2 + N2, wo &, M, N die Koordi-
naten einer freien Plangro8e sind. Dal diese GroBen in der Tat bei
allen Bewegungen und Spiegelungen (nicht bei MaBstabinderungen)
ungeindert bleiben, ist aus der Tabelle von S. 48 sofort zu entnehmen,
wenn wir noch die Gleichungen (3) (S. 44) fiir die Koeffizienten der
Drehung beriicksichtigen ; es muB3 ihnen daher auch eine rein geometrische
Bedeutung zukommen, und wir wissen in der Tat, daB sie das Quadrat
der Linge des Vektors bzw. des Flicheninhalts des Ebenenteils dar-
stellen.

Wir wollen nun zusehen, wie man durch Kombination aus gegebenen
Grundgebilden (Vektoren und Skalaren beider Arien) weitere Gebilde der-
selben Gattungen gewinmen kanm. Zunichst ein ganz einfaches Beispiel:
T sei ein Skalar zweiter Art, also etwa ein Tetraederinhalt, und X, Y, Z
seien die Koordinaten eines polaren Vektors; wir betrachten das Grofen-
tripel T-X, T-Y, T-Z. Bei Bewegungen werden sich diese drei
Grofen genau so transformieren wie die Vektorkomponenten X, Y, Z
selbst; bei Inversion aber bleiben sie ungeindert, da beide Faktoren
das Zeichen wechseln. Also stellen die drei GréBen einen axzalen Vektor
dar, und ebenso erkennt man, daB man von einem axialen Vektor &,
IR, N ausgehend einen polaren T -8, T -M, T - N erhilt.

Nun wollen wir 2 polare Vektoren X,, Y,, Z, und X,, Y,, Z,
nehmen und allerlei charakteristische Kombinationen aus ihnen bilden,
wobei wir zunichst rein analytisch verfahren. Wir untersuchen das
Verhalten der neu gebildeten GréBen bei Koordinatentransformationen
und schlieBen daraus, was fiir eine Art geometrischer GroBen sie vorstelien:
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1. Wir beginnen mit den 3 Summen:
X]‘I'Xzy Y1+Yz~ Zl+Z;

sie transformieren sich offenbar genau in derselben Weise, wie die Vektor-
komponenten selbst, und stellen daher einen neuen polaren Vektor dar,
der mit jenen beiden gegebenen Vektoren in einer vom Koordinaten-
systeme unabhingigen rein geometrischen Beziehung steht.

2. Die bilineare Kombination beider Vektorkomponenten:

XIXZ + Yl Y2+ ZlZZ

bleibt, wie die Rechnung ergibt, bei allen Bewegungen und Spiegelungen
ungeidndert und stellt also einen Skalar erster Art dar, der als solcher
wiederum rein geometrisch sich definieren lassen muB.

3. Die 3 Unterdeterminanten der aus den Komponenten gebildeten

Matrix: 'Xl Yl Zl
X, Y, Z,

verhalten sich, wie leicht auszurechnen, genau wie die Koordinaten
einer freien Plangrofe oder eines axialen Vektors; auch dieser muBl un-
abhingig vom Koordinatensystem mit den gegebenen Vektoren ver-
kniipft sein.

4. Wir betrachten endlich 3 polare Vektoren und bilden aus ihren
9 Komponenten die Determinante:

X, Y, zZ
Xy, Yy, Z,|;
Xy Y, Zal

sie bleibt bei allen Bewegungen ungeindert, wechselt aber bei Spiege-
lungen das Vorzeichen, so daB sie einen Skalar zweiter Art definiert.

Ich gebe nunmehr die geometrische Deutung dieser Gebilde an;
die Beweise werden Sie, nachdem einmal das Resultat ausgesprochen

ist, sich leicht selbst erginzen kénnen, wenn Sie
nur immer von passend spezialisierter Lage des Z
Koordinatensystems ausgehen.
Zu 1. Die Deutung der hier definierten sog. Abb. .
Summe der beiden Vektoren ist allbekannt; 1d8t
man die beiden Vektoren von demselben Punkt ausgehen, so stellt sie
die Diagonale des von thnen gebildeten Parallelogrammes, von jenem Punkt
weg gerichtet, dar [Regel vom ,,Krifteparallelogramm’ (vgl. Abb. 43)].
Zu 2. Haben die Vektoren die Linge 7, 7, und
bilden ihre Richtungen den Winkel @ (vgl. Abb. 44),
so ist jene bilineare Kombination gleich r,7r,cosp. % v
Zu 3. Wir betrachten wiederum ein Parallelo- 7
gramm, dessen Seiten dem Vektoren 1 und 2 parallel Abb. 44,

2
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sind, und denken es in dem durch die Aufeinanderfolge der Richtungen der
Vektoren 1 und 2 gegebenen Stnne wumlaufen (vgl. Abb. 45); dann hat
man eine vollstindig bestimmte freie Plan-
groBe, und das ist gerade die oben durch ihre
N <z drei Koordinaten definierte. Ubrigens ist der
7 absolute Betrag ihres Flicheninhaltes durch
Abb. 45. 71+ 7y |sing | gegeben.
Zu 4. Verlegt man die 3 Vektoren an
einen Punkt, so bilden sie 3 Kanten eines Parallelflachs (vgl. Abb. 46);
sein Inhalt — mit einem geeignet bestimmten Vorzeichen — wird jenem
durch die Determinante definierten Skalar zweiter
! Art gleich.

i Lassen Sie mich nun davon sprechen, in
' welcher Form diese Prozesse sonst in der Litera-
,/’JZ 777177 tur auftreten, wo man nicht, wie wir es hier
> tun, die Untersuchung des Verhaltens gewisser
Abb. 46. analytischer Ausdriicke gegeniiber Koordinaten-
transformationen, d.h. eine rationelle und ein-
fache Invariantentheorie an die Spitze stellt. Man hat da in der Mechanik
und Physik nach dem Vorgange von Gramann und Hamilton eine
besondere Sprechweise ausgebildet und redet von der sog. Vektor-
algebra und Vektoranalysis, die jene Neubildung von Vektoren und
Skalaren aus gegebenen Vektoren mit den elementaren Rechenope-

rationen der gewchnlichen Zahlen vergleicht.

Das erste ist, wie schon angedeutet, dal man die unter Nr. 1 auf-
gefithrte Operation schlechtweg als Addition der beiden Vekioren 1 und 2
bezeichnet. Die Berechtigung dieser Benennung findet man in der
Giiltigkeit gewisser formaler Gesetze, welche die Addition der gewShn-
lichen Zahlen charakterisieren, so insbesondere des kommutativen und
des assoziativen Gesetzes: Das erste besagt, daB die Definition der
,Summe’‘ unabhingig von der Reihenfolge ist, in der man die beiden
Vektoren 1, 2 verwendet, das zweite, daB die Addition der Summe von 1
und 2 zu einem Vektor 3 dasselbe Resultat ergibt, wie die Addition von 1
zur Summe von 2 und 3. — In sehr viel freierer Weise hat man die unter 2
und 3 definierten Operationen Multiplikation genannt, und zwar unter-
scheidet man sie als innere oder skalare (Nt. 2) und dupere oder vektorielle
Multiplikation (Nr. 3). Hier trifft nidmlich die wichtige Eigenschaft zu,
die man als Distributivitdét der Multiplikation in bezug auf die Addition
bezeichnet und die in der Gleichung a,(a,+ ag) = a,a,+ a,a; ent-
halten ist; in der Tat hat man ja fiir die innere Multiplikation:

Xy(Xa+Xo) + Y1 (Y + Yo) + Z1(Zp + Zp) = (X, X, + Y1 Y, + 2, 7))
+ (X1 X5+ Y1 Y3+ 2,2,),
und #dhnlich einfach ist die analoge Eigenschaft fiir die duBere Multipli-

s
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kation abzuleiten. Was die anderen formalen Gesetze der Multiplikation
angeht, — ich habe in der letzten Wintervorlesung?) ausfiihrlich von
ihnen gehandelt —, so will ich nur noch erwihnen, daB fiir die innere
Multiplikation auch das kommutative Gesetz gilt (a* b = b - a), fiir die
dullere aber nicht; denn die kleinen Determinanten der das duBere Pro-
dukt definierenden Matrix wechseln bei Vertauschung der Vektoren 1
und 2 ihr Vorzeichen.

Ich moéchte hier noch bemerken, daB man vielfach das duBere
Produkt zweier polarer Vektoren schlechtweg als ,,Vektor“ definiert,
ohne seinen axialen Charakter hinreichend zu betonen. Natiirlich
kénnen wir auch sofort auf Grund der oben (S. 50) gegebenen allgemeinen
Zuordnung die freie PlangréBe durch einen Vektor ersetzen und erhalten
folgende Regel: Das duflere Produkt zweier Vektoren 1 und 2 ist ein
Vektor 3 von der Linge r,r,|sing |, der auf der Ebene von 1 und 2
senkrecht steht und so gerichiet ist, daf 1 zu 2 Procukt

zu 3 liegt, wie die positive x-, y- und z-Achse 2
zueinander (vgl. Abb. 47). Man darf aber 7
keinesfalls vergessen, daB8 diese Definition

von der Art des Koordinatensystems und Abb. 47.
dem Malstab ganz wesentlich abhingt.

Warum sich diese Sprechweise der Vektoranalysis so eingebiirgert
hat, kann ich nicht ganz verstehen; es mag aber wohl damit zusammen-
hingen, daB vielen Leuten solche formale Analogien mit den gewdhn-
lichen von alters her iiblichen Rechenoperationen grofles Vergniigen
machen. Jedenfalls sind diese Namen fiir die Vektoroperationen wenig-
stens leidlich allgemein angenommen; was aber ¢ine weitgehende Diver-
genz der Meinungen hervorgerufen hat, das ist die Festlegung einer be-
stimmten symbolischen Schreibweise fiir diese Operationen und ins-
besondere fiir die verschiedenen Arten der Multiplikation. Ich habe
Thnen schon in der vorhergehenden Vorlesung?) erzdhlt, wie weit man
trotz aller Bemiihungen hier von einer Einigung entfernt ist. Unter-
dessen hat man neuerdings auf dem Mathematikerkongre in Rom gar
eine internationale Kommission eingesetzt, die eine einheitliche Bezeich-
nungsweise vorschlagen soll; aber ob auch nur innerhalb der Kommission
iiberhaupt eine Einigung zustande kommen wird und ob dann die Gesamt-
heit der Mathematiker solche Vorschlige auch annehmen wird, das muf
man erst abwarten. Es ist nun einmal ungeheuer schwer, eine gréBere
Zahl einzelner Menschen, die nur méglichst bequem ihrer Gewohnheit
folgen wollen, unter einen Hut zu bringen, wenn nicht die zwingende
Gewalt einer Legislative oder materieller Interessen dahinter steht. —
Ich ziehe es hier vor, von der Bezeichnungsweise der Vektoranalysis gar
nicht zu reden — sonst schaffe ich unversehens noch eine neue!

1) Siehe Teil I, S. 10. ?) Teil I, S. 71.
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Ich méchte diesen Exkurs nicht abschlieBen, ohne mit allem Nach-
druck darauf hinzuweisen, daB fiir unseren allgemeinen Standpunkt die
Fragestellungen der gewohnlichen Vektoramalysis nur einen Awusschnitt
darstellen aus einer Fiille allgemeiner Probleme. Denn z. B. die linien-
fliichtigen Vektorem, die gebundemen Plangrifien, die Schrauben und
Dynamen finden in der Vektoranalysis zunichst keine Beriicksichtigung.
Aber auch schon fiir das wirkliche Verstidndnis der Operationen derVektor-
algebra selbst ist es notwendig, sie in einem gréBeren Zusammenhang zu
sehen; erst dann kommt das ihnen innewohnende Prinzip, die Definition
geometrischer Gr6Ben durch ihr Verhalten gegen die einzelnen Arten recht-
winkliger Koordinatentransformationen, klar zum Ausdruck. — WasLite-
ratur zu all diesen Fragen anlangt, so nenne ich Ihnen einmal die Arbeit,
in der ich letzthin unser allgemeines Klassifikationsprinzip erneut darge-
stellt und insbesondere auf die oben beriihrte Schraubentheorie angewandt
habe: ,,Zur Schraubentheorie von Sir Robert Ball'‘'), sowie andererseits die
Enzyklopidiereferate von E. Timerding (,,Geometrische Grundlegung der
Mechanik eines starren Korpers'', Enz. IV, 2) und M. Abraham (,,Geometri-
sche Grundbegriffe der Mechanik deformierbarer Korper', Enz. IV, 14).

[Auch die in Rom zur Vereinheitlichung der Vektorbezeichnungen
eingesetzte Kommission hat, wie zu erwarten war, nicht den geringsten
Erfolg gehabt. Auf dem folgenden internationalen KongreB zu Cam-
bridge (1912) mubBte sie erkliren, daB sie mit ihren Arbeiten nicht fertig
geworden sei, und um eine Verlingerung ihres Mandats bis zum nichsten
KongreB bitten, der 1916 in Stockholm stattfinden sollte, aber infolge
des Krieges nicht zustande kam. Ein dhnliches Schicksal scheint dem
AusschuB} fiir Einheiten und FormelgréBen (AEF genannt) beschieden
zu sein. Dieser ver6ffentlichte 1921 einen Entwurf zur Bezeichnung von
VektorgriBen und weckte damit sofort auf vielen Seiten den schirfsten
Widerspruch. Der Entwurf ist in Band I (1921) der Zeitschrift fiir an-
gewandte Mathematik und Mechanik auf S. 421f. abgedruckt, die Er-
widerungen der Gegner im zweiten Bande (1922) derselben Zeitschrift. —
Die in der Vektorrechnung heute iiblichen Terminologien entspringen
historisch im wesentlichen zwei Quellen, dem Hamiltonschen Quater-
nionenkalkul und der GraBmannschen Ausdehnungslehre. Die schwer
lesbaren Ausfithrungen GraBmanns blieben, wie schon erwihnt wurde,
den deutschen Physikern unbekannt; sie bildeten lange Zeit eine Art
Geheimlehre enger mathematischer Kreise. Die Hamiltonschen Ideen
dagegen drangen vor allem durch Maxwell in die englische Physik ein.
Inseinem ,,Treatise on Elektricity and Magnetism‘‘ (2 Bde., Oxford 1873)
wihit jedoch Maxwell fiir Vektorengleichungen fast durchweg die Kom-
ponentendarstellung. Aus Furcht, nicht verstanden zu werden, macht

1) Zeitschrift for Mathematik und Physik 47, S. 237{f. und Mathematische

Annalen. 67, S. 419. = F.Klein: Gesammelte mathematische Abhandlungen Bd. 1,
S. 503 ff.
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er von einer besonderen Bezeichnungsweise nur wenig Gebrauch, ob-
wohl es nach seiner Meinung fiir viele Zwecke der physikalischen Uber-
legung wiinschenswert ist, die Einfithrung der Koordinaten zu ver-
meiden und von vornherein die Aufmerksamkeit auf einen Punkt im
Raum anstatt auf seine drei Koordinaten und auf die Richtung und
GroBe einer Kraft zu lenken statt auf ihre drei Komponenten. Das, was
man heute die Vektorrechnung der Physiker nennt, geht auf die Arbeiten
des englischen Telegrapheningenieurs Heaviside und des Amerikaners
J. W. Gibbs zuriick. Der letztere gab 1881 seine ,,Elements of Vector-
Analysis* heraus. Obwohl Heaviside sowohl wie Gibbs von Haus aus
Hamiltonianer sind, nehmen beide in ihren Kalkul GraBmannsche Ideen
auf. Auf dem Umwege iiber die Arbeiten dieser Autoren dringt nun die
Vektorrechnung und damit GraBmannsche Ausdehnungslehre wie Hamil-
tonscher Quaternionenkalkul in die deutsche Physik ein. Das erste Buch,
welches in den Kreisen deutscher Physiker die Vektorrechnung bekannt
machte, und zwar in der Art, wie sie Heaviside ausgestaltete, war die
1894 erschienene , Einfithrung in die Maxwellsche Theorie’* von
A. Foppl. — Bei GraBmann und Hamilton 148t sich zunichst in der
Hinsicht eine Ubereinstimmung konstatieren, daB beide sich zum Ziele
setzen, mit den gerichteten GroBen selbst zu operieren und erst spiter
zu den Komponenten iiberzugehen. Merkwiirdig ist, dal beide die Be-
deutung des Wortes ,,Produkt‘ verallgemeinern. Das mag damit zu-
sammenhingen, daf sie ihre Theorien von vornherein mit der Lehre
von den mehrgliedrigen komplexen Zahlen verbinden (vgl. unsere Dar-
stellung der Quaternionentheorie in Bd. I, S. 64ff.). Sonst aber sind die
Kunstausdriicke beider vollstindig verschieden, wie bereits ausgefiihrt
wurde. Von GraBmann stammen die Bezeichnungen Linienteil, Ebenen-
teil, PlangréBe, inneres und duBeres Produkt, wihrend von Hamilton die
Worte Skalar, Vektor, skalares und vektorielles Produkt herriihren.
Indem von den sonst strenggliubigen Jiingern GraBmanns die sehr
zweckmiBigen Bezeichnungen des Meisters zum Teil durch andere er-
setzt werden, von den Physikern die bestehenden Terminologien ver-
schmolzen oder modifiziert werden, ebenso hinsichtlich der Zeichen,
welche die einzelnen Operationen andeuten, die groBte Willkiir geiibt
wird, entsteht schlieBlich eine selbst fiir den Fachmann groBe Uniibersicht-
lichkeit auf dem mathematisch durchaus einfachen Gebiete. Ein durch
diesen Wirrwarr sicher hindurchfithrender Leitstern ist das auf
S. 27 ausgesprochene Prinzip. Nach ihm lassen sich die Theorien
Hamiltons und GraBmanns so charakterisieren: Wihrend GraBmann in
seiner ,,linealen Ausdehnungslehre’* die Theorie der Invarianten betreibt,
welche zur Gruppe der den Koordinatenanfangspunkt festlassenden
affinen?) Transformationen gehéren, legen der spétere GraBmann in seiner

1) Im vorliegenden Buche werden diese Transformationen erst spater
(vgl. S. 75ff.) besprochen.
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,»,vollstindigen Ausdehnungslehre’* und Hamilton in seinem ,,Quater-
nionenkalkul“ ihren Betrachtungen die Gruppe der Drehungen zu-
grunde. Dabei verfihrt Hamilton in durchaus naiver Weise; daB in
der Auswahl der orthogonalen Gruppe eine Willkiir liegt, weil er nicht.
Daneben konnen, wie bereits erliutert wurde, noch weitere Unter-
schiede dadurch zustande kommen, daB die Inversion, d. i. die Spiege-
lung der simtlichen Koordinatenachsen an dem Anfangspunkt, das eine
Mal zugelassen, das andere Mal als iiberfliissig weggelassen ist. Den
ganzen Sachverhalt kann man sich am besten klar machen an den Be-
griffen ,,duBeres Produkt” (freie PlangréBe), ,,Vektorprodukt” und
,,Vektor“. Wer die Gruppe der orthogonalen Transformationen aus-
wihlt, dabei aber die Inversion ausschlieBt, macht zwischen den drei
GroBen keinen Unterschied. Daher stellt auch GraBmann in seiner ,,voll-
stindigen Ausdehnungslehre’* die freie PlangroBe (das mit einem Dreh-
sinn versehene Parallelogramm) durch einen Vektor dar, den er die ,,Er-
gianzung'‘ der PlangroBe nennt und der vollstindig dem Vektor ent-
spricht, welcher als das Vektorprodukt der Physiker bezeichnet wird.
Wird aber die Inversion zugelassen, so sind ,,Plangr68e* und ,,Vektor-
produkt* als gleichartige, aber vom ,,Vektor verschiedene geometrische
Gebilde aufzufassen. Dies entspricht der in der Physik iiblichen Unter-
scheidung zwischen skalaren und axialen Vektoren. Geht man nun zur
Gruppe der affinen Transformationen iiber, so kann man auch die
GraBmannsche freie PlangréBe und das Vektorprodukt nicht mehr als
geometrische Groen von derselben Art bezeichnen.]

V. Erzeugnisse der Grundgebilde.

Damit ist das beendet, was ich hier iiber die Elementargebilde der
Geometrie sagen wollte, und ich habe nun noch iiber die koheren Gebilde
2u reden, die sich aus thnen zusammensetzen lassen. Ich will das in Aisto-
rischer Form tun, damit Sie ein gewisses Bild der Entwicklung der
Geometrie in den verschiedenen Jahrhunderten bekommen.

A. Bis zum Ende des 18. Jahrhunderts benutzte man als Elementar-
gebilde tm wesentlichen nur Punkte, andere kamen wohl gelegentlich, nie
aber systematisch vor. Als Erzeugnisse von Punkten betrachtete man
Kurven und Flichen sowie allgemeinere aus Stiicken verschiedener
Kurven und Flichen bestehende Konfigurationen. Lassen Sie uns ganz
kurz iiberlegen, wie mannigfach das damit bezeichnete Gebiet ist:

1. Im elementaren Unterricht und manchmal auch in der Anfangs-
vorlesung iiber analytische Geometrie sieht es so aus, als ob sich die
ganze Geometrie auf Gerade und Ebene, Kegelschnitte und Flichen zweiter
Ordnung beschrinkte. Natiirlich ist das ein recht drmlicher Standpunkt,
und schon das Wissen der alten Griechen erstreckte sich zum Teil weiter
auf einzelne hohere Kurven, die sie als ,,geometrische Orter* betrach-
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teten; freilich waren diese Dinge wohl noch nicht in den reguliren
Unterricht eingedrungen.

2. Vergleichen wir damit den Stand der Kenntnis um 1650, als die
analytische Geometrie mit Fermat und Descartes einsetzte. Man unter-
schied damals geometrische und mechanische Kurven; erstere waren
besonders Kegelschnitte, aber auch einzelne héhere Kurven der Art, die
man heute algebraische Kurven nennt ; mit der zweiten Benennung meinte
man Kurven, die man durch irgendeinen Mechanismus definierte, z. B.
Zykloiden, die durch das Abrollen eines Rades entstehen; sie gehéren
meist zu den ,,transzendenten Kurven'.

3. Beide Arten von Kurven ordnen sich dem Begriff der analytischen
Kurve unter, den man spiter aufstellte; das sind Kurven, deren
Koordinaten %, y sich als analytische Funktionen eines Parameters t, d. h.
kurzweg als Potenzreihen in ¢ darstellen lassen.

4. Neuerdings hat man vielfach Betrachtungen {iber nichtanalytische
Kurven angestellt, deren Koordinaten x = @(f), y =w(f) sich nicht
mehr in Potenzreihen entwickeln lassen, z. B. stetige Funktionen ohne
Differentialquotienten sind; hiermit ist dann ein allgemeinerer Kurven-
begriff gegeben, von dem jene analytischen Kurven nur ein besonders ein-
facher Spezialfall sind.

5. Endlich ist in neuester Zeit durch die Entwicklung der Mengen-
lehre, von der wir ja bereits!) sprachen, noch ein frither gar nicht
gekanntes Objekt hinzugetreten, nimlich die unendlichen Punkimengen.
Das sind Gesamiheiten von wunendlich vielen Punkien, Punkthaufen,
die nicht gerade eine Kurve bilden, aber doch durch ein bestimmtes Ge-
setz definiert sind. Will man in unserer konkreten Anschauung etwas die-
sen Punktmengen ungefihr Entsprechendes finden, so mag man z. B. an
die Milchstrae des Sternhimmels denken, in der man ja bei genauerem
Hinsehen immer mehr Sterne erblickt — natiirlich ist bei diesem Bilde
das exakte Unendlich der abstrakten Punktmengenlehre durch das Un-
endlich der Approximationsmathematik ersetzt.

Fiir die mit dieser kurzen Aufzihlung umschriebenen Disziplinen,
insbesondere die Infinitesimalgeometrie, die Punkimengenlehre, wird im
Rahmen dieser Vorlesung leider kein Raum mehr bleiben, obgleich sie
natiirlich gleichfalls wichtige Teilgebiete der Geometriesind?). Sie werden
indessen in besonderen Vorlesungen und Biichern hiufig eingehend ge-
lehrt, so daB wir uns hier mit diesem Hinweis auf ihre Stellung innerhalb
der gesamten Geometrie begniigen kénnen, um uns lieber ausfiihrlicher
mit anderwirts seltener behandelten Dingen beschiftigen zu koénnen.

Vorher kniipfe ich jedoch an diese Aufzihlung gern eine Erérterung
iiber den Unferschied zwischen analytischer und synmthetischer Geome-

1) Vgl Teil I, S.271ff.
2) Uber diese Dinge wird Bd. III der Elementarmathematik einiges ent-
halten.
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trie, der ja in jene Gebiete immer wieder hineinspielt. Ihrer urspriing-
lichen Bedeutung nach sind Synthese und Analyse verschiedene Ar-
ten der Darstellung: Die Synthese beginnt mit den Einzelheiten und
setzt daraus allgemeinere und schlieBlich allgemeinste Begriffe zu-
sammen, die Analyse im Gegenteil stellt das Allgemeinste an die Spitze
und zergliedert es feiner und immer feiner in seine Einzelheiten. Genau
diesen Sinn hat auch der Unterschied, der in den Bezeichnungen syn-
thetische und analytische Chemie zum Ausdruck kommt. Auch in der
Schulgeometrie redet man entsprechend von einer Analysis geometri-
scher Konstruktionen: Man nimmt da an, das gesuchte Dreieck sei
gefunden, und zergliedert nun die gestellte Aufgabe in einzelne Teil-
aufgaben. In der hoheren Mathematik haben diese Worte aber merk-
wiirdigerweise einen ganz anderen Sinn angenommen: Da ist die
synthetische Geometrie die, welche die Figuren als solche ohne Hinzu-
nahme von Formeln studiert, wihrend die analytische Geometrie sich
konsequent der mach Einfiihrung eines passenden Koordinatensystems
hinschresbbaren Formeln bedient. Richtig verstanden besteht freilich
zwischen beiden Arten von Geometrie nur ein gradueller Unterschied,
je nachdem man mehr die Formeln oder mehr die Figuren voranstellt;
analytische Geometrie, die ganz von geometrischer Vorstellung ab-
strahiert, kann man kaum mehr Geometrie nennen, und die synthe-
tische Geometrie kommt nicht weit, wenn sie nicht zum prizisen Aus-
druck ihrer Resultate eine zweckmiBige Formelsprache heranzieht.
Nach dieser Erkenntnis haben wir im vorigen gehandelt, wenn wir
von Anfang an die Formeln benutzten und dann nach ihrer geome-
trischen Deutung fragten.

Doch auch in der Mathematik neigen, wie iiberall, die Menschen
zur Parteibildung, und so entstanden Schulen reiner Synthetiker und
resner Analytiker, die auf absolute ,,Reinheit der Methode'* den Haupt-
wert legten und die also einseitiger waren, als es die Natur der Sache
verlangt. Da verloren sich denn die analytischen Geometer oft in ein
blindes Rechnen ohne jede geometrische Vorstellung, wihrend die
Synthetiker in einer gekiinstelten Vermeidung jeder Formel alles Heil
sahen und dabei doch schlieBlich nichts taten, als dal} sie eine eigene,
von der gewodhnlichen abweichende Formelsprache entwickelten. Solche
Ubertreibungen der zugrunde liegenden sachlichen Prinzipien in wissen-
schaftlichen Schulen fithren allemal zu einem gewissen Verstetnerungs-
prozef, und eine neue, die Wissenschaft wesentlich weiter férdernde An-
regung kommt dann meist von ,,Outsidern’. So haben hier in der
Geometrie erst die Funktionentheoretiker z. B. den Unterschied zwischen
analytischen und nichtanalytischen Kurven klar herausgebracht, der
weder bei den wissenschaftlichen Vertretern noch in den Lehrbiichern
der beiden Schulen jemals hinreichend zur Geltung kam. Und ebenso
haben erst, wie schon erwidhnt wurde, die Physiker die Vektoranalysis
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in Gang gebracht, wenn sich auch die Grundbegriffe schon bei GraB-
mann finden; ist doch in geometrischen Lehrbiichern heute noch von
Vektoren als selbstindigen Dingen hiufig kaum die Rede!

Man ist verschiedentlich dafiir eingetreten, die Geometrie als selb-
stindigen Lehrgegenstand von der Mathematik abzutrennen und iiber-
haupt die Mathematik fiir den Lehrbetrieb in ihre einzelnen Disziplinen
aufzulésen ; in der Tat hat man besonders an auslindischen Hochschulen
eigene Professuren fiir Geometrie, Algebra, Differentialrechnung usw. ge-
schaffen. Ich méchte aus den letzten Erérterungen gerade die Folgerung
ziehen, dal} sich die Aufrichtung so enger Schranken nicht empfiehlt,
sondern daB nach Mdglichkeit eine lebendige Wechselwirkung der ver-
schiedenen in einer Wissenschaft zusammenwirkenden Interessenzweige
zugelassen werden soll, indem jeder einzelne sich im Prinzip als Ver-
treter der gesamten Mathematik fiihlt. Ich rede sogar, derselben Idee
folgend, auch méglichst lebendigen Beziehungen der Mathematiker zu
den Vertretern der verschiedensten anderen Wissenschaften das Wort.

Beenden wir damit diesen Exkurs und betrachten, der geschicht-
lichen Entwicklung weiter nachgehend

B. den gewaltigen Impuls, den die geometrische Forschung von 1800 an
erhielt, als die sogenannte neuere Geometrie in den Vordergrund trat. Wir
nennen sie heute lieber projektive Geometrie, da in ihr die Operation des
Projizierens — wir werden spiter ausfiihrlich von ihr zu reden haben —
eine Hauptrolle spielt; die Bezeichnung ,,neuere'‘ ist zwar heute noch
vielfach im Gebrauch, aber eigentlich unangebracht, da seither viele
abermals ,,neuere’* Tendenzen dazu gekommen sind. Als den ersten
bahnbrechenden Forscher habe ich hier J. V. Poncelet zu nennen,
der 1822 seinen ,,Traité des propriétés projectives des figures''l) er-
scheinen lieB3.

In der weiteren Entwicklung dieser projektiven Geometrie spielte
auch wieder von vornherein der Unferschied zwischen synthetischer und
analytischer Richtung eine Rolle; als Vertreter der ersteren nenne ich
von deutschen Forschern J. Steiner und Ch. v. Staudt, als Vertreter der
letzteren neben 4. F. Mébius vor allem J. Pliicker. Ich lege Thnen hier
die Fundamentalwerke auch dieser Minner vor, die ja heute noch
lebendig nachwirken: Es sind Steiners ,,Systematische Entwicklung der
Abhingigkeit geometrischer Gestalten voneinander'‘®), Staudts ,,Geometrie
der Lage'*3), Mibius’, ,,Baryzentrischer Kalkul‘t) und endlich Pléckers
»Analytisch-geometrische Entwicklungen''s).

Soll ich nun die wichtigsten leitenden Gesichtspunkte dieser
,,neueren‘‘ Geometrie hervorheben, so nenne ich an erster Stelle

1) 2. éd. Paris 1865/66.

2) Berlin 1832 = Gesammelte Werke Bd. I (Berlin 1881), S.229ff. Abge-
druckt in Nr. 82 und 83 von Ostwalds Klassikern der exakten Wissenschaften.

3) Niirnberg 1847. 4) Zitiert S. 17. 5) 2 Bde. Essen 1828, 1831.
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1. als Hauptleistung von Poncelet die erstmalige Hervorkehrung
des Gedankens, daB es dem Punkte gleichberechtigte Gebilde gibt, und
zwar, daB innerhalb der Ebene dem Punkt die unbegrenzie Gerade, im
Raume aber die unbegrenzie Ebene entgegengestellt werden darf, daB
man in einem groBen Teile der geometrischen Sitze stets das Wort
,, Punkt mit ,,Gerade* bzw. mit ,,Ebene‘* vertauschen kann. Das ist
die Aussage des Prinzips der Dualitit.

Poncelet kniipft seine Entwicklungen an die ,,Théorie des polaires
réciproques’’, die Polarentheorie der Kegelschnitte an. In bezug auf einen
bestimmten Kegelschnitt gehort bekanntlich jedem Punkt p eine Ge-
rade & als Polare zu, die etwa als Verbindungsgerade der Berithrungs-
punkte der von p aus an den Kegelschnitt gehenden Tangenten definiert

T ist (vgl. Abb. 48); umgekehrt gehort dann

\ _~ auch jeder Geraden 7 ein Pol $ zu, und es be-

#  steht die ,»Reziprozititsbeziehung*, daB die
Polare ' eines auf @ gelegenen Punktes p’

7z durch p geht. Ausdieser speziellen durch einen
Kegelschnitt bewirkten Zuordnung von Ge-

»’ raden und Punkten der Ebene sowie der ana-

Abb. 48. logen Beziehung von Punkten und Ebenen im

Raume in bezug auf eine Fliche zweiter Ord-
nung erschlo nun Poncelet, daf man alle Séitze der Geometrie, die sich
nur auf Lageneigenschaften, das Ineinanderliegen von Punkien, Geraden,
Ebenen beziehen, in der oben bezeichneten Weise ,,dualisieren’’ darf. Ein
berithmtes Beispiel ist der Pascalsche Satz iiber das dem Kegelschnitte
eingeschriebene Sechseck, der durch Dualisierung in den Brianchonschen
Satz iber das ihm umgeschriebene Tangentensechsseit iibergeht.

2. In der Folge hat man sehr bald das Dualititsprinzip tiefer auf-
gefapBt, indem man es von der Polarentheorie abloste und als einen 4 us-
fluB des ganzen eigenartigen Aufbaues der projektiven Geometrie erkannte.
Diese schéne Systematik tritt zuerst bei Gergonme und Steiner auf; Sie
miissen nur lesen, wie Steiner in der Vorrede seiner ,,systematischen Ent-
wicklung‘‘1) in begeisterten Worten schildert, wie erst die projektive Geo-
metrie Ordnung in das Chaos der geometrischen Sitze bringe und wie
sich in ihr alles in natiirlicher Weise aneinanderreihe.

Wir werden im Laufe dieser Vorlesung noch oft von dieser Syste-
matik zu reden haben: einen kurzen Uberblick iiber sie mochte ich schon
jetzt geben. Dabei wird das Prinzip der Dualitit darin zum Ausdruck
kommen, dafl in die Grundbegriffe und Grundsitze (,,Axiome’*) der Geo-
metrie stets Punkt und Ebene bzw., wenn wir uns auf die Ebene beschrinken,
Punkt und Gerade ganz symmelrisch eingehen, d. h. daBB diese Axiome
und also auch die aus ihnen logisch abzuleitenden Sitze stets paarweise

1) a. a. O. S.233.
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dualistisch sind. Diesogenannten,,MaBbeziehungen‘‘ der elementaren Geo-
metrie wie Entfernung, Winkel usw. treten zunéchst in dieser Systematik
gar nicht auf; wir werden spiter sehen, wie sie sich nachtréglich einordnen.

Des niheren gestaltet sich der Aufbau so:

a) Dres Arten von Gebilden werden als einfachste zugrunde gelegt:
der Punkt, die (unbegremzte) Gerade, die (unbegrenzte) Ebene.

b) Zwischen diesen Grundgebilden bestehen folgende Beziehungen
(Verkniipfungssdtze oder ,,Axiome der Verkmiipfung genannt), deren
ausnahmslose Giiltigkeit durch geschickte, spater noch naher zu erdrternde
Einfithrung uneigentlicher (unendlich ferner) Elemente erreicht wird:
2 Punkte bestimmen eine Gerade, 3 nicht zufillig in einer Geraden gelegene
Punkte eine Ebene; 2 Ebenen bestimmen eine Gerade, 3 nicht durch eine
Gerade gehende Ebenen etnen Punkt.

¢) Wir bilden nun die linearen Grundgebilde (d. h. diejenigen, die
analytisch durch lineare Gleichungen definiert sind):

1. Die Grundgebilde 1. Stufe aus je co! Elementen:
a) die Gesamtheit der Punkte einer Geraden: gerade Punkireihe.
f) Die Gesamtheit der Ebenen durch eine Gerade : Ebenenbiischel.
7) Die Geraden durch einen Punkt in einer Ebene: (ebenes) Ge-
radenbiischel.

I1. Grundgebilde 2. Stufe aus je oo Elementen:

a) Die Ebene als Ort ihrer Punkte: Punkifeld.

a’) Die Ebene als Ort ihrer Geraden: Geradenfeld.

p) Die Ebenen durch einen festen Punkt: Ebenenbindel.

p') Die Geraden durch einen festen Punkt: Geradenbiindel.
II1. Grundgebilde 3. Stufe von je oo® Elementen:

a) Der Raum als Ort seiner Punkte: Punktraum.

f) Der Raum als Ort seiner Ebenen: Ebenenraum.

In diesem ganzen Aufbau tritt in der Tat iiberall vollkommene
Dualitat zutage, und man kann auch von den damit gegebenen
Grundlagen aus das ganze Gebiude der projektiven Geometrie auf zwei
zueinander duale Arten auffiihren, indem man einmal von den Punkten,
das andere Mal von den Geraden ausgeht, wenn es sich um die Geometrie
der Ebenehandelt, oder von den Ebenen, wenn man Raumgeometrie treibt.

3. Dieser Aufbau lilt sich wieder bequemer darstellen, wenn wir
weiterhin den analytischen Weg einschlagen und dazu zunichst einmal
zusehen, in welcher Form das Prinzip der Dualitit bei Pliicker erscheint.
Man kann in der Ebene die Gleichung einer geraden Linie, wenn das
konstante Glied nicht gerade Null ist, bekanntlich wie folgt schreiben:

ux+vy+1=0.

Die Gerade ist bestimmt, wenn man die Werte der Koeffizienten %, v
kennt, die iibrigens bei dieser Schreibweise ganz symmetrisch mit den
laufenden Koordinaten x,y auftreten. Es ist nun Pliicckers Gedanke,
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diese u, v als ,,Koordinaten der Geraden'' mit den Punktkoordinaten x,y
als gleichberechtigt anzusehen und sie unter Umstinden statt dieser als
variabel gelten zu lassen. Bei dieser neuen Auffassung sind «x, y feste
Werte, und unsere Gleichung driickt die Bedingung aus, daB eine variable
Gerade durch einen festen Punkt x, y geht: sie ist die Gleichung dieses
Punktes in Geradenkoordinaten. SchlieBlich braucht man auch keines der
beiden Gebilde in der Ausdrucksweise zu bevorzugen und kann ganz un-
entschieden lassen, welches GréBenpaar man als konstant und welches
man als variabel ansieht: dann stellt die Gleichung die Bedingung fir
,vereimigte Lage' von Punkt und Gerade dar. Das Prinzip der Dualitit be-
ruht nun darauf, daf jene Gleichung in x ,y esnerseits und w, v andererseits
genau symmetrisch ist, und in dieser Eigenschaft liegt alles, was wir vor-
hin als die in den Sitzen der Verkniipfung liegende Dualitit aussprachen.

Im Raume tritt natiirlich an Stelle der Geradengleichung die Ebenen-
gleichung:

ux +vy+wz+1=0.

Infolge dieser Betrachtungen kann man die Geometrie analytisch
sowohl so entwickeln, daBl man «, vy, 2z, als auch so, daB man %, v, w
als grundlegende Variable auffaBt, wobei sich die Worte Punkt und
Ebene einfach vertauschen. So entsteht der bekannte doppelte Aufbau
der Geometrie, den Sie in vielen Lehrbiichern in der Gestalt ausgeprigt
finden, daB links und rechts von einem vertikalen Striche die zueinander
dualen Theoreme stehen. Werfen wir rasch einen Blick auf die so ent-
stehenden, immer einander dualen hiheren Gebilde, wodurch wir gewisser-
maBen eine Fortsetzung des obigen in sich dualen Schemas der linearen
Gebilde erhalten!

Wir beginnen damit, dal wir x, vy, z als bestimmte, nicht konstante
Funktionen @, x, @ eines Parameters t auffassen. Durch die drei Funk-
tionen wird dann eine Rawumkurve dargestellt, die speziell (wenn die
Funktionen ¢, %, v identisch einer linearen Gleichung mit konstanten
Koeffizienten geniigen) eine ebene Kurve sein kann, oder endlich (wenn
sie zwei solche lineare Gleichungen befriedigen) in eine Gerade ausartet.
Sehen wir ebenso #, v, w als Funktionen von ¢ an, so erhalten wir
eine einfach unendliche Aufeinanderfolge von Ebemen, die wir uns am
bequemsten durch die von ihnen umbhiillte abwickelbare Fliche vergegen-
wirtigen. Als Spezialfille erhalten wir hier erstens den, daf alle Ebenen
durch einen Punkt gehen, d. h. daB sie einen Kegel umbhiillen, und
zweitens den, daB sie gar alle durch eine feste Gerade gehen.

Betrachten wir zweitens x,y, z als Funkiionen zweier Para-
meter t, t', so erhalten wir eine Fldche, die insbesondere in eine Ebene
ausarten kann; das Duale dazu ist die Gesamtheit der zweifach un-
endlich vielen eine Fliche umbhiillenden Ebenen, deren Ausartung das
durch einen festen Punkt gehende Ebenenbiindel ist.
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Schreiben wir diese Ergebnisse in eine kleine Tabelle zusammen:

x=@(f) Kurve % = ¢ (f) | Abwickelbare Fliche
y=x () { (cbene Kurve) v=y(f) (Kegel)

z=1vy () (Gerade) w=1y () (Gerade)
=200 | piche “=2E0) e

=200 T Bpone = 1B 1 puny

2=y (1) w=1y (t1)

Das geniige als Beispiel eines solchen dualen Schemas, wie man sie
lange Zeit hindurch gern entwickelt hat.

4. Bereits bei Plicker findet sich eine sehr wesentliche Weiterbildung
dieses ganzen Ansatzes. Genau so, wie er die 3 Koeffizienten der Ebenen-
gleichung als variable Ebenenkoordinaten ansieht, erfaBt er die Idee,
ganz allgemein die Konstanten, von denen irgendein geometrisches Gebilde
abhingt — z. B. die 9 Koeffizienten der Gleichung einer Fliche zweiter
Ordnung — als variable Koordinaten dieses Gebildes anzusehen und zu
untersuchen, was trgendwelche Gleichungen zwischen thnen bedeuten
mogen. Von ,Dualitit im eigentlichen Sinne ist jetzt freilich
nicht mehr die Rede; sie beruhte auf der speziellen Eigenschaft der
Ebenen- bzw. der Geradengleichung (S. 63f.), symmetrisch in Koeffi-
zienten und Koordinaten zu sein.

Pliicker selbst hat diesen Gedanken besonders fiir die Geraden des
Raumes ausgefithrt. Eine Raumgerade ist in Punktkoordinaten durch
2 Gleichungen bestimmt, die Pliicker in der Form schreibt:

x=rz4+p
{y:sz—l—o.

Die 4 Konstanten 7, s, o, o dieser Gleichungen werden als Koordinaten
der Geraden tm Raume zu bezeichnen sein; es ist leicht festzustellen,
wie sie mit den frither (S. 321f.) benutzten, nach dem GraBmannschen
Prinzip aus zwei Punkten der Geraden hergeleiteten Bestimmungs-
stiicken X : Y : --- : N zusammenhingen. Nun betrachtet Pliicker zu-
nichst eine Gleichung f(r, s, 0, 6) = 0 zwischen den vier Koordinaten;
sie scheidet aus den simtlichen vierfach unendlich vielen Geraden drei-
fach unendlich viele aus, deren Inbegriff er einen Linienkomplex nennt;
den einfachsten Fall eines solchen, den linearen Komplex, haben wir
bereits frither besprochen (S. 371f.). Zwei Gleichungen f(r, s, 0, 6) =0,
g(r,s,0,0) =0 bestimmen eine Linienkongruenz, wofiir manche auch
Strahlensystem sagen; das erste Wort soll besagen, daB3 es sich um die
Geraden handelt, in denen die beiden Komplexe f =0, g =0 iiber-
einstimmen. Endlich wird durch 3 Gleichungen f = g = b = 0 derselben
Art eine einfach unendliche Schar von Geraden bestimmt, die eine ge-
wisse Fliche iiberdecken, eine Linien- oder Regelfliche.

Klein, Elementarmathematik II. 5
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Diese Darstellung hat Pliicker in seinem Werke: ,,Neue Geometrie
des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raum-
element'‘t) von 1868/69 gegeben; er starb, als die Drucklegung des ersten
Teiles dieses Werkes fast beendet war, und ich durfte mir als sein
damaliger Assistent die Sporen mit der Herausgabe des zweiten Teiles
verdienen.

Das allgemeine Pliickersche Prinzip, irgendwelche Gebilde als Raum-
elemente, ihre Konstanten als Koordinaten zu verwenden, hat auch
weiterhin zu interessanten Entwicklungen AnlaB8 gegeben. So hat der
hervorragende norwegische Mathematiker Sophus Lie, der lange in Leipzig
gewirkt hat, mit seiner Kugelgeometrie groen Erfolg gehabt. Hier wird
die Kugel als Raumelement benutzt, die wie die Gerade von 4 Para-
metern abhidngt. Ich erwdhne ferner noch aus spiterer Zeit Studys
,,Geometrie der Dynamen''?), wo an den uns bereits geliufigen Begriff
der Dyname eine ganze Reihe hierher gehoriger interessanter Unter-
suchungen gekniipft werden.

C. Uber diese im vorigen behandelte ,,neuere Geometrie*, die im
Grunde doch auf der Hervorhebung der unbegrenzten Geraden und der
unbegrenzten Ebene als Raumelement beruht, hinaus geht die von Grag-
mann 1844 eingeleitete Entwicklung, die den begrenzien Linien-
teil, Ebenenteil, Raumteil voranstellt und ihnen Komponenten nach dem
, Determinantenprinzip'* beilegt; wir haben ja ausfithrlich davon ge-
sprochen. Das Schéne daran ist, daB so den Bediirfnissen der
Mechanik und Physik in ungleich wirksamerer Weise entsprochen
wird, als es z. B. durch die Liniengeometrie und das Prinzip der
Dualitit geschieht.

Natiirlich sind diese verschiedenen Richtungen keineswegs so scharf
voneinander getrennt, wie ich das hier der besseren Ubersicht halber
darstelle. In der Tat verhilt es sich nur so, daB Pliicker mehr auf die
unbegrenzte Gerade, GraBmann mehr auf den Linienteil Gewicht legte,
wihrend bei jedem auch gelegentlich das andere Gebilde vorkommt.
Namentlich Study konnte eigentlich ebenso wie in der vorigen Rubrik
auch in dieser angefiithrt werden.

Nun habe ich aber zu betonen, daB sich GraBmann keineswegs auf
unmittelbar anwendbare Dinge beschrinkt hat, vielmehr frei schaffend
weit dariiber hinausgegangen ist. Das wichtigste ist, da er allgemein
n Punktkoordinaten x,, %,, . . ., %, statt dreier x, y, z einfithrte und so
zur Geometrie des Raumes R,, von n Dimensionen aufstieg, deren eigent-
licher Schopfer er ist, Nach seinem allgemeinen Prinzip betrachtet er
in einem solchen héheren Raume die Matrizen aus den Koordinaten
von 2, 3,...,7 -+ 1 Punkten, deren Unterdeterminanten ihm dann eine
ganze Reihe fundamentaler, dem Linienteil und Ebenenteil entsprechen-

1) Abt.1.2. Leipzig 1868 u. 1869. %) Leipzig 1903.
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der Grundgebilde des R, liefern. Ich erwihnte schon, daB GraBmann
die so entstehende abstrakte Disziplin als Ausdehnungslehre bezeichnete.

Diese Auffassung des R, hat in neuerer Zeit eine Erweiterung dahin
erfahren, daB man wunendlich viele Koordinaten x,, x,, %5, ... in infin.
in Betracht zieht und demgemiB vom wnendlich-dimensionalen Rawume
Ro spricht, DaB solche Betrachtungen einen Sinn haben, erkennen Sie,
wenn Sie etwa an das Operieren mit Potenzreihen denken: Eine Potenz-
reihe ist festgelegt durch den Inbegriff ihrer unendlich vielen Koeffizien-
ten und kann insofern durch einen Punkt im R. gedeutet werden.

Das Merkwiirdige und heute bei den Mathematikern allgemein An-
erkannte ist dabei nur, daB eine solche geometrische Sprechweise bei »
und sogar bei unendlich vielen Variablen einen wirklichen Nutzen ge-
wihrt; die Uberlegungen werden dadurch viel lebendiger, als wenn
man bei abstrakt analytischen Ausdriicken bleibt, und man eignet sich
bald eine solche Gewandtheit im Gebrauche der neuen geometrischen Vor-
stellungen an, als ob man in R, oder R., zu Hause wire. Was freilich
in Wahrheit hinter dieser Erscheinung steckt, ob dabei gar eine
natiirliche Veranlagung des Menschen zutage tritt, die nur durch die
Begrenztheit unserer Erfahrung fiir gew6hnlich allein in 2 und 3
Dimensionen ausgebildet wird, das mégen die Psychologen und Philo-
sophen entscheiden!

Wenn ich Sie hier aber auch tiber die Rolle der Mathematik in der
allgemeinen Kultur orientieren soll, so muB ich noch mit einem Worte
die Wendung beriihren, die diese mehrdimensionale Geometrie 1873
durch den Leipziger Astronomen Zillner erhielt. Hier liegt einer der
seltenen Fille vor, daB eine mathematische Sprechweise ins allgemeine
BewuBtsein iiberging — Redensarten mit der ,,vierten Dimension‘ ge-
braucht ja heutzutage jeder Mensch. Diese Popularisierung der ,vierten
Dimension'* ging von Versuchen aus, die der Spiritist Slate Zollner
vormachte. Slate gab sich als ein Medium aus, das in direktem
Verkehr mit den Geistern stiinde, und seine Vorfithrungen bestanden
unter anderem darin, daB er Gegenstinde verschwinden und wieder
auftauchen lieB. Zollner glaubte an diese Experimente und stellte zu
ihrer Erklirung eine physikalisch-metaphysische Theorie auf, die
Verbreitung erlangt hat: Fiir das wirkliche physikalische Geschehen soll
ein vier- oder mehrdimensionaler Raum in Betracht kommen, von dem
wir kraft unserer Veranlagung aber nur einen dreidimensionalen Aus-
schnitt x, = 0 wahrnehmen konnen; ein besonders veranlagtes Medium,
das etwa mit auBerhalb dieses unseres Raumes lebenden Wesen in Ver-
bindung steht, kann beliebig Gegenstinde aus ihm entfernen, die uns
dann unsichtbar werden, oder sie wieder zuriickbringen. Man macht
sich diese Verhiltnisse gern am Bilde von Wesen klar, die an eine zwei-
dimensionale Fliche gebunden sind und nur innerhalb dieser ihre Wahr-
nehmungen machen kénnen; man denke z. B. an die Lebensweise ge-

5*
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wisser Tiere, etwa der Milben. Nimmt man aus der Fliche, in der diese
Wesen leben, einen Gegenstand fort, so scheint er fiir sie (so denkt man
sich die Sache) ginzlich zu verschwinden, und ganz analog stellt sich
Zollner Slates Experimente vor. Man hat sich vielfach die Existenz
dieser zweidimensionalen Wesen niher ausgemalt; besonders amiisant
ist das in einer anonym erschienenen englischen Schrift , Flatland ‘1)
geschehen. Da schildert der Autor ganz genau das Aussehen einer zwei-
dimensionalen Welt; die einzelnen Wesen unterscheiden sich durch ihre
geometrische Gestalt, die um so verwickelter ist, je hoher organisiert
sie sind. Regulire Polygone sind die hochsten Wesen; die Frauen, von
denen der Autor eine sehr geringe Meinung hat, haben einfach die Ge-
stalt eines Striches, und so geht das weiter.

Ich brauche hier wohl nicht ausdriicklich auszufiihren, daf die
mathematisch aufgefaBte mehrdimensionale Geometrie mit Zollners
metaphysischen Betrachtungen nichts zu schaffen hat; die Mathematik
erweist sich hier, um ein modernes Wort zu gebrauchen, als retn norma-
tive Wissenschaft, welche die formal moglichen Verkniipfungen der
Dinge betrachtet und ganz unabhingig von naturwissenschaftlichen
oder metaphysischen Tatsachen besteht.

Nach diesem Exkurs mochte ich nun noch etwas niher auf die
hoéheren Gebilde eingehen, die sich als Erzeugnisse der Grafmannschen
Elementargebilde — insbesondere der Vektoren — den im vorangehenden
aufgefiihrten Erzeugnissen von Punkten, Ebenen usw. an die Seite stellen
lassen. Wir kommen hier zu der weiteren Ausgestaltung der eigentlichen
Vektoranalysis, die namentlich durch Hamilton ja eines der wertvollsten
Instrumente der Mechanik und Physik geworden ist; ich lege Thnen
Hamiltons ins Deutsche iibertragene ,,Elemente der Quaternionen'* 2) sowie
die bereits frither (S.57) erwihnte ,,Vector Analysis'‘3) des gleichfalls
sehr verdienten Amerikaners J. W. Gibbs vor.

Der neue Gedanke, der hier namentlich zu den uns schon bekannten
Begriffsbildungen von Vektor und Skalar hinzukommt, ist der, diese
GriPen an die Punkie des Raumes anzukniipfen: Man ordnet jedem
Raumpunkte (x,y, z) einen bestimmten Skalar zu:

S = f (x 'Y Z)
und spricht dann von einem Skalarfeld; andererseits heftet man jedem
Raumpunkte einen bestimmten Vektor an:
X=¢ky 2, Y=vykyz, Z=2v,72)

und nennt die Gesamtheit dieser Vektoren Veklorfeld.

1) A romance of many dimensions. By a Square. London 1884. Der Autor
verfolgt hier im Grunde den Zweck, die Moglichkeit einer mehrdimensionalen
Geometrie begreiflich zu machen.

2) Deutsch von P. Glan. 2 Bde. Leipzig 1882/84.
3) Ed. by E. B. Wilson. New York 1901.
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Hierdurch sind zwei der wichtigsten geometrischen Begriffe be-
zeichnet, die man in der modernen Physik {iberall benutzt; es geniigt
wohl, wenn ich durch ganz wenige Stichproben an ihre gro8e Verbreitung
erinnere: Die Dichte einer Massenverteilung, die Temperatur, die poten-
tielle Energie eines kontinuierlich ausgedehnten Systems, immer als
Funktion des Ortes aufgefaBt, sind Beispiele von Skalarfeldern. Das
Kraftfeld, in dem an jedem Punkte eine bestimmte Kraft angreift, ist
das typische Beispiel eines Vektorfeldes. Weitere Beispiele sind in der
Elastizititslehre das Feld der Verschiebungen eines deformierten Korpers,
wenn man jedem Punkte die Strecke seiner Verschiebung zugeordnet
denkt, dhnlich in der Hydrodynamik das Geschwindigkeitsfeld, endlich
in der Elektrodynamik das elektrische und magnetische Feld, in dem
jedem Punkte ein bestimmter elektrischer und ein magnetischer Vektor
zugeordnet ist. Da man fiir jeden Punkt den Vektor der magnetischen
Feldstirke, welcher axialer Natur ist, mit dem polaren Vektor der elek-
trischen Feldstirke zu einer Schraube zusammenfassen kann, 1i8t sich
das elektromagnetische Feld auch als das Beispiel eines Schrauben-
feldes deuten.

Hamilton hat nun gezeigt, wie man diese Felder in einfachster
Weise den Methoden der Differential- und Integralrechnung zuginglich
machen kann.

Dabei ist die eine zugrunde liegende Bemerkung die, daB die
Differentiale:

dx, dy, dz,

deren Verhiltnisse eine Fortschreitungsrichtung durch einen Raum-
punkt bestimmen, einen freien Vektor darstellen, d. h. daB sie sich bei
Koordinatentransformationen wie freie Vektorkomponenten verhalten. Das
folgt leicht daraus, daB sie durch Grenziibergang aus den Koordinaten
einer kleinen, durch den Punkt x,y,z gehenden Strecke entstehen.

Wichtiger, aber auch schwerer aufzufassen, ist die zweite Be-
0 0 0
0x’ 0y’ 0z
den Charakter von freien Vektorkomponenten haben, d.h. daB beim Ubergang
zu einem neuen rechtwinkligen Koordinatensystem «’, ', z’ die neuen

] d J .o
Symbole ox by oF sich aus den alten ergeben wie die trans-

merkung, dap auch die Symbole der partiellen Differentiation

formierten Koordinaten eines Vektors (und zwar eines polaren
Vektors).

Das wird sofort deutlich, wenn wir die betreffende Rechnung fiir
eine Drehung des Koordinatensystems:
¥=ax+ by+ ¢z
(1) Y = ayx + byy + cyz
7 =a,x + byy + cy2
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wirklich durchfiihren. Diese Drehungsformeln sind, wie wir frither
ausfithrlich darlegten (S. 44), dadurch charakterisiert, daB ihre Auf-
16sung einfach durch Vertauschung von Zeilen und Kolonnen des
Koeffizientensystems erhalten wird:
=%+ apy + a7
@ y =%+ by + b7
2= % + ¢V + ¢37 .
Haben wir nun irgendeine Funktion von x,vy,z, so konnen wir sie
mittels (2) auch als Funktion von %', ', 2’ darstellen, und nach den be-
kannten Regeln partieller Differentiation wird:
L " 0 6y 0 oz
éx oxox ' Oy 6x’+0—zﬁ’
0 8 dx n 0 dy 0 9z
0y 0xdy ' dydy ' dz0y’
0 0 0x 0 0y 6 0z
97 " ex 9/ ay a7 T ar
Die Ableitungen von «x, ¥, z nach %', ¥, 2’ kann man sofort aus (2) ent-
nehmen und erhilt:

0 0 0 0
o = o Ty T g,
0 0 0 0
6y’=a26x +b26y + ‘252

) ] 0 d

;97=as§‘+bsg§+ S35,
und der Vergleich mit (1) ergibt in der Tat Ubereinstimmung mit den
Transformationsformeln der Punktkoordinaten, also auch der Vektor-
komponenten.

Eine wesentlich einfachere Rechnung wiirde ebenso zeigen, daBl bei

Verschiebung des Koordinatensystems die 3 Symbole % , ;—, ; sich
y' 0z

tiberhaupt nicht indern, daB sie bei Inversion aber das Vorzeichen
wechseln, womit die Behauptung bewiesen ist. Freilich haben wir dabei
MaBstabinderungen nicht beriicksichtigt, d. h. auf die Dimension keine
Riicksicht genommen; tun wir das noch, so ergibt sich, daB unsere
Symbole die Dimension —1 haben, da die Differentiale der Koordinaten
im Nenner auftreten. ( o &

L) 3 . 0 .
Mit diesem Hamiltonschen Vektorsymbol L -67’ —a—z) wollen wir

nun die Operatienen vornehmen, die wir frither mit Vektoren vor-
genommen haben. Ich schicke die Bemerkung voraus, daB man das

0
Resultat der Anwendung der Operation P auf eine Funktion f(x, v, 2),
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0 0
also é, symbolisch als Produkt von o und f bezeichnen kann, da die

formalen Gesetze der Multiplikation, soweit sie fiir das Folgende in Be-

a(f+g 9of ag)
dx

tracht kommen, insbesondere die Distributivitit ( = ox 4 o

fiir diese Zusammensetzung gelten.

Es sei nun ein Skalarfeid S = f(x, y, 2) gegeben, und wir wollen im
soeben festgelegten Sinne diesen Skalar mit den Komponenten des
Hamiltonschen Vektorsymbols multiplizieren, d.h. wir bilden den Vektor:

of of of

ax’ Gy’ 9z

Wir haben frither gesehen (S. 52), daB3 das Produkt eines Skalars in einem
Vektor wiederum ein Vektor ist, und da beim Beweise dieses Satzes nur
solche Eigenschaften der Multiplikation heranzuziehen sind, die bei
unserer symbolischen Multiplikation auch bestehen, folgt, da} jene 3
partiellen Ableitungen des Skalarfeldes einen Vektor definieren, der moch
vom Punkt x,y,z abhingt, also ein Vektorfeld; dieses Vektorfeld hingt
mit dem Skalarfeld in einer vom speziell gewdihlten Koordinatensystem
unabhingigen Weise zusammen. Man nennt dieses Vektorfeld, noch mit
negativem Zeichen versehen, mit einem aus der Meteorologie stammen-
den Worte den Gradienten des Skalarfeldes. So finden Sie z. B. in den
bekannten Wetterkarten der Zeitungen als Skalarfeld S den Luftdruck
an jedem Orte dargestellt, indem die Kurven S = Konst. ausgezogen und
die zugehérigen Werte von S angeschrieben sind ; der Gradient gibt dann
die Richtung der schnellsten Abnahme des Luftdruckes an und zeigt
stets normal zu jenen Niveaukurven.

Aus 3 Vektorkomponenten X, Y, Z kann man nun stets (vgl. S. 52)
einen Skalar X2 4+ Y2 4 Z2 bilden; danach erhalten wir hier aus den
Gradienten eines Skalars etn neues Skalarfeld:

)+ (o) + ()

das mit jenem und daher auch mit dem urspriinglichen Skalarfelde in
einer vom Koordinatensystem unabhingigen Weise zusammenhingen
muB. Dieser Skalar ist bekanntlich gleich dem Quadrat der Linge des
Gradienten oder, wie man sagt, gleich dem Quadrat des Gefdilles des
Skalarfeldes f.

Unter Anwendung desselben Satzes wollen wir weiter aus dem
o 0 . . .
3%’ 0y’ 9z selbst einen symbolischen Skalar bilden,
indem wir jede Komponente symbolisch mit sich selbst multiplizieren,

d. h. die durch sie bezeichnete Operation zweimal anwenden. Das gibt
dann die Operation: o2 o o2

Vektorsymbol
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die also skalaren Charakter hat, d.h. bei Koordinatentransformationen
invariant bleibt. , Multiplizieren** wir dieses skalare Symbol mit einem
Skalarfeld f, so ergibt sich notwendig wieder ein Skalarfeld:

&f of o

P R IR
das mit jenem ersten in einer vom Koordinatensystem unabhingigen
Weise zusammenhingt. Denkt man sich im Feld eine Fliissigkeit
stromen, deren Dichte anfinglich gleich 1 ist und deren Geschwindig-
keit an jedem Orte durch den Gradienten von f gegeben sein soll, so
nimmt an jeder Stelle im ersten Zeitmoment 4¢ die Dichte der Fliissig-
keit um einen Betrag zu, der gleich jenem Skalar multipliziert mit 4z

02 2 o2
:}s;)tn ;\{an nennt daher —(Z_x/z + z—yfz + 6%4) die Divergenz des Gradienten

Man bezeichnete frither nach einer von Lamé herrithrenden Aus-

drucksweise ein Skalarfeld S = f(x,y,2) auch wohl als eine Punkt-
funktion (fonction du point) und nannte dann das erste damit verbundene

3/)2 3/)2 (0 /)2 . ,
Skalarfeld (a + (—y + Er den ersten Differentialparameter, das
02f  o02f  o2f

zweite o + Fpe + ) den zweiten Differentialparameter. R

Wir wollen nun in dhnlicher Weise unser Vektorsymbol %’ 3y’ 0z

mit einem gegebenen (polaren) Vektorfelde:
X=<p(x,y,z), Y‘—‘X(x:)’:z): Z:w(x,y,z)
kombinieren, und zwar mit Hilfe der beiden Arten von Multiplikation

zweier Vektoren, die wir kennengelernt haben:
a) Durch innere Multiplikation entsteht ein Skalar, der hier bei der

d
bereits geldufigen Deutung der symbolischen Multiplikation mit x

heiBen wird: 0X 0Y  0Z
2w Tan e,
x y Gz

Er ist natiirlich wiederum von %, v, z abhingig, stellt also ein skalares
Feld dar, das mit dem gegebenen Vektorfelde in einer vom Koordinaten-
system unabhingigen Beziehung steht; es heiflt in dem vorhin definierten
Sinne seine Divergenz.

b) Die dupBere Multiplikation liefert die Matrix:

o & @
dx dy 0z,
X v zZ

deren drei Determinanten zu lesen sind als:
0z _9Y 0X oz oY X
dy 9z’ 0z 0x’ ox dy
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Sie definieren nach dem Fritheren eine Plangrife oder einen axialen
Vektor bzw. ein axiales Vektorfeld, und der Zusammenhang der beiden
Vektorfelder ist wieder unabhingig von der Wahl des Koordinaten-
systems. Nach Maxwell nennt man dieses Vektorfeld den Curl des ge-
gebenen, wofiir man in Deutschland wohl auch das auf die gleiche
germanische Wurzel zuriickgehende deutsche Wort Quirl gebraucht;
gelegentlich sagt man dafiir wohl auch Rofor oder Rotation.

So haben wir jetzt durch systematische geometrische Untersuchung
alle die GroBen erhalten, die der Physiker bei seinen Untersuchungen
der verschiedensten Vektorfelder stets zur Hand haben muB. Es ist
reine Geometrie, was wir hier treiben. Das muB3 ich um so mehr betonen,
als man diese Dinge vielfach als zur Physik gehorig ansieht und sie
demgemiB in den physikalischen statt in den geometrischen Biichern
und Vorlesungen behandelt. Das ist aber sachlich durchaus unbegriindet
und nur als ein Residuum der historischen Entwicklung zu verstehen;
denn die Physik muBte sich hier seinerzeit erst das Riistzeug schaffen,
das sie notwendig brauchte und in der Mathematik nicht fertig vorfand.

Es waltet hier dasselbe M1iBverhilinis ob, auf das ich Sie schon
im vorigen Semester auf dem Gebiete der Analysis mehrfach aufmerk-
sam machen mufite. Die Physik hat im Laufe der Zeit allerlei mathe-
matische Bediirfnisse entwickelt und dadurch der mathematischen
Wissenschaft vielfach duBerst wertvolle Anregungen gegeben. Der
mathematische Unterricht aber, wie er besonders auf Schulen noch
meist erteilt wird, beriicksichtigt diese Anderungen nicht er geht in
den alten seit Jahrhunderten eingefahrenen Gleisen weiter fort und
iiberlaBt es der Physik, sich ihre Hilfsmittel mithsam selbst zurecht-
zumachen, obwohl ihm deren mathematische Verarbeitung einen
viel geeigneteren Stoff abgeben wiirde als die herkommlichen Gegen-
stinde. Sie sehen, meine Herren, auch im geistigen Leben gibt es ein
Trigheitsgesetz; alles geht auf seiner alten Bahn geradlinig weiter, und
jeder Anderung, jedem Ubergang auf neue moderne Wege wird ein
groBer Widerstand entgegengesetzt.

Ich verlasse damit den ersten Hauptteil, der uns die verschiedensten
Arten geometrischer Gebilde, die Objekte der Geometrie, kennen gelehrt
hatte. Nunmehr soll uns eine besondere Methode beschiftigen, die fir
die genauere Erforschung dieser Gebilde von groBter Bedeutung ist.



Zweiter Teil

Die geometrischen Transformationen.

Es ist eines der wichtigsten Kapitel der wissenschaftlichen Geo-
metrie, das wir jetzt beginnen. In seinen Grundideen und seinen ein-
facheren Teilen liefert es aber — und darauf méchte ich in dieser Vor-
lesung besonders hinweisen — auch fiir den Schulunterricht sehr an-
regendes Material; sind doch die geometrischen Transformationen
schlieBlich nichts als eine Veraligemeinerung des einfachen Funktions-
begriffes, den unsere modernen Reformtendenzen durchaus in den
Mittelpunkt des mathematischen Unterrichts stellen wollen.

Ich beginne mit der Behandlung der Punkttransformationen, welche
die einfachste Klasse der geometrischen Transformationen ausmachen. Sie
lassen den Punkt als Raumelement bestehen, d. h. sie ordnen jedem
Punkte wieder einen Punkt zu — gegeniiber solchen Transformationen,
die den Punkt in andere Raumelemente, wie Gerade, Ebenen, Kugeln
u. dgl. iiberfithren. Ich stelle auch hier wieder die analytische Behandlung
voran, da sie jeweils den genauesten Ausdruck der Tatsachen gestattet.

Das analytische Abbild einer Punkttransformation ist das, was die
Analysis Einfiihrung neuer Verinderlicher x', y', 2’ nennt, die als Funk-
tionen der alten Variablen %, y, z gegeben sind:

*/Z‘P(x» Y, z)
Y =17y, 2
Z=yx,v,2).

Ein solches Gleichungssystem kann man freilich in der Geometrie auf
zweierlei Arten, ich mochte sagen aktiv und passiv, interpretieren:
Passiv stellt es eine Anderung des Koordinatensystems dar, d.h. dem
Punkte mit den Koordinaten x,y, z werden die neuen Koordinaten
%', y', 2’ zugeschrieben. Von dieser Deutung haben wir bisher stets bei
dem Studium der Anderungen des rechtwinkligen Koordinatensystems
Gebrauch gemacht; fiir allgemeine Funktionen ¢, g, ¥ ist natiirlich in
jenen Formeln dariiber hinaus auch der Ubergang zu ganz andersartigen
Koordinatensystemen, wie z. B. Dreieckskoordinaten, Polarkoordinaten,
elliptischen Koordinaten u. dgl. einbegriffen. Demgegendiber hilt die
aktive Auffassung das Koordinatensystem fest und gestaliet den Raum
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um: Jedem Punkte x, vy, z wird der Punkt #’,y’, 2" zugeordnet, und da-
mit ist tatsichlich eine Transformation der Raumpunkie gegeben; diese
Deutung ist es, mit der wir uns im folgenden beschiftigen wollen.
Die ersten Beispiele von Punkttransformationen werden wir diesen
Erérterungen gemil natiirlich erhalten, indem wir die Formeln her-
nehmen, die uns frither (S. 43f.) — passiv aufgefaBt — eine Verschie-
bung, Drehung, Spiegelung, MafBstabinderung des rechtwinkligen Ko-
ordinatensystems darstellten, und sie nun aktiv deuten. Man
iiberzeugt sich ganz leicht, daB die ersten beiden jener Formelgruppen
eine Verschiebung des Raumes — als starres Gebilde aufgefaBt — bzw.
eine Drehung wm O gegen das festgehaltene Koordinatensystem dar-
stellen; die dritte Gruppe gibt eine Inversion der
Raumpunkte am Nullpunkt O [jedem Punkt %, v, z
wird der symmetrisch zu O gelegene —x, —y, —z
zugeordnet (vgl. Abb. 49)], die letzte endlich
stellt eine sogenannte Ahnlichkeitstransformation i
des Raumes vom Nullpunkt O aus dar. Abb. 49.
Unsere eigentlichen Untersuchungen beginnen
wir nunmehr mit einer besonders einfachen Gruppe von Punkttrans-
formationen, welche die genannten Transformationen sidmtlich als
Unterfille umfaBt, mit derjenigen der affinen Transformationen.

P

I. Affine Transformationen.

Eine affine Transformation ist analytisch dadurch definiert, daB
%', y', 2’ beliebige ganze lineare Funktionen von x,y, z sind:

¥ =ayx+byy+cz+d,
(1) Y =ayx+ by + 2+ d,
2 =ayx + byy + cgz + ds.

Der Name, der iibrigens auf Mdbius bzw. Euler zuriickgeht, soll be-
sagen, daB bei einer solchen Transformation unendlich fernen Punkten
stets wieder unendlich ferne entsprechen, also gewissermalen die ,,Enden‘*
des Raumes erhalten bleiben; in der Tat ergeben die Formeln sofort, daB
%', y’, 2’ gleichzeitig mit #, v, z unendlich werden. Das ist ein Gegensatz
zu den spiter zu behandelnden allgemeinen projektiven Transforma-
tionen, bei denen %', ¥, z’ gebrochene lineare Funktionen von %, y, z
werden und demgemifl gewisse im Endlichen gelegenen Punkte ins Un-
endlichweite transformiert werden. In der Physik spielen diese affinen
Transformationen unter dem Namen homogene Deformationen eine groBe
Rolle; das Wort ,,homogen‘* bringt hier (im Gegensatz zu heterogen) die
Unabhingigkeit der Koeffizienten von der betrachteten Raumstelle zum
Ausdruck, das Wort ,,Deformation’’ erinnert daran, daB im allgemeinen
die Gesstalt eines jeden Korpers durch die Transformation gedndert wird.
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Die Transformation (1) kann man offenbar zusammensetzen aus je
einer Verschiebung des Raumes um die GréBen d,, d,, d, parallel zu den
3 Koordinatenrichtungen und der keine konstanten Terme mehr ent-
haltenden homogenen linearen Transformation:

¥=a,x+by+cz
() Y =%+ by + cpz

7= azx + byy + ¢3z,
welche die Lage des Nullpunktes ungeindert 148t (zentroaffine Trans-
formation) und die etwas bequemer zu untersuchen ist. Wir beginnen
die Betrachtung dieses Typus (2)

1. mit der Frage, wie es mit der Auflosbarkeit des Gleichungs-
systems (2) steht. Wie die Determinantentheorie lehrt, kommt es dabei
wesentlich darauf an, ob die Determinante des Koeffizientensystems der
Transformation:

a4 b
(3) A=l|ay b, o
a; by ¢y

verschwindet oder nicht. Der erste Fall wird uns spiter noch besonders
beschiftigen; vorldufig nehmen wir A + 0 an. Dann ist (2) eindeutig los-
bar, und zwar in der Form :

x=apx + by + o7
4) y = a7 + by + c5d

z=ax + by + o7,
wobei af, ..., ¢; die durch 4 dividierte Unterdeterminanten von 4
selbst sind. Es entspricht also jedem Punkte x, y, z nicht nur einer,
sondern auch nur ein Punkt %', 9’, 2/, und der Ubergang von x',y', 2’
zu x, y, z ist wieder eine affine Transformation.

2. Wir kénnen nun fragen, wie sich die Raumgebilde bei diesen Affi-

nitdten verindern. Haben wir zunichst eine Ebene:

Ax+By+Cz+ D=0,
so ergibt sich, indem wir die Ausdriicke (4) fiir x, y, z eintragen, als
Gleichung des entsprechenden Gebildes:

A's"+ By +C2+ D' =0,

wo sich die A7, ..., D' in gewisser Weise aus den 4, ..., D und den
Transformationskoeffizienten zusammensetzen. In Hinblick auf Nr. 1
entsteht dabei jeder Punkt der zweiten Ebene aus einem passenden
Punkt der ersten; einer jeden Ebene entspricht also wieder eine Ebene.
Da eine Gerade der Schnitt zweier Ebenen ist, muf weiterhin notwendig
jeder Geraden auch wieder eine Gerade entsprechen; Transformationen
dieser letzteren Eigenschaft nennt Mobius Kollineationen, da sie die
,, Kollinearitit‘ dreier Punkte, d. h. die Eigenschaft, auf einer Geraden
zu liegen, erhalten. Die Affinitit ist also gewif eine Kollineation.
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Untersucht man ebenso eine Fldche 2. Grades:
Ax*+ 2Bxy + Cy2 4 --- =0,

so ergibt sich, wenn wir vermoge der Gleichungen (4) x, y, z durch
%', y', 2’ ersetzen, ebenfalls eine quadratische Gleichung, d. h. die Affi-
nitit fihrt jede Fliche zweiten Grades wieder in eine solche und ebenso
jede Fliche n-ter Ordnung wieder in eine n-ter Ordnung diber.

Es werden spiter die Flichen besonderes Interesse haben, die einer
Kugel entsprechen. Zunichst sind es nach dem vorigen Flichen 2. Gra-
des, da die Kugel eine spezielle Fliche dieser Art ist; da aber ferner alle
Punkte der Kugel im Endlichen liegen und daher keiner ins Unendliche
geworfen werden kann, miissen es notwendig ganz im Endlichen gelegene
Fliachen 2. Grades, das hei3t Ellipsoide sein.

3. Wir wollen nun zusehen, was aus einem freien Vektor mit den
Komponenten X =%, —x%,, Y =1y, —9y,, Z =12, —2, wird. Indem
wir fiir die Koordinaten der Punkte 1 und 2 die Transformations-
formeln (2) ansetzen, erhalten wir fiir die Komponenten X' = %] — #;,
Y' =9, —y;, Z' =2 — z;, der entsprechenden Strecke 1'2:

X =a, X +bY +c,Z
(5) Y = a,X +b,Y + ¢, Z
Z = a,X +b,Y + cyZ.

Diese neuen Komponenten hingen also nur von den X, Y, Z, nicht von
den Einzelwerten der Koordinaten x,, y,, z,; %5, ¥5, %5 ab, d. h. simtlichen
Strecken 1 2 mit den gleichen Komponenten X, Y, Z entsprechen Strek-
ken 1’2" mit den gleichen Komponenten X', Y’, Z’, oder mit anderen
Worten: Jedem freien Vektor entspricht bei der Affinitit wieder ein freier
Vektor. In dieser Aussage ist wesentlich mehr enthalten, als in der, daB
jeder Geraden eine Gerade

entspricht. Nehmen wir

namlich auf zwei parallelen —
Geraden gleiche und gleich- 7 —
gerichtete Abschnitte an, 7
so stellen diese denselben Z z

freien Vektor dar, also
miissen auch die ent- Abb. 30.

sprechenden Strecken einen

und denselben Vektor darstellen, d.h. parallel, unter sich gleichgerichtet
und gleich sein (vgl. Abb. 50). Jedem Systeme paralleler Geraden ent-
sprechen also wieder parallele Geraden, und gleichen Abschnitten auf thnen
entsprechen gleiche Abschnitte. Diese Eigenschaften sind recht merkwiirdig,
da — wie man sich leicht iiberzeugen kann — die absolute Linge einer
Strecke und die absolute GroBe des Winkels zweier Geraden durch affine
Transformation im allgemeinen geindert werden.
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4. Betrachten wir jetzt zwet ungleich lange Vekioren auf derselben
Geraden. Diese gehen bekanntlich durch Multiplikation mit einem Skalar
auseinander hervor; da X’, Y’, Z’ in den Formeln (5) homogene lineare
Funktionenvon X, Y, Z sind, unterscheiden sich auch die entsprechenden
Vektoren lediglich durch genau den gleichen Faktor, und das heit, daB
ihre Lingen sich verhalten wie die Lingen der ersten Vektoren. Wir
konnen das auch so aussprechen: Zwei in einer Affinitit einander ent-
sprechende Geraden sind ,,dhnlich’ aufeinander bezogen, d. h. entsprechende
Strecken der beiden Geraden haben fe dasselbe Verhiltnis.

5. Endlich wollen wir noch zwei entsprechende Tetraederinhalte
T=(1,2,3,4) und T'= (1, 2, 3’, 4") vergleichen.

Es ist:

o Vi 4 | tdy oz, axky+bayytcazy, dgt by, ez, 1‘
_ Xy ¥y % 1 _“1x2+b1y2+0122» Ag¥a+bgYstCoZp, Ag¥atbgyy+tcazy, 1
% ¥ B % tbiysteizs, agtst+byystcazs, agtsHbgysteazs, 1)

2 Vs 4 1 X tbyatczs, agxatbeyatCaza, agXytbgyatcazy, 1

oder nach Anwendung des bekannten Multiplikationstheorems der
Determinanten:

6T’

a by ¢ O |% yy 2z 1
a, by ¢, O |x Yy 2o 1
a; by ¢ O ) X3 V3 23 1 ;
0 0 0 1 | v z 1

6T =

der erste Faktor ist 4, der zweite 6 T, so daB wir haben:
T'=4-T.

Bet affinen Transformationen multiplizieren sich also alle Tetraeder-
inhalte und so dberhaupt alle Rauminhalte (als Summen von Tetraeder-
inhalten oder Grenzwerten solcher Summen) mit einem konstanten Fakior,
nimlich der Substitutionsdeterminante A.

Diese wenigen Sitze, die wir so aus der analytischen Definition der
Affinitit gewonnen haben, reichen nun hin, um uns eine durchaus an-
schauliche geometrische Vorstellung von dieser Transformation zu ver-
schaffen. Dabei hat sich ihre Ableitung einfacher gestaltet, als man sie
sonst vielfach zu geben pflegt, da wir in dem Vektorbegriff das zu ihrer
Darstellung richtige Hilfsmittel zur Hand hatten.

Das deutlichste geometrische Bild der affinen Transformation er-
halten wir, wenn wir von einer Kugel im Raum R der %, vy, z aus-
gehen; ihr wird, wie wir wissen, im Raume R’ der x', y’, 2’ ein Ellipsoid
entsprechen. Betrachten wir nun esn System paralleler Sehnen der Kugel,
so miissen diesen nach Nr. 3 auch parallele Sehnen des Ellipsotds ent-
sprechen (vgl. Abb, 51). Ferner miissen, da entsprechende Punktreihen
dhnlich sind (Nr. 4), den Halbierungspunkien der Kugelsehnen auch
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die Halbierungspunkte der Ellipsoidsehnen entsprechen, und da jene
auf einer Ebene liegen, miissen endlich wegen der Fundamentaleigen-
schaft Nr. 2 auch diese auf einer Ebene liegen, die eine Diametral-
ebene des Ellipsoids heiBt. Nun enthalten bekanntlich alle Diametral-
ebenen der Kugel deren Mittelpunkt M, der jede durch ihn gehende
Sehne (Kugeldurchmesser) halbiert; daher liegt der entsprechende
Punkt M’ (Mittelpunkt des Ellipsoids) in allen Diametralebenen und
halbiert jede durch ihn gehende Sehne (Durchmesser des Ellipsoids).

Es ist weiter von Wichtigkeit, zu sehen, was einem System von
3 aufeinander senkrechten Diametralebenen der Kugel entspricht. Ein sol-
ches hat offenbar die charakteri-
stische Eigenschaft, daB jede der 3
Ebenen die der Schnittgeraden der
beiden anderen parallelen Sehnen
halbiert. Diese Eigenschaft bleibt
bei der affinen Transformation er-
halten, und daher entspricht jedem
der unendlch vielen Tripel von Abb. 51.
aufeinander senkrechten Diametral-
ebenen der Kugel ein Tripel von Diametralebenen des Ellipsoids von der
Beschaffenheit, dap die der Schnittlinie irgend zweier der Ebenen parallelen
Sehnen von der dritten Ebene halbiert werden. Solche drei Ebenen heilen
Tripel konjugierter Diametralebenen, ihre drei Schnittlinien Tripel kon-
jugierter Durchmesser.

Nun besitzt — ich darf das hier wohl als bekannt voraussetzen — ein
Ellipsoid 3 sogenannte Hauptachsen, das ist ein Tripel konjugierier Durch~
messer, von denen jeder auf den beiden andern senkrecht steht. IThnen ent-
sprechen nach dem soeben Ausgefithrten vermoge unserer Affinitit in R
drei aufeinander senkrechte Durchmesser der Kugel. Wir nehmen nun der
Einfachheit halber an, dal die Mittelpunkte des Ellipsoids und der Kugel
Koordinatenanfangspunkte in R’ bzw. R sind und machen alsdann durch
geeignete Drehung die genannten beiden senkrechten Achsentripel zur
x'-,y'-, 2'- bzw. x-, y-, z-Achse in R’ bzw. R; dabei bleibt es der Willkiir
iiberlassen, ob wir uns den Raum oder das Koordinatensystem gedreht
denken. Jedenfalls werden beide Operationen durch lineare homogene
Koordinatensubstitutionen der friiher ausfiihrlich betrachteten speziellen
Art dargestellt, und da die Aufeinanderfolge mehrerer linearer homogener
Substitutionen stets wieder eine Substitution derselben Art ergibt, so
werden die Gleichungen unserer R in R’ iiberfithrenden Transformation
auch in den neuen Koordinaten wieder von der Form (2) sein:

RI

2 =ayx + byy +¢y2
Yy = a,x + byy + €32
2" = azx + by + ;2.
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Nun entspricht aber nach unserer Wahl des neuen Koordinatensystems
der x-Achse die x’-Achse, d. h. fiir y = z = 0 ist stets auchy’ =z’ = 0;
daraus folgt aber a, = a3 = 0, und ebenso folgt auch b, = b =¢, = ¢, = 0.
Jede Affinitit ist daher, abgesehen von passenden Drehungen, nichis als etne
sog. ,,retne Affinitit':

X =2ix
6) Yy =umy, wobei AZ0
I=vz

oder, wie die Physiker sagen, eine reine homogene Deformation (englisch:
pure strain). Den Inhalt dieser Gleichungen kann man offenbar
in einfachster Weise geometrisch interpretieren: Der Raum wird
parallel der x-Achse auf das A-fache ausgedehnt (bzw. komprimiert, wenn
{4|<1) und auPerdem noch gespiegelt, wenn A <0 und ebenso parallel
den anderen beiden Koordinatenrichtungen auf das p- bzw. v-fache; wir
konnen die reine Affinitit also kurz als gleschfdrmige Streckung des Rau-
‘mes nach drei zueinander senkrechien Richtungen bezeichnen und haben
damit ein geometrisches Bild, wie man es anschaulicher kaum verlangen
kann.

Wollen wir schiefwinklige Parallelkoordinaten zulassen, so gestalten
sich die Verhaltnisse noch einfacher. Wir nehmen im Raume R, ohne die
Lage des Nullpunktes zu dndern, irgendein beliebiges, recht- oder schief-
winkliges Achsensystem «, y, z an und benutzen im R’ die 3 diesen Achsen
vermdge der Affinitdt entsprechenden Geraden als Achsen eines — allge-
mein zu reden — schiefwinkligen Koordinatensystems x’, y’, z’. Nun sind
die Ubergangsformeln von rechtwinkligen zu schiefwinkligen Parallelkoor-
dinaten bei festem Nullpunkt bekanntlich lineare homogene Gleichungen
von der Form (2), und da die Zusammensetzung solcher Substitutionen
stets zu Substitutionen derselben Art fiithrt, miissen die Gleichungen der
Affinitit auch bei Verwendung der soeben festgelegten schiefwinkligen
Koordinaten die Gestalt (2) haben. Nach unserer Koordinatenbestim-
mung fithren sie aber die 3 Achsen von R in die von R’ iiber, und daher
konnen wir durch genaue Wiederholung der vorhin angestellten Uber-
legung schlieBen, daB die Gleichungen tatsichlich sich auf die zuletzt an-
gegebene Form (6) reduzieren. Verwenden wir also (schiefwinklige) Paral-
lelkoordinaten in bezug auf irgend zwei korrespondierende Achsentripel, so
haben die Gleichungen der Affinitit ohne weiteres diese einfache spezielle
Form (6).

Im Anschlu8 an unsere Erérterungen ergibt sich eine sehr schone
Losung der Aufgabe, einen Mechanismus zu finden, mit dessen Hilfe man
affin transformieren kann. Diese Aufgabe stellte ich im Wintersemester
1908/09 in einer Vorlesung iiber Mechanik. Die beste Losung, sowohl im
Hinblick auf den Grundgedanken als auch hinsichtlich der zweckm#Bigen
technischen Ausgestaltung des Mechanismus, brachte R. Remak. Das
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von Remak benutzte kinematische Grundelement ist eine sog. , Niirn-
berger Schere, d. i. eine Kette von gelenkig verbundenen Stiben,
die eine Reihe von einander dhnlichen Parallelogrammen bilden. Die
je zwei aufeinanderfolgenden dieser Parallelogramme gemeinsamen Eck-
punkte S,, S;, S,, ... durchlaufen dann bei allen Deformationen des
Gelenksystems dhnliche Punkireshen auf ihrer Verbindungsgeraden g,
der gemeinsamen Diagonale der Parallelogramme (vgl. Abb. 52). Bildet
man aus drei solcher Scheren ein Dreieck, indem man sie an irgend-
welchen der Eckpunkte S
gelenkig verbindet, so
wird sich das aus simt- 4___,
lichen Gelenkpunkten S
bestehende Punktsystem
bei jeder Verdanderung des
gesamten Gelenksystems
affin transformieren; man erkennt das unmittelbar (vgl. Abb. 53), in-
dem man die Diagonalgeraden zweier der Scheren zu Achsen eines
schiefwinkligen Koordinatensystems macht. Weitere Punkte, die gleich-
zeitig derselben affinen Transformation unterliegen, erhilt man, in-
dem man zwischen irgend zwei Gelenkpunkten des Dreiecks weitere
Scheren derselben Art einspannt und deren Gelenkpunkte S betrachtet
(in der Figur sind die Scheren durch ihre

Diagonalgeraden angedeutet). Nach diesem SN
Prinzip lassen sich die verschiedensten / }\\
ebenen und auch riumlichen Modelle affin f 4 R

verinderlicher Systeme aufbauen?). g / / \)’\

Ich will hier nicht weiter auf die Dis- /7 /7 /N
kussion aller Eigenschaften der Affinititen ¢ ¢ ¢ ¢ R
eingehen, sondern will Thnen lieber zeigen, / / [/ [/ N
wozu man diese Transformationen gebrau- Abb. 53.
chen kann.

Zunichst ein Beispiel dafiir, wie sie ein ausgezeichnetes Hilfsmittel
zur Ableitung neuer geometrischer Theoreme bilden; die oben erérterte af-
fine Umwandlung der Kugel in ein Ellipsoid gestattet nimlich, aus be-
kannten Eigenschaften der Kugel neue Sdtze siber das Ellipsoid zu gewinnen.
Konstruieten wir beispielsweise drei auf einander senkrechte Durch-
messer der Kugel und in ihren Endpunkten die 6 Tangentialebenen, so
entsteht ein der Kugel umgeschriebener Wiirfel vom Rauminhalt | = 843,
wenn 7 der Kugelradius ist. Unsere affine Transformation fiihrt jede
Tangentialebene der Kugel offenbar in eine Tangentialebene des Ellip-

--2»

1) Eine Reihe derartiger Modelle sind im Verlage der Firma Martin Schilling
in Leipzig erschienen. Vgl. F. Klein und Fr. Schilling, Modelle zur Darstellung
affiner Transformationen in der Ebene und im Raume. Zeitschrift fiir Mathematik
und Physik Bd. 58, S. 311. 1910.

Klein, Elementarmathematik II. 6
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soids iiber, und daher folgt mit Hilfe der besprochenen Sitze, daB
jenem Wiirfel des Raumes R im Raume R’ etn dem Ellipsoid wum-
schriebenes Parallelflach entspricht, dessen Seitenflichen an den End-
punkten dreier zueinander konjugierter Durchmesser beriihren und

‘A den zugehorigen Diametralebenen par-

R allel sind und dessen Kanten jenen

/ \ Durchmessern beziiglich parallel sind.
(In der Ebene gilt Entsprechendes fiir

\ / Kreis und Ellipse; vgl. Abb. 54.)
Diese SchluBweise 1Bt sich offenbar

sofort auch umkehren: Jedem dem
Ellipsoide  umschriebenen Parallel-
flach der bezeichneten Art entspricht
ein der Kugel umschriebener Wiirfel, da drei einander konjugierten
Durchmessern des Ellipsoids drei aufeinander senkrecht stehende Kugel-
durchmesser entsprechen. Nun wissen wir aber (S. 78), daB bei der
Affinitit jeder Rauminhalt sich mit der Substitutionsdeterminante 4
multipliziert, und daher gilt fiir den Inhalt eines jeden dem Ellipsoid
umschriebenen Parallelflachs jener Art:

J'=J - 4=8pr-A.

Diese Formel ist offenbar unabhingig davon, wie das Parallelflach
liegt; das Parallelflach hat mithin immer denselben konstanten Raum-
inhalt, gleichgiiltig zu welchem Tripel konjugierter Durchmesser es
gehort, Verwenden wir insbesondere das Hauptachsentripel, dessen
Geraden rechte Winkel miteinander bilden, so erhalten wir ein recht-
winkliges Parallelflach, dessen Inhalt offenbar 8 a b ¢ ist, wenn
2 a, 2 b, 2 ¢ die Lingen der Hauptachsen sind. Damit haben wir jenen
konstanten Rauminhalt bestimmt, und unser Theorem lautet also schlie3-
lich: Alle einem Ellipsoid umschriebenen Parallelflache, deren Seitenflichen
drei -inander konjugierten Diametralebenen parallel sind, haben ein und
denselben Rauminhalt J'= 8abc, wenn a,b,c die Lingen der halben
Hauptachsen sind. Um die Allgemeingiiltigkeit dieses Satzes fiir jedes Ellip-
soid zu zeigen, hat man noch zu iiberlegen, daB sich jedes beliebige Ellipsoid
aus einer Kugel durch affine Transformation erzeugenlaBt. Das ergibt sich
aber sogleich aus der Form (6) der Gleichungen der Affinitit; sie lassen
namlich erkennen, daB die Achsen des aus der Kugel entstehenden Ellip-
soides sich wie 4: u:» verhalten, wobei 4, u, » drei willkiirliche Zahlen sind.

Wenn ich mich auf dieses kleine Beispiel fiir die Anwendungen der
Affinititen in der theoretischen Geometrie beschrinke, so will ich nun
um so mehr betonen, daB die Affinititen auch in der Praxis die groBte
Bedeutung haben.

Was da zunichst das Bediirfnis des Physikers angeht, so ist zu er-
wihnen, daBB die affinen Transformationen in der Elastizititslehre, der

Abb. 54.
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Hydrodynamik, iberhaupt in jedem Zweige der Mechanik der Kontinua
eine grundlegende Rolle spielen. Ich brauche das wohl kaum niher zu
erliutern. Denn wer sich nur einmal mit diesen Disziplinen beschiftigt hat,
weill ja zur Geniige, dal man es da immer, sowie man die Betrachtung
auf hinreichend kleine Raumelemente beschrinkt, mit homogenen line-
aren Deformationen zu tun hat.

Ausfiihrlicher will ich hier lieber die Anwendung auf das richtige
Zeichnen behandeln, das ja der Physiker ebenso wie der Mathematiker
braucht. Soweit es sich da um Parallelprojektionen handelt, liegen nim-
Uch immer nur affine Transformationen des Raumes zugrunde. Auf diesem
Gebiete des richtigen Zeichnens wird nun leider ungemein viel gesiindigt;
Sie kénnen sowohl in mathematischen Biichern bei der Abbildung rium-
licher Konfigurationen als auch in
Physikbiichern bei der Darstellung
von Apparaten ganz unglaubliche

Fehler finden. Besonders hiufig trifft

man, um nur ein Beispiel zu nennen,

daB bei der Abbildung einer Kugel

der Aquator als Kreisbogenzweieck Abb. 55.

{vgl. Abb. 55 links) gezeichnet wird.

Natiirlich ist das durchaus verkehrt; denn in Wahrheit muB er sich, wie
wir sogleich sehen werden, stets als Ellipse darstellen.

Das Prinzip des geometrisch richtigen Zeichnens besteht nun darin,
daB die abzubildende Figur durch geradlinige Strahlen von einem Punkt
aus auf die Zeichenebene projiziert wird. Am einfachsten werden die
Verhiltnisse, wenn man sich jenen Zentralpunkt ins Unendliche hinaus-
geriickt denkt, d. h. die Abbildung durch ein paralleles Strahlenbiindel
vollzieht ; dies ist der Fall, der uns hier interessiert. Ubrigens betreten
wir mit diesen Erorterungen das Gebiet der darstellenden Geometrie.
Ich will sie hier keineswegs systematisch vortragen, sondern will
Thnen nur zeigen, wie sie sich in das
Gebiude der allgemeinen Geometrie ein-
ordnet. Daher werde ich auch auf die
Einzelheiten der Beweise nicht immer ein-
gehen konnen.

Beginnen wir damit, die Abbildung
einer ebenen Figur, d. h. die Projektion einer
Ebene E auf eine andere E' vermige eines
Payrallelstrahlenbiindels zu untersuchen. Wir
legen dazu den Koordinatenanfang O in die ¥
Schnittgerade von E und E’ (vgl. Abb. 56) Abb. 56.
und diex-Achse in ihre Richtung; diey-Achse
legen wir in E beliebig, z. B. senkrecht zur x-Achse, durch Q und be-
stimmen die y’-Achse als ihre durch die Strahlen des projizierenden

8*

£
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Parallelstrahlenbiindels auf E’ entstehende Projektion, so dal wir in E’
gegebenenfalls ein schiefwinkliges Parallelkoordinatensystem haben.
Dann stehen die Koordinaten zweier korrespondierender Punkte von E
und E’ in der Beziehung:

x'=x

y'=u-y,
wo u eine von der gegebenen Lage der Ebenen und des Parallelstrahlen-
biindels abhingige Konstante ist; es liegt also tatsdchlich eine affine Trans-
formation vor. Der Beweis dieser Gleichungen ist so einfach, daB ich mich
bei ihm kaum aufzuhalten brauche. Ubrigens sind diese Gleichungen
gegeniiber der allgemeinen Form (6) der Affinititsgleichungen insofern
spezialisiert, als A =1, also %’ gleich x ist. Das liegt natiirlich daran,
daB die x-Achse Schnittgerade von Original- und Bildebene ist, also
jeder Punkt auf ihr mit seinem Bilde zusammenfillt. Alle wesentlichen
Eigenschaften unserer Abbildung erhalten wir sofort, wenn wir die
frither fiir den Raum abgeleiteten Sitze fiir die Ebene spezialisieren; so
entspricht z. B. jedem Kreis in E eine Ellipse in E’ usw.

Es liegt nun nahe, die umgekehrte Frage aufzuwerfen: Kann man
irgend zwei in gegebener Weise affin aufeinander bezogene Ebenen E, E' in
solche Lage zuetnander bringen, dap die eine durch Parallelprojektion aus der
anderen entsteht? Um das zu entscheiden, gehen wir von einem beliebigen
Kreise in £ und der entsprechenden Ellipse in E’ aus (wir konnten statt
dessen auch zwei beliebige entsprechende Ellipsen verwenden). Es ent-
spricht dann dem Kreismittelpunkt M der Ellipsenmittelpunkt M" (vgl.
Abb. §7). Wir legen nun den Kreis von E in die Ebene E' mit dem Zentrum
nach M', so wird er die Ellipse entweder in 4 Punkten schneiden oder
keinen Punkt mit thr gemein
haben. Den Ubergangsfall
der Berithrung wollen wir
hier der Einfachheit halber
nicht ausdriicklich beriick-
sichtigen.

Im ersten Falle, den
die Abbildung zeigt, be-
trachten wir die beiden
Ellipsendurchmesser A4’4; und B’'Bj, die durch die 4 in E’ liegenden
Schnittpunkte hindurchgehen ; ihnen entsprechen vermoge unserer Affini-
tit zwei Kreisdurchmesser 44, und BB, in E, denen sie — so haben wir
sie ja konstruiert — obendrein noch gleich sind. Daher sind nach einer all-
gemeinen FEigenschaft der Affinititen (Nr. 4, S. 78) iberhaupt ent-
sprechende Strecken auf den Geraden 44, und A’A4/ bzw. BB, und B'B;
gleich. Legen wir nun die Ebene E so auf E’, da M nach M’ fillt und
eines dieser Geradenpaare, etwa 4A4, und A'A4], zusammenfallen, und

Abb. 57.
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drehen E um diese Gerade als Achse in den Raum hinaus, so haben wir
eine affine Transformation der beiden Ebenen, bei der jeder Punkt der
Schnittgeraden sich selbst entspricht. Man kann dann leicht zeigen — ich
fithre wiederum den Beweis nicht im einzelnen aus —, daB, gleich-
giiltig welchen Winkel die Ebenen bilden, die Verbindungslinien ent-
sprechender Punkte simtlich untereinander parallel sind, d.h. dag
sich die Affinitit der Ebenen in der Tat durch Parallelprojektion er-
zeugen lift.

Sthneidet aber unser Kreis die Ellipse nicht, d. h. ist sein Radius
kleiner als die kleine oder grofer als die groBe Halbachse der Ellipse, so
werden — in der Sprache der Analysis — jene beiden gemeinsamen
Durchmesser imagindr, und fiir den Zeichner sind sie iiberhaupt nicht
vorhanden; die ganze Konstruktion ist unméglich. Dann bleibt, wenn
man doch zu einer Herstellung durch Parallelprojektion gelangen will,
nichts iibrig, als eine Ahnlickkeitstransformation zu Hilfe zu nehmen und
den Kreis so weit zu vergréBern oder zu verkleinern, bis der vorige Fall
eintritt; solche Ahnlichkeitstransformationen verwendet man ja als
,,Umzeichnen des Bildes in einen anderen MaBstab‘ beim Entwerfen von
Bildern ohnehin stets. Wir gelangen so schlieB8lich zu dem Haupttheorem,
daf sich jede affine Verwanditschaft zweier Ebenen auf unendlich viele ver-
schiedene Weisen durch Kombination einer Ahmlichkeitstransformation
und einer Parallelprojektion herstellen lift.

Viel interessanter und wichtiger als diese Abbildung einer Ebene auf
eine andere ist das Problem der Abbildung des ganzen Raumes auf eine
Ebene durch Parallelprojektion, zu dem wir jetzt iibergehen; wir wollen
dabei, um Weitliufigkeiten zu vermeiden, von vornherein eine VergroBe-
rung oder Verkleinerung des Bildes durch Ahnlichkeitstransformation stets
mit zulassen. So entsteht das in der darstellenden Geometrie als 4 xono-
metrie bezeichnete Verfahren, das in der Praxis eine auBerordentlich be-
deutende Rolle spielt. Jede Photographie ist nahezu eine axonometrische
Abbildung, wenn der abgebildete Gegenstand nur hinreichend weit vom
Apparat entfernt war (genau genommen ist sie eine Zentralprojektion);
vor allem aber wird die genaue Axonometrie in den meisten Fillen be-
nutzt, wenn man rdumliche geometrische Figuren, physikalische Appa-
rate, Architekturteile u. dgl. abbilden will. Sehr interessante Beispiele
von allen méglichen solchen axonometrischen Darstellungen, die auch
fir den Unterricht unmittelbar brauchbar sind, finden Sie in dem
Leitfaden der Projektionslehre von C. H. Miiller und O. Pressler'); da
sehen Sie z. B., wie man eine Tangentenbussole, einen Trommelanker,
Kiristalle der verschiedensten Art oder, um noch Beispiele aus einem
ganz anderen Gebiet, der Biologie, anzufiihren, Zellgewebe, einen Bienen-
stock und vieles andere axonometrisch richtig zeichnet.

1) Ein Ubungsbuch der konstruierenden Stereometrie. Leipzig 1903.
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Lassen Sie mich nun sogleich den Satz angeben, der diese Axono-
metrie mit unsern vorhergehenden Erérterungen iiber Affinititen in Zu-
sammenhang bringt: Die Abbildung des Raumes vermitiels Parallel-
projektion und Ahnlichkeitstransformation (Axonometrie) auf eine Ebene
wird analytisch durch eine affine Transformation mit verschwin-
dender Determinante dargestellt:

¥ =a,x + by + ¢z a b o
(1) Y = ayx + b,y -+ c,z, wobei: A= a, b, ¢y =0.
2 =azx + byy + cg2 a; by ¢

Das ist also gerade der Ausnahmefall, dessen Behandlung wir uns noch
vorbehalten hatten. Sie sehen, wie wichtig diese ,,ausgearteten® Trans-
formationen sind, die man leider vielfach ungebiihrlich vernachlissigt.
Es gilt weiter auch die Umkehrung, daB jede solche Substitution mit
A = 0 eine axonometyische Abbildung ergibt. Dabei sollen allerdings nicht
etwa gar alle Koeffizienten der Substitution oder auch nur alle Unter-
determinanten zweiter Ordnung aus ihnen verschwinden ; denn dann wiir-
den sich noch weitere Ausartungen ergeben, die ich hier iibergehen darf,
da sie leicht nach dem folgenden Muster untersucht werden kénnen.

Uberzeugen wir uns, um den Beweis unserer Behauptung zu fiihren,
zunichst, daf tatsichlich alle durch (1) gelieferten Punkie x', y', 2’ (fiir
beliebige x,y, z) in einer Ebene liegen, d. h. daB es drei Zahlen &, %,, &,
gibt, so daB identisch in x, y, 2:

2 kot' + kyy + kg2’ =0 st
Diese Identitit ist ndmlich vermége (1) 4quivalent mit den 3 homogenen
linearen Gleichungen:

kia, + Ryay + kga, =0
(2) kyby + kyby + kyby =0

kyci+kycy+ kye3=0,
und diese bestimmen bekanntlich gerade dann die Verhiltnisse &, : &, : /g
eindeutig, wenn die Koeffizientendeterminante A verschwindet, ohne
daB alle 9 Unterdeterminanten Null sind. Daher liegen tatsédchlich alle
Bildpunkte %', ¥,z in der durch die Gleichungen (2') bestimmten
Ebene (2).

Wir wollen nun im Raume R’ ein neues rechtwinkliges Koordinaten-
system derart einfilhren, daB die Ebene (2) zur x’-y’-Ebene (2= 0)
wird. Dann muB jedem Punkte von R ein Punkt aus 2’ = 0 entsprechen,
und die Gleichungen unserer Affinitit haben daher in den neuen Koor-
dinaten notwendig die Form:

¥ = Ayx+ Byy + Cyz
) Y = Ayx + By + Cyz
Z=0.
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Hierbei sind die 6 Konstanten A,, . . ., Cy durchaus willkiirlich, da wegen
der speziellen Form der letzten Zeile die Substitutionsdeterminante
ohnehin verschwindet; nur diirfen deren 3 Unterdeterminanten nicht
samtlich verschwinden (d. h. es darf nicht 4,:B,:C;=4,:B,:C,
sein), da sonst die anfangs ausgeschlossene weitere Ausartung vorliegt.

Ich will nun den Beweis, dal die so analytisch definierten Abbil-
dungen des Raumes R auf die x’-y’-Ebene E’ geometrisch tatsichlich
mit den oben definierten axonometrischen Projektionen identisch sind,
in einzelnen Schritten darstellen, indem ich zugleich die Haupteigen-
schaften dieser Abbildung (3) &dhnlich wie frither (S. 75ff.) die der
Affinititen mit nichtverschwindender Determinante entwickele:

1. Zunichst ist klar, daBl jedem Punkte x, v, z des R eindeutig ein
Punkt %', in E’ entspricht. Geben wir umgekehrt einen Punkt s’, " in
E’, so besagen die Gleichungen (3), dal der entsprechende Punkt x,y, 2
in R auf 2 bestimmten Ebenenliegt, deren Koeffizienten unserer Annahme
nach nicht proportional sind und die daher eine im Endlichen gelegene
Schnittgerade haben; die samtlichen Punkte dieser Geraden miissen in
unserer Transformation dem gegebenen Punkte «’, y’ entsprechen. Variie-
ren wir nun %', ', so verschieben sich jene beiden Ebenen je parallel mit
sich selbst, da die Koeffizienten 4,, B,, C; bzw. 4,, B,, C, ungedndert
bleiben. Also bleibt auch ihre Schnittgerade sich selbst parallel, und wir
haben das Resultat, daf jedem Punkte von E’ die simtlichen Punkie je
einer von zweifach umendlich vielen Parallelgeraden tn R entsprechen.
Hierin ist der Zusammenhang unserer Abbildung mit der Parallelpro-
jektion des Raumes bereits angedeutet.

2. Genau wie unter Nr.3 (S. 77) bei der allgemeinen Affinitit
finden wir jetzt fiir die Komponenten der einem freien Vektor X, Y, Z
von R entsprechenden Strecke X', Y’ in E’ die Formeln:

X'=4,X+B,Y+C(CZ
(4) Y’ =4, +B, Y+ C,2Z

Z'=0.
Das besagt aber wiederum, daf jedem freien Vektor in R ein freier Vektor
X', Y’ der Bildebene E' entspricht, oder genauer: Verschiebt man eine
Strecke im Raume R irgendwie parallel mit sich unter Aufrechterhaltung
ihrer GréBe und ihres Sinnes, so bewegt sich die entsprechende Strecke in
der Ebene E’ gleichfalls parallel mit sich und behélt ihre Linge und ihren
Sinn bei.

3. Wir betrachten speziell den Einheitsvekior X =1,Y = Z = 0 auf
der x-Achse, der vom Punkte 0,0,0 nach dem Punkte 1,0,0 geht.
Thm entspricht in E' nach (4) der Vektor:

X'=4,, Y =A4,,
der vom Anfangspunkte O’ nach dem Punkt mit den Koordinaten 4, , 4,
geht. Genau ebenso entsprechen den Einheitsvektoren der y- und z-Achse
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die beiden Vektoren von 0’ nach den Punkten B,, B, bzw. C,,C,. Diese
drei Vektoren in E’ — nennen wir sie kurz (4), (B), (C) (vgl. Abb. 58) —
kénnen nun ganz beliebig angenommen werden, denn sie legen durch
die Koordinaten ihrer Endpunkte gerade die willkiirlichen 6 Para-
meter der Affinitdit (3) fest, so daB durch sie die Abbildung voll-

¢,6 8,8 kommen bestimmt ist; nur diirfen sie
A nicht etwa alle drei in die gleiche Gerade

) B fallen, und wir wollen uns der Ein-

A) 2 fachheit halber vorstellen, daB auch

7772 keine zwei von ihnen in einer Geraden

liegen. Die 3 Einheilsvektoren adf den
Koordinatenachsen von R werden also —
das ist das Resultat — auf 3 beliebige Vektoven durch den Anfangspunkt
O' in E’ abgebildet, die threrseits die Affinitit vollkommen bestimmen.

4. Um nun auch geometrisch die Abbildung aus (4), (B), (C) herzu-
stellen, gehen wir zunichst von irgendeinem Punkte ¢ (v, ¥, 2= 0) der
x-y-Ebene aus; wir erhalten den Vektor von O nach $, indem wir den
Einheitsvektor der x-Achse mit der skalaren Zahl x und den der y-Achse
mit der Zahl y multiplizieren und die Produktvektoren addieren (vgl.
Abb. 59). Diese Konstruktion kénnen wir aber sofort auf E’ iibertragen,
da die Beziehung zwischen der x-y-Ebene und E’ offenbar eine gewéhnliche
zweidimensionale Affinitit (mit nichtverschwindender Determinante) ist.
Wir erhalten also den Bildpunkt ' von P, indem wir den Vektor (A) mit x,
den Vektor (B) mity skalar multiplizieren und die Produkte nach dem Paralle-
logrammgesetz addieren (Abb. 60). So kénnen wir in E’ das Abbild jedes
Punktes der x-y-Ebene und so jeder Figur in ihr punktweise konstruieren.

5. Ubertragen wir diese Uberlegungen auf einen beliebigen Punkt des
Raumes R, so ergibt sich leicht (vgl. Abb. 61): das Bild p' eines Punkies p

4
Abb. 58.

¥
(B, 4
T o 2 g (8) 4
g 8)
7
7 = g -
9 - 0" (A) Z-1A)
Abb. 59. Abb. 60.

mit den Koordwinatem x,y, z enisteht durch nach dem Parallelogramm-
geselz vorgemommener Vektoraddition der beziiglich mit x, vy, z multipli-
zierten Vektoren (4), (B), (C). Wegen der Kommutativitit der Addition
kann man diese Konstruktion auf1-2-3 = 6 verschiedene Arten aus-
fithren, und man erhilt p’ so als Endpunkt von 6 verschiedenen, aus
parallelen und gleichen Stiicken bestehenden Linienziigen. Die von ihnen
gebildete Figur (vgl. Abb. 61) ist offenbar das Abbild desjenigen recht-
winkligen Parallelflachs des Raumes R, das von den 3 Koordi-
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natenebenen und den durch p zu ihnen parallel gelegten Ebenen begrenzt
wird. Wir sind von Jugend auf gewohnt, derartige ebene Figuren sogleich
als Bilder rdumlicher Figuren aufzufassen, besonders wenn dem An-
schein noch durch Verstirkung der vorn gelegenen Kanten nachgeholfen
ist. Diese Gewohnheit ist so stark, daB uns ,
diese Abbildung des Parallelflachs fast ‘- 4
trivial erscheint, wihrend sie tatsidchlich
doch ein sehr bemerkenswertes Theorem
darstellt.

6. Mit Hilfe dieser letzten Konstruk-
tion kénnen wir nun in E’ das Bild jeder '
Raumfigur, d. h. aller ihrer Punkte her- o’
stellen. Ich will nur ein Beispiel betrachten: :‘;{:‘7/61
Haben wir eine Kugel mit dem Radius 1 um U
den Anfangspunkt O, so werden wir vor allen Dingen die Kreise be-
betrachten, in denen sie die Koordinatenebenen schneidet. Der Schnitt-
kreis in der x-y-Ebene beispielsweise hat die Einheitsvektoren der x- und
y-Achse zu konjugierten, d. h. aufeinander senkrechten Halbmessern;
da eine affine Beziehung statt hat, entspricht ihm also eine Ellipse, (vgl.
Abb. 62) die 0’ zum Mittelpunkt und die Vektoren (4) und (B) zu kon-
jugierten Halbmessern hat, die also dem aus den Vektoren 2 (4) und
2 (B) gebildeten Parallelogramm eingeschriebenist. Ebensohabendie den
anderen beiden Schnittkreisen entsprechenden Ellipsen O’ zum Mittel-
punkt und (B) und (C) bzw. (4) und (C) zu konjugierten Halbmessern.

7. Nachdem wir uns so von der Natur dieser Affinititen (3) mit ver-
schwindender Determinante ein vollstindiges Bild gemacht haben, haben
wir noch den letzten entscheidenden
Schritt in unserer Betrachtung zu tun,
nidmlich zu zeigen, daB jene Affinititen
tatsichlich in der frither behaupteten
Weise durch axonometrische Projektion
entstehen. Dabei kommt hauptsichlich
der sog. Fundamentalsatz der Axonometrie
von Pohlke in Betracht, den K. Pohlke,
Professor der darstellenden Geometrie
an der Bauakademie in Berlin, 1853
entdeckt und 1860 in seinem Lekrbuch
der darstellenden Geometriel) verdffentlicht hat. In einer Arbeit vom
Jahre 1863% hat H. A. Schwarz zum ersten Male einen elementaren Be-
weis dieses Satzes verdffentlicht und gleichzeitig dessen interessante Ent-
deckungsgeschichte ausfiihrlich geschildert, die Sie dort nachlesen mdgen.

1) 2 Abteilungen, 4. Aufl. Berlin 1876. — Der Satz findet sich in Abteil. 1, S.109.
2) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Bd. 63, S. 309 = Ge-
sammelte mathematische Abhandlungen. Bd. II, S. 1. Berlin 1890.
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Pohlke selbst definiert die Axonometrie nicht analytisch, sondern
geometrisch als Abbildung des Raumes durch Parallelstrahlen (unter
Umstianden noch verbunden mit einer Ahnlichkeitstransformation)® sein
Theorem sagt dann aus, daf durch eine solche Abbildung die Einheits-
vektoren auf den Koordinatenachsen des Raumes in3 beliebige, durch O’
gehende Vektoren der Ebene E’ dibergehen konnen. DafB unsere analytisch
definierte Abbildung tatsichlich zu 3 beliebigen solchen Vektoren fiihrt,
konnten wir in Nr. 3 leicht einsehen; fiir uns ist daher die tiefliegende
Aussage des Pohlkeschen Satzes, daf man unsere analytisch definierte
Abbildung (3) (S. 86) geometrisch durch Parallelprojektion und Mapstab-
anderung erhdlt, wobei die in Nr. 1 erwihnten Parallelgeraden zu Pro-
jektionsstrahlen werden.

8. Ich mdchte hier noch den ungefihren Gang fiir einen direkten
analytischen Beweis des so formulierten Satzes andeuten. Richten wir
unser Augenmerk auf die beiden Scharen von Parallelebenen von R:

Ayx + By + Ciz= ¢
Ayx 4+ Byy + Coz =1
(wo &, n variable Parameter), so bestimmt jedes Wertepaar &, % eine
der genannten Parallelgeraden. Gelidnge es nun, in den Raum R eine
Bildebene E’ und in sie ein rechtwinkliges Koordinatensystem %', ¥ mit
einem passenden MaBstab so zu legen, daB jeder Strahl &, 5 die Bildebene
E’ im Punkte &' = &, ' = % durchstoBt, dann wire die Abbildung (3)
tatsichlich in der gewiinschten Weise geometrisch hergestellt.
v Zu diesem Ende miissen zu-
M\ﬁ/’/} nichst die Ebenen & =0, =0 jene
Ebene E’ in den Koordinatenachsen
] 0’y, bzw. 0'%’, d. h. in aufeinander
£’ senkrechten Geraden schneiden; sind
9, ¥, die (die Lage von E’ be-
stimmenden) Winkel dieser Achsen
gegen die Gerade §=7n=0 (vgl
Abb. 63) und bezeichnen wir mit &
den (bekannten) Winkel der Ebenen
& =0, 5 =0, soist nach dem Kosinus-
satz der sphirischen Trigonometrie,
Abb. 63. wenn dieser auf das von den Ebenen
£ =0, » = 0und E’ gebildete Drei-
kant angewandt wird, der Cosinus des Winkels der Geraden O’x’, O'y’
gleich cos ¥, cos ¥, + sin P, sin &, cos «, und daher ist dieser Winkel ein
Rechter, wenn:
(a) ctgd, - ctgdy, = —cos .

Nun schneidet jede Ebene 4,x + B,y 4+ C,2 = ¢ in E’ eine Gerade
#' = Kkonst ein; ist Q' ihr Schnitt mit der x’-Achse, so ist der zugehdérige
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x’-Wert bis auf den noch zu bestimmenden MaBstabfaktor 4 des Koordi-
natensystems in E’ gleich O'Q’. Fillen wir die Lote Q'S und Q'R auf die
Ebene & = 0 bzw. die Gerade & = 5 = 0, so ist:

vy R Q'S

0Q =~ ) =,

¢ sin ¢, R sina
und da Q'S sich als senkrechter Abstand der beiden Ebenen 4,% + B,y
+Ciz=0 und 4;x+ B,y + C,z= & nach einer bekannten Formel
der analytischen Raumgeometrie leicht ausdriickt, so folgt schlieBlich:

x'=1-O’Q'=}~/—_E .
VA + Bt + Ci-sind,-sina
Ganz analog ergibt sich als y’-Koordinate der von der Ebene A,x + B,y
-+ Cy,z = 7 in E’ eingeschnittenen Punkte:
Ry P il :
Y42+ B:+ C3-sindy-sino

Damit nun, wie wir es ja wiinschen, jeder durch die Parameterwerte

&, 7 bestimmte Parallelstrahl die Ebene E’ in dem Punkte ' = &,y =9
durchstoBt, muB:

(b) A=YA4}+ B+ C-sind, - sina = YA + B} + Cj-sindy sina
sein, woraus sich fiir 9y, ¥, die zweite Gleichung:

(© sin®, - Y43 + B} + G = sin 9,43 + B; + C;

ergibt. Eine sehr einfache Rechnung zeigt, daB die Gleichungen (a), (¢) nur
ein einziges reelles, bis aufs Vorzeichen bestimmtes Losungspaar ctg ¥,
ctg 9, besitzen, d. h. es gibt im wesentlichen nur eine (und natiirlich in bezug
auf die gemeinsame Normalebene von & = 0, 1 = 0 symmetrische) Lage der
Ebene E', in der die Affinitit x' =&, y' =0 axonometrisch realisiert ist,
wofern man den MaBstab des rechtwinkligen Koordinatensystems in
E’ gemiB (b) wihlt. Man kann diesen ganzen Gedankengang auch mehr
geometrisch fassen, wenn man von der Bedingung ausgeht, daB die Ein-
heitspunkte der #’- und y’-Achse auf die Geraden & = 1,% = Qund £ =0,
7 =1 fallen. Dann liegt die Aufgabe vor, eine Ebene E’ zu finden, die
ein gegebenes dreiseitiges Prisma in einem rechtwinklig-gleichschenk-
ligen Dreieck schneidet.

Nach dieser ausfiihrlichen Darlegung brauche ich auf die friiher gleich-
falls schon ausgesprochene Umkehrung, daf jede axonometrische Projek-
tion eine affine Transformation mit verschwindender Determinante darstellt,
wohl kaum noch niher einzugehen. Man wird diese Umkehrung bestétigen,
indem man #hnlich wie frither (S. 83) in der Projektionsebene E’ zu-
nichst das durch die Parallelprojektion aus der #- und y-Achse von R
entstehende schiefwinklige Koordinatensystem benutzt und dann nach-
traglich durch eine lineare Substitution zu dem in E’ von vornherein
gegebenen rechtwinkligen Koordinatensystem iibergeht.

y
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Indem ich damit dieses Kapitel von den Affinititen beschlieBe,
weise ich Sie noch darauf hin, daB man das Entstehen der axono-
metrischen Abbildung gewissermaBen experimentell sich dadurch an-
schaulich machen kann, daB man durch eine Projektionslampe (die
wir uns unendlich fern denken miissen) Schattenbilder einiger einfacher
Modelle, (Quadrat, Kreis, Ellipse, Wiirfel) auf den Projektionsschirm
wirft; Sie werden da genau unsere Resultate und Figuren bestitigt
finden und konnen insbesondere auch den Pohlkeschen Satz leicht ex-
perimentell nachpriifen, indem Sie das Schattenbild dreier aufeinander
senkrechter Stangen durch Bewegung des Modells sowohl wie auch der
Projektionsebene allen méglichen Anderungen unterwerfen.

Wir gehen jetzt zu einem neuen Kapitel iiber, das von allgemeine-
ren, die Affinitdten als Spezialfille umfassenden Transformationen han-
delt, nimlich von den projektiven Transformationen.

II. Projektive Transformationen.

Auch hier méchte ich von vornherein den dreidimensionalen Raum
vornehmen und stelle wieder

1. die analytische Definition der projektiven Transformation an die
Spitze. Wir setzen jetzt «', y’, 2’ nicht mehr als ganze, sondern als ge-
brochene lineare Funktionen von x,y, 2z an, die nur simtlich — das ist
ganz wesentlich — einen und denselben Nenner haben miissen:

o yx+by+ez+d,

ax + by + ¢z +d,

, 3%+ by + 2+ dy

(1) y agx + by +cyz+d,
_ g%+ byy 4zt dy
ayx + by +cgz +dy

Jedem Punkte x,vy,z entspricht danach ein bestimmier endlicher
Punkt x', ', 2, wofern nur der gemeinsame Nenner von Null verschieden
ist. Nahert sich aber x,y,z der Ebene a,x + by + ¢,z +dy =0, so
entfernt sich — das ist gegeniiber der Affinitit das Neue — der ent-
sprechende Punkt ', y’, 2z’ ins Unendliche, er ,,entflieht" gewissermaBen;
man nennt jene Ebene daher Fluchiebene, ihre Punkte Fluchtpunkte und
sagt, daB sie in der projektiven Transformation dem Unendlichweiten des
Raumes, der sog. unendlichfernen Ebene bzw. den unendlichfernen Punk-
ten entsprechen.

2. Bei der Behandlung der hier entstehenden Probleme ist es be-
kanntlich sehr zweckmiBig, homogene Koordinaten einzufiihren, d. h. an
Stelle der drei Punktkoordinaten x, y, z vier GréBen &, 9, {, 7 zu setzen,
die durch die Gleichungen:

gt g L
T’ y—t' T



Projektive Transformationen. 93

definiert werden; diese vier GroBen sollen unabhingig voneinander ver-
dnderlich sein, nur sollen sie nicht alle 4 gleichzeitig verschwinden, und
keine von thnen soll jemals unendlich werden. Jedem Punkte x, v, z gehéren
dann noch unendlich vicle Wertsysteme 0&, 0%, 0¢, 07 zu, wo ¢ ein will-
kiirlicher Faktor (+ 0) ist; umgekehrt legt jedes Wertsystem &,9,¢, 7,
wo T+ 0, einen bestimmten endlichen Punkt x, y, z fest (und alle Wert-
systeme ¢-&, 09, ¢+{, 0*t denselben Punkt). Nur wenn =0 ist,
wird mindestens einer der Quotienten %, y, z unendlich, und man setzt
demgemiB fest, daB jedes Wertsystem &,m, £, 1= 0 einen ,,unendlichfernen
Punkt' bedeuten soll, und zwar alle Systeme ¢+ &, 0 - 9, 0 * {, 0 einen und
denselben Punkt; hiermit sind in préziser analytischer Weise die Punkte
eingefiihrt, die man als ,,unendlichferne’’ den gewdhnlichen endlichen
Punkten hinzuzufiigen pflegt.

Das Operieren mit homogenen Koordinaten hat erfahrungsgemif
jedenfalls fiir den Anfinger etwas Unbehagliches; ich glaube, daB
das gewissermaBen Unbestimmte, FlieBende dieser GroBen, das der
willkiirliche Faktor ¢ mit sich bringt, daran schuld ist, und es mag viel-
leicht zur Beseitigung dieses Unbehagens beitragen, wenn das einmal
deutlich ausgesprochen wird.

Zu demselben Zwecke wird es gut sein, hier einige Erérterungen iiber
gewisse geometrische Vorstellungen einzuschalten, die man mit den homo-
genen Koordinaten verbinden kann. Ich spreche da zunichst nur von
einer Ebene E. In diesem Falle setzen wir fiir die beiden rechtwinkligen
Koordinaten:

Wir wollen nun &, 5, © als rechtwinklige Koordinaten eines Raumes
deuten und in diesem Raume die Parallelebene T=1 zur £-7-Ebene als
die Ebene E anffassen (vgl. Abb. 64), indem wir inihr x = &, y = # setzen.
Verbinden wir nun den Punkt «x,y von E mit O durch einen geradlinigen

Strahl, so ist bekanntlich auf ihm —ff— und - e b
konstant, und zwar muB: A £
¢
— =X, S/ y -1 -z
T T 7
sein, da ja fir =1 gerade {=x und n =y e
sein sollte. Die Einfithrung homogener Koordi- ¢ Abb. 64 -

naten bedeutet hiernach einfach die Abbildung
der Ebene E auf das sie aus dem Nullpunkt O des dreidimensionalen Hilfs-
rawmes profizierende Styrahlenbiindel: die homogemen Koordinaten eines
Punkies sind die Raumkoordinaten der Punkie des ihn projizierenden
Strahles dieses Biindels; da jedem Punkt von E die unendlich vielen
Punkte des Strahles zugehéren, ist die Bedeutung der Unbestimmtheit



94 Die geometrischen Transformationen.

der homogenen Koordinaten vollig klargestellt. Dall das Wertesystem
& = = 1= 0 ausgeschlossen ist, hat seinen geometrischen Grund darin,
daB durch den Punkt O allein noch kein Strahl und daher kein Punkt in E
bestimmt ist. Auch daB wir keine unendlichen Werte &, 7, T brauchen,
ist selbstverstindlich, da wir alle Strahlen bereits durch Verbindung von
O mit im Endlichen gelegenen Punkten erhalten. Und endlich wird an-
schaulich, wie wir unendlich groBe Werte der Koordinaten vermeiden,
indem wir das Unendlichferne der Ebene durch die in 7= 0 gelegenen
Parallelstrahlen durch O ersetzen.

Auch die bekannte Sprechweise von der unendlich fernen Geraden er-
hilt hier einen anschaulichen geometrischen Inhalt. Analytisch ist sie
nur der Ausdruck der abstrakten Analogie, daB alle ,,unendlich fernen
Punkte’* der linearen Gleichung 7= 0 geniigen, genau wie jede endliche
Gerade eine lineare Gleichung besitzt. Jetzt koénnen wir aber ganz geo-
metrisch sagen: jeder Geraden von E gehért im Biindel O ein ebenes
Strahlenbiischel zu, und umgekehrt bestimmt jedes ebene Strahlen-
biischel im Biindel O eine Gerade in E — abgesehen von dem ebenen
Biischel 7= 0; darum erscheint es zweckmiafig, auch den Inbegriff der
ihm in der Parallelebene E zugehérigen Punkte als eine Gerade zu
bezeichnen, und damit hat man eben ,,die unendlich ferne Gerade*‘.

Ganz analoge Vorstellungen kénnen wir uns bilden, wenn wir in
einem dreidimensionalen Raume homogene Koordinaten einfithren. Wir
denken ihn uns als Ausschnitt 7=1 eines vierdimensionalen Hilfs-
raumes &, %, £, 7 und beziehen ihn auf das Strahlenbiindel, das ihn aus
dem Nullpunkt des Hilfsraumes projiziert. Wir kénnen dann alle weite-
ren Betrachtungen in fast wortlicher Analogie zum vorigen ohne jede
Schwierigkeit durchfithren und insbesondere auch die Deutung der un-
endlich fernen Elemente iibertragen. Natiirlich ist dabei die Benutzung des
vierdimensionalen Raumes lediglich ein Mittel der bequemen Ausdrucks-
weise, dem keineswegs irgend eine mystische Meinung beizumessen ist.

3. Fithren wir nun in den Gleichungen (1) der projektiven Trans-
formation fir beide Riume R, R’ homogene Koordinaten ein, so kénnen
wir sie, da allemal derselbe Nenner auftritt, unter Einfithrung eines will-
kiirlichen Proportionalitatsfaktors ¢’ in die folgenden 4 Gleichungen zer-
spalten:

O =a 6+ b+l +dpr
0N = ayf + by + L+ dy7
o'l =azf + byn + ¢3¢ +dyt
Ot =a,b+ by + ¢, &+ d,r.

Das ist, abgesehen vom willkirlichen Faktor o', die allgemeinste homo-
gene lineare Substitution in 4 Variablen und stellt also eine affine Ver-
wandischaft der beiden vierdimensionalen Hilfsrdume P, Py dar, in denen
wir nach dem Verfahren von Nr. 2 die homogenen Koordinaten deuten.

()
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Konkreter 16t sich das wieder vorstellen, wenn wir uns von Haus
aus auf eine Ebene beschrinken: Die allgemeinste projektive Transfor-
mation einer Ebene erhalten wir, indem wir den Raum des sie projizieren-
den Strahlenbiindels bei fesigehaltenem Anfangspunkt O einer sonst will-
kiirlichen affinen Transformation unterwerfen und hinterher die Ebene mit
dem transformierten Biindel schneiden. Dabei erhalten wir allemal die-
selbe Projektivitit, wenn wir, dem Faktor ¢’ entsprechend, eine beliebige
Ahnlichkeitstransformation des Raumes von O aus hinzufiigen ; denn diese
fithrt jeden der durch O gehenden Strahlen, auf deren Schnitte mit der
Ebene es fiir die Projektivitit allein ankommt, in sich iiber.

Das Verfahren, das wir hier verwandt haben, indem wir die Hilfs-
rdume P, P’ benutzen, nennt man Prinzip des Projizierens und Schnei-
dens:; es erweist sich auch sonst vielfach als sehr niitzlich, indem es —
aligemein zu reden — kompliziertere Verhiltnisse itn Rdumen von n
Dimensionen durch Hilfsbetrachtungen in Riumen von n + 1 Dimensionen
enfacher und verstindlicher erscheinen 1ipt.

4. Wir haben nun die Transformationsgleichungen (2) umzukehren;
die Determinantentheorie lehrt, daf auch &, n, {, © lineare homogene
Kombinationen von &, ', {’, T sind, natiirlich wieder mit einem willkiir-
lichen Proportionalititsfaktor o:

oé=al& +bn + il +di7v
on =ay & + by + '+ diY
el =a & + by + ol +di7
ot =@ & + by 4 i '+ di v,

vorausgesetzt nur, daf die Determinante:

3)

1 a, by ey dyi
A lay, by ¢, dy |
as by c3 dg|

lay by ¢y dy

von (2) micht verschwindet. Die Wertsysteme &, 1, £, T und &, 7', &', ¢
entsprechen dann also einander eineindeutig (bis auf jene gemeinsamen
willkiirlichen Faktoren).

Ich bemerke sogleich, wie Sie nach unsern Erfahrungen bei der
Affinitit sofort glauben werden, daB auch hier der Fall 4 = 0 tatsich-
lich besonders interessant ist und nicht iibergangen werden darf; er stellt
eine Abbildung des Raumes auf eine Ebene dar, wie wir sie bei jeder Zen-
tralprojektion, z. B. bei der Photographie, haben. Zunichst wollen wir
jedoch den allgemeinen Fall 4 + 0 erledigen.

5. Aus (2) und (3) geht sofort hervor, daB jedesmal, wenn zwischen
&, 1, £, T eine lineare Gleichung besteht, eine solche auch zwischen &', 7,
', v besteht, und umgekehrt. Jeder Ebene entspricht also eine Ebene, ins-



96 Die geometrischen Transformationen.

besondere z. B. entspricht der unendlichfernen Ebene von R’ eine be-
stimmte im allgemeinen endliche Ebene in R, d. i. die frither bereits ge-
nannte Fluchtebene. So erweist sich die Sprechweise von der unendlich
fernen Ebene als duBerst zweckmiBig, da nur sie den Ausspruch solcher
ausnahmslos giiltigen Sitze gestattet. Weiter folgt unmittelbar, dag jeder
Geraden notwendig eine Gerade entsprichf. Nach der Mobiusschen Ter-
minologie (S. 76) ist also jede projektive Transformation eine Kollineation.

6. Nun ist aber das Schone, daBl dieser Satz umkehrbar ist: Jede
Kollineation des Raumes, d. h. jede eineindeutige Transformation, die jeder
Geraden eine Gerade zuordnet und die noch gewissen, fast selbstverstindlichen
Bedingungen geniigt, ist eine Projektivitdt (d. h. eine analytisch durch die
Gleichungen (1) bzw. (2) definierte Transformation).

Ich fithre den von M ¢bius herrithrenden Beweis dieses Satzes hier der
Bequemlichkeit halber nur fiir die Ebene aus; fiir den Raum wiirde er ganz
analog verlaufen. Der Gedankengang des Beweises ist der : Wir entnehmen
einer beliebigen vorgelegten Kollineation 2 entsprechende Punktqua-
drupel und werden zunichst unter a) zeigen, daB es stets eine Projektivitit
gibt, die zwei beliebige solche Quadrupel ineinander iiberfiihrt. Eine
Projektivitit ist aber gleichfalls eine Kollineation, und wir werden ferner
unter b) beweisen, dafl es unter gewissen Bedingungen nur eine Kolli-
neation geben kann, in der sich dieselben Punktquadrupel entsprechen.
Also muB die Projektivitdt mit der vorgelegten Kollineation tatsidchlich
identisch sein, und das enthilt die Behauptung. Nun zur Einzelaus-
fiihrung der beiden Beweisteile!

a) Wir bemerken, daB die Gleichungen der Projektivitit in der Ebene:

O =a&+ by +dpr

QN = a8 + byn + dpt

QU =az& + by +dgt
9 — 1 = 8 Konstante enthalten (die Abinderung von @’ #ndert die
Transformation nicht). DaBl zwei vorgegebene Punkte einander in einer
Projektivitit entsprechen, sind nun 2 lineare Bedingungen fiir die Kon-
stanten der Projektivitit, da es nur auf die Verhdltnisse der 3 homo-
genen Koordinaten ankommt. Das Entsprechen zweier Punktquadrupel
stellt also 2-4 = 8 lineare Bedingungen dar, genauer gesagt, 8 lineare
homogene Gleichungen fiir die 9 GréBen a4, ..., d5. Solche Gleichungen
haben bekanntlich stets eine Losung, und man hat damit die Konstanten
einer Projektivitit gewonnen, die die gegebemen Quadrupel ineinander iiber-
fiihrt. DaB dies freilich eine esgentliche Projektivitit von nichtverschwin-
dender Determinante und daB sie etmdeutig bestimmt ist, kann man
— wie leicht zu sehen — nur garantieren, wenn jedes der beiden ge-
gebenen Punktquadrupel ,,in allgemeiner Lage sich befindet, d. h. wenn
keine 3 Punkte des einzelnen Quadrupels in gerader Linie liegen; nur
fiir diesen Fall brauchen wir hier den Satz.
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b) Wir denken uns nun eine beliebige Kollineation der Ebenen E, E’
gegeben. Sind dann 1, 2, 3, 4 irgend vier Punkte in E, von denen keine
drei in gerader Linie liegen, und sind 1’, 2/, 3/, 4 die entsprechenden
der gleichen Bedingung geniigenden Punkte in E’, so lautet unsere
Behauptung, daf die Kollineation durch das Enisprechen dieser beiden
Punktquadrupel vollig eindeutig festgelegt ist. Den Beweis fithren wir,
indem wir zeigen, daf} sich die Kollineation aus diesen beiden ent-
sprechenden Quadrupeln allein unter Benutzung ihrer beiden charakte-
ristischen Eigenschaften (Eineindeutigkeit und gegenseitiges Entsprechen
von Geraden) auf eine und nur eine Weise aufbauen 148t. Als Haupt-
hilfsmittel verwenden wir die sogenannten Mdbiusschen Netze, das sind

Abb. 65.

Systeme von Geraden, die wir gleichsam wie die Netze einer Spinne iiber
die Ebene ausspannen. '

Zunichst ziehen wir in jeder Ebene (vgl. Abb. 65) die 6 Geraden,
welche die 4 gegebenen Punkte paarweise verbinden; sie miissen ein-
ander in der Kollineation entsprechen, denn z. B. der Geraden 1 2 muBl
in E’ genau eine Gerade zugeordnet sein, die sowohl den Bildpunkt 1’
von 1 als auch den Bildpunkt 2’ von 2 enthilt, und das kann nur die
Gerade 1’2’ sein. Ebenso miissen aber nun auch notwendig die neben
den 4 Grundpunkten neu entstehenden Schnitte entsprechender Ge-
raden einander zugeordnet sein, z. B. der Punkt (1 4, 23) dem Punkte
(1" 4, 2'3"); auch das folgt sofort aus der Kollinearitit und der Ein-
deutigkeit. Verbinden wir diese neuen Punkte miteinander wieder durch
Geraden, schneiden sie mit den fritheren Geraden, verbinden abermals
und setzen dieses Verfahren immer fort, so entsteht schlieflich in jeder
Ebene ein tmmer dichier werdendes Netz von Punkien und Geraden, und
diese Punkte und Geraden miissen in der gesuchten Kollineation notwendig
einander paarweise zugeordnet sein.

Hat man nun einen beliebigen vorgegebenen Punkt etwa in E, so
wird er entweder selbst einmal ein Eckpunkt des Netzes, oder man kann
ihn, wie man sich leicht klarmacht, in unbegrenzt enger werdende Ma-

Klein, Elementarmathematik II. 7



98 Die geometrischen Transformationen.

schen des Netzes einschlieBen, d. h. als Grenzpunkt von Netzecken dar-
stellen. Im ersten Falle ist sofort der entsprechende Punkt in E’ als ent-
sprechende Netzecke eindeutig bestimmt. Um den zweiten Fall zu er-
ledigen, miissen wir aber noch einen Zusatz zur Definition der Kollineation
machen, der Mébius so selbstverstindlich erschien, daB3 er ihn ausdriick-
lich auszusprechen nicht fiir nétig hielt. Ste soll nimlich eine stetige Abbil-
dung sein, d. h. jedem Grenzpunkt einer Punktmenge in E soll der Grenzpunkt
der entsprechenden Punkimenge in E' zugeordnet setn. Daraus folgt dann
auch im zweiten Falle nach der vorhergehenden Bemerkung offenbar ein-
deutig der entsprechende Punkt in E’. Damit ist dann schlieBlich unsere
Behauptung 6. fiir eine stetige Kollineation als richtig erkannt. Ubrigens
wiirde man ebenso beweisen, dall eine stetige Kollineation im Raume
durch 5, allgemein im #-dimensionalen Raume durch » 4 2 Paare ent-
sprechender Punkte bestimmt ist.

Rufen wir uns nun die Uberlegung vom Beginn dieser Nr. 6 zuriick
(S. 96), so haben wir als Resultat folgendes prizise Theorem gewonnen:
Die projektiven Transformationen sind die etnzigen stetigen eineindeutigen
Transformationen, die ausnahmslos Gerade in Gerade diberfiihren.

Nach dieser Abschweifung setzen wir diein Nr. 5 (S.95 u.96) begonnene
Untersuchung des Verhaltens der geometrischen Grundgebilde bei einer
projektiven oder, wie wir jetzt auch sagen konnen, kollinearen Trans-
formation fort. Wir hatten da gesehen, daB eine unbegrenzte Ebene
oder Gerade durch emne Projektivitit in ein Gebilde der gleichen Art
iibergefithrt wird, so daB diese Begriffe also den Projektivititen gegen-
iiber eine unverdnderliche bestimmte Bedeutung haben. In dieser
Eigenschaft stimmen die allgemeinen Projektivititen mit den affinen
Transformationen iiberein; sie unterscheiden sich aber von diesen be-
reits durch ihr

7. Verhalten gegeniiber dem Begriffe des Parallelismus. Bei projek-
tiven Transformationen bleibt nimlich der Parallelismus zweier Geraden
nicht mehr notwendig erhalten, wie das bei affinen noch der Fall war
(vgl. S. 77). Vielmehr kann ja die unendlich ferne Ebene des einen Rau-
mes in irgendeine im Endlichen gelegene Ebene des anderen, dessen
Fluchtebene, iibergehen, und dabei entspricht dem zwei Parallelen ge-
meinsamen unendlichfernen Punkte im allgemeinen ein im Endlichen
gelegener Punkt der Fluchtebene, in dem sich dann die den beiden Par-
allelen entsprechenden Geraden schneiden; man kann das etwa mit
Hilfe der homogenen Koordinaten genau verfolgen. Freilich sehen wir
dabei auch, daB3 der Begriff des Parallelismus nicht sinnlos zerstért wird,
sondern daB er in einer ganz bestimmten allgemeinen Anschauung auf-
geht: Dic unendlich fernen Punkie des Raumes erfiillen eine Ebene, die pro-
jekttv in jede andere (endliche) Ebene des Raumes iibergefiihrt werden kann
und insoferm mit allen diesen Ebenen durchaus gleichberechtigt erscheint,
sie ist nur gewissermaBen willkiirlich durch das Pridikat ,,die unendlich
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ferne'* ausgezeichnet. Parallel heifen dann Geraden (oder auch Ebenen),
deren Schwitt auf dieser ausgezeichneten Ebene liegt; eine projektive Um-
formung kann bewirken, daB sie sich auf einer anderen festen Ebene tref-
fen, und dann nennt man sie eben nicht mehr parallel.

Mit dieser Eigenschaft steht nun im Zusammenhange, daf auch die
Grassmannschen Grundgebilde den Projektivititen gegeniiber ketne invariante
Bedeutung mehr haben; der freie Vektor wird keineswegs mehr in einen
freien Vektor, der linienfliichtige nicht mehr in einen linienfliichtigen
iibergefiihrt, usw. In der Tat, betrachten wir einen Linienteil des Rau-
mes R mit den 6 Koordinaten:

X=1x,~%,, Y=y1—9, Z=12—12,
L=yiz,—¥21, M=2%2— 21, N =12y —¥1%
und bilden die analogen Gréfen X', ..., N’ aus den Koordinaten der

vermoge der projektiven Transformationen (1) (S. 92) den Punkten
%1, Y1, %p Ys entsprechenden Punkte x';, y';; %5, 95!

. % + by, +az+d WX+ byttt d;

= usw., xp== usw.

! ay%y +byyy + €42+ dy ? A%y + byYp + 42+ dy
Durch diese Formeln werden X', . . ., N’ zu Briichen, deren Zihler sich
zwar als lineare Kombinationen der 6 Gréfen X, ..., N allein mit kon-

stanten Koeffizienten darstellen, wihrend der allen gemeinsame Nenner:

(@a%y + byyy + a2y + dy) (@4 %p + byya + Cazo + dy)

die Punktkoordinaten selbst enthilt und sich nicht durch X, ..., N allein
ausdriicken 148t. Die Koordinaten des transformierten Linienteils hin-
gen also nicht nur von denen des urspriinglichen ab, sondern auch von
der speziellen Lage seines Anfangs- und Endpunktes, und wenn wir die
Strecke (1, 2) lings ihrer Geraden verschieben, so daB sich X,..., N
nicht dndern, so werden sich im allgemeinen X', ..., N’ doch 4ndern,
d. h. die Strecke (1', 2') tst kein Linienteil im Grafmannschen Sinne.

DaB dementgegen die unbegrenzte Gerade bei projektiven Transfor-
mationen alssolche erhalten bleibt, erklirt sich in diesem Zusammenhange
so, daB sie durch die Verhiltnisse der GroBen X' : Y’ :--- N’ dar-
gestellt wird, aus denen sich der allen 6 GréBen gemeinsame stérende
Nenner wieder forthebt; es driicken sich also diese Verhiltnisse tatsich-
lich allein durch die Verhiltnisse X : Y : --- : N aus.

8. Ich habe nun noch einige wichtige Gebilde zu nennen, die durch
projekttve Transformationen wieder in Gebilde derselben Art iibergehen.
Zunichst geht jede quadratische Gleichung in %', y', 2/, wie man durch
Multiplikation mit dem Quadrat des gemeinsamen Nenners a,x + b,y
+ ¢,z + d, sieht, aus einer quadratischen Gleichung in %, y, z hervor
und umgekehrt. Das besagt, daf jeder Fliche zweiter Ordnung in
etnem Raume R eine ebemsolche in R’ entspricht. Daher wird auch der

7*
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Schnitt einer solchen Fliche mit einer Ebene, d. h. etne Kurve zweiter Ord-
nung gleichfalls in eine Kurve zweiter Ordnung dibergefiihrt. Ebenso wird
tiberhaupt jedes algebraische Gebilde, das durch eine oder mehrere Gleichun-
gen in den Koordinaten definiert ist, in ein gleichartiges Gebilde derselben
Ordnung transformiert; die Art dieser Gebilde ist also gegeniiber projek-
tiven Umformungen invariant.

9. Neben diesen durch Gleichungen definierten invarianten Gebilden
mul} ich noch eine zahlenmdipfige Grife hervorheben, deren Wert bei allen
projektiven Transformationen ungeindert bleibt; sie bietet einen ge-
wissen Ersatz des Begriffes der Entfernung und des Winkels, deren Werte
ja bekanntlich schon nicht einmal bei affinen Transformationen, ge-
schweige denn bei projektiven invariant sind. Es handelt sich hier, um
zuerst von der Geraden zu reden, um eine gewisse Funktion der Ent-
fernungen von 4 irgendwie gelegenen Punkien 1, 2, 3, 4, namlich das
schon frither erwdhnte Doppelschnittverhilinis oder Doppelverhilinis?)

(vgl. S. 6):

7R
14 34 14-32°
In der Tat kann man die Invarianz dieser Grée gegeniiber projektiven
Transformationen leicht rechnerisch bestitigen, was wir iibrigens spiter
noch einmal von anderen Gesichtspunkten aus tun werden (vgl. S.157f.).

Ganz analog ist es bei den Strahlenbiischeln, nur miissen wir da nicht
die Winkel selbst, sondern ihre Sinus verwenden. Wir bekommen also,
wenn 1, 2, 3, 4 Strahlen oder Ebenen eines Biischels sind, fiir ihr
Doppelverhiltnis den Ausdruck:

sin (1,2) sin(3,2) sin(1,2)sin (3, 4)
sin (1,4) “sin (3,4) sin (1, 4) sin (3, 2)’

Da das die ersten zahlenmiBigen Invarianten projektiver Trans-
formationen waren, die man kennen lernte, betrachteten es die projek-
tiven Geometer vielfach als erstrebenswertes Ziel, alle weiteren In-
varianten der Projektivititen auf Doppelverhdltnisse zuriickzufiihren,
wenn das auch manchmal nur sehr kiinstlich ging. Wir werden spiter
auf diese Beziehungen eingehender zuriickkommen.

Diese wenigen Andeutungen werden geniigen, um Thnen zu zeigen,
wie man das ganze Material der Geometrie nach ihrem Verhalten gegen-
iiber den projektiven Transformationen streng scheiden kann. Alles,
was bei solchen Umformungen erhalten bleibt, bildet den Gegenstand
jener im letzten Jahrhundert entstandenen projektiven Geometrie, von der
ich frither schon sprach und auf die wir weiterhin noch tiefer einzugehen
haben werden. Dieser Name, der jetzt allgemein iiblich ist, ist besser als
der frither viel gebrauchte ,,Geometrie der Lage'', mit dem man den

2
BN

1) Der erste Name stammt von Mo&bius, der zweite von Steiner.
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Gegensatz zu der die simtlichen, auch die nicht projektiv invarianten,
geometrischen Eigenschaften umfassenden ,,Geometrie des Mafes’ oder
,.elementaren Geometrie'* bezeichnen wollte. Denn der dltere Name ver-
deckt ganz und gar, dal auch manche MaBeigenschaften, insbesondere
die Werte des Doppelverhiltnisses, hierher gehoren.

Ich mochte nun noch, genau wie frither bei den Affinititen, tiber die
Anwendungen der projektiven Tramsformationen sprechen. Ich beginne
hier mit Ausfithrungen zur

1. darstellenden Geometrie und kann da natiirlich lediglich unter Ver-
zicht auf jede Systematik einige charakteristische Beispiele hervor-
heben. Das erste sei

a) die Abbildung des Raumes auf eine Ebene durch Zentralperspektive,
die die direkte Verallgemeinerung der Axonometrie (Parallelperspektive)
ist; hier gehen die Projektionsstrahlen von einem beliebigen endlichen
statt von einem unendlich fernen Punkte aus. Wir wollen das Projek-
tionszentrum speziell in den Koordinatenanfang Olegen und die Bildebene
zur Ebene z =1 machen (vgl. Abb. 66). Dann ist fiir den Bildpunkt
p'(x', ¥, 2') jedes Punktes p(x, y, 2) jedenfalls:

=1,
und ferner ist, da p, ' auf demselben Strahl durch O liegen:
2y d=x:y:2.
Daher lauten die Gleichungen unserer Ab-
bildung:

z

, X
X = -—
2z
z=!
y =2
Z
, z 4 >
2 =

. Abb. 66.

Das ist also eine spezielle projektive Transformation, und die Analogie zu
den Verhiltnissen bei der Axonometrie 148t bereits vermuten, daB sie eine
verschwindende Determinante besitzen wird. In der Tat, gehen wir zu
homogenen Koordinaten iiber, so wird:

ef=¢

e =n

o’l'=1¢

r=¢,
und die Substitutionsdeterminante ist:

1 0 O

A=

o © © ©

010
0 0 1
0 0 1
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Die einzelnen Eigenschaften dieser Transformation werden Sie sich
nach Analogie unserer fritheren Betrachtungen leicht ableiten konnen,
wenn sie nur beachten, dafl jede Ebene auf die Bildebene im allgemeinen
durch eine projektive (zweidimensionale) Transformation von nicht-
verschwindender Determinante bezogen ist. Daraus folgt insbesondere
z. B., daB3 das Doppelverhiltnis von je 4 Punkten einer Geraden oder
je 4 Strahlen durch einen Punkt bei der Transformation ungein-
dert bleibt.

b) Das zweite Beispiel betrifft eine die Zentralperspektive als Grenz-
fall einschlieBende Projektivitit von nichtverschwindender Determinante,
die sog. Reliefperspektive. Ein Relief eines Gegenstandes soll so gearbeitet
sein, daB es nach dem an einem bestimmten Punkte aufgestellten Auge
des Beschauers dieselben Strahlen sendet, wie sie das Original nach dem
entsprechend aufgestellten Beobachter gehen lassen wiirde. Fiir ein
geeignet orientiertes Koordinatensystem besagt das wieder, daB Original-
punkt und Bildpunkt je auf demselben Strahle durch den Anfangspunkt
liegen:
1) 2yl =x1y:z.
Der Unterschied gegen den vorigen Fall ist aber, daB das Original
nicht in eine Ebene abgebildet, sondern nur auf ein gewisses schmales
Raumsttick endlicher Breite komprimiert wird.

Ich behaupte sogleich, daB das durch die folgenden Formeln:

M+ R ,_ 1+ Ry 4Rz
() x’——z“’_‘i;*k'—. = Z

2+ k"’ T oz4-k

geleistet wird, die zunichst jedenfalls eine Projektivitit darstellen und
offenbar den Gleichungen (1) geniigen. Wir bilden ihre Determinante aus
den zugehorigen homogenen Gleichungen:

¥=(1+kE¢
o =0+kn
l=01+kr
T =C+kr;
sie lautet:
1+% 0 )
o0 14+%( 0 O
=1 5 0 1-+k o| =@ +A?
| o 0 1k

und ist also von Null verschieden, auBer wenn £ = 0 oder £ = —1 ist.

Fiir £ = 0 geht (2) genau in die obigen Formeln der Zentralperspek-
tive iiber, d. h. das Relief artet vollstindig zur Ebene aus; # = —1 ergibt
aber ' =9'=2'=0, d. h. jeder Raumpunkt wird in den Nullpunkt
abgebildet — eine offenbar ginzlich unbrauchbare triviale Ausartung.
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Wir nehmen der Bestimmtheit halber £ > 0 an. Um die Abbil-
dung (2) uns geometrisch klarzumachen, bemerken wir zunichst, daf3
jede Ebene z = konst in eine Parallelebene mit dem Koordinatenwert:

1+kz
®) 7= i+ k
iibergeht. Die durch Proj ektionsstrah}en aus O erfolgende Abbildung bei-
der Ebenen aufeinander ist durchaus anschaulich, und nur das Gesetz (3)
selbst muf noch verdeutlicht werden.

Fir z=o00 (bzw. T=0) wird z’=1 + k. Die Pavrallelebene zur
x-y-Ebene im Abstande 1 + k ist mithin die Fluchtebene des Bildyaumes und
bildet gewissermafen den Hintergrund des Reliefs, auf den der unendlich ferne
Hintergrund des Objektraumes abgebildet erscheint. Eine wichtige Rolle
spielt noch die Ebene z = 1, in der Objekt und Bild zusammenjallen; denn
tatsachlich wird fir z =1 auch 2’ =1. Lauft

nun z von {1 wachsend bis zu oo, so wichst 2’ (z\' ;

monoton von 1 bis 1 + &, d. h. beschrinken wir v

uns auf Objekte hinter der Ebene z =1, so er-

halten wir tatsichlich ein Relief von endlicher Otett \

Tiefe k als Bild. Eine solche Beschrinkung 127tk

wird in der Praxis stets stattfinden kénnen &'/d{A

und miissen (vgl. Abb. 67). +2-7 4z0-7
Was sonst die Zuordnung (3) angeht, so gilt

fiir das Doppelverhiltnis der Punkte z,1, 2',0: 0 o

z—17—0_z—1 (1+kz_1+k Abb. 67.

2—0 7 —1_ z klz—1) k
Allgemein gehdren also zwei solche Werte z, 2' zusammen, die mit den Punk-
ten 1 und O ein Doppelverhilinis von festem Betrage bilden.

In unserer mathematischen Sammlung haben wir ein Modell, das eine
Kugel auf einem Wiirfel, einen Rotationskegel und einen Rotationszylin-
der in Reliefperspektive darstellt ; aus der richtigen Entfernung betrachtet
vermittelt es in der Tat einen sehr deutlichen Eindruck der Originalkéorper.
Hierbei spielen natiirlich psychologische Momente sehr stark mit. Denn
die Tatsache, daB die gleichen Lichtstrahlen in ein Auge treten, vermag
allein den kérperlichen Eindruck nicht zu bestimmen ; sehr mafgebend ist
dabei jedenfalls auch die GewShnung. Da wir ndmlich weit 6fter eine Kugel
auf einem Wiirfel als ein schmales Ellipsoid auf einem schmalen Hexaeder
gesehen haben (das ist die Gestalt des reliefperspektivischen Bildes), so
sind wir von vornherein geneigt, den Lichteindruck auf die erstere Ur-
sache zuriickzufithren. Die ndhere Zergliederung der hierbei in Betracht
kommenden Momente moége indessen dem Psychologen iiberlassen
bleiben.

Das mag geniigen, um Thnen einen ersten Einblick in die Verwendung
der projektiven Transformationen in der darstellenden Geometrie zu
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geben. Natiirlich bediirfen diese Ansitze dringend der Vertiefung, und

ich méchte dies Gebiet nicht verlassen, ohne Sie zu einem eingehenden

Studium der darstellenden Geometrie aufzufordern, die, wie mir scheint,
fur jeden Lehrer der Mathematik un-
entbehrlich ist.

2. Die zweite Anwendung der pro-
jektiven Transformationen, von der
ich nun noch reden will, betrifft die
Herleitung geometrischer Sitze
und Auffassungen. Zu demselben
Zwecke hatten wir jafriither (S. 81 ff.) die

affinen Transformationen verwendet.
a) Wir gehen davon aus, daf ein

Krezs wenn wir thn projektiven Um-
/ormungen bzw. Zentralperspektiven

unterwerfen, in einen belicbigen , Kegel-

schnitt’* 1wbergeht, d. h. in den Schnitt

des Kegels, dessen Mantel aus den nach

den Punkten der Kreisperipherie lau-

Abb. 68. fenden Projektionsstrahlen gebildet

wird, mit einer beliebigen Ebene; ich

habe hier ein Modell, das in dieser Weise die Entstehung von Ellipse,
Hyperbel, Parabel zeigt (vgl. Abb. 68).

b) Fiir die projektive Geometrie gibt es also nur einen einzigen Kegel-
schnitt, denn je zwei lassen sich in den Kreis und daher auch ineinander
projektiv iiberfithren. Die Einteilung in Ellipse, Parabel, Hyperbel be-
zeichnet von diesem Standpunkt
aus aber keinen absoluten inne-
ren Unterschied, sondern betrifft
nur die zufillige Lage gegen die
eine Gerade, die man als ,,un-
endlich fern* fir gewdhnlich
auszeichnet.

c) Nun soll der folgende
Fundamentalsatz vom Doppel-
verhdlinis bei Kegelschnitten ab-
geleitet werden: Irgend 4 feste
Punkte eines Kegelschnittes 1, 2,

Abb. 69. 3, 4 werden von einem fiunften

beweglichen Punkte P desselben

Kegelschnittes durch 4 Strahlen projiziert, die ein festes, von der speziellen
Lage von P unabhingiges Doppelverhilinis haben.

Zum Beweise gehen wir auf den Kreis zuriick, aus dem der betrach-
tete Kegelschnitt durch Zentralperspektive entsteht; da dabei die Dop-
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pelverhiltnisse ungedndert bleiben, ist unser Satz allgemein jedenfalls
richtig, wenn nur beim Kreise die 4 entsprechenden Punkte 1, 2, 3/, 4’
(vgl. Abb. 69) aus zwei beliebigen weiteren Punkten P;, P, durch
Strahlen desselben Doppeiverhiltnisses projiziert werden. Das ist aber
unmittelbar klar, denn nach dem Satze vom Peripheriewinkel sind die
Winkel des Strahlenbiischels P{(1’, 2',3’, 4’) einerseits und P} (1’,2",3', 4")
anderseits paarweise gleich, und also sind es gewiB auch die aus den
Sinus dieser Winkel gebildeten Doppelverhiltnisse der beiden Strahlen-
quadrupel.

d) Diesem Satz gemilB hat nun Steiner iiberhaupt die Kegelschnitte
definiert, indem er von zwei ,,projektiv aufeinander bezogenen‘* Strahlen-
biischeln ausging, in denen zwei entsprechende Strahlenquadrupel glei-
ches Doppelverhiltnis haben; der Kegelschnitt ist dann der geometrische Ort
der Schnitte korrespondierender Strahlen dieser projektiv aufeinander bezoge-
nen Biischel.

Diese wenigen Andeutungen méogen hier geniigen, um Thnen die groBe
Bedeutung der projektiven Transformationen fiir die Theorie der Kegel-
schnitte verstindlich zu machen. Niheres dariiber kénnen Sie in jedem
Lehrbuche der projektiven Geometrie finden.

Wir gehen jetzt in dem groBen Gedankengange dieses Hauptteiles
weiter zu neuen Klassen geometrischer Transformationen, die nicht mehr
zu den linearen Transformationen gehéren, welche wir bisher von den Be-
wegungen bis zu den allgemeinsten Projektivititen aufsteigend betrachtet
haben.

III. Hohere Punkttransformationen.

Wir werden namlich jetzt solche Transformationen untersuchen, die
nicht mehr durch lineare, sondern durch hhere rationale, algebraische oder
auch transzendente Funktionen dargestellt werden:

¥=p 9,2, Y=xx72, F=ypxvy, 2.
GemiB der Tendenz dieser Vorlesung will ich hier keine allgemeine
Systematik geben, sondern nur eine Reihe besonderer Beispiele hervor-
heben, die in der reinen Mathematik sowie vor allem auch in den An-
wendungen eine allgemeine Bedeutung haben.

Zunichst werde ich von der wohl am meisten gebrauchten derartigen
Transformation reden, der Transformation durch reziproke Radien.

]1. Die Transformation durch reziproke Radien.

Bei dieser Transformation wird bekanntlich jedem Punkte p derjenige
Punkt p' auf seiner Verbindungsgeraden Op mit dem Koordinatenanfang
O zugeordnet, fiir den das Produkt Op-Op’ gleich einer gegebenen Kon-
stanten ist (vgl. Abb. 70); diese Gleichung gibt der Transformation auch
ihren Namen.

Sie wissen, daB diese Transformationen in der reinen Mathematik
vor allem in der Funktionentheorie komplexer Variabler eine groBe
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Rolle spielen. Nicht minder hiufig kommen sie aber in der Physik und
anderen Anwendungen — von einer Anwendung werden wir noch ganz
besonders sprechen — vor.

Bei der Behandlung unserer Transformation gehe ich wiede-
rum aus

1. von der Aufstellung ihrer Gleichungen in rechtwinkligen Koordi-
naten. Da p und ¢’ auf derselben Geraden durch O liegen, muB:

A (1) 2y =x:y:2
v sein, und die Relation fiir die Entfernungen 0p,

0p' ergibt, wenn wir die Konstante der Einfach-
heit halber gleich 1 setzen:

2  #F+y+2) P4yt =1.

Demnach lauten die Gleichungen der Transformation:

Abb. 70.

(3) x’=—x“, y'=+, Z’=;,
22 4 g2 o 22 X% g2 22 22 4 y% 4 22

und genau so ergibt sich, daB auch umgekehrt:

(4) X = }’/ , Y= 3/ ) z=____z/__
x’2+;\/2+z’2 9/2+y’2+z’2 x’z+y’2+z/2

Somit werden sowohl die Koordinaten von p durch diejenigen von '
als auch umgekehrt die Koordinaten von p’ durch die von p als rationale
Funktionen, und zwar beide Male durch dieselben Funktionen dargestellt.
Der Nenner ist ein quadratischer Ausdruck; es liegt hier ein beson-
dever Fall einer sog. quadratischen birationalen Transformation vor.
Ubrigens gibt es eine ausgedehnte Klasse solcher birationaler (im all-
gemeinen eineindeutiger) Transformationen, die in beiden Richtungen
sich durch rationale Funktionen darstellen; sie sind unter dem Namen
Cremonatransformationen Gegenstand einer weit ausgebildeten Theorie
geworden, auf die ich hier bei der Behandlung ihres einfachsten Re-
prasentanten wenigstens hinweisen will.

2. Die Gleichungen (3), (4) zeigen, daB jedem Raumpunkt p ein
Punkt p’ und umgekehrt jedem Punkte ¢’ ein Punkt $ zugeordnet ist, mit
Ausnahme zunichst des Nullpunktes. LiBt man aber x, y, z gleichzeitig
sich der 0 ndhern, so verschwindet der Nenner in (3) von hoherer Ordnung
alsdie Zahler, und daher werden %', y’, z’ unendlich; wir kénnten den Null-
punkt also einen Fluchtpunkt der Transformation nennen. Gehen um-
gekehrt «’, ', 2’ irgendwie ins Unendliche, so werden nach (4) stets «, y, 2
gleich Null; wollten wir uns also der frither eingefithrten Termino-
logie bedienen, so miiBten wir sagen, daB ein einziger Punkt der ganzen
unendlich fernen Ebene entspricht. Aber diese ,,unendlich ferne Ebene‘
war ja nur eine bequeme Ausdrucksweise, die den projektiven Transfor-
mationen angepaBt war; sie deutete an, daB sich bei diesen Transfor-

ist.
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mationen das Unendlichweite des Raumes wie eine Ebene verhilt, d. h.
in die Punkte irgendeiner endlichen Ebene iibergefiihrt wird, und sie er-
moglichte es, die Theoreme ohne Fallunterscheidungen und Angabe von
Ausnahmen auszusprechen. Esliegt kein Grund vor, der uns hindert, hier
eine davon verschiedene Ausdrucksweise einzufithren und durch sie fiir
unseren jetzigen Zweck zu ebenso ausnahmslos giiltigen Sitzen zu
gelangen: Das Unendlichweite wird durch unsere Transformationin einen
Punkt iibergefiithrt; also sagen wir einfach, es gibt nur einen unendlich
fernem Punkt, und der enmtspricht bei umserer Transformation eben dem
Koordinatenanfangspunkt. Dann ist unsere Transformation tatsichlich
ausnahmslos eineindeutig.

Man kann nicht genug betonen, daB3 an metaphysische Vorstellungen
iiber die wahre Natur des Unendlichfernen hier ebenso wie frither nicht
im entferntesten gedacht werden soll. Es gibt allerdings immer wieder
Menschen, die, an die eine oder andere Redeweise einseitig gewshnt,
ihr einen transzendentalen Sinn unterlegen mdochten, und solche Ver-
treter der beiden Anschauungen geraten auch wohl manchmal miteinan-
der in Streit. Tatsichlich haben sie beide unrecht: sie vergessen, daB3 es
sich um willkiirliche, nur fiir den einen oder anderen Zweck jeweils ge-
eignete Festsetzungen handelt.

3. Die hauptsichliche Eigenschaft unserer Transformation ist, daB
sie — allgemein zu reden — Kugeln in Kugeln diberfiihrt. Die Gleichung
jeder Kugel hat nimlich die Form:

(5) A2+ y2+2'?)+ Bx' +Cy'+ Dz +E =0;

indem wir hierin #’, y’, 2’ selbst aus den Transformationsgleichungen (3)
und den quadratischen Term %" + y 4 22 aus der Relation (2) (S. 106)
ersetzen, folgt nach Multiplikation mit x'2 + y'2 4 2'2:

A+ Bx+Cy+ Dz E(x®2 492428 =0,

also tatsichlich wieder eine Kugelgleichung. Dabei ist freilich zu be-
merken, daB in (5) fiir 4 = 0 auch die Ebenen mit einbegriffen sind, und
wir werden sie zweckmiBigerweise hier als spezielle Kugeln ansprechen,
und zwar als solche, die den unendlich fernen Punkt enthalten. Sie ver-
wandeln sich bei unserer Transformation in Kugeln durch den dem un-
endlich fernen Punkt entsprechenden Nullpunkt ; ebenso gehen umgekehrt
solche Kugeln in Kugeln durch den unendlich fernen Punkt, das sind
Ebenen, iber. Mit diesen Festsetzungen gilt demnach das Theorem, daB
Kugeln Kugeln entsprechen, tatsichlich ausnahmslos.

Da sich 2 Kugeln (und ebenso Kugel und Ebene) in einem Kreise
schneiden, so gilt auch weiterhin, dag jedem Kreise ein Kreis entspricht;
dabei sind gerade Linien insbesondere als ,,Kreise durch den unendlich
fernen Punkt”, denen vermoge der Transformation Kreise durch den
Nullpunkt entsprechen, mit einbegriffen.
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5. Dieser letzte Satz bleibt natiirlich auch bestehen, wenn man die
Transformation durch reziproke Radien nur innerhalb einer Ebene vor-
nimmt, und er liefert da eine elegante Losung des Problems der Gerad-
féihrung, das ja duBerst elementar ist und eigentlich auch dem Inter-
essengebiete des Nichtmathematikers angehért. Es handelt sich dabei
um die Aufgabe, durch gelenkig verbundene starre Stangen einen Punkt
so zu fithren, daB er eine Gerade beschreibt; frither legte man bei der
Konstruktion von Dampfmaschinen besonderes Gewicht auf solche
Mechanismen, die die Vermittelung zwischen dem geradlinig hin und
her gehenden Kolben und dem auf einem Kreise oszillierenden Endpunkt
der Kurbel iibernehmen sollten.

Hier interessiert uns der Inversor, den Peaucellier, ein franzosischer
Offizier, 1864 konstruierte und der damals groBes Aufsehen erregte, ob-
wohl seine Konstruktion sehr einfach und ziemlich naheliegend ist. Es

sind bei diesem Apparat zunichst 6 Stangen

durch Gelenke verbunden (vgl. Abb. 71):

zwei von der Linge ! sind an einem

4 7" festen Punkte O angebracht, die anderen 4,
& m die die Linge m haben, bilden einen

mit 2 gegeniiberliegenden Ecken an den

Enden der Stangen ! befestigten Rhombus;
die beiden freien Ecken dieses Rhombus
mogen p und p’ heilen. Dieser Apparat hat 2 Freiheitsgrade: erstens
kann man die beiden Stangen ! beliebig gegeneinander neigen und
zweitens kann man sie gemeinsam beliebig um O drehen. Bei jeder
solchen Bewegung bleibt aber stets, wie eine ganz einfache geometrische
Betrachtung lehrt, O’ eine Gerade, und es ist das Produkt:

0p-0p" =12 — m? = konst.

Abb. 71.

unabhingig von der jeweiligen Lage von p; der Apparat vermittelt also
tatséchlich eine Transformation durch reziproke Radien mit O als Zentrum.
Nun braucht man nur  auf einem Kreise durch O laufen zu lassen, um
— nach den Sitzen von Nr. 4 — ' wirklich zu einer Bewegung auf einer
Geraden zu zwingen; das erreicht man aber sofort, wenn man an $ noch
einen siebenten Arm pC anbringt, dessen zweiter Endpunkt C in der
Mitte zwischen O und der Anfangslage von p befestigt ist; dann bleibt nur
noch ein Freiheitsgrad iibrig, und ¢’ wird in der Tat auf einer Geraden ge-
fihrt. Ubrigens muB man bemerken, daB der Punkt ' nicht etwa die
ganze unbegrenzte Gerade durchlaufen kann; vielmehr ist er in seiner Be-
wegungsfreiheit so auf ein Stiick von ihr beschrénkt, daB seine Ent-
fernung von O immer kleiner als / 4+ m bleibt, da die gegebenen Stangen-
lingen eine weitere Bewegung nicht gestatten. Bei manchen Modellen
kann man {ibrigens auch C ein wenig verschieben; dann geht der
Kreis, den p durchliuft, dicht an O vorbei, und daher beschreibt 2’
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keine Gerade mehr, sondern einen Kreis von sehr groBem Radius; auch
diese Anwendung des Apparats kann gelegentlich niitzlich sein?).

6. Von allgemeinen Eigenschaften der Transformation durch rezi-
proke Radien habe ich endlich noch die der Winkeltreue hervorzuheben,
die darin besteht, daB der Winkel, den irgend zwei Flichen an einer beliebigen
Stelle threr Schnitthurve miteinander bilden, vor und nach der Transforma-
tion derselbe ist. Auf den Beweis gehe ich nicht ein, da es mir hier fiir
diesen Uberblick auf die Durchfithrung von Einzelheiten nicht ankommt.

Als ein besonderer Ausschnitt der Transformation durch reziproke
Radien kann die stercographische Projektion, die gerade auch in den
Anwendungen die groBte Rolle spielt, angesehen werden. Man erhilt
sie folgendermaBen:

7. Wir wollen die Kugel betrachten, die durch unsere Transforma-
tion (3) in die feste Ebene 2" = 1 iibergefiihrt wird. Nach der dritten der
Substitutionsformeln (3) ist die Gleichung dieser Kugel:

z
eyt
Dafiir kénnen wir auch schreiben:

Bty 4+ (e —4)2=1.

Das gesuchte Original der Ebene 2z’ =1 ist also eine Kugel mit dem
Radius % um den Punkt z = % der 2-Achse, die durch den Nullpunkt geht
und die Bildebene 2’ = 1 beriihrt (vgl. AZ
Abb. 72). Die Einzelheiten der Beziehung
zwischen Ebene und Kugel kénnen wir z’-s Y4 P’
uns nun unmittelbar vor Augen fithren, 7
wenn wir das vom Nullpunkt ausgehende
Strahlenbiindel zum Aufsuchen entspre- 7 D
chender Punkte zu Hilfe nehmen; ich
hebe hier nur ohne Beweis folgendes
hervor:

1. Die Abbildung ist ausnahmelos ein-
eindeutig, wenn wir das Unendlichweite
der Ebene als einen Punkt auffassen, der dann auf den Kugelpunkt O
abgebildet wird.

2. Kreisen der Kugel entsprechen Kreise der Ebene, insbesondere
entsprechen Kreisen durch O Kreise durch den unendlich fernen Punkt,
das sind Gerade.

3. Die Beziehung beider Flichen ist winkeltreu oder — wie man auch
sagt — konform.

Abb. 72.

1) [Vgl. auch A. B. Kempe, How to draw a straight line, London 1877 und
G. Hessenberg, Gelenkmechanismen zur Kreisverwandtschaft, Heft 6 der Natur-
wissenschaftlich-medizinischen Abhandlungen der Wiirttembergischen Gesellschaft
zur Forderung der Wissenschaften, Abteilung Tiibingen 1924.]
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DaB diese stereographische Projektion in der Funktionentheorie die
grofte Bedeutung hat, diirfte Ihnen allen bekannt sein; haben wir sie
doch schon in der vorigen Vorlesung?!) hiufig mit Vorteil angewandt.
Von den Anwendungen, in denen sie eine nicht minder wichtige Rolle
spielt, mochte ich hier besonders die Geographie und Astronomie hervor-
heben; schon den antiken Astronomen war sie bekannt, und noch heute
finden Sie in jedem Atlas Darstellungen der Halbkugeln und der Polar-
gegenden der Erde in stereographischer Projektion.

Dem zuletzt bezeichneten Anwendungsgebiet will ich noch einige
weitere Beispiele entnehmen:

2. Einige allgemeinere Kartenprojektionen.

Ein Exkurs in dieser Richtung scheint mir gerade in der gegen-
wirtigen Vorlesung besonders angebracht. Ist doch die Tkeorie der geo-
graphischen Karten ein Gebiet, dasim Rahmen des Schulunterrichts von
groBter Bedeutung ist; gewiB wird es jedem Knaben interessant sein, zu
horen, nach welchen Gesichtspunkten eigentlich die Karten in seinem
Atlas gezeichnet sind, und der Mathematiklehrer wird fiir seinen Unter-
richt sicher groBere Teilnahme erzielen konnen, wenn er hieriiber ge-
legentlich den erwiinschten AufschluB gibt, als wenn er ausschlie8lich
abstrakte Fragen behandelt. So sollte jeder Lehramtskandidat von
jenem Gebiete Kenntnis haben, das iiberdies auch dem Mathematiker
interessante Beispiele von Punkttransformationen liefert.

Es wird am zweckmiBigsten sein, wenn wir uns von vornherein die
Erdkugel stereographisch auf die x-y-Ebene abgebildet denken; dann ist
von einem Pol aus jede andere Abbildung auf eine &-n-Ebene durch
2 Gleichungen:

E=gx), n=1x(xyY)
gegeben.

Eine erste in der Praxis oft gebrauchte Art von Abbildungen sind die
winkeltreuen; man erhilt sie, wie die Funktionentheorie lehrt, wenn man
die komplexe Variable &+ in als analytische Funktion der komplexen
Variablen x + 1y auffaBt:

Et+in=Ffx+1y) =@ 9 +ix(x 9).

Ich méchte aber hier ausdriicklich betonen, daB gerade in der geogra-
phischen Praxis auch sehr vielfach mnicht winkeltreue Abbildungen ver-
wandt werden, so daB man keineswegs, wie es manchmal geschieht,
diese als die allein wichtigen ansehen darf.

Unter den konformen Abbildungen kommt ganz besonders die sog.
Merkatorprojektion in Betracht, die der Mathematiker Gerhard Merkator,
der eigentlich den guten deutschen Namen Kremer fithrte, ums Jahr 1550

1) Siehe Teil I, S. 113ff.
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entdeckt hat. Merkatorkarten der Erde finden Sie bekanntlich ebenfalls
in jedem Atlas.

Die Merkatorprojektion ist dadurch bestimmt, daB unsere analy-
tische Funktion f speziell der Logarithmus ist. Sie wird also dargestellt
durch die Gleichung: . .

E+in=log(x+1y).

Wir koénnen als Mathematiker die Eigenschaften der Projektion
aus dieser kurzen Formel sofort ableiten, wihrend fiir den nicht
mathematisch gebildeten Geographen die Behandlung der Merkatorpro-

7
K4
N
X
2
N Zg N
3 3 ¥
N 2 3
- L
Abb. 73. Abb. 74.

jektion natiirlich recht schwer ist. Fiihren wir in der x-y-Ebene Polarkoor-
dinaten (vgl. Abb. 73) ein, d. h. setzen wir x + ¢y =7 - £'?, so wird:
E+in=log(r-e&v) =logr +ip,
also:
E=logr, n=0¢.

Wir nehmen an, dal der Siidpol der Erde das Zentrum der verwende-
ten stereographischen Projektion ist; dann entspricht der Nullpunkt O der
%-y-Ebene dem Nordpol und die durch O gehenden Strahlen @ = konst.
der x-y-Ebene entsprechen den Erdmeridianen. Daher werden (vgl.
Abb. 74) diese in der Merkatorprojektion zu Parallelen # = konst zur
&-Achse; der Nordpol (£ = —oo) liegt auf ihnen links, der Siidpol
(8= +o0) rechts im Unendlichweiten. Da der Winkel ¢ bis auf Viel-
fache von 27z unbestimmt ist, ist die Abbildung unendlich vieldeutig,
und jeder Parallelstreifen von der Breite 2s parallel zur £-Achse stellt
bereits ein Bild der ganzen Erdoberfliche dar. Die Breitenkreise, denen
in der stereographischen Projektion die Kreise r = konst entsprechen,
werden in der Merkatorprojektion zu den Parallelen & = konst, also,
wie das ja auch der Winkeltreue halber selbstverstindlich ist, zu senk-
rechten Trajektorien der Bildgeraden der Meridiane ; dem Aquator (r = 1)
insbesondere entspricht die #-Achse (§ = 0).
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Dieses eine Beispiel mag geniigen, um Sie zu weiterer Beschiftigung
mit den zahlreichen Transformationen der geographischen Kartenlehre
anzuregen; ich will hier lieber noch auf einen allgemeineren Satz dieser
Theorie eingehen. Wer sich von Thnen mit Geographie beschiftigt hat,
hat dort gewil von den Tissoischen Sditzen gehort, die Tissot in seinem
von Hammer in Stuttgart iibersetzten Lehrbuch?) entwickelt hat. Wir
werden von unserem Standpunkte ausihren Inhalt uns sehr einfach klar-
machen koénnen.

Es mogen 2 geographische Karten, Abbildungen der Erdkugel auf
eine x-y-Ebene und eine &7-Ebene, vorliegen, die beide ganz beliebig
sein konnen, also auch nicht konform sein miissen. Diese beiden Ab-
bildungen stehen dann jedenfalls in einer Beziehung:

=9k ), n=72xkx1y)
zueinander.

Wir wollen nun nur die Umgebung zweier korrespondierender
Stellen x,, y, und &, 7, untersuchen, wo also:

So=@ o, Yo) »  Mo= X (%, o) -
Dazu fithren wir neue Variable %', y’, &', " durch die Gleichungen:

x=%+%, y=y+Y;
§=§o+§,’ 77=’70+’7’-

ein und haben dann als Entwicklungen von ¢, ¥ nach dem Taylorschen
Satze:

,_ (%9 (0 <P) ,

I

n (axoer 0y0y+ ,
wobei die Ableitungen fiir die Stelle x = x,, ¥ = ¥, zu berechnen sind und
durch die Punkte Glieder héherer Ordnung in #’, y* angedeutet werden.
Wir beschrinken uns nun auf eine so kletne Umgebung der Stelle
%o, Vo, daB die angeschriebenen linearen Glieder bereits eine hinreichende
Anniherung an die wirklichen Werte von &', 5’ geben; dabei schlieBen wir
natiirlich solche singuldre Stellen x,, y, aus, bei denen eine derartige
Umgebung nicht existiert, also z. B. solche, an denen alle 4 ersten partiel-
len Ableitungen gleichzeitig verschwinden, so daB die linearen Glieder gar
keine brauchbare Anniherung liefern. Sehen wir uns nun die so ent-
stehenden linearen Gleichungen zwischen #', ¥, &, %’ an, so haben wir
unmittelbar den fundamentalen Satz, der die Grundlage der Tissotschen
Betrachtungen bildet: Zwei geographische Abbildungen desselben Terrains
hingen tn der Umgebung einer beliebigen nicht gerade singuldren Stelle

1) Die Netzentwiirfe geographischer Karten nebst Aufgaben iiber Abbildung
beliebiger Flachen aufeinander. Stuttgart 1887.
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angendhert durch eine affine Transformation zusammen. Wendet man
nun unsere fritheren Theoreme {iber die affinen Transformationen an, so
erhilt man tatsichlich alle die sogenannten Tissotschen Sitze.

Ich will nur an wenige Hauptpunkte erinnern. Wir wissen, daB es
vor allem auf die Determinante der affinen Transformationen, hier also

f:
) &), )
oxly \0ylq

(&), )

ankommt, die man bekanntlich als Funktionaldeterminante der Funktionen
@, x an der Stelle x = x,, y = y, bezeichnet. Den Fall 4 = 0 wird man bei
diesen Anwendungen stets vermeiden; denn in ihm wird das kleine den
Punkt #,, y, umgebende Flichenstiick der x-y-Ebene auf ein Kurvenstiick
der &-n-Ebene abgebildet, und derartiges wird der Geograph kaum als
brauchbare Karte ansehen. Wir haben hier also stefs 4 + 0 anzu-
nehmen. Das Zustandekommen einer solchen affinen Transformation
hatten wir uns aber frither (S. 781.) ausfithrlich veranschaulicht, und
wir konnen daher jetzt aus dem Friiheren sofort den Satz iibernehmen:
Man erhilt die Umgebung des Punkies &, Yy aus der des Punkies x4, v,
mit der hier in Betracht kommenden Genawigkeit, indem man die letztere
nach zwei zueinander senkrechten Richtungen reinen Deformationen unter-
wirft und sie dann noch um einen passenden Winkel dreht. Sie werden
bei Tissot finden, daB er tatsidchlich diesen Satz ad hoc in anschaulicher
Weise ableitet, und Sie haben hier ein interessantes Beispiel dafiir, wie
die Vertreter der Anwendungen von sich aus den mathematischen An-
forderungen ihrer Disziplinen geniigen; dem Mathematiker erscheint die
Sache natiirlich dann immer sehr einfach, aber es ist doch fiir ihn lehr-
reich zu wissen, was jenen Anwendungen not tut.

Ich will nun endlich noch eine letzte allgemeine Klasse von Punkt-
transformationen erértern:

4=

3. Die allgemeinsten eineindeutigen stetigen Punkttransformationen,

Alle bisher zur Verwendung gelangten abbildenden Funktionen
waren stetig und. beliebig oft differenzierbar, ja sogar analytisch (in
eine Taylorsche Reihe entwickelbar); dafiir lieBen wir aber auch mehr-
deutige, sogar unendlichvieldeutige Funktionen (z. B. den Logarithmus)
zu. Jetzt wollen wir gerade das Hauptgewicht darauf legen, dagB unsere
abbildenden Funktionen ausnahmslos umkehrbar eindeutig seien, und im
tibrigen von thnen nur Stetigkeit verlangen, iiber die Existenz von Differen-
tialquotienten usw. aber nichts voraussetzen; wir fragen dann nach den
Eigenschaften von geometrischen Figuren, die bei diesen allgemeinsten
eineindeutigen und stetigen Transformationen ungedndert bleiben.

Klein, Elementarmathematik II. 8
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Denken Sie etwa, daB Sie eine Fliche oder ein Raumstiick aus Kautschuk
hergestellt und irgendwelche Figuren in ihm markiert haben. Was bleibt
von diesen Figuren erhalten, wenn sie den Kautschuk in ganz willkiir-
licher Weise verzerren, ohne ihn zu zerreiBen?

Die Gesamtheit der Eigenschaften, die man bei der Behandlung
dieser Frage erhilt, bildet das Gebiet der sog. Amalysis situs, man
konnte sagen, der Lehre von den reinsten von Grifenbeziehungen ganz
unabhingigen Lageverhiltnissen. Jener Name rithrt von Riemann her,
der sich in seiner beriihmten Arbeit von 1857 iiber die ,,Theorie der
Abelschen Funktionen'‘t) von funktionentheoretischen Interessen aus zu
solchen Untersuchungen veranlaBt sah. Ubrigens hilt man es seitdem
oft so, daBl man von der Analysis situs in der Geometrie ganz schweigt
und sie nur in der Funktionentheorie heranzieht, wenn man sie braucht.
Anders macht es jedoch Mdbius, der sich in einer Arbeit vom Jahre
18632) von rein geometrischem Interesse aus mit der Analysis situs be-
schaftigt; er nennt dort Figuren, die durch eineindeutige stetige Ver-
zerrungen auseinander hervorgehen, elementarverwandt, weil die gegen-
iiber diesen Transformationen invarianten Eigenschaften die einfachsten
iiberhaupt moglichen sind.

Wir wollen uns nun hier auf die Untersuchung von Flichen beschridn-
ken. Da ist zunichst eine erst von Mobius entdeckte Eigenschaft zu
nennen, die Riemann noch entgangen war: Die Unterscheidung nimlich,
ob eine Fliche einseitig oder zweiseittg ist. Wir hatten ja schon frither
(S. 19 £.) von dem etnsestigen M biusschen Blatte gesprochen, auf dem man
durch stetiges Hinwandern langs der Fliche unvermerkt von der einen
Seite nach der anderen gelangen konnte, so daf3 eine Unterscheidung zweier
Seiten keinen Sinn mehr hat. Es ist klar, daB diese Eigenschaft bei allen
stetigen Verzerrungen erhalten bleibt und dag man daher tatsichlich in
der Analysis situs von vornherein eimseitige und zweiseitige Flichen zu
unterscheiden hat.

Wir wollen uns hier der Einfachheit halber nur mit zweiseitigen
Flichen beschiftigen, zumal sie allein in der Funktionentheorie benutzt
zu werden pflegen; iibrigens ist die Theorie der einseitigen Flichen nicht
etwa wesentlich schwieriger. Da ergibt sich denn, daB fiir eine Fliche im
Sinne der Analysis situs 2 ganze natiirliche Zahlen vollkommen charakteri-
stisch sind: die Anzahl u threr Randkurven und die Anzahl p ihrer sie nicht-
zerstiickelnden Riickkehrschnitte (das sog. ,,Geschlecht') ; genauer gesagt, zwet

1) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. 54 = Gesammelte
mathematische Werke (2. Aufl. Leipzig 1892), S. 88. — Das Wort ,,Analysis’‘ ge-
braucht Riemann hier an Leibniz ankniipfend in seinem urspriinglichen metho-
dischen Sinne, nicht in dem Sinne, den es als mathematischer Terminus ange-
nommen hat.

?) ,,Theorie der elementaren Verwandtschaft.’” Berichte iber die Verhandlungen
der Koniglich Siachsischen Gesellschaft der Wissenschaften, mathematisch-physi-
kalische Klasse, Bd. 15, S. 18 ff. = Gesammelte Werke Bd. II (Leipzig 1886), S. 433ff.



Die allgemeinsten eineindeutigen stetigen Punkttransformationen. 115

zweiseitige Flichen konnen dann wnd nur dann aufeinander eineindeutig
und stetig bezogen werden, sie sind ,,elementarverwandt'’ oder — wie man heute
sagt — homoeomorph, wenn jene beiden Zahlen p und u fir sie diberein-
stimmen. Es wiirde zu weit fithren, wenn ich dieses Theorem hier be-
weisen wollte ; ich kann nur an einigen Beispiclen die Bedeutung der beiden
Zahlen x und p erliutern.

Stellen wir uns nebeneinander eine Kugel, eine Ringfliche und
endlich eine Doppelringfliche (von der Form einer Brezel) vor, wie
sie in Abb. 75 schematisch angedeutet sind. Alle drei sind ge-

L7 L
Abb. 75.

schlossene Flichen, d. h. sie haben keine Randkurve: # =0. Im
ersten Falle zerfillt durch jeden geschlossenen Schnitt die Fliche
in 2 getrennte Teile, d. h. es ist auch » =0. Im zweiten Falle stellt
eine Meridiankurve € einen in sich zuriicklaufenden Schnitt dar,
der die Fliche nicht zerlegt; ist er aber einmal gezogen, so zer-
stiickelt jeder weitere Riickkehrschnitt tatsichlich die Fliche, und
das meinen wir, wenn wir $ = 1 sagen. Im dritten Beispiele endlich
ist p = 2, wie die beiden verschiedenen Meridiankurven €,, €, auf den
getrennten Henkeln zeigen. Durch Anfiigung weiterer Henkel konnen
wir nun sofort zu Flichen mit beliebigem p aufsteigen. Wollen wir aber
auch noch # einen beliebigen von 0 verschiedenen Wert erteilen, so
brauchen wir nur in diesen Flichen u kleine Locher, sog. ,, Punktierun-
gen'', anzubringen, die jedesmal eine Randkurve liefern. So kénnen wir
tatsichlich Flichen mit beliebigen Werten von p und p herstellen, und die-
sen miissen dann alle anderen Flichen mit demselben p, # homoeomorph
sein, wenn sie auch ein von jenen noch so verschiedenes Aussehen haben.
Die Funktionentheorie liefert ja viele Beispiele solcher Flichen.

Ich muB noch hier den weiteren Terminus Zusammenhang erkliren,
den Riemann einfiihrt; er versteht darunter die Zahl 2p + x und nennt
die Fliche (2p + m)-fach zusammenhingend. Ist eine Fliche einfach
wusammenhingend (2p + p=1), so folgt p=0,pu =1, d. h. sie ist
einer Kugel mit einer Punktierung hemoeomorph, die
man durch Verbreiterung dieses Loches auch stetig
in eine ebene Kreisscheibe verwandeln kann (vgl
Abb. 76).

Weiterhin fithrt nun Riemann den Begriff des
Querschnittes ein, d.i. eines Schnittes, der von einem
Randpunkt zu einem anderen fithrt. Man kann von  Abb. 76.

8*
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Querschnitten also nur reden, wenn tatsidchlich Randkurven vor-
handen sind, also u > 0ist. Es gilt der Satz, daf jeder Querschnitt den
Zusammenhang um 1 vermindert, so daf man insbesondere jede Fliche mit
nw>0 durch 2p + pm —1 Querschnitte in eine einfach zusammen-
hingende verwandeln kann. Nehmen wir z. B. eine Ringfliche (vgl. Abb. 77)
mit einer Punktierung (p = u = 1), so legen wir erst den Querschnitt ¢,
von dieser Punktierung aus und dann den Querschnitt ¢,, der von
jenem ersten Schnitt ausgeht und wieder in ihn einmiindet und iibrigens
genau wie der frithere nicht zerstiickelnde Riickkehrschnitt verlduft. Dann
ist der Zusammenhang tatsichlich von 21 +1 =13
g auf 1 erniedrigt.

Was Literatur zur Analysis situs anlangt, so ist

. eine zusammenfassende Darstellung nicht nur fiir

Flichen, sondern auch fiir beliebig ausgedehnte

Gebilde in der Enzyklopidie der mathematischen

Abb. 77. Wissenschaften in dem Referat von M. Dehn wund

P. Heegaard (I11 A B3) gegeben, das freilich sehr ab-

strakt geschrieben ist. Eine leichter lesbare, auch dem Neuling zu-

gangliche Darstellung, die der abstrakten Theorie eine Entwicklung der

allgemeinen Ideen an einfachen Beispielen vorausschickt, wire sehr
wiinschenswert?).

DaB die Analysis situs in der Physik, insbesondere in der Potential-
theorie, Anwendung findet, ist bekannt. Aber auch in den Schulunter-
richt greift sie ein, und zwar mit dem Ewulerschen Polyedersatze, iiber den
ich zum SchluB noch ein Wort sagen will. Euler bemerkte, dag fir ein
ebenfldchiges gewohnliches Polyeder mit E Ecken, K Kanten und F Seiten-
fldchen stets die Gleichung :

E+F=K+2

gilt. 'Wenn man nun das Polyeder irgendwie eineindeutig und stetig
deformiert, so wird an jenen 3 Zahlen und daher an dieser Gleichung nichts
gedndert, und sie gilt daher schlieBlich noch, wenn E, F, K die Anzahlen
der Ecken, Flichen, Kanten einer beliebigen Einteilung der Kugel oder
iiberhaupt einer dieser homoeomorphen Fliche bezeichnen, wofern nur jedes
Teilgebiet einfach zusammenhingend ist. Nun kann man das Theorem
aber sogleich auf Flichen beliebigen Geschlechts verallgemeinern:
Teilt man irgend eine Fliche, die genawu p nicht zerstiickelnde Riickkehr-
schnitte zulift, durch K Linienstiicke in F einfach zusammenhingende
Flichenstiicke, wobet E Ecken aufireten, so gilt:

E4+F=K+2—2%.

1) [Eine neuere Darstellung ist: B. v. Kerékjart6, Vorlesungen tiber Topo-
logie (bisher erschien Bd. I). Berlin: Springer 1923. — In der Enzyklopadie
der mathematischen Wissenschaften wird demnidchst von H. Tietze ein weiteres
Referat tiber Analysis situs erscheinen.]
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Ich iiberlasse es Ihnen, sich hierfiir Beispiele zurechtzulegen und sich
den Beweis selbst zu iiberlegen oder bei Dehn-Heegaard nachzulesen;
natiirlich gibt es noch sehr viel weitergehende Verallgemeinerungen
dieses Satzes. —

Wir verlassen damit endlich die Lehre von den Punkttransforma-
tionen iiberhaupt und wollen nunmehr einen Uberblick iiber die wich-
tigsten Klassen solcher Transformationen zu gewinnen versuchen, die
Punkte in andersartige Raumelemente iiberfiihren.

IV. Transformationen mit Wechsel des Raumelements.

1. Die dualistischen Transformationen.

Als erste Klasse bieten sich da die Zuordnungen dar, die im zwei-
dimensionalen Gebiete Punkt und Gerade, im dreidimensionalen Punkt
und Ebene vertauschen. Ich beschrinke mich hier auf den ersten Fall
und folge im iibrigen dem Gedankengange, den zuerst Plicker 1831 im
zweiten Teile seiner bereits frither (S. 61) genannten ,,4Analytisch-
geometrischen Entwicklungen benutzt hat. Bei diesem liefert die ana-
lytische Formulierung den Ausgangspunkt.

Die erste dort verwendete Idee ist, wie ich es ja schon friiher
(S. 63 £.) ausfiihrte, die, die Konstanten #, v der etwa in der Form:

(1) ux+vy=1

geschriebenen Geradengleichung als Geradenkoordinaten mit den gewShn-
lichen Punktkoordinaten durchaus in Parallele zu stellen und mit beiden
Koordinatenarten in ganz analoger, ,,dualer’* Weise das Gebdude der
analytischen Geometrie aufzufithren. So entsprechen sich insbesondere
in der Ebene die durch die Punktgleichung f(x, y) = 0 als geometrischer
Ort von Punkten dargestellie Kurve und die durch die Geradengleichung
g (u, v) = 0 als Umhiillungsgebilde einer einfach unendlichen Geradenschar
definterte Kurve.

Eine eigentliche Transformation, wie wir sie jetzt betrachten wollen,
erhalten wir natiirlich erst, wenn wir neben die bisher betrachtete eine
Ebene E noch eine zweite E’ stellen und die Geradenkoordinaten #, v in
E zu den Punktkoordinaten x’, 9’ in E’ in Beziehung setzen. Die all-
gemeinste Transformation dieser Art wire also durch 2 Gleichungen:

(2 u=g@@,y), v=x#,y)
gegeben, d. h. jedem Punkt %', ¥’ in E’ wird die Gerade in E zugeordnet,
deren Gleichung sich durch Eintragen dieser Worte in (1) ergibt. Be-
trachten wir zunichst

1. das einfachste Beispiel einer solchen Transformation, das durch die
Gleichungen:

3) u=4x, v=y
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gegeben ist; durch sie wird also dem Punkte x’, ' der Ebene E’ in E ein-
fach die Gerade:

(3a) ¥x+y'y=1

zugeordnet. Es ist bekannt, daB dies diejenige Gerade ist, die dem
Punkte %', y’ (wir denken uns jetzt die Ebenen E, E’ so aufeinander-
gelegt, daB ihre Koordinatensysteme sich decken) in bezug auf den Ein-
/:’/;yy') ) heitskreis um den Nullpunkt (x%2- y2=1) als

N Polare zugehort, so daB unsere Transformation

\\\ also die bekannte Polarenverwanditschaft des
\ / 0 o Kreises ist (vgl. Abb. 78).

\ / Wir bemerken, daf3 an Stelle der beiden

Gleichungen (3) auch die erne Gleichung (3 a)
allein zur Definition der Verwandtschaft
hinreicht, da sie die Gleichung der jedem
Punkt «’,y’ entsprechenden Geraden dar-
stellt. Da sie in x, y einerseits, x’, ¥’ andererseits vollig symmetrisch
ist, so miissen die beiden Ebenen E, E' fiir unsere Verwandischajt genau die
gleiche Rolle spielen, d. h. es mull auch jedem Punkte von E eine Ge-
rade in E’ entsprechen, und bei aufeinandergelegten Ebenen muf
einem Punkte dieselbe Gerade entsprechen, gleichgiiltig, ob wir ihn nach E
oder nach E’ rechnen. Im Hinblick auf die erste Eigenschaft bezeichnet
man die Transformation ¢m engeren Sinne als dualistisch, im Hinblick auf
die zweite als reziprok. Man kann also, ohne die beiden Ebenen zu unter-
scheiden, schlechtweg von der Zuordnung einer bestimmten Polare zu
einem Pole sprechen und dann die Reziprozititseigenschaft in der bereits
frither (S. 62) angegebenen Weise ausdriicken.

Hinsichtlich der weiteren Eigenschaften dieser Transformation be-
merke ich hier nur, dafl wir einer vom Punkte #’, ¥ durchlaufenen Kurve
der Ebene E’ gemiB dem Dualitétsprinzipe als entsprechendes Gebilde die
von den entsprechenden Geraden #, v umhiillte Kurve der Ebene E zu-
ordnen werden.

2. Man kann nun leicht ganz analog zu unseren fritheren Erorterungen
iiber die allgemeinsten ,,Kollineationen‘‘ beweisen, da8 die allgemeinste
dualistische Verwandtschaft entsteht, wenn man in Verallgemeinerung des
Ansatzes (3) «, v gleich allgemeinen linear gebrochenen Funktionen von
%',y mit dem gleichen Nenner setzt:

u ¥ Tyt
ag%’ + by +¢;’
v=a2x/+ bzy"*‘iz
ay% + bgy' + ¢y
Fihrt man diese Ausdriicke fir # und v in die Gleichung (1) ein, so
entsteht nach Heraufmultiplizieren mit dem gemeinsamen Nenner wegen

Abb. 78.

(4
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der Willkiirlichkeit der 9 Koeffizienten 4, . . ., ¢; die allgemeinste sowohl
in %,y als auch in %', y' lineare Gleichung:
(42) @ xX+ b 2V 0 % + aYX + by ¥y 4y — Az — byy' — ¢y = 0.
Umgekehrt stellt aber auch jede solche in x,y und x',y’" ,,bilineare’’ Gleichung
eine dualistische Transformation zwischen den Ebenen E, E' dar; denn so-
wie man das eine Koordinatenpaar festhilt, d. h. einen festen Punkt in
einer der beiden Ebenen betrachtet, ist die Gleichung eine lineare
Funktion in den anderen beiden Koordinaten und stellt daher eine
jenem Punkte zugeordnete Gerade der anderen Ebene dar.

3. Diese Verwandtschaft ist aber im allgemeinen nicht auch reziprok
im oben definierten Sinne, vielmehr ist sie das nur dann, wenn immer zwei

symmetrische Terme in (4a) denselben Koeffizienten haben, wenn jene
Gleichung also lautet:

(5) Ax¥ + B(xy + yx) + Cyy+Dx+ %) +E(y+y)+F=o0.
Die hierdurch bestimmte Transformation ist wieder aus der Kegel-
schnittlehre wohl bekannt; sie ist die Zuordnung von Pol und Polare
in bezug auf den Kegelschnitt:
Ax*4-2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0.

Jede solche Polarenverwandischaft ist eine dualistische reziproke Ver-
wanditschaft.

Man kann hieran die Betrachtung einer wesentlich allgemeineren

Klasse von Transformationen mit Wechsel des Raumelements unmittel-
bar anschlieBen, namlich die der Beriihrungstransformationen.

2. Die Beriihrungstransformationen.

Man erhidlt diese von Sophus Lie so benannten Transformationen,
wenn man statt der bilinearen Gleichung (4a) irgendeine beliebige,
selbstverstandlich den notwendi-

. . . Foenef: Ebenef":
gen Stetigkeitsbedingungen genii- £ c o X0
gende hohere Gleichung in den & o \
4 Punktkoordinaten beider Ebenen: >

\ ~—

(1) Q@y:«,y)=0 I
an die Spitze stellt, die man nach \\\
Pliicker als Aequatio divectrix oder
Leitgleichung bezeichnet. Fiir die Abb. 79.

Ebene sind die in Betracht

kommenden Entwicklungen bereits sidmtlich in Pliickers oben ge-
nanntem Werke!) enthalten. Halten wir zunichst x,y fest, d.h. be-
trachten wir einen bestimmten Punkt P (x,y) in E (vgl. Abb. 79), so
stellt £ = 0 als Gleichung fiir die laufenden Koordinaten %', ¥ eine be-

1 a. a. O. S. 259—265.
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stimmte Kurve C’ in der Ebene E’ dar, und diese Kurve ordnen wir als
neues Element der Ebene E’ — so wie bisher die Gerade — dem Punkte
P zu. Nehmen wir aber nun einen festen Punkt P'(x’, ¥') in E’, etwa auf
der Kurve C’ an, so bestimmt dieselbe Gleichung £ = 0, in der wir jetzt
dem zweiten Variablenpaare ', y' feste Werte erteilen und x, y als
laufende Koordinaten auffassen, eine bestimmte Kurve C in E, die
natiirlich durch jenen ersten Punkt P gehen muB. Damit haben wir die
Punkte P in E den oo? Kurven C’ in E’ und die Punkte P’ von E’ den
oo? Kurven C von E zugeordnet, genau wie vorhin die Punkte den
Geraden.

Bewegt sich nunmehr ein Punkt P in E auf einer ganz beliebigen
(gestrichelt gezeichneten) Kurve K, so entspricht jeder einzelnen Lage
von P eine bestimmte Kurve C’ in E’. Um aber aus der von diesen Kur-
ven C’ gebildeten einfach unendlichen Kurvenschar eine einzige Kurve
in E’ zu erhalten, die wir der Kurve K in E entsprechen lassen koénnen,
iibertragen wir das allgemeine, schon bei der dualistischen Verwandtschaft
angewandte ,,Umbhiillungsprinzip” auf unsern gegenwirtigen Fall: Wir
ordnen K diejenige Kurve K' in E’ zu, die von den vermige Q =0 den
einzelnen Punkten von K entsprechenden Kurven C' umhiillt wird. So
haben wir aus der Leitgleichung £ = 0 tatsichlich eine Transformation
der Ebenen gewonnen, in der jeder Kurve der einen eine bestimmte
Kurve der andern entspricht; denn ganz dieselben Erérterungen
kénnen wir auch von einer beliebigen Kurve K’ in E’ ausgehend
anstellen.

Um diese Betrachtungen analytisch zu verfolgen, denken wir uns die
Kurve K durch ein geradliniges Polygon mit lauter sehr kleinen Seiten
ersetzt, wie man das in der Differentialrechnung der Anschaulichkeit
halber gern tut, und fragen erst einmal, was einer einzigen solchen Poly-
gonseite denn entspricht. Hierbei ist natiirlich immer an den Grenziiber-
gang zur Kurve zu denken, so daB wir unter der Polygonseite schlieB-
lich nichts als den Inbegriff eines Punktes P und seiner Fortschreitungs-

richtung (die Tangentenrichtung von K

Lbene£: Loene£: inihm), ein sog. Linienelement, zu ver-
"t C;,, < stehen haben. Wir nehmen nun in
\ dieser Richtung von P einen Punkt P,

a P’ (vgl. Abb. 80) mit den Koordinaten
x+dx, y+dy an, wobei dx, dy
beliebig klein sind und schlieBlich

gegen Null konvergieren, aber %

r4

Abb. 80.

stets den bestimmten, die gegebene Richtung charakterisierenden Wert $
besitzt. Dem Punkte P entspricht in E’ die Kurve C’, deren Gleichung in
laufenden Koordinaten ', y':

Q(x,y;%,¥)=0
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ist, dem Punkte P, aber entspricht die Kurve C; mit der Gleichung:
Qx+dx,y+dy, x,y)=0,

oder wenn wir nach dx und 4y entwickeln und wegen des schlieBlichen

Grenziiberganges nur die linearen Glieder beriicksichtigen:

Lo R, 8Q.
Q(x’yrxxy)—l_—a_;dx"i_a_ydy—o-

Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich die Koordinaten %', y" des
Schnittes P’ von C’ und C, der in der Grenze der Berithrungspunkt von

a
C’ mit der Enveloppe K’ ist; wir konnen die Gleichungen, da % =2
war, auch ersetzen durch:

Q(x,y;%,5)=0
(2 cQ 009

ax Tay PO
Weiterhin aber haben C’ und C] im Punkte P’ in der Grenze die Tangen-
tenrichtung ¢’ = Z—i gemein, die gleichzeitig auch die Richtung der

Enveloppe K’ in P’ ist. Da £ = 0 die Gleichung von C’ in laufenden
Koordinaten x’, ¥’ ist, bestimmt LoemeL: Fbene £': o
diese Tangentenrichtung sich 7 " 7
aus der Gleichung:

a2 ., 02 #y

Tw Ty =0
oder: lath

02 3¢90 A H

B 7t gy P =0 Abb. 81.

Kennt man von K also nur einen Punkt P und die Tangentenrichtung
$ in ihm, so ist bereits ein Punkt P’ der entsprechenden Kurve K’ nebst
deren Richtung #’ in ihm bestimmt. Man sagt daher, daB unsere Trans-
formation jedem Linienelement x, vy, p der Ebene E ein bestimmies Linten-
element ', ', p' der Ebene E' vermdige der Gleichungen (2), (3) zuordnet.

Indem wir diese Betrachtung auf jede Seite des die Kurve K an-
nihernden Polygones bzw. auf jedes ihrer Linienelemente anwenden,
erhalten wir in E’ die Seiten eines die entsprechende Kurve K’ an-
nihernden Polygones bzw. die Linienelemente dieser Kurve. Die Glei-
chungen (2) stellen daher nach x', y' aufgelist die Kurve K' analytisch dar,
wenn man x, y, p die Werte der Koordinaten bzw. der Tangentenrichtung
aller Punkte von K durchlaufen lipt (vgl. Abb. 81).

Nun wird auch klar, warum Lée diese Transformationen Beréihrungs-
transformationen nannte. Denn beriihren sich 2 Kurven in E, so heilt
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das nichts anderes, als daB sie ein Linienelement gemein haben; alsa
miissen auch die entsprechenden Kurven in E’ ein Linienelement, d. h.
einen Punkt und die Richtung in ihm gemein haben. Die Beriihrung zweier
Kurven st also eine bei der Transformation invariante Eigenschaft,
und das soll jener Name aussagen. Lie hat die Lehre von diesen Be-
rithrungstransformationen namentlich im Raume wesentlich weiter ent-
wickelt; eine zusammenfassende Darstellung hat er gemeinsam mit
G. Scheffers 1896 in der ,,Geometrie der Beriihrungstransformationen’’ be-
gonnen, die leider nicht weit iiber den ersten Band herausgekommen ist?).

Nachdem ich so die Theorie der Transformationen mit Wechsel des
Raumelements kurz dargelegt habe, will ich sie wenigstens durch
einige wenige Beispiele anschauungsmiBig beleben, um zu zeigen, was
man in den Anwendungen mit diesen Dingen anfangen kann.

3. Einige Beispiele.

Lassen Sie mich zunidchst von den dualistischen Transformationen
reden und der Rolle, die sie in der Lehre von den Gestalten algebraischer
Kurven spielen. Wir wollen zusehen, wie sich typische Kurvengestalten
bei dualistischen Umformungen, etwa bei der reziproken Polaren-
verwandtschaft in bezug auf einen Kegelschnitt, verindern, wobei wir
uns natiirlich auf ganz wenige charakteristische Fille beschrinken
miissen. So hebe ich zunichst bei der Kurve dritter Ordnung den Typus
des unpaaren Zuges hervor, der von jeder Geraden in einem oder drei
reellen Punkten geschnitten wird. In der nebenstehenden Skizze (vgl.
Abb. 82) hat er I Asymptote; man kann daraus aber
sofort eine Gestalt mit 3 Asympioten herleiten, indem
man die Ebene derart projektiv transformiert, dal eine
die Kurve dreimal schneidende Ge-
rade in die unendlich ferne Gerade iiber-
geht. Jedenfalls aber hat die Kurve 3
reelle Wendepunkte, und diese haben die
besondere Eigenschaft, in einerGeradeng
zu liegen. Bei der Dualisierung ent-
steht nun aus dieser Kurve eine Kurve

Abb, 82.  d@ritter Klasse, an die von jedem Punkt Abb. 83.
aus eine oder drei reelle Tangenten
gehen. Dem Wendepunkt entspricht dabei eine Spifze, was man freilich
sich durch eingehende Uberlegung klarmachen muB; Sie finden solche
Betrachtungen iibrigens ausfithrlich in meinen fritheren geometrischen
Vorlesungen. Die Kurve dritter Klasse, die hier entsteht (vgl. Abb. 83),
hat also im ganzen 3 Spitzen, und die Tangenten daselbst miissen

1) Bd. I. Leipzig 1896. Die drei ersten Kapitel des zweiten Bandes sind
posthum in den Mathematischen Annalen Bd. 59 (1904) abgedruckt worden.
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durch ein und denselben Punkt P’ gehen, welcher dual der die 3 Wende-
punkte enthaltenden Geraden g entspricht.

Analoge kurze Angaben will ich noch {iber die Kurve vierter Ordnung
und vierter Klasse machen. Bei einer Kurve vierter Ordnung kann die
Gestalt eines Ovales mit einer Einbuchtung auftreten; ja es konnen so-
gar Gestalten mit 2, 3 und 4 Einbuchtungen auftreten (vgl. Abb. 84). Im
ersten Falle sind im
Reellen 2 Wendepunkte
und I Doppeltangente,
in den weiteren bis zu
8 Wendepunkten und
4 Doppeitangenten vor-
handen. Dualisieren wir,
so haben wir dem oben
bereits Gesagten noch
die Uberlegung hinzuzu- Abb. 84.
fiigen, daB einer Doppel-
tangente dual ein Doppelpunkt entspricht. Es entstehen also Typen
von Kurven vierter Klasse mit 2 bis 8 Spitzen und 1 bis 4 Doppel-
punkien, wie skizziert in Abb. 85. Es hat einen eigenen Reiz, die
Gestalten der algebraischen Kurven eingehender durchzuarbeiten; ich
kann sie hier leider nicht nidher verfolgen und mu8l mich mit diesen kurzen
Hinweisen begniigen?). Sie zeigen aber wohl hinreichend, wie unsere dua-
listischen Transformationen Dinge unter das gleiche Gesetz bringen,
die fiir die naive Anschauung so verschieden wie nur méglich sind.

Ich komme nun zu den Anwendungen der T heorie der Bervihrungstrans-
formationen; hier zeigt es sich interessanterweise, dafl die Idee der
Beriihrungstransformation wie die meisten

theoretisch wirklich guten Gedanken in der
Praxis ein weites Anwendungsfeld findet,
ja daB man sie dort schon lange vor ihrer
theoretischen Durcharbeitung wirklich ge-
handhabt hat. Esist die alte Lehre von den

Zahnridern, die ich hier besonders im Auge Abb. 85.

habe. Sie bildet ein spezielles Kapitel der

Kinematik, der allgemeinen Lehre von den Bewegungsmechanismen, die
von zentraler Bedeutung z. B. fiir die Maschinentechnik ist. In diese Kine-
matikgehorenja auch die Geradfithrungen hinein, vondenen wirneulichein
Beispiel hatten. Auch fiir die Kinematik gilt, was ich Thnen schon oft in
dieser Vorlesung sagen mufBte: Ich kann hier natiirlich immer nur kleine

1) [Siehe F. Klein: Gesammelte mathematische Abhandlungen Bd. II, S. 89ff.,
S. 1361f., S. 99ff., Berlin: Springer 1922, die beiden Arbeiten . Uber eine
neue Art Riemannscher Flichen‘* und die erste Arbeit ,,{Uber den Verlauf der
Abelschen Integrale bei den Kurven 4. Grades*.]
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Teile jeder einzelnen Disziplin herausgreifen und an einfachen Bei-
spielen ihren Sinn und ihre Bedeutung méglichst handgreiflich schildern.
Im einzelnen miissen Sie sich dann nach diesen Anregungen in Spezial-
darstellungen zurechtzufinden suchen; als Hauptorientierungsmittel in
dem Gesamtgebiet der Kinematik empfehle ich das einschligige Enzyklo-
padiereferat von A.Schoenflies (IV3), das auch iiber die gewaltige Literatur
gut Auskunft gibt.

Die Aufgabe der Zahnradkonstruktionen ist, gleichfdrmige Bewegung
von einem Rade auf ein anderes zu tibertragen. Da dabei aber auch Krifte
iibertragen werden sollen, so geniigt es nicht, die Réder aufeinander ab-
rollen zu lassen (vgl. Abb. 86), sondern man muB dem einen Rade Vor-
spriinge, Zihne, geben, die in Liicken des anderen eingreifen. Das

Abb. 86. Abb. 87.

Problem ist daher, die Profile oder Flanken dieser Zihne so zu gestalten,
dap eine gleichformige Drehung des einen Rades auch etne gleichformige
Drehung des anderen bewirkt. Das ist gewill eine auch geometrisch sehr
interessante Fragestellung. Ich gebe sogleich den wichtigsten Teil der
Losung dieses Problems an. Die Zihne des einen Rades kinnen wesentlich
willkiirlich gewdhlt werden, mit den selbstverstindlichen durch die
praktische Verwertbarkeit bedingten Beschrinkungen, daB die einzelnen
Zihne nicht miteinander kollidieren u. dgl., die Zihne des zweiten Rades
sind aber dann notwendig bestimmt, und zwar leiten sie sich durch eine ein
fiir allemal feststehende Beriihrungstransformation aus den Zihnen des
ersten Rades ab.

Es mag hier geniigen, wenn ich das Zustandekommen dieses Theo-
rems kurz erldutere, ohne es vollstindig zu beweisen. Man bemerkt un-
mittelbar, daB es nur auf die Relativbewegung beider Rider gegeneinan-
der ankommt. Man darf also etwa das eine Rad R, iiberhaupt fest-
gehalten denken, wihrend das andere R, neben seiner Drehung um
R, herumliuft. Dabei beschreibt jeder Punkt, der mit R, fest verbunden
ist,in der ruhenden Ebene von R, eine Epizykloide (vgl. Abb. 87), und zwar
ist diese gestreckt, hat Spitzen oder ist verschlungen, je nachdem der
betrachtete Punkt innerhalb, auf oder auBerhalb der Peripherie von R,
liegt. Damst ist jedem Punkt der beweglichen Ebene von R, tn der festen
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Ebene von R, eine bestimmite Kurve zugeordnet, und wenn wir zu der diese
Zuordnung vermittelnden Gleichung nach dem vorhin angegebenen
Verfahren die Berdihrungstransformation ermitteln, so haben wir gerade
die in Aussicht gestellte, fiir die Zahnridder charakteristische Berithrungs-
transformation. Man iiberzeugt sich ndmlich leicht, daB zwei einander
vermoge dieser Berithrungstransformation entsprechende Kurven bei
der Bewegung tatsichlich aufeinander abschroten.

Endlich noch ein Wort dariiber, wie sich das hiermit angedeutete
theoretische Prinzip bei der praktischen Konstruktion der Zahnrider
gestaltet. Ich rede nur von dem einfachsten Fall,
der sog. Triebstockverzahnung. Da sind die Zahne @
von R, einfach Punkte (vgl. Abb. 88) oder viel- \
mehr, da diese keine Kraftiibertragung geben
wiirden, Kkleine kreisformige Zapfen, die sog.
Triebstocke. Jedem solchen kleinen Kreis ent-
spricht durch die Berithrungstransformation eine
Kurve, die sich sehr wenig von einer Epizy-
kloide unterscheidet, nimlich eine Parallelkurve zu ihr in einem dem
Radius des Triebstockes gleichen Abstande. Auf diesen Kurven rollen die
Kreise bei der Drehung von R, ab, sie bilden also die Flanken der Zihne,
die man auf R, aufsetzen muBl, damit die kreisférmigen Zihne, die
Triebstocke, von R, gerade richtig eingreifen. In dem Modell, das
ich Thnen hier vorlege, sehen Sie in der Tat jeweils die Anfinge dieser
Kurven als Profile der Zdhne von R, realisiert — jede Kurve so weit,
daB immer gerade ein Zahn nach dem andern eingreift.

Ich zeige Thnen noch die Ausfithrungen zweier gleichfalls in der Praxis
viel benutzter Verzahnungen, der Evolventen- und der Zykloidenverzah-
nungl). Bei der ersten bestehen, wie ich hier nur
ganz kurz berichten will, die Zahnprofile beider
Réader aus Kreisevolventen (vgl. Abb. 89), das
sind Kurven, die durch das Abwickeln eines
gespannten Fadens von einem Kreise entstehen
und deren Evoluten also Kreise sind; bei der
andern sind sie aus Zykloidenstiicken zu- Abb. 89.
sammengesetzt.

Ich hoffe Thnen damit wenigstens eine erste Orientierung dariiber ge-
geben zu haben, um welche Probleme es sich in der Lehre von den Trans-
formationen mit Wechsel des Raumelements handelt; ich habe jetzt, be-
vor wir diesen zweiten von den Transformationen iiberhaupt handelnden
Hauptteil verlassen, nur noch anhangsweise iiber ein wichtiges Kapitel zu
reden, das in einer Enzyklopiddie der Geometrie nicht fehlen darf, nim-
lich iiber die Benutzung imaginirer Elemente.

1) Alle diese Modelle sind von F. Schilling konstruiert (Verlag von M. Schil-
ling, Leipzig).

Abb. 88.
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V. Die Imaginirtheorie.

Die Lehre vom Imaginiren ist bekanntlich zuerst in der Algebra und
Analysis ausgebildet worden, insbesondere in der Gleichungslehre und der
Funktionentheorie komplexer Variabler, wo sie ja ihre groBten Triumphe
gefeiert hat. Weiterhin hat man aber auch friihzeitig in der analytischen
Geometrie den Variablen x, y komplexe Werte x = %, + 1%y, ¥ =y, + 1,
erteilt und damit — zunédchst ohne mit dieser der Analysis entnommenen
Sprechweise irgendeinen eigentlichen geometrischen Sinn zu verbin-
den — den reellen Punkten eine groBe Mannigfaltigkeit komplexer Punkte
hinzugefiigt.

Der Nutzen dieser Neueinfithrungen soll natiirlich darin bestehen,
daB sie die bei Beschrinkung auf reelle Variable nétigen Fallunter-
scheidungen iiberfliissig machen und das Aussprechen allgemeiner, aus-
nahmsloser Sitze gestatten. Ganz analoge Uberlegungen hatten uns ja
bereits in der projektiven Geometrie zur Einfithrung der unendlich fernen
Punkte sowie der von ihnen erfiillten unendlich fernen Ebene bzw. Gera-
den gefiihrt. Das eine wie das andere Mal tun wir das, was man passend
als ,,Adjunktion uneigentlicher Punkte’* zu den eigentlichen, anschaulich
erfaBbaren Punkten des Raumes bezeichnet.

Wir wollen nunmehr beide Adjunktionen gleichzeitig vollziehen.
Zu diesem Zweck fithren wir, wie frither, homogene Koordinaten ein,
setzen also, um zunichst in der Ebene zu bleiben, x 1y :1 =& : 5 : T und
lassen fiir &, 9, T auch komplexe Werte zu. Das Wertesystem 0, 0, 0 schlieBen
wir aus. Betrachten wir dann beispielsweise eine homogene guadratische
Gleichung :

(1) A&+ 2BE¢n+ Cn2+2DEr+2Enpt+ F12=0,

so werden wir den Inbegriff aller ihr geniigenden reellen und komplexen
Wertsysteme &, 0, 7 (gleichgiiltig, ob sie endliche oder unendlich ferne
Punkte darstellen) eine Kurve zwester Ordnung nennen. Man sagt dafiir
auch wohl manchmal einfach Kegelschnitt, aber das kann, wenn nicht bei
den Leuten, die die Sache kennen, so doch bei den vielen, denen die Be-
trachtung imaginirer Elemente nicht geldufig ist, MiBverstindnisse her-
vorrufen; braucht doch z. B. eine Kurve nach dieser Definition keinen
einzigen reellen Punkt zu enthalten.
Kombinieren wir nun (1) mit einer linearen Gleichung:

(2 ab+pn+yr=o0,

die wir als Definition einer Kurve erster Ordnung, d. h. einer Geraden,
auffassen. Diese beiden Gleichungen haben dann genau 2 Losungstripel
& :m 1 7 gemein, d. h. esne Kurve erster und eine zweiter Ordnung ,,schnei-
den'‘ sich stets genau in 2 Punkien, die freilich reell oder komplex, endlich
oder unendlich fern, getrennt oder zusammenfallend sein kénnen. Freilich
sind Ausartungen, die Ausnahmen von diesem Satze herbeifiihren,
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denkbar, Zerfillt die linke Seite von (1) in 2 Linearfaktoren und ist
der eine von ihnen mit der linken Seite von (2) identisch, d. h. ist die
Kurve zweiter Ordnung ein ,,Geradenpaar‘‘ und (2) mit einer ihrer Geraden
identisch, so ist eben jeder Punkt von (2) gemeinsamer Punkt. Daskommt
darauf hinaus, daB die quadratische Gleichung, die durch Elimination
einer Variablen aus den beiden gegebenen Gleichungen entsteht, in
diesem Falle durchweg verschwindende Koeffizienten hat. Noch weiter-
gehende Ausartungen treten natiirlich ein, wenn die linke Seite einer
oder gar beider gegebenen Gleichungen selbst identisch verschwindet
(A=B=:-+=F=0oder &« =f=y=0). Ich will jedoch alle diese
und dhnliche Besonderheiten, die dem Wesen der Sache nach simtlich
trivial sind, im folgenden ganz beiseite lassen. Dann diirfen wir z. B.,
wenn wir zur Betrachtung zweier Kurven zweiter Ordnung aufsteigen,
den Satz aussprechen, daB sie stets gerade 4 Punkte gemein haben.

Fithren wir nunmehr auch im Rawme homogene Koordinaten
x:y:z:1=E&:n:{:7 ein und erteilen ihnen, wieder von dem Werte-
system 0:0:0:0 abgesehen, beliebige komplexe Werte; die Gesamt-
heit der Losungen einer in diesen 4 Variablen linearen bzw. quadra-
tischen homogenen Gleichung werden wir dann Fliche erster Ordnung
(Ebene) bzw. Fliche zweiter Ordnung nennen. Dann gilt wiederum
allgemein — von trivialen Ausnahmen abgesehen —, daf eine Fliche
zweiter Ordnung von einer Ebene in einer Kurve zweiter Ordnung geschnitten
wird, und daf zwei Flichen zweiter Ordnung sich in einer Raumkurve
vierter Ordnung schneiden, die threrseits mit jeder Ebene 4 Punkte gemein
hat. Dabei ist es unentschieden, ob diese Schnittkurven reelle Aste haben
oder nicht, ob sie im Endlichen oder Unendlichfernen verlaufen.

Nun hat bereits Poncelet 1822 in seinem schon genannten ,, Traité des
propriéiés projectives des figures'* diese Begriffe auf Kreise und Kugeln an-
gewandt; freilich benutzte er nicht homogene Koordinaten und die durch
sie ermoglichten prizisen analytischen Formulierungen, sondern er
folgte mehr seinem starken Gefiihle fiir geometrische Kontinuitat. Gehen
wir, um seine merkwiirdigen Resultate in genauer Form kennenzulernen,
von der Kreisgleichung:

(x—aP+(y— b2 =1
aus, die wir homogen schreiben:
(—ar)2+ (n—0b1)2—r*2=0.
Der Schnitt mit der unendlich fernen Geraden z = 0 wird also gegeben
durch: 24+92=0, 7=0.
Aus diesen Gleichungen sind die den zugrunde gelegten Kreis

charakterisierenden Konstanten a, b, r herausgefallen. Jeder beliebige
Kreis schneidet also die unendlich ferne Gerade in denselben beiden festen

Punkten: Eig=+i, 1=0,
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die man kurz die (imagindren) Kreispunkte nennt. Ganz genau so leitet
man ab, daf alle Kugeln des Raumes die unendlichferne Ebene in ein und
demselben imagindren Kegelschnitt schneiden:

£+n+32=0, =0,

den man auch schlechtweg (imaginiren) Kugelkrets nennt.

Es gilt aber auch das Umgekehrte: Jede Kurve zweiter Ordnung, die
durch die beiden Kreispunkie der unendlich fernem Geraden ihrer Ebene
geht, ist ein Kreis, und jede Fliche zweiter Ovdnung, die die unendlich ferne
Ebene tm Kugelkreis schneidet, ist etne Kugel, so dall wir hier charakie-
ristische Eigenschaften von Kreis und Kugel haben.

Ich habe absichtlich nicht gesagt ,,unendlich ferne Kreispunkte
und ,,unendlich ferner'* Kugelkreis, wie es wohl manchmal geschieht.
Der Abstand der Kreispunkte vom Koordinatenanfangspunkt ist niamlich
nicht bestimmt unendlich, wie man zunichst vielleicht glauben méchte,

‘l/ 2
sondern er hat die Form a2 4 y2 = Ve+nt % und ist demnach unbe-
T

stimmt; je nach dem Grenziibergang zu den Kreispunkten kann man ihm
jeden beliebigen Wert erteilen. Ebenso ist die Entfernung der Kreis-
punkte von jedem endlichen Punkte unbestimmt, und dasselbe gilt
auch fiir die Entfernung eines jeden Punktes des Kugelkreises von
einem endlichen Raumpunkte. Das ist nun keineswegs wunderbar,
denn wir haben ja von den Kreispunkten gleichzeitig verlangt, daB sie
von einem endlichen Punkte den Abstand » haben (auf dem Kreis mit r
um ihn liegen, wobei 7 einen beliebig gegebenen Wert haben kann) und un-
endlich fern von ihm sein sollen; diesen scheinbaren Widerspruch kann
die analytische Formel nur dadurch ausgleichen, daf3sie jene Unbestimmt-
heit liefert. Man muB sich diese einfachen Dinge einmal ganz klarmachen,
um so mehr, als hiufig Falsches dariiber geredet und geschrieben wird.

Die Kreispunkte und der Kugelkreis gestatten es, die Theorie der
Kreise und Kugeln der allgemeinen T heorie der Gebilde zweiter Ordnung aufs
schonste unterzuordnen, wihrend fiir die elementare Betrachtung gewisse
Verschiedenheiten zu bestehen scheinen. So spricht man in der elemen-
taren analytischen Geometrie immer nur von zwesi Schnittpunkten zweier
Kreise, da die Elimination einer Unbekannten aus ihren Gleichungen nur
auf eine quadratische Gleichung fiithrt. Nun haben die beiden Kreise aber
noch auf der unendlichfernen Geraden die beiden Kreispunkte gemein,
die die elementare Darstellung nicht beriicksichtigt, und so kommen wir
tatsichlich auf die durch das oben genannte allgemeine Theorem fiir
2 Kurven zweiter Ordnung erforderliche Anzahl von 4 Schnitipunkien.
Ganz analog spricht man zunichst immer nur von esnem Kreise, in dem
2 Kugeln sich treffen und der iibrigens reell oder imaginir sein kann;
wir wissen aber jetzt, daB die Kugeln in der unendlichfernen Ebene
noch iiberdies den Kugelkreis gemein haben, und dieser erginzt jenen
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endlichen Kreis zu der Raumkurve vierter Ordnung, die unser allge-
meiner Satz als Schnittkurve fordert.

Ich mochte nun im AnschluB daran einige Worte iiber die so-
genannte Imagindrtransformation sagen. Man versteht darunter Kolli-
neationen mit tmagindren Koeffizienten, die imaginire Punkte, fir die
man sich gerade vorzugsweise interessiert, in reelle Punkte {iberfithren.
So wird man hier in der Theorie der Kreispunkte mit Vorteil die Trans-
formation:

F=¢&, y=1iy, 7vT=1
verwenden ; denn durch sie geht die Gleichung &2 472 = 0in &2 — 5’2 =0
iiber, und daher werden die Kreispunkte
E:im=1, T =0 in die reellen unendlich-
fernen Punkte:
=41, =0

verwandelt, das sind die unendlich fernen {#5° e
Punkte der beiden um 45 ° gegen die Achsen
geneigten Richtungen. Alle Kreise werden
also in Kegelschnitte iibergefiihrt, die
durch diese beiden reellen unendlichfernen
Punkte gehen, und das sind einfach
siamtliche gleichseitigen Hyperbeln, deren
Asymptoten jene Winkel 4- 45° mit den Achsen bilden (vgl. Abb. 90).
An dem Bilde dieser Hyperbeln kann man sich nun alle Theoreme iiber
Kreise anschaulich klar machen, was fiir viele Zwecke — besonders auch
bei den analogen Entwicklungen im Raume — Z#uBerst bequem und
niitzlich ist. Im Rahmen dieser Vorlesung muB ich es jedoch mit diesen
Andeutungen genug sein lassen; nidhere Ausfithrungen pflegt man in
den Vorlesungen und Biichern iiber ,,projektive Geometrie** zu geben.

Es entsteht nun die Frage, ob man diesen imagindren Punkten,
Ebenen, Kegelschnitten usw. nicht auch rein geometrisch nahe kommen
kann, ohne sie — wie wir es bisher taten — gewaltsam aus den Formeln
der Analysis zu iibernehmen. Die 4lteren Geometer, Poncelet und auch
Steiner, hatten hieriiber noch keine Klarheit gewonnen; bei Steiner sind
die imagindren GréBen in der Geometrie noch ,,Gespenster*, die gleich-
sam aus einer h6heren Welt heraus sich in ihren Wirkungen bemerkbar
machen, ohne daB wir von ihrem Wesen eine klare Vorstellung gewinnen
konnen. Erst v. Staudt hat in seinen schon frither genannten Werken, der
,,Geometrie der Lage'‘V) und den ,,Beitrdgen zur Geometrie der Lage''?),
jene Frage vollkommen gelost, und mit seinen Betrachtungen miissen
wir uns noch ein wenig befassen. Ubrigens sind diese Staudtschen Biicher
recht schwer lesbar, da er seine Theorien ohne Bezugnahme auf ana-
lytische Formeln und ohne induktive Hinweise sogleich in ihrer end-

Abb. 90.

1) Nirnberg 1846. 2) Niirnberg 1856 — 1860.

Klein, Elementarmathematik II. 9
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giiltigen Form deduktiv entwickelt. Bequem verstindlich ist ja immer
nur die genetische Darstellung, die dem vom Autor bei der Entstehung
seiner Ideen vermutlich eingeschlagenen Wege folgt.

Den beiden Werken v. Staudts entsprechen zwei verschiedene Stadien
der Entwicklung seiner Theorie, die ich nun beide kurz darlegen will. In
dem Werke von 1846 handelt es sich zunichst nur um die Betrachtung
irgend welcher Gebilde zweiten Grades mit reellen Koeffizienten — ich
sage Gebilde, weil ich die Anzahl der Dimensionen (Gerade, Ebene oder
Raum) unentschieden lassen will. Betrachten wir etwa eine Kurve
zweiter Ordnung in der Ebene, d. h. irgend eine in drei Variablen homo-
gene quadratische Gleichung mit reellen Koeffizienten:

A2+ 2Bén+Cn2+2Dér+2Ent+ Fi2=0.
Fiir die analytische Behandlung ist es dann véllig gleichgiiltig, ob diese
Gleichung iiberhaupt reelle Losungen hat oder nicht, d. h. ob die Kurve
zweiter Ordnung einen reellen Zug besitzt oder nur komplexe Punkte
aufweist. Die Frage ist, was sich im letzteren Falle der reine Geometer
Anschauliches unter einer solchen Kurve denken, wie er sie mit geo-
metrischen Mitteln definieren soll. Dieselbe Frage entsteht im ein-
dimensionalen Gebiet, wenn wir die Kurve mit irgend einer Geraden,
etwa der x -Achse 5 = 0 schneiden; dann werden die Schnitte — gleich-
giiltig, ob sie reell oder imagindr sind — durch die folgende Gleichung
mit reellen Koeffizienten:
A2+ 2DEr+ Fr2=0

geliefert, und die Frage ist, ob man im Falle komplexer Wurzeln irgend
einen geometrischen Sinn damit verbinden kann.

Staudts Idee ist nun zunichst folgende : Er betrachtet statt der Kurve
zweiter Ordnung das ihr zugehdorige Polarsystem, von dem wir ja frither
(S.119) sprachen, d. h. eine dualistische reziproke durch die Gleichung:
AEE+B(En +En) +Cny +D(ET+ &) +E(7 +9'1) + Fri'=0
dargestellte Verwandtschaft. Wegen der Realitit der Koeffizienten ist
das eine durchaus reelle Beziehung, die jedem reellen Punkie eine reelle
Gerade zuordnet — mag nun der Kurvenzug selbst reell sein oder nicht.
Das Polarsystem bestimmt aber seinerseits die Kurve vollkommen als
Gesamtheit der Punkte, die auf thren eigenen Polaren liegen, wobei es von
vornherein unentschieden bleibt, ob solche Punkte im Reellen existieren.
In jedem Falle bildet aber das Polarsystem einen stets reellen Reprisen-
tanten der durch die Gleichung definierten Kurve zweiter Ordnung, der
statt der Kurve zweckmiBig an die Spitze der Untersuchung gestellt
werden kann.

Schneiden wir nun die Kurve mit der x-Achse, d. h. setzen wir # und
7’ gleich 0, so haben wir ganz analog auf ihr eine eindimensionale stets
reelle Polarverwandtschaft, die durch die Gleichung:

AsE+DEY+ 1)+ Frd =0
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dargestellt wird und immer 2 reelle Punkte einander reziprok zuordnet.
Die Schnittpunkte der x-Achse mit der Kurve sind die beiden in dieser
Polarenverwandtschaft sich selbst entsprechenden Punkte, ihre so-
genannten Grund- oder Ordnungspunkie. Sie koénnen reell oder imaginir
sein, jedenfalls wird auf sie selbst das Interesse erst in zweiter Linie ge-
richtet, und voran steht wieder die Polarenverwandtschaft als ihr stets
reeller Reprisentant.

Man nennt die Paare (% , %,-) zweier sich in einer solchen ein-
dimensionalen Polarenverwandtschaft entsprechenden Punkte mit einem
aus dem 17. Jahrhundert von Desargues herrithrenden Ausdruck Punkte-
paare einer ,,Involution’’, und zwar unterscheidet man 2 Hawuptarten
solcher Involutionen, je nachdem die Grundpunkte reell oder imagindir
sind, und einen Ubergangsfall, in dem sie zusammenfallen. Die Haupt-
sache aber ist fiir uns hier der Involutionsbegriff schlechtweg; die Unter-
scheidung von Fillen, d. h. die Frage nach der Natur der Wurzeln der
quadratischen Gleichung, hat erst sekundires Interesse.

Mit diesen Betrachtungen, die sich natiirlich unmittelbar auf
3 Dimensionen iibertragen lassen, ist zwar das Imaginére nicht gedeutet,
aber doch — was Gebilde zweiter Ordnung angeht — ein Standpunkt
oberhalb des Unterschiedes von Reell und I'magindr gewonnen. [edes Gebilde
zwetter Ovdnung wird durch ein reelles Polarsysiem dargestellt, und man
kann mit diesen Polarsystemen geometrisch ebenso operieren wie ana-
lytisch mit den reellen Gleichungen der Gebilde.

Ein Beispiel soll das ndher zeigen. Denken wir uns eine Kurve zweiter
Ordnung, d.h. also ein Polarsystem in der Ebene gegeben und nehmen eine
Gerade hinzu. Da sind fiir die unmittelbare Anschauung sehr viele ver-
schiedene Fille méglich, je nachdem die
Kurve iiberhaupt reelle Punkte hat oder
nicht und im ersten Falle die Gerade reell
schneidet oder nicht. Jedenfalls aber wird
durch das ebene Polarsystem auf der Geradeng
(vgl. Abb. 91) ein lineares Polarsystem, d. h.
eine Involution festgelegt: Jedem Punkte P Abb. 91.
von g entspricht in ersterem eine Polare 2,
und diese schneidet in g einen Punkt P’ ein; die Punkte (P, P’) durchlaufen
diein Rede stehende Involution. Nachtriglich kann man dann nach deren
Grundpunkten fragen und sehen, ob sie reell oder imagindr sind. Wir
haben damit in geometrischer Sprache genau das zum Ausdruck gebracht,
was wir zu Beginn dieser Erérterungen aus den Gleichungen schlossen.

Wir wollen nun diese Betrachtungen insbesondere auf die imagindren
Kreispunkte und den Kugelkreis anwenden. Wir sagten frither, daB 2 be-
liebige Kreise die unendlichferne Gerade in denselben beiden Punkten,
eben den Kreispunkten, schneiden; das wird jetzt also geometrisch be-

9>
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deuten, daf ihre Polarsysteme auf der unendlichfernen Geraden ein und
dasselbe eindimensionale Polarsystem, dieselbe Involution hervorrufen. In
der Tat, ziehen wir (vgl. S. 62) die Tangenten von einem unendlichfernen
Punkte P an einen Kreis, so steht dessen Polare $; als Verbindung der
Berithrungspunkte der von P ausgehenden Tangenten auf ihrer gemein-
samen Richtung senkrecht (vgl. Abb. 92). Daalle nach demselben un-
endlichfernen Punkte gehenden Geraden parallel sind, steht auch dessen
Polare p;in bezug auf irgend einen zweiten Kreis auf derselben Richtung

P senkrecht wie p;und ist daher zu ] par-
A'_ﬁ‘ allel; mit anderen Worten, ] und 2}
| p schneiden die unendlichferne Gerade

f ilh 2 ihrerseits in demselben Punkte P’.
t P Die Polarsysteme aller Kreise schneiden
U/ \ p also — das ist das Resultat — in die

|
I
i unendlichferne Gerade ein und dasselbe
Polarsystem, die sogemannte ,,absolute
Involution' ein, deren Punktepaare, von
etnem beliebigen endlichen Punkte aus
Abb. 92, betrachtet, jeweils in zuetnander senk-
rechten Richtungen erscheinen.

Wir wollen diese Uberlegung nun ins Analytische iibertragen. Gehen

wir von der homogenen Kreisgleichung:

E—ar)24+(n—br)2—r2=0
B4yt —2aft—2bpr+ (@40 — =0
aus, so ist die zugehérige Polarenverwandtschaft:
EE 4y —a(E7T+E7) — b7 +a'7) + (@ + b2 — 1) 17 =0;

wir erhalten daraus die auf der unendlichfernen Geraden erzeugte Ver-
wandtschaft, wenn wir 7 =7’ = 0 setzen:

T
|
|
T
|
I
|
|
|
T
§
oder:

E€+ =0, 1=0, 7=0.

Diese Gleichungen sind in der Tat von den speziellen Konstanten a, b, »
des Ausgangskreises unabhingig. Dazu lehrt aber die analytische Geo-
metrie, daB wegen der ersten Gleichung zwei nach den Punkten &, , 0
und &, %', 0 gehende Geraden aufeinander senkrecht stehen, so da3 wir
wirklich wieder den oben ausgesprochenen Satz erhalten haben.
Ganz analoges gilt auch fiir die Kugeln des Raumes. Sie alle legen
auf der unendlichfernen Ebene ein und dieselbe, die sogenannte absolute
Polarenverwandtschaft fest, die durch die Gleichungen:

8+ +C0=0, =0, T=0

gegeben ist; da die erste Gleichung aussagt, daB die Richtungen&:% :{
und &' :9’:{’ aufeinander senkrecht stehen, so emtspricht dabei jedem
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unendlichfernen Punkte P diejenige unendlichferne Gerade, die von einer
auf der nach P weisenden Richtung senkrechten Ebene ausgeschnitten wivd.
Damit haben wir ein reelles geometrisches Aquivalent der Sitze iiber den
imaginaren Kugelkreis.

Man kann freilich sagen, daB in diesen Betrachtungen das Imagi-
nire mehr umgangen als gedeutet wird. Eine wirkliche Interpretation
einzelner imaginirer Punkte, Geraden und Ebenen hat ». Staud? erst in
seinen ,,Beitrigen‘‘ von 1856/60 durch Weiterbildung jenes Ansatzes ge-
geben. Ich will auch diese Interpretation hier auseinandersetzen, weil sie
im Grunde héchst einfach und sinnreich ist und nur in der abstrakten
Darstellung Staudts duBerst fremdartig und schwierig erscheint. Dabei
schlieBe ich mich durchaus der analytischen Darstellung an, wie sie Stolz
1871%) gegeben hat. Stolz, der damals mit mir zusammen in Géttingen
war, hatte Staudt gelesen, was ich selbst nie fertig gebracht habe. Von
ihm lernte ich dann im persénlichen Verkehr die verschiedenen auch in
anderer Hinsicht sehr interessanten Staudtschen Ansidtze kennen, iiber
die ich spiterhin vielfach gearbeitet habe. Ich méchte im folgenden nur
wieder die wichtigsten Ziige des Gedankenganges hervortreten lassen,
ohne alle Einzelheiten vollstindig auszufiihren ; dabei wird es vollkommen
geniigen, wenn ich mich auf die Ebene beschrinke.

Es sei also zunichst einmal ein imagindrer Punkt P durch seine drei
komplexen Koordinaten &, %, 7 gegeben; es sei, in die reellen und imagi-
niren Bestandteile getrennt:

(1) E=5+1&, n=ntin, Tt=1+i1,.

Wir wollen nun eine reelle Figur konstruieren, durch die dieser Punkt P
seine Deutung findet, und zwar soll der Zusammenhang ein projektiver
sein, d. h. genauer gesagt, er soll durch beliebige reelle projektive Um-
formungen nicht geindert werden. Der erste Schritt dazu ist, dal wir

1. die beiden reellen Punkte P,, P, ins Auge fassen, deren homogene
Koordinaten die reellen bzw. die mit — ¢ multiplizierten imaginiren
Bestandteile der gegebenen Koordinaten von P sind:

(1a) Piié&,m,v; Py, m, .

Diese beiden Punkte sind verschieden, d. h. es ist nicht & :#,:7;
=§&,:7, 1Ty, da sonst & : 9 :7 sich wie drei reelle GréBen verhalten und
daher einen reellen Punkt darstellen wiirden. Daher bestimmen P,, P,
eine reelle Gerade g, deren Gleichung bekanntlich:

7 I 1
(2) & m t1u|=0
& Mm T

1) ,,Die geometrische Bedeutung der komplexen Elemente in der analytischen
Geometrie.“ Mathematische Annalen Bd. 4, S. 416. 1871.
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ist; auf ihr liegen sowohl der gegebene imaginire Punkt P als auch sein
,konjugiert imaginirer Punkt“ P mit den Koordinaten:

(1) §=&6—i&, n=n—in, T=T1 i1,
denn beide Koordinatentripel (1), (1) geniigen ersichtlich der Geraden-
gleichung (2).

2. Natiirlich wird das so konstruierte Punktepaar P,, P, keineswegs
als reeller Repridsentant des imaginiren Punktes P gelten kdnnen, denn
es hingt ganz wesentlich von den Einzelwerten von &, 9, 7 selbst ab, wih-
rend fiir den Punkt P nur die Verhiltnissen dieser Zahlen charakteristisch
sind. Es wird also genau derselbe Punkt P dargestellt, wenn wir statt &,
7, T ihre Produkte mit einer beliebigen komplexen Konstanten:

0=0+1¢
schreiben:
e =016 — 08+ 1061 + 01 &0) s
(3 0N = @1M — QaMz + 1(QeMz + €172) »

0T =017 — 02Ty + 1(0T1 + 01 72);
dann erhalten wir aber, indem wir wieder den reellen von dem imagi-

niren Teil trennen, statt der Punkte P, und P, andere reelle Punkte
P} und P, mit den Koordinaten:
(32) { Pi: Hiniivi= 016 — 028270171 — Q2721 0171 — Q272

Pyt &imaivi= 0061+ 0182102+ 01721 0T+ 017
Betrachten wir die Gesamtheit der so fiir alle Werte von g,, 0, entstehen-
den Punktepaare P;, P;, so haben wir ein geometrisches Gebilde, in dem
nur mehr die Verhiltnisse £ :  : 7, d. h. der ,,geometrische’ Punkt P zur
Geltung kommen, das also zur Reprisentation von P durchaus geeignet
ist. Uberdiesist der Zusammenhang mit P in der Tat projektiv, denn trans-
formiert man &, %, T irgendwie reell linear, so erleiden sowohl &, i, Tl
als auch &;, 73, 73 offenbar die gleiche Substitution.

3. Um nun die geometrische Natur dieser Gesamtheit von Punkte-
paaren niher zu untersuchen, bemerken wir zunichst, da die Punkte
¥ _ o P, P;jedenfalls (vgl. Abb. 93), was auch g

A K P/ A " se, auf der Geraden P, P, liegen, da ihre
Abb. 93. Koordinaten offenbar die Gleichung (2) be-
friedigen. Lassenwir weiter g alle komplexen,
d. h. ¢, und g, alle reellen Werte durchlaufen (wobei es auf einen gemein-
samen reellen Faktor nicht wesentlich ankommt), so durchlduft Pj alle
reellen Punkte von g, und Pj stellt jedesmal einen ihm eindeutig zuge-
ordneten zweiten reellen Punkt von g dar; so entstehen z. B. (fiir
0; =1, 03 =0) P; und P, als zugeordnete Punkte. Die Zuordnung wird
iibersichtlicher, wenn wir das Verhiltnis:

& __;

(451
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einfithren; dann wird nimlich:

fur P{: &= &+ &+ Angit + 17,
b i1 ’ S 0ol ot 1 1 1
(3b) fiir Py : Eg.ng.tg=El—Téz:nl—Tnzztl—T'r,.

4. Aus diesen Formeln kann man weiter leicht folgern, daB bei
variablem 1 die Punkte P, und P, gerade die simtlichen Punktepaare
einer Involution auf der Geraden g durchlaufen. Denn fithrt man auf g ein
eindimensionales Koordinatensystem ein, so werden die homogenen
Koordinaten eines jeden Punktes P; bzw. P; bekanntlich ganze lineare

Funktionen des Parameters 4] = 4 bzw. A= ——% der Gleichun-

gen (3b). Daher liefert die Gleichung 4{:-4; = — 1 zwischen den
beiden Parametern eine symmetrische bilineare Relation zwischen den
linearen Koordinaten von P und P;, und damit ist gemdB der Definition
von S. 131 (vgl. auch S. 119) die Behauptung erwiesen.

5. Die Grundpunkte, d. h. die sich selbst entsprechenden Punkte
dieser Involution erhalten wir fir 4 = —-;-, also fiir 4 =+ 4; sie sind
beide imagindr, und zwar ist der eine gerade der Punkt P, von dem wir
ausgingen, der andere der konjugiert imaginire P. Wir haben also bisher
lediglich eine neue Darstellung des alten Staudtschen Ansatzes erreicht.
Wir haben aufer P den Punkt P in Belracht gezogen, der P zu einem durch
etnereelle quadratische Gleichung bestimmien eindimensionalen Gebilde zwei-
ten Grades erginzt, und haben dann als reellen Reprisentanten die zugehorige
Involution konstruiert. Ich bemerke noch, daf eine solche Involution be-
stimmt ist, wenn man zwei threr Punktepaare, etwa P;, P, und P;, P,
kennt; damit diese Involution imaginire Grundpunkte hat, ist notwendig
und hinreichend, daB sich diese Punktepaare ,,in verschrinkter Lage
befinden, d. h. daB der eine der Punkte P, P, zwischen P, und P,, der
andere aufBlerhalb von ihnen liegt.

6. Zur vollstindigen Losung unserer gegenwirtigen Aufgabe fehlt
nun nur noch elnanttel, diesen ge- A0 A0 As0 Amoo  A<0
meinsamen Reprisentanten von P yn P Y- 2
.. . z 7 7 2
und Pin einen Reprisentanten von P Abb. 94.
allein (oder von P allein) zu verwan-
deln, und dieses hat v. Staudt erst 1856 durch einen sehr feinen Gedanken
gefunden. Der Punkt P; mit den Koordinaten & + 4&,: %, + 49, :
7, + A7, durchlauft nimlich die Gerade g in einer ganz bestimmien
Richtung (vgl. Abb. 94), wenn wir 4 von 0 durch positive reelle Werte
nach + oo und dann wieder durch negative zuriick nach 0 laufen lassen.
Man iiberzeugt sich leicht, daB man zu genau demselben Sinn auf g ge-
fithrt wiirde, wenn man von den mit einem beliebigen ¢ multiplizierten
Koordinaten von P ausginge, d. h. den Punkt & + A&, ... betrachtete,
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und daB ferner bei reeller projektiver Transformation von P die Pfeil-
richtung des Bildpunktes durch dieselbe Transformation aus der soeben
bestimmten hervorgeht. Wir treffen daher eine unseren Anforderungen
geniigende Festsetzung, wenn wir ein fir alle Male dem urspriinglichen
Punkte P mit den Koordinaten &, + 1§, , ... diese Pfeilyichtung zuordnen.
Da der konjugiert imaginire Punkt P die Koordinaten &, 4 i(— &), ...
hat, so ist ihm danach der Bewegungssinn des Punktes & + 4(— &), ...
bei positiv wachsendem 4, also gerade der dem vorhergehenden ent-
gegengesetzte Sinn der Geraden g zuzuordnen, und damit ist die ge-
wiinschte Unterscheidung erreicht: Wiy unterscheiden, kurz gesagt, einfach
zwischen +1 und — 1, indem wir zwischen der positiven und der negativen
Durchlaufung der reellen A-Werte unterscheiden.

Damit haben wir schlieBlich folgende Regel fiir die eindeutige und
projektiv invariante Bildung einer den imaginiren Punkt & + 1&,:
Ny 4 10y 1 Ty + 1Ty veprisentierenden reellen geometrischen Figur gewonnen:
Man konstruiere die Punkte P (&, :n, : 1)) und Py(&y 10y 1,), thre Ver-
bindungsgerade g und diejenige Punktinvolution auf g (bzw. noch ein weiteres
threr Punktepaare), in der immer die Punkie :

Pi(&y+ A&y imy +An g + 112)undP;(§l - %52 B/ ‘;—’72 A %‘Tz)
gepaart sind; man fiige endlich den Pfeil bei, der der Bewegungsrichtung
von Pr bei positiv wachsendem A entspricht.

7. Es bleibt nun nur noch zu iiberlegen, daf auch umgekehrt jede
solche reelle Figur, bestechend aus einer Geraden, 2 auf ihr verschrinkt
liegenden Punktepaaren P,, P, und P;, P, (bzw. einer Punktinvolution
ohne reelle Doppelpunkie) sowse einer Pfeilvichtung, einen und nur einen
imagindren Punkt reprisentiert. In der Tat kann man leicht — ich brauche
wohl auch das hier nicht im einzelnen auszufithren — durch Hinzu-
fiigung eines passenden reellen konstanten Faktors den Koordinaten von
P, solche Werte &,, 7,, , erteilen, daB die Koordinaten von Pjund P,
proportional & +4&,:n,+An,: 7, + A7, und &, — %52 M — %’72 Ty ——1—
sind, oder, was dasselbe ist, daB die Doppelpunkte der angegebe-
nen Involution die Koordinaten & 4-1¢§&,, ... haben; iiber das Vor-
zeichen von 4, das danach noch willkiirlich bleibt, verfiige man so, daf3
die Bewegungsrichtung des Punktes & + A&, :%, -+ A7, : 7, + Az, bei
von 0 aus positiv wachsendem A dem Sinne des gegebenen Pfeiles ent-
spricht. Dann wird dem Punkte P mit den Koordinaten &, + ¢&,, . ..
auf Grund der vorangehenden Entwicklungen tatsichlich gerade die
gegebene Involution mit der gegebenen Pfeilrichtung als reeller Représen-
tant entsprechen. Man iiberzeugt sich weiterhin, daB man auf die
gleichen Koordinatenverhiltnisse, d. h. auf denselben Punkt P gefiihrt
wird, wenn man von einem anderen Punktepaar der Involution ausgeht.

Ty
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Nachdem wir so unser Problem fiir den Punk: erledigt haben,
koénnen wir fiir die Ebene die Losung nach dem Prinzip der Dualitét so-
fort auch auf die Gerade ibertragen. Danach wird eine komplexe Gerade
im Reellen eindeutig reprisemtiert durch einen veellen Punki, zwei dem
Strahlenbiischel durch ihn entnommene, verschrinkt liegende Strahlenpaare
(bzw. eine Strahleminvolution ohne reelle
Doppelstrahlen) sowie endlicheinen bestimmien
Umlaufssinn tm Biischel (vgl. Abb. 95).

Diese Darstellungen gestatten, und
darin liegt ihr groBer Wert, auch alle Be-
ziehungen zwischen komplexen Elementen
oder zwischen komplexen und reellen Ele-
menten durch greifbare Eigenschaften durch- Abb. 95.
aus reeller geometrischer Figuren darzu-
stellen. Um das an einem konkreten Beispiele deutlich zu machen, will
ich Thnen darlegen, was es in dieser Reprisentation heiBt, daB ein (reeller
oder tmagingrer) Punkt P auf einer (reellen oder imaginiren) Geraden g
liegt. Wir haben da natiirlich 4 Fille zu unterscheiden:

1. reeller Punkt und reelle Gerade;

2. reeller Punkt und imaginire Gerade;

3. imagindrer Punkt und reelle Gerade;

4. imaginirer Punkt und imaginire Gerade.

Der Fall 1. bedarf keiner besonderen Erliuterung; hier haben wir eine
Grundbeziehung der gewohnlichen Geometrie vor uns. — Im Falle 2. mufi
durch den gegebenen reellen Punkt neben der gegebenen imaginiren Gera-
den notwendig auch die konjugiert imaginire gehen, und er mufl daher
mit dem Scheitel des Strahlenbiischels identisch
sein, das wir zur Darstellung der imaginiren
Geraden benutzen. Ebenso muf3 im Falle 3.
die reelle Gerade identisch mait dem Triger
der geradlinigen Punktinvolution sein, die den
gegebenen imaginiren Punkt reprasentiert. —
Am interessantesten ist der TFall 4 (vgl.
Abb. 96) ; bei ihm muB offenbar der konjugiert
imaginire Punkt auch auf der konjugiert
imagindren Geraden liegen, und daraus folgt,
daB jedes Punktepaar der P darstellen-
den Punktinvolution auf einem Strahlenpaar der g reprisentierenden
Geradeninvolution liegen muB, d. h. daB diese beiden reprisentierenden
Involutionen perspektiv zueinander liegen miissen; iiberdies ergibt sich
noch, daB die Pfeile der beiden Involutionen gleichfalls perspektiv liegen.

Uberhaupt bekommt man in der allgemeinen, auch das Komplexe
beriicksichtigenden analytischen Geometrie der Ebence ein vollstindiges reelles
Bild der Ebene, wenn man der Gesamtheit der reellen Punkie und Geraden

Abb. 96.
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der Ebene die Gesamtheit der in Rede stehenden Involutionsfiguren mit
Pfeilrichtung als neue Elemente adjungiert. Es mag hier geniigen, wenn
ich nur in groflen Umrissen andeute, wie sich der Aufbau dieses reellen
Bildes der komplexen Geometrie gestalten wiirde. Ich folge dabei der-
jenigen Anordnung, in der man die ersten Sitze der elementaren Geo-
metrie jetzt gewdhnlich darzustellen pflegt. Man beginnt da

1. mit den Existenzsitzen, welche das Vorhandensein der soeben an-
gedeuteten Elemente eines gegen die gewshnliche Geometrie erweiterten
Bereiches genau zu umschreiben haben.

2. Hierauf folgen die Sdtze der Verkniipfung, die aussagen, daB auch
in dem in 1. definierten erweiterten Bereiche durch 2 Punkte eine und
nur eine Gerade geht, und daB 2 Gerade einen und nur einen Punki
gemein haben. Man hat dabei je nach der Realitit der gegebenen Ele-
mente ganz wie soeben jedesmal 4 Fille zu unterscheiden, und es ist
sehr interessant, genau durchzudenken, in welchen reellen Konstruk-
tionen mit Punkt- und Geradeninvolutionen jene komplexen Beziehungen
ihr Abbild finden.

3. Was nun die Gesetze der Anordnung angeht, so treten hier gegen-
iiber den reellen Verhiltnissen vdllig neue Umstinde auf; insbesondere
bilden die simtlichen reellen und komplexen Punkte auf einer festen
Geraden und ebenso die simtlichen Strahlen durch einen festen Punkt je
ein zwetdimensionales Kontinuum. Jedermann ist ja auch von der Funk-
tionentheorie her gewohnt, die Gesamtheit der Werte einer komplexen
Variablen durch die simtlichen Punkte einer Ebene darzustellen.

4. Was die Sdtze der Stetigkeit angeht, so will ich hier nur hervorheben,
wie sich die in beliebiger Nihe eines reellen Punktes liegenden komplexen
Punkte reprisentieren werden. Man hat dazu durch den reellen Punkt P
(oder durch einen reellen Nachbarpunkt) eine reelle Gerade zu legen und
auf dieser zwei solche Punktepaare

P
_ o PP, und P;P; in verschrinkter
k7] g H 2 Lage zu betrachten (vgl. Abb. 97),
Abb. 97. daB zwei Punkte P,, P| verschiede-

ner Paare nahe aneinander und an P
liegen; 148t man nun P, und P; zusammenriicken, so artet die durch
jene Paare bestimmte Involution aus, d. h. ihre beiden vorher komplexen
Doppelpunkte fallen mit P,== P; zusammen. Jeder der beiden durch
die Involution (mit dem einen oder anderen Pfeile) dargestellten imagi-
niren Punkte geht also stetig in einen Punkt in der Ndhe von P oder
gar in P selbst iiber. Man muB sich in diese Stetigkeitsvorstellungen
natiirlich erst besonders hineinarbeiten, um sie mit Nutzen gebrauchen
zu koénnen.

Ist dieser ganze Aufbau auch, verglichen mit der gewéhnlichen reellen
Geometrie, recht umstiandlich und beschwerlich, so kann er doch unver-
gleichlich viel mehr leisten; insbesondere kann er algebraische Gebilde als



Die Imaginartheorie. 139

Gesamtheit ihrer reellen #nd komplexen Elemente zu voller geometrischer
Anschaulichkeit erheben, und man kann mit ihm an den Figuren selbst
Sitze wie den Fundamentalsatz der Algebra oder das Bezoutsche Theorem,
daB 2 Kurven m' und #'" Ordnung im allgemeinen gerade m - n
Punkte gemein haben, sich anschaulich deutlich machen. Zu diesem
Ziele miiBte man die Ansitze freilich viel genauer anschaulich durcharbei-
ten, als das bisher wohl geschehen ist; {ibrigens findet sich alles wesent-
liche Material zu solchen Untersuchungen bereits in der Literatur vor.

In den meisten Fillen diirfte allerdings die Anwendung dieser geo-
metrischen Deutung bei allen ihren theoretischen Vorziigen doch solche
Komplikationen mit sich bringen, daB man sich mit ihrer prinzipiellen
Moglichkeit zufrieden geben und sich tatsichlich auf den mehr naiven
Standpunkt zuriickziehen wird: ein komplexer Punkt ist der Inbegriff
komplexer Koordinatenwerte, mit dem man in gewisser Weise ebenso
operieren kann wie mit reellen Punkten. Tatsdchlich hat sich diese
von allen prinzipiellen Erérterungen absehende Heranziehung imaginirer
Elemente namentlich immer dann als fruchtbar erwiesen, wenn man mir
den imaginiren Kreispunkten und dem Kugelkreise zu tun hatte. Zuerst
hat, wie schon gesagt, Poncelet das Imaginire in diesem Sinne benutzt;
ihm sind andere franzosische Geometer, so namentlich Chasles und
Darboux, darin nachgefolgt ; in Deutschland hat besonders Lie von dieser
Auffassung des Imaginiren mit groBem Erfolge Gebrauch gemacht.

Mit diesem Exkurs iiber das Imagindre beschlieBe ich den gan-
zen zweiten Hauptteil dieser Vorlesung und wende mich einem neuen
Abschnitt zu.



Dritter Teil.

Systematik und Grundlegung
der Geometrie.

I. Die Systematik.

Wir benutzen zunichst die geometrischen Transformationen, um
uns eine systematische Einteilung des Gesamtgebietes der Geometrie
zu verschaffen, die von eimem Standpunkte aus die einzelnen Teile wie
ihre Zusammenhinge zu iiberschauen gestattet.

1. Uberblick iiber die Gliederung der Geometrie.

Es handelt sich hier um Betrachtungen, wie ich sie in meinem
Erianger Programm®) von 1872 systematisch entwickelt habe; iiber die
Weiterbildung dieser Ideen seit dieser Zeit finden Sie in dem Enzyklopi-
diereferat von G. Fano: ,,Die Gruppentheorie als geometrisches Einteilungs-
prinzip” (Enz. III A. B. 4b) Auskunft.

1. Wir werden uns, wie bisher, auch weiterhin zur Beherrschung der
geometrischen Verhiltnisse konsequent der Analysis bedienen, indem
wir die Gesamtheit der Raumpunkte durch die Gesamtheit der Wertetripel
der 3 ,,Koordinaten'' x, v, z reprisentiert denken. Jeder Transformation
des Raumes entspricht dann eine gewisse Transformation dieser Koordi-
naten. Gleich von Beginn unserer Erérterungen an waren uns 4 Arten
von Transformationen als besonders bedeutsam entgegengetreten, die
durch gewisse spezielle lineare Substitutionen von x, vy, z dargestellt
werden: Parallelverschiebungen, Drehungen um den Koordinatenanfangs-
punkt O, Spiegelungen an O, Ahnlichkeitstransformationen von O aus.

2. Es besteht nun nicht etwa, wie man nach der Einfithrung von
Koordinaten zunichst vielleicht annehmen koénnte, vollstindige Iden-
titit zwischen der Analysis dreier unabhingiger Verdnderlichen x, y, z
und der Geometrie im spezifischen Sinne. Vielmehr handelt, wie ich das
ja auch frither sthon gelegentlich hervorhob (vgl. S. 27£.), die Geometrie
nur von solchen Beziehungen zwischen den Koordinaten, die bei den un-

1) ,,Vergleichende Betrachtungen {iber neuere geometrische Forschungen.*
Erlangen 1872. Abgedruckt in den Mathematischen Annalen. Bd. 43, S. 63ff. 1893
und in F. Klein: Gesammelte Mathematische Abhandlungen, Bd. I, S. 460ff.
Berlin: Springer 1921.
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ter 1. aufgefithrten linearen Substitutionen ungeindert bleiben — mag
man diese nun als Verdnderungen des Koordinatensystems oder als
Transformationen des Raumes auffassen; die Geometrie ist also die In-
variantentheorie jener linearen Substitutionen. Alle nichtinvarianten Glei-
chungen zwischen Koordinaten hingegen, z. B. die Aussage, daB ein Punkt
die Koordinaten 2, 5, 3 hat, beziehen sich nur auf ein bestimmtes, ein fiir
allemal festes Koordinatensystem und gehoren einer Wissenschaft an, die
jeden Punkt fiir sich individualisieren und seine Eigenschaften gesondert
auffassen muB: der Topographie oder — wenn man will — Geographie.
Zur niheren Erlduterung will ich noch an einige Beispiele geometrischer
Eigenschaften erinnern: Zwei Punkte haben eine bestimmte Entfernung,
wenn nur einmal eine Einheit festgelegt ist; das bedeutet in der gegen-
wirtigen Auffassung, daB man aus ihren Koordinaten x, y, z;, %5 ¥ 2,

einen Ausdruck V(% — %)%+ (y; — ¥5)2 + (2, — 25)? aufbauen kann,
der bei allen jenen Substitutionen ungeéndert bleibt oder sich doch nur
mit einemvon der speziellen Lage der Punkte unabhingigen Faktor multi-
pliziert. Ahnliche Bedeutung haben die Aussagen, da8 zwei Gerade einen
bestimmten Winkel bilden, daB ein Kegelschnitt bestimmte Hauptachsen
und Brennpunkte hat usw.

Die Gesamtheit dieser geometrischen Eigenschaften werden wir auch
als ,,metrische Geometrie'* bezeichnen, um von ihr sogleich verschiedene
andere ,,Arten von Geomelrien'* zu unterscheiden. Wir werden diese ge-
winnen, indem wir nach einem bestimmten Prinzip gewisse Gruppen von
Sitzen der metrischen Geometrie aussondern und fiir sich betrachten;
demnach sind alle diese neuen Arten von Geometrie wenigstens fiir die
nichstliegende Auffassung Teile der metrischen Geometrie als der um-
fassendsten ,,Art von Geometrie*.

3. Wir gehen von den frither ausfiihrlich studierten affinen Trans-
formationen, d. h. den ganzen linearen Substitutionen der x, y, z aus:

¥=a,x+ by +cz+4d,,

Y = as% + byy + Caz + dy,

2= agx + byy + cyz + dy,
unter denen die unter 1. betrachteten Transformationen als spezielle
Fille enthalten sind, und heben von simtlichen geometrischen Begriffen
und Theoremen den engeren Kreis derjenigen hervor, die bei beliebigen
affinen Transformationen ungeindert bleiben; ihren Inbegriff betrachten
wir als die erste neue Art Geometrie, die sogenannte affine Geometrie oder
Invariantentheorie der affinen Transformationen.

Aus unserer Kenntnis der affinen Transformationen kénnen wir
danach sofort Begriffe und Sitze dieser Geometrie entnehmen; ich erinnere
hier nur an einiges wenige: Von Entfernung und Winkel wird in der
affinen Geometrie nicht mehr die Rede sein kénnen, ebenso wird der Be-
griff der Hauptachsen eines Kegelschnittes oder der Unterschied zwi-
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schen Kreis und Ellipse verwischt. Erhalten aber bleibt die Unterschei-
dung von Endlichem und Unendlichweitem des Raumes und alles, was sich
darauf bezieht: der Begriff des Parallelismus zweier Geraden, die Ein-
teilung aller Kegelschnitte in Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln und dgl.,
ferner die Begriffe Mittelpunkt und Durchmesser eines Kegelschnittes und
insbesondere die Beziehung konjugierter Durchmesser.

4. Weiter ziehen wir die projektiven Umformungen, d. h. die gebroche-
nen linearen Transformationen:

¥ = (0% + by + ¢z +dy): (a,% 4 by + cyz + dy),

Y = (% + by + cpz + dy): (4% + byy + ¢4z + dy),

= (agx + by + c3z2 + dy): (a4x + by + cgz + d))
heran, welche die affinen Transformationen als Spezialfille umfassen. Blei-
ben geometrische Eigenschaften allen diesen Transformationen gegeniiber
ungeédndert, so miissen sie gewill auch der affinen Geometrie angehéren;
damit wird aus dieser die sogenannte projektive Geometrie als Invari-
antentheorie der projektiven Transformationen ausgeschieden. Die schritt-
weise Aussonderung der affinen und projektiven Geometrie aus der metri-
schen konnen wir dem Vorgehen des Chemikers vergleichen, der aus einem
Stoff durch Anwendung immer stiarkerer Zersetzungsmittel immer wert-
vollere Bestandteile isoliert ; unsere Zersetzungsmittel sind erst die affinen,
dann die projektiven Transformationen.

Was die Satze der projektiven Geometrie angeht, so sei nur her-
vorgehoben, dafl nunmehr die ausgezeichnete Stellung des Unendlichen
und alle damit zusammenhingenden Begriffe der affinen Geometrie in
Fortfall kommen. Es gibt nur noch eine A7t von eigentlichem Kegelschnitt,
es bleibt aber beispielsweise die Bezichung zwischen Pol und Polare
und ebenso die Erzeugung des Kegelschnittes durch projektive Strahlen-
brischel bestehen, von der wir frither (S.104f.) sprachen.

Wir kénnen nun aber nach demselben Prinzip von der metrischen
Geometrie aus auch zu anderen Arten von Geomelrien aufsteigen; eine der
wichtigsten ist

5. die Geometrie der reziproken Radien. Sie umfalt die Gesamtheit
derjenigen Theoreme der metrischen Geometrie, welche bei allen mog-
lichen Transformationen durch reziproke Radien erhalten bleiben; es hat
alsoin dieser Geometrie z. B. der Begriff der Geraden oder Ebene keine
selbstindige Bedeutung mehr, wohl aber der Begriff Kreis oder Kugel,
dem Gerade bzw. Ebene als Spezialfille untergeordnet werden.

6. Endlich hebe ich noch eine Art von Geometrie hervor, die ge-
wissermaBen durch das schirfste Atzungsmittel gewonnen wird und daher
die wenigsten Theoreme umfaBt: die Analysis situs, die ich ja schon frither
(S. 113 ff.) erwdhnte. Hier handelt es sich um die Gesamtheit der Eigen-
schaften, die allen eineindeutsgen, nur durchaus stetigen Transformationen
gegeniiber erhalten bleiben, um dem Unendlichfernen, das die so definier-
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ten Transformationen stets in sich {iberfithren wiirden, keine ausgezeich-
nete Stellung einzuriumen, kénnen wir noch entweder die projektiven
Transformationen oder die Transformationen durch reziproke Radien hin-
zunehmen. —

Das so skizzierte Schema werden wir jetzt noch schirfer umschrei-
ben, indem wir den fundamentalen Begriff der Gruppe einfithren. Wir
nennen, wie auch schon frither ausgefithrt wurde, eine Gesamtheit von
Transformationen dann eine Gruppe, wenn die Zusammensetzung von
2 threr Transformationen wieder eine Transformation derselben Gesamthet
ergibt und die Inverse jeder Transformation auch zu der Gesamtheit gehort.
Beispiele von Gruppen sind der Inbegriff der Bewegungen oder derjenige
der Kollineationen (projektiven Transformationen); denn 2 Bewegungen
setzen sich wieder zu einer Bewegung, 2 Kollineationen wieder zu einer
Kollineation zusammen; auBerdem ist in beiden Fallen zu jeder Trans-
formation die inverse vorhanden.

Blicken wir nun auf unsere verschiedenen Arten von Geometrie zu-
riick, so werden wir sehen, daB die Transformationen, die in jeder eine
Rolle spielen, gerade immer eine Gruppe bilden. Die simtlichen linearen
Substitutionen zunichst, die die Beziehungen der metrischen Geometrie
ungedndert lassen, die Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen und
Ahnlichkeitstransformationen, bilden ersichtlich eine Gruppe, die man als
Hauptgruppe der raumlichen Transformationen bezeichnet. Ebenso leicht
iberzeugt man sich von der analogen Bedeutung der affinen Gruppe aller
Affinitaten fiir die affine, der projektiven Gruppe aller Kollineationen fiir
die projektive Geometrie. Die Theoreme der Geometrie der reziproken
Radien bleiben erhalten bei allen Transformationen, die man durch
Zusammensetzung irgendwelcher Transformationen durch reziproke Ra-
dien mit Substitutionen der Hauptgruppe erhilt; sie alle bilden wieder
eine Gruppe, die ,,der reziproken Radien'. Und fir die Amnalysis situs
endlich kommt die Gruppe aller stetigen eineindeutigen Verzerrungen in
Betracht.

Wir wollen noch feststellen, von wie vielen voneinander unabhingigen
Parametern die einzelne Operation in jeder dieser Gruppen abhédngt. Inder
Hauptgruppe sind die Bewegungen mit 6 Parametern enthalten, und dazu
kommt noch ein Parameter fiir die MaBstabidnderung, so dafl im ganzen
7 Parameter vorhanden sind; wir driicken dies aus, indem wir die Haupt-
gruppe als eine G, bezeichnen. Die Gleichungen der aligemeinen affinen
Transformation enthalten 3 - 4 = 12 willkiirliche Koeffizienten, die der
projektiven 4 - 4 = 16, wobei aber bei den letzteren ein allen gemein-
samer Faktor unwesentlich ist; also ist die affine Gruppe eine G,,, die
projektive eine Giz. Die Gruppe der reziproken Radien ist, wie ich hier
nur referierend angebe, eine G,,, und die Gruppe aller stetigen Verzer-
rungen schlieBlich besitzt iiberhaupt keine endliche Parameterzahl, ihre
Operationen hingen vielmehr noch von willkiirlichen Funktionen oder,
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wenn wir wollen, von unendlich vielen Parametern ab (sie ist
eine G).

In dem Zusammenhang der verschiedenen Arten von Geometrie und
der Gruppen von Transformationen, den wir so festgestellt haben, kann
man nun ein fundamentales Prinzip zur Charakterisierung aller iiber-
haupt moglichen Geometrien erblicken; es ist das, das eben den Haupt-
gedanken meines Erlanger Programmes ausmacht: Es sei trgendeine
beliebige Gruppe raumlicher Transformationen gegeben, welche die Haupt-
gruppe als Teil umfapt, dann gibt die Invariantentheorie dieser Gruppe eine
bestimmte Art von Geometrie, und man kann so jede mogliche Geometrie er-
halten. Als Charakteristikum jeder Geometrie wird ihre Gruppe stets in den
Vordergrund der Betrachtung gestellt.

Dies Prinzip ist in der Literatur vollstdndig durchgefiihrt nur fiir die
in unserem Schema zuerst genannten 3 Fille, und mit ihnen als den wich-
tigsten oder bekanntesten wollen wir uns noch ein wenig beschiftigen und
dabei zunichst namentlich auf den Ubergang vom einen zum anderen
achten.

Ich wihle die Reihenfolge umgekehrt wie vorhin und beginne mit der
projektiven Geometrie, also mit der G,; aller proiektiven Transformationen,
die wir homogen schreiben:

Q'é, =a, &+ bn+cl+dr

0N = 4y + by + 0 + dyr

Q’C, =az& + byn + 3l + dgt

0’7 = a,§ + by + ¢l + dyr.
Um von hier aus zu der affinen Gruppe zu kommen, gehen wir von
der Bemerkung aus, daB} eine Projektivitit dann eine Affinitit ist, wenn
sie die unendlichferne Ebene in sich iiberfiihrt, d. h. wenn jedem Punkte
mit verschwindendem 7 ein Punkt mit verschwindendem t’ entspricht.
Denn dies besagt, daB a,=b, =c,=0 ist, und daher folgt aus den
Gleichungen (1) durch Division fiir die inhomogenen Gleichungen, wenn

)

wir noch die Quotienten a, : d,, . .. einfach durch a,, ... ersetzen:
¥Y=a,x+by+cz+4d,
(2) Y = ay% + byy + cpz + dy

Z = ayx + by + cyz + dy,
das sind in der Tat die alten Formeln der Affinitit: Die Bedingung, daf
die unendlich jerne Ebene ungedndert bleibt, scheidet also aus der projek-
tiven G,g eine 12-parametrige ,,Untergruppe’ aus, eben die affine Gruppe.
In ganz analoger Weise gelangt man zu der Hauptgruppe G,, indem
man diejenigen Projektivititen bzw. Affinititen bestimmt, die aufer der
unendlich fernen Ebene noch den imagindren Kugelkreis in sich iiberfiih-

ren, d. h. bei denen auch jedem den Gleichungen:

4+ 924+ (%2=0 und t=0
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geniigenden Punkt ein dieselben Gleichungen erfiillender entspricht. Sie
werden diese Behauptung leicht bestitigen. Sie brauchen nur zu be-
achten, dal unsere Bedingung die 6 (homogenen) Konstanten des dem
Kugelkreis vermoge einer Affinitit in der Ebene 7’ = 0 entsprechenden
Kegelschnittes gerade bis auf einen konstanten Faktor bestimmt und
daher den 12 Konstanten der Affinitit 6 — 1 = 5 Bedingungen auferlegt
— womit eben die 12 — 5§ = 7 Parameter der G, iibrigbleiben.

Diese ganze Art der Betrachtung hat nun durch den groBen eng-
lischen Geometer 4. Cayley') 1859 eine wichtige Wendung erfahren:
wihrend es bisher schien, als ob die affine und projektive Geometrie
irmere Ausschnitte der metrischen seien, macht es Cayley moglich, um-
gekehrt die affine sowohl als die metrische Geometric der projektiven als
besondere Fille einzuordnen: ,,projective geometry is all geometry“. Dieser
zunichst vielleicht paradox erscheinende Zusammenhang entsteht so,
daB man den zu untersuchenden Figuren bestimmte Gebilde, nimlich
die unendlich ferne Ebene bzw. den Kugelkreis in ihr hinzufiigt; dann
sind die affinen bzw. metrischen Eigenschaften einer Figur nichts als die
projektiven Eigenschaften der so erweiterten Figur.

Lassen Sie mich dies zunichst an zwei ganz einfachen Beispielen er-
ldutern, wobei ich nur von frither her bekannte Tatsachen in ein wenig
abgeinderter Form ausspreche. Dafl 2 Geraden parallel sind, hat in der
projektiven Geometrie zunichst gar keine Bedeutung; nehmen wir aber
die unendlich ferne Ebene zu den gegebenen Gebilden (den beiden Gera-
den) hinzu, so liegt (vgl. S. 98) die rein projektive Aussage vor, daB zwei
gegebene Geraden sich auf einer gegebenen Ebene schneiden. Ahnlich ist
es, wenn eine Gerade auf einer Ebene senkrecht steht. Wir kénnen das
(vgl. S. 1321.) auf eine Polarenbeziehung — das ist ja eine projektive
Eigenschaft — der durch Hinzunahme des Kugelkreises erweiterten Figur
zuriickfithren (vgl. Abb. 98): Der Spurpunkt P,
der Geraden und die Spurlinie g, der Ebene
in der unendlich fernen Ebene sollen in bezug
auf den Kugelkreis Pol und Polare sein.

Ich mochte nun den hiermit kurz ange-
deuteten Gedankengang genauer ausfiihren und
zeigen, wie er zu einem vollkommen systemati- /
schen Lehrgebiude der Geometrie fihrt. Das |/
groBte Verdienst darum haben sich die Eng-
linder erworben; Cayley habe ich schon ge- Abb. 98.
nannt, und ithm habe ich noch zur Seite zu
stellen J. J. Sylvester und G. Salmon in Dublin. Diese Minner haben
von 1850 an diejenige algebraische Disziplin geschaffen, welche man

fu e/lrre,‘-’

1) In ,,A sixth memoir upon quantics’‘. Philosophical Transactions of the
Royal Society of London, 1859 = Collected mathematical papers, II (Cambridge
1889), S. 5611f.

Klein, Elementarmathematik II. 10
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im engeren Sinne Invariantentheorie der linearen homogemen Substitu-
tionen') nennt und welche unter Voranstellung des Cayleyschen Prinzips
eine vollstindige Systematik der Geometrie auf analytischer Basis er-
moglicht. Zum Verstdndnis dieser Systematik wird es nétig sein, daB wir
uns vorerst mit der Invariantentheorie selbst ein wenig befassen:

2. Exkurs iiber die Invariantentheorie der linearen Substitutionen.

Natiirlich werde ich dabei lediglich kurz referierend die Haupt-
gedankenginge und Resultate vortragen kénnen, ohne auf Einzelheiten
und auf Beweise einzugehen. Was Literatur dieses groBen Gebietes an-
langt, so verweise ich vor allem auf den Bericht von W. Franz Meyer: ,,Die
Fortschritte der projektiven Invariantentheorie tm letzten Vierteljahr-
hundert' in Bd. I der Jahresberichte der deutschen Mathematiker-V ereinigung
(1892) sowie auf das Enzyklopdidiereferat , Invariantentheorie’* desselben
Autors (Enz.Bd.I B 2). Was man von der Invariantentheorie in der
Geometrie braucht, findet man besonders in den Lehrbiichern von
G. Salmon?), die zur Verbreitung der hier in Betracht kommenden Ideen
wohl am meisten beigetragen haben und auch in der deutschen Be-
arbeitung von W. Fiedler stets ungemein viel benutzt worden sind. In
derselben Richtung liegen auch die Vorlesungen von A. Clebsch®), die
Lindemann herausgegeben hat.

Wenn wir nun zu unserem Gegenstand iibergehen, so denken wir uns

1. irgendeine Anzahl von Variablen gegeben und sprechen je nach-
dem vom bindren, terniren, quaterndren, . . . Gebiet. Indem wir uns vor-
behalten, die Variablen in den ersten 3 Fillen schlieBlich als homo-
genie Koordinaten in einer Geraden, einer Ebene oder einem Raume auf-
zufassen, bezeichnen wir sie mit:

&, &, & 9,07,

wobei dann 7= 0 allemal die unendlich fernen Elemente charakteri-
sieren soll.

2. Wir betrachten die Gruppen aller homogenen linearen Substitutionen
dieser Variablen, wobei wir aber zunichst nicht bloB, wie es spiter in der
projektiven Geometrie geschieht, die Verhaltnisse der Variablen, sondern

1) Man gebraucht das Wort , Invariantentheorie’‘ auch im weiteren Sinne
mit Bezug auf beliebige Transformationsgruppen; im engeren Sinne, wie er auch
in der Folge fiir uns maBgebend ist, hat es zuerst Sylvester angewendet.

2) Analytische Geometrie I. der Kegelschnitte; II. der hoheren ebenen Kurven;
II1. des Raumes; IV. Vorlesungen iiber die Algebra der linearen Transformationen.
Deutsch bearbeitet von W. Fiedler. Leipzig (Teubner). Jeder Band in mehreren
Auflagen. [I neu herausgegeben von F. Dingeldey; III von K. Kommerell
und A. Brill].

3) Vorlesungen f{iber Geometrie, bearbeitet von F. Lindemann. Leipzig
(Teubner). 1. Aufl. (1876ff.). 2. Aufl. (19061f.).
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auch ihre Einzelwerte selbst in Betracht ziehen wollen; wir schreiben
diese Substitutionen:
F=a,E4bn+dit
N=ay§+byn+ dyt
T =a,8+ byn +dyr;

¥= aéE+bn+eal+ at

N'=ay& +byn + ¢yl +dyt

{'=agé +byn + csl +dyt

v=a,5+ byn+ c L+ dyt.
Die Parameterzahl dieser 3 Gruppen ist bzw. 4, 9, 16.

Um im folgenden alle Dimensionszahlen bequem umfassen zu
konnen, wollen wir in den Formeln immer nur die Variablen & und
und die auf sie beziiglichen Glieder ausschreiben und dazwischen Punkte
setzen; will man dann das bindre Gebiet behandeln, so hat man diese
Punkte einfach zu ignorieren, firr das ternire und quaternire aber
hat man sie durch Glieder in % bzw. % und { zu ersetzen, die den aus-

geschriebenen Termen analog sind. Wir reden also allgemein von den
Variablen: :
ye oo T

und von den linearen Substitutionen in ihnen:

¥=ab+-+dgr

5,= a1§+d17
v=a,&+d,r;

(1)
U =a,f 4+ dyr.

3. Was nun die Objekte der Invariantentheorie angeht, so wollen wir
hier 2 Stufen der Fragestellung unterscheiden: Einmal seien irgendwelche
einzelne Wertsysteme der Variablen:

Ey oty STy &y, e, T

gegeben, die wir im Anklang an die Geometrie ja wohl schon hier kurzweg
als Punkte 1; 2; 3; ... bezeichnen diirfen. Jedes dieser Wertsysteme
firr sich wird den Substitutionen der Gruppe (1) unterworfen, und es
handelt sich darum, solche Verbindungen unserer Wertsysteme zu bilden,
die bei diesen simultanen Substitutionen invariant bleiben.

4. Die zweite Stufe der Problemstellung zieht neben solchen Punkten
auch Funktionen der Variablen heran, und zwar in erster Linie ganze ratio-
nale Funktionen; man kann sich dabei auf homogene rationale ganze
Funktionen, welche die Invariantentheorie Formen nennt, beschrinken,
da sich wegen der Homogenitidt der Substitutionen die Terme gleicher
Dimension ohnehin fiir sich substituieren. Wir werden da also lineare

Formen.: p=oak+...+ 0t
betrachten, ferner guadratische Formen.:
f=Ag8 ... 4 2GEr 4.+ Ko
und so fort. Auch mehrere Formen gleicher Dimension werden wir gleich-
10*
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zeitig herannehmen kénnen und unterscheiden sie dann durch Indizes,
z. B.: Pr="018+ -+ 0,7, @p=0&y& -+ Gyt
Ebenso kdnnen Formen von mehrevenV ariablenreihen, z. B. Bilinearformen:
= A£1$2 +-- A§172+' -+ N'51£2+"'+‘n1112,

den Ausgangspunkt bilden.

Um das hier entstehende allgemeine Problem deutlich zu machen,
miissen wir erst zusehen, wie die Koeffizienten dieser Formen sich
transformieren, wenn wir die Variablen den Substitutionen der Gruppe (1)

unterwerfen und dabei den Formenwert @ bezw. f als unveridnderlich
festsetzen. Betrachten wir zunichst die Linearform und setzen:

p=xbt--F+or=0a+. ...+ 7.

Fiihren wir die Ausdriicke (1) von &, . . ., 7’ ein, so muB in den Variablen
&, ..., v die Identitit bestehen:

NE4 o b= (@ e dy) b S agE o+ dy)
= (&ay -+ Fa)é+-. 4 (a/dy +-- -+ §dy)7,
und daraus folgt:
o =a0 +.- 4 ad

é=dyo' +---+4d,0.
Die neuen Koeffizienten &', . .., ¢’ der Linearform hingen also mit den
alten o, ..., 0 wiederum durch eine lineare Substitution zusammen, die
sich in einfacher Weise aus (1) ergibt: man vertausche vertikale und hori-
zontale Reihen des Koeffizientenschemas (,,transponiere” die Substitu-
tion) und vertausche obendrein noch die Stellung der alten (nichtge-
strichenen)und der neuen (gestrichenen) GréB8en. Die so entstehende Sub-
stitution nennt man kontragredient zur urspriinglichen (1) und sagt kurz,
daf sich die Koeffizienten o, ..., 0 einer Linearform kontragredient zu
den Variablen &, . . ., T substituieren. Die vorhin betrachteten Variablen-
reithen &,,...,7;; &, ..., 7y;. .., diesimtlich jeweils der gleichen Trans-
formation (1) zu unterwerfen sind, heiBen in analoger Terminologie
kogrediente Verinderliche.

Gehen wir nun zur guadratischen Form f iiber, so {iberlegen wir vorab,
wie die in sie eingehénden quadratischen Terme &2,...,&t,..., 72
sich bei der linearen Substitution (1) verhalten; wir finden aus (1) sofort
fiir die quadratischen Terme der neuen Verinderlichen:

£ =aif 4. 2ady ST -+ diT?
3) £ =aya, 82+ -+ (@ dy + agd)) 7+ -+ dyd, 7

P =a2+. .+ 2adEr 4+ &2
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und konnen das kurz so ausdriicken: Die quadratischen Terme der Varia-
blen erleiden gleichzeitig mit diesen eine aus (1) sich unmittelbar ergebende
homogene lineare Substitution. Nun ist f eine lineare Form dieser quadra-
tischen Terme, also erkennen wir durch genaue Wiederholung der vorigen
Uberlegungen, daB sich die Koeffizienten A, ..., 2G, ..., K linear
homogen, und zwar kontragredient zur Substitution (3) der Terme &2, . ..
&z, ..., ®transformieren; d. h. die Gleichungen zwischen 4, .. ., 2G,. .., K
und 4’,...,2G', ..., K' entstehen genau so aus (3) wie die Gleichungen
(2) aus (1).

5. Nun koénnen wir das allgemeine Problem der Invariantentheorie.
formulieren. Sind irgendwie eine Reihe von Punkten 1; 2; . . . sowie von
linearen, quadratischen, evtl.auch héherenFormen @;; @,; . .. ; f1; /o5 - - -
vorgegeben, so versteht man unter einer Invarianteeine solche Funktion
der Koordinaten§&,, ..., %;; &,,...,T,;... und der Koeffizienten«,, ..., d,;
Ogy ..y 0p; .. Ay, ..., Ky; A,,...,K,; ..., die bei den linearen
Substitutionen (1) der Variablen und den zugehérigen, soeben bestimm-
ten Substitutionen der Koeffizientensysteme ungeindert bleibt. Es sol
die Gesamitheit der tiberhawpt moglichen Invarianten studiert werden.

Man gebraucht in der Literatur gelegentlich auch die Worte Ko-
vartante und Kontravariante fiir besondere Arten der hier allgemein als
Invarianten bezeichneten Gebilde. Sind nimlich in dem invarianten Aus-
druck die Variablenreihen &,, ..., 7,; &, .. ., Ty; . . . selbst enthalten, so
spricht man von Kovarianten, und treten in ihm Koeffizienten von Linear-

formen «,, ..., 0,; &,, ..., 0,; ... auf, so sagt man Kontravariante; das
Wort Invariante beschrinkt man dann auf solche Ausdriicke, die weder
solche Koordinaten &,,... noch Koeffizienten «,, ... enthalten und

lediglich aus den Koeffizienten quadratischer oder héherer Formen zu-
sammengesetzt sind. DaB man jene beiden Fille hervorhebt und einander
entgegenstellt, geschieht in Riicksicht darauf, daBl die Variablenreihen
&,..., Teinerseitsund &, . . ., d andererseits ein gewissermaBen reziprokes
Verhalten aufweisen: Erleiden die einen von ihnen eine lineare Substi-
tution, so erfahren die anderen gerade die kontragrediente, gleichgiiltig,
von welcher Reihe man ausgeht ; aus jeder invarianten Bildung in GréBen
der einen Art kann man also durch passende Umsetzung eine ebensolche
in Grofen der anderen herleiten. Fiir die geometrische Deutung ist
hiermit offenbar das Prinzip der Dualitdt ausgesprochen, denn «, ..., §
werden homogene Geraden- bzw. Ebenenkoordinaten, wenn wir &, ..., ¢
als Punktkoordinaten auffassen. — Ubrigens hat jener Unterschied, ob
Wertsysteme &, . .., Tt bzw. «, . . ., d in den aufzustellenden Ausdriicken
vorkommen oder nicht, natiirlich keinerlei fundamentale Bedeutung,
und wir werden daher im allgemeinen weiterhin das Wort Invariante
im umfassenderen Sinme gebrauchen.

6. Wir wollen jetzt diesen Begriff der Invariante nach anderer Rich-
tung schirfer fassen, um einen geordneten Aufbau der Theorie zu er-
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moglichen. Wir betrachten als Invarianten fortan nur rationale Funk-
tionen der Koordinaten und Koeffizienten, die obendrein noch in den Ko-
ordinaten jedes einzelnen auftretenden Punktes und den Koeffizienten
jeder einzelnen auftretenden Form homogen sein mogen. Jede solche ratio-
nale Funktion konnen wir als Quotienten von zwei ganzen rationalen homo-
genen Funktionen darstellen, und diese werden wir fiir sich untersuchen.
Da ein gemeinsamer Faktor von Zghler und Nenner den Wert des Quotien-
ten nicht dndert, werden sie freilich nicht mehr notwendig Invarianten im
bisherigen Sinne sein miissen, sondern sie werden sich bei jeder linearen
Substitution moglicherweise mit einem gewissen Faktor multiplizieren
koénnen.

Man kann nun zeigen, daB dieser Faktor nur von den Koeffizienten
der Substitution abhingt und dall er notwendig eine Pofenz der Substi-
tutionsdeterminante:

sein muB. Wir kommen so schlieBlich dazu, solche ganze rationale homo-
gene Funkiionen der gegebenen Grofenreihen zu betrachien, die sich bei den
linearen Substitutionen der Variablen und Koeffizienten, wie wir sie vorhin
aufstellten, mit einer Potenz r* der Substitutionsdeterminante multipli-
zteren. Man nennt sie relative Invariantien, da sie sich nur unwesentlich
dndern, und ganz ungeindert bleiben bei allen Substitutionen, fiir die
r = 1 ist. Der Exponent 4 heiBt das Gewicht der Invariante. Im Gegen-
satz dazu nennt man das, was wir bisher Invariante schlechtweg nannten,
absolute Invariante; jede absolute Invariante ist also ein Quotient relativer
Invarianten gleichen Gewichies.

7. Damit ist tatsichlich ein Gesichispunkt zur Systematisierung der
Invarianientheorie gewonnen. Die einfachsten relativen Invarianten
werden die sein, die Polynome mdglichst niedrigen Grades in den gegebenen
GréBenreihen sind; von ihnen aus wird man zu denen hoheren Grades
aufsteigen. Sind j,, 7, irgendwelche relative Invarianten, so ist jedes
Produkt von Potenzen g} - j5* wieder eine relative Invariante; denn er-
hilt §, bei der Substitution den Faktor 74, §, den Faktor 7%, so reprodu-
ziert sich - 4% bis auf den Faktor »+4+=%  Bildet man nun eine
Summe solcher Terme, noch multipliziert mit konstanten Faktoren:

ch,, Hyy o0 s 1;“ 1;‘ A
(3¢y, %3, o o
und sorgt dabei nur dafiir, daf} die einzelnen Summanden sich allemal
mit derselben Potenz von r multiplizieren, d. h. daB sie alle dasselbe
Gewicht haben oder — wie man sagt — ,,isobar*‘ sind, so erhilt man offen-
bar wiederum eine relative Invariante héheren Grades, da der Faktor
der einzelnen Glieder einfach vor die Summe tritt.
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Das zentrale Problem der Invariantentheorie ist nun natiirlich die
Frage, ob man so stets alle Invarianten erhalten kann: Welches ist in
jedem bestimmien Falle das volle System der niedersten Invarianien, aus
denen sich samtliche relative Invarianten in der angedeuteten Weise ganz
und rational aufbauen lassen? Das Haupttheorem aber ist, daf es zu jeder
endlichen Anzahl vorgegebener GrifBen stets ein solches endliches ,,volles In-
variantensystem'* gibt, d. h. endlich viele Invarianten, aus denen sich alle
anderen ganz und rational zusammensetzen. Diese abschlieBenden Resul-
tate der systematischen Invariantentheorie verdankt man iibrigens
deutschen Forschern, niamlich P. Gordan und D. Hilbert; besonders ist
des letzteren Arbeit in Bd. 36 der Mathematischen Annalen?!) hervor-
zuheben.

Ich méchte nun noch an einfachen Beispielen, wie wir sie hernach
in der Geometrie gebrauchen werden, etwas niher die vorgetragenen ab-
strakten Entwicklungen erldutern, werde freilich auch hier mehr referie-
ren als beweisen.

1. Nehmen wir zunichst an, daB im bindren Gebiete lediglich eine
Anzahl von Punkien gegeben sei:

51; S 52, Ty, .53. 13,
Dann gilt der interessante Satz, dafB die einfachsten Invarianten durch die
zweireihigen Deteyminanten geliefert werden, die man aus diesen Koordi-
naten bilden kann, und daf diese Deteyrminanten zugleich das volle Invarian-
tensystem bilden.

Wir konnen aus 2 Punkten 1, 2 eine zweireihige Determinante
bilden: g

& 1
Sie ist tatsichlich eine ganze rationale Funktion der Variablen und auch
homogen sowohl in &,, 7, alsin &,, 7,. Die invariante Natur erkennen wir
sofort, wenn wir unter Benutzung des Determinantenmultiplikations-
satzes ausrechnen:

&Y aéy + dyry, aé +dyry N
&1 a6y +divy, a6y + dyy

also liegt eine Invariante vom Gewicht 1 vor. n(n—1)
Solcherweise haben # Punkte 1,2, ..., #» im ganzen —-———"Invarian-
ten vom Gewicht 1: 2

A=

A12 =

a, d, &1y

&1y

r__
2=

. =7-dy;

a,d,

&
&k T
daB diese Determinanten weiterhin das volle Invariantensystem bilden,
d. h. daB jede relative Invariante der n Punkte als Summe isobarer Terme:

2C- A A,

1) Uber die Theorie der algebraischen Formen. Bd. 36, S.473ff. 1890.
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darstellbar 1st — das zu beweisen wiirde freilich hier zu weit fithren. Aus
den relativen Invarianten erhilt man die allgemeinsten rationalen
absoluten Invarianten als Quotienten bei gleichem Gewichte von Zihler
und Nenner; ein einfaches Beispiel einer absoluten Invariante wire also
der Quotient Aix
Alm

Ich mdchte an diesem Beispiel noch eine feinere Begriffsbildung er-
liutern, die in der Theorie eine groBe Rolle spielt, nimlich die der
Syzygien (d. h. ,,Zusammengiirtelungen“ oder Verkniipfungen von
Invarianten). Es kann namlich vorkommen, dag gewisse jener Aggregate
der fundamentalen Invarianten identisch verschwinden; so hat man z. B. bei

4 Punkten: Alz A34 + Als Alﬂ + Al4 AZS =0,

was lediglich auf eine bekannte Determinantenidentitit hinauskommt,
die wir iibrigens gelegentlich (S. 33) schon benutzt haben. Eine solche
Identitdt zwischen Invarianten des vollen Systems heit eine Syzygie.
Hat man mehrere solcher Syzygien, so kann man durch Multiplikation
und Addition neue daraus bilden, und wie bei den Invarianten selbst kann
man nach dem vollen Systeme der Syzygien fragen, aus denen sich alle
anderen in dieser Weise aufbauen lassen; die Theorie zeigt, daf es stets
ein endliches System dieser Art gibt. Im Falle von 4 Punkten z. B. besteht
dieses volle System aus der einzigen angegebenen Gleichung, d. h. alle
zwischen den 6 Determinanten 4,,, ..., 4,, bestehenden Identititen
sind Folgen jener einen; bei mehreren Punkten besteht es aus allen
Gleichungen von jenem Typus. Die Kenntnis dieser Syzygien ist
selbstverstindlich von fundamentaler Wichtigkeit fiir die Kenntnis des
gesamten Invariantensystems; denn unterscheiden sich zwei isobare
Aggregate der einfachsten Invarianten um Terme, welche die linke Seite
einer Syzygie zum Faktor haben, so sind sie identisch und brauchen nicht
zweimal aufgezihlt zu werden.

2. Sind ebenso einzelne Punkte im terndren oder im quaterndren Ge-
biele gegeben, so werden ganz genau so die vollen Invariantensysteme
durch die 3- oder 4-rethigen Determinanten aus thren Koordinaten kon-
stituiert; im terniren Gebiet z. B. ist die fundamentale Invariante
dreier Punkte wiederum vom Gewicht 1:

& m oy
Aias= & 7y 7).
§s M3 T

Sie wollen selbst durchdenken, wie sich alles Weitere, insbesondere die
Aufstellung der Syzygien, hier gestaltet.

3. Steigen wir nun gleich zur Betrachtung einer guadratischen Form,
etwa im quaterniren Gebiet, auf:

f=A&42BEy+Cy2-+2DEC+2En{+F+2G Er+2Hyr+2 JLr+ K2
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Wir kénnen zunichst eine Invariante bilden, die nur von den 10 Ko-
effizienten A4, . . ., K abhingt, nimlich die Determinante:

A B D G
A B C E H
“|\D E F J
G H |J K
Da sich die 4, . . ., K kontragredient zu den quadratischen Termen in

£, ..., 7 transformieren, bestitigt man leicht, daB das Gewicht dieser
Invariante —2 ist:
A=r2.4.

Das volle System der aus den Koeffizienten der Form allein gebildeten Invari-
anten besteht lediglich aus diesem A, d. h. jede ganze rationale Invariante,
welche nur 4, . . ., K enthilt, ist ein Vielfaches einer Potenz von 4.

Nehmen wir nun die Koordinaten &,7,C, © eines Punktes zu den
Koeffizienten der Form hinzu, so ist die einfachste gemeinsame Invariante
oder — nach der oben erwihnten Terminologie — Kovariante die Form f
selbst, denn durch die Forderung ihrer Invarianz sind ja die Transforma-
tionen der 4, . . ., K iiberhaupt bestimmt; so ist selbstverstindlich jede
vorgegebene Form ihre eigene Kovariante. Sie wird sogar bei unseren Sub-
stitutionen definitionsgemiB iiberhaupt nicht gedndert, ist also eine In-
variante vom Gewicht 0 oder eine absolute Invariante. Verwenden wir
weiterhin 2 Punkte &, ..., 1, und &, ..., T,, so tritt als neue Ko-
variante die sogenannte Polarform:

A& & + B(&yme + &em) + Cpyng +- -+ K7y

auf, deren Gewicht wiederum 0 ist, d. h. die ebenfalls absolut invari-
ant ist.

Betrachten wir endlich gleichzeitig mit f noch eine Linearform ¢, d. h.
den Inbegriff ihrer Koeffizienten «, #, y, 4, so erhalten wir die folgende
stmultane Invariante vom Gewicht —2, die aus der Determinante durch den

sogenannten ProzeB der ,,Rinderung’ mit &, ..., 0 entsteht:
A B D G o
B C E H 8
D E F J vyl
G H J K ¢
« f y 6 0]

Man kann sie nach dem fritheren auch als Kontravariante bezeich-
nen. Bekanntlich spielt diese Determinante in der analytischen Geo-
metrie eine groBe Rolle, wenn es sich darum handelt, eine Fldche
zweiter Ordnung in Ebenenkoordinaten darzustellen; man erkennt,
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daB dieser Angelegenheit der rein analytische Proze8 der Invarianten-
bildung zugrunde liegt.

Liegen ebenso 2 Linearformen @, , @, mit den Koeffizienten &, . . ., 6,
und «,, ..., 8, vor, so kann durch ,,zweimalige Rinderung’‘ derselben
Determinante eine weitere Invariante gebildet werden:

A B D G & o,
B C E H p, B,
D EF J n nrn
G H J K 6 06,
& B n 6 0 0
& fs 72 0, O O

die gleichfalls das Gewicht —2 hat.

Diese wenigen Angaben miissen hier geniigen, um Ihnen einen Ein-
blick in das groBe Gebiet der Invariantentheorie zu vermitteln. Es ist
eine ungemein ausgebreitete Lehre, die sich da entwickelt hat, und man
hat insbesondere sehr viel Scharfsinn auf die Herstellung von Verfahren
verwandt, die zu irgendwie gegebenen Grundformen das volle System der
Invarianten und der Syzygien zu bilden gestatten. Nur noch eine all-
gemeine Bemerkung hierzu! In unseren Beispielen haben wir die In-
varianten stets durch Determinantenbildung aufgestellt, und so be-
wiahrt sich {iberhaupt stets die Determinantentheorie als Grundlage der
Invariantentheorie. Diese Beziehung veranlaBte Cayley urspriinglich, den
Invarianten den Namen Hyperdeterminanten zu geben. Erst spiter
fithrte Sylvester das Wort ,,Invariante’ ein. Es ist ganz interessant,
sich die Frage vorzulegen, fiir wie wichtig man im Rahmen der ge-
samten Mathematik ein spezielles ihrer Kapitel halten soll, etwa die
Determinantentheorie. Cayley sagte mir einmal im Gesprich, falls er
15 Vorlesungen iiber die gesamte Mathematik zu halten hétte, so wiirde
er eine den Determinanten widmen. Uberlegen Sie, ob Sie Ihren Erfah-
rungen nach der Determinantentheorie auch diese Wertschiatzung zuteil
werden lassen konnen! Ich selbst habe in meinen gewdhnlichen Elemen-
tarvorlesungen aus padagogischen Griinden die Determinanten immer
mehr und mehr zuriickgedrdngt; ich habe zu oft die Erfahrung gemacht,
daB sich die Hoérer wohl an die Schemata gewShnen, mit denen man da in
sehr zweckmiBiger Weise lange Ausdriicke abkiirzen lernt, daB ihnen
aber vielfach ihre Bedeutung keineswegs geldufig wird und die Gewshnung
an das Schema sie vielmehr hindert, in alle Einzelheiten der Sache bis zu
ihrer vollen Beherrschung einzudringen. Selbstverstindlich konnen wir
aber bei allgemeinen Uberlegungen und so hier bei der Invariantentheorie
die Determinanten nicht entbehren.

Wir kommen nun endlich zu unserem eigentlichen Ziel, mit Hilfe die-
ser Betrachtungen eine Systematisierung der Geometrie zu erhalten.
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3. Anwendung der Invariantentheorie auf die Geometrie.

Wir beginnen damit, da wir die Variablen &, . . ., T als gewdhnliche
rechtwinklige tnhomogene Koordinaten deuten, also &, 7 in der Ebene,
& n, v im dreidimensionalen Raume, &, #,, v im vierdimensionalen
Raume usw. Die linearen homogenen Substitutionen der Invarianten-
theorie:

F=a b+ - 4dj
(1) e e
v =a,§+ -+ d
stellen dann die Gesamtheit der affinen Transformationen des betrachieten
Raumes bei festgehaltenem Koordinatenanfangspunkte dar. Die einzelnen
relativen Invarianten selbst werden also solche geometrische GroBen sein,
die bei jenen affinen Transformationen bis auf einen Faktor ungedndert
bleiben, d. h. Grdfen, die in der durch jene Transformationen definierten
affinen Geometrie eine bestimmie Bedeutung haben.

Sind beispielsweise im bindgren Falle, also in der Ebene, 2 Punkte 1, 2
gegeben, so stellt die fundamentale Invariante A, den doppelten Inhalt
des Dreiecks (0 12), mit passendem Vorzeichen versehen, dar, wie
wir von frither her wissen; in der Tat ist bekannt (vgl. die ana-
loge Feststellung fiir den Raum S. 78), daB3 sich der Dreiecksinhalt bei
einer affinen Transformation nur mit der Substitutionsdeterminante
multipliziert, und das besagt eben, 4, ist eine relative Invariante

vom Gewicht 1. Der Quotient zweier Inhalte Az bleibt absolut ungein-
34
dert, ebenso aber auch eine Gleichung 4,, = 0, da fiir sie ein hinzu-

tretender Faktor unwesentlich ist; tatsdchlich hat diese Gleichung die
gegeniiber unseren affinen Transformationen ) £ 3
offenbar absolut invariante Bedeutung, daB die
3 Punkte O, 1, 2 auf einer Geraden liegen.
Haben wir nun mehrere Punkte 1, 2, 3, 4, 4
... (vgl. Abb. 99), so besteht ihr wvolles In-
variantensystem aus allen ihren Determinanten 7
A;i; gelingt es also, irgend eine von den Ko-
ordinaten ganz und rational abhingige GroBe
zu bilden, die allen affinen Transformationen (1)
gegeniiber relativ invariant ist, d. h. die diberhaupt in unserer affinen
Geometrie Bedeutung hat, so muBl sie sich als Polynom in den A;: dar-
stellen. Wir kénnen dies in einfachen Fillen sofort geometrisch verifi-
zieren. Z. B. ist jeder Fliacheninhalt der Ebene, etwa der desPolygons
(1,2, 3, 4), solch eine Invariante, und tatséchlich ist die Formel, die wir
frither (S. 9) allgemein fiir den Polygoninhalt gegeben hatten:
(1,2,3,4) = Ay, + 4y, +A34+A41
nichts als der Ausdruck des allgemeinen Theorems fiirdiesenspeziellen Fall.

Abb. 99.
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Endlich haben wir noch von den Syzygien zwischen den Invarianten
zu reden. Die fundamentale Syzygie:

A12 A34 + Alsdu + Au Aza =0

stellt ein Identitdt zwischen den sechs von vier beliebigen Punkten und
dem Nullpunkt gebildeten Dreiecksinhalten dar, also ein allgemeines
Theorem unserer affinen Geometrie. Analoges gilt natiirlich fiir jede
Syzygie, und ebenso muBl umgekehrt jedes Theorem unserer affinen Geo-
metrie, insofern es eine Relation zwischen Invarianten der affinen Trans-
formationen (1) ist, durch eine Syzygie dargestellt werden. Nach dem,
was wir frither (S. 152) iiber das volle System der Syzygien im Falle von
4 Punkten behaupteten, miissen also alle in unserer affinen Geometrie
fiir ein System von 4 Punkten giiltigen Sitze aus jenem einen soeben
angegebenen folgen. Und ebenso macht man sich die Richtigkeit der
allgemeinen Behauptung Kklar, daf die Invariantentheorie die liickenlose
systematische Aufzihlung aller in unserer affinen Geometrie moglichen
Grofen und Theoreme gestattet, indem sie das volle System der Invarianten
und das der Syzygien gibt.

Ich werde diese Betrachtungen wiederum nicht im einzelnen durch-
fithren; ich will nur erwihnen, da8 man neben den Punkten auch die
durch Formen ¢ =aé+ 61, f = A&+ 2G&tr + K12, ... bestimmten
Gebilde unserer Geometrie in Betracht ziehen kann. Eine solche Form
ordnet jedem Punkte der Ebene einen Zahlenwert zu, d. h. sie be-
stimmt ein Skalarfeld; man kann in dieser Auffassung die Invari-
anten einer vorgegebenen Form leicht geometrisch deuten, und jede
Syzygie zwischen den Invarianten wird wieder einen geometrischen Satz
darstellen.

Neben dieser bisher betrachteten, ich méchte sagen, naiven Deutung
der Invariantentheorie in der Geometrie eines n-dimensionalen Raumes,
in welchem die # Verinderlichen als gewshnliche rechtwinklige Koordi-
naten gelten, kommt nun aber auch eine wesentlich andere Darstellung in
Betracht: Man kann jene Variablen auch als homogene Koordinaten in
einem (n — 1)-dimensionalen Raume R,_, auffassen, dessen inhomogene

Koordinaten x = f—-, ... sind; dabei bleibt ein den » Koordinaten ge-
T

mainsamer Faktor unwesentlich. Wir haben frither (S. 93 ff.) uns iiber-
legt, in welchem Zusammenhange diese Koordinatenbestimmungen des
R, _, und R, stehen: wir betrachteten den Ry _, als das lineare (» — 1)-di-
mensionale Gebilde T =1 des R, und projizierten seine Punkte durch
vom Koordinatenanfangspunkte des R, ausgehende Strahlen. Dann waren
die simtlichen méglichen Wertsysteme der homogenen Koordinaten eines
Punktes aus dem R,_; identisch mit den Koordinaten aller ihm so ent-
sprechenden Punkte im R,. Nun stellen die linearen Substitutionen der
homogenen Variablen im Ry_, simtlich projektive Transformationen
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dar, und zwar geben alle nur durch einen willkiirlichen Faktor ¢’ sich
unterscheidende Substitutionen:

¥=af+---+dp

Cr=a,8 4+ 4 dga
ein und dieselbe projektive Umformung. Die nunmehr in Betracht
kommende Gruppe aller projektiven Transformationen enthilt also nicht
mehr 72, sondern nur #2 — 1 willkdrliche Konstanie; im R, und R, sind es
also insbesondere 8 bzw. 15.

Wollen wir nun die Invariantentheorie der n Variablen &, . . ., T in der
projektiven Geometrie des Ry _, geometrisch deuten, so haben wir vor allem
zu bedenken, daB eben wegen der Verwendung homogener Koordinaten
nur diejenigen GréBen und Beziehungen der Invariantentheorie eine Be-
deutung finden kénnen, die in den Koordinaten &, . . ., 7 jedes einzelnen
auftretenden Punktes homogen von nullter Ordnung sind und die dieselbe
Eigenschaft auch in bezug auf jedes einzelne etwa vorkommende Koeffi-
zientensystem einer linearen, quadratischen usw. Form haben.

Das wird am besten klar werden, wenn ich es sofort an konkreten
Beispielen ausfithre. Es wird geniigen, vom bindren Gebiete (n = 2) zu

reden; wir haben also 2 Variable £, und deuten x = i als Abszisse
T

auf der Geraden. Sind eine Reihe von Wertsystemen &, 7;; &,, T,; -
&y, 1, gegeben, so wissen wir, daB} die Determinanten:

& ok 1
£ (t,k=1,...,9)

das volle System fundamentaler Invarianten darstellen. Welche der
simtlichen invarianten Aussagen haben nun in der projektiven Geometrie
Bedeutung? Nun, die Aussage, daB ein 4,; irgend einen bestimmten
Zahlenwert hat, jedenfalls nicht, denn wenn man &;, 7; mit einem Faktor
¢ multipliziert, was ja den Punkt ¢ nicht dndert, multipliziert sich auch
A, mit 0. Wohl aber hat das Verschwinden eines 4, die Relation 4;: =0
projektiv geometrische Bedeutung, denn wir kénnen sie schreiben:
%— = %—, so daf3 tatsidchlich nur die Verhiltnisse der Koordinaten beider
i 3

Punkte eingehen, und die geometrische Bedeutung — Zusammenfallen
der Punkte i und k — evident ist.

Um nun aber eine zahlenmipige Invariante zu bekommen, die selbst
von 0' Dimension in den Koordinaten jedes Punktes ist, miissen wir
mehr als 2 Punkte kombinieren. Der Versuch zeigt, daB man zum min-
desten 4 Punkte 1, 2, 3, 4 braucht, und zwar ist dann jeder Quotient
folgender Bauart: A d

12 34

..y

Ay =
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in jedem der 4 Variablenpaare &, t,; . . ., &; 7, homogen von 0'** Dimen-
sion. Daraus folgt zugleich, daB er das Gewicht 0 hat, d. h. eine absolute
Invariante darstellt. Diese Grofe hat mithin eine projekttve Bedeutung
und stellt einen allen projektiven Umformungen der Geraden gegen-
iiber invarianten Zahlenwert dar. Sie ist natiirlich nichts anderes als
das ,,Doppelverhilinis‘‘ der 4 in bestimmter Reihenfolge geschriebenen
Punkte. Denn man kann sie in unhomogenen Koordinaten sofort
in der folgenden Form schreiben:

¥1— Xy X3 — %y

M=y Xy — 5y

Das Doppelverhilinis von 4 Punkten erhalten wir hier vom invarianten-
theoretischen Standpunkie also mit Notwendigkeit als die einfachste In-
variante esner Punkireihe auf der Geraden, die der fiir eine projektiv-geome-
trische Bedeutung notwendigen Homogenititsbedingung geniigt.

Ich schlieBe hier gern eine aligemeinere Bemerkung an. Ich habe
frither schon der in der projektiven Geometrie vielfach bestehenden Ten-
denz gedacht, alle auftretenden GroBen invarianten Charakters auf
Doppelverhidltnisse zuriickzufithren. Wir kénnen von unserem jetzt
gewonnenen Standpunkt das Urteil fillen, daB durch dieses Bestreben
die Gewinnung eines tieferen Einblickes in den Aufbau der projektiven
Geometrie nur erschwert wird. Viel besser ist es, wenn man zuerst nach
allen rationalen ganzen (relativen) Invarianten iiberhaupt fragt und aus
ihnen erst die rationalen Invarianten, insbesondere die absoluten und unter
ihnen wieder die der Homogenitétsbedingung der projektiven Geometrie
geniigenden bildet. Hier hat man dann eine wirkliche, vom Einfachsten
zum Komplizierteren aufsteigende Systematik vor sich, die verwischt
wird, wenn man eine spezielle rationale Invariante, das Doppelverhiltnis,
voranstellt und durch sie ausschlie8lich die anderen Invarianten dar-
zustellen sucht.

Wir wollen nun noch zusehen, zu was fiir Sdtzen der projektiven
Geometrie die Syzygien zwischen den Invarianten 4;; AnlaB geben.
Gehen wir wieder von der fundamentalen Syzygie:

A12A34 + A13A42 + A14A23 =0
aus, dividieren durch den letzten Summanden der linken Seite und be-

riicksichtigen, daB 4,3= —4,, und 4,,= —4,, ist, so erhalten wir:
A13 434 —1 — 41345, )
41443, 414453

Hier steht links nach der urspriinglichen Definition das Doppelverhalt-
nis der Punkte 1, 2, 3, 4, rechts das ganz genau ebenso gebildete Dop-
pelverhiltnis dieser 4 Punkte, wenn man nur die Reihenfolge von 2 und 3
vertauscht; die Doppelverhiltnisse in noch anderer Reihenfolge erhélt
man, wenn man durch andere Terme dividiert. So finden die fundamen-
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talen Syzygien zwischen den Invarianten von je 4 Punkien ihre geometrische
Deutung 1n den bekannten Relationen zwischen den 6 Werten, die thr Doppel-
verhdlinis je nach der Reihenfolge der 4 Punkte annehmen kann.

Ich will hier nicht weiter ausfithren, wie sich die Fortfithrung des
Aufbaues der projektiven Geometrie der Geraden auf dieser Grundlage,
und wie sich ebenso die Deutung der terniren und quaterndren Invarianten-
theorie in der projektiven Geometrie der Ebene und des Raumes gestaltet; Sie
finden das beispielsweise in den schon genannten Lehrbiichern von
Salmon-Fiedler und Clebsch-Lindemann im einzelnen dargestellt, wo
gerade mit dieser Deutung der Invariantentheorie fortwihrend operiert
wird. So entsteht eine in sich vollstindige Systematik der projektiven Geo-
metrie, sowohl was die GroBen angeht, die man in ihr betrachten kann
(die den Invarianten entsprechen), als auch die Theoreme, die man auf-
stellen kann (entsprechend den Syzygien). Freilich ist vom Standpunkte
des Invariantentheoretikers diese Deutung weniger befriedigend als fiir
den Geometer; fiir ihn ist die zuerst gegebene Deutung in der affinen
Geometrie des R,;; wertvoller, da im R, nur die der besprochenen
Homogenitidtsbedingung geniigenden Invarianten und Syzygien zur Gel-
tung kommen.

Nur einen besonders wichtigen Punkt méchte ich noch ausfiihrlicher
eroértern, um wieder an eine frither (S. 146) abgebrochene Betrachtung
anzuschlieBen: ich méchte zeigen, wie unter Anwendung der Invarianten-
theorie sich die durch das Cayleysche Prinzip erméglichte Einordnung
der affinen und metrischen Geometrie in das Schema der projektiven
gestaltet.

4, Die Systematisierung der affinen und metrischen Geometrie
auf Grund des Cayleyschen Prinzips.

Hier handelt es sich natiirlich um die allgemeine affine Geometrie,
in der keineswegs, wie bei der anfangs betrachteten vollstindigen Deu-
tung der Invariantentheorie, ein festgehaltener ausgezeichneter Punkt —
der Koordinatenanfangspunkt — existiert.

Betrachten wir sogleich den dreidimensionalen Raum mit den in-
homogenen Koordinaten x, ¥, z bzw. den homogenen§, 7, {, t. Das Cayley-
sche Prinzip sagt dann, daB aus der projektiven Geometrie die affine
hervorgeht, wenn wir die unendlichferne Ebene Tt = 0, die melrische aber,
wenn wir auBerdem noch den imagindren Kugelkreis t=0, £24+924-{2=0
den jeweils vorgelegten Gebilden adjungieren.

Eine Bemerkung iiber diesen Kugelkreis wird die Darstellung des
folgenden erleichtern: Wir haben ihn hier durch 2 Gleichungen, als Schnitt
der unendlichfernen Ebene mit einem Kegel durch den Nullpunkt, defi-
niert. Wir kénnen ihn aber auch, wie iiberhaupt jeden Kegelschnitt, durch
nur eine Gleichung tn Ebenenkoordinaten bestimmen, wenn wir ihn als
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Umbhiillungsgebilde aller ihn berithrenden Ebenen auffassen. Bezeichnen
wir, wie wir es zuletzt taten, die ,,Ebenenkoordinaten’, d. h. die Koeffi-
zienten einer Linearform ¢ mit «, §, 7, J, so lautet die Gleichung des
Kugelkreises, wie man leicht bestitigt:

a4 24 y2=0.

Mit anderen Worten, diese Gleichung ist die Bedingung dafiir, daB die
Ebene & +---4 67 = 0 den Kugelkreis beriihrt.

Nunmehr ist es ein Leichtes, den Ubergang von der projcktiven zur
affinen bzw. metrischen Geometrie invariantentheoretisch aufzufassen:
Wir fiigen den gegebenen Wertsystemen — Punktkoordinaten, lineare
und quadratische Formen usw. —, die die betrachtete Figur beschreiben,
noch die eine bestimmte Linearform © (d. h. das Koeffizientensystem 0, 0,
0,1) bzw. die in Ebenenkoordinaten geschriebene quadratische Form
o2 -+ 2 4 y2 hinzu. Behandeln wir das so erweiterte Formensystem genau
wie verhin, d. h. stellen wir das vollstindige System seiner Invarianten
und der Syzygien zwischen diesen auf und heben diejenigen unter ihnen
hervor, die der Homogenititsbedingung geniigen, so erhalten wir alle
Begriffe und Sdtze der affinen bzw. metrischen Geometrie der wrspriing-
lich gegebenen Elemente; damit ist dann die invariantentheoretische Sy-
stematik auf die affine und metrische Geometrie iibertragen, und ich
mdchte wiederum darauf hinweisen (vgl. S. 158), daB so insbesondere durch
die Betonung der ganzen rationalen Bildung von Invarianten und Syzy-
gien ein sonst wenig hervorgehobener systematisierender Gesichtspunkt
in die Geometrie hineinkommt.

Statt abstrakter Erérterungen hieriiber will ich Thnen auch diese
Beziehungen lieber sogleich durch einfache Beispiele deutlich machen,
indem ich wirklich zeige, wie man die elementarsten Fundamentalgré8en
der affinen und metrischen Geometrie darstellen kann als Simultanin-
varianten der gegebenen GréBensysteme und der Form tbzw. %4 2+ y2.

Aus der affinen Geometrie zunichst wihle ich als Beispiel den I#n-
halt T des von 4 Punkten gebildeten Tetraeders, der sich bekanntlich aus-
driickt als:

E m &G on
1 §a M L 7
611’2’374 53 N3 Cs T3 )

& oy Gy 1y

X1 Y1 4
1 1% Y2 2

6lxg y3 2
Xy Y4 %4

Wir haben zu untersuchen, inwieweit dieser Ausdruck die behauptete
Invarianteneigenschaft hat. Zunichst wissen wir, daB3 die hier auftretende
Determinante tatsichlich die fundamentale relative Invariante von
4 Punktenist (S.152). Ferner aber stehen im Nenner fiir diese 4 Punkte
die Werte der unserer Figur adjungierten Linearform 7, und das sind ja die
einfachsten mit Hilfe einer Form iiberhaupt zu bildenden (absoluten)

1
1
1
1
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Invarianten (S. 153). Das ist natiirlich so zu verstehen, da8 nach einer
Transformation in den Nenner die Werte der Form zu schreiben sind, in
die die Linearform t iibergeht, oder daB, wenn wir allgemein die Form
a&+ fn+ yl+ 0r adjungieren, in den Nenner das Produkt der
4 Werte dieser Form fiir die Punkte 1, . .., 4 zu treten hat. So ist T
also selbst auch eine rationale Invariante, und zwar ist sie homogen von
nullter Dimension in den Koordinaten jedes der 4 Punkte. In bezug auf
die Koeffizienten unserer adjungierten Linearform 0,0, 0,1 bzw. &, 8,7, 6,
die ja im Nenner auftreten, hat T allerdings die Dimension — 4, so daB,
da ein gemeinsamer Faktor dieser GréBen willkiirlich ist, der absolute
Wert von T in der projektiven Geometrie unserer erweiterten Figur keine
Bedeutung haben kann. Tatsédchlich hat man ja auch in der affinen Geo-
metrie zunichst kein Mittel, einem Tetraeder einen bestimmten zahlen-
mifigen Inhalt zuzuschreiben, es sei denn, daBl man bereits Einheits-
strecken bzw. ein Einheitstetraeder festgelegt hat, wie wir es bei der
Benutzung inhomogener Koordinaten ja immer annahmen. Von unserm
jetzigen allgemeinen Standpunkte aus wiirde das aber heien, daB wir der
Figur auBer der ,,unendlichfernen Ebene* 7 = 0 noch weitere Elemente
hinzufiigen. Adjungieren wir z. B. einen fiinften Punkt und bilden den
Quotienten zweier analog T gebildeter Ausdriicke, so haben wir tatsich-
lich einen allen Homogenititsbedingungen geniigenden Ausdruck, der
dann auch eine absolute Invariante der affinen Geometrie ist. Der einzelne
Ausdruck T ist (wir wissen das ja auch schon von friiher; vgl. S. 78)
lediglich eine relative Invariante vom Gewicht 1.

Hier ist nun der Ort, noch einmal auf die Entwicklungen des ersten
Hauptteils hinzuweisen, deren innerstes Wesen sich jetzt klarer ent-
hiillt. DaBl die GraBmannschen ElementargréBen der Geometrie, die
wir dort herleiteten, durchaus der affinen Geometrie angehéren, das haben
wir ja schon beim speziellen Studium der affinen Transformationen er-
kannt (vgl. S. 771.). Das Grafimannsche Determinantenprinzip aber, das
uns jene GroBen lieferte, ist — das kénnen wir jetzt nachtragen — durch-
aus kein unverstindlicher Kunstgriff, sondern es ist nichts als die vollig
naturgemdifle Anwendung der Invariantentheorie in der affinen Geometrie,
d. h. der projektiven Geometrie bei Adjunktion der unendlich fernen
Ebene. Das Auftreten der gewohnlichen Determinanten — Strecke,
Flicheninhalt, Rauminhalt — ist ja durch das soeben erorterte Bei-
spiel schon zur Geniige erklirt. Es bleibt nur noch zu zeigen, wie die
invariantentheoretische Systematik auf die durch die Unterdeterminan-
ten rechteckiger Matrizen definierten allgemeinen GraBmannschen Ele-
mentargroBen fithrt. Auch das wird wiederum an einem Beispiele am
deutlichsten werden: Hat man 2 Punkte &,, 1,, 7;; &,, 15, Tp in der Ebene,
so soll das invariantentheoretische Aquivalent der ihnen zugehdrigen
Gebilde der affinen Geometrie (Linienteil, Gerade, . ..) hergestellt wer-
den. Das ordnet sich nun sofort dem Friiheren ein, wenn man einen

Klein, Elementarmathematik II. 11
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dritten ,,unbestimmten’* Punkt &, 5, r hinzunimmt, und wiederum die
fundamentale Invariante:

& n

1 £ .
11,17, 1 T U
& M T,

als eine Linearform in &, 5,  betrachtet. Die drei Koeffizienten dieser
Variablen, das sind die Detetminanten der Matrix:

1 (& m vy % N 1
Tt | & M T %y Yo 1

sind also die fiir das neu definierte Gebilde charakteristischen GroBen,
und so sind wir tatsichlich genaw auf die friiher zur Definition des Linien-
teiles 1 2 verwendete Matrix gefiihrt worden. Ganz ebenso kann man im
Raum aus 3 bzw. 2 Punkten durch Adjunktion eines bzw. zweier
Quadrupel unbestimmter Koordinaten eine relativ invariante Linear-
bzw. Bilinearform bilden, deren Koeffizienten dann ganz in Uberein-
stimmung mit unserer alten Definition die Koordinaten eines Ebenenteils
bzw. rdiumlichen Linienteiles liefern. Ich kann diese Andeutungen hier
nicht weiter ins Einzelne ausfithren; sie diirften aber wohl zur ersten Orien-
tierung geniigen und Sie zu weiterem Nachdenken anregen.
Wichtigerist, daB wir nun, nachdem wir das GraBmannsche Prinzip in
die Invariantentheorie eingeordnet haben, die Frage nachseiner Leistungs-
fahigkeit stellen und es in dieser Hinsicht insbesondere mit dem Klassifika-
tionsprinzip vergleichen, dasauf S.27f. fiir den besonderen Fall der Haupt-
gruppe ausgesprochen wurde und uns dort die simtlichen fundamentalen
geometrischen Gebilde lieferte. Die sinngemiBe Ausdehnung des Klassi-
fikationsprinzips auf den Fall einer beliebigen linearen Transformations-
gruppe liegt auf der Hand. Wir werden nach ihm nimlich in jeder ,,Geo-
metrie’ neben einzelnen ganzen rationalen Funktionen der gegebenen
GroBenreihen  (Koordinaten, Formenkoeffizienten usw.), die uns
bisher die Invarianten lieferten, auch Sysfeme solcher Funktionen

oder:

’

E|, &,,... betrachten. Transformiert sich ein solches System bei
allen Substitutionen der zugehérigen Gruppe in sich selbst, d. h. lassen
sich die in gleicher Weise gebildeten Funktionen &, &3, ... der trans-

formierten GréBenreihen allein durch die £, Z,,... linear ausdriicken
mit Hilfe von Koeffizienten, die sich in eindeutig bestimmter Weise aus
denen der zugrunde gelegten Transformation ergeben, so sagen wir, das
System definsert ein Gebilde der betreffenden Geometrie. Die einzelnen Funk-
tionen, aus denen das System besteht, heiBen die Komponenten des Ge-
bildes. Das entscheidende Merkmal fiir die Natur eines geometrischen
Gebildes ist das Verhalten seiner Komponenten gegeniiber den Trans-
formationen der zugrunde gelegten Gruppe: Als von gleicher Art werden
wir 2 geometrische Gebilde bezeichnen, wenn ihre Komponenten
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2 Serien von gleich vielen Ausdriicken bilden, die bei Koordinatenwechsel
je dieselbe lineare Substitution erleiden, nach unserer fritheren Bezeich-
nung also kogredient sind. Besteht ein ein geometrisches Gebilde defi-
nierendes Funktionensystem aus einer einzigen Funktion, so reduziert
sich die lineare Substitution auf die Multiplikation mit einem Faktor,
und die Funktion ist eine relative Invariante.

Ich will diesen abstrakten Sachverhalt an einem einfachen Beispiel
aus der Invariantentheorie des ternidren Gebietes niher erliutern, das
wir in der affinen Geometrie des dreidimensionalen Raumes bei fest-
gehaltenem Anfangspunkt deuten werden. Wenn 2 Punkte &,,%,, 7,;
&5, M3, 7o gegeben sind, so ist das einfachste Funktionensystem, in dem die
beiden Koordinatentripel homogen und symmetrisch auftreten, das
System der 9 bilinearen Terme:

(1) 5185, &M, &7, My, - -, T

Bei einer linearen Transformation in unserer iiblichen Bezeichnung (vgl.
S.147) hat man nun:

& =ai&é&  + aby(Eime+mb) +- 4 dinT,
@ Sime = a1 a8, 6y + a1 b by My + A0y S+ dydy Ty
4t = aiééy  + ady(E1me+ M) +- 4 diy,
d. h. diese 9 GréBen bilden in der Tat ein System von der eben erorterten
Art, und wir werden sie daher als Bestimmungsstiicke eines Gebildes
unserer affinen Geometrie ansehen ; man nennt dieses Gebilde und so jedes
System, das aus 9 GroBen besteht, die sich nach den Gleichungen (2)
transformieren, neuerdings einen Tensor.

Nun bemerkt man aber bei Betrachtung der Gleichungen (2) leicht,
daB man aus den 9 GréBen (1) einmal 6, andererseits 3 einfache lineare
Kombinationen herleiten kann, die sich je unter sich linear substituieren.
Denkt man sich die GroBen (1) zu einem quadratischen System geordnet:

§& &ne &L

M MmNz Nl

né TN T,
so sind es einmal die Summen von symmetrisch zur Diagonale stehenden
Gliedern:

3) 2818, &netmé, &St rnué, ..., 27T,
andererseits deren Differenzen:
) Eime— &, &Ta— 71, MTa— T,

Die Substitutionsformeln fiir die GréBensysteme (3) und (4) ergeben sich
unmittelbar aus den Gleichungen (2). Wir haben damit 2 neue Gebilde

11*
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unserer affinen Geometrie gewonnen, von denen das aus den 6 GroBen (3)
bestehende als symmetrischer Tensor bezeichnet wird, wihrend das aus
den 3 GroBen (4) bestehende die uns schon bekannte PlangriBe darstellt.
Der Name gilt natiirlich wieder fiir jedes GroéBensystem, das sich ko-
gredient transformiert. Auf die Rechtfertigung des Beiworts ,,symme-
trisch* werden wir nachher gleich eingehen.

Was die 3 GroBen (4) geometrisch bedeuten, wissen wir (vgl. S. 32):
es sind die doppelten Projektionen des passend umlaufenen Dreiecks,
das die Punkte &,,,,7,; &3, 75, T, und der Koordinatenanfangspunkt
bilden, auf die Koordinatenebenen, und wir haben hier gerade eines der
ersten Gebilde, die das GraBmannsche Determinantenprinzip lieferte.
Und so diirfen wir iiberhaupt den Satz aussprechen: Bei dem systemati-
schen Aufsuchen der Gebilde der affinen Geometrie vermaoge unseres Klassi-
fikationsprinzips wird man unier anderem mit Notwendigkeit auf das
Grafmannsche Determinantenprinzip und die mit sesner Hilfe festgelegten
geometrischen Gebilde gefiihrt. Ich kann das hier im einzelnen natiir-
lich nicht ausfithren; es geniige die Andeutung, daB man simt-
liche frither besprochenen Gebilde erhilt, wenn man in ganz ana-
loger Weise die allgemeine affine Geometrie auf Grund des Cayleyschen
Prinzips mit Hilfe der quaterniren Invariantentheorie behandelt (vgl.
S. 1601f.).

Das wichtige Ergebnis unserer Untersuchung ist aber die Erkennt-
nis, daf das Grassmannsche Determinantenprinzip etwas Spezielles ist
und an sich durchaus nicht alle Gebilde der affinen Geometrie liefert. Viel-
mehr haben wir in den Tensoren (1) und (3) wesentlich neue geometrische
Gebilde.

Wegen der groBen Bedeutung, die diese Gebilde fiir viele Gebiete
der Physik, wie z. B. fiir die Lehre von den elastischen Deformationen
und die Relativitdtstheorie besitzen, sei hier noch ein wenig auf sie ein-
gegangen. Vor allem seien auch einige Bemerkungen beigefiigt, welche
sich auf den Namen dieser geometrischen GréBen beziehen und dem Leser
das Zurechtfinden in der neueren Literatur iiber Tensorrechnung
erleichtern sollen.

Das Wort ,,Tensor’* wurde von uns in Bd. I dieses Werkes bei
Gelegenheit der Darstellung des Hamiltonschen Quaternionenkalkiils
in anderem Sinne als jetzt gebraucht. Ist ¢ =a + b¢ + c¢j + dk eine
Quaternion, so nannten wir damals den Ausdruck T = a2+ b2 + % + @
hren Tensor. Dieser von Hamilton eingefithrte Name ist gerechtfertigt,
da man, wie in Bd. I, S. 71ff. ausfiihrlich auseinandergesetzt wurde, die
Multiplikation mit einer Quaternion geometrisch als Drehstreckung
bei festgehaltenem Koordinatenanfangspunkt deuten kann. Als MaB
der Strekung ergibt sich dabei nimlich gerade der eben als Tensor
bezeichnete Wurzelausdruck 7. In engem Zusammenhang hiermit
steht die Art und Weise, wie W. Voigtin seinen Arbeiten iiber Kristall-



Die Systematisierung der affinen und metrischen Geometrie. 165

physik?) das Wort ,, Tensor* gebraucht. Voigt bezeichnet damit ge-
richtete GroBen, die Vorgdngen entsprechen, wie dem der longi-
tudinalen Streckung oder Kompression eines geraden Stabes, an dessen
beiden Enden in Richtung der Stabachse nach entgegengesetzten Sei-

ten gezogen bzw. gedriickt wird. Bildlich Dehrung:

kénnte man einen solchen Tensor durch eine =€ >

Strecke darstellen, an deren beiden Enden Zusammendpiickung:
>

Pfeile von entgegengesetzter Richtung an-
gebracht sind (vgl. Abb. 100).

Man kann den Richtungscharakter des so verstandenen Tensors als
,,zweiseitig’’, den des Vektors im Gegensatz hierzu als ,.einseitig’ be-
zeichnen. In der Physik treten nun solche Tensoren hiufig als Tensor-
tripel, d.h. zu dritt und zueinander orthogonal gerichtet auf (vgl. Abb.101).
Wir haben frither (vgl. S. 80) die reine homogene Deformation (reine
Affinitit) als gleichférmige, den Nullpunkt festlassende Streckung des
Raumes nach drei zueinander senkrechten Richtungen kennen gelernt.
Statt dessen koénnen wir jetzt sagen: Die reine
homogene Deformation wird geometrisch durch ein 1
Tensortripel dargestellt. Zu einer heute vielge-
brauchten Bedeutung des Wortes ,,Tensor kommt
man nun, wenn man den Inbegriff jener drei
Streckungen des Raumes als eine einzige geome-
trische GroBe auffaBt und, den Wortteil ,,Tripel*
einsparend, diese GroBe mit dem Namen Tensor be-
legt. Der Tensorbegriff in diesem Sinne ist nun
genau derselbe, den wir oben insbesondere als ,,sym- Abb. 101.
metrischen Tensor* bezeichnet haben.

Die reine homogene Deformation wird nimlich, wenn der Koordi-
natenanfangspunkt fest bleibt, durch Substitutionen folgender Bauart
dargestellt:

Abb. 100.

E=apx 4 apy + a2
() N = Gy3% + Ay + A2 (@ix = ary)
T = G13% + g3y + G537 .

Dabei mégen die Zahlentripel x, y, z; &, 9, T als Punktkoordinaten in
einem und demselben rechtwinkligen Koordinatensystem gedeutet wer-
den. Das Koeffizientenschema der Transformation ist symmetrisch in
bezug auf die Hauptdiagonale. Gehen wir jetzt unter Beibehaltung des
Koordinatenanfangspunktes zu einem neuen rechtwinkligen Koordinaten-
system {iber, so erhalten wir, wie eine einfache Rechnung zeigt (fiir den

1) Vgl. etwa: a) Der gegenwirtige Stand unserer Kenntnisse der Kristall-
elastizitit; b) Uber die Parameter der Kristallphysik und iiber gerichtete Gro8en
hoéherer Ordnung. Beide Abhandlungen in den Gottinger Nachrichten 1900.
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Ubergang der x, ¥, z in die «, ¥, 2’ und der &, 5, 7 in die &, ', 7 gelten
beziehungsweise dieselben Formeln), folgende neue Darstellung fiir die
in Frage stehende Deformation:
& =ayx + apy + ais?
(6) 7 = aie¥ + Ay + ap? (@i = ags)
v = apx’ + ay + axs .
Dabei ergibt sich fiir die 6 Koeffizienten a},, ag, . . ., dg3:

1. daB sie linear abhidngen von den sechs a,,, a,5, . . ., 433 und nur
von diesen, also eine geometrische Grofe definieren;

2. daB sie insbesondere sich genau so transformieren wie die in den
Koordinaten bilinearen Ausdriicke (3), die wir auf S. 164 als die Kom-
ponenten eines symmetrischen Tensors bezeichnet hatten.

Das Beiwort ,,symmetrisch ist durch die Bauart des Koeffi-
zientenschemas der Transformationsformeln (5), (6) gerechtfertigt.

Gehen wir jetzt zu einer den Koordinatenanfangspunkt festlassenden
allgemeinen Affinitit iiber:

§=ay% + apy + a2
(7) N = Ay% + AgY + A2

T = Ay ¥ + gy + ag?
so ergibt sich in einer der eben angedeuteten ganz entsprechenden Weise,
daB in der Geometrie der orthogonalen Transformationen die 9 Koeffi-
zienten a,,, dy3, - . ., 43 Sich genau so transformieren wie die 9 Koordi-
natenprodukte (1), also die Komponenten einer GréBe derselben Art wie
jene bilden. In unserer Sprechweise, nach der das Wort Tensor nicht
speziell auf reine homogene Deformationen beschrinkt bleibt, heiBt
das: Das Koeffizientenschema einer allgemeinen affinen Transformation
ist ein Tensor.

In der Literatur findet man noch eine groBe Anzahl anderer Namen
fiir diesen Begriff. Einige der am meisten vorkommenden sind:

1. Affinor (wegen des Zusammenhanges mit der affinen Transfor-
mation);

2. lineare Vektorfunktion [da die linearen Substitutionen (7) sich so
deuten lassen, daB durch sie einem vom Koordinatenanfangspunkt aus-
gehenden Vektor x, y, z ein ebensolcher &, #, 7 linear zugeordnet wird];

3. Dyade und Dyadic. Doch wird das erste dieser beiden Wérter
urspriinglich nur fiir einen besonderen, nachher noch zu erérternden Fall
gebraucht.

Auch die Kompornenten der PlangréBe (4) 1assen sich als die Koeffizien-
ten einer Transformation auffassen, namlich einer von der folgenden Art:

E=1 x—cy+b-z
(8) N=c¢ *Xx+1-y—a-z
T=—bx+ay+1-z.
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Die Koeffizienten dieser Substitution verhalten sich nimlich, wie
man leicht bestitigen kann, gegeniiber rechtwinkligen Koordinaten-
transformationen wie die bilinearen Ausdriicke (4). Wegen der Bau-
art des Koeffizientenschemas der Formeln (8) (Symmetrie zur Haupt-
diagonale mit Vorzeichenwechsel) bezeichnet man die durch sie bestimmte
GroBe auch als antisymmetrischen Tensor.

Geometrisch lassen sich bekanntlich die Formeln (7) als allgemeine
homogene Deformation, die Formeln (6) als reine (drehungsfreie) Defor-
mation, die Formeln (8) als infinitesimale Drehung deuten. Dem formalen
Prozef, durch den wir auf S. 163 aus den Koordinatenprodukien (1) den
symmetrischen Tensor (3) und den antisymmetrischen Tensor (4) ableiteten,
entspricht also in der Anschauwung die Zerlegung einer homogenen tnfini-
testmalen Deformation in eine reine Deformation und eine Drehung.

Wir haben uns bisher bei dem Wechsel des Koordinatensystems
auf orthogonale Transformationen beschrinkt. Es bleibt uns noch iibrig,
einige Ergianzungen fiir den Fall hinzuzufiigen, dal vom rechtwinkligen
zu einem schiefwinkligen Koordinatensystem iibergegangen wird oder
auch die & 7, 7; x,y,z iliberhaupt von vornherein als schiefwinklige
Parallelkoordinaten eingefithrt werden. (Die Beschrinkung, da8 der
Koordinatenanfangspunkt fest bleibt, soll dabei aufrechterhalten werden.)
Wir gehen damit von der Geometrie der Hauptgruppe iiber zu derjenigen
der affinen Gruppe. Wenn man fiir diese Gruppe das Verhalten der Sub-
stitutionskoeffizienten von (7) gegeniiber Koordinatentransformationen
untersucht, so ergibt sich, daB sie zwar auch wieder die Komponenten
einer geometrischen GroBe darstellen, sich aber nicht wie die Koordi-
natenprodukte (1) transformieren, sondern REomfragrediemt zu diesen.
Entsprechendes gilt fiir die Koeffizienten von (6) und (8). EsldBtsichnun
zeigen, daB derselbe Tensor (beispielsweise dieselbe homogene Deforma-
tion) in bezug auf ein Parallelkoordinatensystem sowohl durch Kom-
ponenten von der Art (1) als auch durch solche von der Art der Koeffi-
zienten (7) gegeben werden kann. Man bezeichnet die ersteren als
,,kogrediente’, die letzteren als ,kontragrediente’* Komponenten des
Tensors. Statt , kogredient” und , kontragredient” sagt man oft auch
., kontravariant* und , kovariant’“. Zuweilen werden die beiden letzten
Ausdriicke in ihren Bedeutungen auch vertauscht. Der Unterschied
zwischen den beiden Arten von Komponenten ist derselbe wie der
zwischen Punkt- und Ebenenkoordinaten.

Eine weitere, gegeniiber der von uns bevorzugten viel allgemeinere
Bedeutung des Wortes Tensor wird schlieBlich verstindlich, wenn man
das Verhalten homogener Formen gegeniiber Koordinatenwechsel unter-
sucht. Auf Seite 149 haben wir diese Untersuchung bereits fiir den Fall
einer quadratischen Form (bei ein wenig anderer Bezeichnung):

a1 8 + 28580 + - -+ a5y
durchgefithrt. Wir fanden, daB die Formenkoeffizienten ay;, 2 a9, . . -, @35
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sich linear homogen und kontragredient zu den Termen &2, &7, . . ., 72 der
Punktkoordinaten substituieren. Die letzteren aber transformieren sich,
wie man unmittelbar sieht, kogredient zu den Ausdriicken (3). Wir kon-
nen dieses Ergebnis so aussprechen: Die Koeffizienten a,;, 2 a,,, . . ., 53
einer quadratischen Form sind die kontragredienten, die Terme £2, &7,
..., 7% die kogredienten Komponenten eines symmetrischen Tensors.
Entsprechendes gilt fiir eine Bilinearform. Von dieser sagt man nach
Gibbs, daB sie insbesondere eine Dyade definiert, wenn sie sich als Pro-
dukt zweier linearen Formen schreiben 1i8t. Hat man nun eine homogene
n-fach lineare Form der Punktkoordinaten, so 1iBt sich durch eine leichte
Rechnung zeigen, daB auch ihre Koeffizienten bei Koordinatentransfor-
mation sich homogen und linear substituieren, und zwar kontragredient
zu den zugehorigen Termen der Punktkoordinaten.

Die Verallgemeinerung des Tensorbegriffs, von der wir eben spra-
chen, besteht nun darin, daB man jede solche Gréfe als Tensor be-
zeichnet und diesen Namen nicht nur, wie wir es taten, im Zusammen-
hang mit Bilinearformen verwendet. In dieser allgemeinen Form ist
der Name insbesondere von Einmstetn und seinen Schiilern zur An-
wendung gebracht worden. Frither sprach man statt dessen von line-
aren, quadratischen, bilinearen, trilinearen, kubischen usw. Formen.

Zu der Verschiedenheit der Termini tritt nun in praxi noch das Be-
streben hinzu, das Komponentensystem eines Tensors durch einen esn-
zigen Buchstaben zu bezeichnen und das Rechnen mit Tensoren durch sym-
bolische Zusammenstellung der solcherweise nebeneinander in Betracht
kommenden Buchstaben anzudeuten. Alle diese Dinge sind an sich sehr
einfach und werden nur dadurch fiir den Leser schwierig, weil sich die ver-
schiedenen Verfasser verschiedener Bezeichnungsweisen bedienen. Es
stellen sich hier in erhshtem MaBe dieselben MiBstinde ein, die wir schon
bei der Vektorrechnung zur Sprache brachten und die aus der Welt zu
schaffen unméglich scheint. Wir konnten aber an ihrer Erwdhnung nicht
vorbeigehen, weil die gesamte moderne Literatur davon beherrscht wird. —

Ich gehe nun zur metrischen Geometrie tiber, um auch da nur wenige
charakteristische Beispiele herauszugreifen; ich werde zeigen, wie die

beiden wichtigsten Grundbegriffe ,, Entfernung r zweier Punkte x, = 4 ce

«

& n
2 . . .
und x, = T sowie wWinkel w zweier Ebenen «,,...,0, und

2
%y, ..., 0, aus der invariantentheoretischen Systematik sich ableiten.
Nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie ist:

Lt '

r=}/(x1—xs)2+ (Y1 —y9) 2+ (2 _zz)z=V(§ltz_§2tl)2+ (M1Ta—1211) %+ (£172—CoTy)?

%105 + BiBe + 7172 )
Voi+ B+ 3 +8+73)

w = arc COS(
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Das sind algebraische bzw. transzendente Funktionen der Parameter;
wir werden sie als ,,algebraische’’ bzw. , transzendente'* Invarianten be-
zeichnen diirfen, wenn wir zeigen, daB die rationalen ganzen Bestandteile,
aus denen sie sich aufbauen, fiir sich bereits Invarianten im alten Sinne
sind.

Beginnen wir mit dem Winkel w. Die Figur, deren Invariante er
werden soll, besteht aus zwei Linearformen:

%, B, 71,0 und &y, By, ¥,, Oy

und der den Kugelkreis darstellenden quadratischen Form in Ebenen-
koordinaten:

a2 24924082,

Wir kénnen natiirlich aus dieser quadratischen Form in Ebenenkoordi-
naten genau so Invarianten bilden, wie frither (S. 152£f.) aus Formen in
Punktkoordinaten, indem wir nur immer Punkt- und Ebenenkoordinaten
vertauschen (,,dualisieren‘‘). Insbesondere sind also die Werte der Form
fiir die beiden gegebenen Wertsysteme:

a4+ i+ yE+0-02 und a3+ i+ y3+0-03
sowie der fiir diese beiden Systeme gebildete Wert ihrer Polarform:

o1 0g + 1By + 7172+ 0 0,0,

invariant, und gerade aus diesen Ausdriicken setzt sich cos w tatsichlich
zusammen. Ubrigensist cos® in jedem der beiden Wertsysteme &,, . . ., d,
und &,, ..., d, und ebenso in den Koeffizienten 1, 1, 1, 0 der gegebenen
quadratischen Form, homogen von 0*** Dimension, so daB der Ausdruck
in der metrischen Geometrie eine selbstindige Bedeutung hat. Tatsich-
lich gibt es ja auch in der metrischen Geometrie ein absolutes, von will-
kiirlicher Annahme der Einheit unabhingiges WinkelmaBl. Damit ist
zugleich gesagt, daB unser Ausdruck eine absolute Invariante ist.

Was nun weiter die Entfernung r anlangt, so erinnern wir uns, daf3
wir Invarianten einer quadratischen Form in Punktkoordinaten gebildet
hatten, indem wir ihre Determinante mit den Koordinaten einer oder
zweier Ebenen rinderten (S. 153f). Ebenso werden wir jetzt fiir unsere
aus einer quadratischen Form in Ebenenkoordinaten und 2 Punkten be-

L)

stehende Figur Invarianten erhalten, indem wir — genau dual vor-
gehend — die Determinante der Form &2 4 2 + y%+ 0 6%:

‘1 00 0‘|

01 00

001 O

0 0 0 O

ein- und zweimal mit den Koordinaten &,, ..., 7, und§,, .. ., 7, der ge-
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gebenen Punkte rindern. Aus den so entstehenden Invarianten bilden
wir den Quotienten:

10005152

01 0 0 7 11 0 0 0 |11 0 0 0 &
001 0¢ & J|I°FO0Om 0100 m
00001112'001051(}0010@'2
EmbGn 00 20232};)0??,;
&M L 1, 00 1M 1T O] (& M & T

Indem man die 3 Determinanten ausrechnet, findet man leicht, da3
dieser Quotient genau dem oben angegebenen Werte von #2 gleich ist,
dessen invariante Natur damit erkannt ist. Ubrigensist er dhnlich wie die
frither betrachtete Fundamentalinvariante der affinen Geometrie wohl in
den Koordinaten der beiden vorgelegten Punkte homogen von nullter
Dimension, nicht aber in den Koeffizienten der gegebenen quadratischen
Form, in denen er vielmehr homogen von (— 4*7) Dimension ist. Zu-
dem ist er auch keine absolute Invariante, denn jede der 3 auftretenden
Determinanten hat, da es sich um die dualen Bildungen zu den S. 153 {.
betrachteten Invarianten handelt, das Gewicht + 2, der Quotient also
das Gewicht 2 — 4 = — 2. Daher besitzt der numerische Wert von 7 noch
keine unmittelbare Bedeutung in der metrischen Geometrie, und tat-
sdchlich kann man ja die Entfernung zweier Punkte erst messen, wenn
man eine weitere (Einheits-)Strecke willkiirlich festgelegt, d. h. neben
der fundamentalen quadratischen Form noch der Figur adjungiert hat.
Absolute Invarianten der metrischen Geometrie stellen sich erst durch
Quotienten von Ausdriicken der angegebenen Art dar.

Auch hier kann ich nicht niher ins Einzelne eingehen ; diese Beispiele
werden Thnen aber wenigstens einen ungefdhren Begriff davon geben, wie
die hier entstehende vollstindige Systematik der affinen und der metri-
schen Geometrie, die aus der systematischen Gliederung der ganzen ratio-
nalen Invarianten erwichst, aussieht. Moégen Sie Genaueres in den mehr-
fach genannten Lehrbiichern nachlesen?)!

Nur ein gewisses kleineres Beispiel will ich noch beriihren, das iibrigens
auch in der Neuauflage von Clebsch-Lindemann?) eingehend behandelt
ist, ich meine die sogenannte Dretecksgeometrie. Hier ist im Laufe der Zeit
besonders durch die Arbeit der Gymnasiallehrer ein gro3es abgeschlossenes
Gebiet entstanden, das von den vielen merkwiirdigen Punkten, Geraden,

1) [In obigem Zusammenhange sei besonders hingewiesen auf eine Arbeit
von H. Buykhardt im Bd. 43 (1893) der mathematischen Annalen: Uber Funk-
tionen von VektorgroBen, welche selbst wieder VektorgroBen sind. Eine An-
wendung invariantentheoretischer Methoden auf eine Frage der mathematischen
Physik.]

?) [a. a. O. S. 321. Vor allem sei auch genannt das Enzyklopadiereferat
(III A B 10): Berkhan-Meyer iiber neuere Dreiecksgeometrie.]
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Kreisen handelt, die man an einem Dreieck definieren kann : Schwerpunkt,
Hoéhen, Winkelhalbierende, Ankreise, Umkreis, Feuerbachscher Kreis usw.
usw. Die unzihligen Beziehungen, die man hier immer aufs neue zu
finden sich bemiiht hat und noch weiter bemiiht, kann man unserer
Systematik ganz leicht einordnen: Gegeben sind da 3 Punkie &, 7y, 1y;
&3, M3, T2 &3, 3, 73 der Ebene (vgl. Abb. 102), als Dreiecksecken, und
wir adjungieren, da es sich doch ganz um metrische Beziehungen handelt,
die beiden imagindiren Kreispunkte, deren Geradengleichung a? + 2 =0
lautet; wir konnen aber einfach auch die Werte 1, 4, 0 und 1, —¢, 0 ihrer
Punktkoordinaten adjungieren. Dann ist die ganze Dreiecksgeometrie
nichts als die projektive Invariantentheorie
dieser § Punkte, d. h. schliefllich 5 beliebiger
Punkte der Ebene, von denen nur 2 sprach-
lich ausgezeichnet werden. Diese Bemer-
kung erst verleiht der Dreiecksgeome-
trie den Charakter eines systematischen o,
durchsichtigen Lehrgebdudes, den man
sonst an ihr so vermift.

Ich verlasse damit die Betrachtungen iiber die Systematik der
Geometrie. GewiB befriedigt es den dsthetischen Sinn, wenn man sich die
Dinge in der geschilderten Weise zurechtlegt, und da zudem allein diese
Systematik eine tiefere Einsicht in die Geometrie vermittelt, sollte gewil3
jeder Mathematiker, jeder Lehramtskandidat von ihr Kenntnis haben.
Darum erschien es mir notwendig, sie in diesem Kolleg zu berticksichtigen,
zumal Thnen ohnehin in der Literatur vielfach diese Auffassung — wenn
auch vielleicht nicht immer in so konsequenter Darstellung — entgegen-
getreten sein wird. Freilich wire es ganz verkehrt, wenn man sich nun
dogmatisch an diese Systematik binden und die Geometrie stets nur in
diesem Schema darstellen wollte ; denn dann wiirde sie sehr bald langweilig
werden und allen Reiz verlieren, vor allem aber am neuen erfindungsrei-
chen Denken hindern, das ja stets unabhingig von jeder Systematik
vorgeht.

Waren das gewissermaBlen Erorterungen iiber die Architektur des
Gebiudes der Geometrie, so wenden wir uns nun seinen nicht minder wich-
tigen Fundamenten zu.

o7 x(7,50)

3

x{(7-¢,0)
Abb. 102.

II. Grundlagen der Geometrie.

Einen Uberblick iiber das duBerst umfangreiche Gebiet, das wir hier
betreten, gibt das Enzyklopidiereferat von F. Enriques iiber die ,, Prin-
zipien der Geometrie' (Enz. III A B 1). Die Untersuchungen iiber die
Grundlagen der Geometrie treten vielfach in Beziehung zu den Interessen
der Erkenntnistheorie und Psychologie, die von sich aus untersuchen,
wie die Raumanschauung entsteht und mit welchem Recht man sie mit
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mathematischen Methoden behandeln darf. Wir werden diese Fragen hier
natiirlich nur ganz fliichtig streifen kénnen und werden wesentlich dze
mathematische Seite des Problems behandeln, wobei wir die Raum-
anschauung als gegeben annehmen; damit miissen wir insbesondere auch
die fiir die Paddagogik so wichtige Frage, wie sich im einzelnen Individuum
die Raumanschauung zu der prizisen Form entwickelt, an die wir als
Mathematiker gewohnt sind, beiseite lassen.

Unsere Aufgabe in dieser Begrenzung ist dann, das ganze Gebiude
der Geometrie auf moglichst einfacher Grundlage durch logische Operatio-
nen aufzufithren. Die Grundlage freilich kann die reine Logik nicht
mehr liefern; die logische Deduktion kann erst einsetzen, wenn der erste
Teil des Problems geldst ist: wenn man ein System gewisser einfacher
Grundbegriffe und gewisser einfacher Sitze, der sog. Axiome, besitzt, das den
einfachsten Tatsachen unserer Anschawung gerecht wird. Man kann diese
Axiome natiirlich je nach Geschmack mehr oder weniger weit in einzelne
voneinander unabhingige Bestandteile zergliedern und hat auch sonst
bei ihrer Auswahl noch groB8e Freiheit. Denn die einzige Bedingung, der
das Axiomensystem unterliegt, ist durch den zwesten Teil unserer Auf-
gabe gegeben: Aus jemen Grundbegriffen und Axiomen soll der ganze
Inhalt der Geometrie logisch hergeleitet werden konmnen, ohne daBl man aufs
neue an die Anschauung zu appellieren braucht.

Fiir die Behandlung dieser Aufgabe legt uns der ganze Gang unserer
Vorlesung einen bestimmten charakteristischen Weg nahe. Wir hatten uns
ja stets prinzipiell der Hilfsmittel der Analysis, insbesondere der Methoden
der analytischen Geometrie bedient. So wollen wir denn auch hier wieder-
um die Analysis als bekannt annehmen und nur fragen, wie man auf kiir-
zeste Weise von dem etwaigen Axiomensysieme zu den Ansdtzen der analy-
tischen Geometrie gelangen kann. Leider wird diese einfache Formulierung
nur selten verwendet, da die Geometer hiufig eine gewisse Scheu vor der
Verwendung der Analysis haben, und soweit als irgend méglich ohne
Zahlen auskommen wollen.

Das hiermit im allgemeinen angedeutete Programm 148t sich auf
verschiedenen Wegen durchfithren, je nachdem, welche Grundbegriffe
und Axiome man gerade hervorheben will. Vielfach iiblich und bequem
ist es, an die Spitze der Betrachtung die Grundbegriffe der projektiven
Geometrie zu stellen, nimlich Punkt, Gerade und Ebene, die wir ja schon
frither (S.62f.) als solche hervorgehoben haben. Dabei soll nicht etwa
definiert werden, was das fiir Dinge sind — das muB jedermann von Hause
auswissen! —, sondern es sollen nur so vieleihrer charakteristischen Eigen-
schaften und gegenseitigen Beziehungen ausgesprochen werden, daf
man aus ihnen im oben prézisierten Sinne die ganze Geometrie herleiten
kann. Die einzelnen Axiome, in denen das geschieht, will ich Ihnen hier
nicht vollstindig aufzihlen — das wiirde uns in dieser enzyklopadischen
Vorlesung zu weit abseits fithren —, sondern ich will nur ihren Inhalt so
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weit charakterisieren, daB Sie eine klare Vorstellung von ihnen be-
kommen.

An der Spitze stehen die Sdftze der Verkniipfung, die ich fir die
projektive Geometrie schon frither (S. 63) ausgesprochen hatte. Wir
wollen aber hier nicht von vornherein wie dort, die ausnahmslose Exi-
stenz eines Schnittpunktes zweier Geraden derselben Ebene oder einer
Schnittgeraden zweier Ebenen fordern, sondern, wie es den unmittel-
baren Verhiltnissen der metrischen und affinen Geometrie entspricht,
uns auf den Satz beschrinken, daf8 2 Gerade der Ebene etnen Punkt oder
keinen, 2 Ebenen cine Gerade oder gar keinem Punkt gemein haben,
man kann dann nachtriglich noch immer in gewisser Weise durch
Adjunktion ,,uneigentlicher Punkte, Geraden und Ebenen zu dem
vollstindigen System der projektiven Geometrie aufsteigen.

Die Anordnungssitze weiterhin beschreiben, wie in der A
Ebene und auf der Geraden verschiedene Punkte zuein-
ander liegen kénnen, daB also z. B. von 3 Punkten g, b, ¢
einer geraden Linie stets einer, etwa b, zwischen den beiden o4
anderen 4 und c liegt und so fort; man nennt sie wohl auch "y}, 403
kurz Sétze des Zwischen (vgl. Abb. 103).

Was endlich Stetigkeitseigenschaften anlangt, so sei hier vorlidufig
nur die Liickenlosigkeit der Geraden hervorgehoben: Teilt man die
Strecke zwischen 2 Punkten 4, b irgendwie in zwei Teile 1, 2, so daBl (wenn
a links von b liegt) alle Punkte von 1 links von allen Punkten von 2 liegen,
so gibt es gerade einen Punkt ¢, der diese Einteilung hervorruft, derart,
daB zwischen 2 und ¢ die Punkte des Teiles 1, zwischen ¢ und b die von
2 liegen. Das entspricht offenbar ganz der Einfithrung der Irrational-
zahlen durch den Dedekindschen Schnitt?).

Aus diesen Axiomen kann man tatsidchlich die ganze projektive
Geometrie des Raumes durch logische Deduktion herleiten, insbeson-
dere natiirlich auch sehr bald gewisse Koordinaten einfiihren und die
projektive Geometrie analytisch behandeln.

Will man weiter zur metrischen Geometrie gelangen, so hat man zu-
erst zu beriicksichtigen, daB man mit der projektiven Geometrie auch
den Begriff der Gruppe der ool Kollineationen oder projektiven Um-
formungen des Raumes hat. Wir wissen, wie man als Untergruppe von
ihr die 7-parametrige Hauptgruppe der raumlichen Anderungen charak-
terisieren kann, deren Invariantentheorie die metrische Geometrie ist: sie
besteht aus den Kollineationen, die eine Ebene, die unendlich ferne Ebene,
und in ihr eine Kurve zweiten Grades, den imagindren Kugelkreis (bzw.
das ihn reprasentierende absolute Polarensystem) ungedndert lassen. Von
hier aus mull man aber noch einen Schritt weiter gehen, wenn man
genau die Sitze der elementaren Geometrie gewinnen will; man muf

1) Vgl Teil I, S. 361.
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aus der Hauptgruppe die 6-parametrische Untergruppe der eigentlichen Be-
wegungen (Verschiebungen und Drehungen) aussondern, welche im Ge-
gensatz zu den Ahnlichkeitstransformationen die Entfernung zweier
Punkte vollig ungedndert lassen und also die metrische Geometrie
der Kongruenzen zur Invariantentheorie haben. Man kann die Be-
wegungen aus der Hauptgruppe beispielsweise durch die Forderung her-
ausheben, dal die ,,Bahnkurven'' einer Bewegung geschlossen sind, sofern
sie nur einen Punkt fest 1ift.

Der so skizzierte Aufbau der Geometrie ist vielleicht der theoretisch
einfachste, da er zunichst fiir die projektive Geometrie ausschlieBlich mit
linearen Gebilden operiert und erst hinterher, wenn es fiir die metrische
Geometrie notwendig wird, ein quadratisches Gebilde, den Kugelkreis,
hinzunimmt. Dafiir ist seine Durchfithrung allerdings recht abstrakt
und langwierig, und sie kann nur in einer eigenen Vorlesung iiber pro-
jektive Geometrie Platz finden. Hier muB es geniigen, wenn ich Sie nach
dieser allgemeinen Auseinandersetzung noch auf diejenige Darstellung
in der Literatur verweise, die wohl die lesbarste ist, nimlich auf die von
H. Fleischer iibersetzten ,, Vorlesungen iiber projektive Geometrie''t) von
F. Enriques.

Fiir allgemeine Unterrichtszwecke geeigneter scheint mir ein anderer
Aufbau der Geometrie, dem ich mich jetzt — der Einfachheit halber unter
Beschrinkung auf die Geometrie der Ebene — zuwende.

1. Aufbau der ebenen Geometrie unter Voranstellung
der Bewegungen.

Als Grundbegriffe nehmen wir Punk! und Gerade an und setzen
Axiome iiber ihre Verkniipfung, Anordnung und Stetigkeit voraus. Dabei
enthalten die Verkniipfungssitze wiederum nur die Anschauungstat-
sachen, daB durch irgend 2 Punkte stels eine und nur eine Gerade geht,
wihrend 2 Gerade entweder einen oder keinen Punkt gemein haben konnen.
Uber die Anordnung der Punkte auf einer Geraden behalten wir die oben
bereits angedeuteten Forderungen bei; auf die genaue Formulierung der
weiteren Anordnungssitze und der Stetigkeitsaxiome wird im Verlauf
der Untersuchung noch zu verweisen sein.

Auf dieser Grundlage wollen wir jetzt unmittelbar — ohne den Um-
weg iiber die Projektivititen — die Gruppe der oo® Bewegungen der Ebene
einfithren, um mit ihrer Hilfe zu unserem eigentlichen Ziel, dem System
der ebenen analytischen Geometrie, zu gelangen. Wir miissen dann zu-
nichst in einer Reihe von Axiomen abstrakt formulieren, welche Eigen-
schaften dieser ,,Bewegungen‘’ wir in Hinblick auf das System der Punkte
und Geraden voraussetzen und benutzen wollen. Wir orientieren uns

1) Leipzig 1903. [2. deutsche Auflage 1915.] — Original: ,,Lezioni di geometria
proiettiva. Bologna 1898. 3. italienische Auflage 1909.
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dabei natiirlich an der anschaulichen Vorstellung von einer Bewegung, die
wir von unseren Erfahrungen mit starren Kérpern her haben. Danach
muB eine Bewegung in erster Linie eine eineindeutige Transformation
der Punkte unseres Raumes sein (also insbesondere jedem Punkt gewil3
einen im Endlichen gelegenen Punkt zuordnen) und ferner Gerade aus-
nahmslos in Gerade iiberfithren. Es ist bequem, fiir Transforma-
tionen dieser Art allgemein wieder das Wort
Kollineation zu gebrauchen; freilich wissen
wir zundchst noch nicht, ob es iiberhaupt
solche Kollineationen gibt, da wir ja nicht a!
— wie vorhin — im Besitz der projek-

tiven Geometrie sind. Wir miissen also die Yg

Existenz wenigstens dieser ausgezeichneten 9
Kollineationen durch ein neues Axiom Abb. 104.
ausdriicklich postulieren; demgemiB for-

dern wir, daf es eine Gruppe von gewissen oo® Kollineationen gibt,
die wir Bewegungen nennen, und als deren Invariantentheorie wir die
Geometrie der Ebene anzusehen haben. Dabei ist noch priziser zu
charakterisieren, was mit dem ,,dreifach unendlich*‘ gemeint ist: Es seien
(vgl. Abb. 104) irgend 2 beliebige Punkte 4, A’ gegeben und je eine
Halbgerade a4 von 4 aus, a4’ von A’ aus; dann soll es stets eine und nur
etne Bewegung geben, die den Punkt A in A’ und gleichzeitig den Strahl a
in a’ iberfiihrt. — Figuren, die durch eine Bewegung ineinander iiber-
gehen, nennen wir kongruent.

Wir wollen zunichst jedoch von der Existenz dieser ganzen Be-
wegungsgruppe noch nicht Gebrauch machen, vielmehr nur eine be-
sondere Klasse von Bewegungen verwenden, iiber die wir nun noch einige
spezielle Postulate aufstellen. Es gibt ndmlich \

A

a

genau eine Bewegung, die einen Punkt 4 in 7
einen beliebig gegebenen 4’ und gleichzeitig
die Gerade von 4 nach 4’ (mit dieser Richtung) 5

in sich selbst iiberfiihrt; eine solche Bewegung 8
nennen wir Verschiebung (Translation) oder deut-

licher Parallelverschiebung. Wir fordern nun,

dap jede solche Verschiebung tiberhaupt die Ver-
bindungsgerade fe zweier in thr sich entsprechender Punkte B, B’ (unter
Erhaltung threr Richtung) in sich diberfiihrt, und ferner — und das ist das
Wesentliche —, daB alle oo® Verschiebungen der Ebene eine Untergrup pe der
Bewegungsgruppe bilden.

Wiederholen wir mehrere Male eine und dieselbe Verschiebung
(vgl. Abb. 104), so geht A stets in Punkte A’, A”’, A", ... des nach A4’
hin weisenden Halbstrahles der Geraden A A’ iiber ; wir miissen als weiteres
Postulat noch aussprechen, daf diese Punkte schlieflich jeden Punkt dieser
Halbgeraden erreichen oder einschliefen. Durch Wiederholung der inversen

Abb. 105.
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Transformation erhalten wir eine Punktfolge der gleichen Art auf der
anderen Halbgeraden. Indem wir uns die Vorstellung bilden, daf wir
jede Verschiebung kontinuierlich aus der Anfangs- in die Endlage vor-
nehmen, wie wir das hernach noch benutzen werden, nennen wir die in
Rede stehende Gerade die Bahnkurve des Punktes 4 bei der Translation.
Dann ist jede Gerade Bahnkurve von unendlich vielen Punkten, und es
g 8ibt fiir jede Verschiebung oo! solche Bahn-
gerade, eben die Geraden, die die Verschie-

7~ bung in sich #iberfithrt.
Nun kinnen sich 2 verschiedene Bahn-
‘A" geraden ein wund derselben Translation nichi
schneiden; denn man sieht leicht, daB ihr
Abb. 106. Schnittpunkt sonst bei einer Translation aus
2 verschiedenen Punkten, nidmlich je einem
der beiden Bahngeraden, hervorgehen miiite — entgegen dem Charakter
der Translation als einer eineindeutigen Punkttransformation. Wir nennen
nun die simtlichen Bahngeraden ein und derselben Translation einander
parallele Geraden und haben damit diesen Begriff aus einer Eigenschaft
unserer Bewegungen heraus eingefithrt. Gleichzeitig ist klar, daB es
durch jeden Punkt A4 zu einer Geraden a jedenfalls eine Parallele gibt —
nidmlich seine Bahngerade in einer Verschiebung lings der gegebenen

Geraden a.

Endlich haben wir noch ein letztes Axiom iiber diese Verschiebungen
aufzustellen, dag ndimlich 2 beliebige Verschicbungen T', T maiteinander
vertauschbar seien, d. h. daB derselbe Punkt B herauskommt, wenn man
einen bestimmten Punkt A4 zuerst der Verschiebung 7” und dann der 7"
oder wenn man ihn zuerst der Verschiebung 7'’ und
dann der 7" unterwirft (vgl. Abb.106), symbolisch ge-

schrieben: T T — T T,

Auf die Frage, wie man iiberhaupt auf solche
Axiome kommt, werde ich spiter noch ein wenig
einzugehen haben; hier méchte ich nur betonen,

Abb. 107. daB unsere Vordersitze gerade das ausdriicken,
was jedem Menschen von den ersten Anfingen
des geometrischen Zeichnens her geldufig ist. Da ist ja das erste,
was man tut, dal man einen starren Kérper, Lineal oder Zirkel oder
dgl., von einem Ort der Zeichenebene zum anderen bewegt, um
GroBen zu iibertragen, und insbesondere wendet man die Operation
der Translation ungeheuer oft an, indem man etwa ein Dreieck an
einem Lineal entlang fithrt (vgl. Abb. 107); dabei zeigt die Erfahrung
immer wieder, daB alle Punkte des Dreiecks parallele Geraden beschreiben.
Unsere Annahmen, die wir logisch nicht mehr weiter zergliedern, haben
also durchaus nichts Kiinstliches an sich.
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Nun wollen wir zusehen, wie weit wir von diesen ersten, auf die Ver-
schiebungen beziiglichen Begriffen aus in die analytische Geometrie ein-
dringen kénnen. Von rechtwinkligen Koordinaten konnen wir freilich
nicht reden, da wir fiir die Definition eines rechten Winkels bisher noch
gar keinen Anhaltspunkt haben, wohl aber kénnen wir allgemeine Parallel-
koordinaten einfithren. Wir legen durch einen Punkt O irgend zwei Ge-
raden, die wir als x- und y-Achse bezeichnen (vgl. Abb. 108). Fassen wir
die Verschiebung T auf, die O in eincn irgendwie gewihlten Punk:1 der
x-Achse iiberfiihrt, so mégen aus ihm y
durch Wiederholung derselben Ver- z
schiebung T die Punkic 2,3, 4, ...
der x-Achse entstehen; indem wir
ebenso wiederholt die inverse Ope-

ration T ! ausfithren, die dadurch w2 7oz
definiert ist, daB sie 1 in O iiberfiihrt,
geht O der Reihe nach in die Punkte
—1, —2, —3, ... der x-Achse iiber.
‘Wir ordnen den so erhaltenen Punk-
Abb. 108.

ten die positiven und negativen
ganzen Zahlen 0,1,2,..., —1, —2,... als ,,Abszissen’‘ x zu; sie werden
freilich nicht simtliche Punkte der x-Achse erschopfen, aber — nach
einem unserer Postulate — doch so liegen, daB jeder weitere Punkt
zwischen zweien von ihnen eingeschlossen ist.

In gleicher Weise gehen wir vonirgendeiner Verschiebung 7”l4ngs der
y-Achse aus und erhalten, indem wir sie beliebig oft vor- und riickwirts
ausfiihren, in allen aus O hervorgehenden Punkten 1’,2',3', ..., —1', —2',
—3’, ... die Punkte der y-Achse mit positiven und negativen ganzzahli-
gen Ordinaten. Dabei ist aber wohl zu beachten, daB wir die so bestimmten
Abschnitte x und y auf beiden Achsen wechselseitig noch nicht in Bezie-
hung setzen kénnen, da eine die x-in die y-Achse iiberfithrende Bewegung
(Drehung) neben den Translationen zunichst nicht benutzt werden soll.

Wir konnen jetzt weiter auch zu Punkien der x-Achse mit nicht ganz-
zahligen Abszissen aufsteigen, indem wir immer die einmal beliebig ge-
wihlte Einheit festhalten. Was zunichst die rationalen Punkte angeht,
so werden wir — um die Sache an einem Beispiel deutlich zu machen —
vorerst eine Verschiebung S lings der x-Achse suchen, die einmal wieder-
holt gerade die vorhin betrachtete Einheitsverschiebung T ergibt; als
Punkt 4+ werden wir den Punkt bezeichnen, in den O durch S iibergefiihrt
wird, wihrend wiederholte Anwendung von S auch die Punkte mit den
Abszissen £, %, ... liefern wird. Um die Existenz einer solchen Ver-
schiebung S bzw. dieser Punkte nachzuweisen, zeigen wir zunichst, dall
jedenfalls die Gerade von § nach dem Punkte 1’ der y-Achse parallel der
Geraden 1 2’ sein miiBte (was der bekannten Konstruktion zur Teilung
einer Strecke in gleiche Teile entspricht). Fassen wir nidmlich die

Klein, Elementarmathematik II. 12
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Verschiebung S (vgl. Abb. 109) von O nach $ auf als Aufeinanderfolge der
Verschiebungen 7" von O nach 1’ und S’ von 1’ nach 4, so kann man die
einmal iterierte Verschiebung S, die ja ex definitione mit T identisch ist,
in Anbetracht der Vertauschbarkeit je zweier Translationen ersetzen,
durch die Aufeinanderfolge der iterierten Verschiebung 7’ und der ite-
rierten S’; da aber erstere O in 2’ iiberfiihrt, so ist damit gesagt, da3 1
aus 2’ durch zweimalige Anwendung der Trans-
lation S’ entsteht. Also ist 2’1 eine Bahnge-
rade der Verschiebung S’ und als solche in der
\ Tat der von 1’ nach 4 gehenden Bahngeraden
\ derselben Verschiebung parallel.
\ Nun besitzen wir ja nach dem Friiheren be-
\ reits die Punkte 2’ und 1 und damit die Trans-
N > £ lation S’. Es wire also aus den bereits vorhan-
7 1 denen Elementen die eindeutige Konstruierbar-
Abb. 109. keit des Punktes } als des Schnittpunktes der
x-Achse und der Bahngeradenvon 1’in jener Trans-
lation S’ gesichert — wenn wir nur wiiBten, daB diese Bahngerade die
x-Achse auch wirklich schneidet. Das kann ja anschaulich natiirlich kei-
nem Menschen zweifelhaft sein, im Rahmen unserer Axiomatik aber muf3
man zu diesem Schlu8 noch ein besonderes Axiom, das sogenannte
»Zwischenaxiom' fiir die Ebene, heranziehen; es sagt aus, daf eine Gerade,
die durch esne Seite eines Dreiecks in das Dreieck hineintritt, durch eine
andere wieder heraustreten muB — eine triviale Tatsache unserer Raum-
anschauung, die nur als solche besonders hervorgehoben werden muB,
da sie von den anderen Axiomen logisch unabhingig ist. — Durch véllig
analoge Uberlegungen erhilt man offenbar iiberhaupt zu jedem rationalen
Abszissenwert x einen Punkt; man schlieBt leicht aus unseren Postulaten,
daB innerhalb jeder (noch so kleinen) Strecke solche ,,rationalen Punkte*
liegen.

Um nun aber wirklich zu allen Punkten zu gelangen, die man in der
Geometrie tatsichlich betrachtet, miissen wir auch irrationale Abszissen
beriicksichtigen; dazu brauchen wir ein neues, gleichfalls sehr einleuch-
tendes Postulat, das nur die oben angekiindigte Prdzision der Stetigkeits-
forderung ist: Es soll unendlich viele weitere Punkte der x-Achse bzw. Ver-
schiebungen dieser Achse in sich geben, die zu den rationalen Punkien
in genaw den gleichen Bezichungen der Aufeinanderfolge und Stetig-
keit stehen, wie die irrationalen z2u den rationalen Zahlen. Dieses Axiom
ist um so plausibler, als umgekehrt doch die Einfithrung der irrationalen
Zahlen historisch von der Betrachtung der geometrischen Stetigkeit aus
erfolgt ist!). Danach sind dann schlieBlich alle Punkte der x-Achse auf
alle positiven und negativen reellen Zahlen x eineindeutig bezogen, und genayu
das Analoge lift sich natiirlich fiir die Punkte der y-Achse durchfiihren.
- 1) Vgl. die Auseinandersetzungen in Teil I, S. 34ff.
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Ich weise iibrigens darauf hin, daB das so geschilderte Verfahren der
Herstellung eines MaBstabes auf einer Geraden durchaus das naturgemaBe
ist; wer sich einen MaBstab herstellt, verfihrt so, da3 er einen starren
Korper von der schlieBlich willkiirlichen Linge der Einheit (etwa die
Entfernung der Zirkelspitzen) an seinem Lineal entlang verschiebt und
die so entstehenden Strecken unterteilt.

Jede Verschiebung der Ebene lings der x-Achse kénnen wir jetzt
durch eine einfache Gleichung charakterisieren, die zu jedem Punkte x
der x-Achse die Abszisse der neuen
Lage gibt: W— %1 a,
d. h. zu x wird das rationale oder irra-
tionale, positive oder negative Stiick a
addiert. Ebenso ist eine Verschiebung . a ‘
lingsdery-Achsedurcheine Gleichung: =77 7 2 3 ¢

Y=y 4 b Abb. 110.

beschrieben. Nehmen wir nun (vgl. Abb. 110) diese beiden Verschiebungen
nacheinander vor, gleichgiiltig in welcher Reihenfolge, so geht O wegen der
Vertauschbarkeit der Verschiebungen in einen eindeutig bestimmten
Punkt P iiber; wir sagen dann, daB P die Abszisse a und die Ordinate b
hat. Umgekehrt kann man aber auch so jedem Punkte P zwei Zahlen
a, b eindeutig zuordnen; man braucht nur die Verschiebung von O
nach P vorzunehmen und fiir die Schnitte der neuen Lagen, in die die
Achsen dabei kommen, mit ihren urspriinglichen Lagen Abszisse und
Ordinate zu bestimmen. Damit ist die Gesamtheit der Punkte der Ebene auf
die Gesamiheit der Zahlenpaare (a, b) etneindeutrg abgebildet, d. h. wir
haben tatsichlich eine vollstindige Koordinatenbestimmung in der Ebene.

Zu iiberlegen bleibt nur, wie jetzt die Gleichung der Geraden aussieht.
Betrachten wir zunichst die Gerade von O nach P (a, b); sie muB offenbar
simtliche Punkte enthalten, die durch Iteration der von O nach P fiijhren-
den Verschiebung entstehen, also die Punkte:

x=2Ada y=12>

mit ganzzahligem A. Des weiteren aber erkennt man, daB auch
alle durch diese Gleichungen bei rationalem und schlieSlich bei
irrationalem 4 bestimmten Punkte auf ihr liegen miissen, daB aber da-
durch alle ihre Punkte erschopft werden; durch Elimination von 4 er-
gibt sich also ihre Gleichung als:

x:y=a:b oder: bx—ay=0.
Daher stellt auch jede Gleichung der Form:
ax+fy=0

eine Gerade durch O dar, falls «, 8 nicht gleichzeitig verschwinden. Nun
kann man jede beliebige Gerade aus einer geeigneten Geraden durch

12*
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O durch eine Parallelverschiebung erhalten; so folgt schlieBlich, daf
sdmtliche Geraden durch sdimiliche Gleichungen erster Ordnung:

ax+pBy+y=0

dargestellt werden, die man ja eben darum lineare Gleichungen nennt.

Aus dieser Tatsache, daB die Gerade eine lineare Gleichung hat, er-
gibt sich nun durch die Methoden der analytischen Geometrie ohne
Schwierigkeit ein groBer Teil der geometrischen Sitze. Ich gehe daraufim
einzelnen nicht ein und fithre nur kurz an, dal man so die gesamie affine
Geometrie und damit auch die gesamte projektive Geometrie herleiten kann.
Soweit kommen wir also allein auf Grund der speziellen Postulate iiber
die Untergruppe der oc? Verschiebungen. Nur eine Tatsache, die wir
spiter brauchen werden, will ich noch hervorheben. Wir hatten frither
auf Grund der Sitze der projektiven Geometrie den M ibiusschen Satz
bewiesen, daB jede Kollineation eine projektive Umformung ist, d. h. eine
Umformung, die durch linear gebrochene bzw. linear ganze Substitutionen
der Koordinaten dargestellt wird. Nun waren ja nach unserer ersten An-
nahme die Bewegungen Kollineationen, bei denen jedem im Endlichen ge-
legenen Punkte ein ebenfalls im Endlichen liegender Punkt entspricht, an-
dererseits besitzen wir jetzt bereits die gesamte projektive Geometrie,
und daher gilt auf unserem Standpunkt auch der Mobiussche Satz. Also
wird jede Bewegung notwendig durch eine lineare ganze Transformation der
soeben eingefiihrien Parallelkoordinaten x, y dargestellt (vgl. S. 183 oben).

Wollen wir jetzt weiter in die metrischen Begriffe der Geometrie ein-
dringen, besonders also den Winkel zweier Geraden und die Entfernung
zweier beliebigen Punkte (bisher kénnen wir ja nur von der Entfernung
zweier Punkte auf dér x-Achse oder der y-Achse reden) kennen lernen, so
milssen wir uns mit der vollen Bewegungsgruppe beschiftigen.

Wir wollen insbesondere die Bewegungen ins Auge fassen, die einen
Punkt, etwa den Anfangspunkt O, ungedndert lassen, die sogenannten
' Drehungen um diesen Punkt. Nach dem all-

gemeinen Postulat iiber die Bestimmung einer
Bewegung gibt es dann genau eine Drehung, die
einen Halbstrahl a durch O in irgendeinen an-
deren Halbstrahl a' dwrch O diberfiihrt (vgl’
2 Abb. 111). Diese Drehungen sind gewisser-
maBen dual zu den Verschiebungen, da sie
einen Punkt ungedndert lassen, so wie diese
eine Gerade in sich: iiberfithren. Genau wie die
Verschiebungen wollen wir uns auch die Drehun-
gen kontinuierlich von der Anfangslage an ausgefiihrt denken, und wir
werden wieder von der Bahnkurve reden, die jeder Punkt dabei beschreibt.

Es besteht jedoch ein wesentlicher Unterschied zwischen Drehungen

und Verschiebungen, den wir auch hier ausdriicklich als besonderes

Abb. 111.
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Postulat formulieren miissen: Die durch Wiederholung einer und derselben
Drehung um O aus a enistehenden Halbstrahlen a', a'’, . .. sollen jeden
Halbstrahl durch O schlieBlich entweder erveichen oder eimschliefen (wih-
rend eine Translation nur die Punkte einer Halbgeraden lieferte). Ins-
besondere muf3 daher die kontinuierliche Drehung den Strahl 4 schlieB-
lich in seine Ausgangslage zuriickfithren, wobei notwendig auch jeder
Punkt von 4 in seine Ausgangslage zuriickkehrt: Die Bahnkurven sind
also geschlossene Linien, die jede Halbgerade durch O in genau einem
Punkte A treffen, derart, daB alle Strecken OA einander kongruent (d. h.
durch eine Bewegung ineinander iiberfiihrbar) sind; sie sind also das,
was man gewShnlich Kreise mit dem Mittelpunkt O nennt.

Nun werden wir im Strahlenbiischel um O mit Hilfe dieser Drehungen
eine Skala festlegen, ganz analog wie wir sie oben auf der Geraden mit

R a;

f "
Q2
2R 0 \ 1
ry %
7 @,
2 7!
3R

Abb. 112. Abb. 113.

Hilfe der Verschiebungen konstruierten, wobei wir nur noch passende
Stetigketisannahmen machen miissen. Ich brauche das hier wohl nicht
im einzelnen auszufithren und gebe nur als Resultat an, daB wir schlieB-
lich dazu kommen, jeder Drehung eine reelle Zahl, den Winkel dieser Dre-
hung, zuzuordnen; dabei tritt auch jede reelle Zahl als Drehwinkel auf.
Als neues Moment erscheint natiirlich die Periodizitdt der Drehung, und
es liegt nahe, gerade die volle Drehung, die einen Strahl wieder in sich
iiberfiihrt, als Einheit zu wihlen. Man nimmt aber herkémmlicherweise
zur Einheit die Vierteldrehung, die viermal wiederholt die volle Drehung
gibt, und deren Winkel man einen Rechten R nennt; jede Drehung wird
dann durch ihren Winkel w - R gemessen, wo @ jede beliebige reelle Zahl
sein kann, die man aber der Periodizitit wegen auf die Werte von 0 bis 4
beschrinken darf (vgl. Abb. 112).

Entsprechend kann man nun in dem Strahlenbiischel um jeden
anderen Punkt O, die Winkelskala definieren; man kann aber auch mit
Hilfe der Translation die Winkelskala von O unmitielbar auf O, iibertragen.
Sind nédmlich (vgl. Abb. 113) die Halbstrahlen a,, a; durch O, gegeben
und ist T die Verschiebung, die O in O, uberfiihrt, so bezeichnen wir
die Halbstrahlen durch O, in die die Strahlen a,, 4; vermége der rezi-
proken Translation 7! iibergehen, mit a, a’; ist dann Q die Drehung
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um O, die @ in a’ verwandelt, so ist die Drehung £, von a4, in 4] um O,
gegeben durch die Aufeinanderfolge von T-1,Q und T oder in unmittel-
bar verstindlicher Symbolik:

Q,=T-1QT;
denn auch die rechte Seite stellt eine Bewegung dar, die 0,4, in O, 4}
iiberfithrt, und eine solche Bewegung ist eindeutig bestimmt. Wir legen
nun £, denselben Winkel - R bei, wie ihn£2 nach der obigen Definition
hat. Haben wir nun eine zweite Drehung £’ im Biischel O, so entspricht
ihr im Biischel O, die Drehung:

Q=T-1QT,
und die Zusammensetzung von £, und £ ist:

Q=T 1QTT QT =TYQT;

sie entspricht also der Zusammensetzung von £ und £2'. Daraus folgt, daB
unsere Ubertragung tatsichlich bei O; dieselbe Skala liefert, wie sie
durch Wiederholung des direkten Verfahrens entstehen wiirde.

Es gibt bei Euklid einen Satz, der in die meisten unserer elementaren
Lehrbiicher iibergegangen ist, daf ndmlich alle rechten Winkel kongruent
sind ; jeder Knabe wird freilich diesen Satz fiir selbstverstindlich halten,
und ich meine, daB man ihn auf der Schule wirklich sparen sollte, da der
Schiiler doch nicht auffaBt, was mit ihm gemeint ist. Sein tatsichlicher
Inhalt aber ist mit dem in den letzten Ausfithrungen Enthaltenen iden-
tisch: daB man gleiche Winkel, die durch Drehungen an verschiedenen
Punkten definiert sind, durch Bewegungen zur Deckung bringen kann,
d. h. eben, daB sie kongruent sind.

Nachdem wir so den Winkel allgemein definiert haben, werden wir
auch die Entfernung zweier beliebiger Punkte definieren, wihrend wir
bisher Entfernungen nur auf ein und der-
selben Geraden durch Translation vergleichen
konnten. Haben wir jetzt aber eine Ent-
fernung 7 auf der x-Achse etwa von O aus
abgetragen, so kénnen wir sie (vgl. Abb. 114)

9 = durch Drehung um O auf jede beliebige

/ Gerade 4’ durch O iibertragen; so kdnnen

Abb. 114. wir iiberhaupt die ganze Lingenskala auf

der x-Achse auf ¢’ und dann durch Ver-

schiebung weiter auf jede Parallelgerade zu 4’ und damit iiberhaupt auf
jede beliebige Gerade iibertragen. Wir kinnen also tatsichlich den Ab-
stand zweier beliebiger Punkie messen, indem wir sie durch eine Gerade ver-
binden und in der angedeuteten Weise den Mapstab der x-Achse auf sie
tibertragen. Wir werden insbesondere auch den anfinglich gewihlten
MaBstab auf der y-Achse so aus dem auf der x-Achse entstehen lassen.

Nun wollen wir mit dem neuen Begriff der Drehung unseren Apparat
der analytischen Geometrie vervollstindigen. Dabei benutzen wir, was wir

’

a

b J

rs
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ja jetzt tun konnen, statt der allgemeinen Parallelkoordinaten speziell
rechtwinklige Koordinaten x,vy.

Wir wissen bereits (S. 180), daB sich jede Be-
wegung als eine lineare Substitution in x, y darstellt:
2= (a;x+by+c¢):N
y'=(ag% + bgy +¢) : N.

Da sie jeden im Endlichen gelegenen Punkt wieder
in einen solchen iiberfithrt, muB der Nenner N kon-
stant sein, und er darf daher gleich 1 gesetzt werden.

Betrachten wir speziell eine Drehung um O, so ist ¢, = ¢, = 0, und es
bleibt : {

Y8

Abb. 115.

x'=a,x+ by
y'=as% + byy.

Fiir eine besondere Drehung, nimlich die um einen Rechten, kénnen
wir unmittelbar die genaue Form der Gleichungen angeben; sie fithrt
nidmlich, da wir rechtwinklige Koordinaten haben, die x-Achse in die
y-Achse, die y-Achse in die negative x-Achse iiber und wird daher
einfach dargestellt durch: { K= —y

(2) y=x.

Nunmebhr ist die Frage nach der Angabe der Drehungsformeln auf eine
rein analytische Aufgabe zuriickgefithrt: Es soll eine solche einfach un-
endliche Gruppe von Substitutionen der Form (1) angegeben werden, die die
Substitution (2) enthilt und fiir die, wenn w einen reellen Parameter bedeutet,
jede Substitution der Gruppe, allgemein zu reden, durch w-malige Iteration

(1)

aus (2) entsteht. Fiir ein rational gebrochenes w = % soll dieser Ausdruck

natiirlich bedeuten, daB die Substitution g-mal wiederholt gerade die p-
mal iterierte Substitution (1) gibt, wihrend irrationale w gemil den
Stetigkeitsannahmen durch rationale zu approximieren sind.

Wir miissen uns klar dariiber sein, daB wir hier an geometrischer
Kenntnis, speziell iiber die Drehungsformeln eines rechtwinkligen
Koordinatensystems, nichts voraussetzen diirfen; wohl aber kénnen und
wollen wir Kenntnisse in der Analysis riicksichtslos benutzen. Dann wird
unser Aufbau zwar in dieser Form fiir den Schulunterricht unmittelbar
gewiB nicht verwendbar, er nimmt aber dafiir eine sehr elegante und ein-
fache Gestalt an.

Ich beginne mit der Bemerkung, daf sich die Drehung (2) unter Be-
nutzung komplexer Zahlen auch in die eine Formel zusammenfassen 148t :

(2) ¥ iy =i(w+iy).
Aus dieser Gestalt entnimmt man sofort, daB3 die iterierte Substitution
durch: x'-i—iy':i’(x—}—iy)
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dargestellt wird, also eine Gleichung derselben Form, wo nur der Faktor
12 an Stelle von ¢ getreten ist, und ebenso ergibt sich, daB bei w-maliger
Iteration im vorhin festgelegten Sinne gerade der Faktor #® auftritt
fiir jedes reelle w. Wir erhalten also als analytische Darstellung der Drehung
der Ebene um O durch den Winkel w - R :

3) 2 41y =1 (x +1y).

Bei der exakten Durchfithrung dieses Gedankenganges miissen wir
freilich aus der Analysis die vollstindige Kenntnis der Exponential-
funktion ¢? und ebenso der mit ihr durch die Eulersche Formel:

6* = cosz + isinz.

zusammenhingenden trigonometrischen Funktionen benutzen (ohne daB3
wir von ihrer geometrischen Bedeutung vorliufig eine Ahnung zu
haben brauchen).

Dann kennen wir auch die Zahl & durch die Formel ¢/ = —1 und es ist:

i=e2.

Unter ¢* ist durchweg der durch die folgende Formel eindeutig definierte
Wert zu verstehen:
it
o= ®7 — cos?" 1 i sin®"
1 e cos > -+ 2sin > "
Fiihren wir das in (3) ein und trennen reellen und imaginéren Bestandteil,
so wird:
x’—cos—a—)—n-x—sinw—n-y
2 2
(4) f— sin®T x4 02"
Yy = Sln‘z— X 2 Y,
und das ist also in mehr elementaren analytischen Symbolen die gesuchte
Darstellung der Drehungsgruppe.
Es liegt nun nach diesem Resultat nahe, den rechten Winkel nicht

als Einheit, sondern als Winkel ;-t z2u wihlen. Wir werden das die natdir-

liche Winkelskala nennen, so wie wir vom natiirlichen Logarithmus reden,
um anzudeuten, daB diese Begriffe in der Natur der Dinge begriindet lie-
gen, obwohl ihre Aufdeckung eine tiefere Einsicht erfordert. In dieser

natiirlichen Skala haben wir statt wz_n einfach @ zu schreiben und erhal-
ten statt (4) als Formeln der Drehung die allbekannten Formeln:

¥ = cosw+x —sinw -y
(5)

Y =sinw-x + cosw-y.
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Wir haben nun zu untersuchen, was in dieser Formel an geometri-
schen Wahrheiten alles enthalten ist. Es werden das alle die Elementar-
theoreme sein, die man gewshnlich vorausschickt, um dann auf ihnen die
Formeln (5) aufzubauen:

1. Wir mogen zunichst den Punkt der x-Achse im Abstand » vom
Anfangspunkt betrachten: x =, y = 0. Drehen wir ihn um den Winkel
w, so liefern die Formeln (5) als Koordinaten seiner neuen Lage:

X =7COoSW
(6) .
y=rsinw ;
die Akzente an den Koordinaten des neuen Punktes sind dabei der Kiirze
halber fortgelassen. Nehmen wir nun, um die Ideen zu fixieren, @ < %

und betrachten das rechtwinklige Dreieck (vgl. Abb. 116), das vom
Radiusvektor » des Punktes x,y, seiner Abszisse ¥ und Ordinate y
gebildet wird, so enthalten die Formeln (6)

den Zusammenhang seiner Seiten und des 4Y

Winkels w. Wegen der Relation cos®?w 4 sin?w i

=1, die aus den hier zugrunde gelegten " ¥
analytischen Definitionen dieser Funktionen 0 Wx -
folgt, ergibt sich aus (6) unmittelbar: Abb, 116,

(6a) 22+ =r,

und das ist der Pythagoreische Lehrsatz, den wir so also als Folge unserer
Annahmen iiber die Bewegungen der Ebene erhalten. Weiter aber kénnen
wir (6) umschreiben in:

(6b) cosw = sinw-——l,

r r

und das ist die elementare trigonometrische Bedeutung unserer Winkel-
funktionen, die man sonst geradezu zu ihrer Definition verwendet: Kosi-
nus und Sinus sind das Verhiltnis von anliegender und gegeniiberliegender
Kathete zur Hypotenuse.

2. Wir kénnen nun leicht die allgemeinen analytischen Ausdriicke
der Grundbegriffe Entfernung und Winkel angeben, indem wir die ge-
gebenen Elemente, Punkte oder Gerade, durch Verschiebung und Dre-
hung in die soeben betrachtete spezielle Lage bringen. Es ergibt sich
so fiir die Entfernung zweier Punkte x,, y, und x5, ys:

r= V(xl — %)% + (¥1 — ¥2)?.

Denn man braucht nur durch Parallelverschiebung den Punkt 2 in den
Kordinatenanfang iiberzufiihren, so werden nach den Verschiebungsfor-
meln (S. 179) die Differenzen x, — x,, ¥, — v, die neuen Koordinaten des
Punktes 1, und aus (6 a) folgt sofort unser Ausdruck fiir ». Ganz dhnlich
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folgt — ich brauche das hier wohl nicht im einzelnen auseinanderzu-
setzen — aus (6b) fir den Winkel w irgend zweier Geraden mit den
Gleichungen &, x +f, v+ 6, =0, &y % + B,y + 6, = 0:

%y 0y + BBy

COSEW = ———2_
Vi + VB + B
Sine = 0y By — %oy

Vol + BV +

3. Wir miissen endlich noch vom Begriffe des Flicheninhaltes reden,
von dem wir bisher bei dem Aufbau der Geometrie noch nicht den min-
desten Gebrauch gemacht haben. Trotzdem ist dieser Begriff, wenn auch
in mehr oder weniger unexakter Form, im naiven riumlichen BewuBt-
sein eines jeden Menschen enthalten; jeder
| Bauer weil3, was es heil3t, daf ein Stiick Land
eine gewisse Anzahl Quadratmeter Inhalt

hat. Wenn wir also die Geometrie vollkommen

7 fundamentiert haben — und das ist tatsich-

Abb. 117. lich im vorhergehenden geschehen —, ohne

diesen Grundbegriff zu benutzen, so werden

wir ihn doch jetzt nachtriglich an das System anschlieBen, d. h. ihn
in Koordinaten ausdriicken miissen.

Wir miissen da mit einer kleinen geometrischen Betrachtung beginnen,
wie sie ungefahr ebenso bei Euklid und in den elementaren Darstellungen
der Geometrie stets angestellt wird. Haben wir ein Rechteck von den
Seiten A, B, so definieren wir als seinen
Inhalt das Produkt AB. Fiigen wir ferner
2 Rechtecke oder iiberhaupt 2 Figuren
bekannten Inhaltes zusammen, so ent-

Abb. 118. steht eine Figur, die die Summe der In-

haltszahlen zum Inhalt haben soll; ziehen

wir von einem Rechteck oder sonst einer Figur ein kleineres ganz in ihr

gelegenes Stiick ab, so soll der Rest die Differenz der Inhaltszahlen
zum Inhalt haben (vgl. Abb. 117).

Von diesen Festsetzungen aus gelangt man sofort zur Angabe des
Inhaltes eines Parallelogrammes. Es entsteht aus einem Rechteck von
gleicher Grundlinie und Hohe, indem man ein Dreieck fortnimmt und
ein kongruentes hinzufiigt (vgl. Abb. 118); daher ist sein Inhalt gleich
dem Rechtecksinhalt, also gleich dem Produkt von Grumdlinie und
Héhe. Durch eine Diagonale zerfillt das Parallelogramm in 2 kongruente
Dreiecke, deren jedes also den halben Parallelogramminhalt zum Inhalt
hat: Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus Grundlinie
und Hohe.

Wenden wir das auf ein Dreieck mit den Seiten #,, 7, und dem ein-
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geschlossenen Winkel w an, soist die Héhe auf 7, gleich 7, sin w und daher
der Inhalt:

_ 1i7psinw

2

Legen wir die eine Ecke dieses Dreiecks (vgl. Abb. 119) in den Koor-
dinatenanfang und bezeichnen die Koordinaten der anderen beiden Ecken
mit x;, ¥, und %,, y,, so 16t sich diese Formel mit Hilfe der obigen Aus-
driicke fiir Entfernung und Winkel leicht

4

umrechnen in: x2,Yz2
_ MY )
A= 5 . ., Z, Y1
Man iiberzeugt sich leicht, daB die Dre- 7

hungen des Koordinatensystems diesen Aus- /

druck 4 ungeindert lassen, so daB mit ihm g

tatsichlich ein ,,geometrischer Begriff" Abb. 119.

gegeben ist. Um aber auch Invarianz bei

Verschiebungen und damit bei allen Bewegungen zu haben, mufl man
auch die dritte Ecke mit transformieren, d. h. die Formel fiir den Inhalt
eines aus drei beliebigen Punkten x;, ¥;, %5, ¥», %;, ¥ gebildeten Drei-
ecks aufstellen; man erhilt dann:

‘xl yi 1
A:% x2 y2 1 ’
%3 Y3 1

und das ist ja die Formel, mit der wir diese Vorlesung begonnen hatten
(vgl. S. 3). Man kann leicht bestitigen, daB sich die so definierten
Dreiecksinhalte bei Aneinanderfiigung oder Teilung von Dreiecken
addieren oder subtrahieren; das kommt, wie wir ja frither schon sahen,
auf einfache Determinantenrelationen heraus.

Damit ist der AnschluB der Inhaltsidee an unser System der ana-
lytischen Geometrie vollzogen, und wir haben gleichzeitig etwas gewonnen,
was in der naiven Auffassung zunichst noch nicht enthalten ist: der
Inhalt ist eine mit Vorzeichen behaftete Grofle geworden. Was fiir ein
Vorteil hinsichtlich des freien Operierens mit den Formeln und ihrer aus-
nahmslosen Giiltigkeit damit gegeniiber der naiven Auffassung des In-
halts als absoluter Grofle erzielt ist, das habe ich ja gerade am Anfange
dieser Vorlesung ausfiihrlich auseinandergesetzt (vgl. S. 41f.).

4. Ein weiteres Beispiel fiir einen in der naiven Raumvorstellung
mehr oder weniger prizis enthaltenen Begriff, den wir jetzt erst nachtrig-
lich an unser System der Geometrie anschlieBen miissen, ist der Begriff
der (willkiirlichen) Kurve. Was eine Kurve ist, glaubt jeder Mensch zu
wissen, bis er so viel Mathematik gelernt hat, daB ihn die unzihligen
moglichen Abnormititen verwirrt gemacht haben; eine gute Orientierung



188 Grundlagen der Geometrie.

gibt auch auf diesem Gebiete das einschligige Enzyklopidiereferat: von
v. Mangoldt, Die Begriffe ,,Linie' und ,,Fliche (III A B 2). Wir wollen
uns hier indessen um Einzelheiten nicht kiimmern und einfach sagen,
eine Kurve ist fiir uns die Gesamtheit der Punkte, deren Koordinaten
stetige Funktionen ¢, y eines Parameters ¢ sind, die so oft differenzier-
bar sein sollen, wie man es jeweils braucht:

r=g) y=210.

Dann kann man im Rahmen unserer analytischen Geometrie sofort alle
die Begriffe und Sitze entwickeln, die man gewéhnlich unter dem Namen
Infinitesimalgeometrie zusammenfaBt, die Be-
griffe von Bogenlinge, krummlinigem Flichen-
inhalt, Krimmung, Evolute usw. Die Grundidee
ist immer, daB man die Kurve als Grenze eines ein-
geschriebenen geradlinigen Polygons auffaB8t (vgl.
Abb. 120); sind die Koordinaten zweier aufein-
anderfolgender Punkte x,y und x +dx, y +dy,
so folgt aus der pythagoreischen Formel sofort fiir die Bogenlinge :

[Va 3 ay2,

Abb. 120.

und ebenso folgt aus der Formel fiir den Inhalt eines Dreiecks mit der
Spitze in O sofort fiir den Fldacheninhalt des Sektors zwischen Kurve und
zwei Radienvektoren nach O die bereits frither (S. 11) benutzte Formel:

3[(xdy — ydx). —

Ich verlasse damit unseren ersten Aufbau der Geometrie, dessen
Charakteristikum war, daB3 wir die Existenz und Gliederung der drei-
parametrigen Bewegungsgruppe an die Spitze stellten und dann sogleich
Koordinaten einfithrten, um weiterhin unsere Schliisse ganz im Gebiete
der Arithmetik abmachen zu kénnen. Ihm ist eine zweite Art, die Geo-
metrie zu begriinden, gewissermaBen entgegengesetzt; sie fithrt gleich-
falls direkt zur metrischen Geometrie und hat von jeher eine groB3e Rolle
gespielt; auf sie will ich daher auch noch eingehen.

2. Andere Begriindung der metrischen Geometrie;
die Rolle des Parallelenaxioms.

Der Gegensatz zum ersten Aufbau besteht darin, daB jetzt der
Begriff der Bewegung gerade konsequent vermieden oder doch erst nach-
traglich herangebracht wird. Wenn man diese Anordnung im Altertum
wie auch heute noch vielfach bevorzugte, so waren dabei wohl zum Teil
philosophische Uberlegungen maBgebend, auf die ich hier wenigstens
kurz hinweisen will. Man fiirchtete, mit den Bewegungen in die Geometrie
ein ihr fremdes Element, die Zeit, hineinzubringen; und versuchte
man, das Voranstellen der Bewegungen mit der groBen Anschaulich-
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keit der Idee des starren Korpers zu rechtfertigen, so kam dagegen der
Einwand, daB diese Idee an sich gar keinen prizis faBbaren Sinn habe,
sondern gerade umgekehrt erst begriindet werden kénne, wenn man schon
vorher den Begriff der Entfernung besitzt. Dem wird der Empirist frei-
lich immer entgegenhalten kénnen, daB tatsichlich die abstrakte Idee
der Entfernung erst aus dem Vorhandensein ,,hinreichend‘‘ starrer Korper
entnommen sei.
Doch nun lassen Sie mich in Kiirze die Hauptgedanken dieses zweiten
Aufbaues der Geometrie andeuten. Man beginnt da genau wie friiher:
1. mit der Einfithrung von Punkien und Geraden und den Sitzen
iiber ihre Verkniipfung, An-
ordnung, Stetigheit. c ¢’

2. Daneben aber werden Z{ \\\ K N
— und das ist an dieser Stelle AN SN
neu — einerseits die Entfer- A s A 5
nung zweier Punkte (Strecke), Abb. 121.

andererseitsder Winkel zweier

Geraden als neue Grundbegriffe herangezogen und Axiome iiber sie auf-
gestellt, die im wesentlichen aussagen, daf sich Strecke und Winkel in
bekannter Weise durch Zahlen messen lassen.

3. Als charakteristisches, die Axiome iiber die Bewegungsgruppe
eigentlich ersetzendes Axiom tritt der erste Kongruenzsatz auf: Sind in
zwei Dreiecken zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel bzw. gleich, so
sind sie kongruent, d. h. sie stimmen in allen Stiicken iiberein. In unserem
fritheren Systeme ist das ein beweisbarer Satz; man kann eine Bewegung
angeben, die (vgl. Abb. 121) die Seite A’ B’ mit AB zur Deckung bringt;
dann fillt wegen der Voraussetzung notwendig auch A’C’ mit AC zu-
sammen, und die Dreiecke kommen {iberhaupt zur Deckung. Wenn wir
aber Bewegungen nicht unter die Grundbegriffe aufnehmen und also
nicht beniitzen diirfen, so gibt es keine Moglichkeit, diesen Satz zu
beweisen, und wir miissen ihn notwendig als neues Axiom postulieren.

4. Im weiteren Verfolg wird man nun genau umgekehrt vorgehen, wie
bei unserem ersten Aufbau, wie IThnen das wohl bekannt ist. Der elemen-
tare geometrische Unterricht geht — im wesentlichen im Anschlu8 an
Euklid, von dem ich spiter noch ndher zu reden haben werde — ganz
diesen Weg. Man wird zunichst den pythagoreischen Satz beweisen
und wird dann die trigonometrischen Funktionen cos, sin aus ihrer Be-
deutung in der Dreieckslehre einfithren; von da aus kommt man
schlieBlich zu demselben analytischen Apparat wie vorhin.

5. Dabei wird noch die Aufstellung eines weiteren besonders
wichtigen Axioms nétig, das die Theorie der Parallelen betrifft. Bei
unserer ersten Begriindung war der Parallelismus einer der ersten Grund-
begriffe, der sofort bei Betrachtung der Verschiebungen auftrat: parallel
hieBen gerade Linien, wenn sie Bahnkurven derselben Verschiebung



190 Grundlagen der Geometrie.

waren. Ganz anders hier; unter den bisher eingefiihrten Grundbegriffen
war der Parallelismus noch nicht, und wir miissen daher jetzt noch be-
sonders von ihm reden. Haben wir ndmlich eine Gerade g (vgl. Abb. 122)
und einen Punkt O auBerhalb g, so verbinden wir O mit einem Punkte P
von g und lassen P durch die Lagen P’, P, ...immer weiter auf g hinaus-
riicken (d. h. wir fassen die Punktfolge P, P’, P”,... bzw. die Folge der
GeradenOP, OP’, OP”, ... auf, von Bewegung im friiheren Sinne ist hier
nicht die Rede). Der Strahl O P wird bei dieser Drehung um O eine Grenz-
lage erreichen, wenn sich P ins Unendliche entfernt, und diese Grenzgerade
bezeichnen wir als esne Parallele durch O zu g. Dabei erscheint es von vorn-
herein keineswegs notig, daB sich OP derselben Grenzlage nihert, wenn
P nach den beiden verschiedenen Seiten
ins Unendliche geht, und es ist so die ab-
strakte Moglichkeit der Existenz zweier
voneinander verschiedenen Parallelgeraden
durch O zu g gegeben.

Darum ist es bei unserem jetzigen
Aufbau ein newes Axiom, wenn wir ge-
médfB unserer gewohnten Anschauung
postulieren, es sollen stets jene beiden

Abb. 122. Grenzlagen zusammenfallen, d. h. es soll

P nur eine Parallele durch einen Punkt O

zu einer Geraden g geben. Das ist das be-

rithmte Parallelenaxiom, iiber das seit Jahrhunderten soviel gestritten

worden ist; man nennt es auch wohl das euklidische Axiom, da es bei
Euklid ausdriicklich als Postulat formuliert wird.

Ich habe Ihnen zunichst einiges zur Geschichie dieses Axioms zu
berichten. Lange Zeit hindurch hat man immer wieder die groften An-
strengungen gemacht, das Axiom zu beweisen, d. h. es auf die vorauf-
gegangenen geometrischen Axiome zuriickzufiihren, freilich stets ver-
geblich. Natiirlich haben diese Bemiihungen auch heute noch nicht auf-
gehort; denn die Wissenschaft kann fortschreiten soweit sie will, es
wird immer wieder Leute geben, die es besser zu verstehen meinen und
die Resultate der gesicherten exakten Forschung ignorieren. Tatséchlich
ist die Mathematik nimlich von jenen vergeblichen Versuchen. lingst
schon zu fruchtbaren neuen Untersuchungen und positiven Resultaten
vorgeschritten. Schon im 18. Jahrhundert tritt die charakteristische
neue weilerfiihrende Fragestellung auf: Ist es nicht moglich, ein logisch
konsequentes widerspruchsfreies System einer Geometrie aufzubauen,
die von jenem Parallelenaxiom absieht und die Existenz zweier ver-
schiedener Grenzgeraden im oben besprochenen Sinne, d. h. zweier ver-
schiedener Parallelen durch O zu g, zuldBt?

Am Anfang des 19. Jahrhunderts konnte man diese Frage bejahen,
und es war Gaup, der als erster die Existenz einer ,,nichteuklidischen
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Geometrie’ — so nennen wir mit ihm ein geometrisches System jener Art
— entdeckte; aus seinem NachlaB geht hervor, daB er sie gewiB 1816
bereits genau gekannt hat; die diese Dinge behandelnden Notizen sind
freilich erst spit aufgefunden und 1900 im Bd. VIII der Gesammelten
Werke gedruckt worden!). GauB selbst hat auBer wenigen gelegent-
lichen AuBerungen nichts iiber diese seine groBe Entdeckung verdffent-
licht. Unabhingig von GauB konstruierte um 1818 der Jurist Schweikart
eine nichteuklidische Geometrie, die er Astralgeometrie nannte. Auch
er veroffentlichte seine Untersuchungen nicht. Man erfuhr von ihnen
erst etwas aus einem an GauB gerichteten Brief, der im GauBschen
NachlaB aufgefunden wurde. Die ersten Publikationen einer nicht-
euklidischen Geometrie rithren von dem Russen N. J. Lobatschefsky (1829)
und dem Ungarn J. Bolyai de Bolya dem Jingeren (1832) her?), die
beide unabhingig voneinander diese Resultate gefunden hatten und sie
iibrigens nachweisbar schon 1826 bzw. 1823 besaBen. Im Laufe des Jahr-
hunderts sind dann durch vielfache Arbeiten diese Dinge Allgemein-
besitz der Mathematiker geworden, und heute hat wohl sogar jeder
allgemein Gebildete schon einmal etwas von der Existenz einer nicht-
euklidischen Geometrie gehért, wenn auch ein klares Verstindnis fiir
sie doch nur der Fachmann erreichen kann.

Eine wesentlich neue Wendung hat dann am Anfange der zweiten
Hailfte des 19. Jahrhunderts Riemann diesen Problemen gegeben; sie
ist dargelegt in seinem Habilitationsvortrage ,, Uber die Hy pothesen, welche
der Geometrie zugrunde liegen'* vom Jahre 18543). Riemann bemerkt, daB
allen vorangehenden Untersuchungen die Annahme einer unmendlichen
Ldnge der Geraden zugrunde liegt, die ja gewiB duBerst naturgemiB und
naheliegend ist. Wie aber, wenn man auf diese Annahme verzichten will,
wenn man im Gegenteil etwa zuldBt, daB die Geraden so in sich zuriick-
lauten, wie die groBten Kreise auf einer Kugel? Es handelt sich hier um
den Uwnterschied zwischen Unendlichkeit und Unbegrenziheit des Raumes,
der ja am zweidimensionalen Analogon am besten zu verstehen ist:
Unbegrenzt ist sowohl die gewdhnliche Ebene als die Kugelober-
fliche, aber nur die erstere ist unendlich, wihrend die andere eine end-
liche Ausdehnung hat. Riemann nimmt nun in der Tat den Rawm nur
unbegrenzt und nicht unendlich an ; dann wird die Gerade eine geschlossene

1) Leipzig 1900. Der betreffende Teil ist von P. Stickel herausgegeben.

2) Ins Deutsche iibersetzt in den ,,Urkunden zur Geschichte der nichteuklidi-
schen Geometrie'* von Engel und Stdckel: Teil 1 (Lobatschefsky) von Engel (Leipzig
1898). [Teil 2 (W. und J. Bolyai) von Stackel, Leipzig 1913.] Vgl. auch die
», Urkundensammlung zur Vorgeschichte der nichteuklidischen Geometrie’* von
Stiackel und Engel (Leipzig 1895).

3) Publiziert in Bd. XIII der Abhandlungen der Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Gottingen — Gesammelte mathem. Werke. 2. Aufl. (Leipzig 1892),
S. 272ff. [Im Verlage Springer, Berlin, neu herausgegeben von H. Weyl, 3. Aufl.
1923.]
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Kurve, auf der die Punkte wie auf einem Kreise angeordnet sind. LaBt
man jetzt, wie vorhin, einen Punkt P auf einer Geraden g in bestimmter
Richtung immer weiterlaufen, so wird er schlieBlich wieder zum Aus-
gangsort zuriickkehren, und der Strahl OP wird iiberhaupt keine Grenz-
lage haben: Es gibt keine parallele Gerade durch O zu g. So tritt bei
Riemann eine zweite Art nichieuklidischer Geometrie (,N. G. II*‘) der nicht-
euklidischen Geometrie von Gau8, Bolyai und Lobatschefsky (,,N. G. I)
entgegen.

Das scheint zunichst paradox, aber der Mathematiker bemerkt
hier sofort eine Beziehung zur gewihnlichen Theorie der quadratischen
Gleichungen, die den Weg zum Verstindnisse der Sache weist. Eine
quadratische Gleichung hat nimlich entweder 2 verschiedene reelle Wur-
zeln oder gar keine (sondern 2 imaginire) oder endlich — als Ubergangs-
fall — eine doppelt zdhlende reelle Wurzel; das ist ganz analog den 2 ver-
schiedenen reellen Parallelen der N. G. I, dem Fehlen reeller Parallelen
in der N. G. II, und endlich dem Ubergangsfall einer auf zwei Weisen als
Grenzlage zu definierenden Parallelen in der euklidischen Geometrie.

Bevor ich genauer auf die mathematische Behandlung der nicht-
euklidischen Geometrie eingehe, will ich wenigstens kurz ihre grofe
Bedeutung nach philosophischer Seite hin streifen, vermoge deren sie bei
den Philosophen stets groBes Interesse, vielfach aber auch scharfe Ab-
lehnung gefunden hat.

Vor allem gibt jene Disziplin dariiber Auskunft, welchen Charakter
die geometrischen Axiome, vom Standpunkte der reinem Logik aus be-
trachtet, haben. Man kann nimlich aus der Existenz der nichteuklidi-
schen Geometrie unmittelbar schlieBen, daB das euklidische Axiom keine
Folge der vorausgestellten Grundbegriffe und Sitze ist, und daB auch
sonst kein logischer Zwang zu seiner Annahme besteht. Denn substituiert
man an seiner Statt eine ihm widersprechende Annahme, wihrend man
alle anderen Axiome beibehilt, so wird man auf keinen Widerspruch ge-
fithrt, sondern erhdlt die nichteuklidische Geometrie als ein logisch
ebenso korrektes Lehrgebdude, wie es die euklidische ist. Einzelheiten
unserer Raumvorstellung, wie sie das Parallelenaxiom beschreibt, sind
also jedenfalls keine rein logischen Notwendigkeiten.

Es fragt sich nun, ob man denn nicht mit Hilfe der Sinnesanschauung
iiber die Richtigkeit des Parallelenaxioms entscheiden kann, und auch hier
gibt die nichteuklidische Geometrie wichtige Aufschliisse. Es ist ndmlich
gewsBnicht wahr, daf uns dieunmittelbare sinnliche Anschauung die Existenz
genau einer Parallelen lehrt. Denn unsere Raumwahrnehmung besitzt
durchaus keine absolute Genausgkest, sondern hier wie in jedem anderen
Gebiete sinnlicher Wahrnehmung kdénnen wir Grofen (Strecken, Winkel
usw.), deren Unterschied unter einer gewissen Grenze, der sogenannten
Schwelle, liegt, nicht mehr als verschieden auffassen. Legen wir also
insbesondere durch den Punkt O 4uBerst nahe aneinander zwei Gerade
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(vgl. Abb. 123), so kann man sie gewifl nicht mehr voneinander unter-
scheiden, wenn man ihren Winkel klein genug, etwa 1’ oder, wenn
man will, 14'55’" oder noch kleiner nimmt. Es wird also schwer sein, aus
der unmittelbaren Anschauung zu entnehmen, ob es denn wirklich genau
eine Parallele durch O zu g gibt oder zwei nur um einen solchen kleinen
Winkel voneinander abstehende. Man wird das noch deutlicher emp-
finden, wenn man sich O von g ungeheuer weit entfernt denkt, sagen
wir eine oder gar Millionen Siriusweiten. Beisolchen Distanzen verliert die
sinnliche Anschauung ganz die Schirfe, die man ihr sonst zutraut, und
man wird gewiB3 nicht mehr deutlich vor 0

Augen sehen konnen, ob es da entsprechend

der Definition der Parallelen als Grenz- g
lage eines sich drehenden Strahles eine

oder zwei Parallelen zur gegebenen Ge-

raden g gibt.

Dieser Sachlage fiigt sich nun die nicht-
euklidische Geometrieerster Art tatsichlich Abb. 123.
ebensogut ein wie die euklidische. Wie dies
aus den sogleich mitzuteilenden mathematischen Formeln noch deutlicher
hervorgehen wird, enthilt sie noch eine willkiirliche Konstante, und indem
man iiber diese passend verfiigt, kann man den Winkel zwischen beiden
Parallelen zu g durch einen von g miBig abstehenden Punkt O beliebig klein
machen, und erst in dem MaBe, wie sich O von g entfernt, wird der Winkel
merkliche Gré8e annehmen. Insofern es also wahr ist, daf sich unsere
Rauwmanschauwung nur auf ein begrenztes Raumstiick mit begrenzter Genawrg-
keit bezieht, kann man ihr durch eine N.G.I beliebtg genau gerecht
werden.

Ganz dhnlich ist es aber auch mit der N. G. II. Wir brauchen uns
nur dariiber klar zu werden, daB auch die unendliche Linge der Geraden
nicht aus der unmittelbaren sinnlichen Anschauung zu entnehmen ist.
Wir kénnen jede Gerade immer nur in einem endlichen Raumstiick ver-
folgen, und daher kann es der Wahrnehmung nicht widersprechen, wenn
wir sagen, die Gerade hat eine zwar ungeheuer groBe, aber doch eine
endliche Linge, vielleicht Millionen oder mehr Siriusweiten; die Phantasie
kann sich hier ja beliebig groe Zahlen ausdenken, die iiber jede Mog-
lichkeit unmittelbarer Anschauung hinausgehen. Gemdf diesen Uber-
legungen kann man auch durch die N. G. 11, die wieder einen willkiir-
lichen Parameter enthilt, die Verhiltnisse in jedem begrenzten Raumstiick
beliebig genau darstellen.

Die hier beriihrten logischen und anschaulichen Tatsachen, wie sie
sich vom Standpunkte der Mathematik aus darbieten, laufen freilich in
hohem Mafe jener orthodoxen Raumauffassung zuwider, die viele Philo-
sophen an den Namen Kants ankniipfen und nach der alle Sitze der
Geometrie absolute Giiltigkeit haben sollen. So erklirt sich, daB die

Klein, Elementarmathematik II. 13
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nichteuklidische Geometrie seit ihrem Bekanntwerden in philosophischen
Kreisen soviel Aufregung und Widerstand hervorgerufen hat.

Wollen wir uns nun endlich zur eigentlich mathematischen Behand-
lung der michteuklidischen Geometrien wenden, so werden wir am
besten den Weg durch die projektive Geometrie nehmen; es ist das die
Ableitung, die ich 1871 in Band IV der Mathematischen Annalen?)
gegeben habe.

Wir denken uns die projektive Geometrie unabhingig von jeder
Metrik aus den Grundbegriffen Punkt, Gerade, Ebene und ihren Axio-
men der Verkniipfung, Anordnung und Stetigkeit so aufgebaut, wie ich
das am Anfang dieser Auseinandersetzungen iiber die Grundlagen der
Geometrie (S.172f.) kurz angedeutet habe; insbesondere seien auch Punkt-
koordinaten %, ¥, z oder homogen &: % : {: 7 und ebenso Ebenenkoordi-
naten & : : y : 0 eingefiihrt, so daB das Ineinanderliegen von Punkt und
Ebene durch die bilineare Gleichung a & + 7 + y{ ++ 67 = 0 gegeben ist.

Auf dieser Grundlage haben wir frither die gewdhnliche euklidische
Geometrie mit Hilfe der Invariantentheorie und des Cayleyschen Prin-
zips erhalten, indem wir die spezielle in Ebenenkoordinaten geschriebene
quadratische Form:

Py = o + 2 + 2

adjungierten, die gleich Null gesetzt den imaginiren Kugelkreis vorstellt.
Der Winkel zweier Ebenen:

%8+ BBy + 1172
Vot + B+ riVod+ A+ %
und die Entfernung zweier Punkte:

y— V(fﬂz — 51)? + (T, — 727, + ({375 — £o1)?

71T

w = arc cos

waren dann, wie wir gezeigt hatten (S. 168ff.), einfache simultane In-
varianten der gegebenen Figur (der 2 Ebenen oder der 2 Punkte) und der
Form 9@,.

Ganz dhnlich wollen wir nun zur nichtenklidischen Geometrie gelangen;
wir nehmen nur statt des Kugelkreises a2 4 f% 4 y* = 0 eine andere
quadratische Form, die dieser ,benachbart® ist, nimlich:

D=2+ 2+ 2 —e- .

Hier ist € ein Parameter, den man beliebig klein wéhlen kann, und fiir
e=0 wird @ = ®,; unser Ansatz ist so gewihlt, daB bei positivem &
die N.G. I, bei negativem € die N.G. II entsteht, wihrend fiir ¢ = 0 die
obigen Formeln der gewdhnlichen euklidischen Geometrie sich ergeben.

1) ,,Uber die sogenannte nichteuklidische Geometrie*, S. 573ff. = [F. Klein,
Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. I, S. 2541f.]
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Wesentlich bei der Aufstellung dieser Form @ ist, daB ihre Determinante :

1 0 0 O
o010 O

4= =—c¢
001 O
00 0—¢

im allgemeinen von Null verschieden ist; nur im speziellen Falle ¢ = 0,
also wenn ¢ = 0 den Kugelkreis darstellt, verschwindet sie. Unser
Ansatz kommt demnach darauf hinaus, dag wir die quadratische Form von
verschwindender Determinante durch eine solche von nicht verschwindender
positiver oder negativer (aber dem absoluten Werte nach beliebig kleiner)
Determinante ersetzen.

Die MaBgroBen unserer nichteuklidischen Geometrien werden wir
nun erhalten, indem wir ganz analoge Invarianten aus der allgemeinen
Form @ und der Figur zweier Ebenen bzw. zweier Punkte bilden, wie
sie die vorhin angegebenen euklidischen GréBen fiir die spezielle Form
P, = a? 4 2 4 »* darstellen. Das ist nichts als die von Cayleyl) 1859
begriindete Auffassung, daf man in bezug auf irgendeine quadratische Fliche
(2. B. die Fliche @ = 0) ebensogut eine Mafbestimmung definieren kann
wie in bezug auf den Kugelkreis. Bei dem knappen Raume, auf den dieser
Exkurs hier naturgemiB beschrinkt sein muB, ist es am zweckméBigsten,
die analytischen Formeln definitionsweise voranzustellen ; so 148t sich die
Sachlage am raschesten prizis aussprechen, und jeder Schatten von etwas
Geheimnisvollem wird vermieden. Freilich kann diese Darstellung zum
vollen Verstindnis des Stoffes nur fithren, wenn man ihn hinterher noch
genau nach der geometrischen Seite hin durcharbeitet, wie Sie das ge-
rade in meiner bereits genannten Arbeit in Bd. IV der Mathematischen
Annalen finden.

Betrachtet man zunichst 2 Ebenen, so liegt es ganz nahe, wie man
den Ausdruck ihres ,,in bezug auf die Fliche @ = 0 gemessenen Winkels*
in Verallgemeinerung des obigen Winkelausdruckes anzusetzen hat;
man bildet genau wie dort aus den Werten der Form @& und ihrer Polar-

form: %1%y + 1By + 7172 — €610,
Vi + B+ — e Vs +B+r—ed

und hat so einen offenbar invarianten Ausdruck, der fiir ¢ = 0 tatsich-
lich in den Winkel der euklidischen Geometrie iibergeht.

Nicht so unmittelbar klar ist es, wie man den Awusdruck der Eni-
fernung zweier Punkte auf unsere MaBbestimmung iibertragen soll, und
zwar liegt die Schwierigkeit der Ubertragung darin, daB wir jetzt eine
Form mit nicht verschwindender Determinante statt der fiir die euklidi-
sche MaBbestimmung maBgebenden Form &, mit verschwindender

w = arc cos

1) In dem schon (S. 145) zitierten ,,Sixth memoir upon quantics*.
13+
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Determinante verwenden: Wir kénnen aber den Weg zur Aufstellung des
Entfernungsausdruckes so finden, daB wir genau dualistisch zur soeben ge-
gebenen Definition des Winkels vorgehen ; dann erhalten wir sicher wieder
eine Invariante. Wir stellen also zunichst die Gleichung der Fliche
@ = 0 in Punktkoordinaten auf, deren linke Seite f (&, 5, {, 7) bekannt-
lich durch Rinderung der Determinante 4 von @ mit Punktkoordi-
naten entsteht:

S O O

= (@440 —

~
Il

S O O =

QY S e

—&

& n T 0

S O = O
o = O O

Nun iibertragen wir genau den Ausdruck von w, indem wir den Quotien-
ten aus der Polarform zu f und dem Produkt der Quadratwurzeln aus den
Werten von f fiir die Punkte 1 und 2 bilden und davon den Arkus kosinus
nehmen:

(€6 + M2 + Clcz)‘jfl"g

r = karccos - e

Ve@+ni+8) —dye@+n+0—=
Der hinzugefiigte Faktor % gestattet uns, eine beliebige Strecke der Ein-
heit gleichzumachen, wie es unserer Gewshnung entspricht und iibrigens
bei dem sogleich durchzufithrenden Ubergang zur euklidischen Geo-
metrie sich als notwendig erweisen wird. Dabei muB3 man % bes negativem
€ reell, bei positivem € rein tmagindr annehmen, damit 7 reell ist fiir alle
oder doch (bei &€ > 0) wenigstens fiir ein gewisses Teilgebiet aller reellen
Punkte, die dann das reelle Substrat der nichteuklidischen Geometrie
bilden.

Damit wire eine allgemeine Definition der Entfernung gegeben;
nachzuweisen bliebe nur, daf sie fiir £ = 0 auf den oben angegebenen Aus-
druck der euklidischen Geometrie zuriickfiihrt. Das ist hier nicht so leicht
wie vorhin beim Winkel w; denn setzt man ohne weiteres ¢ = 0, so wird

der Quotient 1, und % ist daher bis auf das notwendig unbestimmt blei-

bende additive Vielfache von 2z gleich Null.

Wir kénnen nun aber durch einen gewissen Kunstgriff trotz diesem
zunichst etwas paradoxen Resultate doch schlieflich zu dem euklidi-
schen Ausdruck gelangen. Dazu ist es bequem, die Definitionsgleichung
von 7 mit Hilfe der bekannten Gleichung arccos & = arcsin}1 — 2 etwas
umzuformen. Bringen wir sofort auf einen Nenner, so wird:

V{E(H‘Hﬁ‘FClZ) —ﬁ}{8(§§+’7§+€§) —73}_ {8(51524"71’72"’(‘:1:2) —T7y7p)*
{e(E+ni+ ) —d) {e(E+ni+ &) —) '

Nun kann man den Zihler leicht umsetzen; nach einer bekannten

r=~k-arcsin
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Determinantenrelation ist ndmlich der Wert von f (d. i. die einmal gerdn-
derte Determinante 4 der Form ®) fiir den Punkt 1, multipliziert mit
dem fiir den Punkt 2, minus dem Quadrat der mit 1 und 2 gebildeten
Polarform gleich dem Produkt der Determinante A selbst und der zwei-
mal mit den Koordinaten von 1 und 2 geridnderten Determinante A4, also
gleich:

1 0 0 O & &
1 00 0|01 0 0 #n 7
01 0 0|00 1 0¢ &
001 01000 —¢ 7 1|
0 0 0 —¢| | m &G © 0 0O

Ey mp L T O O

Rechnet man das aus, so ergibt sich:

—é&: {(5172_ &1) %+ (172 — Mp7)® + (G17y — Lo7y)?
—&(nlp— 81?2 —&(81 8, — £38)% — e(&ymy — 52’71)2}'

Wem Determinantenrechnungen dieser Art unbequem sind, der mag
durch direkte Umformung die Identitit dieses Ausdruckes mit der obigen
Form des Zihlers bestitigen.

Fiihren wir diesen Ausdruck in die Formel fiir » ein und lassen ¢
Null werden, so ergibt sich natiirlich genau wie aus der ersten Form

i:: = arcsin0 = 0, wegen des Faktors J— ¢. Lassen wir ¢ aber zunichst

noch nicht Null, sondern nur sehr klein werden, so ist der Arkus sinus
in erster Anniherung gleich dem Sinus; im Zihler aber sind die 3 mit ¢
multiplizierten Quadrate gegen die iibrigen zu vernachléssigen, und eben-
so fillt im Nenner in jedem Faktor der mit & multiplizierte Term fort, und
es bleibt in erster Anndherung:

r=%k. V;—g V(7 — &) + (nre—9:1)® + (Gy7e — S)® .

LT

Nun kommt der Kunstgriff. Wie erteilen k wihrend des Grenziiberganges
lime = O keinen festen Wert, sondern lassen k gleichzeitig derart unend-
lich werden, daf:
lim(k.)—e) =1

wird; zu dem Zwecke werden wir & natiirlich durch rein imaginire oder
durch reelle Werte laufen lassen, je nachdem & von positiven oder nega-
tiven Werten her gegen Null geht. Damit aber ist es ganz evident, daf
durch diesen Grenziibergang tatsdchlich der Entfernungsausdruck der gewohn-
lichen euklidischen Geometrie (S. 194) herauskommd.

Denkt man sich nun in die geometrische Bedeutung der Form f
sowie der hier nur analytisch hingestellten Ausdriicke hinein, so ergibt



198 Grundlagen der Geometrie.

sich tatsdchlich, daf man fiir € > 0 gerade die nichteuklidische Geometrie
erster Art, fiir € << O die zweiter Avt und fiir € = 0 natiirlich die euklidische
Geometrie vor sich hat. Die genaue Begriindung kann ich allerdings hier
nicht geben; ich verweise dafiir etwa auf meine mehrfach genannte
Arbeit in Bd. IV. der Mathematischen Annalen!). Damals habe ich
fiir diese 3 Geometrien die Namen hyperbolisch, elliptisch, para-
bolisch vorgeschlagen, da ja die Existenz von 2 reellen bzw. imaginiren
bzw. einer doppelt zihlenden Parallelen genau dem Verhalten der
-0 Asymptoten der 3 Arten von Kegel-
schnitten entspricht; diese Namen werden

Sie vielfach in der Literatur vorfinden.
‘\‘ An einem Beispiel mochte ich aber
| doch etwas niher ausfiihren, wie sich die

g P Parallelentheorie auf Grund unseres Ent-
fernungsausdruckes gestaltet; ich wihle
dazu die hyperbolische Geometrie im Falle

Abb. 124. der Ebzne. Dann haben wir die dritte Koor-

dinate stets Null zu setzen, und unsere
quadratische Form wird @ = a? 4 §% — £6* und stellt gleich 0 gesetzt
wegen € > 0 einen reellen Kegelschnitt dar, den wir uns als Ellipse vor-
stellen und zeichnen mégen. Die Entfernungsformel wird:

€61l +117m5) — Tty

Vel i+ —d Ve + ) — 4
mit rein imagindrem k. Sie gibt, wie man sich leicht iiberzeugt, reelle
Werte fiir solche Punkte, die im Innern des reellen Kegelschnittes liegen;
dabei ist unter dem Innern der Inbegriff derjenigen Punkte der Ebene
verstanden, durch welche keine reellen Tangenten an den Kegelschnitt
laufen. Daher besteht das Operationsgebiet der reellen hyperbolischen Geo-
metrie lediglich aus den Punkien dieses Innern und den Geraden, soweit sie
durch das Innere gehen; die Punkte des Kegelschnittes (vgl. Abb. 124)
selbst stellen das Unendlichweite dar. Denn jene Formel ergibt fir die
Entfernung jedes Punktes 1 von einem Kegelschnittpunkte 2 [fiir den
e(8+ 73) — 13 = 0 ist] den Wert co. Auf jeder Geraden der reellen
hyperbolischen Geometrie gibt es also in diesem Sinne 2 unendlich ferne
Punkte, ihre beiden Schnittpunkte mit dem Kegelschnitt @ =0, auf jedem
Halbstrahle a aber nur einen. Haben wir eine Gerade g und einen nicht
auf ihr liegenden Punkt O, so sind die Parallelen durch O im Sinne
unserer fritheren Definition (S.193) als Grenzlagen der Verbindung von O
mit einem auf g ins Unendliche sich entfernenden Punkte P die Ver-

r = karccos

1) [Es werde auch noch einmal auf die in Kiirze erscheinende ,,Einfithrung
in die nichteuklidische Geometrie** von F. Klesn (bearbeitet von W. Rosemann)
hingewiesen, welche eine Umarbeitung der frither autographiert erschienenen
Vorlesungen Kleins iiber nichteuklidische Geometrie darstellt.]
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bindungsgeraden von O mit den Schnittpunkten von g mit dem Kegel-
schnitt: Es gibt also in der Tat 2 voneinander wesentlich verschiedene
Parallelen, deren jede einer der beiden Richtungen auf g zugehért.

Noch eine kurze Bemerkung lassen Sie mich machen, die sich auf den
Vergleich mit unserem ersten Aufbau der euklidischen Geometrie bezieht.
Da gingen wir von der Bewegungsgruppe aus; das war die Gesamtheit der
Kollineationen, die die MaBverhiltnisse ungesindert lassen. Solche Kolli-
neationen gibt es aber bei einer nichteuklidischen Geometrie auch. Eine
allgemeine homogene Gleichung zweiter Ordnung hat 10 Glieder, also
9 wesentliche Konstanten; in der aligemeinsten Raumkollineation sind
15 Parameter willkiirlich, also gibt es noch 6-fach unendlich viele Kolli-
neationen, die eine vorgegebene quadratische Form, z. B. unser D, in sich
tiberfiihren, und das ist ja die Bedingung dafiir, da3 die von uns einge-
fithrten Mafverhiltnisse nicht verindert werden. Daher gibt es auch in jeder
nichteuklidischen Geometrie eine 6-fach unendliche Gruppe von , Bewegun-
gen'*, die @ und r ungedndert lassen; fir die Geometrie in der Ebene
wiirde sich die Parameterzahl wie frither auf 3 reduzieren.

Wir koénnen daher auch jede nichteuklidische Geometrie aufbauen,
indem wir von der Existenz einer Bewegungsgruppe ausgehen, und es
bleibt nur noch zu prizisieren, wieso wir durch unseren fritheren Aufbau
gerade ausschlieBlich zu ewklidischen Geometrie kamen. Das lag natiir-
lich daran, daB3 wir aus den Bewegungen speziell eine zweiparametrige
(im Raum wiirde es heiBen dreiparametrige) Untergruppe der sogenannten
Parallelverschiebungen herausgriffen, die lauter Geraden zu Bahnkurven
hatten; solche Untergruppen gibt es in keiner nichteuklidischen Geometrie,
und indem wir thre Existenz gleich zu Anfang postulierten, schlossen wir alle
nichteuklidischen Geometrien von vornherein aus und behielten allein die
eine euklidische tibrig.

Und nun lassen Sie mich diese speziellen Erdrterungen iiber nicht-
euklidische Geometrie mit einigen — ich mochte sagen — Leitsdtzen all-
gemeiner Natur abschlieBen:

1. Hatte ich frither berichtet, daB man auf philosophischer Seite der
nichteuklidischen Geometrie vielfach noch nicht volles Verstindnis ent-
gegenbringt, so muB ich jetzt betonen, daB sie in der mathematischen
Wissenschaft heutzutage ganz allgemein anerkannt ist; ja, sie wird
sogar fir viele Zwecke, z. B. in der modernen Funktionentheorie
und der Gruppentheorie, als ein #uBerst bequemes Hilfsmittel ge-
braucht, um arithmetisch komplizierte Verhiltnisse greifbarer vor Augen
zu fithren.

2. Jeder Lehrer muf notwendig etwas von der nichtewklidischen
Geometrie kennen,; denn sie gehort nun einmal zu den wenigen Teilen der
Mathematik, die zum mindesten in einzelnen Schlagworten in weiteren
Kreisen bekannt geworden sind; nach ihr kann daher jeder Lehrer
jeden Moment gefragt werden. In der Physik gibt es ja ungleich mehr
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solche Dinge — fast jede neue groBe Entdeckung gehért dahin —,
die in jedermanns Munde sind und iiber die dann selbstverstind-
lich jeder Lehrer unterrichtet sein muB. Man denke sich nur einen
Lehrer der Physik, der iiber Rontgenstrahlen oder Radium nichts
zu sagen weil}; einen viel besseren Eindruck wiirde auch der Mathema-
tiker nicht machen, der auf Fragen iiber nichteuklidische Geometrie
keine Auskunft geben kann!

3. Demgegeniiber mochte ich dringend davon abraten, im reguliren
Schulunterricht (d. h. abgesehen von gelegentlichen Andeutungen auf
Veranlassung interessierter Schiiler) nichteuklidische Geometrie zu
bringen, wie das Enthusiasten immer wieder empfehlen. Wir wollen
zufrieden sein, wenn das vorangehende Postulat nur immer erfiillt ist
und wenn andererseits die Schiiler die eukiidische Geometrie wirklich ver-
stehen lernen; schlieBlich ist es ja auch in Ordnung, daB der Lehrer ein
biBchen mehr weiB als der durchschnittliche Schiiler.

Ich will nun noch kurz iiber die Weiterentwicklung der modernen
Wissenschaft berichten, die durch die nichteuklidische Geometrie veran-
laBt worden ist. Man kniipfte da vorzugsweise an das eine ihrer Resultate
an, daB das euklidische Parallelenaxiom von den vorausgehenden
Axiomen der Geometrie logisch unabhingig ist (s. S. 192), und entnahm
daraus die Anregung, awuch die anderen geometrischen Axiome auf ihre
gegenseitige logische Abhingigkeit oder Unabhingigkeit zu untersuchen.
So entstand die moderne geometrische Axiomatik, die in ihren Betrach-
tungen genau den Wegen folgt, die jene alten Untersuchungen ge-
wiesen haben: Man sieht zu, welche Teile der Geometrie sich ohne An-
wendung gewisser Axiome aufbauen lassen und ob man auch unter der
Annahme des Gegenteils eines einzelnen Axioms zu einem logisch wider-
spruchsfreien Systeme, einer sogenannten ,, Pseudogeometrie’’, gelangen
kann.

Als wichtigstes hierher geh6rigesWerk habe ich Thnen Hilberts ,,Grund-
lagen der Geometrie''l) zu nennen, deren Haupiziel gegeniiber fritheren
Untersuchungen ist, in der angedeuteten Weise die Bedeutung der Stetig-
keitsaxiome fir die Geometrie festzustellen. Um dies zu erreichen, ist
natiirlich vor allem nétig, das Axiomensystem der Geometrie so an-
zuordnen, daB die Stetigkeitssdize ganz ans Ende kommen, wihrend sie fiir
uns bisher immer am Anfang standen. So konnten wir ja auch bei der
Ableitung der nichteuklidischen Geometrie nicht etwa den ersten Axio-
menaufbau (S. 174 ff.) verwenden, der den Parallelenbegriff an die Spitze
stellte, sondern wir muBlten uns vor allem ein Axiomensystem verschaffen,
von dem der groBte Teil nichts von Parallelen enthielt und bei dem das
Parallelenaxiom erst hinterher hinzukam. Von der hiermit bezeichneten
wesentlichen Abweichung abgesehen schlieBt sich das Hilbertsche Axio-

1) [5. Aufl. Leipzig und Berlin 1922.]
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mensystem wesentlich dem in unserem zweiten Aufbau der Geometrie
(S. 188ff.) auch befolgten Gange der elementaren Geometrie an.

Auf dieser Basis untersucht Hilbert, wieweit man die Geometrie
ohne Benutzung der Stetigkeitsaxiome aufbauen kann, und er umfaSt damit
zugleich die ,, Pseudogeometrien'’, in denen zwar alle anderen geometrischen
Axiome, nicht aber mehr die Stetigkeitssitze gelten, das sind wesentlich die
Tatsachen, die sich auf die eineindeutige Zuordnung der Punkte einer
Geraden zu den gewdhnlichen reellen Zahlen (ihren Abszissen) beziehen
(vgl. S. 173 und 177). Ich kann hier auf den Gedankengang der
Untersuchungen Hilberts, sowie auf die von ihm dabei gewonnenen
interessanten Resultate iiber den logischen Zusammenhang gewisser
geometrischer Theoreme und Axiome natiirlich nicht eingehen; Sie mogen
es auf Grund dieser wenigen orientierenden Bemerkungen bei Hilbert
selbst nachlesen. Nur daran will ich noch erinnern, dafl dieim ersten Bande
dieser Vorlesungen?') gelegentlich schon besprochene Hilbertsche nicht-
archimedische Geometrie hierhin gehort; das ist eben eine solche Pseudo-
geometrie, in der speziell das frither nach Archimedes, heute 6fter nach
Eudoxus genannte Stetigkettsaxiom nicht mehr erfiillt ist, d. h. in der
sich die Abszissen zweier verschiedener Punkte gegebenenfalls nur um
eine ,,aktual unendlich kleine GréBe‘‘ unterscheiden kénnen, von der kein
endliches Vielfaches einer gewdhnlichen endlichen reellen Zahl gleich ist.

Diese kurzen Bemerkungen iiber die moderne Axiomatik mochte
ich nicht abschlieBen, ohne noch wenige Worte zu der wichtigen Frage
nach der wahren Natur der geometrischen Axiome und Sitze zu sagen
— womit ich freilich aus der streng mathematischen Fragestellung
hiniiber in die philosophisch-erkenntnistheoretische komme. Das eine
habe ich schon betont, und dariiber ist man sich heute wohl allge-
mein einig, daB es sich hier um die obersten Begriffe und Sitze handelt, die
man notwendig der Geometrie voranstellen muf, um viberhaupt von ihnen
aus rein logisch den mathematischen Beweisgang fiihren zu kommen. Aber
mit dieser Feststellung ist die Frage noch nicht beantwortet, woher diese
obersten Begriffe und Sitze denn eigentlich stammen. Da ist die alte Auf-
fassung, daf sie in der Anschauung eines jeden Menschen ohne weiteres
gegeben sind, daB sie von so evidenter Einfachheit sind, daB niemand an
ihnen zweifeln kann. Diese Ansicht wurde aber durch die Entdeckung der
nichteuklidischen Geometrie in hohem Malle erschiittert; denn hier wird
ja gerade gezeigt (vgl.S.1911f.), daB die Raumanschauung und die Logik
keineswegs zwingend das euklidische Parallelenaxiom liefern, sondern
daB man auch mit einer ihm widersprechenden Annahme zu einem logisch
in sich geschlossenen und die tatsachlichen Verhiltnisse mit hinreichender
Annédherung darstellenden geometrischen Systeme kommt. Wohl aber
kann man jenes Parallelenaxiom immer noch als die Annahme ansprechen,

1) Siehe Teil I, S.235f.
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die die rdumlichen Verhiltnisse am einfachsten darzustellen gestattet,
und so wird es auch allgemein gelten, daB3 Grundbegriffe und Axiome nicht
unmittelbar Tatsachen der Anschauwung, sondern zweckmdifig gewdhite
Idealisierungen dieser Tatsachen sind. Schon der scharfe Begriff des Punk-
tes existiert nicht in der unmittelbaren sinnlichen Anschauung, sondern
er ist nur eine fingierte Grenze, der wir uns mit unseren Vorstellungen
eines kleinen Raumstiickes nihern konnen, ohne sie doch je zu erreichen.

Demgegeniiber findet man bei solchen Leuten, die sich nur fiir die
logische und nicht fiir die anschauliche oder die allgemein-erkenntnis-
theoretische Seite der Sache interessieren, neuerdings haufig die Meinung,
die Axiome seien nur willkiirliche Sdtze, die wir ganz freiwillig aufstellen,
und die Grundbegriffe schlieflich ebenso nur willkiirliche Zeichen fiir Dinge,
mit denen wir operieren wollen. Das Wahre an einer solchen Ansicht ist
natiirlich, daB sich ¢nnerhalb der reinen Logik kein Grund fiir diese Sitze
und Begriffe findet, und daB sie daher von anderer Seite — eben durch
Einwirkung der Anschauung — geliefert oder angeregt werden miissen.
Aber die Autoren driicken sich oft sehr viel einseitiger aus, und so sind
wir in den letzten Jahren im AnschluB an die moderne Axiomatik vielfach
geradezu wieder in diejenige Richtung der Philosophie hineingeraten, die
man von alters her Nominalismus nennt. Hier geht das Interesse an den
Dingen selbst und ihren Eigenschaften ganz verloren; nur wie man sie
nennt und nach welchem logischen Schema man mit den Namen operiert,
davon wird noch geredet. Man sagt dann etwa, wir nennen den Inbegriff
dreier Koordinaten einen Punkt, ,,ohne uns etwas dabei zu denken‘‘, und
wir verabreden ,,willkiirlich* gewisse Sitze, die iiber diese Punkte gelten
sollen; man kann dabei ganz unbeschriankt beliebige Axiome aufstellen,
wenn man nur den Gesetzen der Logik geniigt und vor allem darauf ach-
tet, daB sich in dem entstehenden Gebidude von Theoremen keine Wider-
spriiche finden. Ich selbst teile diesen Standpunkt keineswegs, sondern
halte ihn fiir den Tod aller Wissenschaft : die Axiome der Geometrie sind —
wie ich meine — nicht willkiirliche, sondern vernvinftige Sitze, die im all-
gemeinen durch die Raumanschauung veranlaft und in ihrem Einzelinhalte
durch Zweckmifigkeitsgriinde reguliert werden.

Diesen philosophischen Exkursen, zu denen wir im letzten Abschnitt
mehrfach uns veranlaBt sahen, méchte ich nun Erdrierungen zur Ge-
schichte der Geometrie, insbesondere die Entwicklung der Auffassungen
von den Grundlagen, entgegenstellen. Da ist gegeniiber dhnlichen Be-
trachtungen, wie wir sie im vorigen Winter fiir die Gebiete der Algebra,
Arithmetik, Analysis hiufig angestellt haben, von vornherein ein groBer
Unterschied zu bemerken. Diese Disziplinen haben in ihrer modernen
Form eigentlich nur eine Geschichte von wenigen Jahrhunderten; sie
beginnen mit dem Dezimalbruch- und Buchstabenrechnen, um eine
runde Zahl zu nennen, ums Jahr 1500. Demgegeniiber hat die Geometrie
als selbstandige Disziplin eine weit in das griechische Altertum zuriickrei-
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chende Geschichte, und zwar hatte sie damals schon eine so hohe Entwick-
lungsstufe erreicht, daB3 man lange Zeit — bis in die Gegenwart hinein —
in der griechischen Geometrie das Muster einer vollendeten Wissenschaft
zu sehen glaubte. Dabei galt als Inbegriff griechischer Geometrie immer
das weitaus bedeutendste uns erhaltene systematische Lehrbuch, die
vielgerithmten Elemente (otouyeia) des Euklid; es gibt wohl kaum ein
zweites Buch, das in seiner Wissenschaft so lange eine solche Stellung
behauptet hat. Noch heute muB sich jeder Mathematiker mit Euklid
auseinandersetzen, und wir wollen ihm daher den letzten Abschnitt des
gegenwirtigen Kapitels widmen:

3. Euklids Elemente.

Lassen Sie mich Thnen zuerst die philologisch beste Ausgabe dieses
Werkes vorlegen, die von J. L. Heiberg in Kopenhagen bearbeitet ist?).
Ihr ist die lateinische Ubersetzung des griechischen Urtextes beigegeben,
was auch fiir die sehr niitzlich ist, die Griechisch auf der Schule gelernt
haben; denn Euklids Griechisch unterscheidet sich, zumal durch die
Kunstausdriicke, wesentlich von dem Griechisch, das man auf der Schule
treibt. Als Literatur zur Einfithrung in den Euklid nenne ich Thnen
besonders Zeuthens ,,Geschichte der Mathematik tm Altertum und Miitel-
alter''®) und Max Simons ,,Euklid und die 6 planimetrischen Biicher''3).
Man wird am leichtesten in den Stoff eindringen, wenn man zuerst Simon,
dann die allgemeinen Ausfithrungen Zeuthens, dann aber jedenfalls be-
sonders genau und mit kritischem MiBtrauen gegen jede Ubersetzung
den Heibergschen Text vornimmt.

Von Euklid personlich ist wenig bekannt; man weil3 nur, daB3 er wm
300 v. Chr. in Alexandria lebte. Wohl aber wissen wir Bescheid iiber den
allgemeinen wissenschaftlichen Betrieb, der damals in Alexandria herrschte.
Nach der Griindung des Weltreichs Alexanders entstand allmahlich das
Bediirfnis, alles, was die vorangegangenen Jahrhunderte geschaffen hat-
ten, zu sammeln und in ein einheitliches wissenschaftliches System zu
bringen, und so entwickelte sich in Alexandria ein Unterricht, der durch-
aus gewissen Seiten unseres heutigen Universitdtsunterrichts entspricht.
Nur stand dabei die Sammlung und Ordnung des vorhandenen Materials der
frei weitertretbenden wissenschaftlichen Forschung voran, und so kam wohl in
dem ganzen Betriebe ein gewisser Hang zur Schulmeisterei zur Geltung. —

Bevor wir an die ndhere Besprechung der Elemente herangehen,
lassen sie mich einige allgemeine Ausfithrungen iiber die geschichtliche

1) Euclidis opera omnia. Bd.I—V: Elementa. (Leipzig 1883—1888).

2) Kopenhagen 1896.

3) Leipzig 1901 = Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissen-
schaften XI. [Hingewiesen sei noch auf die Ausfithrungen von T. L. Heath in
seiner englischen Ubersetzung des Heibergschen Textes: The thirteen Books of
Euclid’s Elements, 3 Bde., Cambridge, 1908].
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Stellung und wissenschaftliche Bedeutung des Euklid oder vielmehr der
euklidischen Elemente machen. Wenn man auch fiir ein vollstindiges Bild
der Personlichkeit Euklids gewiB seine zahlreichen kleineren Schriften
beriicksichtigen miil3te, so ist es doch berechtigt, daB ich hier nur von
dem einen groBen Werke rede; denn dieses allein hat die merkwiirdige be-
herrschende Stellung sich errungen, die von unserm Standpunkt aus eine
Kritik dringend erfordert.

Als Grundlage dieser Kritik diene die Bemerkung, daB die falsche
Einschdtzung der euklidischen Elemente ihren tiefen Grund findet in
einer verkehrien Auffassung des griechischen Geistes iiberhaupt, wie sie
lange Zeit verbreitet war und wohl heute noch vielfach populir ist: man
glaubte, die griechische Kultur habe sich auf verhiltnismiBig wenige
Gebiete beschrinkt, diese aber in so vollendeter Weise zu einem einheit-
lichen Bilde verarbeitet, daB ihr Standpunkt allen Zeiten als hochstes,
freilich unerreichbares Vorbild gelten miisse. Tatsichlich hat aber die
moderne philologische Wissenschaft die Unhaltbarkeit dieser Ansicht
lingst dargetan. Sie hat vielmehr gelehrt, dal gerade die Griechen wie
kein anderes Volk sich mit der denkbar gréBten Vielseitigkeit auf allen
Gebieten menschlicher Kultur betétigt haben; und so gewiB sie iiberall
fiir jene Zeit Bewunderungswiirdiges geleistet haben, so gewiB sind sie
doch auch in manchen Dingen, von unserm heutigen Standpunkt aus
betrachtet, nicht iiber die ersten Anfinge hinausgekommen, und in
bezug auf kein Gebiet kann man sagen, daB sie fiir alle Zeiten den Gipfel
der menschlichen Leistungen erklommen hétten.

Was speziell die Mathematik anlangt, so hat diese Uberschitzung
— oder soll man sagen: Unterschitzung? — des Griechentums in dem
Dogma ihren Ausdruck gefunden, daB die Griechen sich ganz wesentlich
mit Geometrie beschiftigt und da ein uniibertreffliches System auf-
gestellt hitten; diese Meinung hat sich insbesondere geradezu zu einem
Kultus der euklidischen Elemente verdichtet, in denen man jenes System
in vollendeter Weise dargestellt zu sehen glaubte. Dieser alten und ver-
alteten Ansicht habe ich hier die Behauptung entgegenzustellen, dag die
Griechen neben der Geometrie auch die verschiedensten anderen Teilgebiete
der Mathematik fruchtbar bearbeitet haben, daf wir aber heutzutage iiberall
und gewif auch in der Geometrie wesentlich iber sie hinaus gekommen sind.

Lassen Sie mich diese Behauptung nun néaher ausfithren und be-
griinden. Euklid wollte in seinen Elementen keineswegs eine Enzyklo-
pidie des gesamten geometrischen Wissens seiner Zeit schreiben, denn
sonst hitte er in ihnen nicht ganze Teile der Geometrie, die man damals
sicher schon kannte, einfach unberiicksichtigt lassen diirfen; ich nenne
als Beispiel nur die Theorie der Kegelschnitte und héheren Kurven, die die
Griechen schon frithzeitig ausfithrlich zu behandeln begonnen hatten?),

1) Euklid selbst hat ibrigens ein — uns nicht erhaltenes — Werk iiber
die Kegelschnitte geschrieben.
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wenn auch ihre volle Entfaltung erst Apollonius (ums Jahr 200 v. Chr.)
zu verdanken ist. Vielmehr sollten die Elemente lediglich eine Ein-
fihrung in das Studium der Geometrie — und damit der Mathematik {iber-
haupt — geben, und dabei scheint es, dal sie noch auf einen ganz be-
sonderen Zweck zugestutzt waren: sie sollten die Mathematik so be-
handeln, wie man sie im Sinne der platonischen Schule als Vorberettung
fiir allgemeine philosophische Studien fiir notwendig hielt. Aus dieser Be-
stimmung versteht man, warum der Hauptwert auf die Herausarbeitung
der logischen Zusammenhénge und die Aufstellung eines in sich geschlos-
senen Systems der Geometrie gelegt ist, wihrend alle praktischen An-
wendungen génzlich beiseitegeschoben sind. Diesem System zu Liebe hat
Euklid aber auct gewiB ein ganzes Teil theoretischen Wissens seiner Zeit
iibergangen, das noch nicht weit genug entwickelt war, um sich ihm ein-
passen zu lassen.

Eine richtige Vorstellung von der Beschrinktheit des Stoffes der
euklidischen Elemente gegeniiber dem Umfange der griechischen Mathe-
matik iiberhaupt erhalten wir am besten, wenn wir zum Vergleich die
Gesamtpersonlichkeit und die Gesamtleistung des grdBten griechischen
Mathematikers Archimedes heranziehen, der kurz nach Euklid ums
Jahr 250 v. Chr. in Syrakus lebte; ich will nur wenige besonders in-
teressante, unterscheidende Punkte hervorheben:

1. Ganz im Gegensatz zu dem in Euklids Elementen herrschenden
Geist besitzt Archimedes einen stark entwickelten Sinn fiir numerisches
Rechnen. Eine seiner groBten Leistungen ist ja, um nur ein bestimmtes
Beispiel zu nennen, die Berechnung der Zahl 7 verméoge der Approximation
des Kreises durch regulidre Polygone; u. a. leitet er bereits den bekannten
Niherungswert 2’ fiir 2z ab. Von einem Interesse fiir solche Zahlen-
werte ist bei Euklid keine Spur; statt dessen findet sich nur die An-
gabe, daB sich 2 Kreisflichen wie die Quadrate der Radien oder 2 Kreis-
umfinge wie die Radien selbst verhalten, aber die Berechnung des Pro-
portionalititsfaktors, eben der Zahl &, wird nicht einmal versucht.

2. Uberhaupt ist fiir Archimedes das weitgehende Interesse fiir An-
wendungen jeder Art charakteristisch; die verschiedensten Probleme der
Physik und Technik behandelt er. Bekannt ist ja, wie er das fundamen-
tale Prinzip der Hydrostatik fand oder wie er an der Verteidigung von
Syrakus durch Konstruktion von wirkungsvollen Hilfsmaschinen tatigen
Anteil nahm. Wie wenig dagegen Euklid in den Elementen die Anwen-
dungen beriicksichtigt, geht besonders deutlich aus dem kleinen Zuge
hervor, daB nicht einmal die einfachsten Zeichenapparate — Lineal und
Zirkel — bei ihm genannt werden; er postuliert lediglich in abstracto,
daB man eine Gerade durch 2 Punkte oder einen Kreis um einen Punkt
zeichnen kann, ohne auch nur ein einziges Wort dariiber zu verlieren, wie
man das tut. Hier steht Euklid wohl im Banne der Auffassung, die iiber-
haupt in gewissen antiken Philosophenschulen herrschte, da die prak-
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tische Anwendung einer Wissenschaft etwas Minderwertiges, Handwerks-
méiBiges sei. Leider hat sich diese Anschauung an manchen Stellen bis
heute erhalten, und es gibt immer noch Hochschullehrer, die jede Be-
schiftigung mit Anwendungen als ,,Banausentum‘* nicht genug verach-
ten kénnen. Der Hochmut, der in solchen Ansichten liegt, muf3 aufs
schirfste bekampft werden; man sollte doch jede tiichtige Leistung, liege
sie auf theoretischem oder angewandtem Gebiete, gleich hoch schitzen
und jeden einzelnen sich mit den Dingen befassen lassen, zu denen er am
meisten Neigung verspiirt. Dabei wird ein jeder um so vielseitiger sich zei-
gen, jemehr Talente er besitzt : unsere Allergr68ten, wie Archimedes, New-
ton, GauB, haben stets Theorie und Anwendungen gleichm#Big umfaBt.

3. Endlich fillt noch ein Unterschied besonders in die Augen:
Archimedes war ein grofer Forscher und Bahnbrecher, der in jeder seiner
Arbeiten die Erkenntnis um einen Schritt weitertreibt; in Euklids Ele-
menten handelt es sich aber lediglich um Sammlung und Systematisierung
von bereits vorhandenem Material. Damit hingt die verschiedene Form
der Darstellung zusammen, worauf ich auch im vorigen Semester bei all-
gemeineren Ausfithrungen gelegentlich hingewiesen habel). Besonders
charakteristisch fiir Archimedes ist in dieser Hinsicht die schon in Teil I
erwihnte Handschrift?), die man 1906 gefunden hat und in der er einem
wissenschaftlichen Freunde seine neuesten Untersuchungen iiber die Ku-
bierung raumlicher Gebilde mitteilt. Hier entspricht die Darstellung genau
der Art, wie wir heute unterrichten; es wird genetisch vorgegangen, erst der
Gedankengang angedeutet und keineswegs die starre Gliederung in Vor-
aussetzung, Behauptung, Beweis, Determination verwendet, die in den
euklidischen Elementen herrscht. — Ubrigens war auch vor jener neuen
Entdeckung schon bekannt, daB die Griechen neben der auskristallisier-
ten ,,euklidischen‘‘ Darstellung einer systematisierten Disziplin auch eine
freiere genetische Form kannten, deren sich sowohl der Forscher bei seiner
Arbeit als auch der Lehrer beim Unterricht bediente und die vermutlich
auch Euklid in anderen Werken oder im eigenen Unterricht angewandt
hat. Ja es gabsogarin Alexandrien damals auch ein genaues Analogon zu
unseren autographierten Vorlesungsheften, die man Hypomnemata nannte,
also in loserer Art gehaltene Wiedergaben der miindlichen Vortrige.

Das moge zum Vergleich der Elemente mit dem gesamten Umfange
der griechischen Mathematik geniigen; ich will nun noch, um unseren
Gedankengang zu beenden, an ganz wenigen Beispielen zeigen, wie weit
die moderne Mathematik iber die der Griechen hinausgekommen ist.
Einer der wichtigsten Unterschiede ist, daB die Griechen noch keine selb-

1) Siehe Teil I, S. 86.

2) Vgl. Heiberg und Zeuthen: Eine neue Schrift des Archimedes (Leipzig
1907) = Bibliotheca mathematica 3. Folge, Bd. 7, S. 321ff. [Vgl. auch die Archi-
medesausgabe von T. L. Heath, die von F. Kliem ins Deutsche tibertragen wurde
(Berlin 1914); jene Handschrift ist dort S. 413 ff. wiedergegeben.]
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standige Arithmetik und Analysis besaBen, weder Dezimalbriiche, die um-
fangreichere numerische Rechnungen erleichtern, noch das allgemeine
Buchstabenrechnen; beides sind, wie ich im vergangenen Wintersemester
niher ausgefiihrt habe, Erfindungen der beginnenden Neuzeit, der Renais-
sance. Als Ersatz hatten die Griechen nur einen Kalkiil in geometrischer
Form, in dem statt mit Zahlen mit Strecken oder anderen geometrischen
GroBen konstruktiv operiert wird, natiirlich ungemein viel schwerfilliger
als in unserer Arithmetik. Damit hingt zusammen, daB3 die Griechen
auch das nicht besaBlen, was unserer Arithmetik und Analysis eigentlich
erst ihre Geldufigkeit gibt: die negativen und die imagindren Zahlen.
Infolgedessen fehlte ihnen die Allgemeinheit der Methode, die in einer
Formel alle méglichen Fille zusammenzufassen gestattet, und duBerst
langwierige Fallunterscheidungen spielten bei ihnen die gréSte Rolle.
In der Geometrie macht sich dieser Mangel vielfach stark geltend, wo wir
heutzutage — wir sind ja gerade in dieser Vorlesung stets so vorgegangen
— durch Verwendung analytischer Hilfsmittel volle Allgemeinheit unter
Vermeidung aller Fallunterscheidungen mit Leichtigkeit erreichen konnen.
Diese wenigen Andeutungen mogen hier geniigen; Sie werden sich nach
Threr eigenen Kenntnis ja selbst leicht weitere Rechenschaft iiber die Fort-
schritte der modernen Mathematik gegeniiber der antiken geben kénnen.

Nach dieser allgemeinen Kritik der euklidischen Elemente kénnen
wir uns der speziellen Besprechung zuwenden; lassen Sie mich mit einer
kurzen Inhaltsiibersicht dber die ,,13 Biicher', d. h. Kapitel, be-
ginnen, aus denen die Elemente bestehen?):

In Buch 1—6 ist die Planimetrie enthalten. Die ersten 4 Biicher
bringen die allgemeinen Auseinandersetzungen iiber die geometrischen
Grundgebilde, wie Strecken, Winkel, Inhalte usw., und die Lehre von den
etnfachen geometrischen Figurem (Dreiecke, Parallelogramme, Kreise,
reguldre Polygone usw.) in der Form, wie man sie heute noch meist dar-
stellt. In diesem Zusammenhange wird auch (in Buch 2) eine elementare
Arithmetik und Algebra der geometrischen Grofen gegeben, derart, daf
— um nur ein Beispiel anzufithren — das Produkt a - b zweier Strecken q,
b als Rechteck dargestellt wird; soll man 2 solche Produkte a- b, ¢ -d
addieren, was wir arithmetisch unmittelbar ausfithren kénnen, so mufl
man, um die Summe wieder als Rechteck zu haben, die beiden Rechtecke
a-b, c+din Rechtecke mit gleicher Grundlinie verwandeln.

Das Buch 5 geht sehr viel tiefer, indem es das geometrische Aqui-
valent der allgemeinen positiven reellen Zahl einfithrt; das ist das Ver-

haltnis % irgend zweier Strecken a, b, das Euklid Logos (A6yos) nennt.

1) [Man spricht auch von einem 14. und 15. Buch der ,,Elemente' (der
V. Band von Heibergs Ausgabe); diese beiden Biicher stammen jedoch nicht von
Euklid. Das erste rithrt vielmehr von Hypsikles her, das zweite wird einem
Damaskios zugeschrieben.]
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Als wir im vergangenen Semester allgemein von der Irrationalzahl han-
delten, habe ich ja schon hierauf hingewiesen!). Das wesentliche Mo-
ment an diesen Entwicklungen ist die Definition der Gleichheit zweier Ver-

hiltnisse %, %; diese Definition muf ganz allgemein sein, also insbeson-
dere auch fiir den Fall gelten, daf3 % in unserem Sinne eine irrationale

Zahl ist, d. h. daB — wie Euklid sagt — die Strecken a, b ,,asymmetroi*’,
d. h. ohne gemeinsames MaB, oder — wie man spiter iibersetzte — ,,in-
kommensurabel’* sind. Euklid geht folgendermaBen vor: Er nimmt
irgend zwei ganze Zahlen m, # an und vergleicht die beiden Strecken m - a
und 7~ b einerseits, m - ¢ und » - d andererseits der GréBe nach; es wird
jeweils eine der drei Beziehungen:

ca=mn- =y .
maznb bzw. mcznd

bestehen. Gilt alsdann fiir jede Wahl von m und n stets beidemal dasselbe
Zeichen, so heift -ab— = % Dies entspricht tatsdchlich ganz dem berithm-

ten Schnittverfahren, durch welches Dedekind die irrationale Zahl einfiihrt.

Hieran schlieBt Euklid die Untersuchung, wie man mit sol-
chen Gleichungen zwischen Verhiltnissen rechnet, und entwickelt so
seine vielgenannte Proportionenlehre, d. i. eine geometrische Theorie
aller moglichen algebraischen Umformungen der Gleichungen vom Typus
»Z— = % Ubrigens heiBt bei Euklid die Proportion ,,Analogia’, und
zwar soll dies Wort besagen : der,,L ogos" zweier GroBenpaare ist derselbe.
Sie sehen, wie merkwiirdig weit das Wort heute seine Bedeutung geindert
hat. Und doch gibt es Stellen in der Mathematik, wo sich noch heute
seine urspriingliche Bedeutung erhalten hat; man spricht in der Trigono-
metrie von den Neperschen Analogien, eben weil das gewisse Proportio-
nen sind. Freilich kennen heute wohl nur die wenigsten die eigentliche
Bedeutung dieses Namens.

Die Proportionenlehre ist ein charakteristisches Beispiel dafiir, mit
welcher Zihigkeit sich die euklidische Tradition im geometrischen Unter-
richt erhilt. Noch heute wird diese Lehre nimlich in vielen, ja vielleicht
in den meisten Schulen als besonderes Kapitel der Geometrie behandelt, ob-
wohl siesachlich jain unserer modernen Arithmetik vollkommen enthalten
ist, und demgeméB im arithmetischen Unterricht sogar schon zweimal vor-
her, erst im Rechnen bei der Regeldetri und dann in den Anfingen des
Buchstabenrechnens, durchgenommen wird. Warum dann dieselbe Sache
noch zum dritten Male in besonders geheimnisvoller, geometrischer Auf-
machung erscheinen soll, ist wahrhaftig nicht einzusehen und muB gewil3
auch dem Schiiler vollkommen unverstindlich bleiben. Der einzige

1) Siehe Teil I, S. 351
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Grund ist eben, daB man immer noch an dem alten euklidischen
Lehrgang hingt, obwohl doch der verniinftige Zweck, den Euklid
mit der Proportionenlehre verband — einen Ersatz fiir die ihm
fehlende Arithmetik zu schaffen — fiir uns durchaus gegenstandslos
geworden ist.

Diese Kritik der heutigen Behandlung der Proportionenlehre soll sich
natiirlich nicht auf die wissenschaftliche Bedeutung des fiinften Buches
Euklids bezichen; die ist vielmehr besonders groB3, weil hier zum ersten
Male — modern zu reden — die Berechtigung des Rechnens mit irratio-
nalen Zahlen auf Grund scharfer Definitionen durchaus einwandfrei dar-
getan wird. Hier sieht man so recht, daB die Elemente keineswegs ein
Schulbuch waren und sind, wie das oft mifverstindlich angenommen
wurde; vielmehr setzen sie durchaus einen reiferen, rein wissenschaft-
lichen Betrachtungen zugénglichen Leser voraus.

Ich muB hier noch die Tradition erwdhnen, daB dieses fiinfte Buch
nicht von Euklid selbst geschrieben sei, sondern von Eudoxus von Knidos
(um 350 v. Chr.) herrithre. Uberhaupt hilt man die Elemente nicht
fiir ein einheitlich aus’ einem GuB geschriebenes Werk, sondern sie
sollen aus verschiedenen ilteren Bestandteilen zusammengeschweilt
worden sein.

Wie sich das auch verhalten mag, auf jeden Fall sind alle be-
stimmten Angaben iiber die Verfasser usw. mit der groBten Unsicherheit
behaftet, da an historischen Notizen, die von Euklid oder einem seiner
Zeitgenossen herriihren, durchaus kein Material vorliegt. Im vorliegen-
den Falle geht die Tradition auf den Euklidkommentator Proclus
Diadochus zuriick, der um 450 n. Chr., also mehr als 700 Jahre nach
Euklidlebte. Mag die Behauptung von Proclus aus manchen Griinden auch
eine gewisse innere Wahrscheinlichkeit besitzen, so wird man sie doch
als absolut sicheres Zeugnis ebensowenig gelten lassen, als wenn heute
jemand eine Theorie iiber die Autorschaft eines ums Jahr 1200 ver-
faBten Werkes aufstelite.

Gehen wir nun in der Inhaltsangabe der Elemente weiter, so ent-
hilt Buch 6 die Lehre von den dhnlichen Figuren, wobei jene Proportionen-
lehre das Haupthilfsmittel ist.

In den Biichern 7,8, 9 findet sich die Lehre von den ganzen Zahlen,
zum Teil in geometrischer Form. Dabei wird fiir die Proportionen
zwischen ganzen Zahlen, d. h. fiir das Rechnen mit rationalen Briichen
eine von den Entwicklungen des 5. Buches vollstindig unabhingige
Theorie gegeben. Obwohl die rationalen Briiche einfach eine spezielle
Art reeller Zahlen darstellen, wird in keiner Weise auf die friihere,
allgemeinere Theorie Bezug genommen. Man kann sich daher nur
schwer vorstellen, daB beide Darstellungen von demselben Autor
stammen. Ich méchte aus dem Inhalte dieser Biicher hier nur 2 Sachen
hervorheben, die noch heute in der Zahlentheorie stets benutzt werden:

Klein, Elementarmathematik II. 14
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Die eine ist der euklidische Algorithmus zur Aufsuchung des groBten
gemeinschaftlichen Teilers zweier ganzer Zahlen a und b, die bei Euklid
durch Strecken dargestellt werden. In moderner Sprache besteht er
darin, da8 man a durch b dividiert, dann b durch den Rest und so
nach dem Schema:

a =m- b +r,
b =m -7, +r,,

7y =My 7y + 7,

fortfihrt, bis notwendig nach endlich vielen Schritten die Division auf-
geht; der letzte Rest ist dann der gesuchte Teiler. Zweitens aber findet
sich bei Euklid bereits der bekannte einfache Nachweis der Existenz un-
endlich vieler Primzahlen, den ich schon in der vorigen Vorlesung?!) vor-
getragen habe.

Im Buch 10 weiterhin, das in seiner geometrischen Ausdrucksweise
wohl besonders schwerfillig und schwer verstdndlich ist, ist eine geo-
metrische Klassifikation der durch Quadratwurzeln darstellbaren Irrationali-
titen enthalten, wie sie spdter zu ihrer geometrischen Konstruktion ge-
braucht wird.

Jetzt erst folgen in Buch 11 die Anfinge der Stereometrie. Sie sehen,
Euklid ist kein ,,Fusionist‘. Er stellt vielmehr die Stereometrie soweit
entfernt von der Planimetrie, wie nur irgend mdoglich, wihrend wir im
Sinne der mehrfach erwihnten ,,Fusionsbestrebungen* es heute fiir
richtig halten, die Raumvorstellung als Ganzes so frith wie mdoglich zu
entwickeln und darum von vornherein den Schiiler an dreidimensionale
Figuren zu gewdhnen, statt ihm erst kiinstlich die Beschrinkung auf
die Ebene anzuerziehen.

Im Buch 12 treten nochmals allgemeine Betrachtungen tiber irrationale
Grofen auf, die zur Bestimmung des Volumens der Pyramide und anderer
Korper notwendig werden. Es handelt sich hier um eine verhiillte An-
wendung des Grenzbegriffes im sogenannten Exhaustionsbeweise, durch
den Proportionen zwischen irrationalen GréfBen streng bewiesen werden.
Zunichst wird dieses Verfahren iibrigens zu dem Beweis des plani-
metrischen Satzes benutzt, daB 2 Kreise sich wie die Quadrate ihrer
Radien verhalten, und an diesem Beispiele will ich auch mit einem Worte
den Grundgedanken der Methode auseinandersetzen: Jeder Kreis kann
durch ein- und umgeschriebene n-Ecke von immer wachsender Seitenzahl
immer besser angenihert, gewissermaBen ,,ausgeschépft werden, der-
art, daB sich ihr Inhalt von dem Kreisinhalt beliebig wenig unterscheidet ;
wiirde nun jene Proportion nicht stattfinden, so kénnte man leicht einen
Widerspruch gegen die Tatsache herleiten, daB jedes eingeschriebene

1) Siehe Teil I, S. 43f.
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Polygon kleiner, jedes umgeschriebene aber gréBer ist als der Kreis?)
(vgl. Abb. 125).

Das 13. Buch endlich bringt die Theorie der reguldren Korper und
gipfelt unter Benutzung des im zehnten angesammelten Materials in dem
Nachweise, daB man alle diese Korper, d. h. die Léangen ihrer Seiten,
mit Lineal und Zirkel konstruieren kann. Dieser Abschlufl entspricht
dem besonderen Interesse, welches die griechischen Philosophen von
jeher den reguliren Korpern entgegenbrachten.

Nach diesem allgemeinen Inhaltsiiberblick wollen wir uns, wie es
ja unser Vorsatz war, etwas niher mit den Kapiteln des Euklid be-
schiftigen, die von den Grundlagen der Geometrie handeln. Das ideale
Ziel, das Euklid vorschwebt, ist ganz offenbar die
ldickenlose, vein logische Ableitung aller geometri-
schen Sdtze aus vorher vollstindig aufzustellenden
Primissen; in der Aufrichtung (oder Ubermitte-
lung) dieses Ideals ruht ohne Zweifel der Kern
der historischen Bedeutung der Elemente. Kei-
neswegs aber hat Euklid dieses hohe Ziel wirk-
lich erreicht, denn gerade auch in den grund-
legenden geometrischen Betrachtungen ist die
moderne Wissenschaft zu wesentlich tieferer Er-
kenntnis gelangt und hat Unklarheiten bei ihm aufgedeckt. Trotz-
dem — so stark ist die Tradition! — hilt man auch heute vielfach,
besonders in England, Euklids Darstellung fiir das uniibertroffene Muster
einer Grundlegung der Geometrie. Man verwechselt die historische Be-
deutung des Werkes mit ihrer absoluten, bleibenden, und es ist nur
natiirlich, wenn ich solcher Uberschitzung der euklidischen Elemente
gegeniiber in der nachfolgenden Kritik besonders die negative Seite, die
Punkte, wo Euklids Darstellung unseren Anspriichen nicht mehr ge-
niigen kann, hervorhebe.

Eine besondere Schwierigkeit bei jeder solchen Kritik Euklids frei-
lich entsteht durch die Unsicherheit des Textes. Manches ist durch den
schon genannten Proclus beglaubigt und das ist noch die dlteste Quelle;
die iltesten Kodizes, die wir besitzen, stammen aus dem 9. Jahr-
hundert n. Chr., d. h. sie sind gar 1200 Jahre jiinger als Euklid! Dazu
weichen diese verschiedenen Kodizes auBerordentlich voneinander ab,
haufig gerade auch in den grundlegenden Stiicken, auf die es an-
kommt. Daneben lduft nun noch die Tradition lateinischer uhd arabi-
scher Ubersetzer und Kommentatoren, bei denen sich — entstanden aus
dem Bestreben, den Text zu kliren — immer wieder bedeutende Ab-
weichungen finden. Die Herstellung eines moglichst verlaBlichen Textes
der Elemente ist so ein duflerst kompliziertes philologisches Problem, auf

Abb. 123.

1) Uber die Beziehungen des Exhaustionsbeweises zur modernen Auffassung
des Grenzbegriffes vgl. Teil I, S. 2251.

14*
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das in der Tat auch ungeheuer viel Scharfsinn verwandt worden ist. Man
muB sich nur klar dariiber werden, da8 das, was durch solche philo-
logische Arbeit gewonnen werden kann, im besten Falle der wahrschein-
lichste Text ist, der aber wohl nicht der wahre Originaltext sein diirfte ; denn
es ist keineswegs notwendig, dafl das, was wir aus vielen verschiedenen
Aussagen als wahrscheinlichsten Hergang entnehmen, mit der Wirklich-
keit in allen Punkten iibereinstimmt. Auf der Hohe der heutigen philo-
logischen Wissenschaft steht nach allgemeiner Ansicht Heibergs Text,
und wir Nichtphilologen kénnen nichts Besseres tun, als ihn unsern Aus-
fithrungen zugrunde zu legen, wobei wir aber dem Gesagten zufolge nie
vergessen diirfen, daB er mit dem urspriinglichen Text durchaus nicht
identisch zu sein braucht. Finden sich also in dem genannten Text
Mingel und Widerspriiche, so wird man immer noch im Zweifel sein
miissen, ob man sie Euklid zur Last legen mul} oder ob sie sich erst
durch die Uberlieferung eingeschlichen haben.

Um nun zur Sache zu kommen, wollen wir zunichst zusehen, wie
sich in Buch 1 der Elemente die Grundlegung der Geometrie gestaltet.
Euklid stellt da an die Spitze 3 Gruppen von Sitzen, die er 8got (defini-
tiones), aiviuatra (posiulata), xowai Evvowar (communes animi concep-
tiones) nennt, was wir deutsch etwa als Erklirungen, Forderungen und
Grundsdtze wiedergeben konnen; fiir die letzte Gruppe gebraucht man
jedoch nach Proclus gewohnlich das Wort A xzome, dasindessen heutzutage
bekanntlich eine allgemeinere, die Postulate mitumfassende Bedeutung
angenommen hat.

Um zundchst den Inhalt der Erklirungen zu verstehen, wollen wir
uns erinnern, wie wir frither bei der Grundlegung der Geometrie be-
gannen. Wir sagten, gewisse Dinge, wie Punkte, Geraden, Ebenen kénnen
wir nicht definieren, sondern miissen sie als jedem Menschen geldufige
Grundbegriffe annehmen und nur die Eigenschaften, die wir von ihnen
benutzen wollen, scharf aussprechen ; alsdann konnten wir die Geometrie
bis hin zum Koordinatensystem #, ¥, z der analytischen Geometrie auf-
bauen. Erst hinterher bildeten wir uns den allgemeinen Kurvenbegriff,
indem wir #, y, z gleich stetigen Funktionen eines Parameters ¢ setzten.
Ich habe gelegentlich angedeutet, daB hier noch die wunderbarsten Aus-
artungen, wie Kurven, die eine Fliche vollstdndig iiberdecken u. dgl.,
mit inbegriffen sind.

Euklid hat nicht diese vorsichtige oder resignierende Auffassung. Er
beginnt mit der ,,Erkliarung‘‘ aller moglichen geometrischen Begriffe, wie
Punkt, Linie, Gerade, Fliche, Ebene, Winkel, Kreis usw. Die erste Er-
klirung lautet: Ein Punkt ist, dessen Teil nichts ist. Wir werden das aber
kaum als eigentliche Definition anerkennen kénnen, da ein Punkt doch
keineswegs durch diese Eigenschaft allein bestimmt ist. Weiter heiBt es
dann: die Linie ist Linge ohne Breite. Hier ist gar die Richtigkeit der
Aussage zweifelhaft, wenn man den soeben angedeuteten allgemeinen
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Kurvenbegriff anerkennt, von dem Euklid freilich noch nichts wuBte. An
dritter Stelle wird dann die Gerade als eine Linie erklirt, die gleichmdfig in
bezug auf thre Punkie liegt. Der Sinn dieser Aussage ist vollends dunkel
und man kann sich alles mégliche darunter denken. Es kénnte heilen,
daB die Gerade fiberall gleiche Richtung hat, dann miiBte die Richtung
als jedem Menschen geldufiger Grundbegriff anerkannt sein. Man kénnte
aber auch daran denken, daB eine Gerade, wenn man sie als starren Stab
realisiert denkt, bei gewissen Bewegungen des Raumes immer mit sich
selbst in Deckung bleibt, ndmlich bei den Drehungen um sie als Achse
und den Verschiebungen an ihr entlang. Bei dieser Auffassung der Er-
klarung Euklids wire freilich wieder der Begriff der Bewegung voraus-
gesetzt, und ob Euklid das tut, das ist eine sehr strittige Frage, auf die
wir noch genauer zuriickkommen werden. Jedenfalls ist es nicht ge-
lungen, fiir Euklids Definition der Geraden und ebenso auch fiir viele
seiner weiteren Erklirungen, auf die ich hier im einzelnen nicht mehr
eingehe, eine eindeutige Interpretation zu finden.

Wir kommen nun zu den Postulaten, deren sich in der Heibergschen
Ausgabe 5 angegeben finden. Sie verlangen, daB} es mdglich sein soll:
a) von einem Punkte nach einem anderen eine Gerade zu ziehen;

b) eine begrenzte Gerade unbegrenzt zu verldngern;

c) einen Kreis mit gegebenem Mittelpunkt zu beschreiben, der durch
einen gegebenen Punkt geht.

Das vierte stelle ich vorldufig zuriick und nenne sogleich das fiinfte,
das sog. Parallelenpostulat:

d) Wenn 2 Gerade mit einer dritten auf
derselben Seite innere Winkel bilden, deren
Summe kleiner als ein flacher Winkel ist,
so schneiden sie sich bei hinreichender Ver-
lingerung auf dieser Seite (vgl. Abb. 126).

Diese Postulate driicken die Ausféihr-
barkeit gewisser Konstruktionen oder die
Existenz gewisser geometrischer Gebilde aus, wie sie Euklid in seinen spéteren
Betrachtungen tatsichlich benutzt. Aber es gibt noch eine ganze Reihe
dhnlicher Existenzpostulate in der Geometrie, die aus den genannten
rein logisch nicht folgen und von denen Euklid doch ebenso Gebrauch
macht. Ich will nur als ein Beispiel den Satz hervorheben, da3 2 Kreise
sich schneiden, wenn jeder durch den Mittelpunkt
des anderen geht (vgl. Abb. 127), und kénnte noch
eine Reihe dhnlicher Sitze nennen. Wir werden
danach also das euklidische System der Postulate
fedenfalls als liickenhaft bezeichnen miissen.

Doch nun das vierte Postulat:

€) Alle rechten Winkel sind einander gleich. Abb. 127.

Abb. 126.
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Es ist viel dariiber gestritten worden, wie dieses Postulat zu verstehen
ist und wie es iiberhaupt an seine Stelle kommt; dabei spielt die groBe
Frage hinein, ob Euklid den Bewegungsbegriff benutzt oder nicht. Stellt
man den Begriff der Bewegung der Figuren als starrer Koérper konse-
quent an die Spitze, wie wir das bei unserem ersten Aufbau der Geometrie
taten, so ergibt sich (vgl. S. 182) dieses Postulat als notwendige logische
Folge, und es wire daher — wenn anders Euklid diese Auffassung hat —
hier durchaus unnétig. Nun ist aber in allen diesen grundlegenden Sitzen
Euklids von Bewegungen sonst nicht explizit die Rede, so dall manche
Erkldrer annehmen, dieses vierte Postulat solle geradezu zur Einfiihrung
der Bewegungsidee dienen — allerdings, wie man dann wohl zugeben
muB, in unvollkommener Form.

Demgegeniiber meinen wohl die meisten Euklidkommentatoren,
daB eine der wesentlichen Tendenzen Euklids gerade sei, gemif gewissen
philosophischen Erwdgungen (vgl. S. 188) den Bewegungsbegriff prin-
zipiell aus der Geometrie fernzuhalten. Alsdann miiB3te aber der abstrakte
Begriff der Kongruenz an der Spitze stehen — wie bei unserem zweiten
Aufbau —, und wiederum hitte dieses vierte Postulat als Grundlage fiir die
Lehre von der Kongruenz zu gelten. Dabei entsteht freilich die Frage,
warum nicht auch iiber die Kongruenz von Strecken analoge Angaben
gemacht werden. Was fiir wesentliche Schwierigkeiten aber sowohl der
einen als der anderen Auffassung in den weiteren Entwicklungen Euklids
erwachsen, das werden wir sogleich noch sehen.

Hier nur noch die Bemerkung, daf keine derbeiden Deutungenrechter-
klart,warum dieser Satz gerade unter den Postulaten (mit ihrer oben charak-
terisierten allgemeinen Tendenz) steht. Das hat Zeuthen zu einem inter-
essanten Erklarungsversuch veranlaBt, der freilich nicht ganz {iberzeugend
ist: das Postulat soll aussagen, daB die Verlingerung einer Strecke iiber
einen Punkt hinaus, die nach Postulat b) itberhaupt méglich ist, eindeutig
bestimmt ist. Niheres mégen Siein Zeuthens Geschichteder Mathematik im
Altertum und Mittelalter 1) nachlesen. Endlich bleibt natiirlich immer der
Ausweg, daBmanhiereine Verderbtheit des Textes annimmt, unddasistauch
von manchen Seiten geschehen und ja in der Tat auch nicht zu widerlegen.

Ich wende mich endlich zu den Grundsdiizen, deren es bei Heiberg
wiederum 5 gibt:

a) Was demselben Dritten gleich ist, ist untereinander gleich; wenn
a=0b,b=c,soista=c.

b) Gleiches um Gleiches vermehrt gibt Gleiches; wenn a =b, ¢ =d,
soistatc=b+4d.

c) Wenna=0b,c=d,soista—c=0>b—4d.

d) Einander Deckendes ist gleich.

e) Das Ganze ist gréfer als der Teil:

- a>a—b.
1) a.a. O. S. 1234,
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Vier der eben genannten Sétze sind logischer Natur, und sie sollen
an dieser Stelle offenbar aussagen, dal die durch sie zum Ausdruck ge-
brachten allgemeinen Relationen speziell auch fiir alle in Betracht
kommenden geometrischen GréBen (Strecken, Winkel, Flicheninhalte
usw.) gelten. Der vierte Satz bestimmt dann, daB in letzter Linie die
,Kongruenz'* oder das ,,zur Deckung bringen'* das fiir die Gleichheit
und Ungleichheit entscheidende Moment ist — wobei freilich wieder
die Unklarheit bleibt, ob die Bewegungsidee vorausgesetzt ist oder
nicht.

Was nun den Unterschied zwischen Grundsitzen und Postulaten an-
langt, so hat Simon die Formulierung gegeben, daB jene die einfachsten
Tatsachen der Logik, diese die der Rawmanschauung betreffen sollen.
Das wire sehr zutreffend und einleuchtend, wenn es nur gewi3 wire, da
die im Heibergschen Text gegebene Anordnung genau dem Original
entspriache. Aber tatsidchlich finden sich in den Kodizes ganz wesentliche
Abweichungen in der Anordnung und dem Inhalt der Postulate und
Axiome, die sich keineswegs jenem Schema fiigen; besonders wird z. B.
das Parallelenpostulat haufig als 11. Axiom aufgefiihrt.

Nunmehr wollen wir uns genauer den Anfang des euklidischen Lehr-
gebdudes der Geometrie, das auf diesen Erkldrungen, Postulaten und
Axiomen aufgefithrt wird, ansehen, nimlich die ersten 4 Paragraphen,
die auf die Axiome folgen. Dabei werden wir zugleich iiber Euklids Auf-
fassung der Grundlagen, insbesondere auch seine Stellung zum Be-
wegungsbegriff interessante Wahrnehmungen machen kénnen.

Die ersten 3 Paragraphen zielen auf die Losung der Aufgabe, eine
gegebene Strecke AB auf einer anderen Strecke CF von C aus abzutragen.
Das wird jeder Mensch praktisch natiirlich

. . g
durch direkte Ubertragung mittels eines
Zirkels oder eines Papierstreifens — d. h. ¢ 1F
durch Verschiebung eines starren Korpers Abb. 128,

in der Ebene — ausfithren. Anders Euklid
in seinen theoretischen Betrachtungen: Er hat ja in seinen Postulaten
eine Konstruktion, die diesem frei beweglichen Zirkel entspricht, nicht
vorausgesetzt, sondern sein Postulat c) (vgl. S. 213) gestattet nur, um
einen Punkt einen Kreis zu schlagen, wenn ein Punkt der Peripherie be-
reits gegeben ist. Nun will er lediglich die in den Postulaten gegebenen
Moglichkeiten verwenden und muB daher die anscheinend so einfache
Konstruktion in eine groBere Zahl komplizierterer,
allerdings héchst sinnreicher Schritte zergliedern:
1, Uber einer gegebemen Strecke AB ein gleich-
seitiges Dreieck zu errichten. Nach Postulat c) 1dBt
sich um A ein Kreis mit AB, um B einer mit B4
schlagen; daB diese Kreise einen Schnittpunkt C —¢ iz
haben, wird freilich, wie schon erwihnt, ohne weitere Abb. 129.

%
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Erérterung angenommen. Nun folgt ein streng formal logischer Beweis
unter Benutzung der Grundsitze dafiir,daB A BC tatsichlich gleichseitigist.
2. Von einem gegebenen Pumkte C aus eine Strecke abzutragen, die
einer gegebenen AB gleich ist (vgl. Abb. 130). Nach 1. errichte man iiber AC
ein gleichseitiges Dreieck ACD. Dann verldngere man DA iiber 4 hinaus
(Postulat b) und schlage um A4 mit AB einen Kreis (Postulat c) bis zum
Schnitt B’ mit DA4; (die Existenz dieses Schnittes freilich wird wieder
B nicht besonders hervorgehoben).
Weiter schlage man um D mit DB’
einen Kreis und schneide ihn mit
der Verlingerung von DC in E ; dann
ist CE = AB. Der Beweis, dessen
Verlauf man ja sofort iiberblickt,
wird zum Schlufl wieder genau aus-
gefiihrt.

3. Gegeben 2 Strecken AB, CF,
wobei CF > AB ist; auf CF eine
Strecke gleich AB von C aus abzu-
tragen. Nach 2. zeichne man irgend-
eine Strecke CE = AB von C aus und schlage um C einen Kreis mit
CE, der CF in G trifft; CG ist die gesuchte Strecke.

Damit ist die erwdhnte Aufgabe gelést. Euklid 148t nun als Nr. 4 den
ersten Kongruenzsatz folgen : Stimmen 2 Dreiecke ABC, A’ B’C’in 2 Seiten
(AB = A'B’, AC=A'C’) und dem eingeschlossenen Winkel (4 =A4") iiber-
ein, so stimmen sie in allen Stiicken iiberein. Bei dem Beweise dieses Satzes
begeht Euklid der vorigen Konstruktion gegeniiber jene merkwiirdige I7-
konsequenz, wegen deren ich diese ganzen Betrachtungen wiedergebe. Er
denkt sich das Dreieck A'B’C’ so auf ABC gelegt, daB die Seiten A’ B’,

Abb. 130.

e o A'C’ bzw. auf AB, AC und

der Winkel 4 auf den Winkel

A\ /<\ A’ fllt. Nun haben wir wohl
A g A g im vorhergehenden das Ab-
Abb. 131. tragen einer Strecke auf einer

anderen sehr genau gelernt,
aber von dem Abtragen eines Winkels war noch nicht die Rede,
und noch viel weniger war je etwas davon gesagt, was bei einem
solchen UbertragungsprozeB aus der dritten Seite B'C’ wird, ob diese
denn z. B. iiberhaupt eine Gerade bleibt. Anschaulich ist das ja ganz
klar, aber das ganze Ziel Euklids ist ja immer die logische Voll-
standigkeit der Deduktion. Trotzdem schlieBt er nun hier ohne irgend-
welche nihere Ausfithrungen, daB auch B’C’ beim geschilderten Aufein-
anderlegen in eine Gerade iibergehen muB, die dann freilich notwendig
mit BC zur Deckung kommt. Das heiBt aber nichts, als durchaus die
Existenz von Bewegungen, welche Gestalt und Abmessungen der geo-
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metrischen Figuren nicht dndern, voraussetzen — so wie wir das bei
unserem ersten Aufbau der Geometrie taten; dabei ist es dann allerdings
selbstverstindlich (vgl. S. 189), daB sich der erste Kongruenzsatz be-
weisen 14Bt.

So wiirde also dieser Beweis Euklids ganz dafiir sprechen, daB er
Anhinger der Bewegungsidee ist. Aber dann bleibt die Frage, warum in
den Grundlagen gar nicht die Rede davon ist, und vor allem wire als-
dann seine kunstvolle Losung der Aufgaben 2 und 3 durchaus zwecklos,
da sie sich bei Verwendung des Bewegungsbegriffes mit einem Worte er-
ledigen lassen. Betrachten wir aber andererseits die Nr. 4 als ein spiteres
Einschiebsel, so bleibt doch die Frage offen, wie sich Euklid zum ersten
Kongruenzsatz gestellt hat, und damit bleibt eine wesentliche Liicke in
seinen Entwicklungen ; denn ohne Bewegungsbegriff kann man diesen Satz
unmoglich beweisen, und man muB ihn, wie in unserem zweiten Aufbau
der Geometrie (S. 189), unter die Axiome aufnehmen. Wir kénnen jeden-
falls diese Erérterungen abschlieBend nur sagen, daf sich gerade in
den ersten Sitzen des ersten Buches der Elemente so viele innere Schwierig-
keiten erheben, dap von einem Erreichen des Ideales, so wie wir es vorhin
hinstellten, durchaus nicht die Rede sein kann.

Wesentlich schwerer aber als alle diese Liicken und Unklarheiten
wiegt etn anderer Einwand, den man gegen Euklids Darstellung der Grund-
lagen machen muf}, wenn man ihn an seinem eigenen Ideal mift und sich
dabei unsere heutigen Kenntnisse vorhilt. Euklid hat nimlich, um es
zunichst in der uns geldufigen analytischen Sprache zu sagen, bei seinen
geometrischen GroBen (Strecken, Winkel, Flichen usw.) niemals ein
Vorzeichen, sondern er behandelt sie simtlich stets als absolute GréBen;
er treibt gewissermaBen eine analytische Geometrie, in der die Koordi-
naten und sonstigen GréBen nur nach ihrem Absolutwerte eingehen. Die
Folge davon ist, daB er nicht zur Aufstellung all-
gemeingiiltiger Sitze gelangen kann, sondern stets
Fallunterscheidungen mitnehmen muB, je nachdem
im konkreten Falle die Stiicke in der Figur so
oder anders liegen. Um ein einfaches Beispiel zu Abb 132
nennen, so gilt in unserer modernen Formelsprache
der sogenannte erweiterte pythagoreische Lehrsatz (vgl. Abb. 132):

2 =a%+ b% — 2abcosy

P

allgemein fiir spitz- und stumpfwinklige Dreiecke, da wir cos y sinngemaf
als positive oder negative GroBe auffassen: Euklid aber kennt nur den
Absolutwert |cosy|, und er miiBte daher in beiden Fillen 2 verschiedene
Formeln:

®=a?+ b2 — 2ab|cosy| und c%=a®+ b2+ 2ab|cosy|

unterscheiden. Natiirlich werden diese Fallunterscheidungen um so
komplizierter und uniibersichtlicher, je weiter man geht.
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Man kann den Mangel, von dem hier die Rede ist, natiirlich auch
ganz rein geometrisch formulieren. Dem Unterschied der Vorzeichen in
der analytischen Darstellung entspricht in der reinen Geometrie ein
Unterschied in der Anordnung von dem Typus, ob ein Punkt C zwischen 4
und B oder auBerhalb der Strecke AB liegt. Man wird nun erst dann ein
vollstindiges logisches Gebdude der Geometrie auffithren kénnen, wenn
man die Grundtatsachen dieser Lagenbeziehung, die sogenannten ,,Axiome
des Zwischen'’, ausdriicklich formuliert, wie wir ja sowohl bei unserem
ersten als auch zweiten Aufbau der Geometrie betont haben. UnterlaBt
man dies aber, wie Euklid, so wird das Ideal der rein logischen Beherr-
schung der Geometrie nicht erreicht, und man muB immer wieder zur
Priifung der Lageverhiltnisse auf die Figur zuriickgreifen. Unser Einwand
gegen Euklid ist also, kurz gesagt, der, daP er keine Zwischenaxiome hat.

Nun ist tatsichlich die Einsicht, daB man bestimmte Voraussetzungen
iiber das ,,Zwischen’ formulieren miisse, mit anderen Worten, da3 man
die elementargeometrischen GréBen nach gewissen Verabredungen mit
Vorzeichen behaften miisse, verhiltnismiB8ig noch recht neuen Datums;
ich hatte ja am Anfang dieser Vorlesung (S. 17), als wir uns ausfiihrlich
damit beschiftigten, berichtet, daB wir die erste konsequente Durch-
fithrung der Vorzeichenregeln in Mébius’ ,,Baryzentrischem Kalkul* von
1827 finden. Weiter ist in diesem Zusammenhang eine Stelle aus einem
Briefe von GauB an W. Bolyai vom 6. Mdrz 1832 historisch interessant,
die freilich erst 1900 bei der Veréffentlichung in Bd. VIII der Werke?)
bekannt wurde und die lautet: ,,Bei einer vollstindigen Durchfithrung
miissen solche Worte wie ,,zwischen’‘ auch erst auf klare Begriffe ge-
bracht werden, was sehr gut angeht, was ich aber nirgends geleistet finde."

Die erste genauere geometrische Formulierung

/ dieser ,,Zwischenaxiome‘‘gab M. Pasch 1882 in seinen

,, Vorlesungen iiber neuere Geometrie'*?). Vor allem tritt
hier zum ersten Male der iibrigens frither bei unserem
ersten Aufbau der Geometrie (S. 178) ausdriicklich
genannte und benutzte charakteristische Satz auf:
Abb. 133. Trifft eine Gerade eine Seite eines Dreiecks, so trifft

sie gewif auch eine der beiden anderen (vgl. Abb. 133).

Man darf die Bedeutung dieser Zwischenaxiome nicht unterschitzen;
sie sind ebenso wichtig wie alle anderen Axiome, wenn man die Geo-
metrie wirklich als logische Wissenschaft aufbauen will, die zur Ab-
wicklung ihrer Schliisse nach Aufstellung der Axiome nicht mehr not-
wendig der Bezugnahme auf Anschauung und Figuren bedarf (so an-
regend und fiir die Forschung férderlich diese Bezugnahme selbstverstind-
lich auch stets bleiben wird). Euklid, der diese Axiome nicht hat, muf3
immer noch mit Fallunterscheidungen an der Hand der Figuren operieren,
und da er andererseits auf das richtige geometrische Zeichnen so wenig

1) S.222. %) Leipzig 1882. [2. Aufl. 1912.]
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Gewicht legt, so liegt die Gefahr nahe, daf3 ein Schiiler des Euklid an der
Hand falsch gezeichneter Figuren auch einmal zu falschen Sitzen kommt.
So entstehen die zahlreichen sogenannten geometrischen Sophismen, das
sind sonst formell korrekte Beweise fiir falsche Sitze, die nur auf schlecht
gezeichneten, d. h. gegen die Zwischenaxiome verstoBenden Figuren be-
ruhen. Ich teile gern ein Beispiel mit, das gewiBl manchem von Ihnen
bekannt ist, den Bewets, daf jedes Dreteck
gleichschenklig ist.

Man zieht da zunichst die Hal-
bierende des Winkels 4 und die Senk-
rechte im Mittelpunkt D der Seite BC.
Wiren beide parallel, so stiinde die g« 0 ¢
Winkelhalbierende auf BC senkrecht, Abb. 134.
und das Dreieck wire bekanntlich
gleichschenklig, wie sofort zu zeigen. Wir kénnen also annehmen, daB3
jene beiden Geraden sich schneiden, und wir unterscheiden 2 Fille, je
nachdem der Schnitt O innerhalb oder auBerhalb des Dreiecks liegt; in
jedem Falle ziehen wir OFE und O F senkrecht auf AC und 4B und ver-
binden O mit B und C.

Im ersten Falle (vgl. Abb. 134) sind die horizontal schraffierten
Dreiecke A OF und A O kongruent, da siein der Seite 4O, den Winkeln
bei A und den rechten Winkeln iibereinstimmen; also ist:

AF = AE.

Ebenso sind die vertikal schraffierten Dreiecke OC D, O BD kongruent,
da in ihnen die Seiten O D und DC = DB sowie die rechten Winkel iiber-
einstimmen. Alsoist OC = O B, und hieraus schlieBen wir weiter, da nach
der ersten Kongruenz auch OF = OF ist, auf die
Kongruenz der nicht schraffierten Dreiecke OCE
und OBF, daher ist:
FB=EC,

und die Addition zur vorhin gewonnenen Glei-
chung ergibt tatsichlich AC = AB.

Liegt O zweitens auBerhalb (vgl. Abb. 135), so
schlieBen wir genau ebenso auf die Kongruenz der
3 Paare entsprechender Dreiecke und finden insbe-

sondere: AF = AE, FB =EC.

Durch Subtraktion folgt hieraus, wie die Figur zeigt, wieder AB = AC,
d. h. die Gleichschenkligkeit wire in jedem Falle erwiesen.

Was an diesem Beweise falsch ist, ist tatsichlich nur die Figur.
Einmal kann nimlich O niemals innerhalb des Dreiecks liegen, und dann
kann nie die im zweiten Falle gezeichnete Lage statthaben, sondern es
muB stets esner der beiden LotfufBpunkie E, F innerhalb, der andere aufer-

A

Abb. 135.
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halb der ihn tragenden Dreieckseite liegen, wie das in Abb. 136 ge-
zeichnet ist. Tatsdchlich ist also etwa:

AB = AF — BF,
AC = AE + CE = AF + BF,

und wir diirfen keineswegs auf Gleichheit schlieBen.

Damit ist das Sophisma vollstindig aufgeklirt, und in ganz dhn-
licher Weise erledigen sich die vielen sonst bekannten Scheinbeweise;
stets werden ungenaue Figuren mit verkehrter Anordnung der Punkte
und Geraden der Argumentation zugrunde gelegt.

Habe ich so wesentliche Midngel an Euklids Darstellung kritisiert,
so will ich andererseits auch eine ihrer gréBten Feinheiten hervor-

4 heben, iiber die freilich jene frither gekennzeich-

neten begeisterten Anhinger Euklids meist eben-

so hinweggleiten wie iiber die Fehler. Ich be-

richtete bereits, daB im fiinften Buch das Ver-

hélinis (Logos) irgend zweier geometrischen Gré8en

a, b betrachtet wird, welches das Aquivalent des

¢ allgemeinen Zahlbegriffes gibt. Nun setzt aber

Euklid hierbei ausdriicklich fest, daB er von einem

Abb"136 Verhiltnis zweier gleichartiger geometrischer

T GroBen a, b mur unter einer gewissen Bedingung

sprechen will: wenn nimlich zwer ganze Zahlen m und n derart sich be-

stimmen lassen, daf ma > b und a < nb wird; seine Worte sind: ,,En

Verhdlinis haben Grifen, die vervielfiltigt einander tibertreffen komnen.'

Diese Forderung nennt man heutzutage archimedisches Axiom, ein

Name, der freilich durchaus unhistorisch ist, da eben Euklid $ange

vor Archimedes und wahrscheinlich sogar noch frither Eudoxus dieses

Axiom besaB. Heute findet auch die Bezeichnung ,,Axiom des Eudoxus**
immer weitere Verbreitung.

Dieses archimedische Axiom spielt als eines der wichtigsten Stetig-
keitspostulate in den modernen Untersuchungen iiber die Grundlagen
der Geometrie wie der Arithmetik eine groBe Rolle, und demgemiB
haben wir es auch in unseren eigenen Entwicklungen bereits wieder-
holt berithrt. Insbesondere stimmt — wie Sie sofort erkennen — bei
unserem ersten Aufbau der Geometrie das Postulat, daB die durch Itera-
tion einer Translation aus A entstehenden Punkte jeden Punkt einer
Halbgeraden einschlieBen (S. 175), sachlich durchaus mit dem archi-
medischen Axiom iiberein. Wir haben aber auch schon im ersten Teil des
vorliegenden Werkes!) ausfithrlich von diesem Axiom gesprochen. Da
nannten wir eine GroBe 4, die nach Multiplikation mit jeder endlichen
Zahl # immer noch kleiner als b blieb, aktual unendlich klein in bezug auf b
oder umgekehrt b aktual unendlich grop in bezug auf a. Was Euklid durch

1) Vgl. Teil I, S. 235.

AL
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seine Forderung ausschlieBt, sind also Systeme geometrischer GréBen, die
aktual unendlich kleine oder groBe Elemente enthalten, und in der Tat
ist es notwendig, solche Systeme auszuschlieBen, wenn man die Lehre
von den Proportionen, die ja schlieBlich, wie oft betont, nichts als eine
andere Form der modernen Theorie der Irrationalzahlen ist, begriinden
will. Euklid (oder wohl schon Eudoxus) macht also hier — das ist das
Bewunderungswerte — im Grunde nichts anderes, als was man in den
modernen Untersuchungen des Zahlbegriffes tut, und er macht es sogar
mit genau denselben Hilfsmitteln.

Wir werden die Tragweite des hier in Rede stehenden Axioms am
besten erkennen, wenn wir uns ein ganz konkretes, thm wicht gentigendes
System geometrischer Gréfen einmal vor Augen fithren, das besonders auch
darum interessant ist, weil es bereits im Altertum und Mittelalter wohl

Abb. 137. Abb. 138.

bekannt und vielfach umstritten war. Ich meine hier die sogenannten horn-
formigen Winkel, das sind Winkel zwischen Kurven in einer gewissen all-
gemeinen Auffassung. Wenn wir heute von Winkeln reden, so denken wir
stets an Winkel zwischen geraden Linien, und insbesondere verstehen wir
unter dem Winkel zweier Kurven nichts als den Winkel ihrer Tangenten
(Abb. 137) ; der Winkel einer Kurve, z. B. eines Kreises mit seiner eigenen
Tangente, ist dann stets Null. Solcherweise bilden alle Winkel bekannt-
lich ein gewéhnliches ,,archimedisches* GréBensystem, auf das man die
euklidische Verhiltnislehre anwenden kann, das also mit anderen Worten
durch die einfache Reihe der reellen Zahlen gemessen wird.

Im Gegensatz dazu versteht man (vgl. Abb. 138) unter dem horn-
formigen Winkel zweier Kurven das von den Kurven selbst in der Nihe
ihres Schnittes (oder Berithrungspunktes) eingeschlossene Flichenstiick,
und wir wollen nun sehen, wie diese Definition zu einem wnichtarchi-
medischen, d. h. jenem Axiom nichi genvigenden Grofenbegriff AnlaB gibt.
Wir wollen uns dabei auf Winkel beschrinken, deren einer Schenkel eine
feste Gerade (die x-Achse) ist, und deren Scheitel im Nullpunkt O liegt; der
andere Schenkel ist ein Kreis (oder unter Umstidnden auch eine Gerade),
der in O die x-Achse schneidet oder berithrt (Abb. 139). Man wird dann
ganz naturgemif denjenigen von 2 hornférmigen Winkeln den kleineren
nennen, dessen freier Schenkel beim Zuschreiten auf O schlieflich unterhalb
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des Schenkels des anderen bletbt, d. h. der dabei schlieBlich das schmilere
Flichenstiick begrenzt. Danach wird z. B. der Winkel eines bersihrenden
Kreises stets kleiner sein als der eines schnetdenden Kreises oder einer
Geraden, und von 2 beriithrenden Kreisen wird der mit gréBerem Radius
den klesmeren Winkel bilden, da er unterhalb des anderen verliuft.
Es ist klar, daB solcherweise fiir je 2 unserer hornférmigen Winkel
bestimmt ist, welcher von ihnen der kleinere und welcher der
groBere ist, die Gesamtheit der hornférmigen Winkel ist, wie man heute
in der Mengenlehre sagt, nach ihrer
GroBe ,,einfach geordnet’* — genau
wie es auch ja die Gesamtheit der ge-
wohnlichen reellen Zahlen ist.

Um nun aber den charakteristi-
schen Unterschied zwischen diesen
beiden Mengen zu erkennen, miissen

Abb. 139. wir Genaueres iiber die Messung

der hornformigen Winkel festsetzen.

Das erste ist, daBB wir den Winkel einer Geraden durch O im gewdhn-
lichen Winkelmafe messen; dann ist jeder Winkel a eines die x-Achse
berithrenden Kreises nach der Definition kleiner als jeder noch so
kleine, von Null verschiedene geradlinige Winkel, und das bereits kann
im gewohnlichen Zahlenkontinuum fiir ein von Null verschiedenes a
nicht vorkommen und charakterisiert a als ,,aktual unendlich klein.”

Um das im Zusammenhange mit dem archimedischen Axiom zu
verfolgen, miissen wir zunédchst noch auch fiir diese krummlinigen Winkel
die Multiplikation mit einer ganzen Zahl definieren. Betrachten wir zu-
nichst einen in O berithrenden Kreis vom Radius R, so liegt es nahe,

. p dem berithrenden Kreise mit dem
3 Radius 5 den n-fachen Winkel zuzu-
° z 2a X n
schreiben; tatsichlich fiigt sich dasder
obigen Definitioninsofern ein, als nach
(4 ihr die Winkel der berithrenden Kreise
mit den Radien R, 5, E, ... immer
Abb. 140. 2’3

gréBer werden. Es entstehen so durch
Multiplikation mit einer ganzen Zahl aus dem Winkel 4 eines berithrenden
Kreises stets wieder Winkel bersihrender Kreise, und alle Vielfachen # a blei-
ben unserer Definition zufolge notwendig kleiner als etwa derWinkel b einer
festen schneidenden Geraden — wie groB man auch » nimmt (vgl. Abb.140).
Alsoist das archimedische Axiom tatsichlich nicht befriedigt. die Winkel der
beriihrenden Kreise sind demgemiB als aktual unendlich klein gegeniiber
dem Winkel einer schneidenden Geraden aufzufassen. Was die all-
gemeine Addition zweier solcher Winkel anlangt, so wird man sie gemaB
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der gegebenen Definition der Multiplikation mit ganzen Zahlen so voll-
ziehen, daBl man die reziproken Werte der Radien addiert, die iiberhaupt
als MafBzahlen der aktual unendlich kleinen Winkel dienen werden.
Haben wir nun einen beliebigen Kreis durch O (vgl. Abb. 141) ; so kénnen
wir seinen Winkel als Summe des Winkels seiner Tangente gegen die
x-Achse (im gewdhnlichen Sinne gemessen) und seines eigenen aktual un-
endlich kleinen Winkels gegen die Tangente im soeben definierten Sinne
auffassen, man kann dann Addition und Multiplikation auf die einzelnen
Summanden werfen und hat so das Operieren mit hornférmigen Winkeln
vollstindig begriindet. In diesem Ge-
biete gilt aber das archimedische Axiom
nicht; und man kann es daher nicht
mit ,,Logoi* oder gewdshnlichen reellen ////////
Zahlen behandeln. Vermutlich war das . > X
Euklid bzw. Eudoxus wohlbekannt, und
er schloB vollig bewuBt solche GréBen-
systeme durch sein Axiom aus.

Mit modernen Hilfsmitteln kann man das Gebiet dieser horn-
férmigen Winkel wesentlich ausdehnen, wobei sich die Definitionen noch
erweitern und zugleich vereinfachen, wenn man niamlich alle analytischen
Kurven durch O in Betracht zieht. Jede solche Kurve wird durch eine
Potenzreihe dargestellt:

Y1 =01% + f12%2 +p1 8 o, Yo =% + fox® +pa P f--e
Wir werden nun sagen, daB der Winkel der Kurve 1 gegen die x-AchsegroBer
oder kleiner ist als der von 2, je nachdem &; > &, oder &, < &,; ist aber
&, = &y, solassen wir in erster Linie §; = f,, wenn aber auch f#; = ;, so
Y12 7, entscheiden usw. Esist klar, daBwir so die Winkel aller analytischen
Kurven in eine bestimmie einfach geordnete Reihe gebracht haben, in der
offenbar auch die Kreise in der oben definierten Anordnung enthalten sind.

Nun wird man einfach als das n-fache des Winkels der Kurve 1
gegen die x-Achse den Winkel der durch die mit » multiplizierte
Reihenentwicklung #-y, =na&,x +nf, 2%+ ... gegebenen Kurve be-
zeichnen koénnen; vorhin muBten wir eine kompliziertere Operation an-
wenden, um nicht aus dem Gebiet der Kreise herauszukommen, nimlich
den berithrenden Kreis mit dem Radius R, dessen Reihenentwicklung:

x? x4
y=orTem b

Abb. 141.

ist, durch denjenigen mit dem Radius E:
n

x2

e s P
Y="3R 8R®

ersetzen, was nur im ersten Glied der Reihenentwicklung wirklich Multi-
plikation mit » darstellt. Aber auch nach der neuen einfacheren Definition
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haben wir wiederum ein nichtarchimedisches GroBensystem: Eine
Kurve, deren Entwicklung erst mit«? beginnt (%, = 0), wird nach Multi-
plikation mit noch so groBem # stets einen kleineren Winkel bilden als
eine mit nicht verschwindendem «,. Wir haben hier im Grunde nur das
in etwas anschaulicherer Form wiederholt, was wir schon in Band 1)
gemacht hatten. In der Potenzentwicklung:

y=ox+px*+yx® ...

spielen bei dieser Deutung die sukzessiven Potenzen x, x2, %3, . . . einfach
die Rolle aktual unendlich kleiner GréBen von verschiedener, immer an-
steigender Ordnung.

Es ist nun interessant, daB man die Folge der hornférmigen Winkel
noch weiterhin verdichten kann, indem man gewisse nichtanalytische
Kurven hinzunimmt; nur diirfen sie, um eine GréBenvergleichung zu
gestatten, nicht unendlich oft oszillieren oder, genauer gesagt, keine ana-
lytische Kurve unendlich oft schneiden. Es mag geniigen, wenn ich hier

1
als einziges Beispiel die Kurve y = ¢ 2* hervorhebe; sie hat bekanntlich

die Eigenschaft, daB alle ihre Differentialquotienten bei x = 0 verschwin-
den (so daB sie daselbst {iberhaupt in keine Potenzreihe entwickelbar ist),
und daher verlduft sieschlieBlich unserhalbjeder analytischen Kurve. Trotz-
dem wir also vorhin schon eine iiberaus dichte Folge hornfsrmiger Winkel
hatten, haben wir einen neuen hornformigen Winkel, der mitsamt seinen
endlichen Vielfachen Rleiner ist als jeder Winkel einer analytischen Kurve!

Wir wollen damit diese Betrachtungen und iiberhaupt unser Stu-
dium des Euklid abschlieBen; ich fasse nur noch zum SchluB das Urtesl
siber Euklids Elemente, das wir in allen diesen Erorterungen gewonnen
haben, in einige Sitze zusammen:

1. Die grofe historische Bedeutung von Euklids Elementen besteht
darin, daB durch sie das Ideal einer liickenlos logischen Behandlung der
Geometrie den kommenden Zeiten iiberliefert wurde.

2. Was die Ausfihrung angeht, so ist vieles sehr fein gemacht, vieles
andere aber bleibt prinzipiell durchaus hinter unserem heutigen Standpunkie
z2uriick.

3. Zahlreiche Einzelheiten wichtiger Art, namentlich am Anfange
des ersten Buches, bleiben wegen Unsicherheiten des Textes zweifelhaft.

4. Die ganze Entwicklung erscheint hiufig unnotig schwerfallig, da
Euklid ketne fertige Arithmetik zur Hand hat.

5. Uberhaupt erschwert die einseitige Betonung des Logischen das
Verstindnis des Gesamtinhaltes und seines inneren Zusammenhanges.

Unsere eigene Stellungnahme zur Grundlegung der Geome-
irie will ich weiterhin noch charakterisieren, indem ich zwei

1) Teil I, S. 235f., wo jene GréBen verschiedener Ordnung 7, {, ... heiBen.
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Auffassungen, die bereits an verschiedenen Stellen zur Geltung kamen,
hier noch einmal zusammenstelle.

Die eine kniipft an die Tatsache an, daB wir auf ginzlich
verschiedenen Wegen die Geometrie aufbauen konnten. Zwei davon
haben wir ausfithrlicher betrachtet. Der eine Aufbau stellte den Begriff
der Bewegungsgruppe und speziell der Translationsgruppe voran, der
andere begann mit den Kongruenzaxiomen und schob den Parallelismus
an sehr viel spitere Stelle. Diese Gegeniiberstellung 148t die Freiheit, die
wir in der axiomatischen Fundamentierung der Geometrie haben, so
recht hervortreten. Und eben darauf sei hier nochmals ganz besonders der
Ton gelegt angesichts unduldsamer AuBerungen, denen man in dieser
Frage vielfach begegnet und die darauf abzielen, den einen oder anderen
dem Geschmack des Autors besonders zusagenden Grundbegriff als den
absolut einfachsten und allein zur Fundierung der Geometrie verwend-
baren in Anspruch zu nehmen. Tatséchlich ist doch die Quelle aller geo-
metrischen Grundbegriffe und Axiome die naive geometrische Anschau-
ung. Aus ihr schopfen wir die Daten, die wir in geeigneter Idealisierung
der logischen Behandlung zugrunde legen. Welche Auswahl aber dabei
zu treffen ist, dariiber kann es eine absolufe Entscheidung nicht geben,
und die hier Platz greifende Freiheit findet nur eine Schranke in der einen
Forderung, daB das System der Axiome seinen Zweck auch wirklich er-
fullt, d. h. daB es den Aufbau der Geometrie liickenlos gewéhrleistet.

Eine weitere Anmerkung betrifft unsere Stellungnahme zur ana-
lytischen Geometrie und unsere Kritik an gewissen Traditionen von
Euklid her, die dem Stande der mathematischen Wissenschaft 1angst nicht
mehr angepaBt sind und die darum auch der Schulunterricht endlich
aufgeben sollte. Bei Euklid ist die Geometrie vermége ihrer Axiome die
strenge Grundlage der allgemeinen Arithmetik, die auch das Irrationale
umfaBt. In dieser Hérigkeitsstellung zur Geometrie ist die Arithmetik
bis ins 19. Jahrhundert verblieben, aber seitdem ist eine véllige Wandlung
eingetreten. Heute hat gerade die Arithmetik als eigentliche Grund-
disziplin die Vorherrschaft erlangt. Und das ist ein Faktum, dem bei dem
Aufbau der wissenschaftlichen Geometrie Rechnung getragen werden
sollte, d. h. die Geometrie sollte an die Ergebnisse der Arithmetik an-
kniipfen. In diesem Sinne will die Stellung zur analytischen Geometrie
gewiirdigt sein, die wir bei unserer Grundlegung annehmen, wie wir uns
denn iiberhaupt grundsitzlich der Hilfsmittel der Analysis bei der Be-
handlung der Geometrie bedient haben.

Wir wollen damit die Erorterungen iiber die Theorien der reinen
Geometrie beenden, die Ihnen hoffentlich den erwiinschten Uberblick
iiber dies ganze Gebiet verschafft haben, soweit es zu den Bediirfnissen
der Schule nur irgend Bezug hat. Und nun wollen wir zum SchluB,
wie ich es ja schon ankiindigte, im Zusammenhange noch ein wenig von
dem geometrischen Unterricht handeln.

Klein, Elemen armathematik II. 15



SchluBkapitel.

Einiges tiber den Unterricht in der
Geometrie.

Hierbei wird die Darstellung naturgemiB einen wesentlich Aisto-
rischen Charakier erhalten, viel mehr noch als bei den entsprechenden
Erérterungen im ersten Bande; denn die Geometrie kann ent-
sprechend ihrem ehrwiirdigen Alter als Wissenschaft auch auf eine so
alte Tradition als Unterrichtsfach zuriickblicken, wie keine der friither
besprochenen Disziplinen. Ist diese Tradition nach der einen Seite hin
ein Vorzug, so birgt sie doch in anderer Hinsicht schwere Gefahren.
In der Tat krankt der geometrische Unierricht heute geradezu an der Last
der Uberlieferung, denn in ihn haben sich viele nicht mehr lebens-
fihige Bestandteile jetzt so fest eingenistet, daB sie schwer zu be-
seitigen sind und sogar das Herankommen neuer gesunder Gebiete auf
jede Weise erschweren.

Wollen wir die heutige Gestaltung!) des geometrischen Unterrichts
verstehen, so miissen wir auf die Zeit des Wiedererwachens wissen-
schaftlicher Betitigung, die Renaissance, im weitesten Sinne gefaBt
(von 1200 an), zuriickgehen. Damals war es selbstverstindlich, daB
man an die Alten ankniipfte und besonders die Elemente des Euklid als
Einleitung in die Geometrie studierte. Dazu nahm man noch die son-
stigen Bestandteile der Geometrie der Alten, die man besaB, also in erster
Linie die Berechnung von 7@ durch Archimedes, die Kegelschnittlehre des
Apollonius, endlich das Interesse an den Konstruktionen mat Zirkel
und Lineal, das auf die Platonische Schule zuriickgeht. Dieser geo-
metrische Stoff ist natiirlich duBerst eimsestig gewdhlt; nicht nur die
Pflege der Anwendungen, sondern auch die Ausbildung der Raum-
anschauung ist ganz zuriickgedringt und ausschlieBlich die abstrakt
logische Seite geometrischer Deduktion beriicksichtigt. Nun ist aber das
Merkwiirdige, daB nicht nur der Forscher, der Gelehrte so Geometrie
trieb, sondern daB sich die Ansicht bildete, Euklids Elemente seien ein
fir den ersten Unterricht geeignetes Schulbuch! Mag diese Verwechs-

1) Erganzungen zu der folgenden bereits 1908 geschriebenen Darstellung
bringt der Zusatz 2 am Ende des vorliegenden Buches.
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lung damals auch nahe gelegen haben, da man nichts anderes als den
Euklid hatte, Euklids eigner Meinung entspricht sie sicher nicht, denn
die Elemente sind — das kann man nicht oft genug betonen — aus
Universititsvorlesungen hervorgegangen und sind nichts weniger als
ein Lehrbuch fiir zehnjihrige Knaben. Und doch hat dieses MiBverstind-
nis bis zur heutigen Zeit wesentlich nachgewirkt, wie wir noch viel-
fach sehen werden.

Fragen wir uns zunichst einmal, was fir Anforderungen heute an
einen gesunden geometrischen Schulunterricht zu stellen sind. Jeder-
mann gibt gewil zu, daB da

1. die psychologischen Gesichtspunkie wesentlich maBgebend sein
miissen. Der Unterricht kann nicht nur vom Stoff abhingen, sondern
es kommt vor allem auch auf das Subjekt an, das man zu unterrichten
hat; man wird ein und dieselbe Sache einem sechsjdhrigen Knaben
anders darstellen als einem zehnjihrigen, und diesem wiederum anders
als einem gereiften Manne. Insbesondere auf die Geometrie angewandt,
heiBt das: man wird auf der Schule stets zuerst an die lebhafte konkrete
Anschawung ankniipfen misssen und erst allmihlich logische Elemente
in den Vordergrund bringen kénnen; iiberhaupt wird sich die genetische
Methode allein als berechtigt erweisen, die den Schiiler langsam in die
Dinge hineinwachsen 1i8t.

2. Was die Auswahl des Stoffes anlangt, so werden wir aus dem Ge-
samtgebiet der reinen und angewandten Geometrie solche Stiicke heraus-
zunehmen suchen, die dem Zweck der Geometrie im Rahmen des ge-
samten Unterrichts zu entsprechen scheinen, ohne uns dabei von histo-
rischen Zufilligkeiten beeinflussen zu lassen. Es ist nicht unnétig, all-
gemeine Forderungen dieser Art immer wieder aufzustellen; denn wenn
sie auch jeder theoretisch zuzugeben geneigt ist, werden sie doch oft
genug in der Praxis nicht befolgt.

3. Hinsichtlich des allgemeinen Unierrichiszweckes kann ich hier
auf die feineren Nuancierungen zwischen den einzelnen Schularten
nicht eingehen. Es geniige zu betonen, dafl er auBerordentlich von der
jeweiligen Kulturrichtung der Zeitepoche abhingt; und wir reden gewill
keinem flachen Utilitarismus das Wort, wenn wir als Zweck der modernen
Schule bezeichnen, weite Kreise moralisch und geistig tiichtig zu machen
zur Mitwirkung an der tm wesentlichen auf praktische Betitigung ge-
vichieten heutigen Kulturarbeit. Daher erweist sich speziell fiir den
mathematischen Unterricht eine immer stirkere Beriicksichtigung der
Naturwissenschaften und der Technik als notig.

4. Eine bestimmie Stoffauswahl kann ich natiirlich nicht bieten;
nur der praktische Schulmann kann sie treffen, der selbst reiche Er-
fahrung im Unterrichten hat. Die gegenwirtige Vorlesung soll, wie ich
schon oft betonte, einer solchen Auswahl insofern vorarbeiten, als sie
Ihnen in Gestalt eines Uberblickes diber die gesamie reine Geometrie auch

15*
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von dieser Seite her das Material an die Hand gibt, das Sie spiter zu
einem eigenen sachverstindigen Urteil iiber diese Frage befihigt.

5. Nur einen niitzlichen methodischen Gesichtspunkt méchte
ich hier noch hervorheben, nimlich die schon &fters erwdhnte Tendenz
der Fusion des planimetrischen und stereometrischen Unierrichls, die eine
einseitige Ausbildung in der Planimetrie unter Vernachlissigung der
dreidimensionalen Raumanschauung verhindern will. Und im selben
Sinne ist auch weiterhin eine Fusion der Arithmetik und Geometrie zu
verlangen: Ich meine nicht, daB diese Gebiete vollig verschmolzen
werden sollen, aber sie sollten doch nicht so scharf getrennt werden,
wie das heute an der Schule wohl vielfach geschieht. Der ganze Gang
dieser und der vorigen Vorlesung zeigt ja, wie ich das aufgefalt wissen
mochte.

Messen Sie nun an diesen Gedanken und Forderungen die wirk-
liche Schulpraxis, so wird sie vielfach durchaus nicht befriedigen kénnen.
Freilich ist es schwer, ein allgemeines Urteil abzugeben, da selbst inner-
halb eines und desselben Landes von Anstalt zu Anstalt, ja fast von
Lehrer zu Lehrer nicht ein und dieselbe Praxis herrscht; aber ich denke
doch, daB ich einige wenige im groBen Durchschnitt richtige Zige
festhalten kann, wenn sich auch jeder einzelnen Ausstellung gegeniiber
gewiB} zahlreiche Fille aufweisen lassen, wo sie durchaus nicht zutrifft.

1. Vor allem glaube ich, daB die Fusion der verschiedenen Gebiete
heutzutage im Unterricht zu wenig durchgefiihrt ist; ich will das durch
einige Einzelheiten belegen, die Sie vielleicht selbst noch in lebendiger
Erinnerung haben:

a) Das Projizieren und Zeichnen riumlicher Figuren, das gewill
etwas duBerst Wichtiges ist, kommt im heutigen geometrischen Unter-
richt nicht recht zur Geltung. Es wird wohl duBerlich dem Lehrgang
angeheftet, aber nicht innerlich mit ihm verschmolzen. Damit hingt
zusammen, daB das, was man ,,Geist der neueren Geometrie'* nennt, im
Unterricht nicht die gebithrende Stellung einnimmt, ich meine die Idee
der Beweglichkeit einer feden Figur, durch die jedesmal iiber den speziellen
Fall hinaus der allgemeine Charakter der geometrischen Gebilde erfalbar
wird. Wohl hat man einzelne Kapitel der ,,neueren Geometrie", wie die
Lehre von den harmonischen Punkten und den Transversalen, in den
Lehrgang aufgenommen, aber das, was ihre eigentliche Methode hier
mit einem Blick zu fassen gestattet, stellt man gewdhnlich in der starren
euklidischen Manier, in zahlreiche Fallunterscheidungen zerlegt, dar.

b) Die Geometrie und Arithmetik hilt man auf der Schule gewshn-
lich unnatiirlich getrennt voneinander; ein lehrreiches Beispiel ist die
oben (S. 208) schon erwihnte Behandlung der Proportionen, die man
zuerst arithmetisch und dann — hiufig gar noch ohne Bezugnahme
auf den vorangegangenen Lehrgang — in geometrischer Form durch-
nimmt.
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c) Die analytische Geometrie mit dem Grundsatz, daB eine Funktion
y = f(x) eine Kurve darstellt, ist gewi der Auffassung der Knaben
schon auf frither Stufe zuginglich, und sie kénnte und solite von da
an den ganzen geometrischen Unterricht durchdringen. Statt dessen
wird sie als neuer getrennter Aufbau auf die fertige Geometrie aufgesetzt,
und wenn man die Kegelschnitte einmal ,,synthetisch” (im Sinne der
Alten!) behandelt hat, wird nun gezeigt, wie sich mit Hilfe einer ,,neuen
Disziplin“, der analytischen Geometrie, die Sache viel einfacher machen
laBt. Die tiefere Auffassung der modernen Geschichtsforschung, daB
bereits bei Apollonius die Ideen der analytischen Geometrie im Grunde
vorhanden waren, kommt dabei freilich auch nicht zur Geltung.

2. Ich méchte nun einen Blick darauf werfen, was fiir wissenschaft-
liche Folgen dieses Beharren des Unterrichts in der historisch gegebenen
Trennung der einzelnen Gebiete gehabt hat. Natiirlich gibt die Elementar-
geometrie auch in ihrer von mir beklagten historischen Begrenzung
zu wissenschaftlichen Problemen vielfach AnlaB. Was Literatur an-
langt, méchte ich nur auf Max Simons Referat ,,Uber die Entwicklung
der Elementargeometrie im 19. Jahrhundert'‘l) verweisen, andererseits
aber neben meiner kleinen Schrift ,,Vortrige iiber ausgewdhlie Fragen
der Elementargeometyie''?) die interessante Sammlung von F. Enriques
nennen: ,,Questiont riguardanti la geometria elementare ‘), die auch
in deutscher Bearbeitung unter dem Titel ,,Fragen der Elementar-
geometrie''4) in 2 Binden erschienen ist; endlich wire noch die ,, Theorie
der geometrischen Konstruktionen'‘S) von A. Adler hervorzuheben.

Ich kann auf die positive Seite der hier einsetzenden interessanten
Probleme leider nicht eingehen, muB mich vielmehr darauf beschrianken,
einige arge Mifstinde hervorzuheben, die sich infolge der isolierten Stel-
lung der Elementargeometrie fern von der allgemeinen Entwicklung
der Mathematik herausgebildet haben. Man hat da einzelne Gebiete
weit ausgesponnen: und auch in den Schulunterricht eingefiihrt, die von
einem hoheren Standpunkte aus nur von sehr geringem Interesse sind.

a) In dieser Hinsicht habe ich zuerst die auf der Schule als alge-
braische Geometrie bezeichnete Disziplin zu nennen, die Stiicke des
Dreiecks oder anderer Figuren erst zu berechnen und dann gesondert
fiar sich zu konstruieren lehrt. Sie haben einen MaBstab fiir die Wertung
dieser Gebiete, wenn Sie sich fragen, ob Sie sie jemals im Hochschul-

1) Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung. Ergidnzungsband I.
Leipzig 1906.

2) Ausgearbeitet von F. Tdgert. Leipzig 1895.

3) Bologna 1900. [3. Aufl. 1924.]

4) Bd. I: Prinzipien der Geometrie. Deutsch von H. Thieme. Leipzig 1911.
[2. Aufl. 1923]. Bd. II: Die geometrischen Aufgaben, ihre Losung und Losbarkeit.
Deutsch von H. Fleischer. Leipzig 1907. [2. Aufl. 1923.]

5) Sammlung Schubert 52. Leipzig 1906.
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unterricht benutzt haben oder hitten benutzen kénnen. GewiB nicht;
es handelt sich hier eben um ein Seitenistchen, das nur um seiner selbst
willen kiinstlich gepflegt wurde und niemals mit andern Zweigen der
Wissenschaft in lebendige Wechselwirkung getreten ist.

b) Berithmt ist auch das Gebiet der Dreieckskonstruktionen. Dall
man iiberhaupt Figuren konstruiert, ist sehr schén und niitzlich, und
ich empfehle gewi immer die Benutzung graphischer Verfahren auf
allen Gebieten. Sie haben gerade hier in Géttingen in Rumges Vor-
lesungen iiber graphische Methoden die beste Gelegenheit, die zahl-
reichen in neuerer Zeit entwickelten #uflerst sinnreichen Verfahren
kennenzulernenl). Aber um solche allgemein wichtige und interessante
Dinge handelt es sich auf der Schule nicht; da beschrinkt man sich
vielmehr ganz iiberwiegend auf Konstruktion von Dreiecken, und noch
dazu auf Aufgaben, die mit Zirkel und Lineal 16sbar sind. Bekanntlich
erhilt man eine groBe Mannigfaltigkeit solcher zum Teil recht schwieriger
Aufgaben, wenn man die drei gegebenen Stiicke des Dreiecks auf die
verschiedenste und — wie man wohl gesagt hat — ,,auf moglichst un-
zweckmaBige Weise” wihlt. Freilich legt man auf die wirkliche Aus-
fiihrung der Konstruktionen, die man so findet, vielfach gar keinen
Wert, und tatsichlich sind sie infolge der kiinstlichen Beschrinkung
der Hilfsmittel fiir die Praxis meist auch viel zu kompliziert. Nun
sind ja gewiB auch theoretisch sehr interessante tiefe Fragen mit solchen
Konstruktionen verkniipft, wie sie etwa in dem genannten Werke von
Enriques behandelt werden oder wie sie an einigen Beispielen auch
im ersten Band dieses Werkes von uns erortert worden sind 2): ich meine
die algebraischen Unméglichkeitsbeweise, die zeigen, warum man bei
gewissen Konstruktionen (z. B. der Konstruktion der reguldren Sieben-
ecks oder der Dreiteilung des beliebigen Winkels) gerade nicht mehr
mit Zirkel und Lineal durchkommt. Davon aber ist auf der Schule oft
auch nicht andeutungsweise die Rede, und von da aus setzt sich leider
immer aufs neue bei vielen Leuten die Uberzeugung fest, jede geometrische
Aufgabe miisse sich mit Zirkel und Lineal durchfithren lassen. Darin
ist wohl auch der Grund zu suchen, daB jene groBe Schar der Kreis-
quadrierer und Winkeltrisezierer, von denen ich Thnen schon im vorigen
Semester sprach, niemals ausstirbt.

¢) Endlichhabeich noch die sogenannte Dreiecksgeometrie zu nennen,
das ist die Lehre von den ,merkwiirdigen Punkten und Geraden des
Dreiecks, die ganz besonders innerhalb der Schulmathematik als selb-
stindige Disziplin ausgebildet worden ist; auch hier werden Sie mir

1) Vgl. z. B. C. Runge, Graphische Methoden. 2. Aufl. Leipzig 1919
(Sammlung mathematisch - physikalischer Lehrbiicher 18) und H. v. Sanden,
Praktische Analysis. Leipzig 1914 (Handbbuch der angewandten Mathe-
matik 1).

8) Siehe Teil I, S, 54 ff. (Siebeneck), S. 122 ff. (Trisektion).
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bestitigen, daB dies Gebiet in demselben MaBe, wie es im Schulunter-
richt im Vordergrunde zu stehen pflegt, bei weitergehenden Studien
zuriicktritt. Wir haben ja frither schon erldutert, in welche Ecke der
projektiven Geometrie diese Dreiecksgeometrie einzuordnen ist (vgl.
S.170f.): Es handelt sich um die Invariantentheorie derjenigen ebenen
Figur, welche aus drei beliebigen Punkten und den beiden imaginiren
Kreispunkten ihrer Ebene gebildet ist, also tatsdchlich um etwas durch-
aus Partikulidres. —

Wollen wir nun aber iiber diese allgemeine Kritik hinaus Niheres
iiber die gegenwirtige Gestaltung des geometrischen Unterrichts sagen,
so miissen wir die Entwicklung in den einzelnen Lindern getrennt
behandeln, da sie sich natiirlich iiberall ganz verschieden gestaltet
hat; wir kénnen hier freilich nur die wichtigsten Kulturldnder, etwa
England, Frankreich, Italien und Deutschland, durchsprechen.

I. Der Unterricht in England.

In England stand man am lingsten im Banne der mittelalterlichen
Euklidtradition, die dort zum Teil auch noch heute nachwirkt. Diese Sach-
lage wird durch die Organisation der englischen Examina bedingt. Das
schone Prinzip, da man unabhingig vom Examen lernen soll, wird
ja wie so viele andern schonen Prinzipien leider nirgendwo befolgt. In
England herrscht dazu-das merkwiirdige System des stremg zentrali-
sterten Examens bei sonst vollig unabhingiger, privater Organisation der
etnzelnen Schulen. Es ist gerade umgekehrt wie bei uns: Bei uns wird
an jeder einzelnen Schule der Schiiler von den Lehrern gepriift, die ihn
genau kennen, und dabei soll seiner Individualitit weitgehend Riicksicht
getragen werden. Dafiir haben wir aber einheitliche Lehrpline, die
hinsichtlich des Stoffes und der Gestaltung des Unterrichts fiir alle
Schulen bestimmte allgemeine Richtlinien vorschreiben. Demgegeniiber
sind in England die einzelnen Schulen private Institutionen, die an sich
fast vollstindige Bewegungsfreiheit haben und ihrer ganzen Organi-
sation nach heterogenster Art sind. Aber priifen diirfen sie ihre Schiiler
selbst nicht. Vielmehr besteht das Prinzip, daB der Examinator den
Priifling nicht kennt, ja nicht einmal sieht, sondern daB er ganz schema-
tisch lediglich seine schriftliche Leistung beurteilt und dall deren Aus-
fall allein das Examen entscheidet. In London, Cambridge und Oxford
befinden sich die groBen Examenskommissionen, die die Absolventen
des ganzen Landes priifen. Von London aus werden z. B., wie mir einer
der Hauptexaminatoren berichtete, 24 000 Schiiler jahrlich gepriift, und
sie alle erhalten dieselben Aufgaben, dieselben Fragen. Der Examinator
hat zur Durchsicht dieser Aufgaben 30 Assistenten, von denen jeder
also noch 800 mal dieselbe Arbeit zu korrigieren hat. Natiirlich finde
sich zu dieser Arbeit niemand, wenn sie nicht sehr gut bezahlt wiirde.
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Im mathematischen Unterricht ist nun ein solches eigentiimliches
Verfahren nur moglich, wenn es ein ,standard-work'* gibt, das jeder
Examinand kennt und das der Examinator seinen Fragen zugrunde
legen kann; als solches Normalbuch fungieren in England von alters her,
was Geometrie angeht, die Euklidischen Elemente. Es ist verstindlich,
daB sich bei einem solchen System ein und dasselbe Werk und damit
ein und dieselbe Unterrichtsart so lange wesentlich unverindert er-
halten muBte, wie denn iiberhaupt bei ihm eine Reform mit den
groBten Schwierigkeiten verkniipft ist. Denn die Examensbehorde
kann von sich aus den Unterrichtsbetrieb im ganzen Lande nicht
reorganisieren, da sie keinerlei offiziellen EinfluB auf ihn hat, und
andererseits ist es ihr bei ihrem Massenbetriebe schwer moglich, auf
abweichende Verhiltnisse einer einzelnen Schule Riicksicht zu nehmen,
die etwa selbstindige Versuche mit neuen Unterrichtsmethoden vor-
nehmen wollte.

Sehen wir uns nun einmal einen solchen englischen Schulewklid an.
Ich habe hier die Ausgabe von R. Potts?), die in den letzten Jahrzehnten
besondere Verbreitung gefunden hat. Sie enthilt lediglich — das ist
charakteristisch — die Biicher 1—6 (Planimetrie) sowie 11, 12 (Anfinge
der Sterometrie und Exhaustionsmethode), und zwar alles in wort-
getreuer Ubersetzung. Diesem Stoff sind erklirende und zum Teil histo-
rische Noten sowie Aufgaben angefiigt. Es fehlen also aus den Ele-
menten die arithmetischen Biicher 7—9, die Klassifikation der Irratio-
nalitdten in 10 und die reguldren Korper in 13. Dieser Stoff wird nun
traditionellerweise in den englischen Schulen mehr oder minder aus-
wendig gelernt, damit er im Examen jedem zur Hand ist. Perry machte
zur Charakteristik dieser Methode einmal die amiisante Bemerkung:
,»Wie gesund muB die englische Natur sein, daB sie durch die Jahr-
hunderte eine so ungeeignete Erziehungsmethode ertragen hat.” Nun
hat man freilich auch die Notwendigkeit empfunden, die moderne,
iiber Euklid weit hinausgehende Forschung zu beriicksichtigen. Das tat
man aber, indem man sie gewaltsam in die starre euklidische Form
preBte, wobei natiirlich ein guter Teil des modernen Geistes verloren-
geht. Als Beispiel der so entstandenen sogenannten ,,sequels to Euclid*
lege ich Ihnen hier das Buch von J. Casey?) vor, das die Anfangs-
lehren der projektiven Geometrie in dieser Art behandelt.

Natiirlich blieb eine Gegenwirkung gegen dieses erstarrte System
nicht aus; sie kniipfte an eine 1869 von dem groBen englischen Mathe-
matiker Sylvester gegebene Anregung an und fithrte 1874 zur Griindung
einer Association for the improvement of geometrical teaching. Diese Ge-
sellschaft hat lange gearbeitet, bis sie endlich zur Herausgabe eines

1) Euclid, elements of geometry. London 1869.

%) A sequel to the first 6 books of the elements of Euclid, containing an easy
introduction to modern geometry. Dublin 1900.
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neuen Normalbuches, der Elements of plane geometryl), gelangte. Das
ist im wesentlichen lediglich eine etwas abgeglichene und geglittete
Bearbeitung der ersten 6 Biicher der Euklidischen Elemente. So sind
z. B. die Unebenheiten am Anfang des ersten Buches, die wir beklagten,
beseitigt, indem der Bewegungsbegriff konsequent vorangestellt wird.
Im allgemeinen aber ist die Reihenfolge und Stoffbegrenzung des Euklid
beibehalten, eben wieder in Riicksicht auf das Examen. Es ist also
nur eine ziemlich zahme Reform, die hier versucht wird, aber trotzdem
hat sie bei den Anhidngern des alten euklidischen Systems scharfen
Widerspruch gefunden. Als Beleg dafiir zeige ich IThnen ein wenigstens
recht amiisant geschriebenes Buch von Dodgson: ,Euklid and his
modern rivals‘‘?). Hier geht der Verfasser scharf mit der Assoziation
ins Gericht, in wortlichem Sinne; denn er 148t keinen Geringeren als
den Hollenrichter Minos auftreten, vor dem sich Euklid und seine
modernen Rivalen, das sind die Verfasser neuerer Lehrbiicher, allen
voran Legendre, verteidigen. Aber Euklid allein schneidet gut dabei
ab, wihrend die anderen und besonders die Euklidverbesserer der
Assoziation mit ihren Argumenten bald am Ende sind.

Ich kann auf Einzelheiten hier unméglich eingehen und méchte
nur auf einen Umstand von allgemeinerer Bedeutung verweisen, der
auch fiir die Literatur der anderen Linder Geltung hat. Ein groBer
Teil der Leute, die iiber Unterrichtsfragen schreiben, kennt ndmlich fast
ausschlieBlich die Schulliteratur des eigenen Landes und hat keine
Ahnung weder von parallelen Bestrebungen in anderen Landern, noch
von den Fortschritten der reinen Wissenschaft auf den in Betracht
kommenden Gebieten, hier also in den Grundlagen der Geometrie. Man
sieht das so recht bei Dodgson, bei dem mit Ausnahme von Legendre
(der eine Sonderstellung einnimmt) lediglich englische Schulschriftsteller
genannt werden und auf Fortschritte der wissenschaftlichen Erforschung
der Grundlagen gar keine Riicksicht genommen wird. Man kann diese
Beobachtung oft machen; vergleichende Betrachtungen iiber den Unter-
richt bei den verschiedenen Nationen, wie wir sie hier anstellen, sind
noch lange nicht geniigend verbreitet.

Eine viel groBere Wirkung als die Bewegung der Assoziation
hat eine andere Reformaktion von, man koénnte geradezu sagen,
revolutiondrem Charakter gehabt, die an den Namen Perry ankniipft.
John Perry war Ingenieur und unterrichtete an einer der gréBten tech-
nischen Anstalten Londons; von ihm ging eine michtige Bewegung
aus, die die einseitige logische Schulung durch das Euklidstudium
auf das schirfste bekdmpft und an ihre Stelle einen durchaus auf
Anschauung basierten Unterricht setzen will, der vor allem zur voli-
stindigen Beherrschung der mathematischen Exekutive fithren soll.
Perry ist vor allem bekannt als Verfasser von Lehrbiichern, welche die

1) P. 1. 2. London 1884. 1888. 2) 2. Aufl. London 1885.
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praktische Einfiihrung der Ingemieurkreise in die Beherrschung der In-
finitesimalrechnung zum Ziel haben. Ich nenne besonders den ,,Calculus
for engineers“Y), der als ,,Hohere Analysis fiir Ingenieure'?) von R. Fricke
und F. Szchting ins Deutsche iibersetzt worden ist. Daneben ist als
charakteristisch fiir Perrys Tendenzen noch die kleine Schrift ,,Practical
mathematics'’®) zu erwdhnen, die aus Vortrigen fiir Arbeiterkreise her-
vorgegangen ist und in sehr geschickter und packender Weise versucht,
die Ideen des Koordinatensystems, der Funktion usw. unter fortwihren-
der Bezugnahme auf praktische Beispiele einem gré8eren Publikum zu-
ganglich zu machen.

Das ist alles nicht eigentlich Geometrie, aber durch Perrys Ein-
wirkung hat man den Unterricht auch auf diesem Gebiete umzugestalten
gesucht, indem man die sogenannte Laboratoriumsmethode einfiithrte. Da
beginnt man damit, daB man die Dinge in ihrer praktischen Anwendung
lehrt, also Kurven auf Millimeterpapier zeichnet und ausmift, den Ge-
brauch des Planimeters iibt usw. Von logischen Deduktionen und
Beweisen ist gar nicht die Rede, oder sie werden doch wenigstens
sehr stark zuriickgedringt. Nur auf das prakiische Kinnen kommt
es an. Wir haben hier eigentlich den gréBten denkbaren Gegensatz
gegen Euklids Verfahren. Diese Bestrebungen kommen ganz zum Aus-
druck in dem Lehrbuche von Harrison: ,,Practical plane and solid geo-
metry for elementary students'‘4), das tatsichlich mit der Angabe von allem
dem beginnt, was man zum Zeichnen braucht: Zeichenpapier, Zeichen-
brett, eine Nadel zum Markieren von Punkten, Bleistift usw. Dann
werden praktische Anweisungen fiir das Zeichnen gegeben, es wird
gezeigt, wie man ein Lineal auf seine Geradlinigkeit, einen rechten
Winkel auf seine Rechtwinkligkeit priift, und so wird weiterhin immer
unter Voranstellung der wirklichen zeichnerischen Ausfithrung und der
lebhaften Anschauung in sozusagen rein empirischer Weise die Lehre
von den einfachsten ebenen und rdumlichen Gebilden entwickelt. Etwas
weiter als dieses ganz elementare Buch geht Harrison und Baxandall,
Practical plane and solid geometry for advanced students including graphic
statics®), das in derselben empirischen Art bis zur darstellenden Geometrie
und den Methoden des graphischen Rechnens heranfiihrt. Weitere Litera-
tur finden Sie in dem sehr interessanten Bericht ,,Uber Reorganisations-
bestrebungen des mathematischen Elementarunterrichts in England’‘ von
Robert Fricke®), in dem die Perry-Bewegung eingehend besprochen wird.
Recht anregend sind iibrigens auch die Berichte iiber die Diskussionen,
die Perry auf der Glasgower und der Johanmesburger Tagung (1901 und
1905) der British Association — dem englischen Analogon unserer deut-

1) London, 3. Aufl. 1899. 2) Leipzig 1902. [4. Aufl. 1923.] 3) London 1899.

4) London 1903. 5) London 1903.

%) Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. 13, S. 283 {f.
1904.
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schen Naturforscherversammlung — veranlaft hat!) und durch die er
eine weitgehende Einwirkung auf den Unterricht in England erreichte.

Ich halte diese Perryschen Tendenzen gewil fiir seh» geeignet fiir
Fortbildungsschulen, niedere und mittlere Fachschulen, die praktisch
leistungsfahige Handwerker und niedere Techniker heranzubilden
haben. An hdheren Schulen aber erscheint mir die ausschlieBliche Be-
tonung der praktischen Momente, die der Perryschen Richtung eigen
ist, nicht ausreichend, wenn sie auch gewiBl sehr dankenswerte An-
regungen gibt. So ginzlich wird man da aber die Ausbildung des
logischen Denkens durch den mathematischen Unterricht nicht missen
wollen, und was man wiinschen wird, wird vielmehr ein Mittelding
zwischen den beiden moglichen Extremen sein, wo neben dem intuitiven,
von praktischen Erfahrungen ausgehenden Aufbau der Geometrie doch
auch die logischen Beweise nicht zu kurz kommen.

Einem solchen Kompromif3 scheinen sich in der Tat unter dem
Druck der Perry-Bewegung gegenwirtig die Examensbehérden in Oxford
und Cambridge zu ndhern, wie neuere Examensbestimmungen zeigen?).
An diese schlieBt das neue Lehrbuch von Godfrey und Siddoms an:
Elementary geometry practical and theoretical*®), das gegeniiber den
Elementen der Assoziation betrichtliche Fortschritte aufweist. Es
beginnt mit einer anschauungsmifigen Einleitung (,,experimental
geometry‘’) fiir die erste Stufe, einer geometrischen Propideutik, wie
sie ja bei uns seit langem allgemein iiblich ist, wie man sie aber in Eng-
land vorher wohl kaum hatte. Dann folgt der logische Aufbau der
Geometrie, der freilich in Stoff und Form wieder nahe Beziehungen zu
Euklid aufweist, der aber doch gelegentlich mit neuen Gedanken durch-
setzt ist; z. B. wird der Fldcheninhalt einer Figur zuerst geradezu so ein-
gefithrt, daB man die Figur auf Millimeterpapier zeichnet und die um-
schlossenen Quadrate zdhlt. Dies Buch, das man wohl als Beleg fiir
die nun endlich einsetzende langsame Modernisierung des englischen
Unterrichts ansehen kann, hat sogleich ungeheuere Verbreitung gefunden,
wie man iiberhaupt bei dem Riesenbedarf des englischen Kolonialreiches
auf dem englischen Biichermarkt mit ganz anderen Ziffern rechnen
muB} als bei uns.

Dem allgemeinen konservativen Charakter des englischen Schul-
wesens widerspricht nicht, daB einzelne Autoren &duBerst freie und
interessante Anschauungen iiber den Unterricht entwickeln,. ohne damit
eben direkt eine Organisationsinderung in die Wege leiten zu wollen oder

1) Perry: Discussion on the teaching of mathematics. London 1902. — Disc.
at Johannesburg on the teaching of elementary mechanics. London 1906.

2) Vgl. z. B. Regulations of the Oxford and Cambridge Schools Examination
board for the year 1904, wo sich S. 37 besondere Abschnitte tiber ,,Practical Geo-
metry‘‘ finden.

83) Cambridge 1904.
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zu kénnen. Als Beispiel nenne ich das neue Buch von Branford, ,,A study
of mathematical education, including the teaching of Arithmetic?). Es
enthilt sehr anregende Studien iiber die psychologischen Bedingungen des
Unterrichts und nimmt besonders Riicksicht auf den Parallelismus, der
zwischen der Entwicklungsgeschichte des Kindes und der Stammes-
geschichte der Menschheit besteht; dabei kommt das mathematische
Verstindnis des Kindes, an das sich der erste Unterricht wenden muB,
mit der Mathematik der Naturvélker in Parallele.

Daneben mochte ich ,,The first book of geometry'‘®) von G. und
W. H. Young nennen, das von S. und F. Bernstein unter dem Titel ,,Der
kleine Geometer''®) deutsch herausgegeben worden ist. Hier soll ein neuer,
origineller Weg gewiesen werden, das Kind in das geometrische Ver-
stindnis, und zwar sogleich in die dreidimensionale Raumanschauung,
einzufithren. Die leitende Idee ist, daf} die natiirliche Raumanschauung
notwendig erlahmen mul}, wenn man das Kind von vornherein aus-
schlieBlich an das Zeichnen auf dem zweidimensionalen Papier gewshnt
und so seine Anschauung kiinstlich auf die Ebene beschrinkt. So
wird von vornherein mit dem interessanten Hilfsmittel des Papier-
faltens operiert, wodurch allein mit Hilfe von Stecknadeln alle méglichen
rdumlichen und ebenen Figuren gebildet werden. Dabei ergeben sich
duBerst anschauliche und doch gleichzeitig logisch befriedigende Be-
weise z. B. fiir den pythagoreischen Satz, und es entsteht iiberhaupt
ein neuer, interessanter, auch fiir den héheren Betrieb durchaus in
Betracht kommender Aufbau der Geometrie.

Damit verlassen wir die englischen Verhiltnisse und wenden uns
zu Frankreich.

II. Der Unterricht in Frankreich.

Die Verhiltnisse hier sind fiir uns um so interessanter, als sie auch
auf Deutschland mannigfach eingewirkt haben. Hier zeigt sich ein
von England grundverschiedenes Bild. Wihrend der Englinder streng
konservativ an den alten Einrichtungen héngt, liebt der Franzose das
Neue und erreicht es sogar oft statt durch stetige Umbildung des Alten
durch plitzliche Reformation, die schon mehr Revolution ist. Auch die
Organisation des Unterrichts ist eine ganz andere: Wir haben in Frank-
reich nicht nur Zentralisation des Examens — vermoge der Aufnahme-
priifungen an den Hochschulen, vor allem an denen in Paris —, sondern
iiberhaupt eine streng zemtralisierte Unterrichisorganisation; die oberste
Behorde, der conseil d’instruction supérieure, dem iibrigens stets auch
wissenschaftlich bedeutende Mathematiker ersten Ranges angehorten,
ist unbedingte Herrscherin und kann nach eigenem Ermessen die weitest-

1) Oxford 1908 [Deutsch von R. Schimmack und H. Weinreich. Leipzig 1913].
2) London 1905.
3) Leipzig und Berlin 1908.
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gehenden Reformen und Anderungen vorschreiben, so oft sie will.
Solche Reformen miissen dann im ganzen Lande sofort durchgefiihrt
werden, und die Lehrer kénnen zusehen, wie sie damit zurechtkommen.
Die individuelle Freiheit des einzelnen Lehrers, an die wir in Deutsch-
land im hohen Grade gewdhnt sind, kommt hier viel weniger zur Geltung.
Man kénnte geradezu von einem ,,System der Revolution von oben‘‘ reden.

Was nun speziell den geometrischen Unterricht anlangt, so beginnt
seine Modernisierung, d. h. die Befreiung von der strengen Bindung an
Euklid, in Frankreich schon sehr friih, etwa wm 1550, um eine runde
Zahl zu nennen. Sie ist nur eine Erscheinung in dem groBen Kampfe
des neuen Humanismus gegen die alte Scholastik, der sich um jene Zeit
abspielte. Damals schrieb Petrus Ramus, der auch auf anderen Gebieten
als der Mathematik unter den Vertretern der neuen Ideen eine hervor-
ragende Stelle einnahm, ein Lehrbuch der Mathematik (,,Arithmeticae
libri 2, geometricae libri 271)). Hier werden bereits Euklids Form
und Stoff vollig verlassen; vielmehr ist fiir Ramus, wie er charakte-
ristischerweise an der Spitze des ersten Buches sagt, die Geometrie die
Kunst gut zu messen (,,ars bene metiendi’‘). DemgemiB stehen die
praktischen Interessen durchaus voran; er erklirt vor allem, wie man
einfache geoditische Messungen ausfiihrt, beschreibt die Instrumente
und erldutert das alles an zahlreichen interessanten Abbildungen. Erst
in zweiter Linie werden auch logische Deduktionen herangebracht,
aber keineswegs als Selbstzweck, sondern nur um neue, aus der Beobach-
tung nicht unmittelbar zu entnehmende und doch zur Anwendung
niitzliche geometrische Sitze abzuleiten; so weit wie bei Perry wird freij-
lich die Deduktion doch nicht zuriickgedridngt.

Diese Behandlung der Geometrie hat sich in Frankrelch lange in
Geltung erhalten. Rund 200 Jahre nach Ramus sind die berithmten
Eléments de géométrie’?) von Clairaut entstanden. Das ist derselbe
Clairaut, der als hervorragender Forscher bekannt ist, wie wir denn auch
sonst in Frankreich im Gegensatz zu Deutschland und England die Wahr-
nehmung machen kénnen, daB sich stets bedeutende Hochschulmathe-
matiker der Unterrichtsfragen mit Interesse annehmen. Clairauts Werk
zeichnet sich durch seinen hervorragenden Stil aus. Uberhaupt besitzen
ja die Franzosen die Kunst der fortlaufenden, lesbaren Darstellung auch
schwieriger, abstrakter Dinge in hohem MaBe, die der schirfste Gegen-
satz zu der gleichférmigen, schablonenhaft gegliederten ,,Euklidischen
Manier ist. Solche Biicher lesen sich ,,wie ein Roman* und widerlegen
damit die alte Ansicht, gute wissenschaftliche Biicher miiBten lang-
weilig geschrieben sein, aufs schlagendste. Was nun den Inhalt anlangt,
so geht auch Clairaut durchaus von praktischen Problemen des Feld-
messens aus und fithrt dann ganz allméhlich zu allgemeinen Ideenbildun-

1) Basel 1580.
2) 1741 — Nouvelle édition Paris 1830.
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gen empor, wobei das streng logische Moment etwas zuriicktritt. Er
setzt in seiner sehr interessanten Vorrede auseinander, warum er diese
Anordnung wihlt: die praktischen Probleme des Feldmessens sind es,
die die Menschen iiberhaupt zur Ausbildung einer geometrischen Wissen-
schaft angeregt haben, und darum wird man, wenn man sie voranstellt,
auch jetzt noch jeden Menschen ganz anders fiir die Geometrie inter-
essieren konnen, als wenn man mit einem abstrakten Gebidude von
Axiomen und Theoremen beginnt, dessen inneren Sinn niemand so bald
begreifen kann. Clairaut hat hier offenbar die Tendenz, sein Werk
auch fiir weitere, nicht eigentlich fachminnische Kreise genieBbar zu
machen, wie denn ja damals tatsidchlich die Mathematik in ungleich
hoherem MaBe zur allgemeinen Bildung der fithrenden Gesellschafts-
schichten gehorte, als es heute der Fall ist.

Eine neue Epoche der Unterrichisgestaltung tritt am Ende des Jahr-
hunderts ein im Gefolge der groBen Umwilzungen durch die franzdsische
Revolution von 1789. Handelte es sich bisher wesentlich immer nur um
die Ausbildung der héheren Stiande, speziell auch um die Vorbildung
zur Offizierslaufbahn, so treten jetzt neue soziale Schichten des Biirger-
tums in den Vordergrund, und der Unterricht erhilt neue Ziele und
Methoden. Ich habe da zwei Richtungen der Entwicklung hervorzu-
heben, die an die beiden damals gegriindeten Pariser Hochschulen, die
Ecole polytechnique und die Ecole mormale supériewre ankniipfen; die
erstere ist, im Zeichen der neu emporwachsenden Technik, zur Aus-
bildung von Ingenieuren und Genieoffizieren, die andere zur Heran-
ziehung von Oberlehrern bestimmt. An der Ecole polytechnique war
der einflulreichste Mann der berithmte Monge; er hat dort die geo-
metrischen Unterrichtseinrichtungen geschaffen, wie wir sie noch heute
an den technischen Hochschulen und dhnlichen Instituten haben, vor
allem den groBen Kursus in darstellender Geometrie und in analytischer
Geometrie. Die wesentliche Neuerung gegen den fritheren Betrieb
ist dabei, daB nicht nur wenige besonders interessierte Horer geférdert
werden, sondern daB durch zweckmifBige Organisation gleichzeitig eine
groBe Anzahl von Studierenden in eigener Arbeit fruchtbringend be-
schiftigt ist. Auf die Zeitgenossen von Monge machte es einen groBen
Eindruck, als er zum ersten Male Ubungen leitete, in denen vielleicht
70 Personen an ihren Zeichenbrettern arbeiteten.

An der Ecole normale andererseits wirkte Legendre, der durch seine
1794 zum ersten Male erschienenen berithmten Eléments de géométrie auf
den geometrischen Unterricht fiir lange Zeit einen beherrschenden Ein-
fluB ausgeiibt hat; ich kann Ihnen hier die 4. Auflage dieses Buches?)
vorlegen. Dies Werk hat nichst Euklids Elementen unter allen Lehr-
biichern der Elementargeometrie die weiteste Verbreitung gefunden, und

1) Paris 1802.
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zwar bemerkenswerterWeise — ich deutete es schon an — nicht nur in
Frankreich, wo es das ganze 19. Jahrhundert hindurch immer wieder
neu aufgelegt wurde, sondern auch in anderen Lindern. Namentlich in
Amerika und Italien nahm es lange eine maBgebende Stellung ein.

Im Vergleiche zu Clairaut oder gar Petrus Ramus bedeutet Legendres
Buch einen grofen Schritt auf Euklid hin; sein Hauptziel ist wieder
ein in sich geschlossenes abstraktes System der Elementargeometrie.
Andererseits bestehen aber doch wesentliche Unterschiede Euklid gegen-
tiber, die ich in Anbetracht der groB8en historischen Bedeutung Legendres
nun gern ausfiihrlicher darlegen will:

1. Was zunichst den Stil der Darstellung anlangt, so hat Legendre
einen zusammenhingenden, bequem lesbaren Text; er ndhert sich in
seiner dufleren Form viel mehr der Clairautschen Darstellung, die ich
vorhin rithmte, als der in bekannter Weise zergliederten, fast mochte
ich sagen zerhackten, in ihrer Einférmigkeit ermiidenden Schreibweise
Euklids.

2. In Hinsicht auf den Inhalt ist wohl der wesentlichste Punkt, daf3
Legendre im Gegensatz zu Euklid in der Geometrie bewuften Gebrauch
von der elementaren Arithmetik seiner Zeit macht; er ist also, um diesen
Ausdruck zu gebrauchen, Anhidnger der Fusion wvon Arithmetik und
Geometrie und begreift sogar in diese Fusion noch weiterhin die T7igono-
metrie ein, die er gleichfalls in seinem Werke behandelt.

3. Der prinzipielle Standpunkt Legendres ist gegeniiber dem Euklids
ein wenig vom der logischen nach der anschauungsmdiifiigen Seite verschoben.
Euklid legt — ich habe das ja oft genug betont — allen Nachdruck auf
das logische Schlulgebdude, das er wenigstens der Tendenz nach von der
Einmischung von Anschauungselementen frei halt; alles, was er an
Tatsachen der Anschauung zu brauchen meint, stellt er vorher in
seinen Axiomen usw. zusammen. Dementgegen kommt es Legendre
nicht darauf an, auch innerhalb seiner Deduktionen geometrischer
Sitze gelegentlich anschauliche Uberlegungen zu verwenden.

4. Um mehrin Einzelheiten einzugehen, ist es besonders interessant,
die Behandlung der Irrationalzahlen bei beiden Autoren zu vergleichen.
Im Buche 5 von Euklid wird — wie wir wissen — der Begriff der Irratio-
nalzahl unter der Form des Logos oder Verhiltnisses zweier inkommen-
surablen Gré8en ausfiihrlich definiert und untersucht, in voélliger Ana-
logie mit der modernen Theorie der Irrationalzahl. Im weiteren Verlauf
fithrt Euklid dann die Beweise der Sitze, in die dem Wesen der Sache
nach Irrationalzahlen eingehen, immer ganz besonders sorgfiltig mit
einer geradezu modernen Anforderungen geniigenden Strenge (Ex-
haustionsbeweis!) durch. Legendre aber gleitet iiber alle diese Punkte
kurz hinweg. Die Zahlen, rationale und irrationale, nimmt er aus der
Arithmetik als bekannt an, in der man sich freilich damals iiber ihre
strenge Begriindung auch nicht viel Kopfzerbrechen machte. Und Ex-
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haustionsbeweise und dergleichen kennt er nicht; es ist ihm ohne weitere
Erlduterung ganz selbstverstdndlich, daB ein fiir alle rationalen Zahlen
giiltiger Satz auch fiir alle irrationalen gilt. Auch hierin stimmt er iibrigens
mit allen andern groen Mathematikern seiner Zeit iiberein. Ich habe
gerade im vorigen Semester ein Beispiel dieser Auffassung aus Lagranges
,,Théorie des fonctions analytiques Thnen vorgelegt?).

5. Trotz dieser freieren Stellung Legendres hinsichtlich der logischen
Strenge der Einzelausfithrungen steht er doch den prinzipicllen Fragen
tiber die Grundlagen der Geomelrie keineswegs gleichgiiltig gegeniiber;
da nimmt er vielmehr im Gegensatz zu seinen Vorgingern in Frankreich
nicht nur die euklidische Tradition mit vollem Interesse auf, sondern
fordert sie sogar durch wesentliche neue Ideen.

Besonders ist es die Theorie der Parallelen, auf die er seine Auf-
merksamkeit richtet, und hieritber will ich noch gern einiges Nihere
sagen. Ubrigens muB man sich dabei an die ersten Auflagen halten, da
die spateren Bearbeiter gerade in dieser Richtung stark geindert haben.

Ich gehe von folgender Bemerkung aus: Wir hatten die euklidische
und die beiden nichteuklidischen Geometrien frither dadurch charakteri-
siert, daf} die Zahl der durch einen Punkt zu einer Geraden vorhandenen
Parallelen entweder 1 oder 0 oder 2 ist; statt dessen kann man jedoch auch
die Winkelsumme eines beliebigen geradlinigen Dreiecks heranziehen und er-
hilt folgende, wie sich zeigen 148t, der vorigen genau dquivalente Unter-
scheidung: In der euklidischen Geometrie ist sie 7, in der nichteuklidischen
erster Art (der hyperbolischen ) ist sie stets kleiner als 7w und in derjenigen zweiter
Art (der elliptischen) endlich stets gréPer als 7w. Nun will Legendre beweisen,
daB die letzten beiden Moglichkeiten ausgeschlossen sind. Da das nichts
heiBt, alsdaseuklidischeParallelenaxiom beweisen, kannerdasnurdadurch
erreichen, daB er der Anschauung gewisse einfache, das Parallelenaxiom
implizierende Obersidtze entnimmt ; seine Kunst ist nur, diese so plausibel
zu wihlen, daB der Leser und gewi3 auch der Autor selbst nicht merkt, da3
es sich hier tatsichlich um neue einschrinkende Voraussetzungen handelt.

Was zunichst die Unmoglichkeit der elliptischen Geometrie, also
der Winkelsumme > 7 anlangt, so liegt dem sehr beachtenswerten
Legendreschen Beweise die stillschweigende Annahme unendlicher Linge
der Geraden zugrunde. Das ist gewil eine duBerst plausible Annahme,
an deren Richtigkeit weder Legendre noch einer seiner Leser gezweifelt
hat und die auch weiterhin alle Geometer vor Riemann als selbstver-
stindlich angesehen haben. Und doch zeigt die elliptische Geometrie,
daB mit den andern Axiomen auch die Annahme einer endlichen Lange
der Geraden vertriglich ist, wenn man sie nur w#nbegrenzt, also in sich
zuriicklaufend, annimmt: man muB sich also bewuBlt sein, dal man
mit der unendlichen Linge der Geraden eine neue und entscheidende
Tatsache der Anschauung heranzieht.

1) Siehe Teil I, S. 165 (Beweis des binomischen Satzes).
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Um ebenso die hyperbolische Geometrie auszuschlieBen, benutzt
Legendre gleichfalls — ohne sie besonders hervorzuheben — eine ein-
fache Anschauungstatsache, an der kein naiver, durch geometrische
Studien sozusagen noch nicht verbildeter Verstand jemals zweifeln wird:
Ist P irgendein Punkt innerhalb des Winkels zweier Halbstrahlen &, f,
so soll man durch P stets eine Gerade ziehen kinmen, die sowohl o als auch
B trifft (vgl. Abb. 142). Indem er diese Vor- Y
aussetzung benutzt, gelingt ihm einwandfrei
der Beweis, daB3 die Winkelsumme im Drei-
eck auch niemals kleiner als 7 sein kann,
womit dann schlieBlich allein die euklidische
Geometrie iibrigbleibt.

Ich muB nun deutlich machen, tnwiefern
diese so plausible Tatsache in der nichteuklidi- Abb. 142.
schen Geomelrie erster Art nicht zutrifft; dann
erst konnen wir vollkommen verstehen, daB3 es Legendre durch ihre Be-
nutzung gelingt, diese Geometrie auszuschlieBen. Wir kniipfen genau an
frithere Betrachtungen (S. 198) an. Esseien &, 8 zwei Strahlen der hyper-
bolischen Geometrie durch den Punkt O, der natiirlich im Innern des funda-
mentalen Kegelschnittes @ = 0 liegen muf} (vgl. Abb. 143). Die simt-
lichen Parallelen zu & sind dann die Strahlen durch den Schnitt von «
mit dem Kegelschnitt (d.i. der unendlich ferne Punkt von & ), soweit sie
im Innern verlaufen, und Analoges gilt fiir 5. Es gibt also eine Gerade p,
die sowohl zu « als zu 8 parallel ist, nimlich die Verbindung ihrer Schnitte
mit dem Kegelschnitte @ = 0. Das kann natiir-
lich in der euklidischen Geometrie nicht vor-
kommen. Wihlen wir nun den Punkt P
zwischen &« und g auBerhalb des von y mit &
und B abgegrenzten Dreiecks (aber inner-
halb des Kegelschnittes), so trifft fiir ihn
die Legendresche Annahme nicht mehr zu;
denn jede Gerade durch P wird nur einen
der Strahlen «, f§ innerhalb des Kegelschnittes,
den anderen aber auBerhalb, d. h. im Sinne
unserer Geometrie gar nicht, treffen. Das Abb. 143.
gerade wollte ich aber hier zeigen. —

Verlassen wir nach diesem Exkurse Legendre und sehen zu, wie die
Entwicklung des geometrischen Uniterrichis in Frankreich nach thm weiter-
geht. Merkwiirdigerweise hat sich die Organisation des Schulwesens in
Frankreich im Laufe des 19. Jahrhunderts duBerst wenig gedndert,
wie denn iiberhaupt auf allen kulturellen Gebieten die unter Napoleon I.
geschaffenen Einrichtungen lange Zeit hindurch alle Wechsel des
politischen Regimes iiberdauert haben. So herrscht im geometrischen
Unterricht immer weiter fast unbeschrinkt Legendre, nur daB in den

Klein, Elementarmathematik II. 16
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fortgesetzten Neuauflagen) sich eine gewisse Filtrierung des Inhaltes
vollzieht in dem Sinne einer Einschrinkung der Bezichungen zu den An-
wendungen, die sich bei Legendre noch finden. Wenn ndmlich auch
Legendre selbst der Kunst des geometrischen Messens nicht mehr die her-
vorragende Stelle einriumt wie Clairaut oder gar Petrus Ramus, so hat er
doch nicht die Geringschdtzung dafiir, wie sie spiter einriB3, und auch der
Sinnfiirmathematische Exekutive, fiir numerisches Rechnen ist noch recht
rege beiihm. Aber alles hierauf Beziigliche wird in den spiteren Auflagen
mehr und mehr weggelassen, insbesondere fillt das Kapitel iiber Trigono-
metrie fort, in dem Legendre besonders enge Beziehung zu jenen Anwen-
dungen nimmt. Als charakteristisches Beispiel will ich den sogenannten
Legehdreschen Satz der sphirischen Trigonometrie

anfithren. Hat man ein sphérisches Dreieck mit den

5 Seiten a, b, ¢ und den Winkeln &, 8, y auf der Kugel-

oberflache (vgl. Abb. 144), so ist der sogenannte sphdi-
rische Exzef8 o + f 4 y — = = E bekanntlich stets
positiv. Sind nun die Seiten im Verhiltnis zum Kugel-
radius nicht zu groB3, auf der Erdoberfliche etwa
nicht gréBer als 100 km, so kann man das sphdrische

Dreieck mit einer fiir alle praktischen Zwecke hinreichenden Genauigkent er-

setzen durch ein ebenes Dreieck mit den Winkeln & — g- , B— J_E , P — E .

3 3

Diesen schénen Satz, der tatsichlich in der geoditischen Praxis viel
gebraucht wird, beweist Legendre sehr einfach, indem er in den Formeln
der sphirischen Trigonometrie nur die ersten Glieder der Reihen fiir
die trigonometrischen Formeln benutzt. In den spiteren Auflagen des
Legendreschen Buches werden Sie diesen Satz aber vergebens suchen.

Neben den fortgesetzten Neuauflagen von Legendre lauft inzwischen
noch eine andere Tendenz her, die durch den umfangreichen ,,T7aité
de géométrie'* von Rouché und de Comberousse?) charakterisiert ist. In
Frankreich wird der dem Hochschulstudium vorangehende mathe-
matische Unterricht sehr viel weiter getrieben als bei uns. Den Uber-
gang zur Hochschule vermittelt der zweijdhrige Kurs der Classes de
M athematiques spéciales, in denen es nicht weniger als 16 Wochenstunden
Mathematik gibt und wo alle, die sich spiter der Mathematik bedienen
miissen, eine weitgehende Ausbildung erhalten. Durch diesen Betrieb
entstand das Bediirfnis, den Lehrbiichern der elementaren Geometrie
eine Menge neuen Stoffes hinzuzufiigen, und das ist in typischer Weise
in dem Traité von Rouché-Comberousse geschehen, der ein duBerst ver-
breitetes Lehrbuch war; er enthilt in zahlreichen Noten Exkurse iiber
nichteuklidische Geometrie, Dreiecksgeometrie, Tetraedergeometrie,
die Lehre von den wichtigeren Kurven und Flichen und vieles andere.

N

C
Abb. 144.

1) Ich habe hier zur Hand die 33. Aufl,, bearbeitet von 4. Blanchet. Paris 1893.
2) P. 1. 2. — 6e édition. Paris 1891.
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Ich komme nun auf die newe Reformbewegung im mathematischen
Unterricht zu sprechen, die in Frankreich um 1900 einsetzt und die
unseren deutschen Reformbestrebungen ganz analog ist. Wir konnen
auch diese Bewegung wieder mit Verschiebungen im gesamten Kultur-
bilde der Zeitepoche in Zusammenhang bringen. Durch den ungeheuren
Aufschwung von Handel und Verkehr, Technik und Industrie wird in
immer weiteren Volksschichten das dringende Bediirfnis nach Teil-
nahme an allen kulturellen Errungenschaften, nach Bildung auf allen
Gebieten, nicht zum mindesten auch auf mathematischem, erweckt;
freilich sind nicht theoretische Interessen dabei leitend, sondern das
Bestreben, niitzliche, in der Praxis unmittelbar anwendbare Kenntnisse
zu erhalten. Man darf den Fiihrern dieser Bewegung aber keineswegs
flache Utilititsgriinde vorwerfen; denn es ist ein hohes Ziel — die
Hebung der allgemeinen beruflichen Tiichtigkeit —, das ihnen vor
Augen steht.

Charakteristisch fiir die franzosischen Verhiltnisse ist, daB3 diese
Reform mit Beratungen in der Pariser Deputiertenkammer beginnt;
eine dort eingesetzte Kommission, die sich mit einer grolen Zahl 6ffent-
licher Kérperschaften in Beziehung setzte, erstattete einen ausfithr-
lichen Bericht iiber die Reform des Mittelschulunterrichts iiberhaupt,
wobei der mathematische Unterricht nur ein wichtiges Glied einer
langen Kette ist. Die Hauptgesichtspunkte fiir dessen Neubildung sind
Vereinfachung und grifere Anschaulichkeit des Unlerrichis einerseits,
andererseits die Heriibernahme gewisser Dinge in das Schulpensum, die
man von altersher der hoheren M athematik zugerechnet hat und die nicht nur
leicht zugéinglich, sondern vor allem von gréBter Bedeutung fiir das
moderne Kulturleben, speziell fiir Naturwissenschaft und Technik sind:
ich meine den Funktionsbegriff, die graphische Darstellung, die Anfinge
der Infinitesimalrechnung. Damit wird insbesondere eine viel engere
Verbindung von Arithmetik und Geometrie erstrebt, als man sie frither
jemals ins Auge faBte, es ist der Gipfel der Fusion im weitesten Sinne.
Diese Reform ist niedergelegt im Plan d’études von 19021) und sogleich
allgemein eingefithrt worden. In diesem einheitlichen Vorgehen zeigt
sich so recht die Wirkung der frither erwihnten weitgehenden Zentrali-
sation gerade auch der Schulverwaltung in Frankreich, vermége deren
es zu einer solchen weitgehenden Reform nur einer Verordnung der
obersten Behorde bedarf. Diese ganze Entwicklung ist eingehend in
dem von Herrn Schimmack herausgegebenen Bande meiner ,,Voririge
tiber den mathematischen Unterricht an dem hoheren Schulen'?) be-
handelt, auf den ich Sie hier gern verweise; Sie finden da zahlreiche
nihere Angaben iiber die Organisation und Entwicklung des mathe-

1) Plan d’études et programmes d’enseignement dans les lycées et colleges
de gargons. Paris 1903.

2) T.I. Von der Organisation des mathematischen Unterrichts. Leipzig 1907.
16*
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matischen Unterrichts iiberhaupt, die das hier speziell fiir die Geometrie
Vorzutragende ergidnzen und vervollstindigen. Was die franzosischen
neuen Lehrpline angeht, so will ich an dieser Stelle nur das noch be-
sonders betonen, dafl die alte Elementargeometrie im euklidischen
Sinne in diesen Lehrplinen gegeniiber den modernen neuen Ideen recht
stark zuriicktritt. Sie werden das bestitigt finden, wenn Sie sich eines
der wichtigsten der an die neuen Lehrpline anschlieBenden geometrischen
Lehrbiicher, die Géoméirie von Borell), ansehen; es ist ein sehr inter-
essantes Buch, in dem der Stoff einfach und sinnfillig angeordnet ist
und in dem iibrigens die praktischen Interessen ungemein stark
hervortreten.

Demgegeniiber ist bemerkenswert, daB man jetzt im franzosischen
Unterricht zugleich auch wieder einem vollstindig logisch durch-
gearbeiteten Lehrgebdude der Elementargeometrie, wie es etwa Euklid
vorschwebte, Interesse zuwendet. Besonders ein sehr bedeutendes Buch
habe ich Thnen da zu nennen, die ,,Nowveaux éléments de géométrie’* von
Ch. Méray in Dijon, die zwar schon 1874 zum erstenmal erschienen sind,
aber doch erst in den letzten Jahren die Aufmerksamkeit weiterer Kreise
auf sich lenkten?). Méray benutzt in seinen Beweisen keine Tatsache
der Anschauung, die er nicht zuvor in einem Axiom formuliert hat, und
entwickelt so ein vollstindiges Axiomensystem der Geometrie. Dabei kommt
er aber den Anforderungen des wirklichen Unterrichts insofern viel mehr
als die strengen Euklidanhidnger entgegen, als er die Anzahl der Axiome
nicht streng auf ein Minimum voneinander unabhingiger Sitze zu
reduzieren strebt und sie auch im wesentlichen immer erst dann for-
muliert, wenn er sie wirklich braucht. Besonders charakteristisch fiir
Méray aber ist einmal, daBl er die Fusion von Planimetrie und Stereo-
metrie so vollstindig durchfiihrt als irgend moéglich, und dann, daf er
im Gegensatz zu Euklid den Begriff der Bewegungsgruppe durchaus an
die Spitze stellt und seinen ganzen Aufbau der Geometrie konsequent
auf ihn stiitzt. So entsteht ein ganz dhnlicher Aufbau, wie wir ihn
neulich skizzierten: Translationen und Rotationen stehen von Anfang
an einander gegeniiber; die ersteren liefern den Begriff der Parallelitit,
die anderen, da es sich immer von vornherein um den Raum handelt,
den Begriff des Senkrechtstehens in der Lage der Rotationsachse zu den
Ebenen, in denen die Bahnkurven (Kreise) jedes Punktes liegen. Sie
mogen die sehr interessante genaue Durchfithrung dieses Aufbaues bei
Méray selbst nachlesen. Ich erwihne hier nur noch, daB er stets be-
sonderen Wert auf die exakte Durchfiihrung aller in der Geometrie etwa
notwendigen Grenzprozesse legt und dabei den modernen Zahlbegriff
in seiner strengen Formulierung gelegentlich wohl benutzt, wenn er

1) Paris 1905. Deutsche Ubertragung (als ,,Elemente der Mathematik*,
2 Bande) von P. Stdckel. Leipzig 1909. [2. Aufl. I. Bd, 1919, II. Bd. 1920.]
2) Nouvelle édition Dijon 1903. 3¢ édition 1906.
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auch lange nicht so weit in der Fusion mit der Arithmetik und der
analytischen Geometrie geht, wie wir das hier taten.

Man kann iibrigens in den modernen franzgsischen Schulbiichern
die Einwirkung des Mérayschen Standpunktes deutlich wahrnehmen.
So spielt in dem genannten Buche Borels der Bewegungsbegriff eine
groBere Rolle, und noch viel mehr ist das in den neuen ,,Eléments de
géométrie'* von C. Bourlet), von dem viele sehr verbreitete Lehrbiicher
herriihren, der Fall; hier ist iiberall ganz ausdriicklich von der Bewegungs-
gruppe und den geometrischen GroBen als ihren Invarianten die Rede.

Wir verlassen damit Frankreich und gehen zu Italien fiber.

III. Der Unterricht in Italien.

Da haben wir ebenfalls eine duBlerst charakteristische Entwicklung,
die durchaus andere Grundziige aufweist als in England und Frankreich
und in ihrer typischen Ausbildung hochstens mit Méray in Parallele
gesetzt werden kann. Ich will mich hier nur mit dem modernen Italien
von etwa 1860 an beschiftigen. Den groBten EinfluB auf die einheit-
liche Neugestaltung des mathematischen Unterrichts in diesem neu-
gebildeten Einheitsstaate hatte L. Cremona, derselbe, der Ihnen allen
wegen seiner wissenschaftlichen Bedeutung in der Entwicklung der
modernen Geometrie bekannt ist; ist er doch geradezu der Begriinder
der selbstindigen algebraisch-geometrischen Forschung in Italien, die so
hervorragende Resultate gezeitigt hat. Dieser seiner wissenschaftlichen
Tatigkeit gemdB hat Cremona eine nachhaltige Wirkung auf den Hoch-
schulunterricht ausgeiibt, indem er die projektive Geometrie in Verbindung
mit darstellender Geometrie und graphischer Statik in den Vordergrund
brachte. Die Ingenieure sprechen heute iiberall in der Welt vom Cre-
monaschen Krifteplan, und wenn der Name auch historisch unberechtigt
sein mag, zeigt er doch deutlich den groBen EinfluB Cremonas.

Cremona hat merkwiirdigerweise auf den Unterricht an den
Mittelschulen in ganz anderem Sinne eingewirkt. In einem be-
rithmten Gutachten von 1867 empfiehlt er den Ewuklid, wenn nicht als
verbindlich, so doch in seiner Anordnung und Begrenzung des Stoffes
sowie vor allem in seinem Ideal eines streng logisch geschlossenen Auf-
baues der Geometrie als vorbildlich fiir den gesamten geometrischen Schul-
unterricht einzufilhren: Hier betont er also besonders die logische Seite,
wihrend in seiner eigenen unmittelbaren Lehrtitigkeit und auch in
seiner wissenschaftlichen Arbeit vor allem die anschaulichen Momente in
den Vordergrund kommen2). Es ist nicht recht zu verstehen, was eigent-
lich das Bindeglied zwischen diesen beiden anscheinend einander so
widerstreitenden Zielsetzungen bei Cremona war.

1) Paris 1908.

?) Vgl. dafiir z. B. Cremonas Elemente der projektivischen Geometrie. 1872.
Deutsch von Trautvetter. Stuttgart 1882.
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Jedenfalls aber fiel diese Anregung Cremonas von 1867 auf duBerst
fruchtbaren Boden, und es bemichtigte sich der italienischen Mathema-
tiker ein wahrer Wetteifer, den Euklid durch Lehrbiicher zu ersetzen,
die seinen Stoff und seine ganze Tendenz durchaus festhalten und sie
nur in einer den heutigen verschirften Anforderungen entsprechenden
Weise realisieren. Charakteristisch ist, daB sich, ganz wie wir es in
Frankreich sahen, auch eine Reihe der wissenschaftlich hochstehenden
Mathematiker an dieser Arbeit beteiligen und daB demgemiB eine An-
zahl wissenschaftlich sehr bedeutender Werke dabei entstehen, deren
padagogischen Wert man freilich nicht ebenso hoch einzuschitzen
braucht. Ein sehr interessantes Referat iiber die wichtigsten Erschei-
nungen dieser Bewegung hat W. Liefzmannl) gegeben; ich will im
folgenden, zum Teil im Anschlu daran, nur wenige besonders charak-
teristische Momente hervorheben.

Ich beginne damit, die Euklidiibersetzung zu nennen, die E. Betti
und F. Brioschi im Jahre 1867 veranstalteten?) und auf die die Ver-
breitung der Euklidkenntnis in Italien zuriickgeht; sie enthilt, ganz wie
die Schuleuklidausgaben der Engldnder, nur die Biicher 1—6, 11 und 12.
Aber im Gegensatz zur englischen Tradition ist ihre Tendenz keineswegs,
den Stoff in dieser alten Form den Schiilern darzubieten, sondern sie will
vielmehr nur die Basis zur selbstindigen wissenschaftlichen und pidagogi-
schen Verarbeitung liefern. Von den hieran anschlieBenden Lehrbiichern
hilt sich eine gréBere Reihe dlterer noch moglichst eng an das euklidsche
Schema der Definitionen usw., wobei indessen alle die zahlreichen An-
schauungstatsachen, von denen Euklid stillschweigend Gebrauch macht,
ausdriicklich prizis formuliert werden. Um iiber die Liicken im ersten
Buch hinwegzukommen, rechnet man allgemeiner Ansicht zufolge auch
den Begriff der starren Bewegung zu diesen stillschweigend von Euklid
benutzten Dingen und stellt ihn daher mit an die Spitze des Systems,
indem man eine Reihe ,,Axiome der Bewegung‘‘ formuliert. Ganz wie bei
Méray wird dabei iibrigens aus pidagogischen Griinden kein Wert
auf gegenseitige Unabhingigkeit der einzelnen aufgestellten Axiome
gelegt. Ein typisches Buch dieser Richtung sind die sehr verbreiteten
,Elementi di geometria' von A. Sannia und E. d’Ovidio3), die 1869 zum
ersten Male erschienen und in denen Sie alle vorgenannten Punkte
bestitigt finden werden. Der Stoff ist genau so begrenzt wie bei Euklid,
nur daB er in wesentlich geglitteter Gestalt dargeboten wird. So wird
der Zahlbegriff der reinen Arithmetik durchaus vermieden, aber aus
den euklidischen Exhaustionsbeweisen doch ein fiir allemal die zu-

1) Die Grundlagen der Geometrie im Unterricht (mit besonderer Berlick-
sichtigung Italiens). Zeitschrift fir mathematischen und naturwissenschaftlichen
Unterricht Bd. 39, S. 177. 1908.

?) Gli Elementi di Euclide. 362 Ristampa. Firenze 1901.

3) Vol. I., II. 11. Ausgabe. Napoli 1904.



Der Unterricht in Italien. 247

grunde liegende Idee des Grenzbegriffes deutlicher herausgearbeitet,
als es Euklid tut. Weiterhin sind insbesondere Planimetrie und Stereo-
metrie duBerlich getrennt, doch wird offenbar damit gerechnet, daf3
das Buch in Schulen mit ,,fusionistischem’* Lehrgange gebraucht wird,
wie ja diese Fusionsbestrebungen zwischen Planimetrie und Stereometrie
gerade in Italien besonders verbreitet sind. Als ein Lehrbuch, das sie
am meisten geférdert hat, will ich die ,,Elementi di geometria’* von
R. de Paolis') wenigstens noch nennen.

Wesentlich mehr als diese und die verwandten Werke entfernt
sich eine andere Gruppe von Lehrbiichern von der euklidischen Dar-
stellung, indem sie ein sehr viel hdheres MaB wvom Strenge in der
Fassung der Grundlagen zu erreichen sucht. Sie halten die zahlreichen
geometrischen Grundbegriffe des Euklid und jener Lehrbiicher fiir
nicht hinreichend genau definiert und wollen daher mit einem einzigen
Grundbegriff, dem des Punkies, auskommen, aus dem alle anderen in
der Geometrie notwendigen Gebilde rein logisch aufgebaut werden
sollen; insbesondere soll auch jeder Gebrauch des Begriffes der starren
Bewegung bei der Grundlegung der Geometrie durchaus vermieden
werden.

Den Hohepunkt dieser Entwicklung stellen wohl die verschiedenen
Lehrbiicher G. Veroneses dar, die das gesamte Gebiet der Geometrie
umfassen. Fiir uns kommen hier nicht seine ,,Grundziige der Geometrie
von mehreren Dimensionen und mehreven Arten geradliniger Einheiten,
wn elementarer Form entwickelt‘?) in Betracht, die durchaus kein Schul-
buch sind, sondern in abstraktester Form das rein wissenschaftliche Pro-
blem einer allgemeinen mehrdimensionalen und ,,nichtarchimedischen**
Geometrie behandeln; uns interessieren vielmehr seine Schulbiicher
. Nozioni elementari di geometria intuitiva’*®) und ,,Elementi di geo-
metria’‘?). Das erstere ist eine induktive Einfiihrung, die auf der Unter-
stufe dem Schiiler die verschiedenen geometrischen Formen anschaulich
nahebringen soll — entsprechend etwa unserem propadeutischen Vor-
kursus. Der eigentliche systematische geometrische Unterricht beginnt
namlich nach allen italienischen Lehrpldnen erst sekr spdt, in Klassen,
die etwa unseren Sekunden entsprechen; man darf also nicht etwa
glauben, daB alle diese exakten Lehrbiicher sich an Knaben vom Alter
unserer Quartaner wenden!

Die ,,Elementi’ Veroneses geben die theoretischen Entwicklungen,
wobei in duBerst vollstindiger Weise alle Postulate der Geometrie auf-
gestellt werden — auch wenn sie noch so selbstverstandlich erscheinen;
so heillt es z. B. ausdriicklich als erstes Postulat: ,,Es gibt verschiedene

1) Torino 1887. 2) Deutsch von A. Schepp. Leipzig 1894.

3) 2. Auflage. Verona 1902.

4) In verschiedenen Ausgaben; z. B. Ad uso dei ginnasi e licei. Con colla-
borazione di P. Gazzaniga. P. 1., II. 3. Auflage. Verona 1904.
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Punkte’* — wir betrachten also nicht etwa eine Geometrie, in der nur
1 Punkt existiert! Dabei wird iibrigens immer noch wenigstens kurz
der empirischen Beobachtung gedacht, die als heuristisches Prinzip fiir
die Aufstellung der Axiome leitend ist. Im einzelnen verwendet nun
Veronese die geradlinige Strecke als fundamentales geometrisches Ge-
bilde, das er als ein gewissen Forderungen geniigendes System wvon
Punkten definiert. Auf die Kongruenz solcher Strecken, die als Grund-
begriff auftritt, wird nun in sehr origineller Weise alles andere zuriick-
gefithrt; so heien 2 Dreiecke kongruent, wenn alle Seiten kongruent
sind, womit auch die Kongruenz der Winkel definiert ist (also Voran-
stellung des 3. Kongruenzsatzes!), und sogar die Parallelenlehre wird so in
Angriff genommen: parallel heiBen 2 Gerade, die in bezug auf einen
Punkt zentrosymmetrisch liegen, d. h. auf allen Geraden durch ihn
paarweis gleiche Strecken ausschneiden. Ubrigens hailt sich auch Vero-
nese durchaus ¢nnerhalb der Grenzen des Euklidischen Lehrstoffes, insbe-
sondere vermeidet er natiirlich jede Anlehnung an die Arithmetik.
Diesem Veroneseschen Buche inhaltlich verwandt sind die ,,Elementi
di geometria’* von F. Enriques und U. Amaldi'), die nur in bedeutend
héherem MalBe neben der strengen Systematik auch die pddagogischen
Momente betonen.

Die abstrakte Richtung Veroneses hat nun noch eine Steigerung er-
fahrenin der sogenannten Peanoschule. G. Peano in Turin vertritt die Ten-
denz, die reinlogische, von Anschauungselementen freie Bearbeitung der
Mathematik noch viel schirfer durchzufithren, als es in den bisher be-
rithrten axiomatischen Untersuchungen geschieht, und er hat zu diesem
Ende eine besondere Formelsprache?) ersonnen, die an die Stelle der ge-
wohnlichen Sprache treten soll. Denn er meint, dal man sonst infolge
der zahlreichen Assoziationen, die sich unwillkiirlich an die uns geldufigen
Worte kniipfen, das Hineinspielen nicht logischer Momente unmdglich
vermeiden kénne. So wird das Ideal schlieBlich ein Operieren mit an sich
bedeutungslosen Symbolen nach ,willkiirlichen'* Regeln, die an sich auch
ihrerseits nichts zu bedeuten haben. Peano hat eine groBe Schule be-
griindet, die jetzt in Italien weitverbreitet ist und viel EinfluB hat.
Mit seinen Schiilern gemeinsam verdffentlicht er ein ,,Formulaire*, in
dem die gesamte Mathematik ihrem rein logischen Inhalt nach in seiner
Formelsprache dargestellt werden soll.

Fragen wir uns, ob eine solche extreme Betonung der rein logischen
Momente fiir die Wissenschaft forderlich sein kann. Ich wende da gern
ein Gleichnis an: Viele Leute empfinden, wenn sie aus dem Tale auf einen
Berg steigen, die reinere, diinnere Luft angenehm, und doch ist es
keineswegs so, daB immer weitere Verdiinnung der Luft das Wohl-
befinden stets erhdht; es gibt da eine Grenze, jenseits deren iiberhaupt

1) 2. Auflage. Bologna 1905.
2) [Vgl. hieritber auch Teil I, S. 13, 286.]
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jede Existenzmoglichkeit aufhort. So glaube ich, daB die Begeisterung
der Logiker fiir die Elimination jeder Anschauung (sofern sie iiber-
haupt moglich ist, denn auch die Peanoschen Symbole bringen als
solche noch einen Rest anschaulicher Elemente in sein System!) etwas
voreilig ist: mag manchem vielleicht auch zunichst in dieser reineren
Logik sehr wohl zumute sein, so wird es doch auch hier ein Optimum
in der Verteilung von Logik und Anschauung geben, das zugunsten der
ersteren ohne Schaden nicht iiberschritten werden kann!

Freilich, was die reine Forschung angeht, wird man natiirlich jeden
neuen Ansatz gutheilen und die Fortschritte und Anregungen ab-
warten, die er bringt. Aber es ist notwendig, auch vom Standpunke der
Pédagogik aus ein Urteil abzugeben, da jene abstrakten Tendenzen viel-
fach auch auf den Schulunterricht Einflul gewonnen zu haben scheinen.
Dieses Urteil wird mehr negativ lauten miissen: man darf wohl ver-
muten, daB bei einem Schulunterricht im Sinne jener Richtung viele
Schiiler gar nichts lernen und die wenigen, die iiberhaupt folgen kénnen,
jedenfalls nicht das erhalten, was sie spéter gebrauchen kénnen.

In der Tat scheint in ITtalien auch bereits eine Reaktion gegen diese
allzu abstrakte Gestaltung des Unterrichts entstanden zu sein — auch
an den Hochschulen, denn merkwiirdigerweise haben die reinen Logiker
gerade an den technischen Hochschulen vielfach das Ubergewicht er-
langt. Man klagt da jetzt iiber eine schlechte mathematische Ausbildung
des Durchschnittes der Studenten, die die abstrakten Auseinander-
setzungen nicht auffassen kénnen. Schon vor Jahren wurde mir gelegent-
lich als interessantes Beispiel mangelnder Anpassung an die tatsdchlichen
Bediirfnisse erzdhlt, dafl in Vorlesungen fiir Ingenieure der Taylorsche
Satz zuerst fiir beliebig viele Variable bewiesen und erst hinterher auf
eine Variable spezialisiert werde.

Auch im Mittelschulunterricht machen sich in neuerer Zeit Reform-
bestrebungen geltend, die ganz im Sinne unserer deutschen und der
franzosischen Bewegung die vorwiegende Berticksichtigung der ab-
strakten Logik und den engen stofflichen AnschluB3 an Euklid aufgeben,
und den Unterricht durch anschauliche Momente, durch Heranziehung
der wichtigsten Allgemeinbegriffe der modernen Wissenschaft (Funk-
tionsbegriff), schlieBlich auch durch Bezugnahme auf die Anwendungen
beleben wollen. Der Fiihrer dieser Bewegung ist Gino Loria, der 1904
vor dem 3. internationalen MathematikerkongreB in Heidelberg iiber
den mathematischen Unterricht in Italien berichtet!) und seither in
einem interessanten, auch ins Deutsche iibertragenen Vortrage?) vor
der italienischen Oberlehrervereinigung ,,Mathesis* iiber seine Reform-

1) Verhandlungen des 3. internationalen Mathematiker-Kongresses, S. 594.
Leipzig 1905.

2) , Vergangene und kiinftige Lehrplane.” Deutsch von H. Wieleitner. Leipzig
1906.
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vorschldge gesprochen hat. Diese Vereinigung ist ein Zeugnis dafiir, daf
man in den Lehrerkreisen Italiens den modernen Ideen jetzt reges
Interesse zuwendet, und wenn auch die neuen Lehrpline von 1905?)
nur erst geringe Spuren davon zeigen, so darf man doch vielleicht an-
nehmen, daB man sich allmihlich an den italienischen Schulen von
den Banden der extremen Logik befreien und eine neuere Gestaltung
des Unterrichts einfithren wird.
Wir wenden uns nun endlich unserer Heimat zu.

IV. Der Unterricht in Deutschland.

Dabei wollen wir der Idee nach auch alle deutschsprechenden
Lander, wie die deutsche Schweiz und Osterreich, mit beriicksichtigen.
In Deutschland zeigt der Entwicklungsgang des geometrischen Unter-
richts einen ganz anderen Typus alsin den iibrigen Landern ; vor allem fehit
die Einheitlichkeit der Entwicklung, wie sie anderwirts durch die strenge
staatliche Organisation oder das Eingreifen einer starken Persénlichkeit
erzielt war. Hier in Deutschland hat sich vielmehr der Unterricht in
jedem Einzelstaate fiir sich in eigenen Bahnen entwickelt, und noch
dariiber hinaus blieb der einzelnen Anstalt, dem einzelnen Lehrer stets
ein relativ groBer Spielraum fiir selbstindige Betitigung. So sind denn
eine grofe Menge verschiedenartiger Anregungen aus den verschiedensten
Quellen nebeneinander zur Geltung gekommen, und sie konnten meist
ihre Wirksamkeit entfalten, noch ehe ihnen in offiziellen Lehrplidnen
nachgegeben war. Ich kann hier natiirlich nur wenige Gesichtspunkte
herausgreifen, die fiir die Entwicklung in den letzien Jahrzehnten — sagen
wir etwa von 1870 an — besonders bedeutsam geworden sind und ver-
weise im iibrigen auch hier zur Ergidnzung auf die ausfithrliche Dar-
stellung der allgemeinen Entwicklungslinien in Klein-Schimmack?).

Eine besonders wichtige Tendenz, die sich seit den siebziger Jahren
geltend macht — im Zusammenhang mit dem gesteigerten Bildungs-
bediirfnis weiter Volksschichten, wie es mit dem nationalen Aufschwung
in jener Zeit entstand — geht auf Bewegungen im Volksschulunterricht
zuriick. Es ist die Auffassung, daB ém Elementarunterricht notwendig
die unmittelbare Anschauung voranstehen, daB man hier den Unter-
richt immer an sichtbare, dem Schiiler wohlbekannte Dinge ankniipfen
miisse. Diese Anregungen stammen bekanntlich von dem berithmten
Schweizer H. Pestalozzi, in dem man iiberhaupt den Begriinder des
Elementarunterrichts im heutigen Sinne sehen muB. Seine Wirkungszeit
fillt — in runder Zahl — wm das Jahr 1800. Gewil} hat es fiir jeden
Mathematiker Interesse, Pestalozzis Originalpublikationen, die fiir die
Mathematik in Betracht kommen, kennen zu lernen; diese sind ,,das

1) Istruzioni e programmi vigenti nei gymnasi e licei. Torino 1905.
?) Zitiert S. 243.
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A B C der Anschauung oder die Anschauungslehre der Mapverhilinisse' 1)
und ,,die Anschauungslehrve der Zahlenverhiltnisse''?). Diese Biicher
sollen zeigen, wie man die allereinfachsten Tatsachen der Raum- und
Zahlanschauung dem ginzlich unvorgebildeten Schiiler durchaus zu
eigen machen kann. Freilich tduscht man sich sehr, wenn man in ihnen
irgend etwas besonders Packendes erwartet; sie sind so ziemlich das
Langweiligste, was ich je in der Hand gehabt habe, da sie lediglich alle
moglichen trivialen Verhiltnisse mit erschreckender Konsequenz ganz
ausfithrlich darstellen. Um nur ein Beispiel herauszugreifen: Das Kind
soll lernen, daB ein Quadrat durch horizontale und vertikale Gerade in
gleiche Teile geteilt werden kann (vgl. Abb. 145). Dazu gibt Pestalozzi
nicht nur eine Tafel mit simtlichen 100 Kombinationen von Teilungen
durcho, 1.. .,9 vertikale und horizontale Linien, sondern er bespricht
auch im Text die Anzahl, Lage usw. der Teilquadrate und Rechtecke

Abb. 145. Abb. 146.

in jedem einzelnen Falle nach immer wieder demselben Schema in
der denkbar ausfiihrlichsten Weise. Man muf3 das wohl so verstehen,
daB er damit auch dem ungeschicktesten Volksschullehrer — er muBte
ja damals noch mit ganz unzureichend vorgebildetem Material rechnen
— eine reiche Sammlung von Beispielen bieten wollte, von dem er
einen beliebigen Teil nach Auswahl wortlich seinem Unterricht zu-
grunde legen konnte.

Ich lege Thnen zur Erginzung noch ein Schriftchen des Gottinger
Philosophen J. F. Herbart vor, der besonders fiir die Ausbreitung dieser
Ideen titig war: ,, Pestalozzis Idee eines A B C der Anschauung'‘3). Hier
werden die Pestalozzischen Ansitze in weniger schematischer und darum
interessanterer Darstellung fortgefithrt. Namentlich sind es alle mog-
lichen Dreiecksgestalten, die Herbart den Kindern deutlich gemacht
wissen will. So gibt er in einer Tabelle die Dreieckswinkel sowie die
Winkel rechts und links der Hhe von §° zu 5° (vgl. Abb. 146) und in
einer anderen Tabelle die zugehérigen Seitenldngen in der Absicht an,
diese Tabelle durch Nachmessen priifen zu lassen. Merkwiirdig ist auch
sein Vorschlag, die verschiedenen Dreiecksformen den Kindern dadurch
einzuprigen, da man ihnen schon in der Wiege Tafeln mit den ver-
schiedensten Dreiecksformen vor Augen stellt.

1) In 2 Heften. Zirich und Tubingen 1803.
%) In 3 Heften. Zurich und Tibingen 1803/04. 3) Gottingen 1802.
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Pestalozzi und Herbart iibten eine muichtige Einwirkung auf den
Volksschulunterricht aus, die noch heute nachhilt; Sie werden in den
meisten Lehrbiichern der Raumlehre fiir Volksschulen deutliche Nach-
wirkungen der Pestalozzischen Ideen finden kénnen. In sehr charakte-
ristischer Form finden Sie Pestalozzis Anschauungslehre noch in unseren
ganz auf ihn bzw. auf F. Frobel zuriickgehenden Kindergirten erhalten,
wo die kleinen Kinder im Spiel mit geeigneten Gegenstinden die ein-
fachsten Raumformen kennen lernen.

Aber auch auf hohere Schulen haben diese pidagogischen Ideen
bald iibergegriffen. Besonders charakteristisch ist in dieser Hinsicht
der Lehrplan, den Exner und Bowitz wm 1850 fiir Osterreich auf-
gestellt haben. DaB gerade hier und zu dieser Zeit die Bewegung ein-
setzte, kann man wieder aus den politischen Verhiltnissen verstehen;
in Osterreich hatte sich durch die zahlreichen katholischen Ordens-
schulen, besonders die der Jesuiten, im mathematischen Unterricht
wesentlich die dogmatische Methode des Mittelalters erhalten, und als
die revolutionire Bewegung von 1848 das Alte wegschwemmte, da
konnte man von dem Vorhandenen gar nichts mehr zur Ankniipfung
benutzen und fiihrte das Neue im reinsten Typ ein. So iibernehmen
denn die Exner-Bonitzschen Lehrpline, soweit irgend moglich, die neuen
anschauungsmiaBigen Methoden auf die héheren Schulen. Die Rawum-
anschauung wird nicht nur auf der Unterstufe als Vorbereitung be-
trieben, sondern sie wird zum Selbstzweck erhoben. Man soll nicht etwa
bloB an anschaulichen Dingen das logische Denken iiben, sondern um
Ubung der Anschauung selbst handelt es sich. Auf der Unterstufe
(4 Jahre) tritt der logische Betrieb iiberhaupt génzlich zuriick,
und nur das anschauliche Erfassen der Figuren wird wunter forige-
setztem Zeichnen geiibt. Auch auf der Oberstufe, wo der so gewonnene
Stoff logisch verarbeitet wird, wird das Zeichnen in betrichtlichem
Umfange beibehalten. Viele von Ihnen mogen gelegentlich bemerkt
haben, wie geschickt die Osterreichischen Mathematiker zu zeichnen
verstehen — eine Folge jener charakteristischen Gestaltung des
Lehrplanes.

Diese Tendenzen sind es nun, die am Anfang der siebziger Jahre
auch in Preufen und iiberhaupt in Norddeutschland sich durchzusetzen
beginnen. Man muB hier auch des persénlichen Moments gedenken,
daB Bonitz damals ins preuBische Kultusministerium als maBgebende
Kraft eintrat. Formuliert wurden die Grundsitze dieser Reform fiir
PreuBen in den Lehrplinen von 1882. Ihr duBeres Kennzeichen ist die
Einfithrung eines geometrischen Vorkursus, der sogenannten geometrischen
Propddeutik auf der Quinta; hier soll der Schiiler anschauungsgemiB
mit den Dingen vertraut gemacht werden, die spiter den Inhalt des
Lehrgebdudes der Geometrie bilden. Vergleichen Sie hierzu auBer
Klein-Schimmack auch etwa meinen Aufsatz ,,100 Jahre mathema-
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tischer Unterricht in den hoheren preufischen Schulen' ), in dem ich iiber-
haupt den Gang der Entwicklung unseres mathematischen Unterrichts
im letzten Jahrhundert darzustellen gesucht habe.

Das Lehrbuch, in dem die Tendenzen der Reform von 1882 wohl
ihre ausgepridgteste Formulierung gefunden haben, ist Holzmiillers
,,methodisches Lehrbuch der Elementarmathematik'‘?). Hier ist schon der
Titel charakteristisch: ,,Methodisch* ist im Gegensatz zu ,,systema-
tisch* gemeint; nicht ein starres Lehrgebiude wie etwa bei Euklid soll
aufgefithrt werden, sondern ein naturgemipBer Lehrgang, der danach
orientiert ist, wie man den Schiiler erfahrungsgemiB am besten férdert.
Und dann haben wir hier nicht ein Lehrbuch der Geometrie oder Arith-
metik fir sich, sondern die gesamte Elementarmathematik wird in
wechselnder Reihenfolge ihrer einzelnen Ficher dargestellt, so, wie
man sie im Unterricht wirklich aufeinander folgen lassen kann, wobel
auch ihre gegenseitigen Beziehungen deutlich hervortreten. Im iibrigen
gehen die geometrischen Entwicklungen stets vom wirklichen Zeichnen
und Konstruieren aus. Besonderer Wert wird auf die Ausbildung
der Raumanschauung, auf das stereometrische Zeichnen gelegt. Es wird
auch immer darauf gesehen, daB man eine Konstruktion nicht nur als
moglich erkennt, sondern daB man sie auch wirklich sauber und voll-
stindig durchfihrt. Die geometrischen Lehrsitze fallen dabei hiufig
sozusagen nebenbei ab; z. B. entstehen die Kongruenzsitze aus der
Bemerkung, daB die Konstruktion eines Dreiecks aus 3 gegebenen
Stiicken eindeutig ist. Ich muB ferner hervorheben, dafB3 in Verbindung
mit der geschilderten Tendenz auch die Grundsditze der projektiven Geo-
metrie zum Teil in die Darstellung hineingearbeitet sind. Freilich darf
ich nicht verschweigen, daB bei Holzmiller die logischen Momente ver-
schiedentlich etwas zu kurz gekommen sind; aber es ist nun einmal eine
alte Sache, daB man nach allen Seiten hin gleichzeitig Befriedigendes
nicht erreichen kann. Betont man vorzugsweise die Logik, so leidet
die Anschaulichkeit, und umgekehrt.

Die positiven Resultate der hiermit geschilderten Bestrebungen
sind wohl jetzt allgemein in den Unterrichtsbetrieb tibergegangen, aber
natiirlich sind allmihlich wieder neue Anregungen hinzugetreten.
Da kommt in erster Linie wie in allen anderen Lindern die starke, in
Deutschland etwa ums Jahr 1890 einsetzende Bewegung in Betracht,
die die Anwendungen der Mathematik in allen Zweigen der Naturwissen-
schaft, insbesondere in der Technik, sowie ihre Bedeutung fiir alle Seiten
des menschlichen Lebens mehr betont zu wissen wiinscht. Sie bringt

1y In W. Lexis, Die Reform des hoheren Schulwesens in Preuien. Halle 1902.
Abgedruckt in Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. 13,
S. 347 ff., 1904 und in F. Klein und E. Riecke, Neue Beitrage zur Frage des mathe-
matischen und physikalischen Unterrichts an héheren Schulen, S. 63 ff. Leipzig 1904.

2) In 3 Teilen. Leipzig (Teubner) 1894 — 1895, sowie zahlreiche Neuauflagen.
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gegeniiber der auf Anschaulichkeit gerichteten Tendenz etwas wesentlich
Neues; denn kann man diese noch mit rein formalen Zwecken ver-
binden, so handelt es sich jetzt darum, das mathematische Denken
wirklich fruchtbar auf die verschiedensten anderen Gebiete anzu-
wenden. Zu diesen Bestrebungen stehen in naher Beziehung die Reform-
tendenzen, die wir im ersten Bande des gegenwirtigen Werkes so oft
berithrt haben und die ich daher hier wohl nur noch zu erwéihnen
brauche: die Heranziehung des Funktionsbegriffs, der graphischen
Methoden, der Anfinge der Infinitesimalrechnung, die ja alle auch fiir
den geometrischen Unterricht zahlreiche neue Anregungen bringen.

Etwas ausfithrlicher will ich dafiir aber iiber einige neuere weiter-
gehende Tendenzen sprechen, mit denen sich die Mathematiker mehr
auseinandersetzen miissen, als das bisher geschehen ist:

a) Zunichst meine ich da gewisse Ergebnisse der modernen psycho-
logischen Forschung, speziell der experimentellen Psychologie, sowie der
modernen Hygiene. Die Pddagogik auf die Psychologie aufzubauen ver-
suchte schon Herbart, aber die Durchfithrung dieser Aufgabe hat eine
ganz andere Grundlage erhalten, seitdem die Psychologie sich exakte
experimentelle Methoden geschaffen hat. Denken Sie z. B. daran,
wie wichtig die Erforschung des Gedichinisses fiir die Padagogik ist,
wie wichtig es z. B. fiir sie ist, zu wissen, auf welche Weise sich Tat-
sachen dem Gedichtnis einpridgen und darin haften bleiben, wie das
von der Umgebung oder der personlichen Disposition des Individuums
abhingt. Tatsichlich beschiftigen sich jetzt die Psychologen an vielen
Orten, gerade auch hier in Géttingen, viel mit diesen Fragen. Ahnlich
wichtig fiir die Pidagogik ist die Untersuchung der Ermidung, die
Frage z. B., ob korperliche und geistige Ermiidung unabhéngig von-
einander sind oder nicht. Frither glaubte man wohl, daB man nach
vorangegangener korperlicher Anstrengung zur geistigen Arbeit besonders
befdhigt sei, wihrend man jetzt, gestiitzt auf Beobachtungen, allgemein
zur entgegengesetzten Ansicht gekommen ist.

Ein besonders wichtiges Problem auf diesem Gebiete gerade auch
im Hinblick auf die Mathematik ist das der Unterschiede der individuellen
Begabung. Es gab ja eine Zeit, wo man fest davon iiberzeugt war, da3
nur ganz wenige Schiiler ,,mathematische Begabung* hitten — man
meinte damit, daB nur sie #iberhaupt etwas von der Mathematik ver-
stehen und alle iibrigen selbst bei gréBter Anstrengung doch nichts
lernen konnten; den Grund, daB eine solche Ansicht so allgemeine
Verbreitung finden konnte, kann man wohl nur in der mangelhaften
Methode des mathematischen Unterrichts suchen, die damals herrschte.
Als man spédterim AnschluB an die Exner-Bonitzschen Lehrpldne gréeren
Wert auf piddagogische Kunst zu legen begann, kam man bald zu der
entgegengesetzten Meinung, daB jeder Schiiler bei gutem Willen und
einiger Anstrengung auch seitens des Lehrers etwas Erkleckliches in
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der Mathematik lernen kénne. Ich erhoffe nun von der experimentellen
psychologischen Forschung Auskunft dariiber, wie es hiermit wirklich
steht. GewiB gibt es auch unter sonst begabten Leuten durchaus
,,amathematische’‘, denen das mathematische Denken absolut nicht
liegt. Dal auch unter kiinstlerisch hervorragend begabten Naturen
solche Amathematiker vorkommen, zeigte mir kiirzlich ein sebr inter-
essantes Gesprich mit dem berithmten Berliner Architekten Messel,
der Thnen allen u. a. durch den ebenso zweckmiBigen wie kiinstlerisch
wertvollen Wertheimschen Warenhausbau bekannt ist. Als er horte,
daB ich Mathematiker sei, sprach er sich in schirfster Weise iiber das
ganze unniitze Zeug aus, mit dem man auf der Schule so geplagt werde
und das jedenfalls fiir ihn stets ohne jede Bedeutung geblieben sei.
Vielleicht ware es viel kliiger, wenn man solche Naturen auf der Schule
ohne Mathematik laufen lieBe, als daB man sich vergeblich abmiiht,
ihnen wenigstens einige mathematische Kenntnisse beizubringen. Man
erreicht dabei doch meistens nichts, als daB man in ihnen einen groBen
Widerwillen gegen diese Dinge erweckt, die sie nicht begreifen kénnen,
und dafl man dadurch der Mathematik einfluBreiche Feinde verschafit.
Freilich darf sich das nur auf die ganz wenigen beziehen, die bei sonst
vortrefflicher Veranlagung einseitig mathematisch unbegabt sind, und
es soll damit nicht etwa der Bequemlichkeit und Faulheit oder jener
alten Theorie von der ,,allgemeinen mathematischen Unbegabtheit
das Wort geredet werden.

Weitere wichtige Aufgaben, die der Psychologie auf mathematischem
Gebiet harren, beziehen sich auf die zweifellos vorhandenen feineren
Artunterschiede der mathematischen Begabung, die sich bei den produktiv
wissenschaftlich Arbeitenden geltend machen, aber gewill auch fiir die
pidagogischen Fragen bedeutsam sind. Bemerkt man doch alle Tage,
daB der eine Mathematiker mehr abstrakt arithmetisch veranlagt ist,
wihrend der andere das Operieren mit geometrisch anschaulichen Ge-
stalten vorzieht. Man hat bereits besonders solche Leute, die auf einem
engbegrenzten Gebiet hervorragende Fahigkeiten ausgebildet haben,
grofe Rechmer oder Schachspieler, psychologisch untersucht und auch
da die groBten Unterschiede gefunden; man weil z. B., dall einige
Rechner die groBen Zahlen, mit denen sie operieren, anschaulich in
Ziffern geschrieben vor sich sehen (visuelle Veranlagung), wihrend
andere wieder awuditiv arbeiten, indem sie an den Ton der Zahlworte
ihre Assoziationen kniipfen. Ich verweise Sie in dieser Hinsicht auf
das interessante Buch Binets, ,,Psychologie des grands calculateurs et
joueurs d’'échecs*‘y).

1) Paris 1894. [Neuere Untersuchungen dieser Art findet man in der
Schrift von O. Kroh, Eine einzigartige Begabung und deren psychologische
Analyse, Gottingen 1922, welche im AnschluB an die auBerordentlichen Rechen-
leistungen des Mathematikers G. Riickle entstanden ist.]
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b) Eine zweite, in der Neuzeit vielfach hervortretende Tendenz,
die ich hier noch erwdhnen will, beriihrt sich mit dem, was ich gerade
iber die mathematische Veranlagung hervorragend kiinstlerisch be-
gabter Personen sagte; ich meine die moderne sog. Kunsterziehung und
die Neuerungen im modernen Zeichenunterricht. Das Ziel ist hier,
moglichst bald zu einer lebhaften intuitiven Auffassung der Dinge im
Ganzen, Grofen zu gelangen und nicht mit dem Studium ihrer Einzel-
heiten zu beginnen. Besonders interessant zeigt sich dieses Bestreben,
wie es in verwandter Weise auch bei manchen hervorragenden Ingenieuren
hervortritt, in der Entwicklung des Zeichenunterrichtes. Friiher legte
man da vielfach den Hauptnachdruck darauf, daB jeder Schiiler be-
stimmte Konturen nach Vorlagen exakt nachzeichnen lernte — ein
Verfahren, mit dem man nur zu oft wenig Interesse und wenig Erfolge
erzielte. Ich erinnere mich, daB ich in meiner Schulzeit immer wieder
dieselbe Arabeske kopieren mufte, weil sie mir ganz und gar nicht gelingen
wollte, wodurch gewiBl meine Fihigkeit, zu zeichnen, nicht entwickelt
wurde. Heutegibt manim Gegensatzdazu dem Kinde von vornherein Pinsel
und Farbe in die Hand und 148t es nach eigenem Eindruck einfache,
alltdgliche Gegenstinde abmalen, so wie es sie unmittelbar vor Augen
oder in Erinnerung hat. Auf genaue Wiedergabe der Einzelheiten
kommt es dabei gar nicht an; die kénnen héchst unexakt sein, wenn
nur der Gesamteindruck getroffen ist. Man sieht heute allerwirts in
Ausstellungen von Schulen, was fiir iiberraschend gute Resultate mit
dieser Methode selbst bei Kindern ohne jede spezifisch kiinstlerische
Begabung erzielt Werden.

Freilich steht diese Richtung durchaus tm Gegensatz zum mathe-
matischen Zeichnen, insofern dieses gerade auf genaue, auch quantitativ
richtige Festlegung aller Einzelheiten Wert legen muB8. Und natiirlich
konnen beide Tendenzen leicht in schirfsten Kampf miteinander ge-
raten, wenn die eine oder andere allzu einseitig gehandhabt wird. Da
werden z. B. einmal in der darstellenden Geometrie mit groer Miihe
sehr viele einzelne Punkte einer Kurve konstruiert, aber da mangels der
notigen zeichnerischen Fertigkeit diese Punkte vielleicht recht ungenau
werden und der Zeichnende nicht die richtige Vorstellung vom Aussehen
der Kurve hat, legt er durch sie statt einer ordentlichen Kurve einen un-
moglichen Krakel, der jedenfalls kein Bild der wirklich darzustellenden
raumlichen Verhiltnisse vermittelt. Ebenso kann andererseits auch das
kiinstlerische Zeichnen zur Karrikatur werden ; die Einzelheiten werden so
verschwommen, da man vielleicht in einiger Entfernung allenfalls
etwas zu erkennen glaubt, in der Nihe aber nur einen undefinierbaren
Klecks sieht. Aber ich meine, verniinftig betrieben kénnten sich beide
Richtungen doch recht wohl verstindigen und einander ergénzen, was im
Interesse der Sache #uBerst wiinschenswert wire. Es wire wohl auch
fiir die Mathematik recht wenig zweckmiBig, sich einer neuen, rasch
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aufstrebenden Bewegung hier prinzipiell feindlich gegeniiber zu stellen.
Manches anregende Material in der Richtung einer Verstindigung ent-
hilt die Schrift von Fr. Schilling ,,Uber die Anwendungen der darstellen-
den Geometrie''Y), wo u. a. auch von den Beziehungen zur Kunst die
Rede ist.

Ich erwihne in diesem Zusammenhange gern noch die oft zitierte,
so ilberaus scharfe Kritik des berithmten Philosophen Schopenhauer
gegen die Mathematik, weil sie fiir die Feindschaft mehr kiinstlerisch
veranlagter Naturen gegen unsere Wissenschaft ungemein charakte-
ristisch ist. Schopenhauer hélt die Aufeinanderfolge einzelner logischer
Schliisse, die ein strenger mathematischer Beweis enthalten mubB, fiir
ungeniigend und unertriglich. Er will sofort gewissermalBen mit einem
Blick von der Wahrheit des Satzes infuitiv iiberzeugt sein, und so hat
er sich die Theorie gebildet, es gdbe neben jenen logischen, von be-
stimmten Vordersitzen ausgehenden Deduktionen noch eine andere
mathematische Beweismethode, welche die mathematische Wahrheit
direkt der Anschauung entnimmt. Von diesem Standpunkte verurteilt erin
seinem Hauptwerke ,,Die Welt als Wille und Vorstellung''?) wie auch
anderwirts das ganze Euklidische System prinzipiell aufs heftigste und
besonders ist Euklids Beweis des pythagordischen Lehrsatzes Gegenstand
seiner Angriffe. Er nennt ihn einen ,,Mausefallenbeweis‘, der einen wohl
schlieBlich zum Zugeben der Richtigkeit der Behauptung zwinge — in-
dem er alle moglichen Auswege der Reihe nach hinterlistig absperre —,
der aber nie zur inneren Erkenninis der Wahrheit fithre. Kein Mathe-
matiker wird Schopenhauer bei diesen Ausfithrungen beistimmen
konnen, denn mag man der Anschauung in der Mathematik auch eine
noch so groBe Rolle als heuristisches, die Wissenschaft férderndes Prinzip
zuschreiben, schlieBlich wird doch als letzte allein entscheidende Instanz
immer wieder der von den Voraussetzungen ausgehende logische Be-
weis eintreten miissen. Ich verweise iibrigens gern auf die sehr
interessant geschriebene akademische Festrede ,,Uber Wert und angeb-
lichen Unwert der Mathematik'* von A. Pringsheim®), in der dieser sich
ausfithrlich gerade mit Schopenhauers Angriffen auseinandersetzt.

Freilich, wiirde Schopenhauer lediglich die zerrissene, abgehackte
Form der Darstellung bei Euklid angreifen und eine iibersichtlichere
Herausarbeitung der Ideen eines jeden Beweisganges sowie iiberhaupt
neben der Logik eine weitergehende Beriicksichtigung der Anschauung

1) Leipzig und Berlin 1904. — Heft 3 von F. Klein und E. Riecke, Neue Bei-
trige zur Frage des mathematischen und physikalischen Unterrichts an hdheren
Schulen. Leipzig und Berlin 1904.

2) Siehe Werke (herausgegeben von Frauenstadt; Leipzig 1859) II, S. 82ff.
und III, S. 142; ferner auch I, S. 135.

3) Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung. Bd. 13, S. 357.
Miinchen 1904.

Klein, Elementarmathematik 1I. 17
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wiinschen, so konnte man ihm durchaus beipflichten. Aber auch
dann hitte er sich in dem Euklidischen Beweis des pythagordischen
Lehrsatzes kein sehr passendes Objekt fiir seine Angriffe ausge-
sucht; denn gerade diesen halte ich der Idee nach — wenn man
von den AuBerlichkeiten der Euklidischen Manier absieht — fiir
besonders anschaulich, wie aus der folgenden Darstellung deutlich
werden soll:

Wir zeichnen uns die bekannte Figur (vgl. Abb. 147) des recht-
winkligen Dreiecks mit den Quadraten I, IT iiber den Katheten und 117
iiber der Hypotenuse; wir ziehen die Hohe
des Dreiecks auf die Hypotenuse, deren
Verlingerung das Quadrat IIT in die
2 Rechtecke I' und II’ teilt, so daB also:

(1) Il =14+ II'.

Wir zeigen nun, daB das Rechteck I’
dem Kathetenquadrat I gleich ist. Dazu
ziehen wir die beiden gestrichelten Hilfs-
linienund betrachten dasschrigschraffierte
Dreieck 4 und das vertikale schraffierte 4°.
Das erstere 4 hat offenbar mit dem Qua-
drate I Grundlinie und Hohe gemein, und
ist daher bekanntlich halb so gro8:

4=13I;

ebenso ist das vertikal schraffierte Dreieck 4’ gleich der Hilfte des
Rechtecks I':

Abb. 147.

4'=3r.
Endlich aber sieht man, daB beide Dreiecke kongruent und also
auch gleich sind: A A
und damit folgt in der Tat: _r

Ebenso kann man nachweisen, dal3:

II =1I",
und in Anbetracht der Tatsache (1) folgt wirklich der pythagoriische
Satz: II =141

Hier ist also ganz kurz in, wie man meinen sollte, jedem Menschen
sofort einleuchtender Weise der Beweis gefiihrt; dabei sind Anschauung
und Logik derart verbunden — und das scheint mir wohl das Ideal —,
daB jeder logische Schritt sofort auch zu anschaulicher Evidenz ge-
bracht wird. Auch den Hilfssatz 4 = 41, der hier benutzt wird,
kann man sich bekanntlich durch die Abb. 148 in der 4 aus



Der Unterricht in Deutschland. 2h9

der Hilfte des Quadrates I durch Verschiebung der einzelnen Horizontal-
streifen hervorgeht, anschaulich vollkommen klar machen (Cavalierisches
Prinzip!). Damit freilich diese einfachen Ideen auch richtig und klar
herauskommen, dazu trigt eine von dem Euklidischen starren Schema
abweichende, etwas fliissigere Darstellung und

A
eine angemessene Bezeichnungsweise ihr wesent-
liches Teil bei. Besonders méchte ich dafiir —
eintreten, daB man auch viel allgemeiner im %

Unterricht zur Unterscheidung von Linien E
und Flichen verschiedene Schraffierungen oder
noch besser — was in dem vorliegenden Text Abb. 148.

leider nicht angeht — verschiedene Farben ver-

wendet, statt der FEuklidischen Art, nur die Ecken mit Buch-
staben zu markieren; das ,,rote’ oder ,,gelbe’ Dreieck ist ja ungleich
augenfilliger, als wenn man sich die Ecken E, K, L erst in einer kom-
plizierten Figur lange zusammensuchen soll.

So meine ich also, sind Schopenhauers Angriffe gegen den Euklidischen
Beweis sachlich durchaus unberechtigt, und noch klarer wird das, wenn
man sich ansieht, was er an seine Stelle setzen will. Er gibt da nur fiir
den Spezialfall des rechtwinklig gleichschenkligen Dreiecks (vgl. Abb. 149)
den bekannten Platonischen Beweis, den man ja freilich durch einen
Blick auf die Figur iibersicht, und beschrinkt sich darauf, fiir
den allgemeinen Fall dhnliches zu fordern. Aber das bietet dann
gerade der Euklidische Beweis in einer verniinftigen Darstellung;
und tatsichlich sind, wenn man der Sache auf den Grund geht, beide
Beweise ganz gleichmiBig aus Logik und Anschauung gemischt, nur
daB Schopenhauers Fall als der speziellere naturgemiB auch eine etwas
einfachere Erledigung gestattet, und daB es infolgedessen hier auch fiir
den Ungeiibten leichter ist, die in dem Beweise enthaltene Kette logischer
Schliisse mit einem Schlage anschaulich zu fassen.

Doch damit genug von Schopenhauer; lassen Sie uns jetzt unsere
Bemerkungen zur Entwicklung des geometrischen Unterrichis in Deutsch-
land zu Ende bringen. Wir hatten bisher

im Grunde immer noch die Entwicklungs-

linie verfolgt, die auf jene Pestalozzi- s e
Herbartschen zunichst fiir den Volks- D A
schulunterricht bestimmten Tendenzen zu- e s
riickgeht. Nun wollen wir zusehen, wel- = =
che Anregungen bei uns in Deutschland Abb. 149.

von dem mathematischen Hochschulunter-

richt aus auf den Unterricht an der Schule eingewirkt haben. Da
sehen wir ein sehr viel weniger befriedigendes Bild als in anderen
Lindern. Gerade in der Geometrie zeigt sich die so oft beklagte
Erscheinung, daB Hochschule und ,hohere” Schule durchaus in ge-

17*
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trennten Bahnen sich bewegten, ohne lebendige Wechselwirkungen
aufeinander auszuiiben. Ausnahmen bilden in der ersten Hilfte des
19. Jahrhunderts die Vertreter der sogenannten neueren Geometrie, be-
sonders Mobius und Steiner, deren Werke ich ja in dieser Vorlesung
vielfach zitiert habe. Spiter aber wichst mit dem groBen Aufschwung
der mathematischen Wissenschaft jene Entfremdung mehr und mehr,
und erst in dem letzten Jahrzehnt kénnen wir erfreulicherweise wieder
lebhafte Bemiihungen feststellen, die Kluft zu iiberbriicken. Als hervor-
ragendstes Zeugnis dieser Richtung nenne ich Thnen gern wieder die
Enzyklopidie der Elementarmathematik von H. Weber und J. Wellstein,
von der fiir uns hier besonders Band II [Elemente der Geometrie')] und
Band III [Angewandte Elementarmathematik?)] in Betracht kommen;
in Band IT finden Sie die Grundlagen der Geometrie (Wellstein), Tri-
gonometrie (Weber und W. Jacobsthal), analytische Geometrie (Weber),
in Band IIT Vektortheorie und Graphik (Wellstein). Allerdings ist in
dieser Enzyklopédie nicht ganz das verwirklicht, was ich mir fiir die Schule
wiinsche, wie ich ja schon frither?) ausgefiihrt habe; insbesondere in den
geometrischen Teilen beschrinken sich die Verfasser vielfach darauf,
gewisse Dinge, mit denen sie sich besonders beschiftigt haben, in gewiB
duBerst interessanter, aber recht abstrakter Form zu entwickeln, statt
lieber eine allgemeine Orientierung iiber den Gesamtumfang der Geo-
metrie, soweit sie fiir den Schulunterricht in Betracht kommt, zu geben.
Demgegeniiber wissen Sie ja, was ich wiederholt schon als Zielpunkt
meiner eigenen Vorlesung bezeichnet habe. Ich wollte einen Gesamd-
rahmen der Geometrie aufrichten, in dem gleichférmig Platz fiir alle
ihrer Teile ist, und der einen Uberblick iiber sie alle und ihre wechsel-
seitigen Beziehungen gestattet. Freilich konnte ich es nur als Postulat
hinstellen, daBB man versuchen solle, gemiB den einzelnen aufgestellten
allgemeinen Gesichtspunkten zu priifen, was von all diesem Stoff fiir die
Schule paBt und wie weit man {iberhaupt im Schulbetrieb unseren
Ergebnissen gerecht werden kann.

Natiirlich ist dies Problem schon vielfach angegriffen, freilich noch
niemals gelést worden, und ich will nicht unterlassen, wenigstens noch
zwei interessante Biicher zu nennen, die einen groBen Teil der hier in
Betracht kommenden Fragen nach einheitlichen Gesichtspunkten ver-
arbeitet haben. Das eine ist der dsterreichische Lehrplan von 1900%),
der an den Grundlagen der Exner-Bonitzschen Reform von 1850 fest-
hilt. Wie dort, wird ein Unter- und Oberbau des Gymnasiums unter-
schieden (je 4 Jahre), und auf ersterem der geometrische Unterricht

1) [3. Aufl. Leipzig 1915.]

2) 1. Aufl. Leipzig 1907. — [3. Aufl. in zwei Teilen, Leipzig 1924.]

3) Siehe Teil I, S. 4.

%) Lehrplan und Instruktionen fiir den Unterricht an Gymnasien in Osterreich.
2. Aufl. Wien. 1900.
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ausschlieBlich anschaulich mit sehr vielem Zeichenunterricht erteilt;
dieser setzt sich auch auf der Oberstufe neben dem dort beginnenden
logischen Betriebe fort. Das interessanteste an dem Lehrplan sind die
ausfiihrlichen Erlduterungen zum mathematischen Unterricht, die einen
hervorragend sachkundigen Verfasser verraten; es ist mir aber nicht
bekannt geworden, von wem sie herrithren. Wir haben hier einen er-
freulichen Gegensatz zu den sonstigen offiziellen Lehrplinen, die im
mathematischen Teil meist so knapp gehalten sind, daB man kaum
etwas Bestimmtes aus ihnen entnehmen kann.

Das zweite Buch, das ich nennen will, ist das Lekrbuch der Elemen-
targeometrie von Henrici und Treutlein'). Hier sind die Verfasser erfolg-
reich bemiiht, den Ergebnissen der damaligen neueren Forschung, der
projektiven Geometrie, ebenso wie den Anwendungen Rechnung zu tragen,
und auch die analytische Geometrie wird in organischer Verbindung mit
anderem, namentlich der T7igomometrie, gebracht. Im einzelnen er-
wihne ich, daB die Einteilung des Stoffes nach den Klassen geometrischer
Transformationen erfolgt, so wie wir das frither taten und wie das
Mébius zuerst in seinem ,,baryzentrischen Kalkiil“ ausfithrte: Kon-
gruenz, Ahnlichkeit, Perspektivitit. Hinsichtlich der Anwendungen
verweise ich darauf, da sich am Ende des zweiten Teiles eine Ver-
messungskarte des Grofherzogtums Baden befindet (die Verfasser sind
Badenser), so daB der Schiiler ein lebendiges Bild des Zweckes der
Trigonometrie bekommt; ich meine, daB durch eine solche lebendige
Bezugnahme zur Heimatskunde, die durch wirkliche Vornahme von
Vermessungen im Gelinde wirksam unterstiitzt wird, der Unterricht
ganz auBerordentlich gewinnt. So sollte man analog etwa an unseren
Schulen hier die GauBsche Vermessung des Konigreiches Hannover vor-
legen, wo dann jeder Schiiler lernen wiirde, was es mit dem berithmten
Dreieck Hoher Hagen-Brocken-Inselsberg auf sich hat. — Henrici-
Treutlein ist also ein duferst beachtenswertes Buch. Man mag vom
heutigen Standpunkt aus freilich bedauern, dafl die iber die linearen
Transformationen der projektiven Geometrie hinausgehenden allge-
metnen Verwandischaften, wie wir sie frither noch heranzogen, fehlen,
und daB im Zusammenhang damit auch die modernen Forderungen
des funktionalen Denkens usw. nicht beriicksichtigt sind; es fehlt
auch ein philosophischer Abschiuf (also eine Erorterung iiber Axio-
matik u. dgl.), wie er jetzt vielfach fiir die Oberklassen der Schule ge-
wiinscht wird.

Wir stehen nunmehr, meine Herren, am Ende unserer gemeinsamen
Betrachtungen; konnte ich Ihnen im letzten Abschnitt auch schon viel
davon erzihlen, wie sich jetzt neues Leben iiberall an der Schule regt,
so denke ich doch, daB das Problem der Neugestaltung des mathe-

1) In 3 Teilen. Leipzig 1882/83; seitdem eine Reihe neuerer Auflagen.
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matischen, insbesondere auch des geometrischen Unterrichts in den
nidchsten Jahren noch in ungleich héherem MaBe in den Mittelpunkt
des allgemeinen Interesses riicken wird. Sie alle, meine Herren, sind
berufen, an der Losung dieser so wichtigen Aufgabe nach Kriften
mitzuarbeiten — mitzuarbeiten auf Grund selbstindigen Nachdenkens
iiber alle einschldgigen Fragen und frei vom Drucke einer iibermich-
tigen, starren Tradition. Sie werden das kénnen, wenn Sie sowohl
iiber alle in Betracht kommenden Gebiete der Wissenschaft als auch
iiber die geschichtliche Entwicklung einen leidlichen Uberblick haben,
und dafiir — so hoffe ich — soll Thnen meine Vorlesung eine Grund-
lage gegeben haben.



Zusatz 1.

Erginzende Bemerkungen iiber einige Fragen der
Elementargeometrie.

1. Enzyklopéddiereferate.

Sucht man zu dem wissenschaftlichen Teil unseres Buches nach
irgendeiner Richtung eine Erginzung, so ist am zweckmifigsten
zunachst der Band III der Enzyklopidie der Mathematischen Wissen-
schaften zu Rate zu ziehen. Wir denken hier insbesondere an die folgen-
den drei Berichte:

J. Sommer: Elementare Geometrie vom Standpunkte der neueren
Analysis aus. III. A. B. 8 (abgeschlossen 1914).

M. Zacharias: Elementargeometrie und elementare nichteuklidische
Geometrie in synthetischer Behandlung. III. A. B.9 (abgeschlossen
1913).

G. Berkhan und W. Fr. Meyer: Neuere Dreiecksgeometrie. I11. A. B.10
(abgeschlossen 1914).

Von diesen drei Referaten steht dasjenige von Zacharias am meisten
zur traditionellen Elementargeometrie in Beziehung; die beiden andern
betreffen zwar auch die elementaren Gebilde, aber nur insofern sie mit den
neueren Methoden behandelt werden. Natiirlich kommt diese Tendenzauch
bei Zacharias stark zur Geltung, indem beiihm z. B. die axiomatischen Fra-
gen und die nichteuklidische Geonietrie ausgedehnte Berticksichtigung fin-
den, aber doch nicht in gleichem Ma@le einseitig wie bei den andern. Der
Bericht Sommer beriihrt, wie schon der Titel vermuten 1a8t, eine ganze
Reihe von Fragen, die bereits im ersten Bande des vorliegenden Werkes
besprochen wurden. So wird dort iiber die Ausfithrbarkeit geometrischer
Konstruktionen, die Drehungsgruppen der reguliren Polyeder und jene
Entwicklungen aus der sphirischen Trigonometrie berichtet, welche mit
den Namen GaufB, Mdbius, Klein und Study verkniipft sind. Das Referat
Berkhan-Meyer ist der Lehre von den merkwiirdigen Punkten, Geraden,
Kreisen und Kegelschnitten des Dreiecks gewidmet und will vor allem
mit Hilfe des Begriffs der Transformation die Zusammenhinge auf-
zeigen, die zwischen vielen scheinbar vereinzelt nebeneinanderstehenden
Sdtzen jener Art bestehen.
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2. Die Klassifikation geometrischer Konstruktionsaufgaben.

Jede geometrische Aufgabe kann, wenn wir uns auf den Fall der
Ebene beschrinken, wie folgt formuliert werden: Gegeben ist eine Figur F
von Punkten, Geraden, Kreisen und anderen Kurven der Ebene €.
Gesucht wird in € eine Figur F*, deren Punkte, Geraden usw. zu denen
von F in einer vorgeschriebenen Beziehung stehen. Dem Herkommen
gemiB und nicht aus stichhaltigen, didaktischen Griinden 148t man in
der Elementarmathematik an Kurven fast nur Kreise, bestenfalls noch
die iibrigen Kurven zweiter Ordnung zu. Da eine solche Kurve durch
5 Punkte, ein Kreis durch 3 und eine Gerade durch 2 Punkte festgelegt
werden, so ist jede Figur F, sofern nur eine endliche Anzahl dieser Ge-
bilde fiir sie wesentlich ist, durch eine endliche Anzahl von Punkten
bestimmt. Dasselbe gilt fiir F*. Die Aufgabe heit dann: Die Punkte
von F* sollen aus denen von F ermittelt werden. Der analytische An-
satz fithrt unter den genannten Beschrinkungen auf eine endliche An-
zahl von Gleichungen zwischen den Koordinaten der gesuchten und
denen der gegebenen Punkte. Ist von diesen Gleichungen mindestens
eine transzendent, so wird die Aufgabe selbst transzendent, sonst alge-
braisch genannt. Eine algebraische Aufgabe heifit weiterhin linear
oder vom ersten Grade, wenn die Berechnung der unbekannten Koor-
dinaten nur auf Gleichungen ersten Grades fiithrt; wenn dabei jedoch
quadratische Gleichungen auftreten oder solche Gleichungen hoheren
Grades, die durch eine Aufeinanderfolge von quadratischen Gleichungen
ersetzt werden konnen, so wird sie quadratisch oder vom zweiten Grade
genannt. Einen entsprechenden Sinn hat die Aussage, dafl eine Auf-
gabe vom #'*® Grade ist. Neben diese Einteilung tritt eine zweite, auf
Mébius!) zuriickgehende, nach der die geometrischen Aufgaben als
projektive, affine und metrische unterschieden werden. Projektiv
heiBt eine Aufgabe, wenn sie analytisch in ein Gleichungssystem
umgesetzt werden kann, welches gegeniiber der Gruppe der projek-
tiven Transformationen invariant ist. Entsprechenden Sinn haben die
Bezeichnungen ,,affine Aufgabe” und ,metrische Aufgabe. Es ist
jedoch nicht notwendig, das Gleichungssystem einer Aufgabe auf-
zustellen, um zu erkennen, zu welcher Gruppe sie gehért; das kiindigt
sie vielmehr bereits durch ihren Wortlaut an. In projektiven Aufgaben
ist eben nur von projektiven Eigenschaften die Rede und nicht von
affinen, wie der des Parallelismus oder metrischen, wie denen der Linge
einer Strecke oder der Grofie eines Winkels. AufBler den genannten kom-
men natiirlich fiir die Aufgaben der Elementargeometrie noch andere
Gruppen in Betracht. So gehort z. B. die berithmte Aufgabe des Apol-
lonius, diejenigen Kreise zu konstruieren, welche drei gegebene Kreise
einer Ebene berithren, zur Gruppe der Transformationen durch reziproke

1) Baryzentrischer Kalkal §139ff.
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Radien, sofern wir uns auf Punkttransformationen beschrinken. Denn
sowohl die Eigenschaft , Kreis-zu-sein” als auch diejenige der Be-
rithrung zweier Kreise ist in bezug auf diese Gruppe invariant. Ver-
binden wir die eben geschilderten Einteilungsarten miteinander, so haben
wir die linearen Aufgaben in projektive, affine und metrische usw. zu
sondern und ebenso die quadratischen Aufgaben und die kubischen usw.
Esist somit klar, was es heiB3t, daB eine Aufgabe projektiv linear und daB
eine andere projektiv quadratisch ist.

3. Uber den Konstruktionsbereich der gebriuchlichsten
Zeichenhilfsmittel.

Die am meisten genannten mechanischen Hilfsmittel zur Losung
von Konstruktionsaufgaben sind:

a) das endlich lange Lineal mit nur einer Kante und ohne Skala;

b) das Parallellineal (Lineal mit zwei parallelen Kanten, ohne Skala);

c) der Streckeniibertrager (Lineal mit Skala oder zwei verschieb-

baren Marken);

d) der bewegliche rechte Winkel;

e) der Zirkel.

Eine Aufgabe der Theorie der Konstruktionen ist, die Tragweite
der einzelnen Instrumente oder des gleichzeitigen Gebrauchs mehrerer
von ihnen zu ermitteln. Uber die hierhergehérigen Untersuchungen lese
man im Referat Sommer oder in den bereits friiher (vgl. S. 229) genannten
Werken von Enriques und Adler nach. Mit ganz besonderem Nachdruck
sei in diesem Zusammenhange aber hingewiesen auf Th. Vahlen:
Konstruktionen und Approximationenl). AuBer den linearen, qua-
dratischen und kubischen Konstruktionen werden in diesem Buche
héhere algebraische und transzendente Aufgaben behandelt und schlieB-
lich sehr eingehend die N#herungskonstruktionen. Dabei beschrinkt
sich der Verfasser durchweg auch dort, wo es sich um das Transzendente
handelt, auf die Anwendung elementarer Methoden. Thre groBe Trag-
weite zu zeigen, ist gerade seine Absicht. Das Vahlensche Buch diirfte
mit seinem erstaunlich reichen Inhalt fiir jeden Mathematiklehrer eine
Fundgrube von Anregungen darstellen.

Aus der Theorie der am meisten gebrauchten Instrumente, nim-
lich des Lineals, des Zirkels und des rechten Winkels, seien einige Re-
sultate mitgeteilt. Mit dem Lineal allein lassen sich alle projektiven
Aufgaben ersten Grades 16sen und nur diese. Will man auch die pro-
jektiven Aufgaben zweiten Grades mit Hilfe des Lineals 16sen, so muB}
man als weiteres Konstruktionsmittel einen vorgezeichneten Kegel-
schnitt K, hinzunehmen. Eine quadratische Konstruktion wie die, die
Schnittpunkte einer Geraden g mit einem Kegelschnitt K zu bestim-
men, wiirde dann so verlaufen: Man fithrt vermdoge einer projektiven

1) Leipzig 1911.
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Transformation K, g in K’ = K,, g’ iiber. Das gelingt unter alleiniger
Anwendung des Lineals. Die Gerade g’ schneide K, in den Punkten
A,, B,; sie sind die Bildpunkte der gesuchten Schnittpunkte 4, B, die
man nun wiederum mit Hilfe des Lineals finden kann. Alle linearen
und quadratischen affinen Aufgaben werden mit dem Lineal allein
l6sbar, wenn man noch den Mittelpunkt von K, kennt, die metrischen
Aufgaben ersten und zweiten Grades, wenn auBerdem die Hauptachsen
eingezeichnet sind. Denn durch die Angabe des Mittelpunktes wird
die unendlich ferne Gerade unter den iibrigen Geraden der Ebene her-
vorgehoben, durch die Hauptachsen werden die beiden imaginiren
Kreispunkte mitgegeben. Es lassen sich mithin alle Konstruktionen,
bei denen auf die Invarianz dieser Gebilde zu achten ist — und das
sind eben das eine Mal die affinen, das andere Mal die metrischen —,
durchfithren. Da als Kegelschnitt K, insbesondere ein Kreis gewihlt
werden kann, so steht in Ubereinstimmung mit dem Vorigen, daB Zirkel
und Lineal fiir alle Aufgaben ersten und zweiten Grades hinreichen.
Man kommt aber auch, wie L. Mascheroni in seiner Geometria del
compasso?) zuerst gezeigt hat, mit dem Zirkel allein aus. Ein Beweis dafiir,
der den tieferen Grund dieser Tatsache erkennen 1iBt, stammt von
Adler und beruht im wesentlichen auf dem, Nachweis, da jede Trans-
formation durch reziproke Radien mit dem Zirkel allein ausfithrbar ist.
Jede Figur F, zu deren Herstellung Geraden und Kreise benutzt werden,
148t sich vermdge einer solchen Transformation durch eine Figur F’
ersetzen, zu deren Zeichnung nur Kreise erforderlich sind. Vermoge
der inversen Transformation kann F’ mit dem Zirkel allein in F iiber-
gefiihrt werden. SchlieBlich kann man, wie in den oben zitierten Werken
des Niheren ausgefiihrt ist, den Zirkel durch den beweglichen rechten
Winkel ersetzen. Die Theorie der linearen und quadratischen Konstruk-
tionen liefert demnach keinen Grund, den Zirkel vor dem rechten Winkel
in dem Sinne zu bevorzugen, da nur die mit seiner alleinigen Hilfe be-
wirkten Losungen als streng bezeichnet werden ; lediglich die praktischen
Riicksichten entspringende Erwigung, daB sich mit dem Zirkel im
mechanischen Sinne priziser als mit dem rechten Winkel arbeiten 140t,
konnte fiir seine Vorzugsstellung geltend gemacht werden.

Bei den kubischen und biquadratischen Aufgaben hingegen haben wir
eine groBe Uberlegenheit des rechten Winkels gegeniiber dem Zirkel fest-
zustellen. Wihrend diese Aufgaben weder mit dem Zirkel allein noch
bei gleichzeitigem Gebrauch mehrerer Zirkel 16sbar sind, ist es mog-
lich, sie mit Hilfe von beweglichen rechten Winkeln zu losen. Das
letztere wollen wir zeigen?).

Analytisch fithrt eine biquadratische Aufgabe auf eine oder mehrere
algebraische Gleichungen 4. Grades mit einer Unbekannten. Die Be-

1) Pavia 1797. Deutsche Ausgabe von J. P. Gruson, Berlin 1825.
?) Das folgende nach Adler: a.a. O. S. 2591f.
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rechnung der Wurzeln einer Gleichung 4. Grades 148t sich zuriickfiihren
auf die Auflésung einer Gleichung 3. Grades. Es geniigt also zu zeigen:
Jede algebraische Gleichung 3. Grades mit einer Unbekannten kann mit be-
weglichen rechten Winkeln geometrisch gelost werden. Hierzu brauchen
wir nur auf das aus der Lehre von den graphischen Methoden bekannte
Lillsche Verfahren zur Auflosung algebraischer Gleichungen zuriickzugrei-
fen. Die in Frage stehende Gleichung sei in die Form 143+ 4,%2 + a,%
+ a, = 0 gebracht. Wir wihlen eine Lingeneinheit und stellen die
Koeffizienten a,, a,, a, als Strecken dar. Hierauf
zeichnen wir (vgl. Abb.150) den rechtwinkeligen
Streckenzug ABCDE, in dem AB=1, BC=a,,
CD = a, und DE = a, ist. Die Richtung von
AB ist beliebig, die der anderen Strecken
wihlen wir nach der folgenden Regel: Der Uber-
gang von einer Strecke zur anderen geschieht
durch eine Rechtsschwenkung, wenn ihre
Koeffizienten gleiches Vorzeichen haben, durch
eine Linksschwenkung, wenn die Vorzeichen
entgegengesetzt sind. Auf BC tragen wir in
dem aus AB durch Rechtsschwenkung ent-
stehenden Sinne positiv messend eine in B
endigende Strecke FB = x ab und konstruieren
den bei F und G rechtwinkligen Zug AFGH;
G liegt auf DC, H auf DE. Wir behaup- Abb. 150.
ten, daB die MaBzahl von HE, mit passenden

Vorzeichen genommen, gleich dem Wert ist, den die Funktion:

y =8+ a,x% 4 a,x + a,
fiir das gew#hlte x annimmt. Es ist nimlich, wenn wir stets in dem

aus AB durch sukzessive Rechtsdrehung entstehendem Sinne positiv
messen:

FC=x+ a,,
GC = x(x-+a,)=x%+a,x, da Dreieck A BF dem Dreieck FCG dhnlichist,
GD = x? 4 a;x + a,,
HD = x(x% + a,x + a,) = x® + a,4% + ayx, da die Dreiecke GDH
und ABF é&hnlich sind.
SchlieBlich folgt aus HE = HD — ED = HD + DE:
HE = %3 + a, 2% + ay x + a,.

Die Gleichung wird nun dadurch geldst, daB man solche Ziige kon-
struiert, fiir die H mit E zusammenfillt (in der Abb. der gestrichelte
Zug) und dann die MaBzahl und das Vorzeichen des zugehérigen FB
feststellt. Solche ,,auflosenden Ziige' lassen sich aber mit zwei beweg-

+I
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lichen rechten Winkeln sofort finden. Damit ist unser Satz be-
wiesen?).

Zu der Forderung einer Beschrinkung der konstruktiven Hilfs-
mittel kommt aus geometrischen Uberlegungen heraus E. Study in einer
Arbeit iiber das schon oben genannte Berithrungsproblem des Apollonius
(Math. Ann. Bd. 49. 1897). Wir sagten vorhin, daBl dieses Problem
zur Gruppe der Transformationen durch reziproke Radien gehort.
Wenn wir nur eineindeutige Punkttransformationen des Raumes zu-
lassen, so sei G die grote Gruppe, die sich berithrende Kreise
wieder in sich berithrende Kreise iiberfithrt. Dem Problem des
Apollonius inbezug auf G dquivalent ist dieses: Gegeben sind 3 Kreise
ki, K, k; auf einer Kugel K'. Gesucht werden diejenigen Kreise &’
der Kugel, welche k;, %}, k; berithren. Denn man kann zu 3 Kreisen
ky, Ry, kg einer Ebene K und den sie berithrenden Kreisen 2 immer eine
zu G gehorende Transformation finden, welche die ungestrichenen Kreise
in die gestrichenen iiberfiihrt. Der Ebene K entspricht dabei die Kugel K'.
Studys Forderung ist nun, eine solche Losung des ebenen Problems zu
finden, die Schritt fiir Schritt auf das ihm dquivalente riumliche iiber-
tragbar bleibt. Dann diirfen natiirlich nur Konstruktionsmittel benutzt
werden, die inbezug auf G invariant sind. Das Ziehen von Geraden, die
Benutzung des Lineals also, ist damit ausgeschlossen, ebenso der Ge-
brauch desZirkels, da der Mittelpunkt eines Kreises mit diesem in bezug
auf G nicht invariant verkniipft ist; der Mittelpunkt eines Kreises geht
nicht in den des transformierten iiber. Wohl aber kénnen Instrumente
verwendet werden, die einen Kreis durch drei gegebene Punkte 4, B, C
hindurchzulegen gestatten, da ja durch eine Transformation ein solcher
Kreis in den durch die drei entsprechenden Punkte 4’, B’, C’ gehenden
iibergefithrt wird. Als ein solches Instrument koénnte man einen ver-
stellbarenWinkel vorschlagen. Man hitte diesen zunichst so einzustellen,
daB sein Scheitel etwa auf C liegt, wihrend die Schenkel durch 4 und B
gehen. Hierauf wire C so zu bewegen, daB 4 und B auf den Schenkeln
bleiben. Auf Grund des Peripheriewinkelsatzes wiirde dabei C den
gesuchten Kreis beschreiben. Dieses Instrument ist jedoch nur zu
gebrauchen, wenn ein Stiick der Kreisebene mitgegeben ist. Fiir rium-
liche Konstruktionen, wie solche auf der Kugel, ist es nicht verwendbar.
Von diesem Mangel frei ist das biegsame Kreislineal von E. T'schebyscheff.
Dieses besteht aus einem langen, gut elastischen Stahlstreifen, dessen
Riickseite in eine Kette von miteinander zusammenhingenden Gliedern
eingefiigt ist. Wird das Ganze gekriimmt, so bilden die Glieder der Kette
ein regulires Polygon, dem der Streifen sich tangential anschlieft. Eine
Beschreibung dieses Lineals, das urspriinglich als Hilfsmittel zum

1) Man wird ohne weiteres die Anwendbarkeit des Lillschen Verfahrens
auf algebraische Gleichungen beliebig hohen Grades erkennen; nahere Ausfith-
rungen findet man etwa bei v. Sanden, Praktische Analysis, 2. Aufl., Leipzig 1923.
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Zeichnen sehr flacher Kreisbogen erdacht ist, findet man in einer Arbeit
von F. Helmert?).

Wir erwihnten dieses Instrument, um zu zeigen, wie gerade
theoretische Anforderungen unter Umstinden auf ganz andere Hilfs-
mittel als auf Zirkel und Lineal verweisen. Wenden wir die Studysche
Forderung auf die projektive, affine und metrische Gruppe an, so
ergibt sich, dafl inbezug auf die metrische Gruppe Lineal, fest ein-
gestellter Zirkel, rechter Winkel, ja iiberhaupt jeder bewegliche
starre Korper invariante Zeichenhilfsmittel sind, fiir die affine und
projektive Gruppe aber unter den eben genannten nur das Lineal. Auf
keinen Fall wiederum ergibt sich eine Vorzugsstellung des Zirkels vor
dem rechten Winkel. Wir kénnen somit zusammenfassend sagen, irgend-
einen stichhaltigen Grund, beim Konstruieren sich auf Lineal und
Zirkel zu beschrinken und den beweglichen rechten Winkel also aus-
zuschlieBen, gibt es iiberhaupt nicht. Auch die Praxis des Zeichnens
liefert hierfiir keinen Grund; denn diese verlangt gerade moglichst grofe
Bewegungsfreiheit in dem Gebrauch der Instrumente.

Es gibt eine Menge weiterer Instrumente zur Konstruktion héherer
Kurven, die in der Theorie alle richtig sind, aber praktisch aller-
lei Fehlerquellen unterliegen. In der Lehre von den graphischen
Methoden tritt neben die alten Konstruktionsmittel die weitgehendste
Benutzung der transzendenten Kurven und aller méglichen Transforma-
tionen. Auch fiir die verschiedenen Arten von Koordinatenpapieren, die
dabei Verwendung finden, wire der Konstruktionsbereich anzugeben.
Uber die Reichweite nomographischer Methoden lese man den zu-
sammenfassenden Bericht P. Luckeys; Die Verstreckung (Anamor-
phose) und die nomographische Ordnung im 4. Bande (1924) der Zeit-
schrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik nach.

Nicht mathematisch ist im groBen und ganzen das sogenannte
Kurvenlineal der Techniker, d. h. ein von einem gefilligen Umril um-
grenztes ebenes Blatt, von welchem der Zeichner immer denjenigen
Teil der Kontur benutzt, der fiir seine Zwecke die gefilligste Losung
darzustellen scheint.

4. Uber die Anwendung von Transformationen zur Vereinfachung
geometrischer Aufgaben.

Eine oft zum Ziele fiihrende Methode zur Losung geometrischer
Aufgaben besteht darin, dal man die gestellte Aufgabe durch An-
wendung einer geeigneten Transformation in eine einfachere iiber-
fiihrt und nach deren Lésung mit Hilfe der inversen Transformation
wieder zuriickgeht. Natiirlich muB die Transformation die fiir die

1) Zeitschrift fiir Vermessungswesen Bd. VI, S. 1471{f. 1877. — Ob das Kreislineal
fur Konstruktionen auf der Kugel praktisch brauchbar ist, bleibe dahingestellt.
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Aufgabe wesentlichen Eigenschaften der Figur unverindert lassen.
In den fiir die Schule gedachten Darstellungen findet man neben
der Hauptgruppe besonders die der Transformation durch reziproke
Radien verwendet. Eine sehr schone Sammlung von Beispielen dieser
Art stellt ein Bandchen von B. Kerst aus der mathematisch-physikali-
schen Bibliothek dar?). Die affine und die projektive Gruppe dagegen
findet man vorzugsweise in den Biichern iiber darstellende Geometrie
benutzt. Eine im Schulunterricht wenig beachtete oder zum mindesten
nicht deutlich herauskommende Transformationsart ist die der Dslata-
tion. Sie wird bei manchen Loésungen des Berithrungsproblems des
Apollonius und bei der ganz elementaren Aufgabe verwendet, die ge-
meinsamen Tangenten zweier Kreise zu zeichnen. Um sie richtig aufzu-
fassen, ist es notwendig, die Begriffe ,,orientierter Kreis'' und ,,orien-
tierte Gerade'* heranzuziehen. Der orientierte Kreis, auch Zykel ge-
nannt, ist ein Kreis mit Umlaufungssinn. Sein Halbmesser soll als positiv
angesehen werden, wenn er entgegen dem Uhrzeigersinne umlaufen wird,
sonst alsnegativ. Jeder Kreis ist der Trager zweier Zyklen. Die orientierte
Gerade, auch als Speer bezeichnet, ist die unbegrenzte Gerade mit Durch-
laufungssinn. Jede Gerade ist der Triger zweier Speere. Man kann den
orientierten Kreis auffassen als umbhiillt von einer Schar von Speeren.
Zwei gleichsinnig orientierte Kreise, von denen nicht der eine in dem
andern liegt, haben nur zwei Speere als Zulere Tangenten gemeinsam (vgl.
Abb. 151). Zwei entgegengesetzt orientierte Kreise, die sichnicht schnei-

Abb. 151. Abb. 152.

den und von denen der eine den andern nicht umschlie8t, haben zwei
Speere als innere Tangenten gemeinsam (vgl. Abb. 152). Wenn man
die beistehenden Figuren betrachtet, wird man sofort an durch Riemen
verbundene Triebrider denken, die sich ja gleichsinnig drehen, wenn die
Riemen duBere Tangenten darstellen, aber gegensinnig umlaufen, wenn
jene iiberkreuzt sind und also innere Tangenten bilden. Unter der
Normalenrichtung eines Speeres wollen wir nun den Durchlaufungssinn
desjenigen Speeres verstehen, in welchen der betrachtete tibergefithrt wird,
wenn man ihn sich entgegen dem Uhrzeigersinne um irgendeinen seiner

Punkte um % drehen 14B8t. Wir definieren jetzt die Dilatation als
eine Berithrungstransformation, bei der alle Speere in ihrer Normalen-

1) Kerst: Methoden zur Losung geometrischer Aufgaben. Leipzig 1916.
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richtung um denselben Betrag a parallel mit sich verschoben werden.
Man erkennt, da8 diese Transformation einen orientierten Kreis vom
Radius » in einen konzentrischen vom Radius v — a iibergehen 148t;
der neue Kreis hat den gleichen oder entgegengesetzten Umlaufssinn,
je nachdem r — a und r gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben.
Die beiden Zykel, in die ein Kreis zerfillt, treten auseinander; der eine
schrumpft zusammen, der andere dehnt sich aus. Wird der Radius eines
Zykels um den Betrag a der Dilatation gréB8er, so wachsen die Radien der
mit ihm gleichsinnigen Zykeln alle um denselben Betrag a, wihrend die der
gegensinnigen Zykeln um diesen Betrag kleiner werden. Ferner bleibt
die Beriihrung zwischen zwei Zykeln oder zwischen einem Zykel und
einem Speer erhalten, wenn das den beiden Gebilden gemeinsame
Linienelement von ihnen in demselben Sinne durchlaufen wird. DaB
die Dilatationen eine Gruppe bilden, ist unmittelbar klar. — Die
Losung der Aufgabe, die gemein-
samen #duBleren Tangenten zweier
Kreise mit den Radien 7, und 7, zu
finden, gestaltet sich nach diesen
Vorbereitungen wie folgt (vgl
Abb. 153): Wir versehen die beiden
Kreise mit positivem Umlaufssinn, Abb. 153.
unterwerfen sie einer Dilatation, die

den Betrag r, des kleineren Radius hat und die beiden Kreise zusammen-
schrumpfen 14B8t. Der kleinere der beiden Kreise geht in seinen Mittel-
punkt iiber, der gréBere unter Erhaltung seines Mittelpunktes in einen
Kreis mit dem Radius 7, — r,. Damit ist die urspriingliche Aufgabe
auf die einfachere zuriickgefiihrt,
von einem Punkte aus die Tangen-
ten an einen Kreis zu ziehen. Ist
diese gelost, so fithrt die zur ersten
inverse Dilatation zum Ziele. Sind
die inneren Tangenten zweier
Kreise zu konstruieren, so haben
wir diese mit entgegengesetztem
Umlaufssinn zu versehen und sie Abb. 154.

derjenigen Dilatation zu unter-

werfen, bei der der kleinere Kreis in seinen Mittelpunkt iibergeht. Der
groBere wird dabei in einen Kreis mit dem Radius 7, + 7, iibergefiihrt,
wenn 7,, 7, die Absolutwerte der Radien sind (vgl. Abb. 154).

Auch die Figur des Apolloniusproblems gehort, wenn man die in
ihr auftretenden Kreise durch ihre Zyklen ersetzt, zur Gruppe der Dila-
tationen. Das ist kein Widerspruch zu unserer fritheren Bemerkung,
nach der die Gruppe der Transformationen durch reziproke Radien die
groBte ist, die sich berithrende Kreise wieder in Kreise dieser Art iiber-
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fithrt. Wir haben uns nimlich bei jener Aussage auf eineindeutige
Punkttransformationen beschrankt. Die Dilatation ist jedoch keine ein-
eindeutige Punkttransformation, da bei ihr ein Punkt einem Kreis ent-
spricht; sie ist vielmehr eine eineindeutige Transformation der ge-
richteten Linienelemente. Vermége einer geeigneten Dilatation kann
man die Aufgabe des Apollonius durch die einfachere ersetzen, alle
Kreise zu finden, die zwei gegebene Kreise beriihren und durch einen ge-
gebenen Punkt gehen.

5. Neuere Literatur iiber die Durchfiihrung des Erlanger Programms.

Vom Standpunkte der Theorie der Transformationsgruppen aus ist
das, was man gemeinhin zur Elementargeometrie rechnet, ein buntes
Gemisch aus Bestandteilen sehr verschiedener Geometrien. AuBler der
Hauptgruppe treten dort z. B. auf die Gruppen der affinen und projek-
tiven Transformationen, die der Transformationen durch reziproke
Radien und die der Dilatationen. Dabei kommen Untergruppen der
eben genannten Gruppen zum Teil sehr ausgeprigt zur Geltung, neben
den Gruppen der Parallelverschiebungen und der Drehungen um einen
Punkt z. B. diejenige der inhaltstreuen Affinititen, welche die Lehre von
der Flichengleichheit ebener Vielecke mit ihren Sitzen wie denen iiber
die Ergianzungsparallelogramme und die Inhaltsgleichheit von Dreiecken
mit gleicher Grundlinie und Héhe beherrscht.; Eine Forderung des Er-
langer Programms ist, jene verschiedenartigen Bestandteile der Ele-
mentargeometrie voneinander zu trennen und fiir sich zu entwickeln. Mit
Beschrinkung auf die Affinitdten beschreibt schon Mdbius!) dieses Ziel
gelegentlich, nachdem er einige grundlegende Sitze der affinen Geo-
metrie genannt hat, mit den folgenden klaren Worten: ,,Es diirfte daher
wohl nicht unzweckmiBig genannt werden, wenn man es versuchte,
von diesen einfachen Sitzen gleichsam als Grundsitzen ausgehend, jene
allgemeinen Eigenschaften — die in geometrischen Schriften zwar in
groBer Menge, aber mit den anderen spezielleren Eigenschaften ver-
mischt und oft durch fremdartige Hilfsmittel, als trigonometrische
Formeln u. dgl. bewiesen vorkommen — moglichst vollstindig zu ent-
wickeln, sie systematisch zu ordnen und somit ein eigenes geometrisches
Gebdude ohne Winkelmaf und Magister Matheseos?) aufzufiithren.”
Eine in diesem Sinne selbstindige Entwicklung der affinen Geometrie
findet man in dem Lehrbuch der analytischen Geometrie von L. Heffter
und C. Kéhlerd). Von W. Blaschke und anderen wurde in neuerer Zeit
eine affine, und zwar vorwiegend inhaltstreu affine Differentialgeo-
metrie geschaffen. Eine zusammenhingende Darstellung dieser Unter-

1) Gesammelte Werke Bd. I, S. 392f.
%) Gemeint ist der pythagoraische Lehrsatz.
3) Bd. I, Leipzig 1905; Bd. II, 1923.
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suchungen enthilt der zweite Band von Blaschkes Differentialgeo-
metriel).

Die Aufgabe, die ,,unhomogene’* Masse Elementargeometrie nach
den Gesichtspunkten des Erlanger Programms zu kliren, wird in der
,,Koordinatengeometrie* von H. Beck?) durchgefithrt. Wir mochten auf
dieses wertvolle und aufschluBreiche Buch, das im AnschluB an Unter-
suchungen Studys und seiner Schiiler entstanden ist, ganz besonders
hinweisen. Auf neuere Verallgemeinerungen des ganzen im Erlanger
Programm gegebenen Ansatzes einzugehen, liegt jenseits der Grenzen
der in diesem Buche behandelten Gedankengénge.

6. Zur darstellenden Geometrie.

An neueren Werken iiber darstellende Geometrie gibt es eine groBe
Anzahl. Unter ihnen seien die von E. Miiller3) und G. Schefferst) hervor-
gehoben. Unbestritten diirfte die Bedeutung der darstellenden Geometrie
fiir die Technik und in padagogischer Hinsicht ihr Wert fiir die Aus-
bildung der geometrischen Anschauung sein. Viele Mathematiker halten
sie aber fiir eine Wissenschaft, die erstarrt ist; sie sehen in ihr eine
Disziplin, die aufgehort hat, dem Forscher Probleme zu stellen, die am
Ende ihrer Entwicklung angelangt ist. Mochte es auch eine Zeitlang
scheinen, daB diese Auffassung richtig ist, so muB sie heute, vor allem
dank der Arbeiten italienischer und &sterreichischer Geometer, bestrit-
ten werden. In Osterreich ist es der eben genannte, an der Wiener
Technischen Hochschule lehrende E. Miiller, der, von einer groen An-
zahl von Schiilern unterstiitzt, in der darstellenden Geometrie neue
Bahnen beschritten hat. Einen ausfithrlichen Bericht hieriiber bringt
E. Kruppa in dem vierten Bande (1924) der Zeitschrift fiir angewandte
Mathematik und Mechanik. Die Methoden der darstellenden Geometrie
von moglichst hohen geometrischen Gesichtspunkten aus zu betrachten
und die allgemeinsten Prinzipien aufzuweisen, denen sie sich einordnen
lassen, ist das Ziel des von E. Miiller und E. Kruppa gemeinsam her-
ausgegebenen Werkes: Die linearen Abbildungen?).

7. Die Nepersche Regel und das Pentagramma mirificum.

Die Nepersche Regel dient bekanntlich zur Berechnung von recht-
winkligen sphirischen Dreiecken Eulerscher Art (d. s. sphirische Drei-

1) Vorlesungen iiber Differentialgeometrie Bd. I, 2. Aufl. Berlin 1924; Bd. II,
1923.

2) Berlin 1919.

3) 2 Bande, 2. und 3. Aufl. Leipzig 1920.

4) 2 Bande, Berlin 1919 und 1920.

5) Leipzig und Wien 1923.

Klein, Elementarmathematik II. 18
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ecke in elementarer Auffassung; vgl. Bd. I, S.189). Sielautet: Man denke

sich die § von

2

T

verschiedenen Stiicke eines rechtwinkligen sphirischen

Dreiecks in einer ihrer natiirlichen Lage entsprechenden Reihenfolge zy-
klisch hingeschrieben, dabei die Katheten durch ihre Komplemente er-
setzend (vgl. Abb.155). Dann ist der Kosinus irgendeines Stiickes erstens

Ta

c

7
Abb. 155.

gleich dem Produkt der Sinus der von ihm getrennten
und zweitens gleich dem Produkt der Kotangenten
der ihm anliegenden Stiicke.

Die Abb. 155 bezieht sich auf ein Dreieck ABC,
dessen rechter Winkel bei C liegt. Die 5 von

Neper als zirkuldr bezeichneten Stiickec, f, 1;— —a,

%— b, « sind an die Ecken eines regelmiBigen

Fiinfecks geschrieben, in einer Reihenfolge, die sich er-

gibt, wenn das Dreieck entgegengesetzt demUhrzeigersinne umlaufen wird.
Die Abb.155 ist selbst ebenfalls entgegengesetzt demUhrzeigersinne zu um-
laufen; die Hypotenusec ist durch einen vom Mittelpunkt des Fiinfecks
ausgehenden Zeiger hervorgehoben. — Fiir den gew6hnlichen Unterricht ist
die Nepersche Regel lediglich eine Gedichtnishilfe. Man denkt gar nicht
daran, zu fragen, ob sie der Ausdruck einer geometrischen GesetzmiBigkeit
ist. Nachdem die 10 zum rechtwinkligen sphirischen Dreieck gehérigen
Formeln abgeleitet sind,wird sie zur leichterenBeherrschung dieserFormel-
gruppe einfach gelernt. Diese Art der Behandlung geht an den schénen

H

N\

8]

c

a
Abb. 156.

und leicht aufzufassenden Betrachtungen
Nepers achtlos voritber. In seiner Mirifici
Logarithmorum Canonis Descriptio von 1619
(Lib.II, Kap. IV, S. 301ff.) gewinnt Neper die
Regel aus der folgenden Figur. ABC sei wieder
ein bei C rechtwinkliges sphirisches Dreieck
(vgl. Abb. 156, die als stereographische Pro-
jektion gedacht ist). Die GroBkreise, auf
denen die Katheten BC und CA4 liegen, seien
mit k&, und &, bezeichnet, der GroBkreis der
Hypotenuse AB aus einem Grund, der sofort
ersichtlich wird, mit %2,. Wir konstruieren nun

diejenigen beiden GroBkreise, fiir welche die Endpunkte der Hypotenuse
Pole sind; der zu A gehodrige sei mit k;, der zu B gehéorige mit k; be-
zeichnet. Dann schneiden sich unter rechten Winkeln %, und &, bei C,
ke und %, bei F, kg und %, bei K, k, und %; bei D, k; und &, bei H.
Es entsteht so eine in sich geschlossene Kette von fiinf rechtwinkligen
Dreiecken, deren rechte Winkel bei C, D, F, H, K liegen und deren
Hypotenusen das Fiinfeck AEGJB bilden. Dieses Fiinfeck wird wegen
seiner merkwiirdigen Eigenschaften als Pentagramma mirificum be-



Die Nepersche Regel und das Pentagramma mirificum. 275

zeichnet; insbesondere hat es das Interesse von Gauf verschiedentlich
auf sich gelenkt?),

Man erkenntleicht, daB die Eckpunkte des genannten Fiinfecks simt-
lich Pole der GroBkreise %, . . . k5 sind, und zwar ist bereits nach Konstruk-
tion 4 Pol von k,;, B Pol von k;; auBerdem ist E als Schnittpunkt der
beiden zu k, rechtwinkligen Kreise %; und %, Pol von %, und entsprechend
ist G Pol von %4, J Pol von k,. Hieraus ergibt sich, daB die Seiten BD, CE,

AF, DG, EH, F]J,GK,HB, JC, KA durchweg gleichg— sind. Demnach

1aBt sich das Dreieck ADE aus ABC so konstruieren, da man die
Hypotenuse BA und die Kathete C4A wm ihre Komplemente verlidngert.
Durch sukzessive Anwendung dieses Konstruktionsprozesses geht aus dem
Ausgangsdreieck die volle Dreteckskette hervor.

Die zyklische Anordnung der zirkuliren Stiicke des Dreiecks 4ABC
moge wieder auf die Abb. 155 fithren. Wir berechnen jetzt die zirkuliren
Stiicke von ADE aus denen von ABC. Es ist:

1—AD=1—(£—c)=c; ¥ DAE = «, AE:—:—~b
und (man denke sich ED {iber D hinaus bis zum Schnitt mit BC iiber C
hinaus verlingert):
n n n 7

<)rAE’Dﬁ7—a, ?——DE_?— (—2«—,3)__;3.
Schreiben wir die zirkuliren Stiicke des Dreiecks ADE in derselben Art
hin wie es fiir ABC geschah, so erhalten wir bis auf die Lage des Hypo-
tenusenzeigers genau wieder die Abb. 155. Die Aufeinanderfolge und
GroBe der zirkularen Stiicke hat sich nicht gedndert, nur ihre Bedeutung
ist eine andere geworden. Denken wir daran, daB3 von den auf ADE
folgenden Dreiecken jedes zu dem vorhergehenden in derselben Be-
ziehung steht, wie ADE zu ABC, so kénnen wir den Satz aussprechen:
Die Abb. 155 ist, von der Lage des Hypotenusenzeigers abgesehen, in-
variant tn bezug auf die Gruppe der Operationen, die irgend ein Dreieck
der in Abb. 156 gezeichneten Kette durch ein anderes ebenfalls der Ketie
angehorendes ersetzen.

DaB dieser einfache Zusarnmenhang herauskommt, verdanken wir
wesentlich dem Umstande, daB 2u den zirkuliren Stiicken die Kom-
plemente der Katheten und nicht die Katheten selbst gerechnet werden?).
Ausdriicklich bemerkt sei, daB alle Dreiecke in demselben Sinne um-
laufen werden miissen. — SchlieBlich, auf die Bedeutung der Stiicke
achtend, stellen wir fest, dal der Hypotenusenzeiger der Abb. 155 beim

1) Vgl. in Gauf: Gesammelte Werke Bd. VIII, S. 112ff. Géttingen 1900, die
Bemerkungen von Fyicke zu den elf Pentagrammfragmenten.

2) Man kann auch wie Neper die Katheten und die Komplemente der Hypo-
tenuse und der ihr anliegenden Winkel als zirkulare Stiicke nehmen.

18*
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Ubergang von ABC nach ADE eine positive Drehung um 3 + 2?71 ausfiihrt

(vgl. Abb. 157), und das gleiche gilt fiir den Ubergang von ADE zu EFG.
Demnach wird, wenn wir die Dreieckskette durchlaufen, jedes der zir-
kuldren Stiicke von ABC einmal Hypotenuse, zweimal Kathetenkom-
plement und zweimal spitzer Winkel. Die 5 Seiten des Pentagramma
mirificum werden, allerdings unter Abinderung der Reihenfolge, von
den 5 zirkuliren Stiicken gebildet. Haben wir fiir ABC die Formel

. T . T .
cos¢ = sin (? — a) - sin (7— ) abgeleitet, so

sind damit, da die Eigenschaften, Hypotenuse und
Kathete zu sein, als zufillig und nur die Anord-
nungsbeziehungen als wesentlich erkannt sind,
& Formeln in eine gefaft. Das gleiche gilt fiir die
T Formel cosc = cotg & - cotgf, die sich aus einigen
Abb. 157. der vorhergehenden 5 durch Elimination ergibt. Be-

trachten wir in der Abb.155 die Buchstaben als fest-
stehend, das Fiinfeck aber als um seinen Mittelpunkt drehbar und mit dem
Hypotenusenzeiger starr verbunden, so kénnen wir die Gruppe der Ope-
rationen, die ein Dreieck unserer Kette in ein anderes transformieren,
unter dem Bilde der Gruppe der Drehungen betrachten, bei denen
das Fiinfeck in sich iibergeht.

Wir haben uns nicht streng an Nepers Darstellung gehalten. Ein
Punkt in den Neperschen Ausfithrungen scheint uns aber besonders be-
achtenswert und dabei wenig bekannt zu sein; er soll von uns daher nicht
iibergangen werden. Wir meinen damit die Art, wie Neper seine Figur
am Himmel auffindet. Er geht zu diesem Zwecke von dem Dreieck
Pol, Nordpunkt und untergehende Sonne aus, das beim Nordpunkt
rechtwinklig ist. Wenn wir in Abb. 156 B als Pol, C als Nordpunkt,
4 als Ort der untergehenden Sonne nehmen, so hat er mithin als GroB-
kreis &, den Ortsmeridian, als k, den Horizont, als k2, den Meridian der
Sonne, als k; den Himmeldquator, als k; den GroBkreis, der die Sonne
als Pol hat und der kurz Begleitkreis der Sonne heiBen soll. Das
Pentagramma mirificum hat dann als Eckpunkte untergehende Sonne,
Westpunkt, Schnittpunkt des Himmelsiquators mit dem Begleitkreis
der Sonne, Zenit und Pol. Unsere Abbildung wiirde dabei nérdliche
Deklination der Sonne voraussetzen.

Fa

(S)



Zusatz II.

Erginzungen iiber den geometrischen Unterricht in den
einzelnen Lindern.

Die Ausfithrungen unseres den geometrischen Unterricht behan-
delnden Anhangs sind um das Jahr 1908 niedergeschrieben worden,
gerade vor Beginn der Arbeit der Internationalen Mathematischen
Unterrichtskommission (Imuk). Seitdem die tatsichlichen Ermitt-
lungen der Imuk etwa bei Kriegsbeginn ihren AbschluB fanden, hat in
fast allen Kulturlindern eine tiefgreifende Umgestaltung der Unter-
richtsverhiltnisse eingesetzt. Man konnte daraus schlieBen, dafBl die
simtlichen Darstellungen der Imuk als veraltet beiseite gelegt werden
miiBten. Demgegeniiber sind wir der Uberzeugung, daB in der Mehrzahl
der Imuk-Berichte der Reichtum an solchen Ideen, die bleibenden Wert
besitzen, viel zu groB ist, als daB man jenem Urteil auch nur im ent-
ferntesten beipflichten diirfte.

Eine Darstellung der in der Nach-Imuk-Zeit sich auf dem Gebiete
des Unterrichtwesens abspielenden Vorginge ist, namentlich was das
Ausland anlangt, recht schwierig. Es ist nicht leicht, fiir eine zuverlis-
sige Beurteilung der neueren Bewegungen in den verschiedenen Lindern
hinreichende Unterlagen zu bekommen, schon deshalb nicht, weil noch
vieles im FluB ist. Wir werden uns daher im folgenden auf die Mit-
teilung von uns wesentlich erscheinenden Einzeltatsachen beschrin-
ken, deren Kenntnis wir entweder der Imuk verdanken oder die uns
sonst zufillig entgegengetreten sind.

Ein typischer Zug der neueren Entwicklungen sei jedoch hier vor-
weggenommen. Es ist die geringe Schitzung, die Mathematik und
Naturwissenschaften im Vergleich zur Muttersprache, Literatur, Ge-
schichte und Kunst als Bildungsmittel und Bildungselement iiberhaupt
nachgerade in weiten Kreisen erfahren. Das genaue Gegenteil hitte man
in Anbetracht der Zeitumstinde erwarten sollen; denn unzertrennlich
mit jenen Wissenschaftsgebieten verkniipft ist die Technik, deren
ungeheure Bedeutung fiir das Leben der Volker — fiir die Landesver-
teidigung im Kiriege, fiir den alle Kulturarbeit erst moglich machenden
Wohlstand im Frieden — sich nie so eindringlich dem BewuBtsein der
Menschen aufgezwungen hat wie in unseren Zeiten. Aber es mag sein,
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daB die gewaltigen AusmaBe, in denen das Vordringen der Technik
sich vollzogen hat und noch weiter vollzieht, an der seelischen Kraft
und der Aufnahmefihigkeit der meisten Menschen gemessen, fiir die
Mehrzahl ein Zuviel an Technischem brachten und zur Ubersittigung
fithrten. So ist jene der Mathematik und den Naturwissenschaften
feindliche Bewegung, die in allen am Kriege beteiligt gewesenen Staaten
anzutreffen ist, wohl zum Teil wenigstens als eine Ermiidungserschei-
nung zu deuten.

In Frankreich fithrte diese Stimmung im Jahre 1923 zu der
Reform des Unterrichtsministers Bérard, welche fiir die ersten 4 Jahre
aller héheren Schulen Latein als obligatorisches Unterrichtsfach er-
klirte und damit die rein realistischen Schultypen beseitigen wollte.
Diese Reform wurde besonders von den Abgeordneten Herriot, Painleve
und Leygues bekampft. Painlevé ist der bekannte franzosische Mathe-
matiker und Leygues der Minister, unter dessen Leitung die Unterrichts-
reform von 1902 stattfand. Herriot stellte, als er Ministerprasident
wurde, im wesentlichen den alten Zustand, der die lateinlose hoéhere
Schule neben den anderen als mit diesen gleichberechtigt zulieB,
wieder her. Sehr traurig scheint uns die Lage des mathematischen und
vor allem des naturwissenschaftlichen Unterrichts an den italienischen
Schulen zu sein. Dort hat man einem Plane zufolge, der von dem
faschistischen Minister Gentile dekretiert wurde, eine Reihe von Schul-
typen, an denen bei wenig Mathematik Naturwissenschaften iiberhaupt
nicht getrieben werden. Uber die nicht geniigende Wertung, die unsere
Ficher bei der preuBischen Schulreform erfahren, ist bereits friiher
(vgl. Bd. I, S. 208ff.) berichtet worden. Ganz anders geartet als die
bei der preuBischen Schulreform vorherrschende Meinung scheint in
dieser Hinsicht die Auffassung des Reichskanzlers Luther zu sein; seine
bei der Er6finung des Deutschen Museums in Miinchen gehaltene Rede
war ein uneingeschrinktes, von starker innerer Uberzeugung getragenes
Bekenntnis zu Wert und Wiirde technischer Arbeit.

In RuBland erfahren die genannten Ficher eine auBerordentlich
hohe Wertschdtzung, allerdings nur insofern, als sie in offensichtlicher
Weise mit den Dingen des praktischen Lebens in enger Beziehung
stehen. Hieriiber und iiber die vorher genannten Reformen findet man
einiges in einer Verdffentlichung, die von unserem Reichsministerium
des Inneren unter dem Titel ,,Europdische Unterrichtsreformen seit
dem Weltkriege'')) herausgegeben wurde. Uber die nun wieder riick-
gingig gemachte franzosische Unterrichtsreform von 1923 liegt uns
von Bérard selbst ein Bericht iiber die Diskussionen vor, die im An-
schluB an seine Vorschlige in der franzésischen Kammer stattfanden?).

1) Bearbeitet im Reichsministerium des Innern. Leipzig 1924.
2) Leon Bérard, Pour la réforme classique de l’enseignement secondaire.
Paris 1923.
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Die Verfiigungen, welche die Reform Italiens betreffen, sind vom ita-
lienischen Unterrichtsministerium zu einem Band zusammengestellt
worden, der 1924 unter dem Titel ,,Raccolta di Norme e Regolamentari
sull’Ordinamento dell’Istruzione Media* erschienen ist!). — In den nun
folgenden Erérterungen iiber Unterrichtsfragen werden wir uns wie in
unserem SchluBkapitel auf England, Frankreich, Italien und Deutsch-
land beschrinken. Wir beginnen mit der Besprechung englischer Schul-
verhiltnisse.

1. England.

Uber das Schulwesen Englands liegen uns die Abhandlungen des
englischen Unterausschusses der Imuk, die unter dem Titel ,,The
Teaching of Mathematics in the United Kingdom* zu zwei Binden zu-
sammengefat worden sind?), und auBerdem ein deutscher Imuk-
Bericht von G. Wolff3) vor. Dem letzteren entnehmen wir zunichst die
Tatsache der groBen Kompliziertheit und Uniibersichtlichkeit in der
Organisation des englischen Schulwesens. ,,Es wurde mir erzihlt,” so
berichtet Wolff auf S. 24 seines Referates charakteristisch genug, ,,dal
die Inspektoren eine Schule zu revidieren hatten. Vor der Inspektion
muBten der Direktor und die Lehrer iiber den Aufbau und die Stoff-
verteilung der Schule genau Bericht erstatten. Trotzdem hatten die
Inspektoren Mihe, sich zurechtzufinden, und erst am dritten Tage
begann es zu didmmern.” Die nahezu vollstindige Unabhingigkeit der
einzelnen Schule von einer zentralen staatlichen Gewalt macht es még-
lich, ihre Organisation in einem bei uns unbekannten Ausmale den
individuellen Bediirfnissen der Schiiler anzupassen. So haben dort viele
hohere Schulen auf einem gemeinsamen Unterbau eine in mehrere
Abteilungen gegliederte Oberstufe. Als solche Abteilungen trifft man
in der Regel an the classical side mit Latein und Griechisch, the modern
side mit Franzosisch und Deutsch und the science side mit mathematisch-
naturwissenschaftlichem Einschlag. Fiir die Moglichkeit, von einem
Zweig zum anderen iiberzugehen, wird durch besondere MaBnahmen
gesorgt. Sind Parallelklassen vorhanden, so werden oft die Begabteren
von den weniger Begabten getrennt; den ersteren wird es iiberdies durch
halbjihrige oder gar tertiale Versetzung moglich gemacht, schneller als

1) Roma 1924.

2) Der genaue Titel ist: Board of Education — Special Reports on Educa-
tional Subjects; Volume 26 and 27, The Teaching of Mathematics in the
United Kingdom. Being a series of Papers prepared for the International
Commission on the Teaching of Mathematics, Part I and Part 1I. London, Publi-
shed by his Majesty’s Stationery Office 1912. (Zu beziehen etwa durch Wyman
and Sons.)

3) G. Wolff: Der mathematische Unterricht der hoheren Knabenschulen Eng-
lands. Berichte und Mitteilungen, veranlaBt durch die Internationale Mathema-
tische Unterrichtskommission. Zweite Folge. II. Leipzig 19185.
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die anderen vorwirtszukommen. Bei der Versetzung ist das klassen-
weise Aufriicken in allen Fachern nicht notwendig. So kann ein Schiiler
in der Mathematik in einer anderen Klasse sitzen als in den Sprachen.
Somit besteht die Bewegungsfreiheit, die gegenwirtig fiir unsere héheren
Schulen vielfach gefordert wird, in England seit langem uneingeschrinkt,
Dieser Freiheit in der Organisation steht jedoch im Hinblick auf die
Art der Unterrichtsfitlhrung eine groBe innere Unfreiheit gegeniiber, die
im wesentlichen in zwei Tatsachen ihre Wurzel hat, nimlich in der
Zentralisation des Priifungswesens, von der schon gesprochen wurde,
und in der mangelhaften wissenschaftlichen und pidagogischen Aus-
bildung eines groBen Prozentsatzes der an den hoheren Schulen Eng-
lands unterrichtenden Lehrer.

Mit dem eben geschilderten Umstande hingt zusammen, da die
Bewegung zur Reform des mathematischen Unterrichts in England nur
sehr langsam Fortschritte macht. Noch immer ist im groBen und ganzen
Euklid das Standard Work des Geometrieunterrichtes; besonders kral3
wirkt sich der EuklideinfluB in der Bewertung der Stereometrie aus.
Sie wird von Euklid nur wenig beriicksichtigt, und die gleiche stiefmiit-
terliche Behandlung erfihrt sie infolgedessen im Durchschnittsunter-
richt der englischen Schulen.

Unter den Englindern, die in der neueren Geschichte des mathe-
matischen Unterrichts eine Rolle spielen, haben wir auf S.233f. und 236
Perry und Branford hervorgehoben. Perrys radikales Programm hat bei
vielen seiner Landsleute starken Widerspruch geweckt, und wie wir
selbst betonten, zu einem groBen Teil mit gutem Recht. An eine auch
nur einigermaBen vollstindige Durchfithrung seiner Vorschlige, soweit
sie die hoheren Schulen betreffen, wird heute kaum noch ernsthaft ge-
dacht. Perrys Vorgehen zeitigte jedoch ein sehr wertvolles Ergebnis,
das darin bestand, daB man in weiten Kreisen der Mathematiklehrer die
Notwendigkeit einsah, dem deduktiven Geometrieunterricht einen
experimentellen propideutischen Kurs vorauszuschicken.

Der EinfluB Branfords soll nach Wolff gering gewesen sein. Trotz-
dem méchten wir gerade ihn als einen Methodiker allerersten Ranges be-
zeichnen. Ein aus seinem Ideenkreise herausgewachsenes Lehrbuch, iiber
das ausfiihrlicher berichtet werden mag, ist,,A School Cours of Mathema-
tics** von David Mair?). Dieser tritt fiir die Unterrichtsart ein, die man
heute wohl meint, wenn man von Arbeitsunterricht spricht. Sie ist durch
folgende Merkmale gekennzeichnet: Den Ausgangspunkt des Unterrichts
bilden geschickt ausgewihlte Probleme. Die Losung dieser Probleme
soll durch Diskussion zwischen Schiilern und Lehrer unter einem Mini-
mum an Fithrung von seiten des letzteren zustande gebracht werden.
Je mehr die Schiiler aus sich selbst und ohne Hilfe des Lehrers die

1) Oxford. At the Clarendon Press. 1907.
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Losung entwickeln, um so sicherer, so behauptet Mair mit Recht, be-
herrschen sie die erlangten Kenntnisse, um so wertvoller ist die Ausbil-
dung des Geistes, die sie beim Unterricht empfangen. Sollen aber die
Schiiler in der Lage sein, selbstindig mathematische Uberlegungen anzu-
stellen, so miissen sie einen gewissen Vorrat an konkreter mathema-
tischer Erfahrung besitzen. Wenn die Schiiler im Denken langsam sind,
wird es, so meint Mair weiter, gut sein, jenen Vorrat durch Zeichen- und
MeBiibungen zu vermehren, den Kurs also hauptsichlich experimentell
fortzusetzen und dann erst zum Durchdenken der durch Erfahrung ge-
fundenen Resultate zuriickzukehren. ,,To repeat the words of anothers
reasoning ist not to reason® (S. 11). Bei schwierigeren Problemen wird
gelegentlich empfohlen, besonders auf die Geschwindigkeit zu achten,
mit der der Unterricht vorwirtsgeht. Denn die sowohl fiir die prak-
tischen wie die formalen Zwecke des Unterrichts tauglichste Methode,
nimlich die der Entdeckung durch die Schiiler, sei nur bei langsamem
Fortschreiten moglich, wenn der Gang schneller sei, konne der Unter-
richt nur dogmatisch gefiihrt werden. Noch gréBere Eile wiirde den
Geist des Schiilers verwirren und koénne sogar eine Gefahr fiir seine
Gesundheit sein. Ferner achtet Mair besonders darauf, den Schiiler
nicht zu Beweisen aufzufordern, deren Notwendigkeit er nicht einzu-
sehen vermag, da ein solches Vorgehen in dem jugendlichen Geist
jeden Sinn fiir Wesen und Ziel eines mathematischen Beweises zer-
stéren muB. Er warnt davor, den Schiilern logische Schwierigkeiten aufzu-
weisen, die sie nicht selbst fiihlen.

Ganz besonders kommt es bei solchem Unterricht auf die richtige
Auswahl der Probleme an. Es muB — so betont Masr — dafiir Sorge
getragen werden, daB diese intensive Methode die theoretische und
praktische Tragweite der durch den Unterricht erarbeiteten Kenntnisse
nicht zu sehr einschrinkt. Mair, der sein Buch fiir Jahrginge schreibt,
die unserer Unter- und Mittelstufe angehéren, geht immer von solchen
Problemen des praktischen Lebens aus, deren richtige Behandlung hin-
reichend groBen Wert fiir die Geistesbildung hat. Er argumentiert so
(vgl. das Vorwort): Der Wert eines Problems kann nach zwei Gesichts-
punkten beurteilt werden, einmal nach dem Wert der Kenntnisse, die
seine Losung vermittelt, und zweitens nach dem erzieherischen Wert,
der mit der Erarbeitung der Losung verkniipft sein kann. Der Kenntnis-
wert eines Problems ist um so gréfer, je enger es mit dem menschlichen
Leben und seinen Interessen verbunden ist, und um so geringer, je weiter
es sich von diesem entfernt. Aus psychologischen Griinden hat ein
Unterricht nur dann geistesbildende Kraft, wenn er vom Konkreten zum
Abstrakten fortschreitet. Ein solcher Gang ist aber am besten in Ver-
bindung mit Dingen des konkreten menschlichen Interesses mdoglich.
Unter den Problemen, die Mair in seinem Buche vorschligt und deren
Behandlung er so, wie sie sich in freier Diskussion mit seinen Schiilern
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ergab, darstellt, seien einige genannt: 1. Ein Knabe macht im Garten
ein Versteck fiir Schitze und bedeckt es so, da es von seiner Um-
gebung ununterscheidbar wird. Durch welche Messungen kann er den
Fleck so festlegen, daB er ihn wiederzufinden vermag. 2. Die Lage eines
Stuhles auf dem Flur festzulegen. 3. Eine vorgelegte Landkarte zu
kopieren. 4. Ein Kapitel, in dem am SchluB der binomische Lehrsatz
entwickelt wird, beginnt mit dem Morsealphabet und sich im Zusam-
menhang damit ergebenden einfachen Fragen, die zur Kombinatorik
gehoéren. 5. Die Potenzrechnung und der Rechenschieber erscheinen im
AnschluB3 an die Frage, wie gewisse bereits vorgekommene Rechnungen
abgekiirzt werden koénnen.

Das Mairsche Buch ist, wie wir schon sagten, fiir Unterstufe und
Mittelstufe geschrieben; anscheinend ist es nur wenig eingefiihrt.
Was den Unterricht in der Oberstufe der englischen Schulen anlangt,
so lassen sich hieriiber schwer Angaben allgemeiner Giiltigkeit machen.
Wertvolle Hinweise und Vorschlige, die sich auf diesen Unterricht be-
ziehen, findet man in den Imuk-Abhandlungen?) ,,The Educational Value
of Geometry‘‘ und ,,A School Course in advanced Geometry*, von denen
die erste von dem bekannten Didaktiker G. Carson, die zweite von
C.V. Durell herrithrt. Einige Hauptgedanken der Durellschen Vorschlige,
von denen wir jedoch nicht wissen, in welcher Ausdehnung man sie an
englischen Schulen beriicksichtigt, sind: Einfithrung imaginirer Ele-
mente in die Geometrie; eine einfache Art der Verwendung homogener
Koordinaten, um die Bedeutung der uneigentlichen Elemente deutlich
zu machen; die rechnerische und anschauliche Verwertung der folgen-
den Transformationen:

x=cx, y =9,
X = r?x , Y= _711_;
y+p y+p
Mit der ersten 14Bt sich, wenn die Konstante ¢ reell ist und iiber sie
2 2
passend verfiigt wird, die Ellipse % + % =1, wenn ¢ imagindr ist, die
2 2
Hyperbel % - % =1 in einen Kreis x? + y2 = 72 transformieren. Eine

ganze Reihe von Sitzen iiber den Kreis kann so auf Ellipse und Hyperbel
iibertragen werden. Die zweite Transformation ist ein sehr einfacher
Fall einer projektiven und kann #hnliche Verwendung finden. Durell
ist der Ansicht, daB die Behandlung der Orthogonal- und Zentralprojek-
tion sich dadurch sehr vereinfachen 148t, daB man, wenn auch in be-
scheidenem MaBe, analytische Rechnungen zuldBt und sich nicht auf
den puristischen Standpunkt versteift, der nur rein geometrische Be-
weise gestattet.

1) S. 257—273 und 351—364 des ersten Bandes der in Anm. 2 auf S. 279
zitierten englischen Imukberichte.
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2. Frankreich.

Straffe zentralistische Organisation hatten wir bereits als ein Merk-
mal festgestellt, welches das franzosische Schulwesen von dem Englands
stark unterscheidet. Der Aufbau des heutigen héheren Schulwesens
Frankreichs ist von folgender Art: Nachdem der Schiiler zwei ,,Classes
préparatoires’ und zwei ,,Classes élémentaires’‘ durchlaufen hat, tritt er,
etwa 10—11 Jahre alt, in die hoéhere Schule ein. Diese gliedert sich in
3 Cycles, von denen der erste 4 Jahre, der zweite 2 Jahre und der dritte
1 Jahr umfaB8t. Im ersten Zyklus haben die Schiiler die Wahl zwischen
2 Sections A und B. In A ist vom ersten Jahre ab Latein, vom vierten
Jahre ab Griechisch pflichtmidBiger Unterricht. In B fallen die alten
Sprachen zugunsten einer stirkeren Beriicksichtigung von Mathematik,
Naturwissenschaften und Zeichnen fort. Die Programme beider Sek-
tionen sind so, daf} die Schiiller am Ende des ersten Zyklus in einem
Besitz von Kenntnissen sind, die ein Ganzes bilden und ihnen geniigen
kénnen. Im zweiten Zyklus sind vier Abteilungen A, B, C, D zu unter-
scheiden, die durch folgende Stichworter gekennzeichnet werden:
A. Latein-Griechisch, B. Latein-Neuere Sprachen, C. Latein-Mathematik-
Naturwissenschaften, D. Mathematik-Naturwissenschaften-Neuere Spra-
chen. Am Ende des zweiten Zyklus erwerben sich die Schiiler durch eine
Priiffung den ersten Teil des Baccalauréat, auf dessen zweiten Teil der
nur aus einer Klasse bestehende dritte Zyklus vorbereitet. Bei diesem
haben die Schiiller die Wahl zwischen der Classe de Mathématiques
(8 Stunden Mathematik pro Woche) und Classe de philosophie (1 Stunde
Mathematik wochentlich). Die erfolgreiche Absolvierung der Classe de
Mathématiques geniigt nicht fiir die Zulassung zum Studium an einer
Reihe von Hochschulen. Die der Heranbildung von Genieoffizieren
dienende Ecole Polytéchnique, die Ecole Centrale des Arts et Manu-
factures, welche Zivilingenieure, die mathematisch-naturwissenschaft-
liche Abteilung der Ecole Normale Supérieure, welche die Lehrer der
hoéheren Schulen ausbildet, nehmen ihre Schiiler nur auf Grund einer
Aufnahmepriifung auf. Die Vorbereitung auf diese Priifung geschieht
fir die Ecole Polytéchnique durch die Classe de Mathématiques spé-
ciales, zu deren erfolgreichem Besuch es angebracht ist, erst eine Classe
de Mathématiques spéciales préparatoire zu besuchen, von denen vor
allem in Paris welche existieren. Auf die Ecole Centrale bereiten wieder
andere Klassen vor, die Classes de Centrale genannt werden. Die Unter-
richtsgebiete der genannten Klassen erstrecken sich in die Theorie der
Differentialgleichungen und der Kurven und Flichen hinein. Wochent-
liche Priifungen der Schiiler auBerhalb der Klassen dienen der Be-
festigung des behandelten Stoffes. Die Aufnahmepriifungen fiir die
oben angefiithrten Hochschulen, vor allem fiir die Ecole Polytéchnique,
sind sehr schwierig. Nur den wenigsten Schiilern gelingt es, die Priifung zu
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bestehen, nachdem sie erst ein Jahr Classe de Mathématiques spéciales
hinter sich haben. Die meisten besuchen diese Klasse 2 oder gar 3 Jahre.

Was nun die franzésischen Lehrpline fiir den mathematischen
Unterricht der héheren Schulen anlangt, so mége man im einzelnen dar-
tber in dem Imukbericht von M. Th. Roussean nachlesen!). Nur ein die
Stoffanordnung betreffender Punkt sei hervorgehoben, weil sich in ihm
die franzosischen von den deutschen Lehrplinen prinzipiell unter-
scheiden. Wihrend in Deutschland der mathematische Lehrstoff, den
eine Klasse zu behandeln hat, immer neu ist gegeniiber dem im Jahre
vorher durchgenommenen, ist das in Frankreich nicht allgemein der
Fall. Wie die hohere Schule selbst, so wird auch der Unterrichtsstoff,
jedenfalls was die Mathematik angeht, in drei Zyklen angeordnet. Jeder
folgende Zyklus hat die Aufgabe, auBer den neuen Gebieten noch einmal
die des vorhergehenden durchzunehmen, aber auf eine andere, der
groBeren Reife der Schiiler angepaten Weise. Man kann diese Anord-
nung als eine solche nach konzentrischen Kreisen bezeichnen; in metho-
discher Hinsicht herrscht im innersten Kreis die Anschauung, bei den
folgenden tritt die Deduktion zunehmend in ihr Recht. In dem weit-
verbreiteten und schénen Lehrbuch der Geometrie von J. Hadamard2),
das fiir die Classe de mathématiques geschrieben ist, findet man die
Geometrie von Grund aus aufgebaut und nicht nur die Teile dargestellt,
welche fiir jene Klasse neu sind. Die ihr bereits bekannten Gegenstinde
sind vielmehr auBerordentlich breit, aber in hdéherer Art als das bei
einem fritheren Alter zweckmiBig ist, entwickelt.

Mérays Einfluf auf den franzosischen Geometrieunterrichi. Das
Méraysche Buch, iiber das bereits ausfithrlich berichtet wurde, hat den
franzosischen Geometrieunterricht unverkennbar beeinfluBt. Die Lehr-
pliane von 1905, dem Erscheinungsjahre der dritten Auflage von Merays
Buch, enthalten die Stelle: ,,Un appel constant a la notion de mouvement
semble devoir faciliter I’enseignement de la géométrie; c’est ainsi que
le parallélisme sera lié a la notion expérimentale de translation, que
I’étude des droites et plans perpendiculaires résultera de la rotation;
I'idée d’égalité sera liée A celle du transport des figures, que I’on précisera
en introduisant la notion simple d’orientation.” Aber auch die Wider-
stinde gegen Méray waren groB und gingen auf mehrere Ursachen zu-
riick. In sprachlicher Hinsicht ist seine Darstellung schwerfillig und
nicht durch jene Klarheit und Eleganz ausgezeichnet, die man sonst
hiufig bei franzésischen Lehrbiichern der Mathematik findet. Viele
konnten sich fernerhin nicht daran gewShnen, daB andere Axiome als die,

1) Commission Internationale de l’enseignement Mathématique. Sous-
Commission Frangaise. Rapports. Volume II. Enseignement Secondaire. Publié
sous la direction de M. Ch. Bioche. Paris 1911. S. 76—117.

2) Legons de Géométrie élémentaire. Band I: 8. Aufl. 1924. Band II: 4. Aufl.
1921.
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welche bei Euklid ausdriicklich ausgesprochen sind, an der Spitze der
Geometrie stehen sollten. Manche schlieBlich, die dem Grundgedanken
Mérays, die Eigenschaften der Bewegungen der Geometrie zugrunde zu
legen, gern zustimmten, konnten sich nicht mit dem Gedanken der Fusion
zwischen ebener und ridumlicher Geometrie befreunden. Am schwer-
wiegendsten war aber der Einwurf, der sich dagegen wandte, daB3 Méray
zu wenig Gewicht auf die Zahl der Axiome legte. An dieser Stelle greift
C.Bourlet ein (vgl.S. 245): Er zieht die Begriffe der Gruppe und der Trans-
formation heran und weist darauf hin, daB der Grundgedanke der Méray-
schen Theorie der Translationen auf die einfache Form gebracht werden
kann: Die Gruppe der Translationen ist eine invariante Untergruppe?)
der Hauptgruppe der Bewegungen. Auf Grund dieser Auffassung schrie-
ben E. Borel und Bourlet Lehrbiicher, in denen der Méraysche Aufbau
unter deutlicherer Herausarbeitung seines Grundgedankens vereinfacht
ist. Radikaler sind die Vorschlige von Rousseau in dem obenerwdhnten
Imukbericht. Er will vollige Lossagung von Euklid und uneinge-
schrinkte Herrschaft des Transformationsgedankens. Er schligt fiir
Lehrbiicher der Geometrie und den mathematischen Elementarunterricht
die folgende Stoffanordnung vor:

1. Den Anfang sollen Begriffe und Sitze bilden, die der Geometrie
der allgemeinsten eindeutigen Punkttransformationen, d.h. der Analysis
situs, angehdren. Dabei ist natiirlich an eine Analysis situs auf experi-
menteller Grundlage gedacht. Hier wire nach Rousseau zu sprechen von
Begriffen wie denen des Korpers, der Oberfliche, der Linie, des Innen
und AuBen, des Schnittes, des Zusammenhangs. Nichts wiirde, so meint
Rousseau, daran hindern, die Aufmerksamkeit der Schiiler auf solche
Probleme zu lenken, wie das der Briicken und Inseln, der vier Farben,
der Zahl der Seiten einer Oberfliche.

2. An zweiter Stelle wiirde das Studium der Bewegungen im all-
gemeinen und der Rotationen mit ihren Anwendungen im besonderen
kommen: Gerade Linie, das Senkrechtstehen, Zusammensetzung von
Rotationen, Ebene, Kreis, Symmetrie, Geometrie des Strahlenbiischels.
Hier wiirden simtliche Eigenschaften hergehéren, die den Nicht-Eukli-
dischen und der Euklidischen Geometrie gemeinsam sind. Man macht
in diesem Teil der Geometrie in der Tat noch nicht von der Tatsache
Gebrauch, daBl die Gruppe der Bewegungen eine invariante Unter-
gruppe besitzt.

1) Die Untergruppe g einer Gruppe G heit dann invariant, wenn bei einem
gewissen ProzeB der Zusammensetzung irgendeiner Transformation T von g mit
irgendeiner Transformation S von G wieder eine Transformation von g hervorgeht.
(Die Gruppe ist gegeniiber dem betreffenden ProzeB invariant.) Jener ProzeB ist,
wenn S—1 die Inverse von S ist, so definiert: Man bildet das Produkt S* = S~'T
und hierauf S*S, was also gleichbedeutend ist mit S -17S. Dic Transformation
S-1TS muB zur Gruppe g gehoren.
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3. Ein dritter Teil wiirde den Translationen und ihren Anwendungen
gewidmet sein: Parallelismus, metrische Relationen.

4. In einem vierten Teil wiirde man andere Transformationsgruppen
studieren, wie die der Ahnlichkeit, der Transformationen durch reziproke
Radien usw.

Prinzipiell steht die hier geforderte Einteilung nicht in Wider-
spruch zu piadagogischen Grundsitzen. Jede der 4 genannten Geometrieen
hat neben schwierigeren Problemen auch ganz einfache aufzuweisen und
eine Anordnung in konzentrischen Kreisen ist, wie bei dem traditio-
nellen Aufbau der Geometrie, auch hier méglich. Die alte auf Euklid
zuriickgehende Darstellungsart der Geometrie teilt im wesentlichen
nach Figuren ein (Gerade, Dreieck, Viereck, Kreis, Ebene, raumliche
Figuren). In vielen Lehrbiichern ist dieser dltere Gesichtspunkt mit
dem eben geschilderten neuen vermengt.

Eines der #ltesten deutschen Lehrbiicher, in dem der Trans-
formationsstandpunkt zur Geltung kommt, ist das unter dem Ein-
flusse der Mobiusschen Arbeiten geschriebene ,,Lehrgebdude der nie-
deren Geometrie*, fiir den Unterricht an Gymnasien und Realschulen
entworfen, von C. A. Bretschneider (Jena, Frommann 1844). In diesem
Lehrbuche ist die iibliche Einteilung in Planimetrie und Stereometrie
aufgegeben und an ihre Stelle die folgende gesetzt:

1. Synthetische Geometrie:
a) Geometrie der Lage.
b) Geometrie der Gestalt.
c) Geometrie des MaBes.
2. Analytische Geometrie:
a) Goniometrie.
b) Trigonometrie.
c) Koordinatengeometrie.
Ebenfalls vom Transformationsbegriff beherrscht ist das bereits
auf S. 261 genannte Lehrbuch der Elementargeometrie von Henrici und
Treutlein.

3. Italien.

Nach dem Dekret des fritheren Ministers Gentile vom 6. Mai 1923
fithrt in Italien der Weg zur Hochschule entweder iiber das drei Jahre
umfassende Liceo classico oder das vierjihrige Liceo scientifico.
In das Liceo classico kommt man durch eine Aufnahmepriifung, nach-
dem man 4 Jahre Volksschule und 5 Jahre Gymnasium durchlaufen
hat; beim Liceo scientifico geniigen bei der gleichenVolksschulzeit 4 Jahre
Gymnasium oder 4 Jahre einer anderen Mittelschule. Solche Mittel-
schulen sind: Die Komplementirschule, welche ungefihr den preu-
Bischen Mittelschulen entspricht, und der Unterkurs des Istituto tecnico,
dessen Aufgabe es ist, zu den mittleren technischen Berufen heranzu-
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bilden. Wie stark Mathematik und Naturwissenschaften in Italien durch
Gentile zuriickgedringt worden sind, mag man aus den folgenden An-
gaben ersehen, die wir der bereits auf S. 279 angefiihrten Veroffentlichung
des italienischen Unterrichtsministeriums entnehmen. Fiir das Gym-
nasium sind, wenn wir von den unteren zu den oberen Klassen fort-
schreiten (Rechnen ist nicht besonders aufgefiihrt) die Stunden fiir die
Mathematik 1, 2, 2, 2, 2; fiir Physik, Chemie und Biologie steht keine
Stunde zur Verfiigung. Im Liceo classico sind die Stundenzahlen, die auf
Mathematik und Physik gemeinsam entfallen, 4, 4, 5. Die Zahlen fiir
Chemie und Biologie insgesamt sind 3, 2, 3. Dagegen finden wir fiir
Geschichte und Geographie gemeinsam beim Gymnasium 5, 5, 4, 3, 3,
beim liceo classico fiir Geschichte allein 3, 3, 3; fiir Philosophie und
Staatsbiirgerkunde ebenfalls 3, 3, 3, fiir Kunstgeschichte 2, 2. Die
Gesamtstundenzahl fiir den wissenschaftlichen Unterricht schwankt
beim Gymnasium zwischen 21 und 24, beim Liceo classico zwischen 25
und 26 pro Woche. Fiir das Liceo scientifico, das das mathematisch-
naturwissenschaftliche Element besonders betonen soll, sind die Stunden-
zahlen fiir Mathematik und Physik insgesamt §, 5, 6, 6, fiir Philosophie
und Staatsbiirgerkunde 4, 4, fiir Geschichte 3, 3, 2, 2, fiir Biologie,
Chemie und Geographie ebenfalls 3, 3, 2, 2. Der Unterkurs des Istituto
tecnico hat fiir Mathematik (Rechnen mit eingeschlossen) 2, 2, 4, 4 zur
Verfiigung, aber wie das Gymnasium weder Physik noch Chemie noch
Biologie. In der obenerwihnten Raccolta sind Lehrpline nicht angegeben.
Es wird nur gesagt, was in den einzelnen Priifungen zu verlangen ist.
Als eine charakteristische Neuerung ist zu erwihnen, daB am Liceo
scientifico in den Stunden fiir Philosophie und Staatsbiirgerkunde, die
jedoch in der Regel nicht in der Hand eines Naturwissenschaftlers liegen
werden, aufler den im Titel genannten Gebieten auch Geschichte der
Mathematik und Naturwissenschaften getrieben werden muf. Die be-
treffende, das Lehrziel angebende Stelle (Raccolta S. 369) heiBt in
freier Ubersetzung: Das Problem der Mathematik und Naturwissen-
schaften in seiner geschichtlichen Entwicklung. Die Naturwissenschaft
der Alten (Mathematik, Physik, Chemie, Astronomie). Die mittelalter-
liche Naturwissenschaft. Die Naturwissenschaft in der Renaissance
und der Naturalismus (Telesius, Campanella, Copernicus, Gilbert). Die
groBe Frage des ptolemiischen und kopernikanischen Weltsystems
(Galilei). Das Problem der wissenschaftlichen Methode (Bacon, Des-
cartes). Die moderne Naturwissenschaft. Neue Theorien iiber die
Naturwissenschaft (Croce, Maxwell, Mach, Poincaré).

Ein fiir diesen Unterricht sehr zweckmiBiges Lehrbuch hat Gino Loria
vor kurzem unter dem Titel ,,Pagine di Storia della Scienza“ heraus-
gegeben!). An neueren italienischen Lehrbiichern, die fiir den Geometrie-

1) Erschienen in der Bibliotheca Paravia ,,Storia e Pensiera'.
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unterricht der hoheren Schulen bestimmt sind, haben wir zwei zur Hand.
Das eine riithrt von C. Buralli-Forti und R. Marcolongo her und ist fiir den
Oberkurs der Istituti tecnici gedacht!); das andere ist von G. Predella fiir
den Gebrauch an den Lizeen verfaBt?). Es ist natiirlich unméglich, aus
dem Charakter dieser beiden Biicher typische Ziige des italienischen Unter-
richts mit Sicherheit herauszulesen ; wir erwidhnen sie jedoch, da sie gegen-
iiber den bisher besprochenen neue Gesichtspunkte in den Vordergrund
riicken. Das erste von ihnen treibt die Geometrie unter steter Benutzung
des Vektorbegriffs. Die Kapiteliiberschriften sind: Allgemeines iiber Vek-
toren; Summe zweier Vektoren, Produkt eines Vektors mit einer reellen
Zahl; skalares Produkt zweier Vektoren; die Rotation, darunter ein
Paragraph: der Operator i (Drehung um einen rechten Winkel); Kreis-
funktionen; ebene Trigonometrie; vektorielles Produkt; sphirische
Trigonometrie; Kegelschnitte; verschiedene Betrachtungen (Begriff der
Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis, Transformationen durch
reziproke Radien usw.). Im Vorwort des Buches fithren die Verfasser
folgendes aus: Die Vektoren werden heute im Universititsunterricht all-
gemein gebraucht; sie haben einen Algorithmus, der dhnlich dem in der
Algebra gebriuchlichen und ebenso einfach wie dieser ist; sie sind so sug-
gestiv geometrisch trotz ihres algebraischen Algorithmus, daB sie den
Schiilern des Oberkurses der Mittelschulen nicht unbekannt bleiben diirfen.

Uns erscheint das Buch zu iiberhduft mit Formeln und recht ab-
strakt. Das letztere gilt zum Teil in noch hoherem MaBe fiir das Predella-
sche Lehrbuch der Geometrie. Dieses beginnt mit einem Kapitel, in dem
die Begriffe GroB8e, obere Grenze, Irrationalzahl in aller Strenge erortert
werden, um sodann bei einigen Sitzen aus der Planimetrie Anwendung
zu finden. Im weiteren Verlaufe erhebt sich das Buch nicht iiber die ein-
fachsten Dinge aus der Stereometrie, was wohl mit der geringen, fiir Mathe-
matik zur Verfiigung stehenden Stundenzahl zusammenhingen diirfte.

Auf S. 247 haben wir als einen in dem italienischen Geometrieunter-
richt besonders verbreiteten Gedanken den der Fusion zwischen Stereo-
metrie und Planimetrie bezeichnet. Diese Darstellung entspricht jedoch
ganz und gar nicht mehr dem heutigen Sachverhalte. Schon bei den Ver-
handlungen des Kongresses der Imuk zu Mailand im Jahre 1911 wurde
deutlich, daB die Fusionsbestrebungen in Italien vollkommen zuriick-
gedringt worden waren. Diese Feststellung muBte man in einem Augen-
blicke machen, wo P. Treutlein durch Ubersetzung des fusionistischen
Standard Works der Italiener3), der ,,Elementi di Geometria‘‘ von
Lazzers und Bassani), in Deutschland fiir den Fusionsgedanken
Interesse zu wecken suchte.

1) Corso di Matematica pel Secondo Bionnio degli Istituti Tecnici, Vol. IT
Geometria. Firenze.

2) Geometria ad uso dei licei. G. B. Paravia, Torino-Milano.

3) Lazzeri und Bassani, Elemente der Geometrie, deutsch von P. Treutlein.

Leipzig 1911.
4) 1. Aufl. Livorno 1891. 2. Aufl. 1898.
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4. Deutschland. (Uber die weitere Entwicklung der preuBischen
Schulreform.)

Bereits in Band I wurde iiber die Geschichte des mathematischen
Unterrichts in Deutschland und insbesondere iiber die Stellung be-
richtet, die Mathematik und Naturwissenschaften in der mit dem
Jahre 1924 einsetzenden preuBischen Unterrichtsreform einnehmen?).
Einer der Kerngedanken dieser Reform, so wie sie urspriinglich gedacht
war, fordert die Entwicklung von vier sich scharf gegeneinander ab-
hebenden Typen héherer Schulen, von denen jeder eine besondere Seite
der Kultur zu pflegen hat. Das altsprachliche Gymnasium soll den
Zusammenhang zwischen der deutschen und der antiken Kultur in
den Mittelpunkt seines Unterrichts stellen. Das Realgymnasium hat
das Studium der modernen europiischen Kultur zum Ziele und wird,
da die neueren Fremdsprachen seine wichtigsten Ficher sind, als neu-
sprachliches Gymnasium gekennzeichnet. Den mathematischen und
naturwissenschaftlichen Fichern wird an der Oberrealschule die Fiih-
rung iibergeben; auBer der Erfiillung rein fachlicher Aufgaben wird
von ihnen insbesondere Wiirdigung der kulturellen Leistung von Mathe-
matik und Naturwissenschaften verlangt. Aufgabe der deutschen Ober-
schule endlich ist, das Verstindnis fiir die deutsche Kultur zu vermitteln:
Deutsch, Geschichte und Erdkunde sind die Ficher, die an ihr die
stirkste Geltung haben sollen.

Die Forderung der ,,reinen Schultypen‘ wirkte sich fiir die mathe-
matischen und naturwissenschaftlichen Ficher in den anfinglich vom
preuBischen Kultusministerium vorgeschlagenen Stundentafeln dahin aus,
daB diese Fdacher auBer an der Oberrealschule an allen Schulen an Bedeu-
tung stark verloren. Um die Tragweite dieser Zuriickdringung fiir die Er-
ziehung von Ingenieuren und Medizinern und die mathematisch-natur-
wissenschaftliche Bildung der Angehérigen der iibrigen Berufsstinde
richtig einzuschitzen, ist es notwendig, zu wissen, daB die Zahl der Ober-
realschulen in PreuBen noch recht gering ist, an eine planmiBige Er-
hohung dieser Zahl gar nicht gedacht wird und der Unterricht an den
viel zahlreicheren Realgymnasien bisher einen bedeutenden mathe-
matisch-naturwissenschaftlichen Einschlag hatte, den er nun verlieren
sollte.

Der Kampf, der gegen die preuBische Schulreform von den ver-
schiedensten Seiten her einsetzte, hatte eine Abinderung der Stunden-
tafeln in dem Sinne einer Milderung der Typisierungstendenz zur Folge.
Am Gymnasium und Realgymnasium wurde der mathematisch-natur-
wissenschaftliche Unterricht etwas verstarkt, an der Oberrealschule
muBte er sich eine Schwichung gefallen lassen. Im einzelnen kénnen
wir auf diese Dinge nicht eingehen, nur folgendes sei hervorgehoben:

1) Vgl Bd. I, S. 201 ff.

Klein, Elementarmathematik II. 19
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1. An keiner hoheren Schule erreicht die dem mathematisch-natur-
wissenschaftlichen Unterricht zugebilligte Stundenzahl die Héhe, die
sie vor der Reform hatte. Von der Erfiilllung der Forderung der revi-
dierten Meraner Lehrplidne kann im Hinblick auf die Stundentafeln keine
Rede sein.

2. Dasjenige naturwissenschaftliche Fach, das durch die preu-
Bische Reform am meisten beiseite gedringt wird, ist die Biologie. Es
mag sein, daB fiir die geringe Einschitzung dieser Wissenschaft durch
die neuere Entwicklung lingst iiberholte Weltanschauungsgriinde nicht
ohne Einflul waren.

3. Vergleichen wir die Organisation (nicht den Geist, der Unter-
richt und Erziehung beherrscht) des preuBischen hoheren Schulwesens
mit der des englischen und franzésischen, so miissen wir von England
iiber Frankreich zu PreuBen eine abnehmende Riicksichtnahme auf die
Individualitdt des Schiilers feststellen. In England finden wir die groBte
Organisationsfreiheit um des Schiilers willen. In Frankreich besteht zu
drei Zeitpunkten, nimlich jedesmal beim Eintritt in einen der drei
Zyklen, die Moglichkeit der Wahl eines Schultypus, welcher der Be-
gabungs- und Interessenrichtung des Schiilers am besten entspricht.
In PreuBen ist der Schiiler in der Regel, nimlich dann, wenn er in
mittleren Stidten mit nur einer héheren Knabenschule wohnt, auf den
einen einseitigen Schultyp seines Heimatortes angewiesen.

4. Vor kurzem erschienen die neuen Richtlinien fiir die Lehrpldne
der héheren Schulen PreuBens?). Unsere in Band I ausgesprochene Ver-
mutung, daB in ihnen die Grundgedanken der mathematischen Unter-
richtsreform volle Beriicksichtigung finden wiirden, hat sich bestétigt: bis
auf einige Abweichungen stimmen die neuen preuBischen Lehrpldne, was
die Mathematik angeht, mit den revidierten Meraner Lehrplinen {iber-
ein. An allen hoheren Schulen PreuBens wird demnach kiinftig die Funk-
tion den zentralen Begriff des mathematischen Unterrichts bilden, an allen
sollen die Anfinge der Infinitesimalrechnung gelehrt werden. Die Aus-
bildung der Raumanschauung wird in den Vordergrund geriickt, die
Geschichte der Mathematik ist grundsitzlich zu beriicksichtigen und
die Anwendungen sollen gehorig betont werden. Das geometrische
Zeichnen soll einen wesentlichen Bestandteil des mathematischen Unter-
richts bilden; die gesamte darstellende Geometrie wird thm eingegliedert.
So begriiBenswert diese letzte Forderung ist, so erscheint es doch sehr
fraglich, ob sie nicht aus Mangel an verfiigbarer Zeit zum groBen Teile
auf dem Papiere stehenbleiben wird.

5. In der methodischen Einstellung der preuBischen Lehrpline
spielen zwei Forderungen eine besonders hervorragende Rolle: der

1) Richtlinien fiir die Lehrplane der hoheren Schulen PreuBens, Teil I und II,
herausgegeben von Ministerialrat Richert. Berlin 1925. Weidmannsche Buch-
handlung.



