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Uvod

Teorija dinamiqkih sistema, nelinearnih parcijanih jednaqina i
funkcionalnih jednaqina se sve vixe koriste u modelova�u prirodnih
sistema koji evoluiraju u vremenu. Najva�nije je postaviti matemati-
qki model u kome �e na pravilan naqin biti oslikane sve suxtinske
karakteristike nekog prirodnog sistema. Upore�iva�em matematiqkog
modela sa podacima eksperimenta dolazi se do neophodnih uslova i bit-
nih postavki za model. Jasno je da je postav	a�e adekvatnog modela
mogu�e samo pozivaju�i se na konkretne podatke i matematiqkim pred-
stav	a�em mehanizama slo�enih prirodnih procesa u onoj meri u ko-
joj je on istra�en. Isto tako rezultati eksperimenta u velikom broju
sluqajeva ne mogu dati jednoznaqan odgovor na pita�e o tome kakva je,
zapravo, pokretaqka snaga mehanizma nekog realnog procesa. Izuqava-
�em ,,dobrih" matematiqkih modela mogu se izvesti va�ni zak	uqci o
funkcionisa�u nekog prirodnog procesa.

Adekvatan matematiqki model ,,�ivi" po nekim unutrax�im zakon-
ima koji odra�avaju karakteristiqne crte modelovanog sistema. Me�u-
tim, svesni smo toga da matematiqki model ne mo�e biti verna ,,kopija"
svih svojstava, jer bi to mnogo uslo�ilo model. Dakle, ideja je u tome da
se ne suvixe slo�enim modelom uk	uqe svi va�ni postoje�i faktori
dovo	ni za definisa�e realnog sistema koji je od interesa. U ovom
radu izlo�i�emo kako smo koriste�i diferencijalne jednaqine sa ka-
x�e�em u modelova�u povezanih neurona upravo postigli �e	eni ci	:
jednostavnost modela i kvalitativno dobro opisali dinamiku realnog
sistema. Polaze�i od realnih neurona, odnosno od dokazano ,,dobrih"
matematiqkih modela neurona postavili smo modele povezanih neurona.
Poznavaju�i prenos impulsa sa jednog neurona na drugi prirodno se
nametnulo i uk	uqiva�e kax�e�a u vezu. Na taj naqin naxi mode-
li povezanih neurona predstav	eni su sistemima diferencijalnih je-
dnaqina sa kax�e�em. �ihovom analizom dobili smo raznovrsnu di-
namiku koja je eksperimentalno uoqena i kod realnih povezanih neurona.

U prvoj glavi ovog rada date su osnovne definicije i teoreme iz
teorije funkcionlnih diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em. Pose-
bna pa��a obra�ena je na teoriju stabilnosti i ispitiva�e stabilnosti
hiperboliqkog i nehiperboliqkog ekvilibrijuma (metod centar mno-
gostrukosti, metod normalnih formi). Na kraju glave je za specijalan
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sluqaj nehiperboliqkog ekvilibrijuma iskazana Hopfova teorema.
Radi bo	eg razumeva�a postav	enih matematiqkih modela, u dru-

goj glavi je objax�eno funkcionisa�e realnog neurona i �egova os-
novna svojstva: eksitabilnost i oscilatornost. Navedeni su matema-
tiqki modeli neurona koji dobro opisuju ova �egova svojstva. U pod-
poglav	u ,,Modeli povezanih neurona sa kax�e�em u vezi" je analizom
svih prethodnih rezultata na ovom po	u istaknut znaqaj i prednosti
modela postav	enih i analiziranih u narednim glavama ovog rada.

U tre�oj, qetvrtoj i petoj glavi dati su originalni rezultati koji
su publikovani u [3], [8], [4] i [6]. Definisani su i analizirani modeli
povezanih neurona sa kax�e�em u vezi. Za analizu sistema diferenci-
jalnih jednaqina sa kax�e�em korix�ena je opxta teorija funkcional-
nih diferencijalnih jednaqina kao i razne tehnike koje su razvijane
posled�ih godina od kada je poraslo interesova�e za �ih.

U modelova�u realnih neuronskih mre�a neophodno je posmatrati
veliki broj povezanih neurona. Koristili smo rezultate prikazane u
tre�oj glavi ovog rada i analizirali sistem sa velikim brojem difer-
encijalnih jednaqina sa kax�e�em u [7]. Svi rezultati koji su u ovom
radu prikazani su i drugi da	e prouqavali xto je navedeno u zak	uqku
rada.

Izraz zahvalnosti

Htela bih da izrazim zahvalnost svima onima koji su mi pomogli u
profesionalnom i u 	uduskom smislu u mom dosadax�em radu. Profe-
soru Nikoli Buri�u xto je nesebiqno podelio svoju struqnost i nauqnu
pronic	ivost sa mnom, xto je urodilo zajedniqkim radovima, mojom
magistarskom tezom kao i ovom doktorskom disertacijom. Mom mentoru
profesoru Nebojxi La�eti�u koji me je svojim iskustvom, predanox�u
i izuzetnom profesionalnox�u vodio u izradi ovog rada. Profesorki
Stani Nikqevi�, od koje sam za 14 godina zajedniqkog rada na fakul-
tetu dobila mnogo mudrih saveta, izuzetnu podrxku i razumeva�e u
mom pedagoxkom i nauqnom radu. Na kraju se zahva	ujem mojoj porod-
ici koja mi je svojom 	ubav	u i podrxkom dala motiv i snagu za svaki
novi nauqni projekat.
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1 Funkcionalne diferencijalne
jednaqine sa kax�e�em

1.1 Definicija jednaqina sa kax�e�em
Neka su a < b realni brojevi, Rn je n-dimenzionalan vektorski pros-

tor nad R sa normom | · |, i C([a, b],Rn) je Banahov prostor neprekidnih
funkcija koje preslikavaju segment [a, b] u Rn, pri qemu je norma u tom
prostoru definisana sa |φ| = supa6θ6b |φ(θ)|. Ako je σ ∈ R, A > 0, r > 0
i x ∈ C([σ − r, σ + A],Rn), onda za svako t ∈ [σ, σ + A] definixemo
xt ∈ C([−r, 0],Rn) pomo�u

xt(θ) = x(t+ θ), −r 6 θ 6 0. (1)
Ako je D podskup od R× C i f funkcija koja preslikava skup D u Rn,
onda se diferencijalna jednaqina

ẋ(t) = f(t, xt) (2)
zove funkcionalna diferencijalna jednaqina sa kax�e�em (retarded fu-
nctional differential equation ili kra�e RFDE) na D. Rexe�e jednaqine
(2) (ako postoji) je funkcija x ∈ C([σ− r, σ+A],Rn), koja je diferenci-
jabilna na [σ, σ + A] i zadovo	ava jednaqinu za svako t ∈ [σ, σ + A]. Za
date σ ∈ R i φ ∈ C re�i �emo da je funkcija x(σ, φ)(t) rexe�e jednaqine
(2) za poqetnu vrednost φ u taqki σ ili rexe�e koje prolazi kroz (σ, φ)
ako je x(σ, φ)(t) rexe�e jednaqine na [σ − r, σ + A] i xσ(σ, φ) = φ.

Jednaqina (2) je veoma opxta i obuhvata: obiqne diferencijalne
jednaqine (r = 0)

ẋ(t) = F (x(t)),

diferencijalne diferencne jednaqine
ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− τ1(t)), . . . , x(t− τp(t))),

gde je 0 6 τj(t) 6 r, j = 1, 2, . . . , p, kao i integralne diferencijalne
jednaqine

ẋ(t) =

∫ 0

−r

g(t, θ, x(t+ θ))dθ.

Re�i �emo da je jednaqina (2) autonomna ako je f(t, φ) = g(φ), gde g
ne zavisi eksplicitno od t.

Kako smo naveli u prvom pasusu, poqetna vrednost u taqki σ u sluqaju
RFDE jednaqina je funkcija φ koja je zadata na celom intervalu [−r, 0].
Da bi smo to obrazlo�ili, posmatrajmo npr. jednaqinu

ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t− r) + f(t),
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gde su A, B i r > 0 konstante, a f je neprekidna funkcija na R. Ako
je φ neka zadata funkcija na [−r, 0], doka�imo da postoji jedinstvena
funkcija x(φ)(t) (ova jednaqina je autonomna pa ne navodimo σ) na in-
tervalu [−r,∞) koja se poklapa sa φ na [−r, 0] i zadovo	ava jednaqinu.

Zaista, ako je x rexe�e jednaqine koje se poklapa sa φ na [−r, 0],
onda nam formula za varijaciju konstanti (za obiqne diferencijalne
jednaqine) daje

x(t) = φ(t), t ∈ [−r, 0],

x(t) = eAtφ(0) +

∫ t

0

eA(t−s)[Bx(s− r) + f(s)]ds, t > 0.

Zatim se metodom ,,korak po korak" dolazi do funkcije x : [−r,+∞] →
Rn. Naime, na intervalu 0 6 t 6 r, funkcija x je jedinstveno data sa

x(t) = eAtφ(0) +

∫ t

0

eA(t−s)[Bφ(s− r) + f(s)]ds.

Kada znamo x na intervalu [0, r], mo�emo da odredimo x na intervalu
[r, 2r], itd. Ovako dobijena funkcija x zadovo	ava jednaqinu i jedin-
stvena je.

Navedimo sada teoreme za egzistenciju i jedinstvenost rexe�aRFDE,
bez dokaza. Dokazi ovih teorema mogu se videti u [1].

Teorema 1.1 (Egzistencija) Neka je Ω otvoren podskup od R × C i
f ∈ C(Ω,Rn). Ako je (σ, φ) ∈ Ω, onda postoji rexe�e jednaqine (2) koje
prolazi kroz (σ, φ).

Teorema 1.2 (Jedinstvenost) Neka je Ω otvoren podskup od R × C,
f : Ω → Rn je neprekidna i f(t, φ) je Lipxicova u odnosu na φ na svakom
kompaktu iz Ω. Ako je (σ, φ) ∈ Ω, onda postoji jedinstveno rexe�e
jednaqine (2) koje prolazi kroz (σ, φ).

U vezi sa faznim prostorom kod RFDE, posmatrajmo jednaqinu

ẋ(t) = −x(t− π

2
),

koja ima jedinstveno rexe�e kroz svaku taqku (t0, φ) ∈ R × C ali su
�ena rexe�a i x(t) = sin t, x(t) = cos t. Ako ova rexe�a predstavimo
u ravni (x, t) ima�e beskonaqno mnogo preseka na bilo kom intervalu
[t0,+∞), a nisu identiqna. Kako je ova jednaqina autonomna prirodno
je posmatrati orbite rexe�a, a ne trajektorije, odnosno trag rexe�a u
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faznom prostoru X a ne graf rexe�a u R×X. Neka je fazni prostor
u ovom primeru skup R. Orbita rexe�a je ∪t>0x(0, φ)(t), pa se orbite
rexe�a x(t) = sin t i x(t) = cos t poklapaju iz razloga jer je sin(t+ π

2
) =

cos t. Pojav	uje se drugi problem, a to je da je orbita rexe�a x = 0
sadr�ana u orbiti rexe�a cos t. Zato ako za fazni prostor uzmemo
C = C([−π

2
, 0],R) orbita rexe�a sin t bila bi

Γ = {ψ ∈ C : ψ(θ) = sin(t+ θ),−π

2
6 θ 6 0 za t ∈ [0,+∞)}.

Vidimo da je skup Γ (skup taqaka u prostoru C) tako�e orbita rexe�a
cos t. Xtavixe, bilo koje rexe�e jednaqine koje pripada Γ mora biti
neko fazno pomera�e rexe�a sin t.

Ovaj primer ukazuje na to da kao fazni prostor diferencijalnih je-
dnaqina sa kax�e�em treba posmatrati prostor C neprekidnih funk-
cija.

Pretpostavimo da jednaqina (2) zadovo	ava uslove za egzistenciju
i jedinstvenost rexe�a. Za bilo koju taqku (σ, φ) ∈ Ω uvedimo skup
Ωσ

def
= {φ ∈ C : (σ, φ) ∈ Ω}. Preslikava�e T (t, σ) : Ωσ → C definisano

sa T (t, σ)φ = xt(σ, φ), zva�emo preslikava�e rexe�a RFDE (2). Kod
autonomnih sistema ono je definisano sa T (t)φ = xt(φ).

1.2 Dinamiqki sistemi
Pre nego xto uvedemo pojmove neprekidnog i diskretnog dinamiqkog

sistema, definisa�emo proces na Banahovom prostoru X.

Definicija. Neka je X Banahov prostor, R+ def
= [0,+∞), neka je u :

R×X×R+ → X dato preslikava�e i neka je preslikava�e U(σ, t) : X →
X (σ ∈ R, t ∈ R+) definisano sa U(σ, t)x = u(σ, x, t). Za preslikava�e u
ka�e se da je proces na X ako zadovo	ava slede�e uslove:

1◦ u je neprekidno;

2◦ U(σ, 0) = I, gde je I identitiqko preslikava�e;

3◦ U(σ + s, t)U(σ, s) = U(σ, s+ t).

Proces u je ω-periodiqan ako postoji ω > 0 takvo da je U(σ + ω, t) =
U(σ, t) za sve σ ∈ R, t ∈ R+.

Za proces u se ka�e da je autonomni proces ili neprekidan di-
namiqki sistem ako U(σ, t) ne zavisi od σ, odnosno ako familija trans-
formacija T (t)

def
= U(0, t) (t > 0) zadovo	ava uslove:
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1◦ funkcija T (t)x je neprekidna na prostoru R+ ×X,

2◦ T (0) = I,

3◦ T (t+ τ) = T (t)T (τ).

Ako je S : X → X neprekidno preslikava�e, onda se familija ite-
racija {Sk, k > 0} zove diskretan dinamiqki sistem.

Pretpostavimo da funkcija f u jednaqini (2) zadovo	ava uslove za
egzistenciju, jedinstvenost i neprekidnost rexe�a x(σ, φ) kroz (σ, φ).
Ako definixemo u(σ, φ, τ)

def
= xσ+τ (σ, φ) za (σ, φ, τ) ∈ R×C ×R+ onda je

u proces na C. Odgovaraju�e preslikava�e U je dato sa U(σ, τ) = T (σ+
τ, σ), gde je T (t, σ) preslikava�e rexe�a RFDE (2). Proces definisan
na ovaj naqin zovemo proces generisan sa RFDE (2). Dakle, proces
definisan autonomnom RFDE (2) je autonomni proces ili neprekidan
dinamiqki sistem.

Definicija. Neka je u proces na X. Trajektorija τ+(σ, x) kroz (σ, x) ∈
R×X je skup u R×X definisan sa

τ+(σ, x) = {(σ + t, U(σ, t)x) : t ∈ R+}.
Orbita γ+(σ, x) kroz (σ, x) je skup u X definisan sa

γ+(σ, x) = {U(σ, t)x : t ∈ R+}.

Specijalno ako je u dinamiqki sistem, onda trajektorija τ+(σ+s, x)
jeste translacija za s trajektorije τ+(σ, x) za svako s ∈ R. Tako�e,
za svako σ ∈ R orbite γ+(σ, x) i γ+(0, x) su jednake i tada orbitu oz-
naqavamo samo sa γ+(x).

Taqka c ∈ X je ekvilibrijum ili kritiqna taqka procesa u ako
postoji σ ∈ R tako da je γ+(σ, c) = {c}, odnosno U(σ, t)c = c za svako
t ∈ R+.

Ako postoje σ ∈ R, p > 0, x ∈ X tako da je U(σ, t + p)x = U(σ, t)x
za sve t ∈ R+ onda ka�emo da je trajektorija τ+(σ, x) p-periodiqna. Za
neprekidne dinamiqke sisteme va�i da je trajektorija p-periodiqna ako
i samo ako je odgovaraju�a orbita zatvorena kriva.

Ako je {T (t), t > 0} dinamiqki sistem na X, za skup Q ⊆ X re�i
�emo da je invarijantan skup u odnosu na ovaj dinamiqki sistem ako je
T (t)Q = Q za t > 0. Ako je {T k : k > 0} diskretan dinamiqki sistem
na X, za skup Q ⊆ X re�i �emo da je invarijantan u odnosu na ovaj
dinamiqki sistem ako je TQ = Q.
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Ka�emo da skup K ⊂ X privlaqi ili atrakuje skup H ⊂ X ako
za proizvo	no ε > 0 postoji t0(H, ε) takvo da je T (t)H ⊂ B(K, ε) za
t > t0. Skup K je globalni atraktor ako je invarijantan i atrakuje sve
ograniqene podskupove od X.

1.3 Teorija stabilnosti
Neka je f : R×C → Rn neprekidna i zadovo	ava dodatne uslove ([1])

tako da je rexe�e jednaqine
ẋ(t) = f(t, xt) (3)

x(σ, φ)(t) kroz (σ, φ), σ ∈ R, φ ∈ Rn, neprekidno. Pretpostavimo jox da
je f(t, 0) = 0 za svako t ∈ R, odnosno da je x = 0 rexe�e sistema (3).

Definicija. Rexe�e x = 0 jednaqine (3) je stabilno ako za svako
σ ∈ R i svako ε > 0 postoji δ = δ(ε, σ) > 0 tako da va�i

|φ| < δ ⇒ |xt(σ, φ)| < ε za t > σ.

Rexe�e x = 0 jednaqine (3) je asimptotski stabilno ako je stabilno
i postoji b0 = b0(σ) > 0 tako da |φ| < b0 povlaqi

xt(σ, φ) → 0 kad t → ∞.

Rexe�e x = 0 je uniformno stabilno ako δ u definiciji stabilnosti
ne zavisi od σ. Rexe�e x = 0 je uniformno asimptotski stabilno
ako je uniformno stabilno i ako postoji b0 > 0 tako da za svako η > 0
postoji t0(η) tako da |φ| < b0 povlaqi |xt(σ, φ)| < η za svako t > σ+t0(η).

Ako je y(t) neko rexe�e jednaqine (3), onda �emo re�i da je ono sta-
bilno ako je stabilno rexe�e z = 0 jednaqine

ż(t) = f(t, zt + yt)− f(t, zt).

Kao xto je poznato, problem stabilnosti rexe�a je najlakxe rexiti
ako se sam sistem mo�e rexiti. Kako to u ve�ini sluqajeva nije mogu�e,
koristimo druge metode. Kod obiqnih diferencijalnih jednaqina to su
npr. prva i druga metoda �apunova. Ovde sada prvo navodimo gen-
eralizaciju druge metode �apunova za funkcionalne diferencijalne
jednaqine sa kax�e�em.

Neka je V : R×C → R neprekidna funkcija i neka je x(σ, φ) rexe�e
jednaqine (3) kroz (σ, φ). Definiximo funkciju

V̇ (t, φ) = lim sup
h→0+

1

h
[V (t+ h, xt+h(t, φ))− V (t, xt(t, φ))] .
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Teorema 1.3 [1] Neka f : R×C → Rn preslikava R×(ograniqen skup u C)
u ograniqen skup u Rn, i neka su u, v, w : R+ → R+ neprekidne funkcije,
pri qemu je u(s) > 0, v(s) > 0 za s > 0, i u(0) = v(0) = 0. Ako postoji
neprekidna funkcija V : R× C → R takva da je

u(|φ(0)|) 6 V (t, φ) 6 v(|φ|), V̇ (t, φ) 6 −w(|φ(0)|),

onda je rexe�e x = 0 jednaqine (3) uniformno stabilno. Ako u(s) → ∞
kada s → ∞ onda je rexe�e jednaqine (3) uniformno ograniqeno. Ako
je w(s) > 0 za s > 0, onda je rexe�e x = 0 uniformno asimptotski
stabilno.

Ista teorema za autonomne sisteme glasi:

Teorema 1.4 [1], [2] Neka je V : C → R neprekidna i neka postoje
nenegativne funkcije a(s) i b(s) takve da a(s) → ∞ kada s → ∞ i

a(|φ(0)|) 6 V (φ), V̇ 6 −b(|φ(0)|).

Tada je rexe�e x = 0 jednaqine ẋ = f(xt) stabilno i svako rexe�e je
ograniqeno. Ako je jox b(s) > 0, onda svako rexe�e konvergira ka nuli
kada t → ∞.

Primetimo da uslov a(s) → ∞ obezbe�uje i ograniqenost rexe�a.
Napomenimo jox da va�i generalizacija i teoreme �apunova o ne-

stabilnosti, koja se za RFDE mo�e na�i u [1], a specijalno za jednaqine
oblika

ẋi = fi(x1(t), . . . , xn(t), x1(t− τ1(t)), . . . , x1(t− τm(t)),

. . . , xn(t− τ1(t), . . . , xn(t− τm(t))), i = 1, 2, . . . , n,

i u [2].
Primena teoreme 1.4 na ispitiva�e stabilnosti rexe�a sistema

diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em mo�e se videti npr. u [5].
Kao i u sluqaju obiqnih diferencijalnih jednaqina, pogodnim izbo-

rom funkcije �apunova i primenom teoreme �apunova o stabilnosti,
odnosno nestabilnosti, mogu se dokazati tvr�e�a vezana za hiperboli-
qke taqke nelinearnih i odgovaraju�ih linearnih sistema. Kako u ovom
radu pa��u koncentrixemo samo na autonomne RFDE, jer nam je ci	
analiza dinamiqkih sistema generisanih sa RFDE, u narednom ode	ku
razmatramo linearne autonomne jednaqine.
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1.4 Linearne autonomne jednaqine
Linearna autonomna RFDE ima formu

ẋ(t) = Lxt, (4)

gde je L neprekidno linearno preslikava�e iz C u Rn, a xt je definisano
sa (1).

Neka je φ zadata funkcija i x(φ) jedinstveno rexe�e jednaqine (4)
za poqetnu funkciju φ u nuli. Tada, kao i ranije, definixemo operator
rexe�a (u teoriji dinamiqkih sistema ovo preslikava�e se naziva tok)
T (t) : C → C pomo�u jednakosti

T (t)φ = xt(φ).

Ovaj operator je kompletno neprekidan, tj. preslikava ograniqene u
relativno kompaktne skupove. Operatoru T (t)pridru�imo infinitez-
imalni generator A : D(A) → C definisan sa

Aφ = lim
t→0

1

t
[T (t)φ− φ], φ ∈ D(A).

Pri tome je

D(A) = {φ ∈ C :
dφ

dθ
∈ C,

dφ

dθ
(0) = Lφ}, i Aφ =

dφ

dθ
.

Sa ρ(A) oznaqimo rezolventni skup operatora A, odnosno skup svih
taqaka λ u kompleksnoj ravni za koje operator λI − A ima ograniqen
inverz sa domenom koji je svuda gust u C. Ovaj inverz oznaqavamo sa
Rλ(A) i zovemo ga rezolventni operator operatora A. Komplement od
ρ(A) u kompleksnoj ravni naziva se spektrom operatora A, u oznaci
σ(A). U opxtem sluqaju, kao xto je poznato, spektar operatora mo�e
sadr�ati tri vrste taqaka: punktualni spektar σp(A) (λ za koje Rλ(A)
ne postoji), neprekidni spektar σc(A) (λ za koje je Rλ(A) neograniqeno)
i rezidualni spektar σr(A) (za koje domen Rλ(A) nije svuda gust).

Za svako λ ∈ σp(A) sa Mλ(A) �emo oznaqiti generalisani sopstveni
prostor koji odgovara λ, odnosno najma�i podprostor od C koji je gener-
isan elementima vektorskog prostora Ker((λI − A)k), k = 1, 2, . . . Di-
menziju prostora Mλ(A) zovemo algebarska vixestrukost od λ. Ele-
mente λ ∈ σp(A) zovemo sopstvene vrednosti operatora A. Izolovane
taqke punktualnog spektra sa konaqnodimenzionalnim generalisanim
sopstvenim prostorima zovemo sopstvene vrednosti konaqnog tipa ili
normalne sopstvene vrednosti.

9



Va�i slede�e tvr�e�e:

Lema. Ako je A operator definisan jednaqinom (4), onda je σ(A) =
σp(A) i λ pripada σ(A) ako i samo ako λ zadovo	ava karakteristiqnu
jednaqinu

det∆(λ) = 0,

gde je ∆(λ) = λI − L(eλ·I). Za bilo koje λ ∈ σ(A), generalisani sop-
stveni prostor Mλ(A) je konaqnodimenzionalan i postoji prirodan
broj k takav da je Mλ(A) = Ker((λI − A)k) i va�i

C = Ker((λI − A)k)⊕R((λI − A)k).

Napomenimo ovde jox da se mo�e dokazati da za proizvo	an realan
broj β postoji samo konaqno mnogo λ ∈ σ(A) takvih da je Reλ > β.

Sada znamo da je sopstveni prostor Mλ(A) konaqnodimenzionalan za
svako λ ∈ σ(A). Neka je �egova dimenzija d i neka je {φλ

1 , . . . , φ
λ
d} �egova

baza. Kako je AMλ(A) ⊆ Mλ(A), postoji konstantna d × d matrica Bλ

takva da je
AΦλ = ΦλBλ,

gde je Φλ = (φλ
1 , . . . , φ

λ
d). Da	e je iz definicije operatora A

Φλ(θ) = Φλ(0)e
Bλθ, −r 6 θ 6 0.

Tako�e se jox mo�e pokazati da je T (t)Φλ = Φλe
Bλt, odnosno va�i da je

[T (t)Φλ](θ) = Φλ(0)e
Bλ(t+θ), −r 6 θ 6 0.

Prostor R((λI − A)k) je tako�e invarijantan u odnosu na T (t).
Teorema 1.5 Neka je Λ konaqan skup {λ1, . . . , λp} sopstvenih vrednosti
jednaqine (4) i neka je ΦΛ = {Φλ1 , . . . ,Φλp}, BΛ = diag(Bλ1 , . . . , Bλp), gde
je Φλj

baza prostora Mλj
(A) i Bλj

je matrica definisana sa AΦλj
=

Φλj
Bλj

, j = 1, 2, . . . , p. Tada je λj jedina sopstvena vrednost od Bλj
i za

bilo koji vektor a je rexe�e T (t)ΦΛa sa poqetnim uslovom Φλa u t = 0
definisano na (−∞,∞) sa

T (t) = ΦΛe
BΛta,

ΦΛ(θ) = ΦΛ(0)e
BΛθ, −r 6 θ 6 0.

Osim toga, postoji podprostor QΛ ⊂ C takav da je T (t)QΛ ⊆ QΛ za
svako t > 0 i

C = PΛ ⊕QΛ,

gde je PΛ = {φ ∈ C | φ = ΦΛa, za neki vektor a}.
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Zak	uqujemo da se jednaqina (4) na generalisanom sopstvenom pro-
storu ponaxa analogno obiqnoj diferencijalanoj jednaqini. Dekom-
pozicija prostora C na invarijantne podprostore igra istu ulogu kao
�ordanova kanonska forma kod obiqnih diferencijalnih jednaqina.
Kao xto znamo iz teorije obiqnih diferencijalnih jednaqina, to je
veoma znaqajno u prouqava�u jednaqina koje su bliske linearnim.

1.5 Ponaxa�e rexe�a u okolini ekvilibrijuma
Lokalna analiza stabilnosti nam daje ponaxa�e rexe�a jednaqina

u okolini �enih ekvilibrijuma (fiksnih taqaka). Kao i kod obiq-
nih diferencijalnih jednaqina poka�imo egzistenciju stabilne, nesta-
bilne, centar-stabilne i centar-nestabilne mnogostrukosti.

1.5.1 Hiperboliqki ekvilibrijumi
Neka je Ω okolina nule, tj. nula-funkcije u prostoru C i neka je

Cp
b (Ω,Rn) ⊂ Cp(Ω,Rn) potprostor funkcija koje preslikavaju Ω u Rn i

imaju ograniqene neprekidne sve izvode do p-tog reda zak	uqno. Pros-
tor Cp

b (Ω,Rn) je Banahov u odnosu na normu |·|p (supremum norma po svim
izvodima do p-tog reda zak	uqno). Neka je F ∈ C1

b (Ω,Rn). Razmotrimo
jednaqinu

ẋ(t) = F (xt). (5)
Ako je F (0) = 0, onda je x = 0 ekvilibrijum te jednaqine i linearizacija
u okolini taqke 0 ima oblik

ẋ(t) = Lxt, (6)

gde je L ∈ L(C,Rn), Lψ = DF (0)ψ.
Re�i �emo da rexe�e x = 0 jeste hiperboliqki ekvilibrijum jedna-

qine (5) ako svi koreni karakteristiqne jednaqine

det∆(λ) = 0, ∆(λ) = λI − L(eλ·I),

imaju realne delove razliqite od nule.
Ako je x = 0 hiperboliqki ekvilibrijum jednaqine (5) i Λ skup svih

sopstvenih vrednosti sa pozitivnim realnim delom (�ih je konaqno
mnogo, kao xto je reqeno u napomeni posle leme), onda se na osnovu
teoreme 1.5 mo�e izvrxiti dekompozicija prostora C generalisanim
skupom Λ

C = U ⊕ S,
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gde je U = PΛ, S = QΛ. Potprostor U zovemo nestabilan potprostor
prostora C i on je uvek konaqnodimenzionalan, a potprostor S zovemo
stabilan podprostor, qime su definisani operatori projekcija πU :
C → U, πUU = U , i πS : C → S, πSS = S, πS = I − πU . Svaka funkcija
φ ∈ C mo�e se zapisati kao φ = φU + φS, gde je φU ∈ U i φS ∈ S.

Skup U je skup svih poqetnih vrednosti (funkcija) za koje rexe�a
jednaqine (6) postoje i ostaju ograniqena za t 6 0; ta rexe�a ekspo-
nencijalno te�e ka nuli kad t → −∞. Skup S je skup svih poqetnih
vrednosti za koje rexe�a jednaqine(6) postoje i ostaju ograniqena za
t > 0, i jox ta rexe�a eksponencijalno te�e ka nuli kad t → ∞.

Korix�e�em teoreme 1.4, odnosno generalizacijom teorema �apuno-
va o stabilnosti i nestabilnosti, mogu se dokazati slede�a tvr�e�a.

Teorema 1.6 Ako su realni delovi karakteristiqne jednaqine linear-
nog sistema (6) negativni, onda je rexe�e x = 0 jednaqine (5) asim-
ptotski stabilno.

Teorema 1.7 Ako me�u korenima karakteristiqne jednaqine lineranog
sistema (6) ima bar jedan sa pozitivnim realnim delom, onda je rexe�e
x = 0 jednaqine (5) nestabino.

Postav	a se pita�e da li rexe�a jednaqina (6) i (5) imaju isto kval-
itativno ponaxa�e u okolini hiperboliqkog ekvilibijuma. U teoriji
dinamiqkih sistema ,,isto kvalitativno ponaxa�e" definixe se time
da postoji homeomorfizam koji quva parametrizaciju po vremenu i pres-
likava orbite u okolini hiperboliqke fiksne taqke nelinearne jedna-
qine u orbite u okolini iste fiksne taqke odgovaraju�e linearne jed-
naqine. O tome govori Hartman-Grobmanova teorema ([10], [11]). Kada
su u pita�u RFDE ovakva definicija ne mo�e biti na snazi. Ipak
neka va�na svojstva orbita mogu biti saquvana. Tako, mo�e se dokazati
da je skup poqetnih vrednosti onih rexe�a jednaqine (5) koja postoje
i ostaju u δ-okolini rexe�a x = 0 za t 6 0 jesta difeomorfan nekoj
okolini nule u prostoru U , i ova rexe�a te�e ka nuli kad t → −∞.
Isti rezultat se mo�e dokazati za t > 0 i S.

Neka je x(t, φ) rexe�e jednaqine (5) sa poqetnom vrednox�u φ za
t = 0. Definixemo stabilan skup i nestabilan skup fiksne taqke
x = 0 pomo�u

W s(0)
def
= {φ ∈ C : xt(φ) → 0 kad t → ∞}

W u(0)
def
= {φ ∈ C : xt(φ) → 0 kad t → −∞}.

12



Za datu okolinu V ekvilibrijuma x = 0, mo�emo definisati i lokalno
stabilan i lokalno nestabilan skup sa

W s
loc(0)

def
= W s(0, V ) = {φ ∈ W s(0) : xt(φ) ∈ V kad t ≥ 0},

W u
loc(0)

def
= W u(0, V ) = {φ ∈ W u(0) : xt(φ) ∈ V kad t ≤ 0}.

Re�i �emo da W u(0, V ) jeste Ck-grafik nad πUC ako postoje okolina
V1 ⊂ πUC taqke x = 0 i Ck-funkcija g : V1 → C takvi da je

W u(0, V ) = {ψ ∈ C : ψ = g(φ), φ ∈ V1}.
Za skup W u(0, V ) ka�emo da je tangentan na πUC u 0 ako je
|πSψ|/|πUψ| → 0 kad ψ → 0 u prostoru W u(0, V ). Sliqne definicije
va�e za W s(0, V ).

Teorema 1.8 Ako je x = 0 hiperboliqki ekvilibrijum jednaqine (5) i
F ∈ Cp

b (Ω,Rn), onda postoji okolina V taqke 0 ∈ C takva da W u(0, V )
(odnosno W s(0, V )) jeste Ck-grafik nad πUC (odnosno nad πSC) koji je
tangentan na πUC (odnosno na πSC) u taqki x = 0.

Teorema 1.8 opisuje lokalnu strukturu (u okolini taqke x = 0) glo-
balno stabilnog, odnosno nestabilnog skupa za ekvilibrijum x = 0; ti
skupovi lokalno jesu Ck-mnogostrukosti.

Va�no je napomenuti da u sluqaju jednaqine sa parametrom

ẋ(t) = F̃ (xt, λ),

gde je λ parametar koji pripada nekom Banahovom prostoru i F̃ (φ, 0) =
F (φ), va�e sva tvr�e�a iz ovog ode	ka ako je |λ| dovo	no mali broj.

1.5.2 Nehiperboliqki ekvilibrijum
Ako je x = 0 nehiperboliqki ekvilibrijum jednaqine (5), onda se

mo�e izvrxiti dekompozicija prostora C,

C = U ⊕N ⊕ S,

gde je U konaqnodimenzionalan lineal nad generalisanim sopstvenim
prostorima koji odgovaraju korenima karakteristiqne jednaqine sa po-
zitivnim realnim delom, N je konaqnodimenzionalan lineal nad ge-
neralisanim sopstvenim prostorima koji odgovaraju korenima karak-
teristiqne jednaqine sa realnim delom jednakim nuli. Ova dekom-
pozicija definixe tri operatora projekcije πU : C → U, πUU = U ,
πN : C → N, πNN = N , πS : C → S, πSS = S, πU + πN + πS = I.
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Kao i u prethodnom ode	ku, U je skup svih poqetnih vrednosti (fun-
kcija) za koje rexe�a jednaqine (6) postoje i eksponencijalno te�e 0 kad
t → −∞. Skup S je skup svih poqetnih vrednosti za koje rexe�a jedna-
qine (6) postoje i eksponencijalno te�e 0 kad t → ∞. Skup N se mo�e
opisati kao skup svih poqetnih vrednosti za koje rexe�a jednaqine (6)
postoje za svako t ∈ R i uda	avaju se ili pribli�avaju 0 ma�om brzinom
od eksponencijalne.

Definicija. Za datu okolinu V taqke 0 ∈ C, lokalno jako stabilan
skup (ili mnogostrukost) W ss

loc(0)
def
= W ss(0, V ) ekvilibrijuma x = 0,

jeste skup svih φ ∈ C takvih da rexe�e xt(φ) ∈ V za t ≥ 0 i eksponen-
cijalno te�i nuli kad t → +∞.

Analogno definixemo lokalno jako nestabilan skup (ili mnogostru-
kost) W su

loc(0) = W su(0, V ).

Definicija. Za datu okolinu V taqke 0 ∈ C, lokalna centar mno-
gostrukost W c

loc(0)
def
= W c(0, V ) ekvilibrijuma x = 0 jednaqine (5) jeste

C1-podmnogostrukost koja je grafik nad N ∩ V u C, koja je tangentna
na N u 0 i lokalno invarijantna u odnosu na tok definisan jednaqinom
(5). Drugim reqima,

W c
loc(0) ∩ V = {ψ ∈ C : ψ = φ+ h(φ), φ ∈ N ∩ V }

gde h : N → U ⊕ S jeste C1 preslikava�e, takvo da je h(0) = 0 i
Dφh(0) = 0.

Definicija. Za datu okolinu V taqke 0 ∈ C, lokalna centar-
stabilna mnogostrukost W cs

loc(0) ekvilibrijuma x = 0 jednaqine (5)
jeste skup u C takav da je W c

loc(0) ∩ V C1 podmnogostrukost koja je
grafik nad (N ⊕ S) ∩ V u C, koja je tangentna na N ⊕ S u 0 i lokalno
invarijantna u odnosu na tok. Drugim reqima,

W cs
loc(0) ∩ V = {ψ ∈ C : ψ = φ+ h(φ), φ ∈ (N ⊕ S) ∩ V }

gde h : N ⊕ S → U jeste C1 preslikava�e, takvo da je h(0) = 0 i
Dφh(0) = 0.

Analogno definixemo lokalnu centar-nestabilnu mnogostrukost
W cu

loc(0) ekvilibrijuma x = 0 jednaqine (5).
Egzistenciju prethodno definisanih mnogostrukosti obezbe�uje sle-

de�a teorema.
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Teorema 1.9 Ako je funkcija F u jednaqini (5) iz klase Ck, onda pos-
toji okolina V taqke 0 ∈ C takva da postoje skupovi W ss

loc(0), W su
loc(0),

W c
loc(0), W cu

loc(0) i W cs
loc(0), i oni su Ck-podmnogostrukosti od C. Mnogo-

strukosti W ss
loc(0) i W su

loc(0) su jedinstveno odre�ene, dok W c
loc(0), W cu

loc(0)
i W cs

loc(0) to nisu.

Napomenimo da se verzija ove teoreme mo�e dokazati i za jednaqine
sa parametrom.

U prethodnom ode	ku smo dali odgovor na pita�e o stabilnosti
hiperboliqke fiksne taqke za linearne i nelinerne jednaqine (teoreme
1.6, 1.7). Stabilnost nehiperboliqke fiksne taqke linearne jednaqine
je tako�e poznata na osnovu svega xto smo naveli o dekompoziciji pros-
tora C. Ostaje problem ispitiva�a stabilnosti nehiperboliqke fiksne
taqke nelinearne jednaqine.

Pretpostavimo da je U = ∅.Tada sve orbite u nekoj okolini V taqke
0 ∈ C moraju pripadati W cs

loc(0). Neka je dc dimenzija prostora N ; oz-
naqimo sa Φc �egovu bazu. Znamo da je T (t)Φc = Φce

Bct, gde je Bc matrica
qije sopstvene vrednosti imaju realne delova nula. Mo�e se dokazati
da je

W c
loc(0) = {φ ∈ N ⊕ S : φ = Φcy + hc(y), hc : Rdc → S, |y| 6 η},

za η dovo	no malo (ovo je deo dokaza teoreme 1.9 u [1]). Tok na W c
loc(0) je

odre�en rexe�ima obiqne diferencijalne jednaqine (ordinary differen-
tial equation, ODE)

ẏ = Bcy + f̃(Φcy + hc(y)), y ∈ Rdc . (7)
Funkcija f̃ se mo�e odrediti na osnovu polazne jednaqine (pogledati
npr. [13], [14], [15]).

Tada va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema 1.10 [12] Pretpostavimo da je rexe�e y = 0 jednaqine (7)
stabilno (asimptotski stabilno, nestabilno). Tada je trivijalno
rexe�e jednaqine (5) tako�e stabilno (asimptotski stabilno, nesta-
bilno).

Ovaj metod ispitiva�a stabilnosti nehiperboliqke fiksne taqke
nelinearnog sistema naziva se metod centar mnogostrukosti (za obi-
qne diferencijalne jednaqine pogledati [16]). Ovim metodom umesto da
analiziramo tok beskonaqno dimenzionalnog dinamiqkog sistema, pro-
blem svodimo na ispitiva�e restrikcije sistema na centar mnogostru-
kost, odnosno na analizu toka obiqne diferencijalne jednaqine.
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Analiza obiqnih diferencijalnih jednaqina je dosta pojednostav	e-
na primenom metoda normalnih formi. Ovde �emo u kratkim crtama
objasniti i ovaj metod. Neka je

ẋ = X(x), x ∈ Rn, (8)

obiqna diferencijalna jednaqina, gde je X : Rn → Rn funkcija iz klase
Cr koja zadovo	ava X(0) = 0. Primenom Tejlorovog razvoja funkcije X
u okolini taqke x = 0 dobijamo

ẋ = Ax+ F2(x) + F3(x) + . . .+ Fr−1(x) +O(|x|r),
gde Fi(x) (i = 2, . . . , r− 1) predstav	aju qlanove i-tog stepena: ako sa H i

oznaqimo vektorski prostor monoma oblika xm1
1 xm2

2 . . . xmn
n ,

∑n
j=1mj = i,

onda je Fi(x) ∈ H i. Jasno, A = DX(0). Uvedimo transformaciju

x = y + h2(y),

gde je h2(y) homogeni polinom drugog stepena po y. Zame�uju�i u (8),
dobijamo:

ẋ = (id+Dh2(y))ẏ = Ay + Ah2(y) + F2(y + h2(y)) + F3(y + h2(y))

+ . . .+ Fr−1(y + h2(y)) +O(|y|r). (9)

Primetimo da je

Fk(y + h2(y)) = Fk(y) +O(|y|k+1) + . . . O(|y|2k), 2 6 k 6 r − 1,

pa je

(id+Dh2(y))ẏ = Ay + Ah2(y) + F2(y) + F̃3(y)

+ . . .+ F̃r−1(y) +O(|y|r), (10)

gde su F̃k(y) (k = 3, . . . , r−1) qlanovi k-tog stepena izme�eni posle uvo-
�e�a transformacije. Za dovo	no malo y postoji (id + Dh2(y))

−1, pri
qemu je

(id+Dh2(y))
−1 = id−Dh2(y) +O(|y|2).

Zame�uju�i posled�u jednakost u (10) dobijamo da va�i

ẏ = Ay+Ah2(y)−Dh2(y)Ay+F2(y)+ F̃3(y)+ . . .+ F̃r−1(y)+O(|y|r). (11)

Kako je h2(y) do sada bila proizvo	na polinomna funkcija, idealno bi
bilo da se ona mo�e izabrati tako da je

Dh2(y)Ay − Ah2(y) = F2(y).

16



Posmatrajmo preslikava�e h2(y) → Dh2(y)Ay − Ah2(y). Radi se o
poznatom linearnom preslikava�u LA : H2 → H2,

LA(h2(y))
def
= Dh2(y)Ay − Ah2(y);

funkcija na desnoj strani zove se Puasonova ili Lijeva zagrada vek-
torskih po	a Ay i h2(y). Iz linearne algebre je poznato da se H2 mo�e
predstaviti na slede�i naqin

H2 = LA(H
2)⊕G2,

za neki vektorski prostor G ⊂ H2. Ako je LA(H
2) = H2, onda se mo�e

na�i tra�ena funkcija h2(y) tako da se u (11 eliminixu svi qlanovi
stepena dva. U opxtem sluqaju se to ne mo�e uraditi, ali se mo�e
napraviti takav izbor funkcije h2(y) da preostali qlanovi stepena 2
budu u G2, F o

2 (y) ∈ G2. Tako bi jednaqina (11) bila pojednostav	ena,

ẏ = Ay + F o
2 (y) + F̃3(y) + . . .+ F̃r−1(y) +O(|y|r).

Ovaj postupak se sada mo�e nastaviti na qlanove stepena 3, trans-
formacijom y → y + h3(y), i tako da	e, pa va�i slede�a teorema.

Teorema 1.11 [9], [10] Neka je vektorsko po	e X : Rn → Rn iz klase Cr

i neka je X(0) = 0. Tada postoji konaqan niz analitiqkih transfor-
macija koordinata kojim se diferencijalna jednaqina ẋ = X(x) mo�e
svesti na jednaqinu oblika

ẏ = Ay + F o
2 (y) + F o

3 (y) + . . .+ F o
r−1(y) +O(|y|r), (12)

gde je A = DX(0) i F o
k (y) ∈ Gk; Gk je komplement podprostora LA(H

k).

Vektorsko po	e na desnoj strani (12) zove se normalna forma po	a
X.

Opisani metod mo�e se primeniti i na jednaqine sa parametrom.
Kod diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em metod normalnih fo-

rmi koristi se u kombinaciji sa metodom centar mnogostrukosti, odno-
sno prime�uje se na ODE koja definixe restrikciju toka u beskonaqno
dimenzionalnom faznom prostoru na centar mnogostrukost (pogledati
npr. [17]). Pomenimo jox da se normalne forme za RFDE, uz odre�eno
proxire�e faznog prostora, mogu izraqunati direktno, bez prethodnog
odre�iva�a centar mnogostrukosti ([18],[19]).
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1.6 Hopfova teorema
U ovom ode	ku razmatramo specijalni sluqaj nehiperboliqkog ekvi-

librijuma diferencijalne jednaqine sa kax�e�em koja sadr�i param-
etar.

Posmatrajmo jednaqinu oblika

ẋ(t) = F (α, xt), (13)

gde funkcija F = F (α, φ) ima neprekidne prve i druge izvode po pro-
men	ivim α i φ, za α ∈ R i φ ∈ C. Neka je jox F (α, 0) = 0 za svako
α ∈ R. Definiximo L : R× C → Rn sa

L(α)ψ = DφF (α, 0)ψ,

gde je DφF (α, 0) izvod funkcije F po φ u taqki φ = 0. Ako je

f(α, φ)
def
= F (α, φ)− L(α)φ

onda se jednaqina (13) mo�e napisati u obliku

ẋ(t) = L(α)xt + f(α, xt). (14)

Pod navedenim pretpostavkama za funkciju F va�i da je x = 0 ekvi-
librijum jednaqine (13), odnosno (14). Ovde razmatramo sluqaj kada ovo
rexe�e zadovo	ava slede�i uslov.

(H1) Karakteristiqna matrica koja odgovara linearnom delu jedna-
qine (14), tj.

∆(α, λ) = λI − L(α)eλ·I

jeste C1 funkcija u odnosu na α, i za neko α0 ∈ R matrica ∆(α0, λ) ima
dve qisto imaginarne proste sopstvene vrednosti λ0 = iν0, λ̄0 = −iν0,
ν0 > 0. Sve ostale sopstvene vrednosti λj matrice∆(α0, λ) zadovo	avaju
uslov λj 6= mλ0 za svaki ceo broj m.

Slede�e tvr�e�e je posledica teoreme o implicitnoj funkciji.

Lema. Pod pretpostavkom (H1) postoji δ > 0 takvo da za |α−α0| < δ
postoji prosta sopstvena vrednost λ(α) matrice ∆(α, λ), pri qemu
funkcija λ = λ(α) pripada klasi C1 i va�i da je Imλ(α) > 0, λ(α0) =
iν0.
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Na osnovu ove leme mo�emo izvrxiti dekompoziciju prostora C tako
da je C = Pα ⊕ Qα, gde su potprostori Pα i Qα invarijantni u odnosu
na tok definisan linearnom jednaqinom

ẋ(t) = L(α)xt. (15)

Potprostor Pα je lineal nad {ϕ1, ϕ2} gde su ϕ1 i ϕ2 rexe�a linearne
jednaqine (15) koja odgovaraju sopstvenim vrednostima λ(α), λ̄(α) i obra-
zuju bazu prostora Pα. Tada Φα = (ϕ1, ϕ2) mo�emo predstaviti u obliku

Φα(θ) = Φα(0)e
B(α)θ, θ ∈ [−r, 0],

gde je B(α) kvadratna matrica reda 2 qije su sopstvene vrednosti λ(α)
i λ̄(α). Mo�emo pretpostaviti da je

B(α) = ν0B0 +B1(α),

B0 =

[
0 1

−1 0

]
, B1(α) =

[
(α− α0)ζ(α) (α− α0)γ(α)

−(α− α0)γ(α) (α− α0)ζ(α)

]
.

gde su ζ i γ neprekidno diferencijabilne na intervalu |α− α0| < δ.
Sada mo�emo da formulixemo Hopfovu teoremu.

Teorema 1.12 Pretpostavimo da F (α, φ) ima neprekidne prve i druge
izvode po α, φ, neka va�i (H1) i neka je ζ ′(α0) 6= 0. Tada postoji ε > 0,
tako da za svako a ∈ R, |a| < ε postoji Ga = {α ∈ R : Reλ(α) = a, |α −
α0| < ε} i C1-funkcije ω(α) i x∗(α) na Ga, takve da x∗(α) jeste ω(α)-
periodiqno rexe�e jednaqine (13). Jox je ω(α0) = ω0 =

2π
ν0

i x∗(α0) = 0.

Pojava izdvaja�a periodiqnog rexe�a iz ekvilibrijuma, opisana
ovom teoremom, zove se Hopfova bifurkacija. Sama teorema je dokazana
u [1].

Polaze�i od jednaqine (14) (uz sve pretpostavke za F , odnosno f),
odre�iva�em �enog toka restrikovanog na, u ovom sluqaju, dvodimen-
zionalnu centar mnogostrukost ili kao xto je to ura�eno u [19], metodom
normalnih formi dolazimo do slede�eg tvr�e�a. (Ovde �emo radi jed-
nostavnosti, a bez uma�e�a opxtosti, pretpostaviti da je α0 = 0.)

Teorema 1.13 Pretpostavimo da va�i (H1) i da je ζ(0) = 0, γ(0) > 0,
ζ ′(0) 6= 0. Tada je restrikcija toka jednaqine (14), na centar mnogo-
strukost fiksne taqke x = 0, predstav	en u polarnim koordinatama
(ρ, ξ), definisan jednaqinama

ρ̇ = µζ ′(0)ρ+Kρ3 +O(α2ρ+ |(ρ, α)|4),
ξ̇ = −γ +O(|(ρ, α)|),
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gde se K izraqunava direktno iz (14).
Osim toga, ako je K 6= 0 (generiqka Hopfova bifurkacija), onda

periodiqno rexe�e zadovo	ava jednaqine

ρ(t, α) =

[
−ζ ′(0)α

K

] 1
2

+O(α),

ξ(t, α) = −γt+O(|α| 12 ),

pri qemu va�i:

(i) ako je ζ ′(0)K < 0 (odnosno ζ ′(0)K > 0), postoji i jedinstvena je
periodiqna orbita u okolini ρ = 0 za α > 0 (odnosno za α < 0), a
ne postoji za α < 0 (odnosno za α > 0).

(ii) netrivijalno periodiqno rexe�e iz (i) je stabilno za K < 0 i
nestabilno za K > 0.

Dokaz teoreme, kao i formule za izraqunava�e K mogu se na�i u [19].
Da bi smo bo	e razumeli bifurkaciju do koje dolazi u x = 0 za α = 0

razdvojimo sluqajeve iz posled�e teoreme.

(i) Ako je K > 0 i ζ ′(0) > 0, onda za α < 0 fiksna taqka je stabilna
i postoji nestabilno periodiqno rexe�e, a za α > 0 fiksna taqka
postaje nestabilna i nema periodiqnog rexe�a.

(ii) Ako je K < 0 i ζ ′(0) > 0, onda za α < 0 fiksna taqka je stabilna i
nema periodiqnog rexe�a, a za α > 0 fiksna taqka postaje nesta-
bilna i postoji stabilno periodiqno rexe�e.

(iii) Ako je K > 0 i ζ ′(0) < 0, onda za α < 0 fiksna taqka je nestabilna
i nema periodiqnog rexe�a, a za α > 0 fiksna taqka postaje sta-
bilna i postoji nestabilno periodiqno rexe�e.

(iv) Ako je K < 0 i ζ ′(0) < 0, onda za α < 0 fiksna taqka je nestabilna
i postoji stabilno periodiqno rexe�e, a za α > 0 fiksna taqka
postaje stabilna i ne postoji periodiqno rexe�e u �enoj okolini.

U sluqajevima (i) i (iii) ka�emo da je doxlo do subkritiqne Hopfove
bifurkacije, a sluqajevima (ii) i (iv) da je doxlo do superkritiqne
Hopfove bifurkacije.

Oqigledno je da je za primenu Hopfove teoreme dovo	no izraqunati
K i ζ ′(0). Nekad se mo�e izbe�i i raquna�e K jer se iz prethodnog vidi
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da ako je poznata stabilnost fiksne taqke za α = 0, onda nam je poznato
i kakvog je znaka K.

Sluqaj koji je ovde razmatran je generiqka Hopfova bifurkacija
K = K2 6= 0.

Napomenimo da se u sluqaju K = 0 (degenerisani sluqaj) mora nas-
taviti sa izraqunava�em koeficijenata normalne forme iz teoreme
1.13:

ρ̇ = αζ ′(0)ρ+K2ρ
3 + . . .+K2pρ

2p+1 +O(αρ|(ρ, α)|+ |(ρ, α)|2p+2),

ξ̇ = −γ +O(|(ρ, α)|).

Primer pogledati u poglav	u 4 ovog rada.
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2 Modelova�e neurona
2.1 Neuron

Nervni sistem predstav	a kompleksnu organizaciju velikog broja
�elija. Nervno tkivo izgra�uju dva tipa �elija: nervne �elije (neuroni)
i neuroglije. Neuroglije su mnogo brojnije od neurona ali su neuroni
odgovorni za sve funkcije nervnog sistema.

Komunikacija unutar nervnog sistema i izme�u nervnog sistema i
periferije obav	a se veoma brzo, posredstvom elektriqnih signala koji
se nazivaju akcionim potencijalom ili nervnim impulsom. Neuroni su
sposobni da prenose ove impulse sa jednog na drugi i na taj naqin se ost-
varuju sve specifiqne uloge nervnog sistema. Ova sposobnost neurona
je posledica svojstava �egove membrane.

Kod neurona, kao i kod ve�ine �elija, postoji potencijalna raz-
lika izme�u unutrax�e i spo	ax�e povrxine membrane. Najqex�e je
unutrax�a povrxina elektronegativna u odnosu na spo	ax�u. Tako
je npr. potencijal membrane neurona u mirova�u izme�u −55mV i
−100mV , gde predznak minus ukazuje na elektronegativnost unutrax-
�e povrxine. Potencijal membrane je posledica �ene selektivne pro-
pust	ivosti za razliqite jone, zbog koje postoji �ihova nejednaka dis-
tribucija unutar �elije i van �e. Kod neurona je: koncentracija kali-
jumovog jona (K+) 20 do 100 puta ve�a unutar �elije nego van �e; kon-
centracija natrijumovog jona (Na+) je 5 do 15 puta ve�a u spo	ax�osti
nego unutar �elije, a koncentracija hloridnog jona (Cl−) je 20 do 100
puta ve�a u spo	ax�osti nego u �eliji. Ovakav asimetriqan raspored
jona sa obe strane membrane stvara stalnu tendenciju jona da prelaze u
podruqje ni�e koncentracije.

Slika 1: Neuron

Tipiqni neuron prima impulse od vixe od 10000 drugih neurona
putem kontakata na dendritima koji se zovu sinapse (videti sliku 1).
Usled ovih spo	ax�ih nadra�aja mo�e se promeniti potencijal mem-
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brane neurona. Nadra�aji malog intenziteta izazivaju malu promenu
potencijala koja se naziva post-sinaptiqki potencijal (PSP ) kao xto
je prikazano na slici 2 (na slikama je radi lakxeg crta�a uzeto da je
u sta�u mirova�a potencijal 0). Ako je nadra�aj velikog intenziteta
dolazi do znaqajnog PSP -a, odnosno, kratkotrajne inverzije potenci-
jala membrane od negativne vrednosti u sta�u mirova�a, u pozitivnu
vrednost, koja se naziva akcioni potencijal ili spike (videti sliku 3).
Akcioni potencijal se ne mo�e stvoriti sam od sebe, ve� isk	uqivo
pod uticajem akcionog potencijala nekog drugog neurona ili spo	axn-
jeg nadra�aja. Isto tako, ako PSP ne dostigne odre�enu vrednost praga
nadra�aja ili nivoa okida�a (firing threshold), ne�e do�i do akcionog
potencijala.

Slika 2: Sta�e mirova�a

Slika 3: Akcioni potencijal

Akcionom potencijalu prethodi spora depolarizacija, tokom koje po-
tencijal membrane u sta�u mirova�a dolazi do vrednosti praga. Tada
nastupa prva faza akcionog potencijala, brza depolarizacija tokom
koje membranski potencijal dosti�e pozitivnu vrednost. Slede�a faza
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akcionog potencijala je faza repolarizacije u kojoj se membranski po-
tencijal pribli�ava vrednosti u mirova�u. Za vreme spore depolar-
izacije �elija je pojaqano oste	iva. Tokom faze brze depolarizacije
i poqetka repolarizacije ona se nalazi u sta�u apsolutne refrakto-
rnosti, tj. ne mo�e da reaguje na novi nadra�aj bez obzira na �egov
intenzitet. Tokom ostalog dela repolarizacije, �elija je delimiqno
refraktorna, xto znaqi da ona mo�e da reaguje na novi nadra�aj samo
ako je �egov intenzitet ve�i od intenziteta prvog nadra�aja. Dakle, u
nekim sluqajevima kod tipiqnog neurona mo�e do�i do regeneracije ak-
cionog potencijala. Ako je spo	ax�i nadra�aj dovo	no veliki dolazi
do periodiqnog ponav	a�a akcionog potencijala - periodiqni spiking
(slika 4) ili do �egovog ponav	a�a sa periodima mirova�a - bursting
(slika 5).

Slika 4: Sta�e spiking aktivnosti

Slika 5: Periodiqni bursting

Soma i dendriti neurona sadr�e veliki broj receptora koji primaju
nervne impulse. Odluka o tome da li �e se generisati akcioni poten-
cijal donosi se na membrani aksonskog bre�u	ka algebarskim sabira-
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�em svih postsinaptiqkih potencijala. Odgovor neurona zavisi jox od
mnogo faktora, kao npr. od vrednosti potencijala na membrani, koncen-
tracije razliqitih jona sa jedne i druge strane membrane, morfologije
dendrita, lokacije ulaznih impulsa itd. Ovi faktori su znaqajni zbog
toga xto razliqite okolnosti i struje mogu dovesti do istog odgovora
i obrnuto, sliqne struje mogu dovesti do razliqitih odgovora.

2.2 Matematiqki modeli neurona
U modelova�u neurona razlikujemo tri razliqita pristupa.
Prvi pristup je da se koriste�i zakone i jednaqine provo�e�a struje,

napraviti matematiqki model koji �e, na osnovu ulazne struje u neuron,
dati odgovor: doxlo je do nervnog impulsa ili nije doxlo do nervnog
impulsa. Drugim reqima, ulazna veliqina daje izlaz 0 ili 1. Ovakvi
modeli bi se mogli koristiti npr. za prouqava�e vextaqkih neuron-
skih mre�a (vextaqka inteligencija).

Drugi pristup bi bio da se modelom xto bo	e opixu kvantita-
tivna svojstva neurona. Da bi se napravio takav model koriste se far-
makoloxki blokeri da bi se procenile jonske struje koje neuron ima.
Razliqitim stimulacijama neurona meri se kinetika parametara tih
struja. Ukoliko se neki od parametara ne mogu izmeriti, oni se pode-
xavaju tako xto se poredi simulacija postav	enog modela sa eksperi-
mentom. Tako postav	eni model mo�e dati taqne vrednosti npr. pra-
ga nadra�aja, amplitude akcionog potencijala, vrednosti spo	ax�e
struje koja dovodi ispitivani neuron u sta�e spiking aktivnosti itd.
Ovakvi modeli su uglavnom slo�eni jer moraju da obuhvate sve rele-
vantne veliqine koje utiqu na ponaxa�e neurona i odnose se isk	uqivo
na prouqavani neuron.

Tre�i pristup je da se matematiqkim modelom opixu sva kvali-
tativna svojstva neurona. Uzima se u obzir ne samo kada �e do�i do
stvara�a nervnog impulsa, ve� i kada se realizuju sva sta�a neurona
o kojima je bilo reqi u prethodnom ode	ku, bez obzira na raznoliku
strukturu neurona. U svemu tome treba se truditi da model bude xto
jednostavniji zbog �egovog analizira�a i da	eg prime�iva�a. Jasno
je da su ovakvi modeli neurona od najve�eg interesa.

Prvi matematiqki model neurona postavili su Ho
kin (Hodgkin) i
Haksli (Huxley) 1952. godine ([23]). Model je postav	en korix�e�em
jednaqine o provod	ivosti struje i eksperimentalnih tehnika na ve-
likom neuronu lig�e. Zbog toga on kvantitativno opisuje neuron lig�e,
ali i mnogo kvantitativnih i kvalitativnih osobina neurona uopxte.
Sastoji se od qetiri obiqne diferencijalne jednaqine kojima je defin-
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isan qetvorodimenzionalni dinamiqki sistem. Va�na posledica pro-
uqava�a Ho
kina i Hakslija jeste da se neuron mo�e posmatrati kao
dinamiqki sistem i da se kao takav mo�e prouqavati. Sva navedena
ponaxa�a neurona sada mo�emo iskazati u terminologiji dinamiqkih
sistema. Sta�e mirova�a neurona bi odgovaralo stacionarnom rexe�u
ili ekvilibrijumu. Male promene potencijala pod uticajem spo	axn-
jih nadra�aja, do ispod nivoa okida�a, koje dovode do brzog povrataka
na vrednosti u sta�u mirova�a, interpretiraju se kao stabilnost sta-
cionarnog rexe�a za odre�eni opseg parametara.

U prethodnom ode	ku najvixe reqi je bilo o osnovnom svojstvu neu-
rona: o prenoxe�u i stvara�u akcionog potencijala (slika 3). Ovo
svojstvo se zove eksitabilnost, ako mala promena potencijala do koje
dolazi usled spo	ax�eg nadra�aja, ali koja je iznad nivoa okida�a,
dovodi do vrlo velike i brze promene potencijala i povratka na vred-
nost u sta�u mirova�a. Takve dinamiqke sisteme nazivamo eksitabil-
nim jer imaju rexe�a koja polaze iz neke male okoline stabilne fiksne
taqke, jako se uda	e od �e u faznom prostoru, da bi se potom vratila u
fiksnu taqku.

Ako neuron primi dovo	no jaku struju putem nervnih impulsa, �e-
gov odgovor je opisan na slici 4 i zovemo ga periodiqna spiking ak-
tivnost neurona. Sa taqke gledixta dinamiqkih sistema, sistem ima
nestabilno stacionarno rexe�e (vrednost potencijala u mirova�u) i
stabilno periodiqno rexe�e ili stabilan graniqni krug (limit cycle).

Po prestanku delova�a spo	ax�eg impulsa, ili ako do�e do nekog
novog, neuron mo�e pre�i iz jednog sta�a u drugi. Ovakve kvalita-
tivne promene ponaxa�a prestav	aju bifurkacije dinamike neurona.
Eksitabilno sta�e i sta�e spiking aktivnosti ili oscilacija jesu dva
osnovna kvalitativno razliqita tipa dinamike neurona. Na primer,
do bifurkacije ne dolazi ako neuron pre�e iz sta�a mirova�a (slika
2) u sta�e prikazano na slici 3, jer u oba sluqaja sistem ima stabilan
ekvilibrijum. Nasuprot tome ako iz sta�a na slici 3 pre�e u sta�e na
slici 4, doxlo je do bifurkacije jer je ekvilibrijum promenio stabil-
nost, pri qemu je doxlo i do stvara�a stabilnog periodiqnog rexe�a
(novog globalnog atraktora). Sa duge strane neuron u sta�u na slici
2 nije eksitabilan, a u sta�u na slici 3 jeste, pri qemu se mo�e re�i
da se on nalazi u sta�u ,,blizu" bifurkacije. Dakle, neuroni koji su
eksitabilni se nalaze blizu bifurkacije od sta�a mirova�a do spiking
aktivnosti. Naravno tip bifurkacije zavisi od strukture neurona ili
�egove elektrofiziologije. Ono xto je qudesno kod neurona je qi�enica
da mo�e postojati veliki broj razliqitih elektrofizioloxkih meha-
nizama, ali da postoje samo qetiri razliqita tipa bifurkacije ([24],
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[25]). Rezultat svega toga je da postoji mnogo strukturno razliqitih
neuronskih �elija, a relativno malo generiqkih modela.

Qetiri tipa bifurkacija prikazana su na slikama 6-9, gde su pred-
stav	eni fazni portreti pre bifurkacije (levo), u taqki bifurkacije
(sredina) i posle bifurkacije (desno). Horizontalna i vertikalna osa
su redom potencijal na membrani i promen	iva oporavka (sve ostale
veliqine relevantne za dinamiku neurona).

Slika 6: Sedlo-qvor bifurkacija

Slika 7: Sedlo-qvor na graniqnom krugu bifurkacija

• Sedlo-qvor bifurkacija. Kada se promeni jaqina ulaznog nadra�a-
ja kod neurona ili do�e do promene nekih drugih parametara, sta-
bilna fiksna taqka qvor i nestabilna fiksna taqka sedlo postaju
jedna nestabilna fiksna taqka sedlo-qvor. Posle bifurkacione
vrednosti parametara jedini atraktor je stabilan graniqni krug,
odnosno neuron ima periodiqnu spiking aktivnost.

• Sedlo-qvor na invarijantnom krugu bifurkacija. Pre bifurka-
cije je nestabilna mnogostrukost nestabilne fiksne taqke sedlo,
glatko povezana sa stabilnom mnogostrukox�u stabilne fiksne

27



Slika 8: Subkritiqna Hopfova bifurkacija

Slika 9: Superkritiqna Hopfova bifurkacija

taqke qvor. Ova bifurkacija je sliqna prethodnoj, s tom razlikom
da u bifurkacionoj vrednosti parametara postoji invarijantan
krug koji sadr�i stabilnu fiksnu taqku qvor i posle postaje sta-
bilan graniqni krug.

• Subkritiqna Hopfova bifurkacija. Radijus malog nestabilnog
graniqnog kruga se sma�uje i on nestaje, dok fiksna taqka iz sta-
bilnog fokusa prelazi u nestabilni fokus i ostaje, kao jedini
atraktor, stabilan graniqni krug.

• Superkritiqna Hopfova bifurkacija. Stabilni fokus postaje
nestabilan fokus i dolazi do stvara�a malog stabilnog graniqnog
kruga. Sa pove�a�em jaqine ulaznog nadra�aja dolazi do pove�a-
�a radijusa ovog kruga, dakle neuron prelazi u sta�e periodiqne
spiking aktivnosti.

U prvom i tre�em sluqaju, zbog koegzistencije sta�a mirova�a (sta-
bilne fiksne taqke) i sta�a spiking (stabilnog graniqnog kruga) ka�e-
mo da je neuron bistabilan. U ostala dva sluqaja re�i �emo da je mo-
nostabilan. U sluqaju Hopfove bifurkacije, jedne ili druge, ka�emo
da je neuron rezonator, a u preostalim da je integrator.

Zak	uqujemo da se kvalitativno dobar matematiqki model neurona
mo�e napraviti i bez eksperimentalnog mere�a parametara, ve� samo

28



�ihovim podexava�em tako da sistem ima odre�eni tip bifurkacije.
Na taj naqin i pojednostav	iva�em Ho
kin-Hakslijevog modela dolaz-
imo do matematiqkih modela razliqitih tipova neurona. Ovde navodi-
mo neke od �ih.

FitzHugh-Nagumo model ([20],[21]):

ẋ = −x3 + (a+ 1)x2 − ax− y + I,

ẏ = bx− γy.

Model je definisan sa dve obiqne diferencijalne jednaqine. Pro-
men	iva x oznaqava potencijal na membrani, a promen	iva y pred-
stav	a nekoliko fiziqkih veliqina koje opisuju elektriqno ponaxa�e
jonskih struja na membrani neurona. Parametri a, b i γ su pozitivni
i takvi da sistem za I = 0 ima samo jednu fiksnu taqku koja je uvek
stabilna i da je sistem eksitabilan. To znaqi da postoje rexe�a koja
polaze (za t = 0) iz okoline stabilne fiksne taqke, mnogo se uda	e od
�e u faznom prostoru (u ovom sluqaju R2) i onda se brzo vra�aju na
fiksnu taqku. Ovo je primer eksitabilnog sistema tipa II, a to znaqi
da ne postoji jasna granica u faznom prostoru izme�u rexe�a koja brzo
padaju na fiksnu taqku i eksitabilnih rexe�a. Sa I je oznaqena spo-
	ax�a struja. Sa pove�a�em I dolazi do Hopfove bifurkacije, pa
fiksna taqka postaje nestabilna i pojav	uje se stabilan graniqni krug,
odnosno, dolazi do oscilacija.

Terman-Wang model ([26]):

ẋ = −x3 + 3x− y + 2 + I,

ẏ = ε[α(1 + tanh(x/β))− y].

I ovaj model je definisan sa dve obiqne diferencijalne jednaqine.
Promen	ive x, y imaju isto znaqe�e kao kod FitzHugh-Nagumo modela.
Parametri α, β i ε su takvi da sistem ima dve fiksne taqke sedlo i qvor,
i da je sistem eksitabilan. Sa pove�ava�em spo	ax�e struje I dolazi
do bifurkacije tipa sedlo-qvor na graniqnom krugu. Ovo je primer
eksitabilnog sistema tipa I, xto znaqi da postoji granica izme�u rex-
e�a koja brzo padaju na stabilnu fiksnu taqku i eksitabilnih rexe�a.
Ta granica je graniqni krug kome pripadaju i stabilna i nestabilna
fiksna taqka.
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Hindmarsh-Rose model ([22]):

ẋ = y + 3x2 − x3 − z + I,

ẏ = 1− 5x2 − y,

ż = −rz + rS(x+ 1, 6).

Promen	iva x oznaqava membranski potencijal, y predstav	a takoz-
vane brze jonske struje kao xto su Na+ ili K+, a z predstav	a spore
jonske struje kao npr. Ca+. Parametri r i S su pozitivni i takvi da
spore oscilacije promen	ive z prebacuju podsistem definisan sa (x, y)
iz perioda oscilacija u periode mirova�a. Dakle, ovde se sme�uju dva
osnovna kvalitativno razliqita tipa ponaxa�a neurona zahva	uju�i
tre�oj promen	ivoj. Ova aktivnost neurona pomenuta je u prethodnom
ode	ku i nazvana bursting. Sa I je oznaqena spo	ax�a struja. Kada
je I = 0, sistem ima samo jednu stabilnu fiksnu taqku i ona odgovara
sta�u mirova�a neurona.

2.3 Veze me�u neuronima i �ihovo modelova�e
Funkcionalna veza izme�u dva neurona je sinapsa. Postoje dva tipa

sinapsi: elektriqne i hemijske.
Elektriqnim sinapsama su vezana dva neurona koja su u neposrednoj

blizini. Membrane tih �elija su u direktnoj vezi. Ove sinapse vrlo
lako prenose nervne impulse. Qak i elektriqne veze mogu biti razli-
qite pa se u �ihovom modelova�u prave razlike. Za takozvano difuzno
vezive�e (ili kuplova�e) koristi se funkcija

f(x1, x2) = x1 − x2,

dok se za sigmoidno kuplova�e upotreb	ava funkcija

f(x1, x2) = tg−1(x2),

gde su sa x1 i x2 oznaqene promen	ive - vrednosti membranskog poten-
cijala prvog i drugog neurona.

Hemijske sinapse su glavni tip veziva�a u nervnom sistemu. Ko-
munikacija izme�u dve �elije koje mogu biti jako uda	ene obav	a se
posredstvom hemijske supstance neurotransmitera. Navodimo dve naj-
qex�e funkcije kojima se opisuje ovakav naqin veze izme�u neurona.
Prva je

f(x1, x2) = −(x1 − Vs)
1

1 + e−k(x2−θs)
,

30



gde su x1 i x2 promen	ive membranskog potencijala prvog i drugog neu-
rona, Vs je sinaptiqki povratni potencijal, θs je nivo okida�a, a k
je parametar koji se mo�e me�ati u zavisnosti od toga kakva se veza
opisuje. Druga funkcija je

f(x1, x2) =
1

1 + e−
x2−θ

α

,

gde je θ ponovo nivo okida�a, a α je parametar koji se mo�e me�ati.
Transfer nervnih impulsa izme�u susednih �elija neurona nije mo-

mentalan, jer je potrebno vreme za proces koji se odvija u sinapsi bilo da
je elektriqnog ili hemijskog tipa. Zato bi model povezanih neurona tre-
balo da ,,odra�ava" sta�a susednih neurona u razliqitim vremenima.
Sa jedne strane, to bi se moglo posti�i uvo�e�em novih promen	ivih
i parametara kojima bi bile opisane sve promene dok traje prenoxe-
�e impulsa od jednog do drugog neurona. Time bi se pove�ao broj jed-
naqina u modelu povezanih neurona, a opet ne bi bila obuhva�ena sva
mogu�a razliqita vremena za prenos impulsa. Dodajmo jox da bi pri-
mena takvog modela u prouqava�u velikog broja povezanih neurona bila
jako slo�ena. Sa druge strane, mogu�e je funkciju koja opisuje uti-
caj prve �elije na drugu �eliju u trenutku t, predefinisati tako da
sadr�i zavisost od sta�a druge �elije u nekom trenutku t − τ . Tako
npr. difuzno kuplova�e bi se moglo opisati funkcijom

f(x1, x2) = x1(t)− x2(t− τ),

gde je τ vreme koje je potrebno za prenos impulsa. Analogno, vreme τ ,
koje se zove kax�e�e, moglo bi se ,,primeniti" i u drugim naqinima
veziva�a. Time dobijamo adekvatan model povezanih neurona koji bi
zadr�avao isti broj jednaqina. Dajemo primer modela dva kuplovana
neurona sa difuznom vezom koriste�i FitzHugh-Nagumo model ([3]):

ẋ1 = −x3
1 + (a+ 1)x2

1 − ax1 − y + c(x1 − xτ
2),

ẏ1 = bx1 − γy1,

ẋ2 = −x3
2 + (a+ 1)x2

2 − ax2 − y2 + c(x2 − xτ
1),

ẏ2 = bx2 − γy2.

Parametar c oznaqava jaqinu veze, a xτ
i

def
= xi(t − τ), i = 1, 2. Model je

definisan sa qetiri diferencijalne jednaqine sa kax�e�em.
Kao xto je navedeno u prethodnoj glavi ovog rada, diferencijalna

jednaqina sa kax�e�em definixe beskonaqnodimenzionalan dinami-
qki sistem. Zbog toga ih je mogu�e analitiqki rexiti samo u vrlo

31



malom broju sluqajeva, i to su najqex�e linearne jednaqine koje se mogu
rexiti primenom Laplasove transformacije. Sa druge strane, pomo�u
tih jednaqina mogu se opisati narazliqitije veze izme�u neurona. Pred-
nost upotrebe jednaqina sa kax�e�em le�i i u jednostavnosti dobi-
jenih modela dva vezana neurona, pa se one mogu primeniti i u prouqa-
va�u velikog broja povezanih neurona.

U narednim glavama ovog rada predlo�eni su i analizirani mode-
li povezanih neurona, zasnovani na korix�e�u diferencijalnih jed-
naqina sa kax�e�em. U prethodnom ode	ku istaknut je znaqaj anali-
ze bifurkacija u modelu jednog neurona. Iz tih razloga, nax glavni
ci	 je analiza stabilnosti i bifurkacije u ovako postav	enim mode-
lima povezanih neurona, u kojima figurixe novi parametar - vremensko
kax�e�e τ .

2.4 Modeli povezanih neurona sa kax�e�em u vezi
Rezultati koji su relevantni za analizu dinamike povezanih neurona

sa kax�e�em mogu se podeliti u qetiri grupe.
Prva grupa bi bili povezani Hopfovi oscilatori sa kax�e�em u

vezi. Na primer u radovima [30] i [31] analiziran je model povezanih
normalih formi Hopfove bifurkacije sa difuznim kuplova�em i ka-
x�e�em u vezi.

Druga grupa su povezani relaksacioni oscilatori sa kax�e�em u
vezi. U radovima [32] i [33] analiziran je jedan ovakav model i razliqi-
ti tipovi sinhronizacije ili asinhronizacije oscilacija. Prestanak
oscilacija ili fenomen poznat kao smrt oscilatora nije uoqen.

Tre�u i qetvrtu grupu qine povezani fazni oscilatori (jednodi-
menzionalni oscilatori) sa kax�e�em u vezi (npr. videti [34], [35]),
odnosno povezani formalni neuroni (jednodimenzionalni neuroni) sa
kax�e�em u vezi (npr. videti [36]). Ovi modeli su apstraktni i ko-
risni su za prouqava�e velikih ,,neuronskih" mre�a.

U svim navedenim modelima kuplovani su sistemi koji imaju os-
cilatornu dinamiku i kada su izolovani. Na poqetku ovog poglav	a
naveli smo da se izolovani neuron ponaxa kao eksitabilni, a ne os-
cilatorni sistem i tek kuplova�em ili spo	ax�om pobudom mo�e do�i
do osilacilova�a. Zato bi bilo od interesa analizirati kako nastaju
oscilacije usled kuplova�a neurona koji su reprezentovani modelima
sa eksitabilnom dinamikom. Sa druge strane, da bi smo definisali
adekvatan model povezanih neurona trebalo bi kuplovati realistiqne
modele neurona kao xto su oni navedeni u ode	ku 2.2 ovog poglav	a.
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Originalnost modela povezanih neurona sa kax�e�em u vezi, anali-
ziranih u poglav	u 3 i 5 ovog rada je xto su kuplovani ,,realistiqni"
neuroni: FitzHugh-Nagumo i Hindmarsh-Rose. Naglasimo jox da je u
modelu povezanih FitzHugh-Nagumo neurona kuplova�e generalisano, a
ne obiqno difuzno. U tom modelu dekuplovani sistem je eksitabilan.
Oscilacije su proizvedene kuplova�em, xto je realna situacija kod
povezanih neurona bez spo	ax�e pobude. Na taj naqin, ovim modelom
opisali smo i povezane Hopfove oscilatore, kao i povezane relaksa-
cione oscilatore. Smrt oscilatora koju smo dobili zahva	uju�i kax-
�e�u u vezi i fold limit cycle bifurkaciji, je realnija od one uoqene u
modelima iz prve i druge od gore navedenih grupa. Specifiqnost ovog
fenomena u naxem modelu uoqila je i S. A. Campbel u [37].
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3 Analiza stabilnosti u modelu povezanih
neurona

U ovom poglav	u analizira�emo stabilnost i bifurkacije u modelu
dva povezana neurona sa elektriqnim i hemijskim vezama. Rezultati
koji �e biti prikazani objav	eni su u radovima [3] i [8].

Za svaki neuron koristimo FitzHugh-Nagumo model:

ẋ = −x3 + (a+ 1)x2 − ax− y,

ẏ = bx− γy, (16)

gde su a, b, γ ∈ R+. Kao xto je ve� pomenuto u prethodnom poglav	u,
promen	iva x oznaqava membranski potencijal, a promen	iva y pred-
stav	a nekoliko fiziqkih veliqina koje opisuju elektriqno ponaxa�e
jonskih struja na membrani. Pretpostav	amo da su a, b i γ takvi da je
sistem eksitabilan i da ima samo jednu fiksnu taqku koja je stabilna.

Prvo odredimo uslove pod kojima je navedena pretpostavka ispu�ena.
Fiksna taqka je rexe�e sistema:

−x3 + (a+ 1)x2 − ax− y = 0,

bx− γy = 0. (17)

Iz sistema (17) sledi da, u zavisnosti od parametara, postoji jedna,
dve ili tri fiksne taqke. Taqka (x, y) = (0, 0) je jedina fiksna taqka
ukoliko je zadovo	en uslov

4
b

γ
> (a− 1)2. (18)

Ispitajmo stabilnost ovog rexe�a. Pridru�eni linearni sistem je

ẋ = −ax− y,

ẏ = bx− γy, (19)

a odgovaraju�a karakteristiqna jednaqina je

λ2 + λ(a+ γ) + aγ + b = 0.

Rexe�a karakteristiqne jednaqine su

λ1,2 =
1

2
[−(a+ γ)±

√
(a− γ)2 − 4b)],
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odakle zak	uqujemo da je stacionarno rexe�e uvek stabilno jer su svi
parametri pozitivni. Rexe�e (x, y) = (0, 0) je qvor ukoliko je |a− γ| >
2
√
b, ili fokus kada je |a− γ| < 2

√
b.

Mo�e se dokazati da ako parametri zadovo	avaju uslove
b > γ2, a À b, a À γ, (20)

onda je sistem (16) eksitabilan.
Dakle u da	em tekstu pretpostavimo da su uslovi (18) i (20) zado-

vo	eni.
Postavimo sada model dva povezana neurona na slede�i naqin:

ẋ1 = −x3
1 + (a+ 1)x2

1 − ax1 − y1 + cf(xτ
2),

ẏ1 = bx1 − γy1,

ẋ2 = −x3
2 + (a+ 1)x2

2 − ax2 − y2 + cf(xτ
1),

ẏ2 = bx2 − γy2, (21)
gde parametar c opisuje jaqinu veze (c > 0), a funkcija f tip veze me�u
neuronima, u ovom sluqaju elektriqnu vezu. Funkcija f zadovo	ava
uslove f(0) = 0 i f ′(0) = δ > 0, kao xto je to kod sigmoidnog kuplova�a
f(x) = tg−1(x) (ode	ak 2.3 ovog rada). Za xτ

i va�i xτ
i

def
= xi(t−τ), i = 1, 2.

Ekvilibrijumi sistema (21) jesu rexe�a sistema:
−x3

1 + (a+ 1)x2
1 − ax1 − y1 + cf(x2) = 0,

bx1 − γy1 = 0,

−x3
2 + (a+ 1)x2

2 − ax2 − y2 + cf(x1) = 0,

bx2 − γy2 = 0. (22)
Uz pretpostavku da je f(0) = 0, stacionarno rexe�e je (x1, y1, x2, y2) =
(0, 0, 0, 0). Nax zadatak je da ispitiva�em stabilnosti ovog rexe�a, u
zavisnosti od parametra c, odredimo bifurkacije koje su mogu�e kod
povezanih neurona.

3.1 Lokalna analiza stabilnosti kada je τ = 0

Ispitajmo prvo do kojih bifurkacija dolazi kada je veza izme�u
neurona trenutna, odnosno kada nije uk	uqeno kax�e�e u vezi. Sistem
(21) je tada dat sa qetiri obiqne diferencijalne jednaqine:

ẋ1 = −x3
1 + (a+ 1)x2

1 − ax1 − y1 + cf(x2),

ẏ1 = bx1 − γy1,

ẋ2 = −x3
2 + (a+ 1)x2

2 − ax2 − y2 + cf(x1),

ẏ2 = bx2 − γy2. (23)
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Odgovaraju�i linearan sistem koji se dobija Tejlorovim razvojem u
okolini taqke (x1, y1, x2, y2) = (0, 0, 0, 0), ima oblik:

ẋ1 = −ax1 − y1 + cδx2,

ẏ1 = bx1 − γy1,

ẋ2 = −ax2 − y2 + cδx1,

ẏ2 = bx2 − γy2. (24)

Stabilnost stacionarnog rexe�a dobijamo ispitiva�em odgovaraju�ih
sopstvenih vrednosti, koje su rexe�e karakteristiqne jednaqine:

[(a+ λ)(γ + λ) + b− cδ(γ + λ)][(a+ λ)(γ + λ) + b+ cδ(γ + λ)] = 0.

Od znaka realnog dela qetiri sopstvene vrednosti

λ1,2 =
1

2
[−(a+ γ − cδ)±

√
(a− γ − cδ)2 − 4b],

λ3,4 =
1

2
[−(a+ γ + cδ)±

√
(a− γ + cδ)2 − 4b],

zavisi stabilnost stacionarnog rexe�a polaznog sistema.
Ako je a − γ > 2

√
b, fiksna taqka je za sve 0 < c < (a − γ − 2

√
b)/δ

stabilan qvor-qvor, a za c > (a − γ − 2
√
b)/δ sopstvene vrednosti λ1,2

postaju kompleksne, pa je fiksna taqka stabilan fokus-qvor.
U drugom sluqaju, ako je a−γ < 2

√
b, fiksna taqka je stabilan fokus-

fokus za sve 0 < c < (2
√
b− a+ γ)/δ, a za c > (2

√
b− a+ γ)/δ sopstvene

vrednosti λ3,4 postaju realne, pa je fiksna taqka stabilan fokus-qvor.
Zak	uqujemo da bez obzira na tip stabilnosti stacionaranog rexe�a

sistema (16), odnosno nepovezanih �elija, postoji odgovaraju�a vrednost
parametra c = cfn za koju stacionarno rexe�e sistema (23) postaje sta-
bilan fokus-qvor.

U oba sluqaja za vrednosti parametra a, b i γ, sopstvene vrednosti
λ1,2 postaju qisto imaginarne kada je c = c0 > cfn gde je

c0 =
a+ γ

δ
.

Kako je
sgn

(
dReλ1,2

dc

)

c=c0

= sgn

(
δ

2

)
> 0,

na osnovu Hopfove teoreme (poglav	e 1 ovog rada) sledi da stacionarno
rexe�e sistema (23) za c = c0 ima Hopfovu bifurkaciju.
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Da bi smo ispitali stabilnost tog stacionarnog rexe�a za c = c0 >
cfn koristimo metod centar mnogostrukosti ([16]).

Koriste�i sopstvene vektore koji odgovaraju sopstvenim vrednos-
tima λ1,2,3,4, uvedimo transformaciju koordinata (x1, y1, x2, y2):

x1 = y − z − t,

y1 = −ωx+ γy − b

λ3 + γ
z − b

λ4 + γ
t,

x2 = y + z + t,

y2 = −ωx+ γy +
b

λ3 + γ
z +

b

λ4 + γ
t,

gde je ω =
√

b− γ2.
Posle transformacije koordinata, sistem (23) dobija oblik:

ẋ = −ωy + f1(x, y, z, t),

ẏ = ωx+ f2(x, y, z, t),

ż = λ3z + g1(x, y, z, t),

ṫ = λ4t+ g2(x, y, z, t), (25)

gde je

f1(x, y, z, t) =
γ

2ω
(F (y + z + t) + F (y − z − t)),

f2(x, y, z, t) =
1

2
(F (y + z + t) + F (y − z − t)),

g1(x, y, z, t) = − γ + λ3

2(λ4 − λ3)
(F (y − z − t)− F (y + z + t)),

g2(x, y, z, t) = − γ + λ4

2(λ3 − λ4)
(F (y − z − t)− F (y + z + t)),

i
F (x) = −x3 + (a+ 1)x2 + cf(x)− cδx.

Centar mnogostrukost razmatranog ekvilibrijuma, sa parametrom
ε = c− c0 tra�imo u obilku:

W c(0) = {(x, y, z, t, ε) | z = h1(x, y, ε), t = h2(x, y, ε), ‖(x, y)‖ < η1,

‖ε‖ < η2, hi(0) = 0, Dhi(0) = 0, i = 1, 2},

za dovo	no male brojeve η1 i η2, pri tome su h1 i h2 za sada nepoznate
funkcije.
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Kako je centar mnogostrukost W c(0) invarijantna u odnosu na tok
definisan sistemom (25) (prvo poglav	e ovog rada), onda je:

ẋ = −ωy + f1(x, y, h1, h2, ε),

ẏ = ωx+ f2(x, y, h1, h2, ε),

ż = λ3h1 + g1(x, y, h1, h2, ε),

ṫ = λ4h2 + g2(x, y, h1, h2, ε), (26)

za svako (x, y, z, t, ε) ∈ W c(0).
Zame�uju�i prve dve jednaqine u posled�e dve, koriste�i da je

[
ż
ṫ

]
= Dh(x, y, ε)

[
ẋ
ẏ

]

dobijamo parcijalnu diferencijalnu jednaqinu po h = [h1 h2]
T :

N (h(x))
def
= Dh(x, y, ε)

([
0 −ω
−ω 0

] [
x
y

]
+

[
f1(x, y, h1, h2, ε)
f2(x, y, h1, h2, ε)

])
−

−
[
λ3 0
0 λ4

] [
h1

h2

]
−

[
g1(x, y, h1, h2, ε)
g2(x, y, h1, h2, ε)

]
= 0.

Dobijena parcijalna jednaqina nije jednostavna za rexava�e pa koris-
timo slede�u teoremu o aproksimaciji centar mnogostrukosti.

Teorema 3.1 [16] Neka je ϕ : Rc → Rs, C1 funkcija i ϕ(0) = Dϕ(0) = 0
takva da je N (ϕ(x)) = O(|x|q) kad x → 0 za neko q > 1. Tada je

|h(x)− ϕ(x)| = O(|x|q), kad x → 0.

Na osnovu teoreme mo�emo tra�iti da funkcija h(x) ima sa odred-
jenom taqnox�u, oblik konaqnog stepenog reda. U naxem sluqaju pret-
postavimo da je

h1(x, y, ε) = a1x
2 + a2y

2 + a3ε
2 + a4xy + a5xε+ a6yε+O(3),

h2(x, y, ε) = b1x
2 + b2y

2 + b3ε
2 + b4xy + b5xε+ b6yε+O(3),

gde su sa O(3) oznaqeni svi qlanovi stepena ve�eg od 2. Zamenom ovih
izraza u parcijalnu jednaqinu mogu se odrediti koeficijenti ai i bi,
i = 1, 6. Tako dobijamo da je h1(x, y, ε) = 0 i h2(x, y, ε) = 0, odnosno da je

W c
loc(0) = {(x, y, z, t)|z = 0, t = 0}.
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Zamenom u sistem (26), zak	uqujemo da je restrikcija toka sistema (23)
na centar mnogostrukost odre�ena sistemom jednaqina:

ẋ = −ωy +
γ

ω
F (y),

ẏ = ωx+ F (y), (27)

gde je ω =
√

b− γ2 i F (y) = −y3+(a+1)y2+cf(y)−cδy. Vra�aju�i se na
stare koordinate dobijamo da lokalna centar mnogostrukost ekvilibri-
juma, jeste ravan definisana jednaqinama x1 = x2 i y1 = y2.

Ako primenimo metod normalnih formi ([9], [27], [19]) i transfor-
maciju koordinata

x = r cos θ, y = r sin θ

na sistem (27), dobijamo da je dinamika (ili tok) na centar mnogostru-
kosti za male vrednosti parametra ε data slede�om normalnom formom
Hopfove bifurkacije:

ṙ = dεr + αr3 +O(ε2r, εr3, r5),

θ̇ = ω + eε+ βr2 +O(ε2, εr2, r4), (28)

gde je ω =
√

b− γ2, d = δ
2
i e = − γδ

2ω
, a parametri α i β zavise od

funkcije f(x). U sluqaju kada je f(x) = tg−1(x), va�e jednakosti

α =
c0 − 3

8
+

γ(a+ 1)2

4ω2
,

β =
γ(c0 + 3)

8ω
− (a+ 1)2(5γ2 + 2ω2)

12ω3
.

U ovom sluqaju, kako je d > 0 i α < 0, za vrednost parametra c =
c0 dolazi do superkritiqne Hopfove bifurkacije. Dakle, za ε 6 0,
odnosno c 6 c0, stacionarno rexe�e je stabilno. Ako je c > c0 i ε >
0 mali broj, onda stacionarno rexe�e postaje nestabilno (nestabilan
fokus) i pojav	uje se stabilno periodiqno rexe�e ili graniqni krug
(limit cycle). Polupreqnik ovog periodiqnog rexe�a je

√
−dε

α
.

Restrikcija toka sistema (23) na centar mnogostrukost odre�ena je
sistemom (28) samo za male vrednosti ε, tako da je i graniqni krug sis-
tema (28) dobra aproksimacija samo za male vrednosti ε. Me�utim nu-
meriqka analiza pokazuje da graniqni krug ostaje globalni atraktor i
za vrednosti c > c0, kada aproksimacija Hopfovom normalnom formom
(28) ne va�i. Pove�ava�e parametra c dovodi do promene tipa nesta-
bilnog stacionarnog rexe�a. Za c > (a − γ + 2

√
b)/δ, karakteristiqna
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jednaqina ima par realnih, pozitivnih sopstvenih vrednosti i par re-
alnih, negativnih sopstvenih vrednosti, xto znaqi da fiksna taqka od
nestabilnog fokusa postaje nestabilan qvor. Da	e pove�a�e parametra
c dovodi do nestanka graniqnog kruga za neku vrednost c = c1 kada se
pojav	uju netrivijalna stabilna stacionarna rexe�a. Vrednost c = c1,
oqigledno zavisi od izbora polazne funkcije f(x).

Zak	uqujemo da postoje tri kvalitativno razliqita tipa dinamike
kod istovremeno povezanih eksitabilnih sistema (neurona). Za 0 <
c < c0 povezani sistem se ponaxa kao par eksitabilnih �elija, dok
se za c0 < c < c1 sistem se ponaxa kao par identiqnih oscilatora. Za
c > c1 pojav	uje se netrivijalno stabilno stacionarno sta�e. Me�utim,
na osnovu svega reqenog u poglav	u 2 ovog rada o ponaxa�u neurona i
�ihovim mogu�im sta�ima, od interesa je posmatrati samo vrednosti
parametra c u intervalu (0, c1), tj. kada se sistem ponaxa eksitabilno
ili oscilatorno (periodiqna spiking aktivnost neurona). Iz tih ra-
zloga, u da	em tekstu analizira�emo i uticaj vremenskog kax�e�a
τ 6= 0 samo za ove vrednosti parametra c.

U radu [8] analizirane su stabilnost i bifurkacije u modelu dva
neurona povezana hemijskom vezom, gde je veza opisana funkcijom

f(x1, x
τ
2) = −(x1 − Vs)

1

1 + e−k(xτ
2−θs)

− Vs

1 + ekθs
.

U tom sluqaju dobijena je vrednost c = c0 kada dolazi do subkritiqne
Hopfove bifurkacije. Za vrednosti c < c0 stacionarno rexe�e je
stabilno i okru�eno je nestabilnim graniqnim krugom koji nestaje u
Hopfovoj bifurkaciji, u kojoj stacionarno rexe�e postaje nestabilno.
Tako�e je numeriqki na�en i stabilni graniqni krug za c < c0 koji
okru�uje nestabilni i koji ostaje stabilan i za vrednosti c > c0. Kao
xto je reqeno u prethodnom poglav	u kod neurona se mogu pojaviti samo
qetiri razliqite bifurkacije. Razmatranim modelima opisana je i
jedna i druga Hopfova bifurkacija. Dakle mo�emo re�i da neuroni
(tipa II) povezani elektriqnom vezom jesu monostabilni rezonatori, dok
nuroni povezani hemijskom vezom jesu bistabilni rezonatori.

3.2 Lokalna analiza stabilnosti za τ > 0

Ispitajmo sada stabilnost trivijalnog rexe�a sistema (21) kada je
τ > 0, odnosno kada postoji kax�e�e u vezi.

U ode	ku 3.1 smo dokazali da je za c < c0 trivijalno rexe�e sis-
tema (23) asimptocki stabilno. Tako�e je za c < c0 to asimptotski
stabilno rexe�e sistema (24). Na osnovu teoreme iz [2], §4. glava III za
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dovo	no malo τ > 0 trivijalno rexe�e je asimptotski stabilno rexe�e
odgovaraju�eg linearnog sistema, sistema (21). Zak	uqujemo na osnovu
Teoreme 1.6 iz prvog poglav	a ovog rada da je za c < c0 i dovo	no malo
τ > 0 trivijalno rexe�e sistema (21) asimptotski stabilno.

Analognim zak	uqiva�em, na osnovu iste teoreme iz [2] i Teoreme 1.7
imamo da je za c < c0 i dovo	no malo τ > 0 trivijalno rexe�e sistema
(21) nestabilno.

Dakle va�i slede�a teorema.

Teorema 3.2

1◦ Ako je c < c0 i τ > 0 mali broj, onda je trivijalno rexe�e
(x1, y1, x2, y2) = (0, 0, 0, 0) sistema (21) asimptotski stabilno.

2◦ Ako je c > c0 i τ > 0 mali broj, onda je trivijalno rexe�e
(x1, y1, x2, y2) = (0, 0, 0, 0) sistema (21) nestabilno.

Kao xto je navedeno u prvom poglav	u ovog rada, sistem (21) defin-
ixe beskonaqnodimenzionalan dinamiqki sistem, pa u opxtem sluqaju
mo�e biti beskonaqno mnogo vrednosti vremenskog kax�e�a τ = τc
kada dolazi do kvalitativnih promena u dinamici. Slede�om teore-
mom odre�ene su bifurkacione vrednosti τc za parametar τ .

Teorema 3.3 Do Hopfove bifurkacije stacionarnog rexe�a
(x1, y1, x2, y2) = (0, 0, 0, 0) sistema (21) dolazi samo kada parametar τ
ima slede�e vrednosti:

1◦ Ako je sin(ωτ) =
−ω3

±+(b−γ2)ω±
cδ(ω2

±+γ2)
> 0, onda je

τ j1,± =
1

ω±

[
2jπ + arccos

aω2
± + γ(b+ aγ)

cδ(ω2± + γ2)

]
, j = 0, 1, 2...,

a ako je sin(ωτ) =
−ω3

±+(b−γ2)ω±
cδ(ω2

±+γ2)
< 0, onda je

τ j1,± =
1

ω±

[
(2j + 2)π − arccos

aω2
± + γ(b+ aγ)

cδ(ω2± + γ2)

]
, j = 0, 1, 2...,

2◦ Ako je sin(ωτ) =
ω3
±−(b−γ2)ω±
cδ(ω2

±+γ2)
> 0, onda je

τ j2,± =
1

ω±

[
2jπ + arccos

−aω2
± − γ(b+ aγ)

cδ(ω2± + γ2)

]
, j = 0, 1, 2...,
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a ako je sin(ωτ) =
ω3
±−(b−γ2)ω±
cδ(ω2

±+γ2)
< 0, onda je

τ j2,± =
1

ω±

[
(2j + 2)π − arccos

−aω2
± − γ(b+ aγ)

cδ(ω2± + γ2)

]
, j = 0, 1, 2...

Pri tome je

ω± =

√
−A±√

A2 − 4B

2

A = a2 + γ2 − 2b− c2δ2, B = (b+ aγ)2 − c2δ2γ2,

δ = f ′(0).

Dokaz. Linearizacijom sistema (21) u okolini (0, 0, 0, 0) dobijamo sis-
tem:

ẋ1 = −ax1 − y1 + cδxτ
2,

ẏ1 = bx1 − γy1,

ẋ2 = −ax2 − y2 + cδxτ
1,

ẏ2 = bx2 − γy2, (29)

gde je δ = f ′(0). Kao xto je opisano u prvom poglav	u ovog rada,
sopstvene vrednosti su rexe�a karakteristiqne jednaqine koju dobi-
jamo zamenom funkcija xi(t) = Aie

λt, yi(t) = Bie
λt, xi(t − τ) = Aie

λ(t−τ)

(i = 1, 2) u sistem (29). Karakteristiqna jednaqina ima oblik:

∆(λ) ≡ ∆1(λ)∆2(λ) = 0, (30)

gde je

∆1(λ) = λ2 + (a+ γ)λ+ aγ + b− cδλe−λτ − cδγe−λτ , (31)
∆2(λ) = λ2 + (a+ γ)λ+ aγ + b+ cδλe−λτ + cδγe−λτ . (32)

Karakteristiqna jednaqina ima prebrojivo mnogo rexe�a u skupu
kompleksnih brojeva, i samo konaqno mnogo �ih ima realni deo ve�i
od nule (poglav	e 1, [1], [2]). Kao i kod obiqnih diferencijalnih jed-
naqina, stabilnost stacionarnog rexe�a polaznog sistema zavisi od
znaka realnog dela rexe�a karakteristiqne jednaqine. Ukoliko postoje
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rexe�a sa realnim delom nula, onda stabilnost stacionarnog rexe�a
zavisi od nelinearnih qlanova polaznog sistema.

Kao xto je ve� reqeno, za male vrednosti τ > 0 trivijalno rex-
e�e je stabilno ako je c < c0 i nestabilno ako je c > c0. Do promena
stabilnosti u zavisnosti od τ mo�e do�i samo ako neka od sopstvenih
vrednosti λ = λ(τ) ,,preseqe" imaginarnu osu. Dakle, treba odrediti
kada karakteristiqna jednaqina ima qisto imaginarana rexe�a. Odgo-
varaju�a vrednost parametra τ zove se kritiqna vrednost kax�e�a, i
oznaqava se sa τc.

Zamenom λ = iω u ∆1 dobijamo:

cδ(ω2 + γ2) sin(ωτ) = −ω3 + (b− γ2)ω,

cδ(ω2 + γ2) cos(ωτ) = aω2 + γ(b+ aγ), (33)

a zamenom u ∆2:

cδ(ω2 + γ2) sin(ωτ) = ω3 − (b− γ2)ω,

cδ(ω2 + γ2) cos(ωτ) = −aω2 − γ(b+ aγ). (34)

Ako kvadriramo i saberemo i prvi i drugi par jednakosti, dobijamo

ω6 + (A+ γ2)ω4 + (Aγ2 +B)ω2 +Bγ2 = 0, (35)

gde je A = a2 + γ2 − 2b− c2δ2 i B = (aγ + b)2 − c2δ2γ2. Kako je ω2 6= −γ2,
posled�u jednaqinu mo�emo ,,podeliti" sa ω2 + γ2, posle qega je:

ω4 + Aω2 +B = 0. (36)

Nenegativna rexe�a ove jednaqine su

ω± =

√
−A±√

A2 − 4B

2
.

Tra�imo samo nenegativna rexe�a jednaqine(36) jer ako je jedno rexe�e
karakteristiqne jednaqine (30), λ = iω, ω > 0, znamo da je drugo rexe�e
λ = −iω.

Sada mo�emo da odredimo odgovaraju�a kritiqna vremenska kaxn-
je�a τ ; dobijamo ih iz (33) i (34). Uzimaju�i u obzir par jednaqina
(33), dobijamo tvr�e�e 1◦ teoreme, a iz jednaqine (34) dobijamo tvr�e�e
2◦ teoreme.

Doka�imo sada tvr�e�e koje se odnosi na tip bifurkacije. Difer-
encira�em karakteristiqne jednaqine

∆1(λ(τ), τ) ·∆2(λ(τ), τ) = 0,
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dobijamo jednakost
(
∂∆1

∂λ
∆2 +∆1

∂∆1

∂λ

)
dλ

dτ
= −∂∆1

∂τ
∆2 −∆1

∂∆2

∂τ
,

odnosno jednakost
dλ

dτ
= −

∂∆1

∂τ
∆2 +∆1

∂∆2

∂τ
∂∆1

∂λ
∆2 +∆1

∂∆1

∂λ

.

Ako zamenimo (31) i (32) u posled�u jednakost, dobijamo da va�i:

sgn

(
dReλ

dτ

)

τ=τc

= sgn

{
Re

(
dλ

dτ

)−1
}

τ=τc

= sgn

(
2ω2 + A

c2δ2(ω2 + γ2)

)
.

Odatle sledi, zamenom vrednosti za ω+, odnosno za ω−, da je
(
dReλ

dτ

)

τ=τ+

> 0,

(
dReλ

dτ

)

τ=τ−

< 0,

gde je τ+ bilo koja kritiqna vrednost tipa τ ji,+, a τ− bilo koja kritiqna
vrednost tipa τ ji,−. Sada na osnovu Hopfove teoreme (Teorema 1.12 u
prvom poglav	u ovog rada) zak	uqujemo da va�i tvr�e�e teoreme. ¤

Ako su vrednosti parametara a, b i γ fiksirane, formule za kri-
tiqne vrednosti kax�e�a τc(c) definixu tzv. bifurkacione krive
τ = τ(c) u ravni (c, τ). Za neke tipiqne vrednosti parametara a, b,
γ i za funkciju kuplova�a za koju je f ′(0) = δ = 1, bifurkacione krive
za j = 0, 1, 2 prikazane su na slici 10. Oznake u zagradama pokazuju ko-
liko stabilnih odnosno nestabilnih pravaca ima u nekoj oblasti ravni
(c, τ). Tako, na primer (u2, u) znaqi da postoje dva para sopstvenih vred-
nosti sa pozitivnim realnim delom (generisanih faktorom ∆1 karak-
teristiqne jednaqine) i jedan par sopstvenih vrednosti sa pozitivnim
realnim delom (generisanim faktorom ∆2). Analogno, (s, s) znaqi da
sve sopstvene vrednosti imaju negativne realne delove.

Razmotrimo sada sluqaj kada karakteristiqna jednaqina ima sop-
stvene vrednosti jednake 0. Ako zamenimo λ = 0 u (30), dobijamo da
je c = aγ+b

γδ
. Kada funkcije kuplova�a imaju oblik f(x) = tg−1 i

f(x) = tanh, a vrednosti parametara su fiksirane kao na poqetku ovog
poglav	a, tada je navedena vrednost za c uvek ve�a od c1. Zato trivi-
jalna rexe�a karakteristiqne jednaqine ne razmatramo, i zak	uqujemo
da za vrednosti c koje su nama od interesa i za τ > 0 mo�e do�i samo do
Hopfovih bifurkacija.

Primetimo da brojevi ω± (iz teoreme 3.3) jesu realni samo za vred-
nosti parametra c za koje je A2−4B > 0. Za ostale vrednosti parametra
c va�i slede�e tvr�e�e.
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Slika 10: Bifurkacione krive τc(c), za parametre a = 0, 25, b = 0, 02 i
γ = 0, 02.

Teorema 3.4 Ako je parametar c u sistemu (21) takav da je zadovo	ena
nejednakost

A2 − 4B < 0,

gde je
A = a2 + γ2 − 2b− c2δ2, B = (b+ aγ)2 − c2δ2γ2,

δ = f ′(0),

onda je trivijalno stacionarno rexe�e sistema (21) stabilno za sve
vrednosti τ > 0.

Dokaz. Razmotrimo karakteristiqnu jednaqinu (30) i uvedimo fun-
kciju

φ(z)
def
= [(z + γ)(z + a) + b]2 − c2δ2(z + γ)2e−2zτ .
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(Karakteristiqna jednaqina (30) ima oblik φ(λ) = 0.) Zatim defini-
ximo funkciju

g(z)
def
=

φ(z)

P4(z)
= 1− c2δ2(z + γ)2

P4(z)
e−2zτ ,

gde je P4(z) = [(z+γ)(z+a)+b]2. Primetimo da P4(z) = 0 jeste karakter-
istiqna jednaqina koja odgovara sistemu (21) u sluqaju c = 0, odnosno
kada su neuroni nepovezani. Zbog uslova koje zadovo	avaju parametri
a, b i γ, polinom P4(z) nema nula sa realnim delom ve�im od nule.

Nule funkcije φ(z), odnosno funkcije g(z), ispitujemo pomo�u prin-
cipa argumenta. Svi tehniqki deta	i, koji ,,nedostaju" u slede�em raz-
matra�u, mogu se na�i u k�izi [2], str. 118-122.

Neka je CR kriva u kompleksnoj ravni koja se sastoji od segmenta
[−iR, iR] i od polukruga polupreqnika R, sa centrom u nuli, koji je
odre�en uslovom Rez > 0. Kako P4(z) nema nula u poluravni Rez > 0,
to g(z) nema polova u toj poluravni, pa je PCR

= 0. (Sa PCR
i NCR

oznaqavamo redom zbirove vixestrukosti polova i nula funkzije g u
oblasti ograniqenoj krivom CR.) Koriste�i princip argumenta, odred-
jujemo broj NCR

. Ako doka�emo da je limR→∞NCR
= 0, onda �e za sve

nule funkcije φ(z), odnosno za sve korene karakteristiqne jednaqine
(21) va�iti da je Rez 6 0. Kako pod uslovom za parametar c, A2−4B < 0,
funkcija φ(z) nema nula na imaginarnoj osi, odatle �e slediti tvr�e�e
teoreme.

Oznaqimo sa ωτ (z) =
c2δ2(z+γ)2

P4(z)
e−2zτ . Primetimo da se slika pomenutog

polukruga krive CR preslikava�em ωτ (z) ,,skup	a u taqku" kad R → ∞.
Ostaje da razmotrimo sliku segmenta [−iR, iR]. Kako je

|ω0(iy)| =
∣∣∣∣

cδ(iy + γ)

(iy + γ)(iy + a) + b

∣∣∣∣
2

=
c2δ2(γ2 + y2)

y4 + (a2 + γ2 − 2b)y2 + (aγ + b)2
,

dobijamo da je nejednakost |ω0(iy)| < 1 ekvivalentna sa

y4 + Ay2 +B > 0,

gde su veliqine A i B definisane u formulaciji teoreme. Prema uslovu
teoreme je A2 − 4B < 0, pa je |ω0(iy)| < 1. Zato je i |ωτ (iy)| < 1, xto
znaqi da se slika segmenta [−iR, iR] preslikava�em ωτ nalazi unutar
jediniqnog diska B(0; 1) (pa ne obilazi taqku z = 1). Iz prethodnih
razmatra�a sledi da je varijacija argumenta funkcije g po krivoj CR

jednaka nuli kad R → ∞. Time smo dokazali s obzirom na princip
argumenta, da je limR→∞NCR

= 0, xto znaqi da sve nule funkcije φ(z)
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imaju realni deo ma�i od nule. Dakle, stacionarno rexe�e je stabilno
za svaki τ > 0. ¤

Razmotrimo uslov A2 − 4B < 0 iz prethodne teoreme. Za c = 0 ovaj
uslov je ekvivalentan uslovu, (a− γ) < 2

√
b, a tada nekuplovani sistem

ima stabilnu fokus-fokus stacionarnu taqku. U tom sluqaju postoji
interval za c, c ∈ (0, cτ ), gde je

cτ =

(
a2γ2 − 2b+ 2

√
b(2γ2 + 2aγ + b2)

δ2

) 1
2

,

za koje je stacionarno rexe�e stabilno za bilo koju vrednost τ > 0
(videti slike 10 i 11). Za c = cτ va�i da je ω = ω+ = ω− (teorema
3.3), pa se za tu vrednost parametra c bifurkacione krive ,,sastaju" u
jednoj taqki. U sluqaju kada nekuplovani sistem (c = 0) ima stabilnu
fokus-qvor stacionarnu taqku uslov A2 − 4B < 0 nije zadovo	en ni za
jedno c > 0. Na kraju, u oba ova sluqaja postoji interval za c, c ∈ (cτ , c0)
u prvom i c ∈ (0, c0) u drugom, kada sa pove�a�em τ stacionarna taqka
postaje nestabilna.

3.3 Zak	uqak i diskusija
Analizirali smo stabilnost i bifurkacije stacionarnog rexe�a u

sluqaju dva povezana FitzHugh-Nagumo eksitabilna sistema.
Kod istovremeno povezanih sistema analizom sistema obiqnih di-

ferencijalnih jednaqina dokazano je da mo�e do�i do promene stabil-
nosti rexe�a. Na�ena je kritiqna vrednost c0 parametra kuplova�a
c, kada dolazi do superkritiqne Hopfove bifurkacije. Eksplicitno
su na�ene jednaqine kojima je definisana restrikcija toka na centar
mnogostrukost i u kojima figurixe parametar ε = c − c0. Centar mno-
gostrukost je data jednaqinama x1 = x2, y1 = y2. Stacionarno rexe�e je
stabilno za sve vrednosti c < c0. Za male vrednosti ε > 0 stacionarno
rexe�e postaje nestabilno i pojav	uje se stabilan graniqni krug.

Rezultati analize sistema diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em
dati su teoremama 3.3 i 3.4. Za male vrednosti parametra c i kax�e-
�a τ , jedini atraktor je stabilno stacionarno rexe�e. Dokazano je da
uvek postoji interval za parametar c < c0 kada je za male vrednosti
kax�e�a τ > 0 stacionarno rexe�e stabilno, ali sa pove�ava�em kax-
�e�a stacionarno rexe�e postaje nestabilno. Za vrednosti c > c0
i male vrednosti τ stacionarno rexe�e je nestabilno. Pove�a�e τ
mo�e dovesti do stabilizacije stacionarnog rexe�a (male vrednosti
ε = c−c0 > 0) u indirektnoj subkritiqnoj Hopfovoj bifurkaciji. Tada
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je sistem bistabilan u formi stabilnog stacionarnog rexe�a, nesta-
bilnog graniqnog kruga i stabilnog graniqnog kruga koji ga okru�uje.
Da	e pove�a�e τ (potvr�eno numeriqkom analizom) dovodi do pove�a�a
radijusa nestabilnog graniqnog kruga, odnosno, do fold limit cycle bi-
furkacije ([25], [27]) u kojoj nestaju nestabilan i stabilan graniqni
krug, a stacionarna taqka ostaje kao jedini atraktor. Dakle, dolazi
do prestanka oscilacija zahva	uju�i kax�e�u τ . Da	e pove�a�e τ
dovodi do superkritiqne Hopfove bifurkacije pa stacionarno rex-
e�e ponovo postaje nestabilno. Sa svakim prolaskom parametra τ kroz
kritiqnu vrednost oznaqenu simbolom τ+, par sopstvenih vrednosti sa
negativnim realnim delom postaje par sa pozitivnim realnim delom,
odnosno pove�ava se broj nestabilnih pravaca. Dok svaka kritiqna
vrednost τ− ,,pretvara" par nestabilnih u par stabilnih pravaca. Pri-
metimo da naxa lokalna analiza stabilnosti stacionarnog rexe�a nije
dovo	na za ustanov	ava�e fold limit cycle bifurkacije, kao ni Hopf-
Hopf bifurkacije do koje dolazi u preseku bifurkacionih krivih (ka-
ko pokazuje numeriqka analiza za neke konkretne vrednosti parametara
a, b i γ). Analitiqki, Hopf-Hopf bifurkacija bi mogla biti dokazana
upotrebom restrikcije toka na centar mnogostrukost sistema sa kaxn-
je�em u kojoj figurixu dva parametra.

Tipovi dinamike opisani predlo�enim modelom su upravo oni koji
su uoqeni u realnoj dinamici neurona (poglav	e 2, [24]). Naxa anali-
za je pokazala da ako je veza dovo	no jaka, odnosno ako je prenos im-
pulsa dovo	no jak, onda �e uk	uqiva�em kax�e�a u vezi do�i do os-
cilacija ili sta�a spiking aktivnosti neurona. Da	e, uoqili smo da,
sa odre�enom jaqinom veze i za male vrednosti vremenskog kax�e�a,
mo�e ponovo do�i do eksitabilnog sta�a neurona. Predlo�eni model
se zbog svoje jednostavnosti mo�e koristiti u analizi dinamike ve�eg
broja povezanih neurona.
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Slika 11: Bifurkacione krive τc(c), za parametre: (1) a = 0, 25, b =
0, 005 i γ = 0, 005; (2) a = 0, 25, b = 0, 003 i γ = 0, 003; (3) a = 0, 25,
b = 0, 0015 i γ = 0, 0015; (4) a = 0, 25, b = 0, 00075 i γ = 0, 00075.
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4 Analiza stabilnosti u modelu povezanih
neurona sa malim vremenskim kax�e�em
u vezi

U prethodnom poglav	u je analiziran model povezanih neurona sa
elektriqnom vezom, dat slede�im jednaqinama:

ẋ1 = −x3
1 + (a+ 1)x2

1 − ax1 − y1 + c tg−1(xτ
2),

ẏ1 = bx1 − γy1,

ẋ2 = −x3
2 + (a+ 1)x2

2 − ax2 − y2 + c tg−1(xτ
1),

ẏ2 = bx2 − γy2, (37)
gde je xτ = x(t − τ). Na�ene su kritiqne vrednosti parametara τc(c) za
koje dolazi do Hopfovih bifurkacija. Tako�e su odre�eni tipovi Hop-
fovih bifurkacija. Kako lokalna analiza stabilnosti daje ponaxa�e
sistema samo u okolini bifurkacionih vrednosti, bilo je nepohodno nu-
meriqki utvrditi ponaxa�e sistema za ostale vrednosti parametara.
Dobili smo nekoliko razliqitih tipova dinamike. Pored razliqitih
tipova oscilacija koje nastaju zbog uvo�e�a kuplova�a, a me�aju se zbog
vremenskog kax�e�a, na�ena su dva tipa eksitabilnog ponaxa�a. Kod
prvog je stabilna staconarna taqka jedini atraktor, a kod drugog imamo
stabilnu stacionarnu taqku i stabilan graniqni krug. Tako�e su nad-
jene vrednosti za parametre c > 0 i τ > 0 kada dolazi do prestanka os-
cilacija. Ono xto je va�no jeste da do oba tipa eksitabilnog ponaxa�a,
kao i do prestanka oscilacija dolazi zbog relativno malog vremen-
skog kax�e�a τ . Iz tih razloga je mo�da opravdano aproksimirati
funkciju kuplova�a na slede�i naqin:

f(x(t− τ)) ≈ f(x− τ ẋ).

Na taj naqin bi sistem diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em (37)
bio aproksimiran sistemom obiqnih diferencijalnih jednaqina:

ẋ1 = −x3
1 + (a+ 1)x2

1 − ax1 − y1

+ c tg−1(x2 − τ(−x3
2 + (a+ 1)x2

2 − ax2 − y2 + c tg−1(x1))),

ẏ1 = bx1 − γy1,

ẋ2 = −x3
2 + (a+ 1)x2

2 − ax2 − y2

+ c tg−1(x1 − τ(−x3
1 + (a+ 1)x2

1 − ax1 − y1 + c tg−1(x2))),

ẏ2 = bx2 − γy2. (38)
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Ovakva aproksimacija, nije uvek opravdana qak i za male vrednosti
τ . Opravdanost �enog uvo�e�a analizirana je u opxtem sluqaju, kao
i na primerima, u radu [28]. Na modelu predator-�rtva jednaqina sa
kax�e�em ova aproksimacija je analizirana u [29]. U naxem sluqaju,
kao xto �emo videti, aproksimativni sistem je dobra aproksimacija
za relativno male vrednosti vremenskog kax�e�a i omogu�uje nam da
analitiqki dobijemo sve bitne tipove dinamike polaznog sistema (37).
Rezultati koje �emo ovde prikazati objav	eni su u radu [4].

Glavni rezultat naxe analize sistema (38) je Hopfova (Bautinova)
bifurkacija kodimenzije 2 ([27]) koja se dobija za malo τ . Xtavixe, za
jako male vrednosti vremenskog kax�e�a, bifurkacione krive taqnog
i aproksimativnog sistema se skoro poklapaju, a dinamika im je kvali-
tativo ista.

4.1 Lokalna analiza stabilnosti stacionarnog
rexe�a

Ponovo �emo, kao i u prethodnom poglav	u, razmatrati samo vred-
nosti parametara a, b, γ i c za koje sistem ima samo jedno stacionarno
rexe�e, odnosno kada je

4
b

γ
> (a− 1)2, i c < c1

def
= a+

b

γ
. (39)

Fiksirajmo parametre a, b i γ tako da zadovo	avaju prethodni uslov, kao
i da je sistem bez kuplova�a eksitabilan. Analizira�emo promene sta-
bilnosti stacionarnog rexe�a ili bifurkacije u zavisnosti od param-
etara c i τ .

Linearizacija sistema (38) u okolini stacionarne taqke (0, 0, 0, 0)
ima oblik:

ẋ1 = Fx1 − y1 +Dx2 + Ey2,

ẏ1 = bx1 − γy1,

ẋ2 = Dx1 + Ey1 + Fx2 − y2,

ẏ2 = bx2 − γy2, (40)

gde je
F = −a− c2τ, D = c+ caτ, E = cτ.

Odgovaraju�a karakteristiqna jednaqina je

∆(λ) = ∆1(λ)∆2(λ) = 0,
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pri qemu je

∆1(λ) = λ2 + (γ − F −D)λ+ b− Fγ − γD − bE,

∆2(λ) = λ2 + (γ − F −D)λ+ b− Fγ + γD + bE. (41)

Rexe�a karakteristiqne jednaqine su

λ1,2 =
1

2
[−γ + F +D ±

√
(γ + F +D)2 − 4b(1− E)],

λ3,4 =
1

2
[−γ + F −D ±

√
(γ + F −D)2 − 4b(1 + E)], (42)

tako da je ∆1(λ1,2) = 0 i ∆2(λ3,4) = 0.
Fiksna taqka je nehiperboliqka ako je neka od sopstvenih vrednosti

jednaka nuli ili je imaginarna. Dakle, tra�imo skup

BE0

def
= {(c, τ) ∈ R+ × R+|Reλ(c, τ) = 0, c < c1},

gde je λ = λ(c, τ) neko od rexe�a karakteristiqne jednaqine.
Jednakost ∆1(0) = 0 je zadovo	ena ako je

b− Fγ − gD − bE = 0 ⇔ τc(cγ − aγ − b) = cγ − aγ − b,

odakle sledi, kako je c < c1 = a + b
γ
, da je τ = 1

c
. Faktor ∆2(λ) karak-

teristiqne jednaqine nema korena jednakih nuli ni za jedno pozitivno
c i τ . Zato skup

BE0;p
def
= {(c, τ)|τ =

1

c
, c < c1}

jeste skup svih vrednosti parametara kada je jedna sopstvena vrednost
jednaka nuli.

Jednakost ∆1(iv) = 0 (v > 0) va�i ako je

−v2 + (γ − F −D)iv + b− Fγ − γD − bE = 0 ⇔

v2 = b− Fγ − γD − bE > 0 i (γ − F −D)v = 0.

Ako je c ∈ (a, c1), dobijamo da je τ = c−a−γ
c(c−a)

i v =
√

γ(aγ + b− cγ)/(c− a).
S druge strane, ako c ne pripada intervalu (a, c1), jednaqina∆1 = 0 nema
imaginarnih rexe�a. Osim toga, jednaqina ∆2 = 0 nema imaginarnih
rexe�a ni za jedno c i τ . Zato skup

BE0;h
def
= {(c, τ)|τ =

c− a− γ

c(c− a)
, c ∈ (a, c1)}
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jeste skup svih vrednosti parametara za koje karakteristiqna jednaqina
ima imaginarana rexe�a.

Iz prethodnog sledi da je

BE0 = BE0;p ∪ BE0;h.

Slede�e dve teoreme opisuju tipove bifurkacija za vrednosti para-
metara iz skupa BE0;p odnosno BE0;h.

Teorema 4.1 Za sve vrednosti parametara (c, τ) ∈ BE0;p, sistem (38)
ima raqvastu (pitchfork) bifurkaciju.

(Objax�e�e xta je raqvasta bifurkacija dato je na kraju dokaza ove
teoreme.)
Dokaz. Za sve parametre (c, τ) ∈ BE0;p, karakteristiqna jednaqina koja
odgovara linearizovanom sistemu u okolini (0, 0, 0, 0) ima jedno rexe�e
jednako nula. Da bi smo analizirali tok u okolini te nehiperboliqke
fiksne taqke, koristi�emo metod centar mnogostrukosti.

Posmatrajmo sistem (38) proxiren jednaqinom ε̇ = 0, gde je ε =
τ − 1/c. Posle Maklorenovog razvoja ,,desnih strana" tih jednaqina
do qlanova tre�eg stepena, dobijamo:

ẋ1 = −(a+ c)x1 − y1 + (a+ c)x2 + y2 + (a+ 1)(x2
1 − x2

2) +

+ (
c

3
− 1)(x3

1 − x3
2)− ax3

2 − x2
2y2 + cx2

2x1 − c(a+ 1)εx2
2 +

+ acεx2 + cεy2 − c2εx1,

ẏ1 = bx1 − γy1,

ẋ2 = (a+ c)x1 + y1 − (a+ c)x2 − y2 − (a+ 1)(x2
1 − x2

2)−
− (

c

3
− 1)(x3

1 − x3
2)− ax3

1 − x2
1y1 + cx2

1x2 − c(a+ 1)εx2
1 +

+ acεx1 + cεy1 − c2εx2,

ẏ2 = bx2 − γy2,

ε̇ = 0. (43)

Koriste�i sopstvene vektore koji odgovaraju sopstvenim vrednosti-
ma generisanim vrednostima parametara iz skupa BE0;p, uvedimo trans-
formaciju koordinata

x1 = x− z − t,
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y1 =
b

γ
x+ y − b

γ + λ3

z − b

γ + λ4

t,

x2 = x+ z + t,

y2 =
b

γ
x+ y +

b

γ + λ3

z +
b

γ + λ4

t, (44)

gde je
λ3,4 =

1

2
[−2(a+ c)− γ ±

√
(2a+ 2c− γ)2 − 8b].

Da	e, na sliqan naqin kao u prethodnom poglav	u (podpoglav	e 3.1)
dobijamo da centar mnogostrukost ima slede�i oblik:

W c(0) = {(x, y, z, t, ε) | y = h1(x, ε), z = h2(x, ε), t = h3(x, ε),

hi(0, 0) = 0, Dhi(0, 0) = 0, i = 1, 2, 3} (45)

pri qemu je

h1(x, ε) = −bc

γ
(a+

b

γ
− c)xε+

b

γ2
(a+

b

γ
− c)x3 +

bc

γ
(a+ 1)x2ε+ . . . ,

h2(x, ε) = 0,

h3(x, ε) = 0. (46)

Restrikcija toka na centar mnogostrukost je definisana jednaqi-
nama:

ẋ = F (x, ε) = c(a+
b

γ
− c)xε− (a+

b

γ
− c)x3 − c(a+ 1)x2ε+ . . . (47)

Funkcija F (x, ε) zadovo	ava

∂F

∂ε
(0, 0) = 0,

∂2F

∂ε2
(0, 0) = 0,

∂2F

∂ε∂x
(0, 0) = c(a+

b

γ
− c) 6= 0,

∂3F

∂x3
(0, 0) = −6(a+

b

γ
− c) 6= 0,

xto je potreban i dovo	an uslov da u taqki (x, ε) = (0, 0) dolazi do raq-
vaste bifurkacije ([9], [10]). Tok definisan jednaqinom (47) je lokalno
topoloxki ekvivalentan sa tokom definisanim sa ẋ = εx−x3 (pogledati
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i [27]). Dakle, polazni sistem (38), pod uslovom (39), za sve vrednosti
parametara iz skupa BE0;p u taqki (0, 0, 0, 0) ima raqvastu bifurkaciju.
To znaqi da je za vrednosti τ 6 1

c
(τ − 1

c
dovo	no malo) trivijalno re-

xe�e stabilno, a da za τ > 1
c
(τ − 1

c
dovo	no malo) trivijalno rexe�e

postaje nestabilno i pojav	uju se jox dva stacionarna rexe�a koja su
nestabilna.¤

Teorema 4.2 Za vrednosti parametara (c, τ) ∈ BE0;h sistem (38) ima
ili superkritiqnu ili subkritiqnu ili generalisanu Hopfovu bifur-
kaciju. Xtavixe, postoje vrednosti parametara a, b, i γ takve da
za neki cB ∈ (c0, c1), gde je c0 = a + γ i c1 = a + b

γ
, sistem (38) ima

generalisanu Hopfovu bifurkaciju.

Dokaz. Za parametre (c, τ) ∈ BE0;h karakteristiqna jednaqina koja odgo-
vara sistemu (40) ima samo jedan par imaginarnih rexe�a λ1,2 = ±iv,
v > 0, dok ostala rexe�a imaju realni deo razliqit od nule. Pri tome,
za svako (c, τ) ∈ BE0;h va�i:

d =
dReλ1,2

dτ
|(c,τ) = 1

2

d(−γ + F +D)

dτ
|(c,τ) = c(a− c)

2
< 0. (48)

Zak	uqujemo da sve vrednosti (c, τ) ∈ BE0;h generixu Hopfovu bifur-
kaciju. Tip Hopfove bifurkacije mo�emo odrediti ako analiziramo
normalnu formu sistema na dvodimenzionalnoj invarijantnoj centar
mnogostrukosti.

Dovo	no je da funkcije na desnoj strani polaznog sistema (38) razvi-
jemo u okolini koordinatnog poqetka do qlanova tre�eg stepena

Ẋ = AX +
1

2
Fap,2(X,X) +

1

6
Fap,3(X,X,X), (49)

gde je

X =




x1

y1
x2

y2


 , A =




F −1 D E
b −γ 0 0
D E F −1
0 0 b −γ


 ,

Fap,2(X,X) =




(a+ 1)x2
1 − c(a+ 1)τx2

2

0
(a+ 1)x2

2 − c(a+ 1)τx2
1

0



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i

Fap,3(X,X,X) =




( c
2τ
3

− 1)x3
1 + (cτ − c

3
− caτ)x3

2 − cτx2
2y2 + c2τx1x

2
2

0

( c
2τ
3

− 1)x3
2 + (cτ − c

3
− caτ)x3

1 − cτx2
1y1 + c2τx2x

2
1

0


 .

Sopstveni vektor Q matrice A koji odgovara sopstvenoj vrednosti
λ1 = iv i sopstveni vektor P matrice AT koji odgovara sopstvenoj
vrednosti λ2 = −iv, normalizovani u odnosu na skalarni proizvod
< P,Q >

def
= P

T
Q, imaju oblik

Q =




1
(c− a)(1− iv

γ
)

1
(c− a)(1− iv

γ
)


 ,

P =




v+iγ
4v−iγ

4v(c−a)
v+iγ
4v−iγ

4v(c−a)


 .

Poznato je da vektori Q i Q̄ formiraju bazu centar-podprostora
Ec koji odgovara matrici A, tako da se svaki vektor R ∈ Ec mo�e
predstaviti u obliku

R = αQ+ ᾱQ̄,

gde je α =< P,R >.
Neka je centar mnogostrukost sistema (38) odre�ena jednaqinom X =

H(α, α). Restrikcija tog sistema na centar mnogostrukost, u komplek-
snoj normalnoj formi, mo�e se predstaviti:

α̇ = ivα + l1α|α|2 + l2α|α|4 +O(|α|6). (50)
Ako sa Fap(X) oznaqimo desnu stranu jednaqine (49),

Fap(X) = AX +
1

2
Fap,2(X,X) +

1

6
Fap,3(X,X,X),

i imamo u vidu invarijantnost centar mnogostrukosti, dobijamo:

∂H

∂α
α̇ +

∂H

∂ᾱ
˙̄α = Fap(H(α, ᾱ)). (51)
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Zamenimo sada Tejlorov razvoj

H(α, ᾱ) = αQ+ ᾱQ+
∑

16j+k65

1

j!k!
hjkα

jᾱk +O(|α|6),

sa nepoznatim koeficijentima hjk ∈ C4 (hkj = h̄jk), i normalnu formu
(50), sa nepoznatim koeficijentima l1 i l2, i Fap u jednaqinu (51). Iz-
jednaqava�em koeficijenata uz qlanove istog stepena na levoj i desnoj
strani tako dobijene jednaqine, odre�ujemo koeficijente hjk, l1 i l2.
Tako se dobija da koeficijent l1 ima oblik:

l1 =
1

2
Re < P,Fap,3(Q,Q, Q̄) + Fap,2(Q̄, (2ivI4 − A)−1Fap,2(Q,Q))−

− 2Fap,2(Q,A−1Fap,2(Q, Q̄)) >

=
1

2

[
−(c+ 3)

γ

c− a
+ c− a− γ +

2γ2(a+ 1)2

(c− a)(b+ aγ − cγ)

]

=
γc3 +G1(a, b, γ)c

2 +G2(a, b, γ)c+G3(a, b, γ)

2(a− c)(b+ aγ − cγ)
, (52)

gde je I4 jediniqna matrica reda 4, i gde je

G1(a, b, γ) = −b− 3aγ − 2γ2,

G2(a, b, γ) = 2ab+ 3a2γ + 2bγ − 3γ2 + 3aγ2,

G3(a, b, γ) = −a2b− a3γ + 3bγ − abγ − 2γ2 − aγ2 − 3a2 − γ2. (53)

Ako je l1 6= 0, restrikcija sistema na centar mnogostrukost je lokal-
no topoloxki ekvivalentna normalnoj formi

α̇ = (β + iv)α + l1α|α|2,

za dovo	no malo β. Ova normalna forma opisuje Hopfovu bifurkaciju
ekvilibrijuma α = 0 kada parametar β me�a vrednosti u okolini bi-
furkacione taqke β = 0.

Kako za sve elemente skupa BE0;h va�i (48), tj. da je d < 0, to za
vrednosti parametara (c, τ) ∈ BE0;h takve da je l1 < 0 dolazi do su-
perkritiqne Hopfove bifurkacije, a za koje je l1 > 0 dolazi do sub-
kritiqne Hopfove bifurkacije. Za vrednosti (c, τ) ∈ BE0;h za koje je
l1 = 0 dolazi do generalisane Hopfove bifurkacije.

Imenilac u izrazu za l1 je uvek negativan na posmatranom intervalu
(a, c1). Kako je brojilac polinom tre�eg stepena po c, postoji bar jedna
realna nula c = cB tog polinoma. Da li broj cB pripada posmatranom
intervalu zavisi od parametara a, b i γ. Za a = 0, 25 i b = γ = 0, 02
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bi�e cB = 0, 289024 i taj broj pripada odgovaraju�em intervalu (c0, c1) =
(0, 27, 1, 27). Zak	uqujemo da postoji kritiqna vrednost parametra c u
kojoj dolazi do generalisane Hopfove bifurkacije. Za navedeni izbor
parametara a, b, i γ realizuju se sva tri tipa Hopfove bifurkacije
kako c prolazi intervalom (c0, c1).¤

Napomenimo da i za drugaqiji izbor vrednosti a, b i γ koje se najqe-
x�e uzimaju, kada je sistem FitzHugh-Nagumo eksitabilan, vrednost cB
pripada intervalu (c0, c1) i nalazi se veoma blizu vrednosti c0.

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0

1

2

3

4

c0

τ

c

Oscillator death

c

 

Bautin

supercritical Hopf

subcritical Hopf

fold limit cycle
τ

Slika 12: Bifurkacione krive: (1) raqvaste i Hopfove bifurkacije;
(2) generalisane Hopfove bifurkacije.

Ako predstavimo krivu τ(c) = c−a−γ
c(c−a)

u ravni (c, τ), deo krive od
c = c0 do c = cB odgovara superkritiqnoj Hopfovoj bifurkaciji, dok
deo krive od c = cB do c = c1 odgovara subkritiqnoj Hopfovoj bi-
furkaciji. Kao xto je poznato iz teorije bifurkacija, kod general-
isane Hopfove bifurkacije, osim ove dve Hopfove bifurkacije, pos-
toji kriva kritiqnih vrednosti fold limit cycle bifurkacije, koja kre�e
iz taqke (cB, τB). Za vrednosti parametara izme�u krivih subkritiqne
Hopfove bifurkacije i fold limit cycle bifurkacije, sistem (38) ima
stabilno stacionarno rexe�e oko koga je nestabilan graniqni krug, a
oko koga je stabilan graniqni krug. Generalisana Hopfova bifurkacija
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je prikazana na slici 12.
Napomenimo jox da je teoreme 1 i 2 mogu�e dokazati i u nekim

drugim sluqajevima funkcije veziva�a sigmoidnog tipa. Uslovi koje
bi funkcija trebalo da zadovo	ava jesu: f(0) = 0, f ′(0) > 0, f ′′(0) = 0 i
f ′′′(0) 6= 0.

4.2 Aproksimativni i taqan sistem
Za sistem (37), koji �emo nazivati taqnim sistemom, pod uslovima

(39) u prethodnom poglav	u dobijene su bifurkacione krive, kao i neko-
liko razliqitih tipova dinamike. Prime�eno je da se do karakteris-
tiqne dinamike za ponaxa�e neurona, dva tipa eksitabilnog ponaxa�a,
kao i prestanka oscilacija, dolazi za relativno male vrednosti vremen-
skog kax�e�a τ .

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0

4

8

12

τ2

τ1

τp,app

τH,app

τ

c

Slika 13: Bifurkacione krive taqnog i aproksimativnog sistema.

Uporedimo sada rezultate dobijene analizom aproksimativnog sis-
tema sa rezultatima o taqnom sistemu. Za poqetak, predstavimo bi-
furkacione krive oba sistema u ravni (c, τ) (slika 13). Posmatrajmo
bifurkacione krive taqnog sistema samo za male vrednosti τ . Na slici,
krive oznaqene sa τ1 i τ2 odgovaraju prvom i drugom faktoru karakter-
istiqne jednaqine (30), pri qemu va�i da je dReλ1,2

dτ
< 0 na τ1 i dReλ3,4

dτ
> 0

na τ2, gde su λ1,2,3,4 rexe�a te karakteristiqne jednaqine. Da	e, sa τp,app

59



oznaqena je kriva raqvaste bifurkacije aproksimativnog sistema, a sa
τH,app oznaqena je kriva Hopfove bifurkacije aproksimativnog sistema.

Dakle, prvo xto mo�emo da primetimo jeste da aproksimacija ,,nije
dobra" za sve vrednosti parametara iznad krive τp,app. Naime, cela
familija bifurkacija do kojih dolazi kada drugi faktor karakter-
istiqne jednaqine taqnog sistema ima nehiperboliqke sopstvene vred-
nosti, za sve c < c1, nije ,,obuhva�ena" ovom aproksimacijom.

Sa druge strane, prime�ujemo da se za jako male vrednosti τ , bi-
furkacione krive taqnog (τ1) i aproksimativnog sistema (τH,app) pok-
lapaju. Dakle, postoje vrednosti parametara (c, τ) kada je aproksima-
tivni sistem dobra aproksimacija. Ove vrednosti se nalaze u okolini
kritiqnih vrednosti u kojima se realizuje generalisana Hopfova bi-
furkacija koja je prikazana na slici . To znaqi da se pomo�u teo-
reme 4.2 mo�e objasniti dinamika taqnog sistema u okolini bifurka-
cione krive τ1(c). Tipovi dinamike ,,u okolini" generalisane Hopfove
bifurkacije, subkritiqna Hopfova bifurkacija i fold limit cycle bi-
furkacija, kao i prestanak oscilacija, jesu bax ono xto je numeriqki
utvr�eno da se dexava i kod taqnog sistema.

Posmatrajmo aproksimativni sistem za vrednosti c > cB i malo
τ > 0. Stacionarno rexe�e je nestabilno i jedini atraktor jeste
stabilan graniqni krug u ravni x1 = x2, y1 = y2. Pove�a�em τ do
vrednosti (c, τ) ∈ BE0;h dolazi do subkritiqne Hopfove bifurkacije,
kada stacionarno rexe�e postaje stabilno i pojav	uje se nestabilan
graniqni krug u istoj ravni u kojoj je i stabilan graniqni krug. Sis-
tem je bistabilan, sa stabilnim stacionarnim rexe�em i stabilnim
graniqnim krugom. Da	e pove�a�e τ dovodi do nestanka oba graniqna
kruga u fold limit cycle bifurkaciji. Tada, jedini atraktor jeste sta-
bilno stacionarno rexe�e, odnosno dolazi do prestanka oscilacija ili
fenomena ,,smrt oscilatora" koji je uoqen i kod taqnog sistema. Da	e
pove�a�e vremenskog kax�e�a dovodi do kritiqne vrednosti za raq-
vastu bifurkaciju. Podsetimo: kod raqvaste bifurkacije za vrednosti
parametara koje su ma�e od bifurkacione nula-rexe�e jeste stabilno,
a sa pove�a�em parametra to rexe�e postaje nestabilno i pojav	uju se
jox dva stabilna stacionarna rexe�a. Takve dinamike nema u taqnom
sistemu.

4.3 Zak	uqak i diskusija
Analizirali smo stabilnost i bifurkacije stacionarnog rexe�a

modela povezanih FitzHugh-Nagumo neurona sa elektriqnom vezom. Mo-
del sa diferncijalnim jednaqinama sa kax�e�em u vezi, za male vred-
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nosti vremenskog kax�e�a, aproksimiran je sistemom sa qetiri obiqne
diferencijalne jednaqine.

Rezultati o bifurkacijama aproksimativnog sistema formulisani
su u obliku dve teoreme. Prva teorema odre�uje granicu u ravni (c, τ)
iznad koje je dinamika aproksimativnog i taqnog sistema kvalitativno
razliqita. Druga teorema ustanov	ava generalisanu Hopfovu bifur-
kaciju aproksimativnog sistema. Sistem mo�e da bude eksitabilan (sa
stabilnim stacionarnim rexe�em), oscilatoran (kada je graniqni krug
jedini atraktor) i bistabilan (sa stabilnim stacionarnim rexe�em i
stabilnim graniqnim krugom). Realizuju se subkritiqna Hopfova bi-
furkacija, kao i fold limit cycle bifurkacija. Ovo su osnovni tipovi
dinamike koji su u prethodnom poglav	u utvr�eni i kod sistema sa
diferencijalnim jednaqinama sa kax�e�em.

Dakle, dobijena je dobra aproksimacija sistema diferencijalnih
jednaqina sa kax�e�em, za male vrednosti parametara c i τ : Analizom
aproksimativnog sistema analitiqki su ustanov	eni osnovni tipovi
dinamike taqnog sistema. Rezultati su dobijeni za konkretnu funkciju
veze f(x) = tg−1(x); oni se mogu dobiti i za neku drugu vezu sigmoidnog
tipa, tj. za funkciju za koju va�i f(0) = 0, f ′(0) > 0, f ′′(0) = 0 i
f ′′′(0) 6= 0.

Bifurkacije kodimenzije 2, do kojih dolazi u preseku bifurkaci-
onih krivih taqnog sistema za ve�e vrednosti parametra τ , nisu obu-
hva�ene ovom aproksimacijom. Numeriqki smo utvrdili da su to Hopf-
Hopf bifurkacije. Pretpostav	am da analitiqki dokaz mo�e biti
zasnovan na generalizaciji metoda korix�enog u teoremi 4.2.
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5 Analiza stabilnosti u modelu povezanih
Hind-Rose neurona

U ovom poglav	u analizira�emo stabilnost i bifurkacije modela
dva povezana neurona sa dinamikom znaqajno slo�enijom od FitzHugh-
Nagumo neurona. Za jednu �eliju neurona koristi�emo model Hindmarsh-
Rose, ve� pomenut u drugoj glavi ovog rada:

ẋ = y + 3x2 − x3 − z + I,

ẏ = 1− 5x2 − y,

ż = −rz + rS(x+ 1, 6). (54)

Promen	iva x oznaqava membranski potencijal, y predstav	a tako-
zvane brze jonske struje i z predstav	a spore jonske struje. Parametri
r i S su realni i pozitivni.

Dvodimenzionalni modeli neurona mogu opisati sta�e mirova�a i
oscilatornu dinamiku neurona. Me�utim, za slo�enije ponaxa�e koje
je uoqeno kod realnih neurona, kao xto je periodiqni bursting, model
najqex�e mora biti trodimenzionalan, kao xto je Hind-Rose model.
Parametar I predstav	a spo	ax�u struju i �egovom promenom dolazi
do kvalitativno razliqitih dinamika modela. Za I = 0, sistem ima
jedno stabilno stacionarno rexe�e koje odgovara sta�u mirova�a neu-
rona. U zavisnosti od parametara, ako je I 6= 0, model opisuje sta�e
neurona sa serijom akcionih potencijala koja je haotiqno isprekidana
refraktornim periodima i sta�ima mirova�a (bursting). Ovde �emo
ispitati da li do ovakvih sta�a neurona dolazi i bez uticaja spo	ax-
�e struje, a usled interakcije izme�u neurona, pri qemu se u �ihovu
vezu uk	uquje i vremensko kax�e�e ([6]). U tom sluqaju treba smatrati
da je I = 0, a parametri qija bi promena, eventualno, davala bursting,
bi�e parametar kuplova�a c i vremensko kax�e�e τ .

Analizirajmo prvo sistem (54) za I = 0. Za parametre r i S uze�emo
vrednosti r = 0, 0021 i S = 4. Ovo je uobiqajeni izbor parametara kada
se analizira bursting u modelu Hind-Rose sa spo	ax�om strujom. U tom
sluqaju sistem (54) ima samo jedno stacionarno rexe�e:

(x0, y0, z0) = (−1, 60453, −11, 8726, −0, 01812). (55)
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Posle transformacije x → x− x0, y → y − y0, z → z − z0 i lineari-
zacije tako dobijenog sistema u okolini (novog) stacionarnog rexe�a
(0, 0, 0) dobijamo sistem:

ẋ = (6x0 − 3x2
0)x+ y − z,

ẏ = −10x0x− y,

ż = 4rx− rz. (56)

Karakteristiqna jednaqina koja odgovara sistemu (56) jeste

(λ+ r)(λ+ 1)(λ+ 3x2
0 − 6x0) + 4r(λ+ 1) + 10x0(λ+ r) = 0.

Zame�uju�i vrednosti za x0 i r, dobijamo jednaqinu tre�eg stepena po λ
qija su rexe�a:

λ1 = −18, 2783, λ2 = −0, 0645022, λ3 = −0, 00344365.

Dakle, stacionarno rexe�e sistema (54) je stabilni qvor.
Model dva povezana Hind-Rose neurona sa difuznom vezom, u koju je

uk	uqeno vremensko kax�e�e, definixemo slede�im jednaqinama:

ẋ1 = y1 + 3x2
1 − x3

1 − z1 + c(x1 − xτ
2),

ẏ1 = 1− 5x2
1 − y1,

ż1 = −rz1 + rS(x1 + 1, 6),

ẋ2 = y2 + 3x2
2 − x3

2 − z2 + c(x2 − xτ
1),

ẏ2 = 1− 5x2
2 − y2,

ż2 = −rz2 + rS(x2 + 1, 6), (57)

gde je xτ
i (t) = xi(t− τ), i = 1, 2. Analizira�emo sistem (57) za razliqite

vrednosti parametra kuplova�a c > 0 i vremenskog kax�e�a τ > 0, pri
qemu smatramo da je r = 0, 0021 i S = 4.

Stacionarno rexe�e sistema (57), koje odgovara sta�u mirova�a dva
neurona je

x1 = x2 = x0, y1 = y2 = y0, z1 = z2 = z0.

Posle translacije koordinatnog sistema, tako da stacionarno rexe-
�e bude u taqki (x1, y1, z1, x2, y2, z2) = (0, 0, 0, 0, 0, 0), i linearizacije u
okolini te taqke, dobijamo sistem:
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ẋ1 = (6x0 − 3x2
0 + c)x1 + y1 − z1 − cxτ

2,

ẏ1 = −10x0x1 − y1,

ż1 = 4rx1 − rz1,

ẋ2 = −cxτ
1 + (6x0 − 3x2

0 + c)x2 + y2 − z2,

ẏ2 = −10x0x2 − y2,

ż2 = 4rx2 − rz2. (58)

5.1 Lokalna analiza stabilnosti kada je τ = 0

Analizirajmo stabilnost trivijalnog rexe�a sistema (57) u zavis-
nosti od parametra c, pri qemu pretpostav	amo da je τ = 0.

Karakteristiqna jednaqina koja odgovara sistemu (58) za τ = 0 je

F1(λ)F2(λ) = 0, (59)
gde je

F1(λ) = (λ+ 1)(λ+ r)(λ+ 3x2
0 − 6x0) + 4r(λ+ 1) + 10x0(λ+ r),

F2(λ) = (λ+ 1)(λ+ r)(λ+ 3x2
0 − 6x0) + 4r(λ+ 1) + 10x0(λ+ r)

−2c(λ+ 1)(λ+ r). (60)

Kao xto se mo�e primetiti, prvi faktor u karakteristiqnoj jednaqini
ne zavisi od parametra c. Sva tri korena polinoma F1(λ) su realna i
negativna:

λ1 = −28, 2783, λ2 = −0, 064502, λ3 = −0, 00344965.

Dakle, rexe�a karakteristiqne jednaqine koja zavise od parametra c
jesu koreni polinoma F2(λ). Tako dobijamo da �e karakteristiqna jed-
naqina imati jedno rexe�e λ = 0 kada je

c =
3x2

0 + 4x0 + 4

2
≈ 2, 6527.

Ako potra�imo kada polinom F2(λ) ima par qisto imaginarnih rexe�a,
dobijamo da �e se to desiti ako je

c = c0 ≈ 0, 674522 i c = c1 ≈ 9, 17561.

Kako F1 ne zavisi eksplicitno od c, iz jednakosti
∂F1(λ(c), c)

∂c
F2(λ(c), c) + F1(λ(c), c)

∂F2(λ(c), c)

∂c
= 0,
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dobijamo da va�i

dλ

dc
= − F1

∂F2

∂c
∂F1

∂λ
F2 + F1

∂F2

∂λ

.

Odatle sledi da je
(
dReλ

dc

)

c=c0,λ=iv

> 0.

Zak	uqujemo da je stacionarno rexe�e sistema (57) (za τ = 0) sta-
bilno za sve vrednosti parametra c ∈ (0, c0). Do prve promene stabil-
nosti dolazi za vrednost c = c0, kada se realizuje Hopfova bifurkacija
i stacionarno rexe�e postaje nestabilno.

Prethodna lokalna analiza sistema bez kax�e�a, pokazuje da do
promene stabilnosti stacionarnog rexe�a mo�e do�i samo zahva	uju�i
kuplova�u, to kada je c > c0. Numeriqki se mo�e dobiti npr. da ve� za
c = 0, 7 sistem opisuje bursting dinamiku nurona (slika 14).

Slika 14: x1(t) i z1(t) sa poqetnim uslovom u okolini fiksne, taqke za
c = 0, 7 i τ = 0

5.2 Lokalna analiza stabilnosti za τ > 0

Karakteristiqna jednaqina koja odgovara sistemu (58) za τ > 0 je:

∆1(λ)∆2(λ) = 0, (61)
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pri qemu je

∆1,2(λ) = (λ+ 1)(λ+ r)(λ+ 3x2
0 − 6x0 − c) + 4r(λ+ 1) + 10x0(λ+ r)

±c(λ+ 1)(λ+ r)e−λτ . (62)

Na�imo za koje vrednosti parametara c i τ karakteristiqna jed-
naqina ima imaginarna rexe�a. Zamenom λ = iv u (61) dobijamo da
je ∆1(iv) = 0, odnosno ∆2(iv) = 0, kada je

c(v2 + r2)(v2 + 1) cos(vτ) = ∓(v2 + r2)(Dv2 + E)∓ 4r2(v2 + 1),

c(v2 + r2)(v2 + 1) sin(vτ) = ±v[(v2 + 1)(v2 + r2 − 4r)

−10x0(v
2 + r2)] (63)

gde je E = 3x2
0 − 6x0 − c i D = 3x2

0 +4x0 − c. Ako kvadriramo i saberemo
leve i desne strane jednakosti (63), onda za ∆1(iv) = 0 i za ∆2(iv) = 0
dobijamo istu jednaqinu

v10 + (A2 + r2 + 1− 2k)v8

+(A2r2 + A2 + k2 + r2 − 2kr2 − 2AB − 2k)v6

+(k2r2 + k2 + A2r2 +B2 − 2ABr2 − 2AB − 2kr2)v4

+(k2r2 +B2 − 2Br2 − 2ABr + 2Br2 + 2Br)v2

+B2r2 = c2(v2 + r2)2(v2 + 1)2, (64)

gde je
A = 3x2

0 − 6x0 + 1 + r − c, B = (3x2
0 + 4x0 + 4− c)r

i
k = 3x2

0r − 6x2
0 − cr + 3x2

0 + 4x0 − c+ 5r.

Kako je v2 + r2 6= 0 i v2 + 1 6= 0, posle de	e�a jednaqine (64) sa
(v2 + r2)(v2 + 1) dobijamo jednaqinu xestog stepena

ω3 + (A2 − 2k − c2)ω2 + (k2 − 2AB − c2r2 − c2)ω +B2 − c2r2 = 0,

ω = v2. (65)

Prva jednaqina za c > c0 ima jedno negativno i dva pozitivna rexe�a.
Oznaqimo pozitivna rexe�a jednaqine (65) sa ω1 i ω2. Neka je v−

def
=

√
ω1

i v+
def
=

√
ω2.

Sada, naxavxi rexe�a za v, iz (63) dobijamo dve familije bifurka-
cionih krivih koje odgovaraju redom prvom i drugom faktoru ∆1 i ∆2.

Prva familija definisana je uslovima:
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ako je

sin(vτ) =
v[(v2 + 1)(v2 + r2 − 4r)− 10x0(v

2 + r2)]

c(v2 + r2)(v2 + 1)
> 0, (66)

onda je

τ j1 (v) =
1

v

[
2jπ + arccos

−[(v2 + r2)(Dv2 + E) + 4r2(v2 + 1)]

c(v2 + r2)(v2 + 1)

]
,

j = 0, 1, 2, . . . , (67)

i ako je

sin(vτ) =
v[(v2 + 1)(v2 + r2 − 4r)− 10x0(v

2 + r2)]

c(v2 + r2)(v2 + 1)
< 0, (68)

onda je

τ j1 (v) =
1

v

[
(2j + 2)π − arccos

−[(v2 + r2)(Dv2 + E) + 4r2(v2 + 1)]

c(v2 + r2)(v2 + 1)

]
,

j = 0, 1, 2, . . . . (69)

Druga familija definisana je uslovima:
ako je zadovo	eno (66), onda je

τ j2 (v) =
1

v

[
(2j + 2)π − arccos

(v2 + r2)(Dv2 + E) + 4r2(v2 + 1)

c(v2 + r2)(v2 + 1)

]
,

j = 0, 1, 2, . . . (70)

i ako je zadovo	eno (68), onda je

τ j2 (v) =
1

v

[
2jπ + arccos

(v2 + r2)(Dv2 + E) + 4r2(v2 + 1)

c(v2 + r2)(v2 + 1)

]
,

j = 0, 1, 2, . . . . (71)

Pri tome, u obe familije bifurkacionih krivih umesto v treba
uvrstiti vrednosti v− =

√
ω1 i v+ =

√
ω2. Sada mo�emo prikazati

bifurkacione krive u ravni (c, τ) (slika 15).
Odredimo zatim kada dolazi do direktne, a kada do indirektne Hop-

fove bifurkacije. Diferencira�em karakteristiqne jednaqine (61),
dobijamo jednakost

[
∂∆1

∂λ

dλ

dτ
+

∂∆1

∂τ

]
∆2 +∆1

[
∂∆2

∂λ

dλ

dτ
+

∂∆2

∂τ

]
= 0,
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odakle sledi jednakost

dλ

dτ
=

∂∆1

∂τ
∆2 +

∂∆2

∂τ
∆1

∂∆1

∂λ
∆2 +

∂∆2

∂λ
∆1

.

Pomo�u te jednakosti dobijamo da va�i

sgn

[
dReλ

dτ

]

τ=τc

= sgn

[
Re

(
dλ

dτ

)−1
]

τ=τc

=

= sgn

[
3v4 + 2(A2 − 2k − c2)v2 + k2 − 2AB − c2r2 − c2

c2(v2 + 1)(v2 + 2)

]

τ=τc

. (72)

Oznaqimo sa φ slede�i polinom tre�eg stepena:

φ(ω) = ω3 + (A2 − 2k − c2)ω2 + (k2 − 2AB − c2r2 − c2)ω +B2 − c2r2.

Sada za ω = v2 iz (72) sledi:

sgn

[
dReλ

dτ

]

τ=τc

= sgn

[
φ′(ω)

c2(ω + 1)(ω + r2)

]

τ=τc

.

Na�ene pozitivne vrednosti ω1 i ω2 su zapravo nule polinoma φ(ω).
Mo�e se proveriti da je φ′(ω1) < 0 i φ′(ω2) > 0, pa je

(
dReλ

dτ

)

τc,+

> 0,

(
dReλ

dτ

)

τc,−

< 0,

gde je τc,+ bilo koja vrednost τ j1,2(v+), j = 0, 1, 2, . . ., a τc,− bilo koja
vrednost τ j1,2(v−), j = 0, 1, 2, . . ..

Ako iskoristimo dobijene rezultate lokalne analize za numeriqko
ispitiva�e sistema, dolazimo do slede�ih zak	uqaka. Za vrednosti
c < c0 i bilo koju vrednost τ , stacionarno rexe�e je stabilno, ali
za vrednosti c blizu c0 i dovo	no veliko τ sistem je bistabilan sa
stabilnom fiksnom taqkom i stabilnim graniqnim krugom (nije dobijen
lokalnom analizom). Tako da za ove vrednosti c i dovo	no veliko τ
sistem ,,prolazo" kroz fold limit cycle bifurkaciju, kada se ne me�a
stabilnost stacionarnog rexe�a ali se pojav	uju nestabilan i stabilan
graniqni krug. Prava τ = 0 je tangentna na ovu bifurkacionu krivu
τc(c) u taqki (c0, 0), xto je prikazano na slici 15.

Ako fiksiramo vrednost τ , za koju je sistem bistabilan i pove�avamo
c, dolazimo do kritiqnih vrednosti bifurkacione krive τ1,−, kada sis-
tem ima subkritiqnu Hopfovu bifurkaciju. Nestabilan graniqni krug
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Slika 15: Bifurkacione krive

u ovoj bifurkaciji nestaje i fikasna taqka postaje nestabilna. Stabi-
lan graniqni krug ostaje stabilan, tako da za sve vrednosti c > c0 i
τ < τ1,− jedini atraktor je stabilan graniqni krug. Ako posmatramo
neko c malo ve�e od c0, za male vrednosti τ fiksna taqka je nestabilna
i atraktor je stabilan graniqni krug. Sa pove�ava�em τ dolazi se do
kritiqne vrednosti τ1,− kada sistem postaje bistabilan (slika 16). Sa
da	im pove�a�em τ dolazi se do slede�e bifurkacione krive Hopfove
bifurkacije, kada fiksna taqka ponovo postaje nestabilna, a stabilan
graniqni krug ostaje stabilan.

Bifurkaciona analiza nam je pokazala da do bursting dinamike mo�e
do�i za one vrednosti (c, τ) za koje je stacionarno rexe�e nestabilno.
Tako, na primer, dobijamo da sistem opisuje bursting dinamiku neurona
za vrednosti (c, τ) = (0, 7, 12) (slika 17) koje su ispod prve Hopfove
bifurkacione krive na slici 15 i (c, τ) = (0, 7, 88) (slika 18) koje su
odmah iznad druge Hopfove bifurkacione krive na slici 15.

5.3 Zak	uqak i diskusija
Analizirali smo stabilnost i bifurkacije stacionarnog rexe�a u

dva povezana Hindmarsh-Rose sistema sa kax�e�em u vezi.
Lokalnom analizom stabilnosti stacionarnog rexe�a kod istovre-

meno povezanih sistema (τ = 0) dokazano je da mo�e do�i do promene sta-
bilnosti stacionarnog rexe�a. Na�ena je kritiqna vrednost parametra
kuplova�a c = c0 kada dolazi do Hopfove bifurkacije. Za vrednosti
c < c0 stacionarno rexe�e je stabilno, a za c > c0 stacionarno rexe-
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Slika 16: Dinamika za vrednosti (c, τ) u okolini fold limit cycle i
subkritiqne Hopfove bifurkacione krive

Slika 17: (c, τ) = (0, 7, 12) Slika 18: (c, τ) = (0, 7, 88)

�e je nestabilno. Numeriqki je na�eno da za vrednosti c > c0 sistem
opisuje bursting ponaxa�e neurona.

Analizira�em sistema diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em do-
bijene su kritiqne vrednosti parametara c i τ , u kojima se ralizuju
indirektne i direktne Hopfove bifurkacije. Polaze�i od Hopfovih
bifurkacionih krivih, utvr�eno je da za vrednosti τ > 0 iznad prve
a ispod druge bifurkacione krive i za c u okolini c0, stacionarno
rexe�e jeste stabilno. Numeriqki je ustanov	eno da je sistem tada
bistabilan, sa stabilnim stacionarnim rexe�em i stabilnim graniq-
nim krugom. Za poqetna sta�a u maloj okolini fiksne taqke, rexe�a
su stabilna. Rexe�a sa poqetnim sta�ima izvan te okoline privuqena
su bursting orbitama kao atraktorom. Za vrednosti parametara c i τ za
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koje je sistem nestabilan, kao xto je to ispod prve bifurkacione krive,
ili iznad druge bifurkacione krive, rexe�e sa poqetnim sta�em blizu
fiksne taqke mo�e oscilovati neko vreme sa malom amplitudom pre nego
xto poqne da opisuje bursting dinamiku.

I ovim predlo�enim modelom opisani su razliqiti tipovi dinami-
ke uoqeni kod neurona. Zak	uqeno je da do bursting-a mo�e do�i ili zbog
jaqine veze, ili, pri fiksiranoj jaqini veze, zbog pove�a�a kax�e�a u
vezi.
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Zak	uqak

Od kada je postav	en prvi matematiqki model neurona u obliku sis-
tema diferencijalnih jednaqina, neuroni se prouqavaju kao dinamiqki
sistemi. U drugom poglav	u ovog rada je istaknut znaqaj teorije bi-
furkacija u prouqava�u dinamike neurona. Poznato je da bez obzira
na strukturu i razliqite elektrofizioloxke mehanizme, kod neurona
mo�e do�i samo do neke od qetiri eksplicitno navedene bifurkacije.
Do kvalitativne promene dinamike mo�e do�i putem spo	ax�eg nadra-
�aja kao i zbog me�usobne interakcije izme�u neurona.

Vo�eni znaqajem teorije bifurkacije u prouqav�u jednog neurona u
ovom radu ispitivali smo mogu�e bifurkacije u modelima povezanih
neurona. Postav	eni su i analizirani originalni modeli povezanih
neurona sa uk	uqiva�em kax�e�a u vezu.

Prouqavan je model dva povezana FitzHugh-Nagumo neurona sa elek-
triqnom i hemijskom vezom. Kada nema kax�e�a u vezi neuroni poveza-
ni elektriqnom vezom su monostabilni rezonatori, dok kad su povezani
hemijskom vezom neuroni su bistabilni rezonatori. Zak	uqci koje smo
izveli zasnovani su na lokalnoj analizi stabilnosti stacionarnog re-
xe�a za razliqite vrednosti parametra kuplova�a c, kao i primenom
metode centar mnogostrukosti. Kada je uk	uqeno kax�e�e u vezi, τ > 0,
model je predstav	en sistemom diferencijalnih jednaqina sa kax�e-
�em. U poglav	u 1 je ukratko izlo�ena teorija funkcionalnih difer-
encijalnih jednaqina sa kax�e�em koja je korix�ena u ispitiva�u sta-
bilnosti i bifurkacija ovog sistema. Na�ene su sve kritiqne vrednosti
vremenskog kax�e�a kada dolazi do Hopfovih bifurkacija. Na kraju
je zak	uqeno da do bifurkacija dolazi ne samo zbog jaqine veze nego i
zbog kax�e�a u vezi.

Svu raznovrsnu dinamiku koju nam daje model predstav	en sistemom
diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em, nije mogu�e dobiti lokalnom
analizom koja je izlo�ena u poglav	u 3, pa je da	e u poglav	u 4 pred-
lo�ena aproksimacija ovog sistema sistemom obiqnih diferencijalnih
jednaqina. Lokalnom analizom stabilnosti stacionarnog rexe�a, pri-
menom metode centar mnogostrukosti i metode normalnih formi na�en
je domen parametara za raqvastu bifurkaciju i domen parametara za
subkritiqnu, superkritiqnu i genaralisanu Hopfovu bifurkaciju. Do-
bijen je izuzetan rezultat, da se za male vrednosti vremenskog kax�e�a
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dinamika taqnog i aproksimativnog sistema poklapaju. Time smo oprav-
dali uvedenu aproksimaciju i dokazali neke bifurkacije koje se nisu
mogle dobiti kod taqnog sistema analitiqki. Zak	uqujemo da bi se ista
aproksimacija mogla primeniti i na neke druge modele povezanih neu-
rona, kao i uopxte na sisteme diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em
koji su nam od interesa.

Na kraju smo u poglav	u 5 analizom predlo�enog modela povezanih
neurona dokazali da do bursting dinamike mo�e do�i usled uzajamne in-
terakcije izme�u neurona. Sa uvo�e�em kax�e�a u vezu i analizom sis-
tema od xest diferencijalnih jednaqina sa kax�e�em, dobijeno je jox
da se bursting dinamika dobija i za odre�enu jaqinu veze usled pove�a�a
kax�e�a u vezi. Na�ene su sve kritiqne vrednosti vremenskog kax�e-
�a kada dolazi do Hopfovih bifurkacija.

Dinamika i bifurkacije dobijene u ovako postav	enim modelima
neurona, odnosno neuronskih mre�a su upravo one koje se eksperimen-
talno dobijaju kod neurona. Poznavaju�i naqin prenoxe�a akcionog po-
tencijala sa jednog neurona na drugi, uvo�e�e kax�e�a u vezu u modelu
povezanih neurona se prirodno name�e. Na taj naqin model povezanih
neurona je sa jedne strane jednostavno predstav	en, a sa druge postaje
beskonaqnodimenzionalan dinamiqki sistem pa opisuje komplikovanu
dinamiku i daje bifurkacije mogu�e kod povezanih neurona. Primenom
metode centar mnogostrukosti za sisteme diferencijalnih jednaqina sa
kax�e�em sa dva parametra bi se mogle analitiqki dokazati Hopf-
Hopf bifurkacije koje su u ovim modelima samo numeriqki uoqene.
Kako kax�e�e u vezi opisuje razliqite transfere informacija sa je-
dnog neurona na drugi, primetimo da bi bilo interesantno prouqavati
i modele kod kojih se kax�e�e u vezi me�a u zavisnosti od vremena.

Modeli povezanih neurona koji su predlo�eni u ovom radu, zbog svoje
jednostavnosti bi se mogli primeniti i u prouqava�u velikog broja
povezanih neurona kao xto je to ura�eno npr. u [7].

Naxi rezultati prikazani u poglav	ima 3, 4 i 5 ovog rada su da	e
analizirani npr. u [37], [38], [39], [40], [41], [42], [43], [44], [45].
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