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YBO/I,

Teopuja guHaMUUYKKUX CcHCTEMA, HEJMHEAPHUX HAPIUjaHUX je/IHAYUHA U
GYHKIMOHAHUX jeJIHAYNHA C€ CBE BHIIIE KOPUCTE y MOJEJIOBALY TPUPOIHIX
cucTeMa KOju eBOJIyHpajy v BpeMeny. HajBakHuje je TOCTaBUTH MaTeMaTH-
YKH MOJEeJ Y KoMme he Ha mpaBU/IaH HAYWMH OUTHU OC/IUKAHE CBE CYIITHHCKE
KapaKTepUCTUKe HEKOT MPUPOIHOT CHCTeMa. ¥YImopehuBameM MaTeMaTHIKOT
MoJIeJsIa ca 10JIaliMa, eKCIIEPUMEHTA JI0JIa31 Ce JI0 HEONXO/HUX yCJIOBa U OUT-
HUX TOCTAaBKM 33 MOJIeJ. JacHO je Jia je MOCTaB/baihe aJIeKBATHOT MOJIesa
Moryhe camo nosuBajyhu ce Ha KOHKpeTHE IOJIaTKe U MaTeMaTHIKUM IIPe]I-
CTaB/balbeM MeXaHH3aMa CJI0KEHUX HMPUPOTHUX IPOIEeca Y OHOj MepH y KO-
joj je on ucrpazken. McTo Tako pe3ynTaTH eKCIepUMeHTa YV BEJIUKOM OpPojy
cJlydajeBa He MOI'Y JIaTH je/IHO3HAYaH OJ['OBOP HA MHUTae O TOMe KaKBa je,
3aIlpaBo, MOKpeTavyKa cHara MeXaHM3Ma HeKOI peaJsiHor mporeca. l3yuasa-
BeM ,,JI00puX’ MaTeMaTUIKUX MOJIesIa MOTY €€ U3BECTH BayKHU 3aK/by4IU O
GYHKIMOHUCAIGY HEKOT' IIPUPO/IHOT IIPOIieca.

AtekBaTaH MaTeMATHIKH MOJEN ,,’KUBH’ 0 HEKHM YHYTPAIIBAM 3aKOH-
MMa KOjU OJIparkaBajy KapaKTepUCTU4YHE I[PTe MojiejioBaHOI cuctema. Meby-
TUM, CBECHH CMO TOT'a /Ia MaTeMaTHIKHi MOJIeJI He MOKe OUTH BepHa ,,KoIuja’
CBUX CBOjCTaBa, jep OM TO MHOIO YCJI0XKMJIO MoJe 1. Jlakie, njaeja je y Tome aa
ce He CYBHIIE CJIOXKEHHM MOJIEJIOM YKJ/byde CBU BaxKHU moctojehn dakropu
JIOBOJbHE 3a JedUHUCAe PeaHOI CHCTeMa KOjH je OJ mHTepeca. Y OBOM
pajy uzjoxuhemo kako cmo Kopucrehu jmdepennujajine jejHaumnte ca Ka-
HIHEHEM Yy MOJIeJIOBAbY TTOBE3aHUX HEYPOHA YIIPABO MOCTUL/IN KE/HEHH 1UJb:
JEJIHOCTABHOCT MOJIe/Ia U KBAJUTATUBHO JIOOPO OMUCAJIM JUHAMUKY PeaHOT
cucrema. llomazehu o peannux HeypoHa, OJHOCHO OJI JOKA3aHO ,,100puX’
MaTeMaTHIKAX MOJea HeypOoHa IMOCTABIIN CMO MOJIe/ie TIOBe3aHUX HeypPOHA.
[ToznaBajyhu mpenoc mmmysica ca jeJHOr HeypoOHA Ha JAPYTH IPHPOTHO ce
HAMETHYJI0O ¥ YK/by4HMBambe Kalllihberba y Be3y. Ha Taj nauun namm moje-
JIM TIOBE3aHWX HEYPOHa IMPeJACTaB/beHN Cy CHCTeMHUMa jrpepeHInjajTHnx je-
JIHAYMHA ca KallibemeM. FbuxoBoM anam3oMm J00MJM CMO PA3HOBPCHY -
HAMHUKY KOja je eKCIIEpUMEHTATHO YOUeHA U KOJI PEaJTHIX TOBE3AHUX HeyPOHA.

Y mpBOj IIaBH OBOT' Pajia JaTe Cy OCHOBHe JAedHWHUIMje W Teopeme U3
Teopuje pyHKIMOHJIHUX JudepeHInjaJHuX jeJ[HaunHa ca KanimbemeM. [loce-
OHa rmarkma odpahena je Ha Teopujy CTAOMJIIHOCTU U UCITTUTUBAHHE CTAOMIHOCTH
XUIePOOTHIKOr M HEXUIMEePOOJUIKOT eKBHIHOpUjyMa (MeToJ| IMeHTap MHO-
rOCTPYKOCTH, MeToj, HopMmasuux ¢dbopmu). Ha Kpajy riaBe je 3a crerujaian



cIy4aj HeXuIepoOboInIKOT eKBIUINOPHUjyMa UcKa3aHa XoImdgoBa TeopeMa.

Panu Gosmer pazymeBama TOCTAB/bEHUX MATEeMATHUYKHX MOJeNIa, Y JIPY-
roj rjasu je o0janimbeHo (PyHKIMOHUCAE PEaJIHOI HeYypOHA U Heroba, 0c-
HOBHA CBOjCTBA: €KCHTAOUJIHOCT U ociujaropuoct. Hasejenu cy marema-
TUYKU MOJIEJIM HEyPOHA KOju J0OPO OMHUCYjy OBa HeroBa CBOjCTBA. Y MOJI-
HOTJIABIBY ,,Momenn moBe3aHnx HEYPOHA Ca KAIllIbeheM Y Be3n’ je aHaJIu30M
CBUX TPETXOMHUX Pe3yJTaTa Ha OBOM IMOJbY MCTAKHYT 3HA4YAj W MPETHOCTH
MOJIeJIa TOCTAaB/bEHUX U aHAJU3UPAHUX Y HAPEJHUM IjlaBaMa OBOI' pa/ia.

Y Tpehoj, 4eTBpTOj U 1METOj TJIABU JIATU CY OPUTHHAJIHUA PE3YyJITaTH KOjH
cy nybamkosanu y [3], [8], [4] u [6]. dedunucann cy n anainsupanu Moaenn
MOBE3aHUX HEYPOHA Ca KAllFherheM y Be3U. 3a aHAIN3y cucteMa AudepeHIn-
jaJTHUX jeHAYNHA ca KalllFheheM KOPHIIheHa je oniTa Teopuja (pyHKIIHOHAI-
HUX AudepeHInjaTHux jeJHadYnHa Kao U pa3He TeXHUKe Koje Cy pa3BHjaHe
MOCJIe/IIbUX T'OJIMHA, OJ] Ka/la je MOPacji0 HHTEPEecOBabe 3a HhHUX.

Y MojesioBamby peaiHiX HEeyPOHCKUX MpPerka HEOIXOIHO je ToCMaTpaTu
BeJIUKH OpOj moBe3aHWX HeypoHa. Kopuermiaum cMmo pesyiarare MpUKa3aHe y
Tpehoj riaBu OBOr pajia U aHAJU3UPATIN CUCTEM Ca BEJTUKUM Opojem audep-
EHIUjATHUX jeJHAYNHA ca KalrbemeM y [7]. CBu pesynratu Koju cy y OBOM
pajly IpUKa3aHu Cy U JIPYT'U Jia/be IPOyUYaBaJ/iu IITO je HABEJIEHO Y 3aK/by UKy
paza.

N3pa3 3axBastHOCTH

Xrena OUX J1a U3PA3UM 3aXBAJTHOCT CBUMA OHUMA KOJU Cy MU ITOMOTJIH Y
podecuoHaIHOM U Y JbY/LYyCKOM CMHCJIYy Y MOM Jlocajalirmbem pasy. IIpode-
copy Hukosmm Bypuhy niro je necebudno 1mojeimo cBOjy CTPYYHOCT U HAYUHY
MTPOHUIJBUBOCT €& MHOM, TIITO je YPOAWJIO 3ajeJHUIYKUM pAJIOBAMa, MOjOM
MarucTapcKoOM Te30M KaO W OBOM JIOKTOPCKOM jucepranujoM. Mom MeHTOpY
npodecopy Hebojmu Jlaxkeruhy Koju Me je cCBOjUM HCKYCTBOM, TIpeaHONINy
u u3y3erHoM 1podecnoHaHomny Bojauo y u3pajiu osor paja. [Ipodecopku
Crann HukueBuh, ox koje cam 3a 14 roamna 3ajeHHIKOr paja Ha (akyJi-
TeTy JI00MIa MHOTO MYJPHUX CaBeTa, M3Yy3€THY TOJIPIIKY W pPa3yMeBambe Y
MOM TIe/IarOIIKOM W HaydIHOM pajy. Ha Kpajy ce 3axBasbyjeM MO0joj MOPOJI-
UK KOja MU je CBOjOM JbyOaB/by M MOJPIIKOM Jajia MOTHB M CHAry 3a CBaKH
HOBM HAy4YHM IIPOjeKarT.



1 ®PyuknuoHasiHe audepeHInjaiHe
jeIHaAYNHE ca KallllheHheM

1.1 Jdedunumnuja jeJHaUYMHA Ca KANTHEHEM

Heka cy a < b peannu 6pojeBu, R™ je n-auven3nonaian BEKTOPCKH TTPOC-
top Haja R ca vopmowm |- |, u C([a,b],R™) je BanaxoB mpocTOp HENPEKUTHIX
dbyuknuja Koje mpeciukapajy cermenr [a,b] y R, npu uemy je HOpMa y TOM
npocropy Aebunncana ca |¢| = sup,cpcy |#(0)]. Akojeoc € R, A> 0,7 >0
nzx € C(lo—r,o+ A,R"), ouga 3a cBako t € [0,0 + A] nedunumemo
x; € C([—r,0],R™) momohy

() =x(t+0), —r <0 <0. (1)

Axo je D moackyn ox R x C' u f dynkmuja koja npeciukasa ckyn Dy R™
OHJa ce jJudepeHnujaTHa jeTHAUNHA

30Be (pynkyuonasna dudepenyujanna jednavuna ca xKawrervem (retarded fu-
nctional differential equation niam kpahe RFDE) na D. Pememe jegnadnne
(2) (axo mocrojn) je dynkiumja x € C([o —r, 0+ A],R"), koja je nudepenru-
jabunna Ha [0, 0 + A] u 3a/10BO/baBA jeJHAUNHY 3a CBAKO t € [0,0 + A]. 3a
nare 0 € Ru ¢ € C pehn hemo ga je byuknuja z(o, ¢)(t) pemerme jennaunte
(2) 3a nowemmny epednocm ¢ y TauKu 0 WM PEIlemne Koje npoaasy kpos (o, ¢)
axo je x(o, ¢)(t) pememe jennaunne uva [0 —r,0 + Al n x,(0, ¢) = ¢.
Jennaunua (2) je Beoma ommta w obyxBara: obwdHe gudepeHIujaiHe

jenuauuue (r = 0)
(1) = F(a(t)),

nudepennujaine audepeHiine jeIHauInHe

p(t) = f(Ex(t), 2t —7u(t)), ..., x(t — (1)),
rge je 0 < 75(t) < r, j = 1,2,...,p, kKao u unrerpaiaue judepenuujaise
jeTHAYMHE
0
x(t) = / g(t, 0, z(t+6))do.

Pelin iemo na je jenmaunna (2) aymonomna axo je f(t,¢) = g(¢), rue g
He 3aBHCH €KCIJIUIIUTHO O/ t.

Kako cmo naBejin y npBom macycy, no4eTHa BpeJHOCT Y TAYKU 0 Y CJAy4ajy
RFDE jennaunna je dyHknuja ¢ Koja je 3ajara Ha 1mesoM uaTeppasy [—r, 0].
Jla 61 cMO TO 0OPA3JIOKUIK, TOCMATPAjMO HIIP. jeTHAUHHY

&(t) = Az(t) + Bx(t — r) + f(),
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e cy A, B u r > 0 xoncranre, a [ je Henpekuana ¢yuknuja Ha R. Ako
je ¢ meka 3ajmara dynknuja ua [—r, 0], J0KaXKUMO Ja MOCTOjU je TUHCTBEHA
dbyuxuuja z(¢)(t) (oBa jesHauuna je ayroOHOMHA 1A HE HABOJIMMO O) HA MH-
TepBaIy [—r, 00) Koja ce mokaama ca ¢ ua [—r, 0] u 3a10B0o/baBA jeTHAUNHY.

Bauncra, ako je T pelieme jeJHAYNHE KOje ce ToKjamna ca ¢ Ha |[—r,0],
ouyia Ham opMyJia 3a Bapujanujy KOHCTaHTH (3a obuvne audepeHIujaTHe
jeHaunue) naje

.’L’(t) = (b(t)? te [—7’,0],
z(t) = eMo(0) +/0 A=) [Ba(s —r) + f(s)]ds, t>0.

BaTum ce METOJIOM ,,KOpak 10 Kopak” josa3u 1o dyHKImje @ [—r, +00] —
R"™. Hauwme, na unrepsanay 0 < ¢ < r, GyHKIUja & je jeIMHCTBEHO JaTa ca

z(t) = ep(0) —{—/0 A Bp(s — ) + f(s)]ds.

Kaya 3uamo x ua unTepsaiy [0, 7], MOXKeMO Ja OAPEIUMO T HA UHTEPBAY
[r,2r], wta. Osako pobujena (byHKIMja T 3a0BOJbaBA jeHAUNHY WM j€JMH-
CTBEHA je.

Hagemumo cajia Teopeme 3a €r3uCTEHIN]Y U jeIMTHCTBEHOCT periema REDE,
Ge3 mokasza. /Iokasm OBHX Teopema MOTry ce Bujetn y [1].

Teopema 1.1 (Ersucrennuja) Heka je Q0 omeopen nodekyn 0d R x C u
feC(QR"). Axo je (0,¢) € 2, onda nocmoju pewere jednauune (2) xoje
npoaasu xkpos (o, Q).

Teopema 1.2 (JemuncrBenoct) Hexa je ) omeopen nodexkyn od R x C,
f Q= R" je nenpexudna u f(t, ) je Junwuyosa y 00HoCYy Ha ¢ Ha CEAKOM
komnaxmy us Q. Axo je (0,¢) € Q, onda nocmoju jedurncmeeno pewierve
jednavwune (2) xoje nposasu xpos (o, P).

VY Besu ca dazuum npocropom ko RFDE| nocmarpajMo jeaHaqauny

KOja MMa jeJMHCTBEHO pelleme Kpo3 cBaky Tauky (tg,¢) € R x C amu cy
eHa pemema u x(t) = sint, x(t) = cost. Ako oBa pemiema IpegICTaBUMO
y paBun (z,t) nmahe GECKOHAYHO MHOIO TIpeceKa Ha OUIO KOM HHTEPBAJY
[to, +00), a mHucy mpenruuna. Kako je oBa jeHauMHA AyTOHOMHA IPUPOHO
je mocMarTpaTu opouTe periema, a He TPajeKTopuje, OJHOCHO Tpar peliermna y
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daznom npoctopy X a He rpad pemema y R X X. Heka je daszuu mpoctop
y oBoM mpumepy ckyn R. Op6ura pemema je Uisoz(0, ¢)(t), na ce opbure
pemema z(t) = sint u z(t) = cost noknamajy u3 pasjora jep je sin(t + 7) =
cost. IlojaBibyje ce apyrm npobjem, a To je ga je opbuta permiemha © =
caJprKaHa y opOMTH penrema cost. 3aro ako 3a (a3HU MPOCTOP Y3MEMO
C = C([-5,0],R) opbura permema sint 6uia 6u

,—g <0 <03atel0,+0)}.
Buganmo ma je ckyn I' (ckyn tagaka y nmpocropy C') takohe opbuta perierba
cost. IlrTaBuie, 6WI0 Koje pellleme jeIHAUNHe Koje mpunaga [ Mopa outn
HEKO (Da3HO moMepame pelrema sin t.

OBaj npumep ykasyje Ha TO J1a Kao ¢a3Hu MPOoCTOp aAudepeHnnjagHux je-
JHAYMHA Ca KalllbemeM Tpeba mocMarparu npoctop C HenpeKu HuX (yHK-
nuja.

['={yY e C:9y(0) =sin(t+0)

[IperiocTaBuMo Ja jegHaquHa (2) 3aJ0B0JbaBa YCJIOBE 32 €r3UCTEHITH]Y

U jeJINHCTBEHOCT pelllerba. 3a OmIo Kojy Tauky (o,¢) € () yBeauMo CKyI

Q, “ {p € C: (0,0) € Q}. Ilpecaukasame T(t,0) : Q, — C nedbunucano

ca T(t,0)p = x(0,¢), 3Bahemo npecaurasare pewerwa RFDE (2). Kon
AyTOHOMHEX cucTeMa OHO je nedbunucano ca T'(t)d = xi(¢).

1.2 JImHAMWYKHN CHUCTE€MHU

[Tpe Hero mWTO yBEAEMO MOjMOBE HENPEKUIHOT M JUCKPETHOT JHNHAMHYKOT
cucrema, nedpunncahemo nporec va bBanaxoBom npocropy X.
Hedununmja. Hexa je X Banaxos npocmop, RT = [0, 4+00), Hexa je u :
Rx X xR* — X damo npecaurasarve u nexa je npecaurasarve U(o,t) : X —
X (0 € R, t € R") depunucano ca U(o,t)x = u(o,z,t). 3a npecaurasarve u
Kaotce ce da je npouec na X ako 3adosomasa caedehe ycrose:

1° u je nenpexudmo;
2° U(o,0) =1, 20e je I udenmumuuko npeciurasarbe;
3° U(o+s,t)U(o,s) =U(o,s+t).

[Iponec u je w-nepuoduuan ako nocroju w > 0 takso na je U(o +w,t) =
U(o,t)3acee 0 € R, t € RT.

3a mporec u ce KaxKke Ja je GYmMOHOMHU npouec WIH Henpexudar ou-
namuuky cucmem ako U(o, t) He 3aBUCH O 0, OJHOCHO aKO (paMUIHja TPAHC-

dbopmanuja T'(t) e/ U(0,t) (t > 0) 3amoBospaBa yciiose:



1° dynxmuja T'(t)x je menpekuana na npocropy R x X
20 T(0) = I,
3° T(t+71)=Tt)T (7).

Axo je S : X — X HempekuHO Ipec/JHKaBambe, OHIa ce (daMuanja ure-
panmja {S*, k > 0} 30Be duckpeman dunamuury cucmem.
[IpernocraBumo na dyuknuja [y jennauanan (2) 3a10B0o/baBa yCcJaoBe 3a

er3uCTEHINjy, JeMHCTBEHOCT U HENPEKUIHOCT pemema (o, ¢) kpo3 (o, ¢).

Axko nedunummemo u(o, ¢, 7) e Toir(0,0) 3a (0,0,7) € R x C' x Rt onpga je

u nponec wa C. Oxarosapajyhe npecaukasame U je naro ca U(o,7) = T(o +
7,0), tae je T(t,0) npecimkaBame penewa REDE (2). Tlponec nedunucan
Ha OBaj HAYWH 30BeMO npouec zenepucar ca RFDE (2). Iakie, mporec
nedunucan ayronoMaom RFDE (2) je ayTOHOMHHE MPONEC WM HEIPEKUIaH
JTUHAMAYKA CHCTEM.

Hedununuja. Hewxa je u npouec na X. Tpajexmopuja 7 (0, ) xpos (o, x) €
R x X je ckyn y R x X dedpunucan ca

(o, 2) ={(c +t,U(o,t)z) : t € RT}.
Op6uma v+ (o, ) xpos (o,x) je ckyn y X dedpunucan ca

yHo,2) ={U(o, )z : t € RT}.

Crenujagno ako je u JMHAMHYIKH CUCTEM, OHJA Tpajekropuja 71 (o + s, x)
jecTe TpaHcnammja 3a § Tpajektopmje 71 (o, x) 3a cBako s € R. Takobe,
3a cBako 0 € R opbure vt (o, 2) m v (0,z) cy jennake n Tama opobuTy 03-
HauaBaMo camo ca vt (z).

Tauka ¢ € X je exksuaubpujym WaIn KpumuuHa mMawka TPOIEca U aKo
nocroju 0 € R rako na je v (o,¢) = {c}, omnocuo U(o,t)c = ¢ 3a cBako
t € RT.

Axko nocroje ¢ € R, p > 0, x € X 1ako ga je U(o,t + p)z = U(o,t)x
3a cBe t € RT onma kaxemo ga je tpajekropuja 71 (o, z) p-nepuoduuna. 3a
HENPeKuIHe JUHAMHUYKE CUCTEME BaXKH J1a, je TpajeKTopuja p-IepuoudaHa ako
u camMo ako je oaronapajyha opbura 3aTBOpeHa KpuBa.

Axo je {T'(t),t > 0} munamumuku cucrem Ha X, 3a ckyn ¢ C X pehn
hemo j1a je uneapujarmar CKyn y OJIHOCY Ha OBaj JUHAMHUYKH CHCTEM aKo je
THQ = Q3at > 0. Axo je {T* : k > 0} AucKpeTan THHAMHYKH CHCTEM
Ha X, 3a ckyn (Q C X pehun hemo ja je uHBapujaHTan y OJHOCY HA OBAj
JUHAMUYKHT cucTeM ako je T'Q) = ().



Kaxemo ma ckyn K C X npussauu wiu ampaxyje ckyn H C X axo
3a mpousBosbHO € > 0 mocroju to(H,e) takso na je T(t)H C B(K, e€) 3a
t > tg. Cryn K je 2a06a4mu ampakmop ako je HHBaPUjaHTAH U aTPaKyje cBe
OorpaHuveHe IMOJCKYIoBe o X.

1.3 Teopuja crabuaHoOCTHU

Heka je f: R x C' — R"™ nenpekuua u 3a10B0/baBa aojgarue yciaose ([1])
TAKO /I3 je pelleme je/IHaYnHe

&(t) = f(t, ) (3)

x(o,¢)(t) xpo3 (0,¢), 0 € R, ¢ € R", wenpekuano. IIpermocrasumo jomur aa
je f(t,0) = 0 3a cBako t € R, ognocuo na je x = 0 pememe cucrema (3).

Hedbununuja. Pewewe v = 0 jednauune (3) je cmabuano ako 3a c6ako
o € R u cearo € > 0 nocmoju § = 6(e,0) > 0 maxo da sasrcu

|p] <6 = |x(0,0)| <€ sat>o.

Pewere x = 0 jeduauune (3) je acumnmomeru cmabusno ako je cmabuaio
u nocmoju by = bo(c) > 0 mako da |p| < by nosaauu

z(0,¢) — 0 Kxad t — oo.

Pewere x = 0 je ynudopmmo cmabuino ako § y depunuyuju cmabuimocmu,
ne 3aeucyu od o. Pewerwe x = 0 je ynugopmmo acumnmomcru cmabusHo
axo je YyHudopmHo cmabusrno u arxo nocmoju by > 0 maxo da 3a cearxo n >0
nocmoju to(n) maxo da |¢| < by nosaavu |x(o, P)| < n sa cearot = o+ty(n).

Axo je y(t) Heko pemiemse jeqnaunne (3), ouna hemo pehu ga je ono cma-
buAMo aKo je cTabmIHO pemiembe z = 0 jeHavdnHe

)= f(t, 2 +u) — f(t, 2).

Kao mrro je nmosuaro, mpodsemM cCTaOU/IHOCTH pelIeba je HajIaKIIe PEITuTH
aKo ce caM cucTteM Moxke pemuTu. Kako To y Behunu ciay4ajeBa uHuje moryhe,
KOpHCTUMO Jpyre MeTomne. Koa obuanux audepeHInjaainux je THATHHa TO CY
HIp. 1pBa u Jpyra meroja Jbamynoa. OBie cajia IpBO HABOIUMO T'€H-
epanusanujy japyre meroje Jbamynosa 3a dyHKImonaane audepeHiinjaiHe
jeTHAUYMHE ca KallhemeM.

Heka je V : R x C' — R menpexkuna GbyHKIuja 1 HEKa je x(0, ¢) peliemne

jemnaunne (3) kpo3 (o, ¢). dedunummmvo dbyHKImjy

V(1,0) = limsup & [Vt + b, zean(t, 6)) — Vi(t,22(t,6)]

h—0t



Teopema 1.3 [1] Hexa f : RxC — R"™ npecaurasa Rx (ozparnuyen cxyn y C)
y ozparunen ckyn y R™, u nexa cy u, v, w : Rt — RY nenpexudne dynxyuje,
npu wemy je u(s) >0, v(s) > 0 sa s >0, u u(0) = v(0) = 0. Axo nocmoju
nenpexudna gynrkyuja V : R x C' — R makea da je

u(lp(0))) < V(t,¢) <u(|g]), V(t¢) < —w(|e(0)]),

onda je pewere x = 0 jednawune (3) ynugopmmo cmabuano. Axo u(s) — 0o
kada s — 00 onda je pewerve jednawune (3) ynugopmmo ozparnuneno. Axo
je w(s) > 0 3a s > 0, onda je pewerwe x = 0 yru@opmHo acumnmomcru
cmabuAHo.

Ucta TeopeMa 3a ayTOHOMHE CHUCTeMe IJIaCH:

Teopema 1.4 [1], [2] Hexa je V : C — R wnenpexudna u nexa nocmoje
nernezamuste gynryuje a(s) u b(s) maxse da a(s) — 0o Kada s — 0O U

a(|6(0))) SV (), V < —=b(|6(0))).

Tada je pewerwe x = 0 jednavwune & = f(x;) cmabuano u ceako pewere je
oepanuseno. Axo je jow b(s) > 0, onda ceako pewere Koneepzupa Kka HYAU
kada t — 00.

[Tpumernmo ja ycoB a(s) — oo 06e3beljyje n orpaHnueHoCT perrermba.

Harmomenumo jorr ja Baxku resHepaJjinsaiuja u reopeme JbaiyHoBa o He-
crabusHocTH, Koja ce 3a RF'DE moxe nahu y [1], a cienujasto 3a jeqnaqnne
obJIrKa

@ = fizi(t), ... s za(t), it —mi(1), oo 2t — Ta(t)),
st —=T(t), .. za(t — T(2))), i=1,2,...,n,

uy [2].

[Ipumena Teopeme 1.4 Ha ucnUTUBaAE CTAOMIHOCTU PeEIierha CHCTEMa
nudepeHInjaHIX jeIHAYMHA Ca KalllFheheM MOXKe ce BUIETH Hip. y [5].

Kao u y ciyuajy obunanux audepeHInjaanux jeJHaYlHa, IIOTOTHIM U300-
pom dyHKIHje JbamnyHoBa n npuMeHoMm Teopeme JbamyHoBa 0 CTaOMIHOCTH,
OJIHOCHO HeCTaOUJIHOCTHU, MOTY Ce JI0OKa3aTu TBphema Be3aHa 3a XuiepOoJiu-
YKe TauKe HeJIMHeapHuX u ojroapajyhux jmueapuux cucrema. Kako y oBom
pajy NaxKmby KOHIEHTPHUIIeMO caMo Ha ayToHomue RF'DE. jep naMm je mu/b
aHa/IM3a JUHAMUYKHX CHCTeMa reHepucanux ca RFDE|y HapeTHOM OJe/bKY
pasMaTpaMo JuHeapHe ayTOHOMHE jeTHAdYnHe.



1.4 JIumeapHe ayTOHOMHE jeJHAYUHE

Jluneapua ayronomua RF DE uma gopmy
x(t) = Ly, (4)

rjie je L HempekniHO JTMHEeApHO IpecankaBame u3 C'y R”, a x; je nedbununcano
ca (1).

Heka je ¢ 3agara dbyunkuuja u z(¢) jeauncrseno pemnieme jejnaunne (4)
3a novyeTHy pyHKIujy ¢ y nysu. Tajga, kao u panuje, jedunuinemMo onepaTop
pererba (y TEOPHjH IMHAMIYKIX CHCTEMA OBO MPECTNKABahe Ce Ha3uBa Mok)
T(t) : C — C nomohy jeanakoctn

T(t)¢ = wi(9)-

OBaj onepartop je KOMILIETHO HEIPEKUIAH, Tj. MPECINKaBa OrPDAHUIEHE Y
pesatuBHO KomnakTHe ckynose. Oneparopy T'(t)npuapy:kumMo urpunumes-
umannu zenepamop A 1 D(A) — C nedunucan ca

A6 =l [T(1)6—d], o€ D(A).

t—0

[Ipu Tome je

d
D(A>_{¢ec:d—¢ec, 90y = Lo}, u Ao

d do
0 do

T

Ca p(A) oznauumo pesoasenmmu ckyn oneparopa A, OJHOCHO CKYI CBUX
Tavaka A y KOMILUIEKCHO] PaBHU 3a Koje onepatop Al — A mma orpanmven
HHBEP3 ca JIOMEHOM Koju je cByda ryct y C. OBaj uHBEp3 03HAYABAMO Ca
R\(A) u 30Bemo ra pezoasenmuu onepamop oneparopa A. Komruiement o
p(A) y KOMILIEKCHO] paBHU Ha3uBa Ce€ CIEKTPOM oneparopa A, y o3Hanm
o(A). VY ommrem ciydajy, Kao HITO je MO3HATO, CHEKTAP OLEPATOPa MOZKe
CaJpyKaTH TPU BPCTE Tadaka: nynwkmyainu cnexkmap o,(A) (A 3a xoje Ry(A)
He nocroju), Henpekudnu cnexmap o.(A) (X 3a koje je Ry(A) Heorpanudueno)
u pesudyarnu cnekmap o,.(A) (3a xoje nomen Ry(A) Huje cByga rycr).

Ba cBako A € 0,(A) ca M,(A) hemo o3HauUTH 2eHepasucary concmeeny
nPoOCmMOp KOju OAroBapa A, OJHOCHO HajMammu moarnpoctop oa C' Koju je reHep-
WicaH ejeMeHTHMa BekTopckor mpoctopa Ker((AM — A)F), k = 1,2,... u-
men3ujy mpocropa My(A) 30BeMo aszebapera suwecmpyrkocm o . Eie-
menTe A € 0,(A) 30BeMo concmsene epednocmu onepatopa A. I3omoBame
TauKe IYHKTYATHOD CHEKTPA €4 KOHAYHOIMNMEH3IMOHATHUM TeHEePATHCAHUM
COIICTBEHUM IIPOCTOPUMA 30BEMO CONCMEEHE BPEIHOCTIU KOHAUHO2 MUNG WL
HOPMAAHE concmeene 8pednocmu.



Baxku cnenehe TBpheme:

JIema. Axo je A onepamop dedunucan jeonawurnom (4), onda je o(A) =
op(A) u XA npunada o(A) axo u camo axo A 3adosonasa KaparmepucmuwHy
jeonanumy

detA(N) =0,
2de je A(N) = X — L(eNI). 3a 6uro xoje A € a(A), zeneparucaru con-
cmsenu npocmop My(A) je kKonaunodumenzuonaiar u nocmoju npupodar
6poj k maxas da je My(A) = Ker((A — A)¥) u sasrcu

C = Ker((A — A)") @ R((M — A)F).

Hamomennmo oBjie jour Jia ce MOKe JIOKa3aTH J1a 3a NPOM3BOJbAH Peasan
6poj B mocroju camo KoHauYHO MHOTO A € 0(A) TakBux jna je ReA > 5.

Cayia 31aM0 s1a je concrBenn npoctop My(A) KOHAYHOAMMEH3MOHAJIAH 32
ceaxo A € o(A). Hexka je merosa qumensuja d u nexa je {¢7, ..., )} merosa
6aza. Kako je AM\(A) C M,(A), nocroju koucranTHa d X d marpuna B)
TaKBa Jia je

A®y\ = )\By,

e je &y = (¢7,...,¢)). dame je uz nedununuje oneparopa A
CI))\(Q) = CI))\(O)BBAG, -T < 0 < 0.
Taxobe ce jom mozxke mokazaTu ja je T'(t)®, = ®yePM| ommocno Bazku 1a je
[T(t)®,](0) = ®,(0)eBxTH) <0 <0.

IIpoctop R((M — A)*) je Takohe unpapmjanTan y ogmocy na 1'(t).
Teopema 1.5 Heka je A konawan ckyn {1, ..., \,} concmeenuz epedrnocmu
jednavune (4) u nexa je @y = { @y, ..., Py, }, Ba = diag(By,,...,B,,), 2de
je @y, basa npocmopa My, (A) u By, je mampuua defunucana ca APy, =
®)\ By, 7=1,2,...,p. Tada je A\; jeduna concmeena epednocm 0d By, u sa

buno koju eexmop a je pewerve T(t)Ppa ca nouemnum ycaosom ®ra yt =10
dedpunucaro na (—oo,00) ca

T(t) = ®rePra,
(I)A(Q) = (I)A(O)GBAG, —T<9<0

Ocum moza, nocmoju noonpocmop Qp C C maxas da je T(t)Qn C Qr 3a
ceakot =0 u
C - PA EB QAa

2de je Py ={¢ € C'| p = ®pa, 3a nexu eexmop a}.
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Baksbyuyjemo Ja ce jenHaunHa (4) HA PeHEPATMCAHOM COICTBEHOM IIPO-
CTOpY IOHAINA aHAJOTHO OOMYHOj AudepeHInjanano] jeanadnnn. Jlekowm-
nosuiyja npocropa C' Ha WHBApUjaHTHE IOJIPOCTOPE UIPA MCTY YJIOTY Kao
Kopanosa kanoncka (opma Koj, odndnux JudepeHnujajnux jeHaunHa.
Kao mro 3namo 3 Teopuje oOMUHWX aucpepeHINjaJTHUX jeJHAUNHA, TO je
BeoMa 3HA4YajHO Yy IpoydaBamby jeJHadnHa Koje cy OJUCKe JIMHEAPHUM.

1.5 Ilonamniame periema y OKOJMHYN €KBUJINOPUjyMa

JlokaiHa anaJin3a CTaOUIHOCTH HAM Jlaje TIOHAIIAe Pelllerha jeJHaYnHa
Yy OKOJIMHH HeHuX ekBuinbpujyma (dukcanx tavaka). Kao u kox obud-
HUX JudepeHInjaTHuX je/THAYNHA TOKAKUMO eI3UCTeHIIN]Y CTaOIIHe, HeCTa-
OmTHE, TIeHTAP-CTAOWTHE U IIeHTap-HecTabuIHe MHOTOCTPYKOCTH.

1.5.1 Xwunep0boJuYky eKBUJIUOPUjyMU

Heka je ) okonumna nyze, tj. mHynaa-dyHkmnuje y npocropy C u Heka je
CP(Q,R™) C C?(2,R"™) nornpocrop dynKimja Koje npecankasajy 2y R" u
nMajy OrpaHMYeHe HEIPEKUIHE CBe U3BOJE JI0 P-TOr Pela 3aK/bydHo. IIpoc-
top C} (€2, R™) je Banaxos y ognocy Ha HOpMY |- |, (CympeMyM HOpMa II0 CBEM
U3BOIUMA 710 P-TOT peja 3akibyuno). Heka je F' € CL(Q,R"). Pazmorpumo
jeTHAInHY

o(t) = F(x). (5)

Axoje F(0) = 0, onga je = 0 ekBuMOpUjyM Te jeIHAUMHE U TUHEAPH3AIH]a,
y okonuHu Tauke 0 mMma 00K

x(t) = Lay, (6)

rie je L € L(C,R™), Ly = DF(0).
Pehu hemo na pememe © = 0 jecte zunepboruuky exksusubpujym jeTHa-
gyuHe (5) aKO CBU KOPEHU KapaKTePHCTHYHE je[HadnHe

det AN) =0, A(N) =M — L(e*]),

nUMajy peaJiHe JieJIoBe pa3jindure oJ1 HyJIe.

Axo je © = 0 xumepbosnuku ekBuanOpujym jenuaunse (5) u A ckym cBux
CONCTBEHUX BPEJIHOCTH Ca IMO3UTHBHUM DEATHHM JeJOM (IbHX je KOHAYHO
MHOIO, Ka0 IITO je PEYEeHO y HAIMOMEHH IOCJe JIeMe), OHJA Ce Ha OCHOBY
TeopeMe 1.5 MoxKe W3BPIIUTH AeKoMmo3unuja npocropa C' reHepajTucanuM
ckynom A

C=UaS5,
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e je U = Py, S = Q. Ilorupocrop U 30BeMO Hecmabuaar nomnpocmop
npoctopa C' 1 OH je yBeK KOHATHOINMEH3UOHATIAH, & TMOTIPOCTOP S 30BEMO
cmabuaan nodnpocmop, dume cy jedUHUCAHN ONMEPATOPH IPOjeKIuja Ty :
C—-UmnyU=U,unng:C — SngS =29, g =1—my. CBaka dhyHKHja
¢ € C mowxe ce 3ammcaru kao ¢ = ¢V + ¢°, rie je ¢V € U u ¢° € S.

Ckyn U je ckyn cBuX modeTHHX BpeaHocTH (YHKIHUjA) 3a KOje pellerha
jemnaunne (6) mocroje m ocrajy orpanmdena 3a t < 0; Ta pelrema eKCIIO-
HEHIMJAJIHO TexKe Ka HyJu Kaj t — —oo. Ckyn S je CKyl CBUX IOYeTHHX
BPEJIHOCTH 3a Koje pelierba jepHaunHe(6) mocroje u ocrajy orpaHumdeHa 3a
t > 0, m jormm Ta perierma eKCIOHEHIINjAJIHO TexKe Ka HyJIn Kaj t — 00.

Kopunihemewm Teopeme 1.4, 0JHOCHO reHepaIn3aliijoM TeopeMa JbaryHo-
Ba O CTaOMJIHOCTH W HEeCTaOMTHOCTH, MOTY ce JioKa3aTu cjaejeha TBphema.

Teopema 1.6 Axo cy pearnu derosu kapaxmepucmusne jedHavume Auneap-
noe cucmema (6) nezamuenu, onda je pewerwe x = 0 jednawune (5) acum-
nmomexu cmabusmo.

Teopema 1.7 Axo mehy xopenuma Kaparmepucmuyte jedHauuHe AUHEPAHO2
cucmema (6) uma bap jedar ca NO3UMUBHUM PEALHUM 0EA0M, OHOA je PeuLetve
x = 0 jednanumne (5) necmabumo.

[Tocraspa ce nmurame ja jiu penierba jegnadnna (6) u (5) nmajy ucro Kkas-
UTATUBHO TOHANIAKE Y OKOJIMHU XUIEPOOJIMYKOr eKBUInbujyma. y Teopuju
JIMTHAMWYKUX CHCTEMa ,,MCTO KBAJUTATUBHO MOHAIMame” jgedunuiie ce Tume
Jla TIOCTOju XoMeoMopdu3aM KOju 1yBa apaMeTpHU3aliijy 110 BpeMeHY U Ipec-
JINKaBa OpOUTE y OKOJIMHU XuIepOonmdke (PUKCHE TauKe HeJTUHeapHe je/THa-
YHHe V OpOUTe y OKOJMHHU ucTe (PpUKCHE Tauke ojAroBapajyhe JuHeapHe jej-
naunre. O tome rosopu Xaprman-I'pobmanosa reopema ([10], [11]). Kana
cy y murawy RF DE oBaksa nedunniinja He MoxkKe OuTH Ha cHazu. lmak
HeKa BayKHa CBOjCTBA OpOWTa MOTY OMTH cadyBaHa. 1akKo, MOXKe ce TOKa3aTH
Jla je CKyIl MOYeTHUX BPEJHOCTH OHUX Delllerha jeqHadnte (5) Koja mocroje
u ocTajy y o-okoauuu perrerba r = 0 3a t < 0 jecta audeomopdaH HEKO]
okosimHY HyJie y mpoctopy U, m oBa periema Tex)e Ka HyJu Kaj t — —00.
Uctu pesyarar ce moxe jokazatu 3a t > 0u S.

Heka je x(t,¢) pememe jenmaunue (5) ca modeTHoM Bpeanomhy ¢ 3a
t = 0. J[ledunumemo cmabusar ckyn 1 necmabusar cxyn (PUKCHE TadKe
x = 0 momohy

s def
We0) = {peC:x(¢p) = 0xrangt— oo}

W 0) “ {peC: ) = 0Kant — —oo}.
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3a mary okonmny V ekBmiuOpujyma x = 0, MozxKeMO JeuHuCATH U A0KAAHO
cMabusGH U AOKAAHO HECTNAOUAGH CKYN CA

We(0) < we0,V) = {¢ € W*(0) : 2(¢) € V xan t > 0},

Wi (0) W 0,V) = {p € W0) : z(¢) € V xax t < 0}
Pehn hiemo ga W*(0,V) jecte C*-2padux nad nyC axo moctoje okoImHa
Vi C myC tauke z = 0 u C*-dyuxunja g : V; — C taxsu ja je

W*(0,V)={ e C:¢=g(¢),d eV}

Ba ckyn W*(0,V) xkaxxemo na je manzenman wa myC y 0 ako je
\Ts|/|mu| — 0 kam v — 0y mpocropy W*(0,V). Cauune nedunurmje
Bazke 3a W*(0,V).

Teopema 1.8 Axo je x = 0 zunepboiuvuru exsusubpujym jednavune (5) u
F € CP(Q,R™), onda nocmoju oxoauna V mauxe 0 € C maxsa da W*(0, V)
(00nocno W#(0,V)) jecme C*-zpagux nad myC (0dnocro nad wsC) xoju je
manzenman na Ty C (00nocno na TsC') y mauku x = 0.

Teopema 1.8 omucyje jokany crpykTypy (v okosmuu Tauke x = 0) mio-
Oa/IHO CTAOMTHOT, OJTHOCHO HECTAOMIHOT CKyTa 3a eKBHInOpujyM r = 0; Tn
cKymnosu JiokajHo jecy C*-mmorocrpyxocru.

Baxkno je nHamomenyTu ja y ciaydajy jeJHadnHe ca HapamMeTpom

x(t) = F(xy, A)v

rjie je A\ mapamMerap KOju HpHuIajia HeKOM BaHaxoBOM HpOCTOPY u ﬁ’(gb, 0) =
F(¢), Baxe cBa TBphema U3 OBOT 0Jie/bKa aKo je || moBo/bHO Masm 6poj.

1.5.2 Hexunepboandku eKBUInOpujym

Axko je z = 0 mexunepGoynuku ekBuUgNOpUjyM jeanaudnne (5), oHma ce
MOKe M3BPIIUTH JIeKoMIto3uImja mpocropa C,

C=UDNODS,

rje je U KOHAYHOJAMMEH3MOHAJIAH JIMHEAJ ] HaJl FeHePAJMCAHUM COICTBEHUM
MPOCTOPUMA KOJU OJr0OBapajy KOpeHnMa KapaKTepUuCTHIHe jeTHaYNHE Ca TO-
3UTHBHUM DeaJHuM jaeqoM, N je KOHAYHOJMMEH3WOHAJAH JIMHeaJ HaJ, Tre-
HEPAJUCAHUM COIICTBEHUM IPOCTOPUMA KOJU O/ITOBApajy KOpeHHmMa Kapak-
TePUCTHYHE je/IHAYNHE Ca PEAJTHUM JesoM jeaHakuMm Hyau. OBa JeKOM-
nosunyja jgedunuiie Tpu oneparopa npojeknuje wy : C — UnpU = U,
7y :C — N,aynN=N,ng:C —= S 7sS=5,ny+7n+m7s=1.
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Kao u y nperxoaoMm osiesbky, U je cKyIl ¢BUX MOYeTHUX BpeaHOCTH (hyH-
KIKja) 3a Koje pelnema jeqaaunte (6) mocToje n eKCnoHeHujaTHo Texke 0 Kar
t — —oo. Ckyn S je CKyll ¢BUX HOYETHUX BPEJHOCTH 33 KOje Pellerha je/Ha-
unne (6) mocroje u excrnonennujaano rexe 0 kag t — co. Cxkyn N ce moxe
OMMCATH KA0 CKYTl CBAX MOYETHHUX BPEJIHOCTH 3a Koje perrera jeanadnte (6)
mocToje 3a cBako t € R u ynasbaBajy ce miu nmpubsimzkapajy 0 MamboMm Op3uHOM
0] eKCIIOHEeHTIHjaJTHe.

Hedbununuja. 3a damy oxoruny V mauke 0 € C, aoxarno jaxo cmaburan
ckyn (uau mmozocmpyrocm) Wi (0) «f W=(0,V) exsuaubpujyma x = 0,
jecme ckyn ceur ¢ € C' makxsux da pewerve xi(¢) €V sa t > 0 u excnonen-
Yujaaro meostcu nysu kad t — +00.

Anasorno jieuHIIITIEMO JIOKATHO jaKO HecTabuIat CKy1l (MM MHOTOCTDY-

kocr) Wer(0) = W#(0, V).

loc

Hedbununuja. 3a damy okosuny V mauke 0 € C, sokasna yenmap mro-

eocmpyrocm WE_(0) = We(0,V) exsuaubpujyma x = 0 jednauune (5) jecme

Ct-nodmmnozocmpyrocm xoja je epadur nad N NV y C, koja je maneenmna
Ha N y 0 u A0KaAHO UHBAPUJAHMHA Y 00HOCY HaA MOK dehUHUCAH JEOHAMUHOM

(5). Jpyeum pevuma,
Wie(0)NV ={peC:y=9+h(¢),pe NNV}

2de h : N — U@ S jecme C' npecaurasarve, maxeo da je h(0) = 0 u
Dyh(0) = 0.

Hedbununuja. 3a damy oxoruny V mauxe 0 € C, aokaana uyenmap-
cmabuana mnozocmpyrocm WEE(0) exeuaubpujyma x = 0 jednauune (5)
jecme cxyn y C maxas da je WE.(0) NV C! nodmmozocmpyrocm xoja je
epagur nad (N @ S)NV y C, xoja je maneenmna na N &S y 0 u aokasro

uHsapujarmHa Yy o0nocy na mox. Jlpyeum pevuma,
W )NV={peC:¢p=0¢p+h(¢),pc(N&S)NV}

2de h : N & S — U jeecme C' npecaurasare, maxeo da je h(0) = 0 u
Dyh(0) = 0.

Anasnorno nedpuHAIIEMO JOKAJIHY IIeHTap-HeCTaOUIHY MHOTOCTPYKOCT
WeL(0) exsumbpujyma x = 0 jepnaunne (5).

Ersucreniujy nperxoano geduHrICaAHIX MHOIOCTPYKOCTH 00e30ehyje ciie-
neha Teopema.
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Teopema 1.9 Axo je dynxuuja F y jednaqunu (5) us xaace C*, onda noc-

moju okosuna V- mauxe 0 € C maksa da nocmoje ckynosu WiE(0), WiL(0),
WE(0), WEL0) u WE(0), u onu cy CF-nodmmozocmpyrocmu 0d C. Mnozo-

oc

empyrocmu WES(0) u WiEL(0) cy jeduncmeeno odpehene, dox WE,.(0), WE(0)

loc loc
CS
u WEL(0) mo nucy.

Hamomenumo na ce Bep3uja oBe Teopeme MOYKe JOKA3aTH ¥ 33 jeTHATNHE
ca TapamMeTpoM.

Y HperxoJHOM OJIeJbKy CMO JAJH OJIOBOpP Ha MHTame O CTAaOWIHOCTU
xunepbonyke (hUKCHE TAUKe 3a JIMHeAPHE U HeJUHEPHe jeJiHavYnHe (Teopeme
1.6, 1.7). Crabuianoct nexunepbosndke (DUKCHE TaYKe JIMHEAPHE jeJiHAYIHE
je Takohe mo3HATA Ha OCHOBY CBEra IITO CMO HABEJH O JIEKOMIIO3UIUjH TTPOC-
topa C. Ocraje mpobieM HCTUTHBAA CTAOMIHOCTH HEXUTIEPOOJInIKe PUKCHE
Tadyke HeJIMHeapHe jeTHauYnHe.

[IpermocraBumo 1a je U = &. Taxa cBe opbute y HEKOj oKouHU V' Taduke
0 € C wopajy npunagarn WS (0). Heka je d. nuvensuja mpocropa N; 03-
Haunmo ca @, merosy 6asy. 3unamo aa je T(1)P. = ® P rie je B, marpuna
YHije COTNCTBEHEe BPEIHOCTH MMajy peaJiHe jeoBa Hysda. Moke ce joka3aru

Ja je
WE0)={peENDS:¢=>y+ he(y), he: R* = S, |y| < n},

3a 1) 10BOJBHO MaJio (0BO je neo gokasa reopeme 1.9 y [1]). Tox wa WE,(0) je
onpeben pememnva obnune mndepennujaane jeanadnne (ordinary differen-
tial equation, ODE)

J =By + f(®y+he(y)), yeR™: (7)

QyHKIHTja f ce MOZKe OJIPeJIUTH Ha OCHOBY MOJIa3He jejHavuHe (MOTJIeIaTH
mp. [13], [14], [15]).
Tana Baxku ciiejiehe TBpheme.

Teopema 1.10 [12] IIpemnocmasumo da je pewerve y = 0 jednauune (7)
cmabuano (acumnmomery cmabuano, necmabuano). Tada je mpusujanto
pewerve jednavwune (5) makohe cmabuano (acumnmomery cmabusno, HeCma-
bunHO).

OBaj MeTo/ mcnuTHBama CTAOUIHOCTH Hexurepbomuke (DUKCHE TadKe
HeJTMHeAPHOT CHCTeMa HA3UBa Ce METO, EHTAP MHOTOCTPYKOCTH (32 00H-
une judepennujaane jeqnaunne noraesaru [16]). OBum MeTogoM ymecTo jaa
AHAJTU3UPAMO TOK OECKOHAYHO JUMEH3MOHATHOT JTUHAMHUIKOT CHCTEMa, MPO-
OJieM CBOJIMMO Ha UCIUTUBAME PECTPUKIUjE CHCTEMa HA MEHTAP MHOIOCTPY-
KOCT, OJJHOCHO Ha aHaJIM3y TOKa oOm4He JudepeHiujaine jeiHaunHe.
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Ananmmsa o6nIHEX AudepeHInjaTHIX jeTHATINHA je JTOCTa I0je THOCTABhe-
Ha MpUMeHOM MeToAa HopMmaauux dopmu. OBje heMo y KpaTKuM IipramMma
objacuutu u oBaj meroj. Heka je

r=X(z), zeR", (8)

obuuHa audepeHiujaana jegnadnna, rie je X : R" — R" ¢ynknuja u3 Kaace
C" koja 3amoBosbasa X (0) = 0. ITpumenom Tejroposor passoja dbyukmuje X
y okoJsinau Tauke x = 0 j06ujamo

&= Av + Fy(z) + F3(v) + ... + Foo1(2) + O(|2]"),

riae Fi(z) (i = 2,...,r — 1) npeacraB/bajy 4jiaHOBe (-TOT CTeleHa: ako ca H'
mi ,.m2 m n —
O3HAYMMO BEKTOPCKH IPOCTOP MOHOMA O6mKa 7" x5 ...y, > 0 my = i,

onga je Fy(z) € H'. Jacno, A = DX (0). Yeemumo Tpancdopmanujy
T =Y+ h2 (y)a

rie je ho(y) XOMOreHH TOJMHOM Jpyror cremeHa 1o y. 3amemyjyhu y (8),
JI0OMjaMo:

@ = (id+ Dhy(y))y = Ay+ Ahao(y) + Fa(y + ha(y)) + F3(y + ha(y))
+.o A+ Fa(y + ha(y) + O(lyl"). 9)

[Ipumerumo ja je

Fily + ha(y)) = Fi(y) + O(ly|*™) + ... O(ly|*), 2<k<r—1,

ma je
(id + Dha(y))y = Ay + Aha(y) + Fa(y) + Fs(y)
+.+ Ealy) +O(yl), (10)
rie ¢y Fi(y) (k=3,...,r —1) wianoBu k-TOr CTeneHa H3MEIbeHII TOCTIe YBO-

hemwa rpancdopmanuje. 3a moBosbHo Maio y nocroju (id + Dhy(y))™t, upn

qemy je

(id + Dhy(y)) ™" =id — Dha(y) + O(|y[*).

Bamemyjyhu nocsieamwy jeanakoct y (10) mobujamo ga BaxKu
§ = Ay+ Aha(y) — Dha(y) Ay + Fa(y) + Fs(y) +. ..+ Fo_a(y) + O(ly["). (11)

Kaxko je ha(y) 10 cajga 6usia npousBo/pbHA MOJUHOMHA (DYHKIHja, UIEATHO Ou
OuIJI0 J1a ce OHa MOzKe m3abpaTh TakKo Ja je

Dhy(y)Ay — Aho(y) = Fa(y).

16



[Tocmarpajmo npeciaukaBatbe ho(y) — Dho(y)Ay — Aho(y). Pamu ce o
TO3HATOM JTHHEeapHOM TpecankaBamy Ly : H? — H?,

La(ha(y)) < Dhy(y) Ay — Ahy(y);

dyuknuja #Ha mecHoj crpanu 30Be ce llyaconosa mmm JlmjeBa 3arpaga Bek-
Topckux nosba Ay u ho(y). U3 muneapne anrebpe je mosuaro aa ce H? moxke
IpeJICTABUTHU Ha cienehn Hauun

H? = L,(H?) @ G?,

3a HeKH BeKTopcku mpocrop G C H2 Axo je La(H?) = H?, onza ce Moxke
nahu rpaxena dynkinuja ha(y) Tako ga ce y (11 equMununny ¢Bu 41aHOBH
cTelleHa /Ba. Y ONINTEM CJIydajy ce TO He MOKe yPaJuTH, all Ce MOYKe
HaIPaBUTH Takap u36op (yHxuuje ho(y) ma IpeocTain 4iaHOBH CTeICHa 2
oyny y G?, Fy(y) € G*. Taxko 6u jemnaunna (11) 6ura nojegaocTaBbena,

g =Ay+Fy(y) + E5(y) + ...+ F_1(y) + O(jyl").

OBaj mocrynak ce caja MOKE€ HACTABATH HA WIAHOBE CTEHeHa 3, TPAHC-
dbopmarujom y — y + hs(y), u Tako name, na Baxku caeneha Teopema.

Teopema 1.11 /9], [10] Hexa je sexmopcro nowe X : R™ — R™ uz kaace C”
u nexa je X (0) = 0. Tada nocmoju KoOHAMAH HUS GHAAUMUNKUT MPaHCHop-
Mayuja Koopdunama Kojum ce dugepenvyujarna jeonavuna & = X (x) moorce
CBECNU MG JeOHAYUHY 00AUKA

y=Ay+Fy) + F )+ ...+ )+ O(yl"), (12)
2de je A= DX(0) u F2(y) € G*; G* je xomnaemenm nodnpocmopa L o(HF).

BekTopcko mosbe Ha JecHoj crpanu (12) 30Be ce Hopmasna Gopma noba
X.

Onucanu MeTo/ MOYXKe Ce MPUMEHUTH W HA je/IHAYNHE €A [apPaMeTPOM.

Ko nudepennujanux jeHadunia ca KalllbemheM MeTO HOpMaJHuX ¢o-
PMHU KOPUCTHU C€ y KOMOMHAIM]H Ca METO/IOM HMEeHTap MHOTOCTPYKOCTHU, OJTHO-
cuo npuMemyje ce Ha O D FE Koja meduHuine pecTpukImjy ToKa y 6€CKOHATHO
JUMEH3HOHATHOM (ha3HOM MPOCTOPY HA IMEHTAp MHOIOCTPYKOCT (TIOTjieaTu
unp. [17]). Ilomennmo jonr ga ce nopmasue dbopme 3a RFDE| y3 onpeljeno
nporupemne ha3zHor MPOCTOPa, MOTY H3PAYyHATH JTUPEKTHO, O€3 TMTPeTX0THOT
onpehusama nentap Mmuaorocrpykocta ([18],[19]).
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1.6 XondoBa Teopema

Y 0BOM 0/1e/bKY pa3MaTpaMo CIEeNUjaJIHi CJIy4a] HeXUIepPOOJIMUKOl eKBU-
Jmbpujyma udepeHinjasHe jefHaInHe Ca KAIHeheM Koja CaJApzKu Hapam-
erap.

[TocmaTpajmo jeHaunHy OOJIMKA

i(t) = Fa, my), (13)

rie dyuknuja F = F(a, ¢) uma HenpekujHe mpBe U Ipyre W3BOJE 1O MPO-
MeHBUBIM @ U ¢, 3a « € R u ¢ € C. Heka je jom F(a,0) = 0 3a cBako
a € R. Jlepunumumo L : R x C'— R" ca

L{a) = Dy F(ex, 0)9,

rie je DyF(a,0) usBog dyuxuuje F' 110 ¢ y rauku ¢ = 0. Axo je

oHyia ce jennaunua (13) Moxke HamUCATH y OOJTUKY
#(t) = L(a)ze + flo, @), (14)

[Tox HaBegeHuM mpeTnocTaBKaMa 3a GYHKIHNjy F' Baxku j1a je £ = 0 eKBH-
aubpujym jeaaadune (13), ogrocuo (14). OBje pazmarpamo ciydaj Kajia 0BO
pelerme 3a/10BoJbaBa cienehn ycios.

(H,) KapakrepuctnaHa MaTpuiia Koja oiroBapa JUHEAPHOM JIeJly jeHa-
uune (14), Tj.
Ao, \) = M — L{a)eM ]
jecre C'' dbynknuja y oanocy Ha a, U 3a HeKo g € R marpuna A(ag, \) uma
JIBE 9HCTO UMaruHapHe MPOCTe COICTBEHE BPEIAHOCTH A\g = i1, Ao = —ilyp,
vy > 0. Cse ocrasie concrsene Bpeanoctu A; Marpuie A(ap, \) 3a10Bo/baBajy
YCJIOB \; # Mg 3a CBaKku 1eo 6poj m.

Cnenehe TBpheme je mocienuia TeopeMe 0 UMILTUIUTHO] (PYHKIUjH.

JIema. [Tod npemnocmasxom (Hy) nocmoju 6 > 0 makeo da 3a |a — a| < 0
nocmoju npocma concmeena epednocm N o) mampuye Ao, N), npu wemy
dynryuja X = M) npunada xaracu C' u eascu da je TmA(a) > 0, Mag) =

1.
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Ha ocHoBYy oBe JieMe MOzKeMO H3BPIINTH JeKOMIIO3UIN]jy mpocTopa C Tako
na je C = P, ® Q,, tae cy nornpocropu P, u (), MHBAPHjAHTHU Y OTHOCY
Ha TOK Jie(DUHUCAH JIMHEAPHOM je/IHAYMHOM

(t) = L(a)xy. (15)

[Tornpoctop P, je mumean wam {¢1, @2} Te €y @1 U @2 pelera JTHHeApHe
jemnaunne (15) Koja omroapajy concrBeHuM BpeaHocTuMa A(a), A(a) u obpa-
3yjy 6a3y npocropa P,. Taga ®, = (@1, Y2) MOKEMO NPeACTABATH y OOJIUKY

Do (0) = D,(0)eB@0 9 e [—r, 0],

e je B(a) KBajpaTHa MaTpHIa pea 2 Uhje Cy COTNCTBeHe BpeJHocTH A(x)
u A(). Moxkemo upernocrasuru ja je

B(CY) = l/oB() + Bl(oz),

T o1 [ (a—ag@) (a=an)(e)
By = { 10 ] ., Bi(a) { —(a—ap)y(a) (a—ap)C(a)

rie ¢y ¢ U 7y HempeKuaHo qudepeHnujabuine Ha HHTepBaTy o — o] < 0.
Cazna moxkemo j1a popmysuniemo XordoBy TeOpeMmy.

Teopema 1.12 IIpemnocmasumo da F(a, @) uma nenpexudne npee u dpyze
ussode no «, ¢, nexa eascu (Hy) u nexa je ('(ag) # 0. Tada nocmoju € > 0,
mako da 3a ceaxo a € R, |a| < € nocmoju G, = {a € R : ReA(a) = a, |a —
| < €} u C-pynryuje w(a) u x*(a) na G,, maxse da r*(a) jecne w(a)-
nepuodusno pewerve jednauune (13). Jow je w(ag) = wy = i—g u z*(ap) = 0.

[lojaBa w3jBajarba MEPUOIUYHOI pellelba U3 EKBUJINOPHjyMa, OIMCaHa
0BOM TeopeMoM, 30Be ce Xomdoa budypkramnuja. Cama TeopeMa je jJJoKa3aHa
y [1].

[Tonazehu ox jenmaunue (14) (y3 ce mpernocraske 3a F, ognocuo f),
ojipehuBameM HEHOI TOKAa PECTPUKOBAHOT Ha, y OBOM CJIy4ajy, JIBOJIUMEH-
3HOHAJIHY TIEHTAp MHOTOCTPYKOCT WJIU Kao MTo je To ypaleno y [19], Mmeromom
HOpMasTHuX hbopmu gonazumo jo ciaeaeher rephema. (OBze hemo paan jej-
HOCTABHOCTH, a 0€3 yMAarbemha ONIITOCTH, TPETIOCTABATH Ja je ag = 0.)

Teopema 1.13 IIpemnocmasumo da sascu (Hy) u da je (0) = 0, v(0) > 0,
¢'(0) # 0. Tada je pecmpuryuja moka jednauune (14), na yenmap mozo-
cmpykoem durcre mauke x = 0, npedcmasser Yy NOAGPHUM KOOPOUHAMAMG
(p, &), dedpunucan jednarumnama

po= n¢'(0)p+Kp’+0(’p+|(p, ),
£ = —+0((p,a)l),
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ede ce K uspauynasa dupexmmo uz (14).
Ocum moza, axo je K # 0 (2enepuura Xongosa budyprayuja), onda
nepuoduUHoO pewerve 3adosonasa jednaune

plt.a) = {—C'?ﬂﬂom
£(t,a) = —t+O0(lal?),

npu 4Yemy 6anHcu.

(4)

(i)

ako je ('(0)K < 0 (odnocno ¢'(0)K > 0), nocmoju u jeduncmeena je
nepuoduuna opbuma y oxosunu p =0 3a a > 0 (0dnocro 3a o < 0), a
ne nocmoju 3a « < 0 (0dnocro sa o > 0).

HeMPUBUJato nepuoduuno pewerve u3 (i) je cmabuano 3a K < 0 u
Hecmabuano 3a K > 0.

Iokas Teopeme, Kao u dhopmyie 3a u3padyHaBambe K mory ce nahu y [19].
Jla 6u cmo 6osbe pasymenn oudypramujy 10 Koje gonasuny x = 03aa =0
Pa3/IBOJUMO CJIydajeBe U3 MOCJIe/[Hhe TeOpeMe.

(4)

(i)

(iid)

(iv)

Axko je K > 0 u ¢’(0) > 0, ouya 3a o < 0 pukcHa Tauka je crabuiHa
1 TIOCTOjU HeCTAOMTHO TIEPUOIUIHO pellerhe, a 3a « > () pukcHa Tavka
ocTaje HeCTaOM/IHA U HEMa IMEPUOJINTHOD PEIIerha.

Axko je K <0wu ¢’(0) > 0, onya 3a @ < 0 ukcHa Tauka je crabuiHa u
HEMa LEPUOJIMYHOL pellema, a 3a o > ( pukcHa Tavka 1ocraje Hecra-
OWJIHA U OCTOjU CTAOU/IHO IEPUOUYHO Pellethe.

Axko je K > 0u ('(0) <0, onga 3a a < 0 bukcHa Tauka je HecTabUIHA
U HEMa, HEPUOJIMYHOI pelea, a 3a « > 0 pukcHa Tavka 1MocTaje cra-
OWJIHA U TOCTOjU HECTAOU/IHO TEPUOIUYHO Pellerhe.

Axko je K <0u '(0) <0, onga 3a a < 0 ¢puxcHa Tauka je necrabuina
U TOCTOjU CTAOWJIHO TEePUOJAUYHO pelneme, a 3a o > 0 dukcHa Tauka
nocraje CTabU/IHa U He TIOCTOjJH TEPUOIMIHO PEIlerhe Y HheHOj OKOJIMHH.

VY cayuajesuma (i) u (4i1) Kazxkemo aa je gouuno g0 cybkpumuune Xomdose
oudypkanuje, a ciaydajesuma (17) u (iv) Ja je JOILIO IO CYNEPKPUMUUHE
Xomndose 6udypkrarmje.

Ouurnenno je 1a je 3a npuMeny XomdoBe TeopeMe JTOBOJHFHO H3pATYHATH
K u {’(0). Hekan ce Mmozke uzbehu u pauyname K jep ce U3 IPeTXOIHOT BUJII
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Jla aKo je mo3Hata cTabuIHOCT (puKcHe Taduke 3a o = (), OH/Ia HAM je MO3HATO
1 KakBOr je 3HaKa K.

Caydaj koju je oBje pa3marpaH je reHepumdka Xoidosa Oudypkaiuja
K=Ky, #0.

Hamomennwmo na ce y caydajy K = 0 (dezenepucanu caydaj) Mopa Hac-

TaBUTU Ca HU3padyHaBambeM KoedumujeHata HopMasHe (opme U3 TeopeMe
1.13:

b= ad(O)p+ Kop® ot Koy 4 Olapl(p, )] + [(p, @) *2),
¢ = —1+0((p ).

[Ipumep norneaTu y norsassby 4 oBor paJia.
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2 MoaenoBawme HeypOHaA

2.1 Heypon

Hepsuu cucrem npejcraB/ba KOMILIEKCHY OpraHu3alldjy BeJUKOI Opoja
hemmja. Hepsro tkuBo usrpabyjy apa tuna hesaunja: nepse hesuje (Heyponn)
n Heyporsmje. Heyporimnje cy mHOTO OpOjHHMje 0/ HEypOHA ajud Cy HEYPOHH
OJITOBOPHU 3a cBe (DYHKIHje HEPBHOT CHCTEMA.

Komynukamnuja ymyTap HepBHOT cHCTeMa W W3Mel)y HepBHOr cucteMa u
nepudepuje odaB/ba ce BeoMa OP30, HOCPEJICTBOM €JIEKTPUIHUX CUTI'HAJIA KOjH
ce Ha3UBajy aKIMOHUM IOTEHIUjaJI0OM Ui HepBHUM umiyjicom. Heypounu cy
CIOCOOHM JIa MPEHOCEe OBE UMITYJICE Ca jeJIHOT Ha JIPYTH U Ha Taj HAYUH Ce OCT-
Bapyjy cBe cruemuduyne yjore HepBHOr cucTteMa. (OBa CIIOCOOHOCT HEYpPOHA
jé TmocJIeTNIa CBOjCTaBa HeroBe MeMOpaHe.

Ko neypona, kao u koji Behune hesmja, mocroju moreHnujajiHa pas-
Jinka u3Mely yHyTpanime u crosbalime noppirnie memOpane. Hajuemthe je
YHYTpaIlihba TOBPIINHA eJeKTPOHEraTHBHA Y OJHOCY Ha CIOJballby. Tako
je HIp. HoTeHIHjaJ MeMOpaHe HEypoHa y MupoBamy usMmehy —dHdOmV u
—100mV, rae npea3Hak MHHYC yKa3yje Ha eJeKTPOHEraTUBHOCT YHYTpAalll-
e noppinuHe. lloTeHnujan MmeMOpaHe je moc/eIuIa meHe CeJTeKTUBHE MPO-
IyCT/bUBOCTH 33 Pa3/IMYuTe joHe, 300 KOje MOCTOjU HhUXOBA HejeTHAKA JIUC-
Tpubynuja yuyrap hejnuje u Ban we. Koy Heypona je: KOHIEHTpaIMja KaJiu-
jymosor jona (K1) 20 mo 100 myra seha yuyrap hemuje mero Ban mwe; KOH-
nenrpanuja Harpujymosor jona (Na™) je 5 mo 15 myra Beha y cro/pammocTn
Hero yuyrap hennje, a kounenrpanuja xaopuaaor joa (C17) je 20 g0 100
nyra Beha y crnospanimoctu Hero y hennju. OBakaB aCHMETPpHYAH PACIOPE]]
joHa ca obe cTpaHe MeMOpaHe cTBapa CTaJHY TeHJEeHIN]y jJoHa Ja mpesiase y
MoIpyvje HUKe KOHIIeHTpaIje.

]

dendriti
mnogo

den. okoline

Cimika 1: Heypon
Tunuanu weypon npuma ummnysce on Buine ox 10000 apyrux meypona

IyTeM KOHTaKaTa Ha JIEHIPUTHMA KOjH Ce 30BY CHHAICe (BUIETH CIUKY 1).
Yenen oBUX CHOBAITIBUX HAAparkaja MOKe ce MPOMEHUTHU MOTEHIHja T MeM-
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Opane HeypoHa. Hajpazkaju MaJior HHTEH3UTETa U3a3WBAjy MaJsly IIPOMEHY
MOTEHIMjaa Koja ce Ha3WBa MOCT-CHHANTHYKA noreniujan (PSP) kao mro
je npukazano Ha caunu 2 (Ha caMKaMa je pai JaKIIer Ipramba y3eTo Ja je
y cramby MupoBama norernujai 0). AKo je Hajparkaj BEJIUKOI HHTEH3UTETa
nmosa3u 10 3uadajaor PSP-a, 0HOCHO, KPATKOTpajHe WHBEP3Uje TMOTEHIIN-
jana MeMmOpaHe 0J HeraTUBHE BPEJHOCTH Y CTalby MHUPOBaIba, Y MO3UTUBHY
BPEJIHOCT, KOja Ce HA3UBA AKIUOHU MOTEHIUjaT Win spike (BUIETH CIUKY 3).
AKIMOHM NOTEHIMjal ce He MOXKe CTBOPUTH caM oJ cebe, Beh HMCKJ/bY4YHBO
MOJI, YTUTIAjeM aKIMOHOT MOTEHIINjajla HEKOT JPYror HeyPOHA MJIN CIOJhAIITH-
jer Hagpaxkaja. Vcro tako, ako PSP He mocturhe oapeheny BpeaHocT mpara
HaJIparkaja Wi HuBoa okujama (firing threshold), nehe mohu 10 aknmonor
MOTeHIHjaIa.

0.04 |
0.02
X 000 7/\/?
-0.02

-0.04 4

T T T 1
-50 0 50 100 150 200 250

Cnuka 2: Crame MupoOBama,

0.8+
0.6

0.4

0.0+
-0.2+

0.4

T T T T T T T T T T
-40  -20 0 20 40 60 80 100 120 140

Cnuka 3: AKIIMOHN TOTEHIIH]jaT

AKIIMOHOM TOTEHIHjAJIy TIPETXOAN CIIOPA JIeIoIapu3aliija, TOKOM KOje T0-
TeHIMjaa MeMOpaHe y cTamby MHpOBama JA0Ja3d J0 BPEIHOCTH mpara. laja
HAacTyla IpBa ¢ra3a aKIUOHOI IOTEHIHjajaa, Op3a Jemojapu3aluja TOKOM
KOje MeMOPAHCKH MOTEHIIHjaJl JJOCTHKe o3uTuBHY BpeanocT. Cieneha daza
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aKIIMOHOI TIOoTeHIujaaa je pa3a pemosapu3aiuje y Kojoj ce MeMOpaHCKHU I0-
TeHIUjaa MpubJIMKaBa BPEJIHOCTH Y MHPOBAaIby. 3a BpeMe CIope JIernosap-
uzanuje hejuja je nojagano ocresbuBa. Tokom paze Op3e jenosiapusanuje
U [OoYeTKa peroJiapu3aliije OHa ce HaJla3u y CTaiby alcojiyTHe pedpakrTo-
PHOCTH, Tj. He MOYKe Ja pearyje Ha HOBHW HaJjparkaj 6e3 ob63upa Ha HHEroB
uHTen3uTer. TOKOM ocTajor jiejia penojapusaiuje, hennja je JeTUMHIHO
pedpakTopHa, IMITO 3HAYM Ja OHA MOKe JIa pearyje Ha HOBH HaJpazkaj CaMo
aKo je meros uHTeHsuTeT Behu o1 unTeH3uTera NpBoOr HaJpazkaja. lakie, y
HEKUM CJIydajeBUMa KOJI TUIIMYHOT HeypOoHa MOKe JIohu JI0 pereHepaimje ak-
IIIOHOT TIOTEeHIIHja1a. AKO je CIOJ/ballhbi HAJIPArKa] JJOBO/FHO BEJUKHU JT0JIA3H
JIO TIEPUOIMYHOT ITOHAB/balba AKIIMOHOT MOTEHIHjaa - HePUOJUIHN Spiking
(cnuka 4) wim 10 BeroBor MOHAB/bAA A MEePUOJUMA MUDPOBaa - bursting
(cuka b5).
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t

Cmuka 4: Crame spiking akTHBHOCTH

N

T T 1
600 800 1000

Cmuka 5: Tlepuoguanu bursting

Cowma u JeHIpUTH HeypoHa CaapzKe BETUKH OpPOoj perenTopa Koju MpuMajy
wepsue nmiysce. Ojjiyka 0 ToMme ja Jjim he ce reHepucaTu akKIMOHU MTOTEH-
[Mjaj JIOHOCH ce HAa MeMOpaHu aKCOHCKOT OperkysbKa ajredbapCcKuM cadbupa-
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€M CBHX IOCTCHHAIITUYKHUX HoTeHIujaa. OroBop HeypOHa 3aBUCH jOIT OJT
MHOTO (bakTOpa, Kao HIpP. O BPeIHOCTH IMOTEHIjaa Ha MeMOpaHu, KOHIIEH-
Tpalyje pa3/JnduTUX jJoOHa ca jejiHe u JIpyre crpaHe MembOpane, mopdoJioruje
JIeHIPUTA, JOKanuje yaa3zaux umiysaca uta. Ou bakTopu cy 3HauajHu 3001
TOTa TMITO PA3JIUIUTe OKOJHOCTH U CTPYjeé MOTY JIOBECTH JI0 MCTOT OIrOBOPA
1 OOPHYTO, CJIMYHE CTPYje MOTY JIOBECTH JO PA3JUIUTHUX OJrOBOPA.

2.2 MaremaTn4ku MOJeJII HEYypPOHA

Y Mojie/10Bakby HEYPOHA PA3INKYjeMO TPU Pa3/JudnTa MPUCTYIIA.

[IpBu npucry je j1a ce KopucTehn 3aK0OHE U jeITHAYMHE IPOBOhema CTpyje,
HAIPABUTHU MATEeMAaTUIKU MOJIe]T KOju he, Ha OCHOBY yJa3He CTpyje y HEYpPOH,
JIATU OJITOBOP: JIOILIO je JIO HEPBHOT MMITYJICA WU HUje JONLIO IO HEPBHOT
ummysica. pyrum peunma, ynasuna Benununna gaje wsnas 0 win 1. OBaxsu
MOJIeJTi OM ce MOTJIM KOPUCTUTHU HIIP. 3a MPOyYaBarhe BENITAYKUX HEYPOH-
CKUX Mpezka (BellTavka WHTeTUIeHIIHja).

Jlpyru npuctyn 6m O6MO Ja ce MOJEJIOM INTO 00/he OINUINY KBAHTUTA-
THBHA CBOjCTBa HeypoHa. Jla Ou ce HampaBWoO TaKaB MoJesT Kopucre ce dap-
MaKoJIONIKU 0JjI0Kepu jia OU ce 1POIeHu/Ie JOHCKe CTPYyje KOje HEeyPOH HMA.
Pazymmantum crumysiaiyjaMa HeypoHa MEpU ce KWHETHKa HapaMerapa THUX
cTpyja. YKOJHUKO ce HEeKH O] apaMeTrapa He MOTY H3MepUTH, OHH Ce I0/jle-
MIaBajy TaKo MITO Ce MOPeJI CHMYJIalHja MOCTaB/HEHOI MOJIEIa Ca eKCIepHu-
MeHTOM. Tako mocTaB/heHH MOJET MOYKe JTATH TadHe BPEJIHOCTU HIP. IIpa-
ra Hajpazkaja, aMILIUTY/€ aKIMOHOI HOTEHIMjaJia, BPEIHOCTH CIIOJbAIIHE
CTpyje Koja JTOBOAM MCIUTHBAHU HEYPOH y CTame spiking aKTUBHOCTH WTI.
OBakBH MOIEIN Cy YIJIAaBHOM CJIOXKEHH jep MOopajy Ja o0yXBaTe CBe peJe-
BaHTHE BeJIMYNHE KOje YTUIy Ha IMOHAIAmhe HeyPOHA U OJTHOCE Ce MCKJBYINBO
HA MPOYYaBAHU HEYPOH.

Tpehu npucryn je jia ce MareMaTudKUM MOJEJIOM OLUIILY CBa KBaJIU-
TaTUBHA CBOJCTBA HEypOHa. Y3uUMa ce y 003up He caMo Kajia he jgohu 710
cTBapara HEPBHOT WMITy/Ica, Beh m Kaja ce peajmsyjy cBa CTama HEypPOHA
0 KOjuMa je OMJIO pedn y HPEeTXOJHOM OJesbKy, 0e3 003upa Ha pPa3sHOJIHKY
CTPYKTYpY HeypoHa. Y cBeMy ToMe Tpeba ce TPYIAUTHU J1a MOojes Oye IITO
JeJIHOCTaBHUJU 300 HErOBOI' AHAJIU3UPAbA U JIAJbel' IPUMEhUBAbA. JacHO
je Jla cy OoBaKBM MOJieJIM HeypoHa oJ1 HajBeher mHTepeca.

[IpBu mMaremarudakn mMojen Heypona nocrasuan cy Xonknu (Hodgkin) u
Xakcau (Huxley) 1952. romume ([23]). Mogen je mocrasben kopuihemem
jeIHaunHe O MPOBOJJBUBOCTU CTPYjeé W €KCIIePUMEHTATHUX TeXHWKA Ha Be-
JINKOM HEYPOHY JIUTHe. 300T TOra OH KBAHTUTATUBHO OMHUCYje HEYPOH JIUTTHE,
aJIM 1 MHOI'O KBAHTUTATUBHUX N KBaJIUTATUBHUX OCO6I/IHa HEYPOHa YOIIIITeE.
Cacroju ce ox veTupu obudHe qupepeHIrja ne jeJHadInHe KOjuMa je jedprH-
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UCaH YeTBOPOIVMMEH3NOHATHE JWHAMHUYKE cucTeM. BaxkHa mocieauna mpo-
ydaBamba XONKHHA W XaKCJHja jecTe Ja ce HeYPOH MOXKe MoCMaTpaTH Kao
JIMHAMUYKU CUCTEM U JIa Ce Kao TakaB Moxke npoydaBaru. (CBa HaBejeHa
MOHAIIamkha HEYPOHA CaJla MOYKEMO HCKA3aTH Y TEPMUHOJIOTUJH JUHAMUIKHAX
cucrema. Crame MUPOBarha HEYPOHA OM 0/Ir0OBAPAJIO CTAIMOHAPHOM PETIerhy
WA eKBUIHOpujyMy. MaJjie mpomMene MOTeHIHja a MO/ YTUIAjeM CIIOJbAIlH-
JUX HaJpazKaja, JI0 UCIOJ HUBOA OKHJIaiba, KOoje JI0BOjIe /10 Op30T MmoBpaTaka
Ha BPEJIHOCTH Y CTalby MUPOBatha, MHTEPIPETUPA]Y C€ KAaO CTAOUJIHOCT CTa-
[UOHAPHOI pelierha 3a ojpeheHu omncer mapamerapa.

Y HnperxoHOM O/Ie/bKY HajBUINE Pevu je OMJI0 O OCHOBHOM CBOjCTBY HEY-
pOHA: O TPEHOIIEY U CTBapamy akIHOHOr moreHiujana (cauka 3). OBo
CBOjCTBO Ce 30Be excumabuanocm, aKo MaJja IpoMeHa MOTeHIuja1a 0 Koje
JIOJTa37 yCJaes CIo/balllibel HaJpazkaja, aJu Koja je M3HaJ HUBOA OKHIATha,
JIOBOJIM JI0 BPJIO BeJIMKe U Op3e IpoMeHe HMOTEHIMja/ia U MOBpaTKa Ha Bpe/l-
HOCT y CTarmby MHPOBamba. TakBe JUHAMHUYKE CUCTEMe HA3MBAMO €KCUTAOWJI-
HUM jep UMajy pelllelba Koja IoJjia3e u3 HeKe MaJjie OKOJIMHe cTabuIHe (PUKCHe
TadKe, JaKo ce yJaasbe oJ e y (ha3zHOM MPOCTOpPY, /1a O ce MOTOM BpaTHJia y
bUKCHY TaUKYy.

AKO HEypOH NpUMH JIOBO/BHO jaKy CTPYjy IYTE€M HEPBHUX HUMITYJICA, Hhe-
rOB OJI'OBOP je ONWCAaH Ha CJUNKA 4 W 30BEMO ra HmepuoanvdHa spiking ak-
TuBHOCT HeypoHa. Ca Tadke IVIeUIITa JUHAMHYKHX CHCTEMa, CHCTeM HMa
HECTAOUTHO CTAIMOHAPHO pellehe (BPeJIHOCT MOTeHIHjala Y MUPOBamY) U
CTAOUITHO MEPUOJNIHO Pelllerhe WIN CcTabuian rpanndnn Kpyr (limit cycle).

[To npecranky jiejioBatba CIIOJ/bAIIbEr UMITYJICA, WM aKO Jiohe 10 HeKor
HOBOT, HeypoH Moxke mpehwm w3 jegnor crama y apyru. OBakBe KBaJMTa-
TUBHE TIPOMEHe IOHAallama MpecTaB/bajy Ondypkaiuje TUHaAMUKEe HEypPOHa.
Excurabuino crame u crame spiking akTUBHOCTU WU OCIHJIAIM]A jecy JIBa
OCHOBHA KBAJUTATUBHO PA3/JMYNTa TUNA JUHAMUKe HeypoHa. Ha mpumep,
10 6udypkanuje He Jos1a3u ako HEYpoH upele u3 crama MupoBama (CJuKa
2) y crame IPUKa3aHO HA CJAUIH 3, jep y 00a cjydaja cucreM MMa crabuiaH
ekBuInOpUjyM. Hacynpor Tome ako u3 crarma Ha cjauiy 3 mnpehe y crame Ha
caunu 4, 10110 je 10 6udypkanuje jep je eKBUIUOPUjyM IPOMEHUO CTaOMI-
HOCT, TIPU 9eMy je JONLIO U JI0 CTBaparbha CTAOWIHOT MEePUOIUIHOT Pelllerha
(HoBOT TIOGATHOT arpakTopa). Ca jiyre cTpaHe HEYPOH y CTAby HA CJUIM
2 Huje ekcuTabW/IaH, a y CTamky Ha CJAWIMU 3 jecTe, IPH YeMy ce MOoxKe pehu
Jla ce OH HaJla3W y cramy ,,0;mm3y” oudypkamnuje. /lakie, HEypOHU KOju Cy
eKCUTAOWTHE ce Haja3e 0sm3y OmdypKarmje o1 cTamba MIPOBamba, 10 spiking
aktuBHOCTH. Hapasno tumn 6udypkanuje 3aBucu o/ CTpYKType HeypOHa HIH
merope enekTpoduznosoruje. OHO MTO je UyAeCHO KO HEYPOHA je YNbeHUTIa
Jla MOYKe MOCTOjaTu BeJUKU OpPOj Pas/IMuuTUX eIeKTPOPU3NOJIOMKIX MeXa-
HHU3aMa, aji Ja 1MOCToje caMo YeTHpH pasimdura tuna oudypkanuje ([24],
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[25]). Pesynrar cBera Tora je Ja MOCTOjH MHOIO CTPYKTYPHO PA3TUIUTUX
HeyPOHCKUX hesnja, a peaTuBHO MaJI0 TeHePUUYKHUX MOJe/a.

Yerupu Tuna dudypkanuja npukasaHa cy Ha cjiukama 6-9, riae cy npej-
craB/benn dasnu moprpern npe 6udypkanuje (1eBo), y rauku 6udyprarpmje
(cpenmua) u mocste 6udyprarmje (necuo). Xopu3oHTATHA U BEPTHKATHA 0CA
Cy peJIOM MOTeHIHjaJ HAa MeMOpaHW W IPOMEHJbUBA OIMOpaBKa (CBe ocTasie
BeJINUUHE DEJIEBAHTHE 33 JINHAMUKY HeypPOHA).

(DOC
XA N

Cnuka 6: Cemyio-uBop 6udypkaimja

Crnuka 7: Cemio-4BOp HA IPAHUYHOM KPYTy Omdypkrarnmja

o (edro-usop budyprayujae. Kaga ce mpomenn jaunna yaa3HOT HaIparKa-
ja KoJl HeypoHa WJu johe A0 MpoMeHe HeKUX JPYTuX mapamMerapa, cTa-
omTHA (pUKCHA TadKa IBOP U HECTAOWTHA (PUKCHA TadKa CeJII0 MOCTAjy
jesiHa Hecrabujina ukcHa Tavka cejyio-uBop. llocse Oudypkanuone
BPEJIHOCTH IapaMeTapa jeJIMHU aTPAKTOp je cTabu/aH 'PAaHUYHU KPYT,
O/THOCHO HEYPOH MMa MEePUOJANIHY SPiking aKTUBHOCT.

o (edro-usop na unsapujarmmuom kpyey ougpyprayuja. Ilpe dudypka-
nuje je HecrabU/JIHA MHOI'OCTPYKOCT HecTabu/iHe (PUKCHE Tadke CeJilo,
IJIATKO TIOBE3aHa Ca CTaDUJIHOM MHOTOCTPYKOINIhy cradbujHe bukche
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Crnka 8: CyOokpurununa Xomdopa oudypkamumja

[~

N
NS

Cimuka 9: Cynepkpuruana Xomdosa Oudypkaiuja

Tauke YBop. OBa Oudypkamuja je cJInIHaA MIPETXOIHOj, ¢ TOM PA3TUKOM
Ja y OudypKammoHoj] BPEIHOCTH HapaMeTapa HOCTOju WHBAPHjaHTAH
KPYT KOjU CaJIpzKu cTaOuJIHYy (PUKCHY TAauKy YBOP M HOCJIE TOCTaje CTa-
OWjIaH TPAHUYHU KPYT.

Cybrpumuuna Xongosa bugpypkrayuja. Pamujyc mMamzor HecTaOUIHOT
IPAHUTHOT KPYyTa Ce CMambyje U OH HecTaje, T0K (DUKCHA Tadka U3 CTa-
ousHor pokyca mpejiasu y Hectabusinu (OKyC U ocraje, Kao jejuHu
aTpPaKkTop, cTabujiaH TPAHUIHU KPYT.

Cynepxpumuuna Xongosa obugyprayuja. Cradbumau (okyc moctaje
HecTtabuman GpoKyC u JI07a31 JI0 CTBaApaha MaJIOr CTAOUIHOT TPAHUIHOT
kpyra. Ca nosehamem jadmne yjJa3HOI HaJpazkaja Jjosa3u 10 noseha-
ha pajujyca OBOT KpyTa, /JaKje HeyPOH Ipeja3n ¥ CTAmbe HePUOInIHe
spiking akKTUBHOCTH.

Y upsom u tpehiem ciaydajy, 300r KOersucTeHIuje cramba MUPoBamba (cra-

OusiHe bUKcHe Tauke) U cTamba Spiking (cTabUIHON TPAHUIHOD KpPyra) Karke-
MO Ja je HeypOH bucmabuaan. Y ocTada asa ciaydaja pehm hemo ga je mo-
nocmabusan. Y caydajy Xomdose budypkanyje, jeHe Wi apyre, KaxkeMmo
J1a je HEYPOH pe30Hamop, a 'y MPEOCTATUM J1a je uHme2pamop.

3ak/bydyjeMo jia ce KBaJUTATHBHO J00ap MareMaTUYKH MOJiesl HeyPOHa
MOZKe HAIPABUTH U 0e3 eKCIepUMEHTAJHOT Mepera napaverapa, seh camo
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IbUXOBUM IOJIeIlIaBalbeM TaKo Ja cucreM mMma ojapehenu tun Oudypxrarmuje.
Ha taj maumn n nojegHocTaB/hUBAHEM XOINKWH-XaKCINJEBOT MOJETa J0Ia3-
MO /10 MaTeMaTUu41KuX MO/JdeJ/ia Pa3/JIMYUTUX TUIIOBA HEYPOHA. OB,ZI;G HaBO/IH-
MO HEKe O]I IbHX.

FitzHugh-Nagumo mogzex ([20],[21]):

P = -2+ (a+ 1) —ar—y+1,
y = br—1y.

Mogen je medunucan ca ape obudne mgudepennujaane jeanaunne. [Ipo-
MEH/bUBA X O3HAYaBa MOTEHIHjaJ] HAa MeMOpaHW, a MPOMEH/bUBA Y MPE/I-
CTaB/ba HEKOJIUKO (PUBMUKUX BEJIMYMHA KOje OIUCY]Y €JIEKTPUYHO ITOHAIIAE
JOHCKWX cTpyja HAa MemOpaHu HeypoHa. [lapamerpu a, b u 7y cy mo3uTuBHU
n TakBu Ja cucteMm 3a I = 0 uma camo jeany (pUKCHY TadkKy Koja je yBeK
crabuyiHa U Ja je cucrteM ekcuTabmaaH. 1o 3HaYM /1a MOCTOje peliema Koja
nosiaze (3a t = 0) u3 okosnuHe crabuiHe (PUKCHE TavKe, MHOIO C€ yIasbe O]
we y dasnom npocropy (y osom ciayuajy R?) m omma ce 6p3o Bpahajy na
durcay Tauky. OBo je nmpumep ekcuTabuIHOT cucTema tuna I, a To 3navn
Jla He IOCTOjH jacHa rpaHuia y ¢pa3HoM IpocTopy u3Mehy perrema Koja O6p30
na/1ajy Ha (DUKCHY TAUYKy W eKCUTaOMIHuX pemema. Ca [ je o3nadena cro-
Jpamima crpyja. Ca mosehamem [ mgonasum jgo Xomndope Oudypkrammje, ma
dukcHa TayKa 10cTaje HecTabujiHa U 1ojaBbyje ce crabujian 'PAaHUYHU KPYT,
OJHOCHO, JI0JIa3U JIO OCIUJIAIN]A.

Terman-Wang mozes ([26]):

i = -1 +3r—y+2+1,
y = ela(l+tanh(z/B)) —yl.

N oBaj mojzen je nedunucan ca ae obudHe aucpepeHnnja He je THATITHE.
[IpomenmuBe z, y uMmajy ucto 3Hademe kao Koj FitzHugh-Nagumo momerna.
[Tapamerpu o, S u € cy TaKBH Jla CUCTEM MMa JBe (DUKCHE TAYKe CEJIJI0 U IBOP,
n 1a je cucrem ekcutabuiaan. Ca moBehaBamewm crospalime crpyje I monasn
J10 OudpypKamuje TUna Cceja0-4BOp Ha rpaHudHoM Kpyry. OBo je mpumep
eKCUTAOMJTHOT CUCTeMa THIIA [, IITO 3HAYH J1a MOCTOjU TPaHUIA H3MeDy peri-
ema Koja 6p30 majaajy Ha cTabUIHY (DUKCHY TAUKy M eKCHTAOMTHHUX Pellerha.
Ta rpanuna je rpanuydnu Kpyr Kome HPHUIAJA]y U CTaOU/IHA U HecTaOU/IHA
dukcHa TavKa.
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Hindmarsh-Rose moge ([22]):

T o= y+322—ad— 241,
= 1-52"—y,
z = —rz+rS(x+1,6).

[Tpomen/puBa x 03Ha4YaBa MeMOPAHCKHU MOTEHIIUjAJI, Y TTPEJICTAB/ba TaKO3-
Bane Op3e joHcke crpyje kKao mro cy Na® mamm KT, a z npencrapba crope
joucke crpyje xao unp. Cat. Ilapamerpu r u S cy NO3UTHBHE W TaKBU Ja
crope ocuujanuje npoMen/buse z npebayjy nojgcucrem aedunucan ca (z,y)
U3 1epuojia ociuialuja y nepuoje Mupoama. Jlakie, oBje ce cMmemyjy JiBa
OCHOBHa KBAJINTATUBHO PA3JIMYUTA THUIIA TOHAIIakha HEYyPOHA 3aXBaJbyjyhn
Tpehoj nmpomenspuBoj. OBa aKTUBHOCT HEYPOHA MOMEHYTA je y MPETXOTHOM
ofe/bKy ¥ HasBaHa bursting. Ca [ je o3HadeHa crnospailimba cTpyja. Kama
je I =0, cuctem uma camo jeiHy cTaOWIHY (DUKCHY TauyKy W OHA OJrOBapa
CTamby MUPOBalba HEYPOHA.

2.3 Be3se mehy HeypoHUMa 1 BbUXOBO MOJI€JIOBAHE

OyunknuoHaHa Be3a uaMel)y 1Ba HeypoHa je cuHarnca. [locToje aBa Tuma
CUHAICU: eJeKTPUUIHE U XeMHUjCKe.

EnexkrpuunuMm cunalicama cy Be3aHa JiBa HEYPOHA KOja Cy y HEIOCPE/IHO)]
osmsuan. MemOpane Tux hesnuja cy y aupektroj Besu. OBe cwHAIICE BPJIO
JIAKO TPEeHOCce HepBHE UMITy/ice. Jak u eJleKTpuUHe Be3e MOTY OMTH pasJiu-
YUTe Ta ce Y IHUXOBOM MOJIEJIOBAIbY MpaBe Pa3jnKe. 3a TAKO3BAHO du@dy3Ho
sesusere (WM Kyn.aoearve) KOPUCTH ce (pyHKIH]ja

f($1,$2) =T — T2,

JIOK C€ 3a CUu2MOUH0 Kyn.aosarve ynorpebbaa (QyHKITHN)a

far,20) = tg™" (22),

rjie Cy ca T1 W To O3HAYeHe MPOMEHJ/bUBE - BPEIHOCTH MeMOPAHCKOT TOTEH-
ujajga TPBOT U JAPYTOT HEYPOHA.

XeMmujcke cUHAICe Cy TJIABHU THUI Be3WBamba Yy HEPBHOM cucTeMy. Ko-
MyHukanuja usmely e hejimje Koje mory OuTH jako yjia/beHe obaBjba ce
[IOCPEJICTBOM XeMUjCKe CYIICTaHIle HeypoTpaHncmurepa. HaBojauMmo jiBe Haj-
gernthe yHKIUje KOjuMa ce ONHUCYyje OBaKaB HauWH Be3e u3Mel)y HeypoHa.
[IpBa je .

fry,29) = —(27 — Vs)ma
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IJie Cy T1 U To NPOMEH/bUBEe MeMOPAHCKOr IMOTEHIjajia IPBOr U JIPYror Hey-
pona, V; je CHHANITHYKN HMOBPATHHU HOTeHIHjaJs, O je HUBO OKHIama, a k
je mapamerap KOju ce MOKe MemaTu y 3aBHCHOCTH OJ] TOI'a KaKBa Ce Be3a

omucyje. pyra dyuknuja je

1
f($1,$2) = P
l1+e @

rje je 6 MOHOBO HHBO OKHIAMha, a (v je MapaMeTap KOjU ¢e MOYKe MeHhaTH.

Tpancdep nepsuux umnyJsica usmely cyceanux hejuja Heypona Huje Mo-
MEeHTaJIaH, jep je moTpeOHO BpeMe 3a MPOoIec KOju ce OJIBUja Y CHHAIICH OHUJIO J1a
je eJIEKTPUYHOT WJIM XeMHUjCKOT TUIIA. 3aTO OM MOJIeJ HOBe3aHNX HEYPOHA Tpe-
6as0 Ja ,,0/pazKkaBa”’ cTamba CyCeIHUX HEYPOHA Y Pa3JIUIUTHM BPEMEHHMA.
Ca jemame crpane, To 6u ce MOTJIO mocTuhu yBOhemeM HOBUX HMPOMEH/bHBUX
u napamerapa Kojuma Oum Oumjie onmcane CBe HPOMEHE JIOK Tpaje MpPeHOIe-
e UMITYJICA O/ jeJIHOT JI0 JAPYyror HeypoHa. Twume Ou ce moehao 6poj jes-
HAYMHA y MOJIEJIy TOBEe3aHUX HeypoHa, a omner He O6m Omyia oOyxmahena cra
Moryha pa3nuumnTa BpeMeHa 3a npeHoc umiyica. Jlogajmo jomr jga 6m mnpu-
MeHAa TAKBOT MOJIeJIa Y TPOyUYaBamby BEJHUKOT Opoja MOBe3aHUX HEypOHA OmIa
jako caoxkena. Ca gpyre crpane, moryhe je dyHKIHUjy KOja omucyje yrTu-
naj upse henuje na gapyry hesmujy y TpenyrTky t, npejeduHUCATH TAKO A
CaJIP’KU 3aBUCOCT O] CTama Jjpyre hemmje y Hexkom TpeHyTky t — 7. Tako
HIIp. JU(Y3HO KYILIOBahe OU ce MOIJIO OMUCATH (DYHKIIH]OM

fz1,2) = 21 (t) — 22(t — 7),

rjie je T BpeMme Koje je MoTpeOHO 3a MPeHOC WMITyJica. AHaJOrHO, Bpeme T,
KOje ce 30Be Kalllibelbe, MOIJIO OM ce ,,IpUMEHUTH U Yy JPYTUM HAUYUHEMA
Be3uBama. Tume gobujaMo ajieKBaTaH MOJE IOBE3aHUX HeypoHa Koju Ou
3aJIpKaBao ucTu Opoj jeanaumua. Jlajemo mpumep Mojena nBa KyILTOBaHA
neypona ca jaudysuom Besom kopucrehn FitzHugh-Nagumo momen ([3]):

i = —a+ (a+1)a] —axy —y+ c(z) — 13),
Y = bxy —yu,
Ty = —a54 (a+1)x2 — azy — yo + (9 — 27),

Yo = bxy — yyo.

. def . .

[Tapamerap ¢ o3HaudaBa jaduHy Bese, a o] = x;(t — 7), i = 1,2. Mogmen je
neduHUCAH ca YeTUpH JudepeHnuja He jeTHaYNHe Ca KaIlheheM.

Kao mTo je HaBegeHO y MpPeTXOJHO] TJIaBU OBOT paja, JaudepeHIujaaTna

je/iHaYMHa, ca KallmbemeM JeduHuiine 0eCKOHAYHOAMMEH3UOHAIaH JTUMHAMMU-

YKH CHCTeM. 300r Tora uX je mMoryhe aHAJUTHYIKH PENIATH CaMO y BPJIO
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MaJioM OpPojy ciIydajeBa, U TO Cy Hajdenihe JiMHeapHe jeJHAYNHE KOje ce MOTY
pemutu mpuMenom Jlammacose Tpanchopmarmje. Ca japyre crpane, momohy
THUX jeJIHaYMHA MOT'Y Ce OlMCcaTu Hapasjm4anTuje Be3e udmehy neypona. Ilpes-
HOCT ynorpede jeHadnHa Ca KalllbemheM JIeXKU U Y jeIHOCTaBHOCTH JI00U-
jeHUX Mojesia JBa Be3aHa HEyPOHA, Ma Ce OHe MOrY MPUMEHUTH W y MPoyda-
Balby BEJUKOr Opoja MOBE3aHUX HEYPOHA.

Y HapeJHHM TJIaBaMa OBOT pajia MpeIJIOXKEH CY W aHATU3UPAHU MO/Ie-
JIM [OBE3aHUX HEYPOHA, 3aCHOBAHM HA, KOpulihemy audepeHnujasanx jeji-
HAYMHA Ca KalllhemheM. Y MPETXOJHOM O0JIe/bKY UCTAKHYT je 3Ha4da] aHaJIu-
3e budpypkanmja y Mojesy jeaHor Heypoua. I3 twx passiora, Haml TJIaBHH
b je aHau3a CTAOUIHOCTH U OUdypKalyje y OBaKO MOCTAB/bEHUM MOJIe-
JINMa MOBe3aHUX HEYPOHa, y KojuMa (hUTrypHIle HOBU apaMeTap - BDEMEHCKO
KaIlhermne 7.

2.4 Moaenu noBe3aHNX HEYyPOHA Ca KalllheHheM Yy Be3U

Pesynraru Koju cy pe/leBAaHTHHE 32 aHAIU3Y JMHAMUKE TIOBE3AHUX HEYPOHA
ca KallheheM MOTY ce TOJETUTH Y YeTHPH TPYTIe.

[IpBa rpyna 6um Ousin nose3anu XordoOBU OCHUIATOPU CA KAIHEHEM Yy
Be3n. Ha nmpumep y pagosuma [30] u [31] ananusupan je Mojes1 moBe3aHHX
nopMmasux gopmu Xomndose dudypkanuje ca audy3HIM KYILIOBAHEM H Ka-
ITHEHEM Y Be3H.

Jlpyra rpyma cy moBe3aHU pPeJIAKCAIMOHU OCIUJIATOPH €A KAIbeheM Y
Be3u. Y pajosuma [32] u [33] anasinsupan je jeJjan oBaKaB MOJE U PA3JIH K-
TH TUIIOBU CHHXPOHMW3AIMje WJIM aCMHXPOHHM3aluje ocimuiaanuja. lIpecranak
ocrmIanyja uin (peHOMeH MO3HAT Ka0 CMPM OCUUAGMOPG HUje YOUEH.

Tpehy u uerBpry rpyny umnse moBe3anu (asHu ocumaaTopu (je T Hou-
MEH3MOHAJIHY OCIUJIATOPH) Ca KalllemeM y Be3n (Hup. Bumern [34]; [35]),
OJIHOCHO 1OBe3aHu (GOpMasHi HEYPOHU (jeHOMMMEH3HMOHAIHN HEYPOHH) ca
KallmbemeM y Besu (Hnp. Bugern [36]). OBu Mozmesnn Cy alnCTPaKTHH U KO-
PUCHHU Cy 3a TTPOYyYaBambe BEJIMKUX ,,HEYPOHCKHUX MpPEKa.

Y CBUM HaBeJIeHHM MO/JleJInMa KYIJOBAHU Cy CHCTEMH KOJU HMajy OC-
MUJIATOPHY JUHAMHUKY W KaJa Cy M30J0BaHW. Ha movyeTky OBOT MOTJIABIba
HaBEJIM CMO Jla C€ M30JI0BAHM HEYDPOH IOHAIIA KA0 €KCUTAOWJIHU, & HEe OC-
IUJIATOPHU CUCTEM U TE€K KYIIJIOBahbeM UJIN CIIO/ballllbOM HO6y,ZLOM MOZKe ,ZLOhI/I
JTO OCUJIAIMJIOBAFhA. 3aT0 O OWJIO 0/ MHTEpeca aHAJU3UPATH KAKO HACTAjy
ocrmIanyje ycJje KyIJIOBabha HeypPOHA KOJH CYy PeNpe3eHTOBAHH MOIETUMa
ca ekcurabmrHOM jguHamukoMm. Ca apyre crpase, jga 0um cMo gedunHHCATINA
aJIeKBaTaH MOJIET TOBE3aHUX HeypOHa TpeOasio O KYILJIOBATH PEATUCTHIHE
Mo/IeJie HeypoHa Kao IITO CY OHW HaBeJEHU Y OJIe/bKY 2.2 OBOI' MOIJIABJbA.
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OpurnHATHOCT MOJIesIa TIOBe3aHNX HEYPOHA Ca KalllheheM y Be3H, aHAIH-
3UPaHUX Yy TOTJIAaBJBY 3 M 5 OBOT PaJia je MITO Cy KYIJIOBAHU ,,PEATUCTUIHN
neyponn: FitzHugh-Nagumo u Hindmarsh-Rose. Harsacumo jomr ga je y
mozeny nosesanux FitzHugh-Nagumo weypona kymiosame remepaincano, a
He 00n4uHO Audy3HO. Y TOM MOJENy JAeKYILJIOBAaHU CUCTEM je eKCHTaOMJIaH.
Ocnunanuje cy mpous3Be/ieHe KYIIOBameM, IITO je peagHa CHTYaIyja KO
moBe3aHuX HeypoHa 6e3 cmospamtme mobdyme. Ha taj maumn, oBuM Momenom
olyca/Jii CMO U 1oBe3aHe XoldoBe OCIUIaTOPe, Kao U l0Be3aHe pejiakca-
nuoHe ocumiaarope. CMPT ociuaaTopa Kojy ¢Mo J100uan 3axBasbyjyhm kari-
wemy v Besu u fold limit cycle Gudypranuju, je peasHuja o1 OHE yOUeHE y
MOJIeJINMa W3 IPBe U JApyre Of rope HaBeJeHUX rpyna. CrnenududaocT oBOr
dbenomena y mamem mozeny youmaa je u S. A. Campbel y [37].
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3 AmnHajsm3a cTaOMJIHOCTH y MOJIEJTy ITOBE3aHUX
HeypOoHa

Y oBOoM moruiaB/by anaamsupaheMo cTaOUIHOCT U OudypKaluje y MoJeTy
JIBa TOBe3aHa HEYPOHA Ca eJIeKTPUIHUM U XeMHUjCKUM Be3ama. Pesyiararu
koju he OGuTu mpukasanu objaBbeHn cy y pagoBuma [3] u [8].

3a cBaku ueypon kopuctumo FitzHugh-Nagumo mogen:

= -2+ (a+1)2* —az — vy,
= br — vy, (16)
rae cy a, b, v € RY. Kao mro je Beh moMenyTo y npeTxoJHoM HOLJIAB/LY,
IPOMEH/hUBA T O3HaYaBa MeMODAHCKH TOTEHIHjaJl, a MPOMEeH/bUBA Y Mpe/I-
CTaB/ba HEKOJMKO (DU3NUKUX BEJIMUMHA KOje OMUCY]Y eTeKTPUIHO TTOHAIIATHE
joHcKux cTpyja Ha memOpanu. [Ipernocras/pamo ja cy a, b u 7y TakBu j1a je
CUCTEeM eKCUTAOWJIaH U JIa UMa CaMo jeJIHy (PUKCHY TavyKy Koja je cTaOu/IHA.
[TpBO o/1pe MO yeI0Be O/ KOjUMa je HaBeIeHa TPEeTIIOCTABKA UCITY HHeHA.
QuKCcHA TadKa je pelerbe CHCTeMa:

—2* 4+ (a+1)a2® —ax —y =0,
bx — vy = 0. (17)
13 cucrema (17) caenm jga, y 3aBUCHOCTH OJ Ilapamerapa, IOCTOjH jejiHa,

ase uan tpu dukcue tauke. Tauka (x,y) = (0,0) je jeauna dpukcHa Tauka
YKOJIUKO j€ 3a/I0BOJbEH yCJIOB

4% > (a—1)% (18)

Hcnurajmo ctabuaHoCT OBOT perema. [Ipuapyskenn JuHeapHu CUCTEM je

T = —ar -,
y = br—y, (19)

a ojrosapajyha KapakKTepUCTUYHA jeHAUNHA je

N+ Aa+7v)+ay+b=0.

Pemrema KapakTepucTudne jeHavdnHe Cy

Mo = gl—(a+7) £ Vla = = 40)
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0JIaKJIe 3aK/by4dyjeMo JIa je CTAIMOHAPHO pPelllelhe YBEK CTaOUJIHO jep Cy CBU
napamerpu nos3utusau. Pememe (x,y) = (0,0) je uBop ykoauKo je |a — 7| >
2v/b, win oxyc kaia je |a — | < 2v/0.

Mozke ce joka3aTu j1a akO 1mapamMeTpu 3a/0BO/baBAjy YCJI0BE

b>~% a>b, a> 7, (20)

onja je cucrem (16) excurabusam.

Jlakje y JgabeM TeKCTy TpernoctaBuMo na cy yeaosu (18) u (20) 3amo-
BOJHEHU.

[TocraBuMo cajia MOJieJl JiBa 110Be3aHa HeypoHa Ha cJiejelin HaduH:

B = —at 4 (a+1)a? —azy —y + cf (a3),

Y1 = bry—yyi,

Ty = —x5+ (a+ 123 — avy — yo + cf (2]),

Yo = bas—yys, (21)

e napamerap c¢ onucyje jauwuny seze (¢ > 0), a byukuuja f mun sese mehy

HEYPOHHMa, y OBOM CJIyd4ajy ejgeKTpudHy Be3y. Dynkmuja f 3a10Bo/baBa

yeaose f(0) =0wu f/(0) =0 > 0, Kao MmMTO je TO KOJ CUIMOUTHOT KYILIOBAhA

f(x) =tg~(z) (omespax 2.3 ovor paja). 3a ] Baxku 7 = xi(t—71),1=1,2.
ExBuubpujymu cucrema (21) jecy peiema cucreMa:

—2} + (a+ 1)a? — axy — y1 + cf (22) 0,
bry —yy1 = 0,
—z5 + (a+ 123 —azy —yo +cf(x1) = 0,
bry — vy, = 0. (22)

V3 npernocraBky ga je f(0) = 0, craimumonapuo pereme je (1, Y1, Te,Ya) =
(0,0,0,0). Hamr 3azatax je 1a MCIMTUBAEEM CTAOMIHOCTH OBOT PEINEHA, Y
3aBHCHOCTH OJ] TlapaMeTpa ¢, oJpeauMo Oudypkaiuje Koje cy moryhe Ko
[IOBe3aHUX HEYPOHA.

3.1 Jlokaana aHajamu3a crabuaHocTu kKaza je 7 = (

Wcnurajmo npBo 10 Kojux Oumdypkaruja jgoaa3u Kajga je Beza uzMmelhy
HEYPOHA TPEHYTHA, OJIHOCHO KaJla HUje YKJ/bYyUeHO Kalllbeme y Be3u. Cucrem
(21) je Taga mar ca derupu obudne audepeHnujaTHe jeHATNHE:

i = —2t 4 (a+1)2? —axy —yy +cf (x2),

v = bxy —yy,

Ty = —o5+ (a+ 1) — avy — yo + cf (71),

Yo = bxa— 7y (23)
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Opnrosapajyhm smmaeapan cucreM Koju ce joduja TejmopoBum pasBojem y
OKOJIMHU Tavuke (T1,Y1, T2,Yy2) = (0,0,0,0), nma obauk:

Xy = —ax;— Yy + coxs,

vy1 = bxy —yy1,

Ty = —axy — Yz + cory,

Yo = bra— Y. (24)

CTabWwIHOCT CTAIMOHAPHOT pellleha, T00ujaMo NCIUTHBAEM 0/Ir0Bapajyhmx
COTICTBEHUX BPEIHOCTH, KOje CYy pelrerhe KapaKTepUCTUuIHe jeTHAUNHE:

[(a+N(y+AN)+b—co(y+N)][(a+N(y+A)+b+co(y+ A)] =0.

O,ZL 3HaKa peaJiHOI' /IeJla Y€TUPHU COIICTBEHE BPEJIHOCTU

Mo = gl(aty—ed) & v/fa—7 - P ],

Azq = %[—(a +y4c6)E/(a— v+ co)?2 — 4b],
3aBUCH CTAOMTHOCT CTAIMOHAPHOI pelllelha MOJTa3HOT CUCTEMA.

Ako je a — v > 2v/b, dukcna rauka je 3a ce 0 < ¢ < (a —y — 2v/b) /6
cTaGuian aBop-4Bop, a 3a ¢ > (a — v — 2v/b) /8 concreene BpeaHOCTH ;o
1OCTajy KOMILIEKCHe, 1a je (pukcHa Tauka crabuian (GOKyc-aBop.

V apyrom ciydajy, ako je a—vy < 2v/b, dukcua tauka je crabuiaan Gpokyc-
dbokyc 3a cBe 0 < ¢ < (2Vb—a +7)/8, a3a ¢ > (2Vb— a +7)/8 concraene
BPETHOCTH A3 4 MOCTAjy peasHe, a je (bUKCHA Tadka cTaOHIaH (HOKYC-IBOP.

BakspydyjeMo ga 6e3 003upa Ha TUIl CTAOUIHOCTH CTAIHOHAPAHOT PeIeHha
cucrema (16), ogHocHo HenoBe3anux hesmja, nocroju oaropapajyha speanoct
mapaMeTpa ¢ = Cf, 33 KOjy CTAaIIOHAPHO perreme cncreMa (23) mocraje cra-
omnan hOKyc-IBOP.

Y 0ba ciaydaja 3a BpeIHOCTH MapameTrpa @, b m 7y, colmcTBeHe BpeaHOCTH
Al,2 HOCTAjy YUCTO UMAruHApHE KaJa je ¢ = Cy > Cpy e je

a—+-y
)

dReA )
sgn (—jc 172)6200 = sgn (§> > 0,

na ocuoBy Xorudose Teopeme (Horsasbe 1 0BOr pajia) CJie/iu J1a CTaInOHAPHO
pememe cucreMa (23) 3a ¢ = ¢y uma Xondoy oudypkarnujy.

Cop =

Kako je
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Jla 6u cMo mcnuTa M CTAOUIHOCT TOT CTAIMOHAPHOL pelllerha 3a ¢ = ¢ >
Cfn KOPHCTHMO METOJ IeHTap MHOrocTpykocta ([16]).

Kopucrehu corcrBene BeKTOpe KOju 0JroBapajy COIICTBEHUM BPEIHOC-
THMA A1 234, YBeAUMO Tpanchopmanujy koopaunarta (1, Y1, T2, Y2):

ry = y—=z—t,
b t
Z = 9
A3+ AL+

Yy = —wr+toy—

To = y+z+t,
b i b .
z )
A3+ Ay +y

Yo = —wr+yy+

riae je w = /b — 2.

[Tocne Tpancdopmanuje Koopanuara, cucreM (23) go6uja o6IUK:

= —wy+ filz,y,2,1),

wx + folz,y, 2, 1),

= Xz +agi(z,y, 2, 1),

= Mt + g2z, y,2,1), (25)

-+, W LK
|

r7e je

fl(x7yaz7t) = (F(y—{—Z—{—t)—i—F(y—Z—t)),

e
2w
1

f2<x7y727t) = i(F(y_FZ_Ft)—i_F(y_Z_t))J

Y+ A3

) = -1 (Ply—z—t)—F t

gl('rhwa? ) 2(}\4_)\3)( (y % ) (y+2+ ))7
v+ A

92(z,y,2,t) = —m(F(y—Z—t)—F(y+Z+t))>

F(z) = —2* + (a + 1)2* + cf (z) — cdx.

IlenTap MHOIOCTPYKOCT pa3MaTpPAaHOI €KBHJIMOpHjyMa, ca IapaMeTrpoM
€ = C — ¢y TPAXKUMO Y OOWMJIKY:

WC(O> - {(l’,y,Z,t, 6) ’ <= h1<l’,y,€), t= hg(l’,y,€>, H(x7y>H < m,
HGH < N2, hl<0) = 07 Dhl(()) = 0771 = 172}7

3a JIOBOJHHO MaJie OpojeBe 1y | 1)z, Ipu ToMme ¢y hy 1 ho 3a caja Hemo3HaTe
dyukimje.
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Kaxko je nenrtap muorocrpykoct W€(0) mHBapujanTHa y OJHOCY Ha TOK
nedunucan cucremom (25) (MpBoO MOTIaB/bE OBOT Paja), OHJIA je:

= —wy+ fi(z,y, hy, he,€),

= wx + fo(x,y, hy, ha,€),

= Xshy+ gi(@,y, h, e, €),

= Mho+ g2, y, hy, ho,€), (26)

3a cBaKo (r,y, 2z, t,€) € We(0).
Samemyjyhu mpBe JBe jeHaunHe y MOCaeIbe aBe, Kopuctehn ma je

[ =oreno 5]

no6ujamMo mapnujaany audepeHnujainy jeanaunny 1o h = [hy ho]T:

vty ® o ([ 5 5] ]+ (R TAS ]) -
} 0.

A 0 ha | | gi(z,yha, hos€

0 N\ ha g2(,y, hy, ha, €

Jlobujena napiujajiHa jelHauMHA HEje je JHOCTABHA 3a pelliaBarmbe 1a KOPUC-
TUMO cJiejiehy TeopeMy O alpoKCUMAaIUju IEeHTAp MHOTOCTPYKOCTH.

——

Teopema 3.1 [16] Hexa je ¢ : R — R*, C' dynxuyuja u p(0) = Dp(0) =0
maxea da je N (p(z)) = O(|x|?) ®ad x — 0 3a nexo ¢ > 1. Tada je

|h(z) — o(x)| = O(|x]?), Kad x — 0.

Ha ocuoBy Teopeme MoxkeMo Tpaxkutu jga dbyuknuja h(x) uma ca ogpe-
jeHoM tavnolihy, 0OJIMK KOHAYHOI' CTEHEHOI pejia. » HalleM CJly4ajy Hper-
MMOCTaBUMO J1a je

hi(z,y,€) = aix® + agy® + ase® + agxy + asze + agye + O(3),
ho(x,y,€) = biw? + boy® + bse® + byay + bswe + bgye + O(3),
rie cy ca O(3) o3HAYeHH CBU WIAHOBHU cTeneHa Belier o 2. 3aMeHOM OBHX
nu3pasa y naprgjajaHy jeJHadIuHy MOLY ce OJApeIuTH KoedHIUjeHTn a; u b;,

i =1,6. Tako pobujamo ga je hi(x,y,e) =0 u hy(x,y,€) = 0, ogHOCHO Ja je

VVZ%C(O) = {(xayv Z7t)|z = 0, t = O}
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BameHom y cucreM (26), 3aK/bydIyjeMo Jia je pecTpuKIrja Toka cucrema (23)
Ha IeHTap MHOTOCTPYKOCT oapehena cuecremom jeanadmna:

gy = wr+Fy), (27)

riejew = /b—2u F(y) = —y*+(a+1)y*+cf(y) — cdy. Bpahajyhu ce na
cTape KOOpAuHaTe JM00HjaMo a JOKATHA eHTAp MHOTOCTPYKOCT eKBHIUOPH-
jyMa, jecte paBsan jedpunucana jeHaUMHAMA T1 = To U Y1 = Ya.
Axko npuvennmo meton Hopmasaux dopmu ([9], [27], [19]) u Tpancdop-
Mallfjy KOOpJAHHATA
xr=rcosf, y=rsinf

Ha cucreM (27), mobujamo 1a je tnHAMUKA (MM TOK) HA MEHTAD MHOIOCTPY-
KOCTH 3a MaJle BPEJHOCTH napamerpa € jara ciaegehom nHopmaanom $hopmom
Xomndose 6udypkaruje:

7= der 4+ ar® + O(r,er’, r?),
0 = wteet fri+O(E e rt), (28)
e je w = /b—~2, d = g ne = —%, a mapaMerpu « u 3 3aBHCE OJ

dbyukmuje f(z). Y cayuajy kana je f(x) = tg~!(z), Baxe jegnakocrn

-3 + 1)
=3 Ala+1)

8 4?2
g Weotd) (ot 1)*(59% + 2w?)
B w 12w3

Y oBoMm caydajy, Kako je d > 0 m a < 0, 3a BpeIHOCT HmapaMeTrpa ¢ =
co Jlo1a3u 1o cynepkputudne Xondose dbudypkanuje. lakie, 3a € < 0,
OJIHOCHO ¢ < Cp, CTAIMOHAPHO pelneme je ctabmano. AKo je ¢ > ¢y u € >
0 masu 6poj, OHJIA CTAIMOHAPHO peIllelbe MocTaje HecTaOuIHO (HecTabmIaH
dboxkyc) u nojassbyje ce cTAOHIHO MEPUOJUYHO PEIeHe UIH TPAHUYHH KPYT
_de
(0%
Pecrpukimja Toka cncrema (23) Ha 1eHTap MHOrOCTpyKOCT ojpelena je
cucreMoM (28) caMo 3a MaJjie BPEIHOCTHU €, TAKO JIa je U IPAHUYHE KPYT CUC-
Tema (28) 106pa ampokcuMaImja camo 3a MaJje BpeaHoctu €. Meljyrum ny-
MepUYKa aHaJIM3a MOKa3yje jia TPAaHuIHU KPYT OCTaje rjodajHu aTrpakTop u
3a BPEJHOCTHU C > Cy, KaJa allpoKcuMaliuja XorndoBoM HOPMAJIHOM (HOPMOM
(28) me Baxku. IlomehaBare mapamverpa ¢ JOBOIM JIO MPOMEHE THUIA HECTa-
GIJTHOT CTAIMOHADHOr pemrerba. 3a ¢ > (a — v + 2v/b) /8, Kapakrepucruana

(limit cycle). ToaynpedHuK OBOr MEPUOIUIHOr PEIEHa je
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je/IHAYMHA UMa [ap PeaiHuX, MO3UTHUBHUX CONCTBEHUX BPEJHOCTH W Iap pe-
aJTHUX, HETATUBHUX COIICTBEHHUX BPEJHOCTH, IITO 3HAYUN Ja (PUKCHA TadKa O/1
HecrabuiHor pokyca nocraje necrabusian usBop. /lasbe nmosehame napamerpa
¢ JIOBOJM JI0 HECTAHKA I'PAHUYHOT KPYra 3a HEKY BPEJIHOCT C = €1 KaJa Ce
M0jaBJbyjy HeTpHWBHjaIHA CTAOM/IHA CTAIMOHAPHA perierma. BpeaHocTt ¢ = cq,
OYMIJIETHO 3aBUCH O u300pa mojasue dyukiuje f(x).

3aKsbydyjeMo J1a TOCTOje TPU KBATUTATUBHO PA3TUYNTA TUNA JTUHAMUKE
KO/I MCTOBPEMEHO HOBe3aHuX ekcurabuinux cucrema (meypona). 3a 0 <
c < g TMOBE3aHM CHUCTEM Ce TIOHAIlla Kao IMap eKCUTaduJIHuX hesumja, JIOK
ce 3a ¢y < ¢ < €] CHCTeM Ce MOHAINA KA0 Map WIEHTUIHUX OCIUIATOPA. 3a
¢ > 1 I0jaBJbyje ce HeTPUBHjAJHO CTAOMITHO CTAlMOHAPHO cTambe. MehyTum,
Ha OCHOBY CBera pedeHor y IOIVIaB/bY 2 OBOI' paja O MOHAIIAIY HEYpPOHA U
IbUXOBAM MOTYOHHM cTamuMa, O] HHTepeca je MOCMATPAaTH CaMO BPEIHOCTH
napamverpa ¢ y unrepsaiay (0,c¢1), Tj. Kaja ce CHCTeM NOHAIIA €KCUTAOUIHO
WM OCHMIaTOPHO (mepuojudna spiking akTHBHOCT HeypoHa). U3 tux pa-
3J7I0Ta, y Ja/beM TEeKCTy aHaju3upalieMo W yTHUIA] BPEeMEHCKOI Kallllberbha
7 # 0 camo 3a OBe BpeJHOCTH IapamMeTpa C.

Y paxy [8] amanusupane cy crabuaHocT u OudypKanumje y Mojgeny aBa
HEYPOHA MOBE3aHa XeMHjCKOM BE30M, IJI€ je Be3a onucana (pyHKIjoM

1 Vs
1+ e—k@i—0s) ] J kbs”

f(x1,23) = — (21 = V§)

Y ToM cayuajy moOujeHa je BPETHOCT ¢ = o KaJia J0JIa3u J0 CYOKPUTUIHE
Xomdose d6udypkanuje. 3a BpemHOCTH ¢ < Cg CTANUOHAPHO PEIICHE je
CcTaOUJIHO U OKPY?KEHO je HecTabW/IHUM T'PAHUYHHM KDPYIOM KOjU HecTaje y
XomndoBoj budypkaiyju, y Kojoj cTallmoHapHO PEIlerhe MOCTaje HeCTadUTHO.
Takohe je mymepwukn HaheH M CTAOWIHU TPAHUYIHU KpPYT 3a ¢ < Cy KOjH
OKPY:KYyje HEeCTaOWITHU M KOjU OCTaje cTabWiIaH M 3a BPEIHOCTH ¢ > ¢y. Kao
HITO je PeYeHO Yy IPETXO/HOM I0IJVIaB/by KOJ HEYyPOHA Ce MOI'Y HOjaBUTH CAMO
JeTupu paziumunte Oudypkanuje. Pazmarpanum MojenMa ONuUCaHa je u
jenna u apyra Xordosa oudypkanuja. Jlakiae moxkemo pehu ja Heyponu
(tuma II) moBe3aHu eeKTPUIHOM BE30M jecy MOHOCTAGUIHE PE30HATODH, JOK
HYPOHHU TIOBE3aHN XeMUjCKOM Be30M jecy OMCTAaOWTHU Pe30HATOPH.

3.2 JlokasHna amajnu3a crabusiHocTH 3a 7 > ()

Ucnurajmo cajia cTabUIHOCT TPUBUJATHOL pellierba cucrema (21) kaja je
7 > 0, OTHOCHO KaJa MOCTOjU KAllllbemhe Y Be3N.

Y onmepKy 3.1 cMo mokazanm Ja je 3a ¢ < ¢y TPUBUJATHO Dellerhe CHC-
teMa (23) acumnronku crabuiano. Takobe je 3a ¢ < ¢y TO aCHMITOTCKH
crabusino perniere cucrema (24). Ha ocuoBy reopeme u3 [2], §4. rmasa 111 3a
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JIOBOJbHO MaJjio 7 > () TPUBHUjaTHO Pelllerhe je ACUMITOTCKH CTAOUIHO PellleHhe
onrosapajyhier jsmHeapHor cucreMma, cucrema (21). 3ak/bydyjeMo Ha OCHOBY
Teopeme 1.6 u3 npBor norsiaB/ba 0OBOI' pajia Jia je 3a ¢ < Cg U JIOBOJbHO MaJIO
7 > 0 TpuBHjasHO perrerbe cucreMa (21) acuMITOTCKH CTaGUITHO.

AHaIOrHIM 3aKJby YMBaFbeM, Ha OCHOBY ncre Teopeme u3 [2] n Teopeme 1.7
IMaMo Ja je 3a ¢ < Cg U JIOBOJbHO MaJsio T > () TPUBHUJATHO pelllehe CUCTeMA
(21) mecrabuiHo.

Haxsie Baxku cjiejieha Teopema.

Teopema 3.2

1° Axo je ¢ < cog u T > 0 maau 6poj, onda je MPuUBUJANHO PeuLetbe
(x1,y1,22,92) = (0,0,0,0) cucmema (21) acumnmomeku cmabuaro.

2° Akxo je ¢ > cog u T > 0 manru 6poj, onwda je MPuUBUJAAHO DPeuetbE
(x1,y1,T2,92) = (0,0,0,0) cucmema (21) necmabusno.

Kao 1o je HaBesieHO y IPBOM HOTJIaBJby OBOT pajia, cucreM (21) nedun-
uire 6eCKOHAYHOINMEH3NOHAAH JHHAMAYKHA CHCTEM, [1a Yy OIIITEeM CJIydajy
MOKe ONTH OECKOHAYHO MHOTO BPETHOCTH BPEMEHCKOI Kalllibetha T = T
KaJa 10Ja3d A0 KBAaJUTATHBHUX mpoMena y muHavumu. Crnemehom Teope-
MoM ojipehene cy Oudypkaimone BpeiHOCTU T, 3a lapaMerap T.

Teopema 3.3 /o Xongose budyprayuje cmayuonapHoz peuetba
(x1,y1,22,y2) = (0,0,0,0) cucmema (21) dorasu camo kada napamemap T

uma caedehe epednocmu:
Wi+ ws

1° Axo je sin(wt) = R 0, onda je
; 1 aw? +v(b+ ay)
J = — 2§ = 1 =0,1,2...
7-1,:i: Wy |: JT + arccos C(S(W:Qt _‘_72) yJ ) Ly )

—w} +(b—7?)w+

a axo je sin(wt) = AT

< 0, onda je

; 1 aw? + (b + av)
I o= —— (2 +2)m — = 1 =0,1,2...
T4 o {( j + 2)m — arccos 2+ ) . J 1,2,
w3 —(b—7?)w .
2° Axo je sin(wr) = % > 0, onda je
, —aw? — v(b+ ay)
] =12 = 1 =0,1,2...
Ty 4 s [jw+arccos c5(w:2t+72) } )] 1 ,
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w} —(b—*)wt

a axo je sin(wt) =
je sin(wr) = =5

< 0, onda je

; 1 —awi — v(b+ ay)
Jo=— |(2j+2)7 — = i =0,1,2...
Ty 4 o {( J + 2)m — arccos S 17 .7 =0,1,
IIpu mowme je
| —AE VA2 4B
W+ = 5
A=a>+~* =20 -2, B=(b+ay)* — 252,

5= f(0).

Hoka3s. Jluneapusamujom cucrema (21) y okonuuu (0,0,0,0) mobujamo cuc-
TeM:

¥ = —ax;—y + coxy,

Y1 = bri—y,

Xy = —axy — Yy + cox],

Yo = bra— 7y, (29)
rae je 6 = f'(0). Kao mro je ommcano y mpBOM MOLJIAB/BY OBOT DPaJa,

COIICTBEHE BPEJHOCTU Cy pelleiha KapaKTepUCTUYHe je/[Ha4YuHe KOjy J100u-
jamo 3amenom dynxmuja x;(t) = Ae™, y;(t) = BieM, z(t — 7) = A7)
(1 =1,2) y cucrem (29). Kapakrepucrudana jegHadnna uMa o0InK:

A(N) = A1(N)A(N) =0, (30)

r7e je
AN = N4 (a+)A+ay+b—cire™ —cdye ™, (31)
As(N) = N+ (a+)A+ay+b+core™ + cdye™. (32)

Kapakrepucruuna jeanaunna uma mpeOpOjuBO MHOTO pelllemha y CKYyIy
KOMILJIEKCHUX OpojeBa, W caMO KOHAYHO MHOTO WX WMa peajiHu ae0 Behwu
on myne (mornassbe 1, [1], [2]). Kao u kox obuunux nudepeHnujasaux jeji-
HAYMHA, CTAOHIHOCT CTAIMOHAPHOI DeIleha MOJA3HOT CHCTeMa 3aBHCH O
3HAKA PEAJIHOL JIeJIa Pellietba KAPAKTEPUCTUYHE je/[HaYnHe. Y KOJIMKO 1I0CTOoje
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pelllema Ca peaJHuM JeI0M Hy/a, OHJIa CTAOMIHOCT CTAIMOHAPHOI pellemha
3aBHCH O] HeJTMHEAPHUX WIAHOBA IOJA3HOI CHCTEMA.

Kao mro je Beh pedeno, 3a maJje Bpejgnocru 7 > ( TpuBHjaJHO perii-
eme je cTabu/IHO aKo je ¢ < Cy M HecTabWJIHO ako je ¢ > c¢y. /Jlo mpomena
CTAOWTHOCTH Y 3aBUCHOCTH OJ] T MOYKe JIONW CaMO aKO HEKa OJI COTCTBEHUX
BpegHOCTH A = A(T) ,,ipeceue” mMarmnapuy ocy. /lakie, Tpeba oapeauTn
KaJla KapaKTepUCTHIHA jeHAYNHA UMa YUCTO UMarmHapaHa periema. Oaro-
Bapajyha BpesHOCT mapaMerpa T 30B€ € KPUTHYIHA BPEJTHOCT KAIEhErha, U
O3HaYaBa ce ca T,.

Bamenom A = iw y Ay gobujamo:

cS(w? + ) sin(wr) = —w?+ (b—~Hw,
cS(w? + %) cos(wr) = aw? +v(b+ ay), (33)

a 3aMeHoM y Ao:

cS(w? + ) sin(wr) = w? — (b—7Hw,
c6(w? + ) cos(wr) = —aw? —y(b+ ay). (34)

Ako kBagpupamo u cabepemMo u IpBU U APYTH Map jeHAKOCTH, T00UjaMo
Wl + (A+yHw + (Ay* + B)w? + By? = 0, (35)

re je A=a*+~*—2b—c*0* u B = (ay + b)? — 20*y%. Kako je w? # —~2,
MOCTeIIbY jeTHAYHHY MOKEMO ,,IoeuTH” ca w? + 2, mocae dera, je:

w' + Aw® + B = 0. (36)
Henerarusna perirerba oBe jeiHaUWHE CY

\/—Ai\/AQ — 4B
W4 = .

2

TpaKnmo camMo HeHeraTHBHA perliersa jearaqnne(36) jep ako je jeIHO perere
Kapakrepuctuute jeaunadnte (30), A = iw, w > 0, 3HAMO J1a je IPyTo pelemme
A= —iw.

Casla MOXKEMO J1a OJApeauMO OjArobapajylia KpuTuuHa BPEMEHCKA KalllH-
jema 7; gobujamo ux u3 (33) u (34). Vsumajyhu y o63up nap jennaumua
(33), mobujamo TBpheme 1° Teopeme, a u3 jennaunne (34) mobujamo TBphere
2° TeopemMe.

Jlokaxkumo cajia TBpheme Koje ce ogHocu Ha Tun oudypkamuje. ludep-
EHIUPAbeM KapaKTePUCTUYHE jeJIHaYnHe

Ar(A(7),7) - Ba(A(T),7) = 0,
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JI00MjaMo jeTHAaKOCT
0A, OAL\ d\ 04 0A,
<WA2 * Alﬁ) ar T or Mg

or’
OJTHOCHO jeTHAKOCT
d\ B %AQ + A 022

or
- T 9A OA1
dr > Ay + Ay )

Axko 3amennmo (31) u (32) y mocseamy jeHAKOCT, 10OHjaMO Ja BaKu:

sgn dRe = sgn { Re @ - = sgn —2w2+A
g dr ). _. g dr o g 202(wr++2) )

Opare ciaeu, 3aMEHOM BPEIHOCTH 3a W, , OJJHOCHO 3a W_, J1a je

dRe) -0 dRe) <0
dr T=T4 ’ dr T=T_ ’

rJe je 7. OMJIo Koja KpUTUYHA BPEIHOCT THUIIA TZ-]+, a 7_ OMJI0 KOja KPUTUYHA

BPEJIHOCT THIIA TZ{ Cazna na ocuoBy Xomdose teopeme (Teopema 1.12 y

IIPBOM 1I0IVIABJbY OBOI' PaJIa) 3aK/bydyjeMo Ja Baxu Tepherme reopeme. [

Axo cy Bpeanoctu mapamerapa a, b u 7y dbukcupane, dopmyie 3a Kpu-
TUYHE BPEJIHOCTH Kallibewma T.(c) aeduHunry T3B. Oudypkayuone kpuce
7 = 7(c) y paBunu (¢,7). 3a HeKe THUIUYHE BPEJHOCTH Tapamerapa a, b,
v u 3a GyHKIHjy KywioBama 3a kojy je f'(0) = § = 1, 6udypraruone Kpuse
3a j = 0, 1,2 npukazane cy va caunu 10. O3Hake y 3arpajgama mokKasyjy Ko-
JIMKO CTaOUJIHUX OJHOCHO HeCTaOWJIHMX MpaBala uMa y HeKoj 00J1acTh PaBHA
(¢, 7). Taxo, Ha mpumep (u?, 1) 3Ha4M Ja IOCTOje JBa Iapa COICTBEHUX BPe/-
HOCTH Ca TO3UTHBHUM PeATHUM JieJioM (reHepucanux (haxTtopom A; Kapak-
TEPUCTUYIHE jeTHAYNHE) U jeJ]aH Tap CONCTBEHNX BPEJIHOCTH Ca MO3UTUBHUM
peasinum jejiom (rermepucanum daxropom Ay). Awnasiorno, (s,s) 3Haun ja
CBE CONCTBEHEe BPEeJIHOCTH MMajy HeraTHBHE peajHe Je/I0Be.

PasmoTpumo caja ciydaj Kaja KapaKTepUCTHYHA jeJHAYMHA WMa COT-
crBere Bpegnoctu jenuake 0. Axo 3amenuvo A = 0y (30), mobujamo na

je ¢ = %;rb. Kana dymkmuje kymiosama umajy obmuk f(r) = tg™' u

f(z) = tanh, a BpegnocTu mapamerapa cy bUKCUpaHe KAo HA MOYETKY OBOT
orJIaB/ba, TaJa je HaBeldeHa BPeIHOCT 3a ¢ yBek Beha ox ¢;. 3aro Tpubu-
jasiHA perrera KapaKTepUCTUYHe jeTHaYNHe He pa3MaTpaMo, U 3aKJbyIyjeMo
Jla 3a BpeJTHOCTH € KOje cy HaMa oJf uHTepeca u 3a 7 > (0 MozKe jjohu camo 10
XondoBux O6udypkKamuja.

[Tpumernmo ma 6pojeBu w (U3 Teopeme 3.3) jecy peasHu camo 3a Bpe/l-
HOCTH mapameTpa ¢ 3a xoje je A2—4B > 0. 3a ocraje BpeJHOCTH HapaMeTpa,
c BaXku cjiesiehe TBpheme.
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Cnuka 10: Budypkanuone kpuse 7.(c), 3a napamerpe a = 0,25, b = 0,02 u
v =0,02.

Teopema 3.4 Axo je napamemap c y cucmemy (21) maxas da je 3adosomena
HejedHarocm
A% — 4B <0,
2de je
A=a’4+~?—-20— 2% B=(b+ay)? - 0%,
5 = f(0),
0HOa je MPUBUJaNHO CMAYUOHAPHO pewetve cucmema (21) cmabuaro 3a cee
epedrocmu T > 0.

Hoxkaz. Pasvorpumo kapakrepuctudny jeanadnny (30) u yBeaumo dyH-
KIujy
o(2) Z [(z +7)(z+a) +b)? — 6% (2 + 7)%e .
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(Kapakrepucruuna jegnadnna (30) uma obauk ¢(A) = 0.) Barum gedumn-
MUMO (DYHKIIH]Y

def ¢(Z) —1— 0252<Z + 7)2 —2zT

9(z) = Pi2) TG ,

re je Py(z) = [(z+7)(z+a)+b]*. IIpumerumo aa Py(z) = 0 jecTe KapaxTep-
HCTUYHA jeHAUYMHA KOja ojaroBapa cucremy (21) y cayuajy ¢ = 0, oxHOCHO
KaJla Cy HeypOHW HenoBe3aHu. 300r yCJOBa KOje 3a/0BOJbaBajy NMapaMeTpu
a, b u v, nosmuom Py(2) nHema Hysa ca peajHuMm jejom Belium o HyJIe.

Hyue dbyuknuje ¢(z), oaaocHo dyuknuje g(z), uCIUTyjeMo HoMOLy IpuH-
numna aprymenTa. CBU TeXHUYKH JleTabU, KOjU ,,HeJ0CTajy” v caeaehem pas-
MaTpamy, Mory ce Halu y kmbusu [2], cp. 118-122.

Heka je C'r KpuBa y KOMILIEKCHO] paBHH KOja €€ CACTOJH OJ CEIMEHTa,
[—iR,iR] m on mOJyKpyTa MOJyNpedHnKa R, ca MEeHTpOM y Hy/H, KOju je
onpehen yciaosom Rez > 0. Kako Py(z) wema nysa y noiaypasuu Rez > 0,
T0 ¢g(2) Hema moJyioBa y TOj mosiypasuu, na je Po, = 0. (Ca Pg, u N,
O3HAYaBaMO PeJOM 30MpOBe BUIIECTPYKOCTH TOJIOBa U Hyda (ByHK3Hje § v
obsracru orpanndenoj kpusom Cg.) Kopucrehn npunnumn aprymentTa, oapei-
jyjemo 6poj N¢,. Axo jokaxkemo na je limp oo Nop, = 0, onzga he 3a cse
uysie dyHkiyje ¢(z), OJHOCHO 3a CBE KOPEHe KAapaKTEPUCTHUYHE jeJHATHHE
(21) Baxkuru g2 je Rez < 0. Kako noj yciosoM 3a napamerap ¢, A2—4B < 0,
dbyukmja ¢(z) Hema HysIa HAa UMATHHAPHO] OCH, ojiaTie hie cieanTu TBpheme
Teopeme.

Osnaunmo ca w,(2) = %
nostykpyra kpuse Cg ipecjimkaBamem wy(2) ,,cKyiba y Tauky” kaj R — oo.
Ocraje ma pasmoTpumo ciuky cermenra [—iR, i R]. Kako je

e~ 27, TIpuMeTnMO 114, ce CJIMKA TOMEHYTOT

cd(iy + ) ? 2022 + y?)

i+ )y +a)+b| gt (a2 42— 2b)2 + (ay + b2

|wo(iy)| = (

nobujamo s1a je mejeaqnakoct |wo(iy)| < 1 ekBuBajsenTHa ca
y*+ Ay* + B >0,

rjie cy Besimunbe A u B jiedununcane y popmysianuju reopeme. [Ipema yciaoBy
Teopeme je A2 — 4B < 0, nma je |wo(iy)| < 1. 3aro je n |w,(1y)| < 1, mro
3HAYM JIa Ce CIuKa cerMenTa [—iR,iR] mpeciukaBameM w, HAJa3d YHYTap
jemuanunor gucka B(0;1) (ma we obunasm tauky z = 1). V3 nperxomHux
paszmMarpama CaeIu J1a je Bapujanuja aprymenta dyaknuje g no Kpusoj Cr
jennaka nysm kajg R — oo. Tume cmo jiokasaium ¢ 003UpOM Ha IIPUHIUIL
aprymenTa, 1a je limpg o Ne, = 0, mro 3Haun ga ce nyie dynkmnuje ¢(z)
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HMajy peasiHd Jeo Mambu o1 HyJe. /lak/e, cTanuoHapHO pelllekhe je CTaOIIHO
3a cBaku 7 > 0. [J

Pasmorpumo yeios A? — 4B < 0 u3 uperxoiue reopeme. 3a ¢ = 0 0Baj
YCJIOB je eKBuBaJeHTan yciaosy, (a — ) < 2v/b, a Taja HEKYIUIOBAHH CHCTEM
nma crabmiany (okyc-poKyC CTaloOHAPHY TadKy. ¥ TOM CJAydYajy MOCTOjH
uHTepBal 3a ¢, ¢ € (0,¢7), rue je

a?y? — 2b+ 2/b(272 + 20y + 02) \ °
52 ’

3a KOje je CTalmOHApHO pelllere CTAa0WIHO 3a 6mjo Kojy Bpeanoct 7 > 0
(Bumern cauke 10 u 11). 3a ¢ = ¢™ Baxku Ja je w = w; = w_ (Teopema
3.3), ma ce 3a Ty BPeJAHOCT mapamerpa ¢ budypkanuone Kpuse ,cacrajy”’ y
jennoj rauku. Y ciaydajy Kajga HekymiaoBauu cucreM (¢ = 0) uma crabusny
dbokyc-uBop cranmonapuy Tauky yciaos A2 — 4B < 0 uuje 3a10BOJbEH HA 33
jenno ¢ > 0. Ha kpajy, y 06a oBa caydaja OCTOju HHTEPBAJI 3a ¢, ¢ € (7, ¢g)
y mpBoM 1 ¢ € (0,¢p) y aApyrom, Kajaa ca nopehameM T CTAIHOHADHA TAYKA
OCTaje HeCTaOMTHA.

3.3 3ak/by4yakK U AUCKYCHja

Ananmmsupanan cMo cTabIIHOCT U OuypKaIyje CTAHOHAPHOD Pellleha, Y
caydajy asa nopesana FitzHugh-Nagumo excurabunna cucrema.

Kox ucmospemeno nosezanur cucrema aHajin3oM cucreMa OOMYHHUX JIU-
depeHnujaaIHuX jeJIHAYMHA JOKA3aHO je Ja MOKe J0hu JI0 poMeHe cTabuI-
HocTu periema. Haljena je kpuTuvana BpPeIHOCT €y mapamMeTpa KyIIoBarba
¢, KaJa Jlo7a3u Jio cynepkpurudne Xormdose dudypkamnuje. Excrmiuiurao
cy nHabeHe jeqHadmHe Kojuma je neduHHCAHA PECTPUKIHja TOKA Ha IEHTap
MHOI'OCTPYKOCT M Y KOjuMa ¢urypuiiie napamerap € = ¢ — ¢g. Llenrap muo-
FOCTPYKOCT je JaTa jeJHadnHAMa X1 = To, Y1 = Yo. CTalMOHAPHO Pellleme je
CTabUIHO 32 CBE BPEIHOCTHU ¢ < Co. 3a MaJje BpegHocTn € > () cTammoHapHO
pelreme mocTaje HecTabMTHO U I0jaBsbyje ce cTaOW/IaH TPAHUIHU KPYT.

Pesynraru ananuze cucrema jJudepeHNEjaTHUX jeTHAUNHA €A KAUHEHEM,
matu cy TeopeMama 3.3 u 3.4. 3a MaJie BPEIHOCTH HapaMeTpa ¢ U Kalllkbe-
a T, JeJINHU aTPaKTOp je cTabu/Ho cranuoHapHo penieme. Jlokazano je ja
YBEK TOCTOjU WHTEPBAJI 3a mapamerap ¢ < Cg KaJa je 3a MaJjie BPeIHOCTH
Kalmmema 7 > () cTanmoHapHO pelllerbe cTabUIHO, aJu ca noBehaBameM Kalll-
Ibeha CTAIMOHADHO Ppelllelkhe IMOCTaje HecTadWIHO. 3a BPEIHOCTH C > (g
U Majie BPeJHOCTH T CTAIlMOHAPHO pemreibe je Hectabmnauo. llosehame T
MOZKe JIOBECTH JI0 CTabH/IM3alije CTAHOHAPHOr pellerba (MaJjie BpPeHOCTH
€ = c—co > 0) y naaupexrroj cybkpuTuanoj Xordosoj oudypkanuju. Taga
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je cucreMm Oucrabuian y opmMu CTaOUJIHOI CTAIlMOHAPHOT pellerba, HecTa-
OMJTHOT TPAHUYHOT Kpyra U CTaOMTHOT TPAHUYIHOT KPYTa KOjH Ta OKPYKYje.
Haspe nosehate 7 (HOTBphHEHO HYMEPHYKOM aHAJIM30M) JI0OBO/IH J10 ToBehama
pajimjyca HecTaOMJIHOT IPAHUYHOT KpyTa, 0JHOCHO, 10 fold limit cycle Ou-
dypramuje ([25], [27]) v ko0joj Hecrajy HecrabuiaH W crabHIaH TDAHUIHU
KpyT, a CTallMOHapHa TadKa OCTaje Kao jewHu aTpakTop. /Jlakie, monasm
JI0 TIpecTaHKa ocImIaluja 3axBasbyjyhn kammmemy 7. Jlabe moBehame T
JIoBOJIM 10 cylepkputuune Xondose Oudypkaiyje 1ma CraigoOHapHO pelll-
eme TIOHOBO nocTaje Hectabuao. Ca CBaKMM MPOJIACKOM mapaMerpa T Kpo3
KPUTHYHY BPEIHOCT O3HAYEHY CHMOOJIOM T, Map COMCTBEHUX BPEIHOCTH Ca
HEraTUBHUM PEAJIHUM JeJ0M IOCTaje Iap Ca MO3UTHBHUM PEATHUM JIeJIOM,
onHocHO moBehaBa ce Opoj HecrabwIHUX mpaBana. JloK cBaka KpUTHIHA
BPeJIHOCT T_ ,,ipeTBapa’ map HeCTAOUIHUX y map cTabuIHuX mpaBata. [Ipu-
MEeTHMO J[a HAIA JIOKAJTHA aHAIN3a CTAOUTHOCTH CTAIMOHAPHOT Pellerha HiTje
JIOBOJBHA 3a ycTaHoB/baBame fold limit cycle budypkanuje, kao au Xormd-
Xond Gudypkanuje 10 Koje goya3u y npeceky 6udypKanuoHux Kpubux (Ka-
KO TOKa3yje HyMepHJKa aHaIn3a 3a HeKe KOHKPeTHEe BPeJIHOCTU IapaMeTapa
a, bu y). Auamnruuku, Xond-Xond 6udypraruja 6u Moria 6GuTn J10Ka3aHA
yHOTpeOOM PeCcTPUKIHje TOKA Ha MEeHTAP MHOTOCTPYKOCT CHCTEMa Ca KalllH-
jemeM y Kojoj durypuiy jiBa mapameTrpa.

TunoBu JUHAMHKE ONKMCAHU HPE/IJIOKEHIM MOJIEJIOM Cy YIIPAaBO OHH KOjU
Cy YOUEHHU y peasiHOj JuHAMuUIu Heypona (morsiasibe 2, [24]). Hama anamu-
3a je mokasasa Ja ako je Be3a JIOBOJBHO jaKa, OJTHOCHO aKO je MPEeHOC UM-
yJICa JIOBOJ/bHO jaK, OHJA Ne yK/bydnBameM Kallltherha y Be3u Johu 10 oc-
UJIAINja WK CTama Spiking aKTUBHOCTH HeypoHa. /lajbe, youwmam cMo Ja,
ca onpehieHOM jaumHOM Be3e W 3a MaJie BPEJIHOCTH BPEMEHCKOT KalllFherha,
MOKe MOHOBO JohM 70 eKCHTaOUIHOI cTarba HeypoHa. [Ipemioxkenu mojen
ce 300r CBOje jeTHOCTAaBHOCTH MOYKe KOPHUCTHTH Yy aHAJIN3HU JuHAMUKe Beher
Opoja 1oBe3aHUX HEYPOHA.
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Cnuka 11: Budypkanuone kpuse 7.(c), 3a napamerpe: (1) a = 0,25, b =
0,005 v = 0,005; (2) a = 0,25, b = 0,003 m v = 0,003; (3) a = 0,25,
b=0,0015 1 v = 0,0015; (4) a = 0,25, b = 0,00075 1 ~ = 0,00075.
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4 Amnajgm3a cTaOMJTHOCTH y MOJIEJIy ITOBE3aHUX
HEYPOHAa ca MaJINM BPEMEHCKUM KaIlllEhE€HhEeM
y Be3u

Y IpeTXOoMHOM TIOIJIAB/bY je aHAaJU3UpaH MOJesl MOBe3aHUX HEypOHa ca
€JIEKTPUYHOM Be30M, Jiar cjejehum jejiHaunnama:

i = —af+(a+ )2t —azy —y +ctg (2d),

Y1 = bri—yy,

Ty = —ab+ (a+1)x3 — azy —yo + ctg(27),

Yo = bry— Yy, (37)

rie je 7 = x(t — 7). Haljene cy kpuruune BpeaHocTu napamerapa 7.(c) 3a
Koje jmosa3n g0 Xondosux dudypkamnuja. Takohe cy oapehenn tunosu Xor-
doBux oudypxkanuja. Kako Jokaana aHaan3a cTabUITHOCTH jaje MOHAIIAMEe
cucTeMa caMo y OKOJInHU OndypKAIMOHUX BPEJTHOCTH, OUJIO je HEIIOXO/IHO HY-
MEPUYKN YTBPIUTH MOHAIIAE CHCTEMa 3a OCTa/e BPeIHOCTH Hapamerapa.
Jlobnim cMO HEKOJIMKO pa3JInduTuX THIOBa juHavuke. [lopea pazamantux
THIIOBa OCITUJIAIM]a KOje HacTajy 300r yBoherma KYILIOBamba, a MEmbajy ce 300T
BPEMEHCKOT Kallllherha, Hal)eHa cy JBa TUma eKCUTaOWTHOT MOoHAImama. Ko
HPBOI' je CTa0W/IHA, CTAlOHAPHA TAYKA Je/IMHA ATPAKTOP, a KO, APYTOT KMaMO
cTabUJIHY CTallMOHAPHY Ta4vKy W ctabujaH rpaHndau kKpyr. Taxkohe cy Haj-
jeHe BpemHocTH 3a napamerpe ¢ > 0 u 7 > 0 KaJ1a J10J1a31 0 MPECTaHKa, OC-
nutanuja. OHO IMITO je BaXKHO jecTe Jia /1o 00a TUITa eKCUTaOMTHOT IOHAIIAhA,
Kao H JI0 IpecTaHKa OCIUIaIfja J0Jda3u 300T peJaTHBHO MAJOr BpeMeH-
CKOI' Kallllbetha 7. I3 Tux pazjora je MoKIa OMpaBIaHO AIpPOKCHMUPATH
byHKIM]y KyIJIoBamba Ha cjejgehn HaduH:

[t —7)) = flz — 7).

Ha Taj maunn 6u cucrem audepeHujag Hux jeJHAUYNHA ca KalrmbemeM (37)
OO AIPOKCUMHUPAH CUCTEMOM OOMIHUX JTH(DEePEeHITHjATHUX jeTHATNHA:

i = —28 4+ (a+ 1)1 —azx; —
+ ctg oo — (=25 + (a + 1)a5 — axg — yo + ctg H(21))),
Y1 = bry—yyi,
Ty = —a5+ (a+1)r3 —axy — Yo
+ ctgH(zy — (=23 + (a+ )2t —axy —yy + ctg (),
Yo = bry—yys. (38)
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OBakBa apoKcuMaluja, HAje yBeK OIpaBIaHa YaK M 3a MaJie BPeJIHOCTH
7. OnpapmanocT meHOr yBohema aHaIM3upaHa je y OIIITeM CIydajy, Kao
U Ha npuMepuma, y pajy [28]. Ha momeny upenarop-kprsa jejHadnna ca
KalllIeheM OBa allpoKcuMalyja je anaansupana y [29]. YV namewm ciaydajy,
Kao mTo heMo BHEeTH, alPOKCUMATHUBHU CHCTEM je J00pa alpoKCcuMallnja
3a pesJIaTHBHO MaJie BPeJIHOCTH BPEMEHCKOI Kallihema W oMoryhyje mam ga
AHAJIMTHYKY JIOOUjeMO CBe OUTHE THIOBe JUHAMHUKE MOJIa3HOr cucrema (37).
Pesyiraru koje hemo oBjie npukasaru objaBibenu cy y pajy [4].

[naBuu pesyarar name anaimse cucrema (38) je Xondosa (Bayrunosa)
oudypkanuja koxnmensuje 2 ([27]) koja ce mobuja 3a masno 7. [Ilrasuiie, 3a
jaKo MaJie BpeJIHOCTH BPEMEHCKOI Kallllbema, 0udypKanuone KpuBe TauHOr
U alPpOKCHUMATHBHOT CHCTEMA Ce CKOPO IOKJIAIAjy, a JUHAMHUKA UM j€¢ KBaJIH-
TATHBO UCTA.

4.1 JlokasHa aHaJIM3a CTAOMJITHOCTU CTAITMOHAPHOT
periema

[ToroBo hemo, Kao u y IpPeTXOTHOM IIOIJIABJBY, Pa3MaTPATH CAMO BpeJ-
HOCTH TIapaMeTapa a, b, 7 U ¢ 3a Koje CHCTeM HMa, CaMO jeIHO CTAIMOHAPHO
pelierse, OJIJHOCHO KaJja je

4§>(a—1)2, i c<cld§fa+§. (39)
Y Y
Qukcupajmo napamerpe a, b u 7y TaKo J1a 33,10B0/bABA]Y TPETXOIHH YCJIOB, KAO
U J1a je cucrem 0e3 KyIioBarma ekcutabuaan. AnaansupaheMo mpomene cra-
OMJTHOCTHU CTAIMOHAPHOL pellerha Uin OndypKauje y 3aBUCHOCTH O] TapaM-
eTapa C M T.

Jluneapusanuja cucrema (38) y okosmuu cranuonapue rauxe (0,0,0,0)

nma 0bJINK:

r1 = Fxy—y,+ Dxy+ Eys,

Y1 = bry—yyi,

Ty = Dxy+ By, + Fxy — 1o,

Yo = bry— Yy, (40)

rie je
F=—-a—-¢c7, D=c+car, E=cr.
Opxrosapajyha kapakTepuCTHYIHA jeTHAYNHA je

AN) = A1(AN)Az(A) =0,
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IpHu 9emy je

>

e
>
[

M+ (y—F—D)A+b— Fy—~D —bE,
Ay(N) = N+ (y—F—-D)A\+b—Fy+~yD+bE. (41)

Pemema kapakTepucTuvne jejHaunuHe Cy

)

1
Au::§P7+F+Di¢w+F+DV—%Q—Em

AM::%}7+F—DiJW+F—DF—%O+EL (42)

TaKO Ja je A1(>\172> =0mu Ag()\374) =0.
QukcHa TavyKa je Hexuepobo/IMuKa aKo je HeKa 0J COIICTBEHUX BPEJHOCTH
je/IHaKa HyJIM WK je uMaruHapua. /lakjie, TpaxKumo cKyn

Br, & {(c,7) € R* x RTRe\(c,7) = 0,¢ < ¢1},

rie je A = A(c, T) HEKO 0J pellierhba KApAKTEPUCTHYHE jeTHAUNHE.
Jennakocr A1(0) = 0 je 3a10Bo/beHA AKO j€

b—Fy—gD—bFE=0<% 1c(cy —ay—0b) =cy—ay—b,

OJIAKJIe CJIeJIh, KAaKO je ¢ < ¢] = a + %, Ja je T = % Dakrop As(\) Kapak-
TEePUCTUYHE jeJlHaUYNHEe HeMa KOPeHa je/ITHAKWX HYJIM HU 3 jeJIHO MO3UTHUBHO
cu T. 3aTO CKyTI

de 1
B < {(en)lT =~ e <)

jecTe cKym CBUX BPEIHOCTH TlapaMeTapa KaJia je je/iHa COTCTRBeHa BPeTHOCT
jeTHAaKa HYJIH.
Jemuakoct Aq(iv) =0 (v > 0) BaxKu axo je

—*+(y=F—-D)iv+b—Fy—vD —bE =0+

v’=b—Fy—~yD—-bE>0mu(y—F— D)v=0.

c—a—vy

Ako je ¢ € (a, 1), no6ujamo ja je T = ey MU= VA(ay +b—cy)/(c—a).
C apyre crpane, ako ¢ He npunaia uarepsady (a, 1), jeanaduna A; = 0 nema
uMarnHapaux pemema. OcuMm Tora, jennauuna Ap = 0 HeMa MMarMHAPHUX
periierma HU 34 Je/IHO C U T. 3aTO CKYII

def c—a—v
Brg ™ {(en)lr = e (wa)
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jecTe CKYyTI CBUX BPeIHOCTH MapaMeTapa 3a Koje KapaKTepUCTHIHA jeTHAUTHA
nMa IMarmHapaHa pelnremba.
N3 mnperxoHor cieau ja je

B, = Beyp U Bgn-

Caenehe e Teopeme onucyjy Tumobe OudypKammja 3a BpeJHOCTH Hapa-
Merapa u3 cKyna Bg,,, 01HOCHO Bp,.h.

Teopema 4.1 3a cee spednocmu napamemapa (¢, 7) € Bgyp, cucmem (38)
uma pausacmy (pitchfork) ougdypravugy.

(OGjammeme 1mTa je pauacta GudypKalmja JaTo je HA Kpajy J0Ka3a OBe
Teopeme. )
Hoxka3z. 3a cse napamerpe (¢, 7) € Bg,,p, KADAKTEPUCTUYHA jeJHAYNHA KOja
ojroBapa JimHeapusobanoM cucremy y okosinau (0,0, 0,0) uma jesHo pemnieme
jenHako Hysma. Jla 6u cMO aHaIU3UpaId TOK Yy OKOJIMHU T€ HEXUIIEPOOJHIKe
¢duKCcHe Tauke, KOPUCTHNEMO METO/T MeHTap MHOT'OCTPYKOCTH.

[Mocmarpajmo cucrem (38) mpommupen jegnaunnom € = 0, rjue je € =
7 — 1/c. Tlocne MakjiopenoBor paspoja ,,JeCHUX crpaHa’ THX jeJHAYMHA
J10 4janoBa Tpeher crenena, g00ujamo:

g1 = —(a+c)ar—yi+(a+ )z +yo + (a+1)(a? —23) +
b (1)t~ ) a3+ exdn — clat e +
+  AcCeTo + CeYy — cgexl,

Y1 = bxy —yy1,

Ty = (a+c)xy+yr— (a+c)xy —yo — (a+ 1) (2] — 23) —
— (g —1)(z} — 23) — ax} — 2y, + caizy — cla + 1)ex? +

+ acexy + ceyp — 026;1:2,

Yo = bxo —yyo,
e = 0. (43)

Kopucrehu comcrBene BeKTOpe KOju 0roBapajy COINCTBEHUM BPeTHOCTH-
Ma I'eHePHCAHUM BPeJHOCTHMA lapamerapa u3 ckyua Bg,.,, yBeIIMO TpaHC-
dopmarnujy KoopauHaTa,

Ty = x—2z—1t,
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= —x—i— — t,
. RN TN
Ty = x+z+t,
b b b
= —x+y+ z+ t, 44
. AR Ve Y (44)
rie je
1
A34 = 5[—2(a+c) — v+ (2a +2c — )% — 8b].

Jasbe, Ha COWMYAH HAYHH KAaO Y MPETXOJHOM TMOrIaB/ky (moanoriasibe 3.1)
JI00MjaMo Jia MeHTap MHOTOCTPYKOCT UMa caeaehn o0IuK:

We0) = {(z,y,2,t,e) | y=nhi(x,€),z=ho(z,€),t = hs(x,e€),
hi(0,0) = 0, Dhy(0,0) = 0,6 = 1,2,3}  (45)

Ipu 9emMy je

bc b b b bc
hi(z,e) = ——(a+——clze+ —=(a+— —c)x* + —(a+ 1)a*e+ ...,
1(z€) 7( S ) 72( S ) 7( )
hQ(LC,E = 0,
hs(z,e) = 0. (46)

Pecrpukiuja Toka Ha meHTap MHOIOCTPYKOCT je jiecpbuHucaHa jejHavu-
HaMa

b b
t=F(r,e)=cla+——clze—(a+——c)z® —cla+Da’e+... (47
v v
DOynkuumja F(x, €) 3am0B0/paBa

OF O*F

E(Oa 0) = 07 wa)a O) - 07
0*F b
m(0,0) :C(G—F; —C> 7&0,
PF

ox3

IITO je TOTPeOaH U JOBOJbAH YCJIOB Ja y Tadukn (z,€) = (0,0) momasu mo pad-
Bacre oudypranuje ([9], [10]). Tox pedunucan jeanaunnom (47) je J0KaIHO
TOMOJIONIKY eKBUBAJIEHTaH ¢ TOKOM jlepMHUCAHNM ca & = ex—x° (noryie arn

b
——(0,0) = —6(a + 5 —c)#0,
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u [27]). Hdaxme, nomasuau cucrem (38), mox ycaoBoM (39), 3a ¢Be BpeJHOCTH
napamerapa u3 ckyna Bg,., y Tauku (0,0,0,0) nma pausacry Gudypkarmjy.
To 3naum ga je 3a BpeaHOCTH T < % (1 — % JIOBOJBHO MaJI0) TPUBHUJAHO Pe-
nreme cTabuaIHo, a J1a 3a T > % (1 — % JOBOJBHO MaJIO) TPUBHUJAHO Dellierhe
rmocTaje HeCTabWIHO M TI0jaBJ/bYjy Ce jOI JBa CTallMOHApPHA Pellema Koja Cy

necradbunana.]

Teopema 4.2 3a spednocmu napamemapa (¢, 7) € Bg,.n cucmem (38) uma
UAU CYNEPEPUMUNHY UAU cYOKRPUMUMHY Ul 2enepasucany Xongosy Gudyp-
kayujy. I[lImasuwe, nocmoje epednocmu napamemapa a, b, u v maxee da
3a Hnewu cg € (cp,c1), 2de je co = a+v ucp = a+ %, cucmem (38) uma
eenepanucany Xongosy budyprayugy.

Hoxkas. 3a napamerpe (¢, 7) € Bp,.;, KApAKTEPUCTHIHA jeTHAYNHA KOja O/Ir0-
Bapa cucremy (40) mMa caMo jeJaH map MMATHHADHUX Delema Ao = £iv,
v > 0, JIOK ocTaJia pelieha UMajy peaJHu jieo pasjundut oj uyJe. [Ipu Tome,
3a ¢Bako (¢, T) € Bpg,., Baxn:

B dRe)\172| _ld(—y+F+D) o) = cla—c)
T ar e T2 dr (er) = 2

d < 0. (48)
Bakspydyjemo Ja cBe Bpegnoctu (¢,7) € Bg, renepurny Xomdosy 6udyp-
kanujy. Tun Xomdose 6udypkanmje MOKEMO OJPEIUTH aAKO aHATH3TPAMO
HOpMaJIHy (POPMY CHCTEMa Ha JIBOJMMEH3MOHAJIHO] MHBAPHUJAHTHO] IEHTAp
MHOT'OCTPYKOCTH.

JoBosbHO je na dbyHKIMje Ha JeCHO] CTPaHMU MOJIa3HOT cucrema (38) pa3Bu-
jeMO y OKOJIMHH KOOPJHHATHOT IMOYeTKa JI0 4IaHOBa Tpeher cremena

) 1 1
X:AX+§Fap,2<X7X)+gFap,?)(X?X’X)? (49)
rie je
1 F -1 D FE
X=ln|l 4=|p e Fr 1|
(a+1)2? —cla+ 1)T23

0
Fopa(X, X) = (a+1)x3 —cla+ 1)T2?

0
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(57 — D} + (cr — € — car)al — cradys + Araia)

0
F3(X, X, X)=
op(X, X, X) (‘%T — 1)a3 + (er — & — car)a} — crafy, + ATyt
0
Concreenn BekTOp () Marpuie A KOju OAroBapa COICTBEHOj BPeTHOCTH
A = iv u coucrsenu sexkrop P marpume AT koju ojarosapa coucrseHoj
BPEIHOCTH Ay = —iv, HOPMAJHM30BaHH y OIHOCY Ha CKaJapHU MPOU3BOJL
def =T .
<P Q> I (), nmajy obiuk
1
(c—a)1-2)
Q= N
o i
(c—a)(1—=2%)
v+iy
4y
N
4 —
P=| M5
4y
A
4v(c—a)

Ilozmaro je na Bekropu @ um () dbopmupajy 6a3y IeHTApP-IOAIPOCTOPA
E°¢ xoju oxrosapa marpumu A, Tako Jga ce cBakm BekKTop R € E° Moxke
MPEeJICTABUTU Y OOJTUKY

R =aQ + aQ,

e je a =< P, R >.

Heka je menrap MuOrOCTpyKOCT cucrema (38) oapelena jennaunnom X =
H(a,@). Pecrpukimja Tor cHCTeMa Ha MEHTap MHOTOCTPYKOCT, Y KOMILIEK-
CHOj HOpMAaJIHO] (POPMHU, MOZKE Ce TIPeJICTABUTH:

& = iva + halal® + halal* + O(lal®). (50)

Ako ca Fi,(X) osnaunmo mecuy crpany jegmaqume (49),
1 1
Fup(X) = AX + = Fopa(X, X) + 2 Fipa(X, X, X),
U IMaMO y BUJY WHBAPHJAHTHOCT HEHTAP MHOIOCTPYKOCTH, JOOUjAMO:

a—Hd+ 8—10_{54 = Fap(H<a7@))' (51)
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Samennmo caa Tejopos pa3Boj

_ 1 .
H(a,a) = aQ + aQ + Z Whjkajak—|—0(|a|6>7

1<j+k<5

ca neroznarum koedunujentuma hj, € C* (hy; = hjy,), u mopmammy dopmy
(50), ca menosmarum koedbunujentuMa Iy u ly, u Fy, y jeanaunny (51). Us-
je/lHavaBameM KoedulldjeHaTa y3 4JaHOBe HUCTOI CTelleHa Ha JIeBOj U JIECHO)]
CTpaHU TaKO JobujeHe jennauune, oipehyjemo xoedbumujente hjy, i u lo.
Tako ce pobuja ga KoedunujeHT [; uMa 0OJIHK:

b= %Re<P,Fap,g@,@,@)+Fap,z<©7<2ivf4—A>‘1Fap72<¢?v@>>—
— 2F,,2(Q, A7 Fp0(Q,Q)) >

1 v 272 (a+1)?
= Z|= 3 g
5 (c+ )C_a+c a—v+ Cc—a)btar—)
7+ Gi(a,b,y)c + Gala, b,y)c + Gsla, b, ) (52)
2(a—c)(b+ay—cy) ’
rie je 14 jeamaudna marpuna peia 4, u rie je
Gi(a,b,7) = —b—3ay—27",
Gy(a,b,y) = 2ab+ 3a*y + 2by — 37* + 3av?,
Gs(a,b,y) = —a’b— a*y+3by —aby — 2v* —ay* — 3a®> — 7% (53)

Axko je l; # 0, pecrpukinuja cucremMa Ha IEHTAP MHOTOCTPYKOCT je JIOKaJI-
HO TOTOJIONIKK €KBUBAJIEHTHA HOPMAJIHOj (hopMuU

& = (B +iv)a + Lalaf,

3a /10BoJbHO Masio . OBa HopMmasHa dopma onmcyje XordoBy budypramujy
ekBuInOprjyma o = 0 Kajga mapamerap [ Mema BPEIHOCTH y OKOJHHH OW-
dypxanuone tauke 5 = 0.

Kaxo 3a cBe enemente ckyna B, Baxu (48), tj. na je d < 0, 10 3a
BpesiHOCTH mapamerapa (¢, 7) € Bg,, TakBe ma je [; < 0 momasum g0 cy-
nepkputuane Xormdose dudypkanuje, a 3a koje je l; > 0 monasum 10 cy6-
kpurnune Xondose 6udyprannje. 3a Bpeanocru (¢, 7) € Bg,, 3a Koje je
[y = 0 momasu 10 renepaJincane Xomdose Oudypkarmje.

Vmenwmnarn y u3pas3y 3a [ je yBeK HeraTUBaH HA MOCMATPAHOM HHTEPBATY
(a,c1). Kaxko je 6pojunarn nosuaoMm tpeher cremena 1o ¢, moctoju 6ap jeaHa
peaJjiHa HyJia ¢ = cg Tor nojuHoma. Jla jim 6poj cp npuiaga HocMarpaHOM
WHTEpPBaJIy 3aBUCH O mapamerapa a, bu 7. 3aa = 0,25 u b = v = 0,02
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6uhe cp = 0,289024 u raj 6poj mpunasa oaroBapajyhem unrepsany (co, 1) =
(0,27, 1,27). BakspyuyjeMo Jia MOCTOjU KPUTHYHA BPEJIHOCT HAPAMETpPa ¢ Y
K0joj joJia3u 10 renepasucane Xormdose oudypkamnuje. 3a HaBegeHn n300p
mapamerapa a, b, u vy peann3syjy ce cBa Tpu Tuia Xordose Oudypraiumje
KaKo ¢ TpoJIa3n nHTepBasoM (cg, ¢;).0

Hamomenumo fa u 3a apyra4uuju u3d0op BpeJIHOCTH a, b U 7y Koje ce Hajue-
mhe y3umajy, kaja je cucrteM FitzHugh-Nagumo ekcurabuian, BpeHOCT cp
npuiaga uaTepBaLy (Co, €1) U HAJA3U Ce BeOMa OJIn3y BPEIHOCTH Co.

. .~ Todlinitcyde

4 T
Qeuillator deeth \

™ superaritical Hopf

Cnuka 12: Budypkanuone kpuse: (1) pausacre u Xomdose 6udypkanuje;
(2) renepamucane Xorndose 6udypxrarmje.

Axko npeacraBumo kpusy T(c) = i((}‘g’; y pasuu (¢, T), J€0 Kpuse O]
¢ = ¢y 10 ¢ = cp ojrosapa cynepkpurudnoj Xordonoj oudyprauju, 10K
JIe0 KpUBe OJl ¢ = Cg J0 C = C; OJAroBapa CyOKpuTH4HO] Xo01doBOj OU-
dypxkanuju. Kao mro je mosnaro u3 Teopuje oudypkaiuja, Ko reHepadsi-
ucane Xormdose dbudypkanuje, ocuMm oBe jBe Xordose O6udypkanmje, moc-
TOju KpuBa KpUTHIHUX Bpeanoctu fold limit cycle budypkamnuje, koja kpehe
u3 Tauke (g, Tp). 3a BpeaHocTH mapamerapa u3mehy KpuBHX CyOKpPUTHIHE
Xondose oudbdypkanuje u fold limit cycle 6udypkanuje, cucrem (38) uma
CTAOUTHO CTAIMOHAPHO PEIIerhe OKO KOTa je HeCTaOW/IaH TPAaHUYIHU KPYT, a
OKO KOTa je ctabuian rpannydnu Kpyr. ['enepanncana Xondona oudypkarmja

28



je mpuKa3aHa Ha caunm 12.

Hamomenumo jomr jga je teopeme 1 m 2 moryhe jokasaTu W y HEKHM
JIPYTUM cJiydajeBuMa (DyHKIMje Be3uBarba CUIMOUJIHOI THIIA. YCJIOBU KOje
ou dyukmuja Tpebasto xa 3anosospasa jecy: f(0) =0, f/(0) >0, f/(0)=0mn
J"(0) # 0.

4.2 AnpokcmMaTHBHH U TaYaH CHUCTEM

3a cucrem (37), Koju hemMo Ha3WBATH TAYHUM CHCTEMOM, IOJ YCJIOBAMA
(39) y mperxogHOM TIOr/IaBIbY J00MjeHe cy OudypKaIone Kpupe, Kao U HEKO-
JINKO PAa3InYdTHX THUIOBa auHamuke. [Ipmmeheno je ma ce 10 Kapakrepuc-
THYHE JHHAMEIKE 32 [IOHAIIAkhe HEYPOHA, /IBa THIIA eKCUTAOMTHOT TOHAIIAHA,
KAao0 U IPeCTaHKa OCIMIAIN]a, T0Ja31 3a PeJTaTHBHO MaJjle BPeIHOCTH BpEeMeH-
CKOT' Kalllhemha, T.

12 1

Crnuka 13: Budypxanmone KpruBe TAYHOT U allPOKCHMATHBHOT CHCTEMA.

YiopeauMmo caja pesyjiTare JI00HjeHe aHAJTU30M AIPOKCUMATUBHOL CHC-
TeMa Ca Pe3yJITaTuMa O TAYHOM CHUCTEMY. 3a IO4YeTaK, HPEeJICTaBUMO Ou-
dbypkannone xkpuse oba cucrema y pasuu (¢, 7) (cauka 13). Tlocmarpajmo
oudypKammoHe KpuBe TATHOT CHCTeMa camMo 3a MaJie BpeanocTn 7. Ha commn,
KpHBe O3HAYEHE Ca T| U To OJIr0Bapajy MpBOM U JPYrom (hpaKTopy KapakTep-

i ; A dReX
ucTmdHe jexnaqnne (30), IpH deMy BaxKm ga je — 2 < 0 Ha T M — 2t > ()

dr
HA Ty, I/l CY Aj 234 Pellema Te KapakrepucTudte jejnadune. lape, ca 7, qpp
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O3Ha4YeHa je KpuBa padBacTe OMpypKaluje alpoKCUMATHBHOI CHCTEMa, a Ca
TH,app O3HaUEHA je KpuBa Xomdose OndypKaluje aipoKCUMATHBHOT CHCTEMA.

Jlaksie, HpBO 1ITO MOYXKEMO JIa IPUMETUMO jecTe Jia allPOKCUMAIIUja ,,Huje
n00pa” 3a cBe BPeJHOCTH HapamMeTapa W3HAJ KPUBE Tp.pp. HamMe, 1esa
dbavuirja oudypkamnmja 10 KOjuX I07a3W Kajga Apyru (akTop KapakTep-
UCTHYHE jeTHAYMHE TAYHOI CHCTeMa MMa HeXHIepOOJUUKe COICTBEHE Bpel-
HOCTH, 3a CBe ¢ < ¢y, HHAje ,,00yxBahieHa” OBOM alpOKCHUMAIIHjOM.

Ca jgpyre crpase, npumehyjeMo Ja ce 3a jako MaJje BPEJIHOCTH T, Ou-
dbypranmone kpuse TadHOr (T1) U ANIPOKCUMATUBHOL CUCTEMA (T qpp) ITOK-
nanajy. [daxje, mocroje BpejnocTu mnapaverapa (¢, 7) Kajla je anpoKcuMa-
TUBHE cucTeM J00pa anpokcuMmarnuja. OBe BpeJIHOCTH ce Hajia3e y OKOJUHU
KPUTHYHHUX BPEJTHOCTH Yy KOjEMa Ce peajn3yje reHepajucana XomndoBa Ou-
dypxkamuja Koja je mpuKaszaHa Ha CaAmM . 1o 3HAUYM jga ce momohy Teo-
peme 4.2 moxke 0b6jacHUTH JIMHAMUKA, TAYHOI CHCTeMa y OKoJimHu Oudypka-
muone kpuse 71(c). Tunosu gunamuxke ,,y okosiuau” reHepasucane Xordose
oudypxamuje, cyoxkpurnaaa Xomdosa dbudypramuja u fold limit cycle 6u-
dypkamuja, Kao U IpecTaHaK OCIUIAIM]a, jecy OAIll OHO IITO je HyMEepUUIKH
yTBpheHo Ja ce JelraBa U KOJ TAYHOI CHCTEMA.

[TocmarpajMo anmpoOKCUMATUBHEA CHCTEM 32 BPEJIHOCTH C > Cp W MaJo
7 > 0. CranmoHapHO pelieme je HeCTaOWIHO W jeJWHH aTPaKTOp jecTte
crabuaaH IpaHUYHA KPYr Yy paBHU 1 = 9, Y1 = ¥Yo. lloBehamem 7 10
speanoctu (¢, 7) € Bg,, nonasu no cyokpuruane Xomdose oudypramnmje,
KaJla CTAIlMOHAPHO pellelhe IMOCTaje CTAOWIHO U IOjaB/byje ce HecTabHIaH
IPAHUYHE KPYT y MCTO] PaBHU y K0jOj je u crabujan rpanndau kpyr. Cuc-
TeM je Oucrabuiian, ca CTaOMJIHUM CTAIMOHAPHUM peIlleheM U CTabUTHUM
rpanndnuM Kpyrom. /lasbe mosehame 7 10BojM /10 HecTaHka 006a rpaHUYHA
kpyra y fold limit cycle oudpypkamuju. Tana, jeauHn aTpakTop jecre cra-
OWMJTHO CTAIIMOHAPHO peIehe, OTHOCHO JT0JIa3HU J0 MIPecTaHKa OCIUAIAIN]a WK
denomMena ,,cMpT oclmMIaTOPa” KOjU je YOueH M KOJ TadHor cucrema. /Jlasbe
HOBehaH)e BPEMEHCKOI' Kalllib€tha AOBOAU O KPUTUYIHE BPEIHOCTU 3a pPay-
BacTy 6udypkanujy. [lojcernmo: koj pauBacte Oudypkaiyje 3a BpeIHOCTH
mapameTapa Koje cy Mambe o OudypKanuone HyJa-pellemhe jecTe CTabuIHO,
a ca nopehamem mapamerpa TO pellemne IocTaje HeCTabUTHO U HOjaBJbyjy ce
jorn 1Ba cTabWIHA CTallMOHApHA pelemba. TakBe IMHAMHKE HEMA Y TaUHOM
CHCTEMY.

4.3 3ak/pydakK u JJUCKyCHja

Ananmmsupann ¢cMO cTabIIHOCT U OmpypKalije CTAIMOHAPHOD PEIIeha
mozesia nosesanux FitzHugh-Nagumo nweypona ca enekrpuanom Besom. Mo-
qen1 ca audpepHIMjAJTHIM je/ITHAaTNHAMA CA KAIeheM Y Be3H, 32 MaJjie BPe/i-
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HOCTHU BPEMEHCKOT Kalllibeiha, allPOKCHMUPAH je CHCTEMOM Ca YeTHPHU OOUYIHe
nudepeHnujaTHe jeTHAUNHE.

Pezynraru o Oudypkaiujama ampoKCHMaTHBHOD cucteMa (GOpMyJincaHu
cy y obsuky gBe teopeme. [IpBa Teopema oapehyje rpanuny y pasuu (¢, T)
M3HAJT KOje je IMHAMUKA alPOKCUMATHBHOT U TAYHOT CHCTEMa KBAJTUTATHBHO
pasimunTta. /Ipyra teopema ycTraHoB/baBa reHepajucany XoidoBy oudyp-
Kalujy anpokcuMaTuBHor cucrema. CucreM Mozke Ja Gyje ekcurabuian (ca
CTaOUJITHUM CTAIMOHAPHUM DeIllerheM ), OCIIIaTopaH (Ka/la je I[paHuIHI KPYyT
jeauHn arpakTop) u Oucrabuian (ca cTaOUIHUM CTAIMOHAPHUM DEIICHheM U
CTaOUJIHUM IDAHUIHUM Kpyrom). Peamusyjy ce cyO6kputnana Xomdosa 6u-
dypranuja, kao u fold limit cycle budypkanuja. OBO cy OCHOBHH THUIIOBH
JMHAMHKE KOJU CY Yy IIPETXOJHOM IIOTJIaB/by YTBphEHH W KOJ CHCTeMa ca
nudepeHnujaTHIM jeTHAUNHAMA Ca KAITHHeheM.

Jlakje, jpobujena je jgo0pa ampokcuMalnmja cucreMa JudepeHInjaJ Hux
jeHAUNHA, Ca KAITHemeM, 32 MaJjie BPEIHOCTH mapaMerapa ¢ u 7: AHaaIn3oMm
AIPOKCUMATHBHOI CHUCTE€Ma AHAJUTHYKHU Cy yYCTAHOB/HEHU OCHOBHU THUIIOBU
JIMHAMEKE Ta9HOT cucTteMa. Pe3ynraru cy qo0ujeHn 3a KOHKPeTHY (DYyHKIH]Y
Bese f(r) = tg~!(z); onm ce Mory JOGHTH U 3a HEKY APYTY Be3y CUTMOMIHOT
tuna, Tj. 3a ¢ynkuujy 3a kojy Baxu f(0) = 0, f/(0) > 0, f/(0) = 0mn
J"(0) #0.

budypkamuje xkomumensuje 2, 10 KOjUX J0Ja3d y Ipeceky OmdypKaim-
OHUX KPHBUX TAYHOI CHCTeMa 3a Behe BpEJHOCTH IapameTpa T, HHCY 00y-
xBaheHne oBoM anpokcumarujom. Hymepuuku cMo yTBpAWIN J1a ¢y TO XOomd-
Xond oudypkanuje. Ilpernocrab/pbam jja aHAJUTUYKH JIOKA3 MOXKE OUTH
3aCHOBAH Ha reHepaJsu3aliiju MeToja Kopunihenor y Teopemu 4.2.

61



5 AmHajm3a CTaOMJIHOCTHU y MOJEJTy HOBE3aHUX
Hind-Rose mHeypona

Y oBoMm mornaBspy ananumzumpaheMo crabunnoct u Oudypkanuje Momena
JIBa TOBE3aHa HEYPOHA Ca JUHAMHUKOM 3HadajHO cjaoxkenujom ox FitzHugh-
Nagumo weypona. 3a jeany henujy veypona kopuctuhemo mosren Hindmarsh-
Rose, Beh nmomenyT y Jipyroj riiaBu oBor pa/jia:

T o= y+32F—a*— 241,
= 1-52%—y,
2 = —rz+rS(x+1,6). (54)

[IpomensbuBa o 0O3HaYaBa MEMOPAHCKHU IIOTEHIIHjA/I, Y HPEJICTAB/bA TAKO-
3BaHe Op3e JOHCKe CTpyje U 2 HpeJicTaB/ba crope joucke crpyje. Ilapamerpu
r u S ¢y peaqHW W MO3UTHBHH.

JIBOIMMEH3NOHAHA MOJIE/TH HEYPOHA MOTY ONUCATH CTAalhe MHPOBAIba W
OCIIIJIATOPHY JTUHAMHUKY HeypoHa. MehyTum, 3a caoKeHHje TMOHAIIamke Koje
jé YOUeHO KOJI peaHUX HEYpOHA, KAo IMITO je TMepuoanduu bursting, mMomen
Hajuemthe Mopa Outu TpoamMen3monasan, kao mto je Hind-Rose mogen.
[Tapamerap I mpejcTaB/ba CHOJBAIIELY CTPYjy U FHETOBOM ITPOMEHOM 10/1a31
JI0 KBAJIUTATUBHO DA3IUIUTUX JUHAMHKA Mojena. 3a [ = 0, cucrem mma
jeHO CTaOMIHO CTAIMOHAPHO PeIlerhe Koje 0JroBapa CTalmby MHUPOBAIba HEY-
poHa. VY 3aBHCHOCTH O] mapamerapa, ako je I # 0, Momen ommcyje crambe
HEYPOHA Ca CEPUjOM AKIMOHWX MOTEHINjA/Ia KOja je XaOTUIHO UCHPEKUIAHA
pedpakTOpHUM HepHOINMa U cTambuMa MupoBama (bursting). Osume hiemo
UCIIMTATHU /14 JIU JI0 OBAKBUX CTarba HEypPOHA J0Ja3u U 0e3 yTHUIaja CIIo/bhalll-
e CTpyje, a ycjel WHTepaknuje u3Mmely HeypoHa, mpu deMy ce y EHHXOBY
Be3y YKJ/byuyje U BPeMEHCKO Kamrbere ([6]). Y Tom cayuajy Tpeba cMarparn
ga je I = 0, a napamerpu dmja OM MpoMeHa, eBeHTYAJIHO, daBaJa bursting,
ouhe nmapamerap KyILJIoBama ¢ U BPEMEHCKO Kalllihermhe T.

Anamusupajmo npso cucrem (54) 3a I = 0. 3a mapamerpe 7 u S y3eliemo
Bpeanoctu r = 0,0021 u S = 4. OBo je yobuuajenn u300p mapameTrapa Kaja
ce ananu3upa bursting y mogeny Hind-Rose ca cnospammom cTpyjoM. Y ToM
caydajy cucrem (54) uma caMo jeJJHO CTAIMOHAPHO Delllerhe:

(o, Yo, 20) = (—1,60453, —11,8726, —0, 01812). (55)
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[Tocne Tpancdopmanuje x — x — xg, Yy — Y — Yo, 2 —> 2 — 2o U JIUHEAPH-
3almje Tako JIOOUjEHOr CHCTeMA Y OKOJUHH (HOBOT) CTAIIMOHAPHOL DeEIlerha
(0,0,0) mobujamo cucrem:

i = (6w —3xd)r+y — 2,
= —10zpz — v,
Z = drx—rz. (56)

Kapakrepucruina jeHadnHa KOja ofroapa cucremy (56) jecre
A+ 7) N+ )X+ 332 — 620) + 4r(A + 1) + 1020(A + 1) = 0.

Bamemyjyhu Bpennoctu 3a xo u r, 700MjaMo jeiHadnny Tpeher cremeHa mo A
qHja Cy pelrema:

A= —18,2783, Ay = —0,0645022, A3 = —0,00344365.

JlakJie, cTaliOHApHO peleme cucteMa (54) je crabuiHu 4BOD.
Mogen na nmoBe3ana Hind-Rose Heypona ca mudy3HOM Be3oM, y KOjy je
YKJbY4€HO BPEMEHCKO Kalllibethe, jjedpunuiinemo cjejiehumM jejHadnHamas

g1 = y +322 — 2% — 21 + c(zy — 20),

ji = 1—5zf —y,

Z = —rz+rS(r+1,6),

Ty = Yo+ 325 — 18 — 2+ c(zy — 27),

yo = 1—5x3 — s,

Zy = —rz+rS(ra+1,6), (57)

rie je o] (t) = x;(t —7), i = 1,2. Anamusupahemo cucrem (57) 3a paziaudure
BPeTHOCTH HapamMeTpa KyImoBama ¢ > () u BpeMeHCKOT Kalrmema 7 = 0, npu
qemy cmarpamo ga je v = 0,0021 u S = 4.
CranuonapHo peremse cucreMa (57), Koje oroBapa cratby MUPOBamba JiBa
HEYpOHa je
T =22 =0, Y1 =1Y2="Yo, <1 =222 = %0

[Tocste Tpanciamuje KOOPAUHATHOT CUCTEMA, TaKO Ja CTAIIMOHAPHO pellre-
e Oyne y Tauku (T1, Y1, 21, T2, Y2, 22) = (0,0,0,0,0,0), n mmmeapuzaruje y
OKOJIMHU Te TauyKe, J00UjaMO CUCTEeM:
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T = (6% - 3$3 + )z + 1 — 2 — cxg,

y1 = —10xery — y1,

2 = drxy —rzy,

Ty = —cx] + (639 — 325 + c)To + Y2 — 20,

Y2 = —10xora — yo,

Zo = Adrxg — 1r29. (58)

5.1 Jlokasna aHajnm3a cTabmyHOCTH Kaja je 7 = 0

AnanmusupajMo cTabuIHOCT TPUBUjATHOD pererba cucrema (57) y 3aBuc-
HOCTH O] TapamMeTpa ¢, Ipu 9eMy mpeTrnocTaB/baMo aa je 7 = (.
Kapakrepucrnuna jeHadnHa Koja ofarobapa cucremy (58) 3a 7 =0 je

Fi(A)F2(A) =0, (59)

Fi(A) = A+ +7)(\+3z5 — 620) + dr(A + 1) + 10z(\ + 1),
F(A) = A+ +7)(\+ 323 — 620) + 4r(A+ 1) + 10z0(X +7)
—2c( A+ 1) (A + 7). (60)
Kao mrro ce Mmoxke npuMeTuTH, IpBUA (PAKTOP Y KAPAKTEPUCTHIHO] jeTHAUNHA

He 3aBucu o napamerpa c¢. Csa Tpu Kopena mnoaunnoma Fj(\) cy peanna u
HeraTHBHA!

A1 = —28,2783, Ay = —0,064502, A3 = —0,00344965.

HakJie, pemema KapaKTepUCTHYHE jeHAYMHE KOja 3aBUCE OJ Hapamerpa C
jecy xopenn nojmuoma Fy(A). Tako mobujamo na he kapakrepuctudna jej-
HaYMHA UMaTHU jeaHo pememe A = (0 Kaja je

C:3x3+4x0+4
2

AKo morpaxKnmo KaJia moauHoM Fy () nMa map 4ucTo MMardHAPHUX Pelllerba,
nobujamo ga he ce To mecuTu ako je

~ 2, 6527.

c=1c¢y~0,674522 u c=c; =9,17561.
Kako F| He 3aBUCH eKCILTUIUTHO OJI C, U3 Je THAKOCTH

OF1(X(c),c) 0F5(X(c),c)

o (M0, 0) + F(A(e), o) =5

207
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JI0OHMjaMo J1a BazKu

dA P22

de oA OF
dC 8)\F2+F18)\

Opnatie ciaean na je

(dReA)

> 0.
dc ) oo i
c=Cp,A=1V

Bak/pydyjemMo Jia je cranmoHapHO permnere cucrema (57) (3a 7 = 0) cra-
6uHo 3a cBe BpegHocTn napamerpa ¢ € (0,c¢q). o npBe mpoMeHe cTaGui-
HOCTH JI0JIa3% 3a BPEJIHOCT C = Cy, Ka/1a ce peausyje Xomdona budypranmja
U CTAIMOHAPHO PeIlerhe MOCTaje HeCTabu/THO.

[Iperxoana JoKa/iHa aHa/M3a cUCTeMa 0Oe3 Kalllibelba, MOKa3yje Ja 10
IpoMeHe CTabMTHOCTH CTAIlMOHAPHOT pellleha MozKe Johu caMo 3axBaJbyjyhn
KYILTOBAIbY, TO KaJa je ¢ > ¢g. Hymepuukm ce MoxKe J00HTH HIp. Ja Beh 3a
¢ = 0,7 cucrem onmcyje bursting qunamuky Hyposna (canka 14).

3
2
14
N 0 3 oy \/ \, \_,'\, f\ i
=14
-2 X,
-3 T T T '
2000 3000 4000 5000

1

Couka 14: z1(t) n z1(f) ca moyeTHUM YCJIOBOM y OKOJMHU (DUKCHE, TadKe 3a
c=0,7Tu1t=0

5.2 Jlokasna amanu3a crabusiHocTu 3a 7 > 0

KapakTepuctuina jeHadnHa Koja ofroBapa cucremy (58) 3a 7 > 0 je:

A1(A)Az(A) =0, (61)
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IpHu 9emy je

Aia(N) = A+DA+7) AN+ 325 — 629 — ¢) +4r(A+ 1) + 10z0(\ + 1)
+e(A+ 1A +r)e . (62)

Habumo 3a koje BpemHocTH mnapamerapa ¢ U T KapaKTepPUCTUYHA, je/I-
HAYMHA HMa IMardHapHA pelema. 3aMeHoM A = v y (61) mobujamo ma
je Ay(iv) = 0, omrocHO Ay(iv) = 0, Kaja je

c(v? +7r*)(v* + 1) cos(vr) = F(W*+7*)(Dv’ + E) Fdr?(v? + 1),
c(v? +r*)(v? 4+ 1)sin(vr) = Fo[(v? +1)(v? +r* — 4r)
—10zo(v? + r7)] (63)

e je £ = 323 —6xg —cu D = 313 + 4z — c. Axo kBajpupamMo u cabepemo
Jese u jecue crpate jeanakocru (63), onga 3a Aj(iv) = 0 u 3a Ag(iv) =0
JIOOMjaMO UCTY jeTHAYUHY

V10 (A2 r? 4+ 1 — 2k)®
+(A%? + A2+ K+ r? — 2kr? — 2AB — 2k)°
+(k*r? + k* + A*? + B* — 2ABr* — 2AB — 2kr?)v*
+(k*r* + B* — 2Br? — 2ABr + 2Br* + 2Br)v?
+B%*r? = A(v* + %)% (v* + 1)%, (64)
re je
A=323 —6xg+1+r—c, B=3x+4x0+4—c)r

k= 3xir — 6xf — cr + 3xp + 4xg — ¢+ 5r.

Kako je v*> + 12 # 0 u v + 1 # 0, nocie gemema jeanaunne (64) ca
(v* +1?)(v* + 1) mobujamo jeHAYMHY MIECTOT CTENeHA

WP+ (A% = 2k — A)w? + (k* = 2AB — *r* — *)w + B* — *r* =0,
w =% (65)

[IpBa jemnauymna 3a ¢ > ¢y ©Ma jeTHO HETATUBHO W JIBa MO3UTHUBHA PeEIIEha.

. . def
O3HaYNMO MO3UTHBHA periierba jeanaqnHe (65) cawy u we. Hekajev_ = /g
de

n vy :f \/Wo.

Casia, HamaBIm perema 3a v, u3 (63) gobujamo ase dbamvuinje 6udypka-
UMOHKMX KPHUBHUX KOj€ OAroBapajy peaoM mpBoM u Apyrom daxropy A u As.
[IpBa dhamuauja gedunmCcaHA je yCI0BUMA:
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aKo je

v[(v? + 1) (v? + 72 — 4r) — 10z (v? + r?)]

i = >0 66
sin(vT) TR0 , (66)
OH/JIa je
, 1l —[(v* + r?)(Dv? + E) + 4r*(v* + 1)]
(v) = - 2jm + arccos T D) :
7=0,1,2,..., (67)
1 aKo je
2 1 2 2 4 —10 2 2
sin(vr) = v[(v* + 1)(v* +r T) xo(v® + 1r?)] <0, (68)
c(v2+7r2)(v?2 +1)
OH/Ia je
1 2 H(Dv:+ E) +4r?(v* + 1
= 1(2j + 2)7 — arccos "+ ) (Dv" 4 E) + 4r7(v" + 1) ,
v c(v?2 +r?2)(v2 4 1)
j= (69)
pyra dpamunuja nedpuHncana je ycJIoOBEMA:
aKo je 3a710BosbeHO (66), oHzA je
: 1], (v* +r?)(Dv* + E) + 4r?(v* + 1)
(v) = o {(23 + 2)7 — arccos (L1 )
i=0,1,2,... (70)
1 aKo je 33J10BoJbeHo (68), oHma je
: I (v* +7r?)(Dv* + E) + 4r*(v* + 1)
m(v) = . {2]7r + arccos (O E D) :
j=0,1,2,.... (71)

[Ipu Tome, y obe dhammnuje OmdpypKAINOHHX KPHUBUX YMECTO U Tpeda
YBPCTUTH BPEJHOCTH U_ = /Wi U vy = ,/wy. Cajla MOKeMO MPHKa3aTH
oudypkanuone kpuse y paBuu (¢, 7) (cauka 15).

Ospe Mo 3aTuM KaJia J0J1a31 JI0 JUPEKTHE, a KaJa JI0 HHIUPEeKTHe XOIl-
dbose 6udypkanuje. udepennupamem kKapakTepuctuune jeanaunne (61),
JI0OMjaMo jeTHAKOCT

OAdN 0/ 0Dy d\  O0Ay|
[ax%+ aT]A Al{aT%*W}”v

67



OJTAKJIe CJIeJIN je THAKOCT

dh 9N, + Z2A,

- T oA oA :
dr A+ G A

[Tomohy Te jegnakocTu j100MjaMoO Jia BazKH

sndRe)\ = sgn Re@_1
s dr T:TC_ & dr -

vt +2(A% — 2k — )P+ k* — 2AB — *r? — 2
= sgn
s A2 +1)(v2+2)

. (72)

T=Tc

Oznaunmo ca ¢ cienehu mosmaoM Tpeher cremena:
B(w) =¥ + (42 = 2k = AW + (I — 248 — % = P+ B? -

Cana 3a w = v? u3 (72) creau:

“on {dRe)\] - [ ¢ (w) ]
S T P PGy TR | M

Habene mosuTuBHE BpeJHOCTH W) W Wy CY 3alpaBo Hyse moamHoMa ¢(w).
Mozxe ce mpoeputu ja je ¢'(wy) < 0 u ¢'(wy) > 0, na je

dReA -0 dRe\ <0
dr _— ’ dr . ’

rae je 7., OMI0 Koja BpegHOCT 7{2(1)_,_), Jj=20,1,2,..., a 7, 6mio Koja

BPE/THOCT le’z(?},), j=0,1,2,...

Ako uckopucrumo Jjio0ujere pesy/rare JIOKaJHe aHAJU3e 33 HyMEePHUYKO
UCIUTHBAE CHCTEMA, JI0Ja3UMO 70 cJjegehnx 3ak/bydaka. 3a BPEIHOCTH
c < cop m OWJIO KOjy BPEAHOCT T, CTAIlMOHAPHO Pellerhe je CTabWJIHO, ajn
3a BPEJHOCTH € OJU3y Co U JIOBO/HHO BEJUKO T CHCTEM je OucTabmaiaH ca
cTabuTHOM (BPUKCHOM TAYKOM U CTAGHIHUM IPAHUIHUM KPYroM (Huje 106ujeH
JIOKAJTHOM aHAIN30M). Tako Jia 3a OBe BPEJIHOCTH C U JIOBOJHHO BEJIUKO T
cucrem ,,miposia3zo” Kpo3 fold limit cycle dbudypkamnujy, kajga ce He Mema
cTaOMJIHOCT CTAIMOHAPHOT Pellierha aJli Ce M0jaB/byjy HecTabu/IaH 1 cTabuIan
rpanndnu Kpyr. I[IpaBa 7 = 0 je tanrenTHa Ha OBY OM(]DYPKAIMOHY KPUBY
7.(c) y Taukn (co,0), mrro je mpukazano Ha caunu 15.

Axo dpurcupamo BpeIHOCT T, 3a KOjy je cucreM dbucraburan u nopehasamo
¢, JI0JIA3UMO JI0 KDUTUYHUX BpejHocTu OudypKalnuone Kpuse Ti _, KaJla CUC-
TeMm uMa cyokpurnuny Xorndony oudypkanujy. Hecrabuian rpanudnu Kpyr
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Cimka 15: Budypkanumone kpuse

y 0B0Oj Omdypkanuju HecTaje u puKacHa Tauka noctaje Hectabmnna. Cradu-
JIaH TPAHWYHU KPYT OCTaje CTAOWJIAH, TAKO /1a 3a CBe BPEJIHOCTU C > Cy U
T < T1_ jeJMHU aTPAKTOp je cTabujiaH I'PAHUYHU KPyr. AKO 11OCMarpamo
HEKO ¢ MaJio Behe oJ1 ¢y, 3a MaJie BpeJHOCTU T (PUKCHA TadKa je HecTabuIHa
U aTpakTop je crabuiaan rpanunddu kpyr. Ca moBehaBameMm T j10J1a3u ce J10
KPUTHYHE BPEJIHOCTH T _ KaJa cucTeM mocraje bucrabmnan (ciumka 16). Ca
nasbuM noehamem 7 monasu ce 1o caegehe 6udypkanuone kpuse Xomdose
oudypkaiyje, kajia pUKCHA TayKa [IOHOBO 110CTaje HecTabu/iHa, a crabujian
FPAHUYHU KPYT OCTaje cTabu/IaH.

Budypkanunona anannsa HaM je okas3asa ja 10 bursting TuHAMUKe MOYXKe
nohim 3a oHe BpeaHOCTH (C,T) 32 KOj€ je CTAIMOHADHO Dellerhe HeCTaOUITHO.
Taxko, Ha mpuMep, 700HjaMoO Ja CUCTeM Omucyje bursting TMHAMUKY HEypOHA
3a Bpeanoctu (¢, 7) = (0,7, 12) (cauxa 17) koje cy ucnox npse Xondose
oudypkamuone kpuse Ha cauiy 15 u (¢, 7) = (0,7, 88) (camka 18) koje cy
o/iMax u3HaJI Jipyre Xordose Oudypkaimone Kpuse Ha caunm 15.

5.3 3akJpyvak m JUCKyCcHja

Ananu3upaan ¢cMO CTabUIHOCT U OMpypKalje CTaIHOHAPHOT PEIlerha Y
nBa noe3ana Hindmarsh-Rose cucrema ca xammemem y Be3n.

JIoka/THOM aHaIM30M CTAOMIHOCTH CTAIIMOHAPHOT pPelllemha KOJI UCTOBpe-
MeHO noBe3anux cucreMa (7 = 0) J0Ka3aHO je ja MozKe JIONH 70 IPOMeHe CTa-
OMTHOCTH CTAaIlMOHAPHOT pelrema. Haljena je kpurnuna Bpe HOCT mapamMerpa
KYILIOBama ¢ = ¢y Kaja aoJasu 10 Xomndose oudypkamuje. 3a BPeIHOCTH
¢ < €y CTAIIMOHAPHO PeIerhe je CTA0WIHO, a 3a ¢ > Cy CTAI[MOHAPHO pere-
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Cauka 16: Iunamuka 3a Bpeanocru (¢, 7) y okomuun fold limit cycle n
cybkpuruune Xondose Oudypkainuone Kpuse

Z.X,
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T B , -3 T . T
10000 11000 12000 13000 27000 28000 29000

V

30000

Cmuka 17: (¢,7) = (0,7, 12) Cnuka 18: (¢,7) = (0,7, 88)

e je HecrabusHo. Hymepuwukwm je naheHo j1a 3a BpPeaHOCTH ¢ > €y CHCTEM
ommcyje bursting nonamame HeypPOHA.

Ananuzupamem cucrteMa JudepeHIujaTHuX jeJHaYnHa Ca KAITHEHeM J10-
OujeHe cy KpUTHYIHE BPEJHOCTH IHapamMeTrapa ¢ U 7T, y KOjUMa Ce PaJH3y]y
unjupekTHe u jiupekrae Xoidose oudypkanuje. I[lonazehu oy Xondosux
oudypkamuonnx Kpuux, yrepheno je ja 3a sBpegnocru 7 > (0 usHa/ 1upBe

a ucnoj japyre oudypkaiuone KpuBe W 3a C y OKOJHMHU Cy, CTAIMOHAPHO

pereme jecte crabuiaHo. Hymepuduku je yCcTaHOB/HEHO & je CHCTEM Tajia

OucrabmIag, ca CTAOUIHEM CTAIMOHAPHUM pelIeheM U CTAa0WIHHM IPaHIY-
HAM KpyroMm. 3a MOYeTHa CTama y Majoj OKOJUHE (UKCHE TauKe, pelrerha
cy crabusna. Peniema ca 1odyeTHUM CTambUMa U3BaH T€ OKOJIMHE NMPUBYYEHA

cy bursting opburtama Kao arpakTOpPOM. 3a BPEIHOCTH MapamMerapa ¢ U T 3a
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Koje je cucteM HecTabUJIaH, Ko IITO je TO UCIO/I MpBe OudypKaInoHe KPUBe,
WK U3HA Jpyre oudypKanmone KpuBe, pelemne ca MOYeTHIM CTamheM OJTH3Y
duKCcHE TaUKe MOKEe OCIIUJIOBATH HEKO BPEME Ca MaJIOM aMILIUTY/IOM [Pe HEro
IITO MOYHEe Ja omucyje bursting nuaamMuky.

I/I OBHUM IIPpEAJIO?KEHUM MOJEJIOM OIMUCaHU Cy Pa3JIMYUTH TUIIOBU JUHaAMU-
Ke YOUeHU KO/ HeyPOHA. 3aKJbydeHo je Ja 10 bursting-a Mozke pohu wim 300r
jadunHe Be3e, WK, Npu (HUKCHPAHO] jAUNHHU Be3e, 300T moBehama Kalllibema Y
Be3MU.
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3akJby4daK

Op kaJ1a je mocTaB/beH MPBU MATEMATHIKU MO/IE/I HEyPOHA Y OOJIUKY CHUC-
TeMa g epeHIjaTHuxX jeJHaYnHa, HEYPOHU Ce TTPOYyYaBajy Kao JUHAMUYKA
cucrteMu. ¥ JPYTrOM TOIJIaBJBYy OBOT pajia je HCTAKHYT 3HAYa] Teopuje Ou-
dypkamnuja y npoydaBamy JuHaMuKe HeypoHa. [losmaro je ma 6e3 o03mpa
HA CTPYKTYPY U PA3JUUUTE eJTeKTPOMUIUOIONIKE MeXaHU3Me, KOl HeypOoHa
MoOzKe jiohu caMo 10 HeKe 0Ji YeTUPU eKCIIMIUTHO HaBe/eHe Oudypkaimyje.
Jlo kBasIMTATUBHE TPOMEHE TMHAMHUKE MOKe JIONU Ty TeM CHOJ/bAITHET HaIPa-
JKaja Kao u 30or mehycodbne unrepaxiuje uzMehy nHeypona.

Bohenn 3nauajem Teopuje budypkaiuje y npoydaBmby jeJHOI HEYPOHA Y
OBOM PaJIy MCIHUTUBAJH CMO Moryhe Oudypkaluje y MoaeanMa MOBE3aHUX
neypona. [locraB/beHu cy m aHa/M3upaHud OPUIMHAJHU MOJEIU HOBE3AHUX
HEYPOHA Ca YKJ/bYUNBAIbEM Kallltherha Y Be3y.

[Ipoyuasan je momen aBa nose3ana FitzHugh-Nagumo neypona ca enek-
TPUYHOM U XeMHUjCKOM Be3oM. Kaja Hema Kallmema y Be3u HEYPOHU MOBe3a-
HU €JIeKTPUYHOM Be30M Cy MOHOCTAOUTHU PE30HATOPH, JOK KaJ Cy TOBe3aHH
XeMHjCKOM BE30M HEYPOHHU Cy OMCTAOM/IHM PE30HATOPH. 3AKJ/bYUIU KOje CMO
U3BeJIM 3aCHOBAHU Cy HA JIOKAJHOj aHAJM3M CTAOUJIHOCTU CTAIMOHAPHOI Pe-
IMema 3a Pa3/JImIuTe BPEJHOCTU MapaMeTpa KyILIOBamba €, Ka0 ¥ MPUMEHOM
MeTojIe TleHTap MHOrocTpykKocTu. Kaja je yK/pydeHo Kallmbeme y Be3n, 7 > 0,
MOJIesT je Mpe/ICTaB/beH CHCTeMOM JIudepeHInjaTHuX jeHAUNHA €A Kalllhe-
weM. Y 1orjias/by 1 je YKpaTko usjiozxkeHa Teopuja pyHKIMOHAJIHUX Judep-
EHIMjaJIHUX Je/HAYMHA Ca KalllIbemheM Koja je KopullheHna y UCIIUTUBAY CTa-
owHocTu u Oudypkaruja opor cucrema. Habhene cy cBe KpuTudaHe BpeIHOCTH
BPEMEHCKOT' Kallllberha Kajia jgoJa3u g0 Xomdosux oudypkamnuja. Ha kpajy
jé 3akJbydeHo jJa j0 OudypKaiuja J01a3u He caMo 300T jaurHe Be3e Hero u
300T Kalllibeha Y Be3H.

CBy pa3HOBPCHY JIMHAMUKY KOjy HAM Jaje MO/ IPeJICTaB/heH CHCTEMOM
JudpepeHnujaJHIX jeIHaYNHa Ca KalllheheM, Huje Moryhe jjo0uTH JJOKaTHOM
aHAJN30M KOja je M3JI0yKeHa y IMOIJIaBJbY 3, 1A je /ajbe y HOoTJaBsby 4 mpej-
JIOYKEeHA alPOKCUMAIHja OBOT CHCTEeMa CHCTEMOM OOMYHUX TudepeHIinjaTHux
jennaunna. JIoKaTHOM aHATM30M CTAOMTHOCTU CTAIMOHAPHOT PeIIerha, M-
MEHOM METO/Ie IEHTaP MHOTOCTPYKOCTH M MeTojie HopMayiHux (Gopmu Hahen
je JloMeH mapameTrapa 3a padBacTy Oudypkaiujy u JOMEH napaMerapa 3a
CyOKpHUTHYHY, CYIEPKPUTUYHY U I'eHapaaucany Xomdony oudypkamnujy. o-
OujeH je m3y3eTaH pe3ysTaT, Ja ce 3a Maje BPeIHOCTH BPEMEHCKOT KallTHherha
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JMHAMUKA TAYHOT ¥ alTPOKCUMATUBHOT CUCTeMa MoKIanajy. Tume cMo ompas-
JlaJIi YBeJeHy allpoOKCUMAIA]y U JIOKa3aaun HeKe OmdypKalumje Koje ce HUCY
MOTJI€ JJOOUTHU KOJ[ TAYHOT CUCTEMa aHAJIMTUIKU. 3aK/bydyjeMo jia Ou ce ucra
aHpOKCI/IMaL[I/Ija MOIJVIa IIPUMEHUTHU U Ha HEKE Apyre Mo/deJ/i€ IMOBE3aHUX Hey-
pOHa, Kao ¥ YOIITITe Ha cucreMe JudepeHnjaJnnX jeJHaInHA Ca KallliheheM
KOjU cy HaM O] HHTepeca.

Ha kpajy cmo y moryaBby 5 aHAIN30M MPE/JIOKEHOT MOJIesIa TTOBE3AHUX
HEYPOHA JIoKa3a/u Jia j10 bursting nunamuke mozke jgohu ycies y3ajaMHae nH-
repakiyje uamel)y veypona. Ca yBohemem Kallmbema y Be3y u aHAJIN30M CHC-
Tema o/l TecT JudepeHInjaTHuxX jeJHAYNHA Ca KalllhemheM, JT0OujeHo je jorr
na ce bursting nuHaMuKa 1001ja U 3a oapeheHy jaduHy Bese ycJien moBehama,
Kalmbema y Be3n. Hahene cy cBe KpuTnune BpeIHOCTH BPEMEHCKOT KAllTHbe-
Iha KaJa J1071a3u 10 XomdoBux Omdypkammja.

JInnamuka u Oudypkanuje jg00ujeHe Yy OBAKO MOCTAB/bEHUM MOJIEIUMA
HEYPOHA, OJIHOCHO HEYPOHCKUX MPerKa Cy YIIPaBO OHE KOje €€ eKCIepPUMEH-
TaJHO JI00ujajy Ko HeypoHa. llo3naBajyhu Hadmn nmpeHoiema aKImOHOT 0-
TeHIIHjasIa ca jeTHOT HeypOHA Ha JPYTHU, YBOheme Kalllihemha Y Be3y Y MOJIeTy
MOBE3aHUX HEypoHa ce MpupogaHo Hamehe. Ha Taj Haumn mMojen moBe3aHUX
HEYPOHa je ca jejHe cTpaHe jeJJHOCTABHO MPEJICTaB/beH, a ca Jpyre mnocraje
OEeCKOHAYHOMMEH3MOHAIAH JIMHAMUYKN CUCTEM Ta ONHUCYje KOMILJIUKOBAHY
NMUHAMUKY 1 Jaje oudypkanuje moryhe Koj mope3anux HeypoHa. lIpumenom
MeTO/Ie IIEHTap MHOTOCTPYKOCTH 3a cUcTeMe AudepeHnnjaTHux jeJHaunHa ca
KAIlIIbeIheM Ca /IBa MapaMeTpa OW ce MOrjae aHAJUTUYKU JOKa3zaTh XOrmd-
Xond Oudypkaiuje Koje cy y OBUM MOJI€JIMMA CAMO HYMEPUYKH YOUEHeE.
Kako kamrmeme y Be3u onucyje pasiandunre Tpancdepe nHdopmalumja ca je-
JTHOT HeypOHAa Ha JPYTH, TPUMETUMO Ja OM OWJI0 WHTEPECAHTHO MPOYyYaBaTH
1 MoJiesie KOJT KOJUX Ce KAlllFbelhe Y Be3U Merha y 3aBUCHOCTH OJT BpeMeHa.

Mogenin moBe3aHUX HEYPOHA KOJU CY TPE/IJIOKEHN Y OBOM pajiy, 300T CBOje
jeJiHocTaBHOCTH OM Cce MOIVIM LIPUMEHUTH U Yy 1LPOyydaBailby BeJIMKOI Opoja
MOBE3aHNX HEYPOHA Kao mito je To ypaheno uup. y [7].

Hamm pesynratu npukazanu y noryiaB/buMa 3, 4 U 5 oBor paja cy jajbe
anammsupanu Hup. y [37], [38], [39], [40], [41], [42], [43], [44], [45].
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