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Predgovor

Predmet ovog magistarskog rada je regularnost u bimodulu homomorfi-
zama. Rad je podeljen u cetiri poglavlja.

U prvom poglavlju uveden je pojam levog (na slican nac¢in i desnog)
modula nad datim prstenom R. Naime, rec je o algebarskoj strukturi oblika
(M, +,-) pri ¢emu je M neprazan skup, + binarna i - spoljna R—operacija
koje ispunjavaju odredene uslove. Ukoliko je prsten R komutativan, pojmovi
desnog i levog modula se podudaraju.

Osim pojma modula, u prvom poglavlju, uveden je i pojam podmodula.
Za R*—modul M* kazemo da je podmodul datog R—modula M ako su
njegove operacije podoperacije odgovarajué¢ih operacija datog R—modula
M.

Na kraju prvog dela definiSemo pojam homomorfizama R—modula M u
R—modul N. U pitanju su preslikavanja f : M — N koja su saglasna sa
parovima njihovih odgovarajuéih operacija.

Istaknimo da je uvodenje svih navedenih pojmova isprac¢eno primerima.

U drugom poglavlju definiSemo klju¢éni pojam celog rada. To je po-
jam regularnih homomorfizama. Za f € Hompg(M,N) pri ¢emu su M i
N proizvoljni R—moduli kazemo da je regularan homomorfizam ako postoji
homomorfizam g € Hompg (N, M) tako da je ispunjeno:

faf =T
U tom slucaju za g € Hompg(N, M) kazemo da je kvazi-inverz od f €

I’IOT)’LR(]\47 N)

Medu brojnim navedenim teoremama koje se odnose na regularnost
istaknimo teoremu koja daje karakterizaciju regularnih homomorfizama i
glasi:

f € Hompr(M, N) je regularan
ako 1 samo ako je

Ker(f) <® M i Im(f) <% N.

U okviru drugog poglavlja pokazano je kako se, za regularan homomorfi-
zam f € Hompg(M, N), moze odrediti kvazi-inverz od f tj. homomorfizam
g € Homg(N, M) za koji vazi: fgf = f.

Osim regularnih homomorfizama definisani su i parcijalno invertibilni
homomorfizmi. Za razliku od invertibilnih homomorfizmima, koji su delitelji
jedinice tj. jedini¢nog preslikavanja, parcijalno invertibilni homomorfizmi su
delitelji idempotentnih endomorfizama.
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Sto se tice odnosa izmedu pomenutih pojmova, pokazano je da je svaki
ne-nula regularan homomorfizam parcijalno invertibilan i da obrnuto ne
mora da vazi.

Dakle,

parcijalno invertibilni homomorfizmi ’ ne-nula regularni homomorfizmi ‘

Na kraju drugog poglavlja je navedeno pravilo pod nazivom pravilo
transfera ili krace transfer kojim se iz regularnih elemenata u Hompg(M, N)
dobijaju svi regularni elementi u Hompg(N, M).

Trece poglavlje je posve¢eno podstrukturama bimodula homomorfizama:
e Reg(M,N)={f € Homgr(M,N) | Endr(N)fEndr(M) je regularan }

o Rad(M,N)={f € Homgr(M,N) | za svako g € Hompg(N, M) postoji
(I — gf)~t } ={f € Homgr(M,N) | za svako g € Homp(N, M)
postoji (Ix — fg)™' }

o Tot(M,N)={f € Homgr(M,N) | f nije parcijalno invertibilan }

o AN(M,N)={f € Homr(M,N) | Ker(f) je veliki podmodul u M }

o V(M,N)={f € Homr(M,N) | Im(f) je mali podmodul u N }

Pored njihovih definicija i najvaznijih svojstava, istaknut je i njihov
medusobni odnos. S obzirom da za proizvoljne R—module M i N vazi:

e AN(M,N)C Tot(M,N),

e V(M,N)CTot(M,N) i

e Rad(M,N) C Tot(M,N),

Sto je takode pokazano, poseban naglasak se stavlja na one R—module M i
N kod kojih je Tot(M, N) jednak nekoj od tih podstruktura.

Sto se tice podstrukture Reg(M, N), pokazano je da predstavlja najveéi
regularan Endgr(N) — Endr(M)—podmodul od Hompg(M, N). Kada je u
pitanju odnos prethodno pomenute podstrukture i ostalih podstruktura za-
kljuceno je, izmedu ostalog, da je presek bilo koje od navedenih podstruktura
sa Reg(M, N) trivijalan.

U poslednjem, ¢etvrtom, poglavlju su razmatrani relativno regularni ho-
momorfizmi, pri ¢emu je u prvom delu uveden pojam U—regularnih ho-
momorfizama gde je U proizvoljan Endr(N) — Endr(M)—podmodul od
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Hompg(M,N), dok je drugi deo posveéen poluregularnim i polupotentnim
homomorfizmima.

Naime, za f € Homp(M, N) kazemo da je U—regularan homomorfizam
(U je proizvoljan Endgr(N) — Endr(M)—podmodul od Hompg(M, N)) ako
postoji g € Homg(N, M) tako da je ispunjeno:

faf —felU.

Poredenjem definicije regularnih homomorfizama sa definicijom U —regula-
rnih homomorfizama vidimo da iz pretpostavki:

% f € Homgr(M,N) je U—regularan homomorfizam i
x U = {0}
sledi da je f regularan homomorfizam.

Kao §to je u tre¢em poglavlju pokazano da je Reg(M, N) najveéi regula-
ran Endr(N) — Endg(M)—podmodul od Homg(M, N), u ovom poglavlju
pokazujemo da je

U-Reg(M,N)={f € Homgr(M,N) | Endgr(N)fEndr(M) je U—regularan}
najveéi U—regularan Endr(N) — Endr(M)—podmodul od Hompg(M, N).

U nastavku su pored definicija poluregularnih i polupotentnih homomorfi-
zama navedena i neka njihova svojstva.

Sto ce tice njihovog odnosa, pokazano je da vazi:
f € Homp(M, N)je poluregularan = f € Homp(M, N) je polupotentan

¢ime se rad i zavrSava.

Na kraju bih Zelela da se zahvalim mentoru dr Zoranu Petroviéu na
veoma korisnim sugestijama i savetima koji su dali veliki doprinos kvalitetu
rada.
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1. Moduli

1.1. Pojam modula

Neka je M proizvoljan neprazan skup, a R proizvoljan prsten sa jedinicom.

Definicija 1.1.1. Algebarsku strukturu (M, +,-) sa jednom binarnom
operacijom + i jednom spoljnom R—operacijom -

(r,m)—r-m (re R, meM)
u skupu M koje, za svako mi,mo € M i za svako ri,ro € R, ispunjavaju
uslove:
¢ (M, +) je komutativna grupa,
¢ 71 (m1 +mg) = rimy + rima,
¢ (11 +7r2)my = rimy +rima,
¢ 71 (romy) = (rire)my i

¢ 1my=my
nazivamo levi modul nad prstenom R.

Ako je poznato o kojim operacijama + i - je re¢, umesto levi modul
(M, +,-) nad R kazemo samo levi R—modul M i koristimo oznaku M.

Napomena 1.1.1.

% r1 4+ 79 je suma elemenata rq, 72 u samom prstenu R,
% r17ry je proizvod elemenata 71,72 u samom prstenu R i
% 1 =1p tj. 1 je jedinica u samom prstenu R.

Kategoriju svih levih R—modula obelezavamo sa pMod.

Sliéno se definiSe i pojam desnog modula nad prstenom R.

Definicija 1.1.1°. Algebarsku strukturu (M, +,-) sa jednom binarnom
operacijom + i jednom spoljnom R—operacijom -

(rrm)—m-r (re R, me M)

1



u skupu M koje, za svako mi,mo € M i za svako ri,ro € R, ispunjavaju
uslove:

¢ (M, +) je komutativna grupa,

¢ (m1 +ma)ry = myry + mar,

¢ mi(ry +1r2) = mary + mars,

¢ (myrg)ry = my(rory) i

¢ mil=m

nazivamo desnt modul nad prstenom R.

Takode, ako je poznato o kojim operacijama + i - je re¢, umesto desni
modul (M, +,-) nad R kazemo samo desni R—modul M i koristimo oznaku
Mp.

Kategoriju svih desnih R—modula obelezavamo sa Modpg.
Pri tome, ukoliko je R komutativan prsten, tada je
rM = Mg
i u tom slucaju kazemo samo R—modul M.

Napomena 1.1.2. Ako je R polje, tada R—module nazivamo vektorski
(linearni) prostori nad R.

Definicija 1.1.2. Neka su R; i Ro proizvoljni nekomutativni prsteni.
Ako je M levi Ri—modul i desni Ro—modul tada za M kazemo da je Ry —
Ry—bimodul i koristimo oznaku gr, Mg,.

Primer 1.1.1. Neka je R proizvoljan komutativan prsten i P njegov
proizvoljan potprsten. Tada je R P—modul.
Napomenimo da moze bitii P = R. Npr. R=P =Z.

Primer 1.1.2. Neka je R proizvoljan komutativan prsten, n > 1 i
R"={ (ri,7r2,...;mn) | i € Rzasvakoi=1..n }. Tada je R" R—modul uz
napomenu da je

(r1i,72, ey rn) + (P 1hy crh) = (ri + 1y, re +0h, yrn +77)

7 (T, rey ey ) = (171,772, o TTy)
Za njega se takode koristi termin koordinatni R-modul ranga n.
Primer 1.1.3. Neka je R proizvoljan komutativan prsten, n > 1 i

R™[X] skup svih polinoma po neodredenoj X stepena ne veéeg od n sa
koeficijentima iz R tj.



R [X] = {p(x) € R[X] | &°(p(x)) <n }.
Tada je R" [X] R—modul uz napomenu da je za

pi(z) =ap+ a1z + ... + anl_lxm*l + ap, ™

p2(z) = bg + b1 + ... + bpy 12" 4 by, 2™

pri cemu je ni,no < n,

p1(x) + pa(x) = Zf:o(ai +b;)xt, k = max{ni,na}

repi(r) = 2k (rag)at, nf < my
Treba istaéi da je nj = ny ako R nema pravih delitelja nule.

Primer 1.1.4. Neka je R proizvoljan komutativan prsten, n,m > 1 i
R™*™ gkup svih matrica reda m x n nad komutativnim prstenom R. tj.

11 ... Tin
R ={] . . . | | mij € Rzasvakoi=1..mizasvako j=1..n}

T™m1l - Tmn

Tada je R™*"™ R—modul uz napomenu da je

o .. Tin iy r’ln ri 7’1n+7“'1n
+ -
mil - Tmn T Tinn 7”m1—‘¥-7“;n1 rmn—i-r;nn
i
11 o Tin rri11 e TT1n
T- =

™1l - Tmn T'm1 -+ TTmn



1.2. Podmoduli

Neka su R i R* proizvoljni komutativni prsteni sa jedinicom.

Definicija 1.2.1. Za R*—modul M* kazemo da je podmodul datog
R—modula M i koristimo oznaku M* < M ako su njegove operacije podope-
racije odgovarajucih operacija samog tog modula M tj. ako ispunjava:

¢ M CM,

¢RF=Ri

¢ Za svako mq, mo € M vazi:

a) my,mg € M* = mq +mg € M*
b)re R, m € M* = rm; € M*

Uslovi iz prethodne definicije su svakako ispunjeni ako je, uz pretpostavku
da je R* = R,

M*=M
ili

M* =0

Na osnovu toga zakljucujemo da svaki R—modul M ima najmanje dva
podmodula i to:

¢ R—modul M i
¢ 0 R—modul.

Definicija 1.2.2. Ako su R—modul M i 0 R—modul jedini podmoduli
R—modula M za njega kazemo da je prost modul.

Definicija 1.2.3. Ako je M = &,.; M; i pri tome je M; prost modul
za svako i € I, za modul M kazemo da je poluprost.
Poluproste module mozemo definisati i na sledeéi nacin:

Definicija 1.2.3’. Za R—modul M kazemo da je poluprost ako vazi:
M* < M = M* <% M.

Primer 1.2.1. Neka je M =Q i M* =Z.

Na osnovu primera 1.1.1. vidimo dasui M i M* Z—moduli koji ispunjava-
ju uslove iz definicije 1.2.1. Dakle, M* je podmodul modula M.



Primer 1.2.2. Neka je M = R¥3 i

roror
M*={|r r r||reR}
roror

Na osnovu primera 1.1.4. vidimo da sui M i M* R—moduli koji ispunja-
vaju uslove iz definicije 1.2.1. Dakle, M™* je podmodul modula M.

Primer 1.2.3. Neka je M = R°[X] i M* = R?[X].
Na osnovu primera 1.1.3. vidimo dasui M i M* R—moduli koji ispunja-
vaju uslove iz definicije 1.2.1. Dakle, M* je podmodul modula M.

1.3. Homomorfizmi modula

Definicija 1.3.1. Za preslikavanje f : M — N kazemo da je homo-
morfizam modula M u modul N nad istim prstenom R ako je za svako
mi,mo € M i za svako r € R ispunjeno:

¢ f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2)

¢ f(rm1) =rf(m)

Skup svih homomorfizama R—modula M u R—modul N obelezavamo
sa Homp(M,N).

Napomena 1.3.1. Homomorfizme R—modula M u njega samog naziva-

mo endomorfizmima. Skup svih endomorfizama R—modula M obelezavamo
sa Endr(M).

Napomena 1.3.2. Neka su M i N proizvoljni desni R—moduli, f €
Homp(M,N), we W = Endr(M),v eV :=Endr(N)ime M.
Tada iz,

(vfw)(m) = (vo fow)(m)=v(f(w(m)))
zaklju¢ujemo da je Homp(M, N) V — W —bimodul.

Napomena 1.3.2°. Neka su M i N proizvoljni levi R—moduli, f €
Homp(M,N), w e W := Endr(M), v eV := Endr(N)im € M.
Tada iz,

(m)(wfv) = (m)(wo fov)=(((mw)f)v
zakljucujemo da je Homp(M, N) W — V —bimodul.

Ukoliko nije naglaseno drugacije, pod R—modulima M i N, u daljem
tekstu, podrazumevamo desne R—module.



Definicija 1.3.2. Neka je f € Hompg(M, N).

Ako je f injektivni tj. ’1-1’ homomorfizam, tada za f kazemo da je
monomorfizam.

Ako je f surjektivni tj. ’'na’ homomorfizam, tada za f kazemo da je
epimorfizam.

Ako je f bijektivni tj. ’1-1’ i 'na’ homomorfizam, tada za f kazemo da
je izomorfizam.

Napomena 1.3.3. Izomorfizme R—modula M u njega samog nazivamo
automorfizmima. Skup svih automorfizama R—modula M obelezavamo sa

AutR(M).

Primer 1.3.1. Nekajen > 1i f: R"*" — R" preslikavanje R—modula
R™"™ u R—modul R"™ definisano na sledeéi naéin:

ri1 ... Tin
f . . . = (7'11,7’22,...,7"7m)
1 -« Tnn
Posto je
/ / / /
11 ... Tip ™y - Tip ri1+Try . Tip T,
f + =f
/ / / /
Tnl -+ Tnn Tn1 - Thn Tnl + 1 - Tnn + Tnn

/ / /
= (r11 + 711,722 + Th, eooy Trm + Th)

/ /
7'11 cee TITL ?”11 e TlTL

~

/ /
Tnl - Tnn Tl - Tnn

/ ! !
= (ri1 + 71,722 + Thy ey Trm + Thy,)

11 .. Tin rri1 e TT1n

flr . . . =f . . . = (7“7‘11, rr22, ... 7mrnn)

1 - Tnn Trnl .. TTnn

+f C = (r11,722, s T ) (P11 T -



11 o T
rf . . . =1 (111,722, ooy Tun) = (F711, 7722, <oy TTp )

1 -« Tnn

ispunjeni su uslovi iz definicije 1.3.1. odakle zaklju¢ujemo da je dato

preslikavanje f homomorfizam.

Primer 1.3.2. Neka jen > 11i f: R™ — R" preslikavanje R—modula

R"™ u njega samog definisano na slede¢i nacin:

fl(ri,raycyrn)) = (T, ey T2, 71)

Posto je:

F((r1sray e rn) + (P, ) = f((r1 + 77, m2 + 79, 007+ 17)

= (rn 47, ra+rh e+ 1) = (ray o, 1) + (1], oy 75, 1)

= f((r1,72, oesn)) + F((F 75, s 7)))

i

fr(ri,re, ) = f((rri,rre, ) = (rrp, o 1o, 111) = 1(Tpy ooy T2, 71)
=rf((r1,r2, ..., 7n))

ispunjeni su uslovi iz definicije 1.3.1. odakle zaklju¢ujemo da je dato

preslikavanje f homomorfizam.

Primer 1.3.3. Neka jen > 1i f : R"' — R"[X] preslikavanje

R—modula R"*! u R—modul R™[X] definisano na sledeéi nacin:

fro,myeeeymn) =ro+mx+ ...+ Foo12™ 1 4 r,a”

Lako se moze proveriti da su ispunjeni uslovi iz definicije 1.3.1. odakle

zakljuCujemo da je dato preslikavanje f homomorfizam.

Neka f € Hompg(M, N). Skup

{me M| f(m)=0}

obelezavamo sa Ker(f) i nazivamo jezgro od f, dok skup

{f(m) [ m e M}

obelezavamo sa I'm(f) i nazivamo slika od f.

Lako se moze dokazati da je:

Ker(f) <M ilm(f)<N.



Tvrdenja iz naredne teoreme se veoma cesto koriste u dokazima.

Teorema 1.3.1. Neka f € Homg(M,N)ige Hompr(N,M).
Tada vazi :

1) Ker(f) € Ker(gf) i Im(fg) € Im(f).

2) Ker(gf) € Im(ly — gf) i Ker(1x — fg) € Im(fg).
Dokaz.

1) Neka x € Ker(f) tj. f(z
Tada je, (gf)(x) = g(f (a:) = ¢(0) = 0. Dakle, z € Ker(gf).

)
Neka z € Im(fg) tj. (fg)(n) = x za nekon € N.
Tada je, f(g(n)) = x tj. f(m)=zzam=g(n), m € M. Dakle, x € Im(f).

2) Neka = € Ker(gf) tj. (9f)(x) = 0.

Tada je, x — (gf)(x) =z tj. (1pr—gf)(x) = x. Dakle, z € Im(1ps —gf).
Neka x € Ker(1nx — fg) tj. (Ix — fg)(z) =0.

Tada je, x — (fg)(x) =0 tj. (fg)(x) = z. Dakle, z € Im(fg). B

0.

Teorema 1.3.2. Neka f € Hompr(M,N) ig € Homg(N,M'). Ako je

gf izomorfizam, tada je

N =Im(f)® Ker(g)

Dokaz. Iz pretpostavke da je gf izomorfizam zakljucujemo da je f
injektivan, a ¢ surjektivan homomorfizam.

Neka je n € N. Tada, g(n) € M'. Neka je M’ 5 m' := g(n). Posto je gf
takode surjektivan postoji m € M tako da je gf(m) = m’

Dakle, g(n) = gf(m) = g(f(m)) <= g(n) — g(f(m)) = 0 <= g(n —
f(m)) =0, sto znac¢i da n — f(m) € Ker(g).

Posto zan € N vazi: n = f(m)+(n—f(m)) € Im(f)+ Ker(g) dobijamo
da je

N =1Im(f)+ Ker(g)

Pretpostavimo da n € Im(f) N Ker(g) tj. n = f(m), za neko m € M i

g(n) =0tj. g(f(m)) =0, za neko m € M tj. gf(m) =0, za neko m € M.

Medutim, posto je gf izomorfizam sledi da je m = 0 atimein = f(m) =
f(0) = 0 sto dokazuje da je suma direktna. H



2. Regularni homomorfizmi

2.1. Regularni homomorfizmi — Definicija i karak-
terizacija

Neka su M i N R—moduli.

Definicija 2.1.1. Za homomorfizam f € Hompgr(M, N) kazemo da je
regularan ako postoji homomorfizam g € Hompg (N, M) tako da vazi:

(1) faf =t

Treba napomenuti da za homomorfizam ¢ iz prethodne definicije kazemo
da je kvazi-inverz regularnog homomorfizma f.

Da li je kvazi-inverz jedinstveno odreden ili ne?

Pretpostavimo da je f € Homp(M, N) regularan homomorfizam, odnosno
da postoji homomorfizam g € Homp(N, M) tako da vazi (1).

Tada, mnozenjem jednakosti (1) (sa proizvoljne strane) sa g, a potom (sa
iste strane) i sa f zamenjujuéi kompoziciju fgf na desnoj strani dobijene
jednakosti sa f dobijamo da vazi: f(gfg)f = f.

Na osnovu toga vidimo da kvazi-inverz, u opstem slucaju, nije jedin-
stveno odreden.

Obelezimo sa h := gfg (f i g su homomorfizmi koji ispunjavaju (1)).

Tada je, hfh = (g9f9)f(9f9) = 9(faf)gfa=9f9f9=9(f9f)g=9f9=
h, a s obzirom da je ranije pokazano da je i fhf = f dokazali smo da vazi

sledece:

Teorema 2.1.1. Ako je f € Homp(M, N) regularan homomorfizam
tada postoji kvazi-inverz h € Hompg (N, M) od f koji je takode regularan sa
kvazi-inverzom f.

Posledica 2.1.1. Sledeéi iskazi su ekvivalentni:

1) Homp(M, N) sadrzi ne-nula regularno preslikavanje.

2) Homp(N, M) sadrzi ne-nula regularno preslikavanje.

Vratimo se na definiciju 2.1.1.
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Akoje f € Hompg(M, N) invertibilan, odnosno postoji f~1 € Hompg(N, M)
tada za g € Hompg(N, M) mozemo uzeti upravo f~! , §to pokazuje da su
invertibilni homomorfizmi regularni.

Iskoristimo jednakost (1) da bismo dosli do odredenih zakljucaka.
Mnozenjem pomenute jednakosti sa leve strane sa g dobijamo da vazi
gfgf = gf odnosno da je

s:=gf = (9f)* € Endp(M)

idempotentan element, kao Sto je i element

t:=fg=(f9)* € Endg(N)

koji dobijamo mnozenjem iste jednakosti sa g ali sa desne strane.

Uocimo takode sledece: Ako je f € Hompr(M, N) idempotentan element
(f = f?) tadajei f = f3 = f-f- f sto pokazuje da su idempotentni elementi
takode regularni.

Osim toga vazi:

Teorema 2.1.2. Ako je fgf — f regularan homomorfizam, pri ¢emu
feHomr(M,N)ige Homgr(N, M), tada je i f regularan.

Dokaz. Pretpostavimo da je fgf — f regularan homomorfizam. Tada
postoji ¢ € Homp(N, M) tako da je:

(fof — g (fof — f)=faf — f

Neka je Homp(N, M) >k :=g —9fgd fo+agfd +9fg—4g
Tada je:

fkf / , / /

=rfof —fofg faf + fgfg f+rfafgf —raf

= fof — (faf — g (faf = 1)

= fgf —(faf = f)

=f

Sto dokazuje da je f regularan homomorfizam. W

Teorema koja daje karakterizaciju regularnih homomorfizama glasi:

Teorema 2.1.3. Neka je f € Hompr(M, N). Sledeéi iskazi su ekviva-
lentni:

1) f je regularan homomorfizam.
2) Ker(f) <® M iIm(f) <% N.
Da bismo dokazali ovu teoremu neophodno je sledece tvrdenje.

Teorema 2.1.4. Neka je s idempotentan endomorfizam modula M.
Tada je 1 — s takode idempotentan endomorfizam modula M i pri tome
vazi:

M=sM)®(1—-s)(M).
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Dokaz teoreme 2.1.4. Iz jednakosti
l—-s=1-25+s=1-2s5+35>=(1-3)2

sledi da je 1 — s idempotentan endomorfizam modula M.
Dokazimo sada drugi deo tvrdenja.

Posto za proizvoljan element m € M vazi:
m = s(m)+m—s(m) =s(m)+ (1 —s)(m)
zakljucujemo da je
M = s(M)+ (1—s)(M).

Neka je m € s(M)N (1 —s)(M).

Dakle, m € s(M)Am e (1 —s)(M)

= m=s(m>)Am=(1—-s)(m%),m~¥ m~eM

= s(m™) = (1 — s)(m”)

= s(m~) = m”~ — s(m?)

= 52(m"™) = s(m~) — s2(m~)

= s(m”) = s(m”™) — s(m”)

= s(m™)=0tj. m=0

¢ime je pokazano da je suma direktna Sto je i trebalo dokazati. H
Dokaz teoreme 2.1.3.

=): Iz pretpostavke o regularnosti homomorfizma f sledi egzistencija
homomorfizma g € Homp(N, M) za koji vazi jednakost (1) iz koje, na
ranije opisan nacin, dobijamo idempotente

s:=gf = (9f)* € Endr(M)

t:=fg=(fg)> € Endg(N).

Primenom teoreme 2.1.4. na dobijene idempotente dobijamo da vazi:
(2) M=sM)®(1—-3s)(M),N=t(N)D(1—-1t)(N).

Dokazimo da je (1 —s)(M) = Ker(f) i t(N) = Im(f) jer ¢e to, s obzirom
na (2), znaciti da je Ker(f) <® M i Im(f) <% N sto i treba dokazati.

Postoje f(1—s) = f—fs = f—fgf = 0 zakljucujemo da je (1—s)(M) C
Ker(f).

Osim toga, neka je m € Ker(f). Tada je, (1 —s)(m) = m — s(m) =
m— (gf)(m) =m — g(f(m)) =m — g(0) = m. Iz dobijene jednakosti sledi
dame (1—s)(M), paje Ker(f)C (1—s)(M).

Prema tome, dokazano je da je (1 — s)(M) = Ker(f).
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Iz Im(f) = f(M) = fgf(M) = tf(M) = t(f(M)) € t(N) i t(N) =
f9(N) = f(g(N)) € f(M) = Im(f) sledi da je t(N) = I'm ( )-

«): Iz pretpostavke da je Ker(f) <% M i Im(f) <
R—module M i N vazi:

N sledi da za

(3) M = Ker(f) ® My, N = Im(f) ® Np.

Preslikavanje fo : My — Im(f), fo : m — f(m), koje je ocigledno izomor-
fizam, koristimo za definisanje preslikavanja g € Hompg(N, M) i to na sledeéi
naéin: g := Lfalﬂ, pri ¢emu je ¢ : My — M inkluzija, a 7 : N — Im(f)
projekcija.

Neka je m € M. Tada iz (3) sledi: m = k + mq, k € Ker(f), mp € M.

Uotimo da je f(m) = f(k+mo) = f(k) + f(mo) = f(mo).

Tada je, fgf(m) = fg(f(m)) = fg(f(mo)) = fg.f(mo) = fufy 'mf(mo) =
fIo ! f(mo) = f(mo) = f(m).

Dakle, fgf = f sto je i trebalo dokazati. B

Definicija 2.1.2.

1. Za modul M kazemo da je injektivan ako za svaki monomorfizam g :
M — N postoji homomorfizam ¢ € Homp(N, M) tako da je: ou = 1.

2. Za modul N kazemo da je projektivan ako za svaki epimorfizam ¢ :
M — N postoji homomorfizam ¢ € Hompg(N, M) tako da je: ep = 1x.

Navedimo samo neka svojstva koja za njih vaze:

% Direktan sumand injektivhog R—modula je injektivan R—modul.

% Ako je M’ injektivan i M’ < M, tada je M' <% M.

% Direktan sumand projektivnhog R—modula je projektivan R—modul.

% Ako je N/N' projektivan R—modul, tada je N’ <% N.

Teoremu 2.1.3. i prethodno navedena svojstva injektivnih odnosno pro-
jektivnih modula koristimo u dokazu sledeceg tvrdenja.

Teorema 2.1.5. Svaki homomorfizam f € Homp(M, N) je regularan
ako vazi bilo koji od slede¢ih iskaza:

1) M i N su poluprosti R—moduli,

2) M je poluprost i injektivan, a N proizvoljan R—modul,
3) N je poluprost i projektivan, a M proizvoljan R—modul.
Dokaz.

Pretpostavimo da je f € Hompg(M, N) ne-nula homomorfizam i da je
ispunjeno 1). Tada iz Ker(f) < M, imajuéi u vidu da je M poluprost modul
i definiciju 1.2.3’., sledi da je Ker(f) <® M.

Takode, iz Im(f) < N i pretpostavke da je i N poluprost modul sledi
da je Im(f) <%® N.
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Dakle, Ker(f) <® M i Im(f) <% N pa, na osnovu teoreme 2.1.3. sledi
da je f regularan homomorfizam.

Pretpostavimo da je f € Hompg(M, N) ne-nula homomorfizam i da je
ispunjeno 2). Tada iz Ker(f) < M, imajuéi u vidu da je M poluprost modul
i definiciju 1.2.3’., sledi da je Ker(f) <® M.

Modul M mozemo predstaviti kao:
M = Ker(f) ® M.

Modul Mj je kao direktan sumand injektivnog modula M injektivan, pa
iz Im(f) = M/Ker(f) = My sledi da je Im(f) takode injektivan a time i
da je Im(f) <% N.

Iz Ker(f) <® M, Im(f) <® N i teoreme 2.1.3. sledi regularnost homo-

morfizma f.

Na slican nacin se dokazuje da iz 3) sledi regularnost svakog homomor-
fizma f € Homp(M, N).

Pretpostavimo da je f € Hompg(M, N) ne-nula homomorfizam i da je
ispunjeno 3). Tada, iz Im(f) < N, imajuéi u vidu da je N poluprost modul
i definiciju 1.2.3"., sledi da je Im(f) <% N.

Modul Im(f) je kao direktan sumand projektivnog modula N projekti-
van, pa je i M/Ker(f) = Im(f) projektivno §to znaéi da je Ker(f) <® M.

Dakle, Ker(f) <® M i Im(f) <% N pa, na osnovu teoreme 2.1.3. sledi
da je f regularan homomorfizam. W

Osim teoreme 2.1.3. navodimo jo$ jednu teoremu koja takode daje karak-
terizaciju regularnih homomorfizama i glasi:

Teorema 2.1.6. Neka je f € Homp(M, N) regularan homomorfizam
tj. za neko g € Homp(N, M) vazi (1). Tada je:

M = Ker(f) @ Im(gf), N = Im(f) ® Ker(fg)

Im(gf) = Im(f) = Im(fg), Ker(fg) = Im(1 - fg)

Takode, preslikavanje f~ : Im(gf) — Im(f), f~ : gf(m) — fgf(m) =
f(m) je izomorfizam.

Dokaz. Iz pretpostavke da homomorfizmi f i g ispunjavaju jednakost
(1) dobijamo idempotente

s:=gf = (9f)* € Endp(M)

t:=fg=(f9)* € Endg(N).
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Primenom teoreme 2.1.4. na dobijene idempotente dobijamo da vazi:
M=s(M)®(1-s)(M),N=t(N)D(1—-1t)(N).

U okviru teoreme 2.1.3. dokazali smo da je (1—s)(M) = Ker(f). Imajudi
u vidu da je s(M) = gf(M) = Im(gf) dobijamo da je M = Ker(f) ®
Im(gf).

U okviru teoreme 2.1.3. dokazali smo, takode, da je t(N) = Im(f).
Dokazimo da je (1 —t)(N) = Ker(fg).

Posto je Ker(fg) C Im(1 — fg) = Im(1 —t) = (1 — t)(N), potrebno je
dokazati da je (1 —t)(N) =Im(1 —t) C Ker(fg).

Neka je n € Im(1 —t). Tada je n = (1 —t)(n’) za neko n’ € N =
n=n'—t(n) = t(n) = t(n') —t*(n') = t(n) = t(n') —t(n') = t(n) =0
tj. fg(n) =0 = n € Ker(fg).

Prema tome, (1 —t)(N) = Ker(fg) tj. N =Im(f) ® Ker(fg).

Iz M = Ker(f) @ Im(gf) i Im(fg) = Im(t) = t(N) = Im(f) sledi da
je Im(gf) = M/Ker(f) = Im(f) = Im(fg).

Neka je f(m) = f(m'), mym’ € M. Tada je g(f(m)) = g(f(m')) tj.
(gf)(m) = (gf)(m') sto dokazuje da je f~ monomorfizam. S obzirom da je
f~ ocigledno surjektivno tj. epimorfizam sledi da je f~ izomorfizam. W

Pretpostavimo da f € Homg(M,N)idaje g € Homp(N, M) takav da
vazi:

faf=rigdtsd =g

Napomena. Homomorfizam g/ € Homp(N, M) koji ispunjava nave-
dene jednakosti postoji na osnovu teoreme 2.1.1.
Na osnovu prethodne teoreme, iz fg' f = f, dobijamo da je:

M = Ker(f) ® Im(g ),

dok iz ¢' f¢' = ¢ dobijamo da je:

N = Ker(g) @ Im(fg)
I Im(g'f) = (¢ (M) = ¢'(F(M)) € g (V) = Im(g)) = ¢'(N) =
g 19'(N) = (¢ )5 (N)) C (¢’ N)(M) = Im(g f) sledi da je Im(g f) =

Im(g'). Simetricno, Im(fg') = Im(f).

Prema tome, dokazali smo da vazi:

Teorema 2.1.7. Neka su f € Homg(M,N)ig € Homgr(N, M) takvi
da vazi:

faf=rfigtsd =4
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Tada je:
M =Ker(f)®Im(g)i N = Ker(g) ® Im(f).

Na pocetku ovog poglavlja pokazano je da kvazi-inverz u opstem slucaju
nije jedinstveno odreden.

Medutim, vazi sledece:

Teorema 2.1.8. Ako je Endg(N) komutativan i f € Hompg(M, N)
regularan homomorfizam, tada je kvazi-inverz od f jedinstveno odreden.

Dokaz. Neka su g; i g2 kvazi-inverzi od f (g; € Homg(N,M),i = 1,2).
Dokazimo da je g1 = go.

Posto su g; 1 g2 kvazi-inverzi od f tj. ispunjavaju (1) dobijamo da je

ti:=fgi=(f9:)* € Endg(N),i=1,2

i pri tome je na osnovu teoreme 2.1.4. 1 —¢; takode idempotentni endo-
morfizam modula N.
Na osnovu teoreme 2.1.6. sledi da je:

N =Im(f)® Ker(fg)

N = Im(f) & Ker(fg2).

U okviru dokaza prethodno pomenute teoreme pokazali smo da je t;(N) =
Im(f)i(1—1)(N)=Ker(fgi).

Dakle, direktni sumandi modula N su njegove homomorfne slike odakle,
imajuéi u vidu pretpostavku da je Endgr(IN) komutativan, zakljucujemo da
su oni potpuno invarijantni.

Dakle, Homg(Ker(fg1),Im(f)) = 0 iz cega sledi da je Ker(fg)) =

Ker(fg2).
Tada za g;,7 = 1,2 vazi:

gi(x) =0,z € Ker(fg:) i gi(x) = f~1(2),z € Im(f).

S obzirom da je N = Im(f) @ Ker(fg;) i da je Ker(fg1) = Ker(fg2)
zakljucujemo da je g1(z) = go(x) za svako x € N §to je i trebalo dokazati.
|

2.2. Odredivanje kvazi-inverza

Pretpostavimo da je M =M1 & .. &M, i N=N1 & ... & Ny, m,n € N pri
¢emu su M; i N; cikli¢ni moduli ( tj. generisani jednim elementom).
Dakle,

M; = p;)zasvakoi=1..m (tj. M; = Ru; )
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Nj=(mnj)zasvako j=1..n (tj. Nj=Rn; ).

U ovom poglavlju pokazac¢emo kako se moze odrediti kvazi-inverz g €
Hompg(N, M) regularnog homomorfizma f € Hompr(M,N) koji, kao sto
je pokazano u prethodnom poglavlju, u opstem slucaju nije jedinstveno
odreden.

Svako preslikavanje f;; : M; — N; odredeno je na generatoru tj. slikom
generatora
fij (i) = rijn;
Sto znaci da je svako preslikavanje f;; odredeno sa r;; € R odnosno da svako
preslikavanje f;; moZemo predstaviti sa r;; € R.

Medutim, svaki r;; € R ne odreduje homomorfizam.

Npr. usluc¢aju Zs i Z4 (generator je u oba slucaja 1, u prvom sluc¢aju reda
2 a u drugom slucaju reda 4) preslikavanje koje generator od Zy preslikava u
generator od Z4 nije homomorfizam tj. preslikavanje £ : Zo —7Z4 definisano
sa £(1) = 1 nije homomorfizam.

Homomorfizam f € Hompg(M, N) predstavljen je matricom

fll fml

fln fmn
pri cemu je fi; € Hompg(M;, N;) za svako i = 1..m i za svako j = 1..n.
S obzirom da svaki f;; € Homp(M;, Nj) mozemo predstaviti sa r;; € R,
mozemo smatrati da F' € R"*™,
Progirimo datu matricu F u matricu F’ tako da je

F |1
/ n
SIS

Obelezimo sa r = rang(F).

Poznato je da se elementarnim operacijama matrica F’ moZe trans-
formisati u matricu E’ pri ¢emu je
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Napomena. E, € R»*™ (R»*™ je skup svih martica reda n x m ranga
r) i predstavlja matricu kod koje su svi elementi nule osim elemenata na
prvih r mesta glavne dijagonale koji imaju vrednost jedan, Q € R™ ™ i
P e R™X™,

Za F,Q, P i E, vaii:
QFP =E,
tj.
F=Q 'E.P!

Odredimo potom matricu G € R™*" oblika

B I |G
6=r | Gia e

pri cemu su Gy € R™("=7) Gy € Rm=7)%7 § G5 € RM=)x(n=7) proizvoljne
matrice .

Tako odredena matrica G je kandidat za trazeni kvazi-inverz jer je:
FGF

- @B PP [ e @@ B P
QPP [t i @@

I, | Gy
= 71E . r . E P*l
Q T |: G2 G3 :| T
=Q'E.P!
=F.
Pretposlednja jednakost sledi iz :

I, | Gy
E, - [ Gy 1 G } -E. =E,.

Imajuéi u vidu da matrica G = (gi)7 € R™ " identifikuje homomor-
fizam g € Homp(N, M) ako i samo ako g, zadaju homomorfizme za svako
[l =1..n1izasvako k = 1..m, potrebno je proveriti da li g;; zadaju ho-
momorfizme za svako [ = 1..n i za svako £ = 1..m i u potvrdnom slucaju
dobijena matrica G identifikuje homomorfizam g € Homp(N, M) koji is-
punjava uslov (1) tj. predstavlja kvazi-inverz regularnog homomorfizma f.

Primer 2.2.1. Neka je

M = Zypy & Zpp & Zpz 1 N = Zip & Zmz © Zn3
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pri ¢emu je w(us) = p* (p je prost broj) i w(p,;) = w(n;) = p zasvako i = 1,2
izasvako j =1..3.

Neka je M; = Zy; i Nj = Zn; (ij =1..3).

Definisimo f € Homp(M, N) na sledeéi nacin:

f(u) = ma, f(p2) =m i f(us) =0.

Odredimo homomorfizam g € Hompg(N, M) za koji vazi (1).
Iz definicije homomorfizma f sledi da je:
fui(pa) = 0= 0m, frz(pa) = n2 = 1, fis(u1) =

0
fa1(p2) = m1 = 1y, faa(p2) = 0 = On2, faz(u2) = 0 = Ons,
f31(3) = 0 = 0ny, f32(us3) = 0= 0n2 1 fa3(u3) =0

Dakle,

01
F=1120
0 0

o O O

Progirimo matricu F' u matricu F’ tako da je

"0 1 0[1 0 0]
100[010
000[0 01
[
F=197070
010
00 1 |

Elementarnim operacijama matricu F’ transformiSemo u matricu E’ pri
cemu je

1 001 00
010 1
, |0 0 0{0 0 1
E= 010
1 00
L0 0 1 1
Dakle,
1 00 010
O=1010|,P=1|1 0 0
0 01 0 01
irang(F) = 2.

Posto je trazena matrica G oblika:

I. | Gy
o=r | 1]
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za proizvoljne matrice G; € R™("=") Gy € Rm—)x7 § Q3 € R(m—r)x(n=7)
razli¢itim izborom matrica G1, G i GG3 dobijamo razli¢ite kandidate za iden-
tifikaciju kvazi-inverza homomorfizma f.

Za

dobijamo da je

I G 010 [1o0]0o][tooO 010
G:P.[G” Gl]@;100-010-010:100
2 00 1] |0 0lp]| 001 00 p

Dakle, iz prethodno dobijene matrice G vidimo da je:

g11(m) = 0 =01, g12(m) = Ly = p2, g13(m) = 0 = Op,

921(n2) = 1pn = 1, go2(n2) = 0 = Opg, go3(n2) = 0 = Ous,

g31(n3) = 0 =0p1, g32(n3) = 0= Opz i g33(n3) = pus.

Lako se moze pokazati da gj, zadaju homomorfizme za svako [ = 1..3 i
za svako k =1..3.

Prema tome, matrica G identifikuje homomorfizam g € Hompg(N, M)
koji ispunjava uslov (1) tj. predstavlja kvazi-inverz regularnog homomor-
fizma f i definisan je na slede¢i nacin:

g(m) = p2, g(n2) = w1 i g(n3) = pus.
Za
G1 = [8} ,Ga=[p p]iGs=[p]

dobijamo da je

I 01 0] [1o0[0] [t oo 010
G:P-[ﬁG—l]Q:1oo 0 1/0|-l0 1 0ol=1]10 0
? 001 |pplp] 001 pp D

i u tom je slucaju:

g11(m) =0 =0p1,g12(n) = 1po = p2, g13(m) = pus,

921(n2) = 1p1 = 1, g22(n2) = 0 = Opg, ga3(n2) = pus,

g31(n3) = 0 = 0p1, g32(n3) = 0 = Opz 1 g33(n3) = pus.

Kao i u prethodnom slu¢aju, lako se moze pokazati da g;; zadaju homo-
morfizme za svakol =1..31zasvako k=1..3.

Prema tome, matrica G identifikuje trazeni homomorfizam g € Hompg (N, M)
koji je u ovom slu¢aju definisan na sledeéi nacin:



20
g(m) = p2 +pus, g(n2) = p1 + pus i g(n3) = pus.

Medutim, ako je:

0 .
Glz[o],ng[l 1]1G3:[p]

tada dobijamo da je:

o 010 1 0]0 100 010

G:P-[GTGI]-Qzl()O-OlO-010:100

213 001 1 1lp| |0 01 11 p
tj. da je:
g11(m) = 0= 0p1, g12(m) = Lua = p2, g13(m) = lus = s,
g21(m2) = 1pg = p1, ga2(n2) = 0 = Opa, g23(m2) = lus = s,

g31(n3) = 0 = 0p1, g32(n3) = 0 = Oz i g33(n3) = pus.

Posto g13 i go3 ne zadaju homomorfizme (iz w(n) = p i w(us) = p?
sledi g13(0) # 0, isto i za go3 ), u ovom sluc¢aju matrica G ne identifikuje
homomorfizam g € Hompg(N, M).

Da bismo odredili homomorfizam h € Homp(N, M) koji ispunjava

fhf=Ffihfh=h

potrebno je prvo odrediti matricu H = ()T € R™*™ oblika:

_ Ir Hl
H=r {HQ HQ.HJ @

za proizvoljne matrice H; € R™*("=") i Hy € R jer je:
FHF

_ — — Iy Hy — -

= (Q'E.P~Y)(P- [ H> | Hy- Hy ] -Q)(Q'E. P

_ - — I, Hy — —

QU E(PP) |t | e P
_ I, H,; _

=@ [ Hy | Hy- H, ] BP

=Q'E,P!

= F,

pri ¢emu pretposlednja jednakost sledi iz :

I, | H B
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— - [t @ e [ o)

o _Irr Hl | -1 -1 IT‘ Hl

_P _HQ HQ’Hl_ (QQ )ET(P P) |:H2 HQH :| Q
oL H ] I | H
—PHHHE[H HQ.Hl]'Q

o _Ir Hl ]

By

:]q—7

pri ¢emu pretposlednja jednakost sledi iz :

Ir Hl E Ir Hl o Ir Hl
Hy | Hy- Hy " | Hy|Hy-Hy | | Hy|Hy -Hp |
Nakon toga proveravamo da li hj, zadaju homomorfizme za svako | =

1..n1iza svako £k = 1..m i u potvrdnom slu¢aju matrica H identifikuje
trazeni homomorfizam h € Homp(N, M).

Primer 2.2.1°. Neka su M, N R—modulii f € Homg(M,N) kao i u
prethodnom primeru.

Odredimo homomorfizam h € Hompg(N, M) koji ispunjava:

fhf=fihfh=h

Prvo odredujemo matricu H € R™*"™ oblika:

B I |
H=r |:H2 HQ‘H1:| @

za proizvoljne matrice H; € R™*("=") { Hy € Rm—7)x7,
Za

lemiHQ:[p 0]

dobijamo da je

s = 0101017t 0O 0 1
H_P-[I;'H.lH]-Q—l()O-Oll-010—10
2|2 00 1| |p olp]| |0 01 p 0

tj. da je:

hi1(m) = 0= 0p1, hi2(m) = Luz = po, hiz(m) = pus,
ho1(n2) = 1p1 = p1, haa(n2) = 0 = Opg, hog(n2) = 0 = Ous,
h31(n3) = 11 = 1, haa(nz) = Lz = pa i haz(ns) = pus.

=N = =
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Lako se moze pokazati da hj, zadaju homomorfizme za svako [ =1..3 i
za svako k =1..3.

Prema tome, matrica H identifikuje trazeni homomorfizam h € Hompg(N, M)
koji je definisan na slede¢i nacin:

h(n1) = p2 + pps, h(n2) = p1 i h(nz) = p1 + p2 + pps.

Primer 2.2.2. Neka je
M =Zp & Zpz ® Zps i N = Zm @ Znz

pri cemu je w(p;) = w(nj) = oo za svako ¢ = 1..3 i za svako j = 1,2.
Definisimo f € Homp(M, N) na sledeéi nacin:

f(pa) = 2m +m2, flp2) =22m +m2) 1 f(u3) = 2m + n2.

Dakle,

2 4 2
F:LQl]

Elementarnim operacijama prosSirenu matricu

2 4 21 0
1 2 1]0 1
F'={10 0
010
001

transformiSemo u

E=|1 -2 -1

0 1 0
0 0 1
Prema tome, r =11
1 -2 -1
Qz[(l) _12],P: 0 1 0
0o 0 1

U ovom slucaju (zbog beskonacnosti redova elemenata p; i 7;) svaka

matrica G oblika
B I, | G4
G=p [JW ¢ } Q

za proizvoljne matrice Gy € R™*("") Gy € Rm=)*" j G5 € Rm—r)x(n=r)
identifikuje homomorfizam g € Homg(N, M) koji ispunjava (1).
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Za
1] . 1
Glz[l],GQZ |:1] 1G3: |:1:|
dobijamo da je:
1 -2 -1 1|1 -2 2
G:P'[—‘—CI; g}].Q:o 10|11 [(1’ _12}: 11
213 0 0 1 11 1 -1
tj. da je g € Hompg(N, M) koji ispunjava (1) definisan na sledeé¢i naéin:

g(m) = —=2p1 + po + p3 1 g(n2) = 21 — po — 3.

2.3. Parcijalno invertibilni homomorfizmi

Teorema 2.3.1. Za homomorfizam f € Homp(M,N) slededi iskazi su
ekvivalentni:

1) Postoji homomorfizam g € Hompg (N, M) tako da je
s:=fg=(f9)* #0.

2) Postoji homomorfizam h € Hompg(N, M) tako da je
t:=hf=(hf)?#0.

3) Postoji homomorfizam k € Hompg(N, M) tako da je

kfk =k #0.
4) Postoje 0 # My <% M i Ny <% N tako da je preslikavanje
fo: My — No, fo : m — f(m)

izomorfizam.
Dokaz.
1)=2): Iz

(9sf)? =gsfgsf = gs*f = gsf,

vidimo da je t := gsf idempotentan, pa za h mozemo izabrati upravo gs.

Iz ftg = fgsfg=s>=s5#0sledi t # 0.
2)=3): Iz

hfhfhfh = t3h = th = hfh
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vidimo da za k mozemo izabrati upravo hfh.
Iz kf = hfhf =t> =t # 0 sledi k # 0.
3)=1): 1z
kfk=ktj. fkfk=fk
vidimo da je s := fk idempotentan, pa za g mozemo izabrati upravo k.
Izks=kfg=kfk=Fk#0sledi s # 0.
3) = 4) : Na osnovu teoreme 2.1.6. sa My =t(M) i Ny = s(N)
4) = 3) : Na osnovu pretpostavki sledi da je:

(4) M = My® M, N = Ny & Nj.

Posto je preslikavanje fo : My — Ny, fo : m — f(m) izomorfizam,
defini§imo preslikavanje k € Hompg (N, M) na sledeéi naé¢in:

k(z) =0,z € Ny ik(z) = fy "(x), z € No.

Neka je n € N. 1z (4) sledi n = ng + n1,ng € No,n1 € Ny.

Uocimo da je k(n) = k(ng + n1) = k(no)(= f3 ' (no)) i da je f(z) =
fo(:c),a; € M.

Tada je, kfk(n) = kfk(no) = kf(k(no) = kf (f5 (n0)) = k(no) = k(n).

Dakle, kfk = k sto je i trebalo dokazati. l

Definicija 2.3.1. Za homomorfizam f € Hompg(M, N) kazemo da je
parcijalno invertibilan ako ispunjava bar jedan uslov (a samim tim i sve
ostale uslove) iz teoreme 2.3.1.

Prema tome, parcijalno invertibilni homomorfizmi su delitelji
idempotentnih endomorfizama.

Definicija 2.3.2. Neka je f € Hompg(M, N) parcijalno invertibilan. Za
homomorfizam g € Homp(N, M) koji ispunjava

fog=(fg)*#0

kazemo da je desni parcijalni inverz od f, dok za homomorfizam h €
Hompg(N, M) koji ispunjava

hf=(hf)?#0
kazemo da je levi parcijalni inverz od f.

Skup koji sadrzi sve homomorfizme modula M u modul N koji nisu
parcijalno invertibilni nazivamo total modula M u modul N i obelezavamo
sa Total(M,N).

Dakle, Total(M, N)={f € Hompr(M, N)|f nije parcijalno invertibilan }
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U kakvoj su relaciji skup regularnih i skup parcijalno invertibilnih ele-
menata?

Pretpostavimo da je 0 # f € Hompg(M, N) regularan tj. da postoji g €
Homp(N, M) tako da vazi (1). Tada je, (fgf)g = fg, odnosno (fg)(fg) =
fg # 0.

Dakle, ispunjen je uslov 1) teoreme 2.3.1. odakle zakljucujemo da je
f € Homgr(M, N) parcijalno invertibilan.

Prema tome, {f € Homgr(M, N)| f jeregularan } C {f € Homgr(M, N)|
f je parcijalno invertibilan }.

Sledeéi primer pokazuje da: { f € Homg(M, N) | f je parcijalno inverti-
bilan } ¢ { f € Homg(M,N) | f je regularan }.

Primer 2.3.1. Neka je:
M =7Zp & Zps i N =Zm & Zns

pri cemu je w(p1) = w(pz) = w(m) = p, w(ne) = p*(p je prost broj ).
Neka je M; := Zyu; i Nj = Zn;, i,j = 1,2.
Definisimo f € Homr(M,N) ik € Homp(N, M) na sledeéi nacin:
f(ur) =, f(p2) = pna, k(m) = p1 1 k(n2) = 0.
Posto se f € Homp(M, N) moze identifikovati sa matricom

Ji1 f21]
F =
{fm fa2
pri cemu je fi; € Homp(M;, Nj), a k € Homp(N, M) sa matricom
ki1 ko1
K pu—
[/‘Jm k22:|

pri cemu je k;; € Hompg(N;, Mj), analizu datog primera nastavljamo odredujuéi
matrice F'i K.

Iz definicija homomorfizama f i k sledi da je:
fii(pr) = m = gy, fia(pr) = 0 = On2, far(u2) = 0 = 01 i foa(pe) =
pn2.

kii(m) = p1 = 1pg, ki2(m) = 0 = Ope, ko1(n2) = 0 = Opq 1 koa(n2) =
0 = 0u2

Dakle,
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S obzirom da je KFK = K, f € Homg(M, N) ispunjava uslov 3) teoreme
2.3.1. odakle sledi da je f parcijalno invertibilan.

Odredujuéi matricu X koja ispunjava uslov F X F = F dolazimo do kon-
tradikcije iz koje sledi da takva matrica ne postoji. Prema tome, f nije
regularan.

Medutim, ako je f € Hompg(M,N) parcijalno invertibilan homomor-
fizam tj. postoji h € Homp(N, M) tako da je

t:=hf=(hf)*#0

tada su ft i th ne-nula regularni homomorfizmi jer je:

(Ft)h(ft) = ft(hf)t = ft* = ft

(th) f(th) = t(hf)th = t3h = th.

U vezi sa parcijalno invertibilnim homomorfizmima dokazimo sledeée
tvrdenje.

Teorema 2.3.2. Neka su M;,i =1..n 4+ 1, proizvoljni R—moduli.

Ako je fn -+ fofi € Hompg(My, M,+1) parcijalno invertibilan homomor-
fizam (f; € Homp(M;, M;+1), i = 1..n), tada je f; parcijalno invertibilan
za svako i =1..n.

Dokaz. Indukcijom po n - broj faktora u proizvodu.

n = 2: Pretpostavimo da je faf1 parcijalno invertibilan.
Na osnovu teoreme 2.3.1. sledi da postoje g € Homp(Ms, My) i h €
Hompg(Ms, M) tako da je:

s:= (faf1)g = ((f2f1)9)* # 0

t:=h(faf1) = (h(f2f1))* #0

Tada je:

s = fa(f19) = (f2(f19))* tj. f2 je parcijalno invertibilan i

t = (hf2)f1 = ((hf2)f1)? tj. f1 je parcijalno invertibilan.

Induktivan korak: Pretpostavimo da je f, - - - fo f1 parcijalno invertibilan
i da je tvrdenje teoreme tacno za svako k < n.

Tada su, na osnovu slucaja n = 2, f, i fn—1--- fof1 parcijalno invert-
ibilni.

Primenom induktivne pretpostavke na f,_1--- fof1 sledi da je f; parci-
jalno invertibilan za svako i =1..n — 1.

Dakle, f; je parcijalno invertibilan za svako ¢ = 1..n $to je i trebalo
dokazati. B
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2.4. Pravilo transfera

Pravilo transfera je veoma vazno pravilo kada je re¢ o regularnim homomor-
fizmima.

Definicija 2.4.1. Za par (f,g), pri ¢emu f € Homgr(M,N)ig €
Homp(N, M), kazemo da je regularan par ako vazi: fgf = f.
Ako je (f,g) regularan par tj. vazi fgf = f tada je:

gfafgfg=gfafg=afg

pajei (gfg, f) regularan par.
Istaknimo da je f regularan homomorfizam u Homgr(M, N), a gfg reg-
ularan homomorfizam u Hompg(N, M).

Definicija 2.4.2. Neka je (f,g) regularan par (f € Homgr(M,N),g €
Homp(N, M)). Tada preslikavanje

trf - (f,9) = (9f9, f)

nazivamo pravilo transfera (ili krace transfer).

U poglavlju 2.1. pokazali smo da kvazi-inverz u opstem sluc¢aju ne mora
biti jedinstven ( ako je g € Homp(N, M) kvazi-inverz regularnog homomor-
fizma f € Hompg(M, N) tada je i gfg takode kvazi-inverz od f).

Primenom pravila transfera dolazimo do istog zakljucka jer je:

trf(f,9) = (99, f),

trf(gfg, f) = (fafaf,af9) = (faf,9f9) = (f,9f9)

Vaznost ovog pravila proizilazi iz sledeceg tvrdenja:

Teorema 2.4.1. Ako transfer primenimo na sve regularne parove (f, g),
pri cemu f € Homp(M, N), dobijamo regularne parove (gfg, f) i pri tome
je skup svih prvih elemenata dobijenih regularnih parova upravo skup svih
regularnih elemenata u Hompg (N, M).

Dokaz. Pretpostavimo da je (r, ¢) regularan par, pri cemur € Homg(N.M)
iq€e Homp(M,N). Tada je: trf(r,q)(=(qrq,r)) takode regularan par, pri
cemu qrq € Homp(M, N). Ako ponovo primenimo trf, dobijamo regularan
par (r,qrq) (=trf(qrq,r)). Ovim je dokazano da se svaki regularan ele-
ment u Hompg(N, M) dobija primenom transfera na regularne elemente u
Homp(M,N). R
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Sledeéi primeri pokazuju da ukoliko primenimo ¢rf na regularne parove
(f,9) i (f,h) dobijamo regularne parove (gfg, f) i (hfh, f) pri cemu ne mora
da vazi da je gfg = hfh iako je fgf = f = fhf.

Primer 2.4.1. Neka su M, N R—moduli i f € Hompr(M,N) kao u
primeru 2.2.1.

U primeru 2.2.1. smo za f € Homp(M,N) odredili kvazi-inverze g €
Homp(N,M)ih e Homg(N, M) pri ¢emu je:

g(m) = pa, g(n2) = w1, g(n3) = pu3

h(m) = p2 + pps, h(n2) = w1 + pps, h(ns) = pus.
Dakle, za g € Homg(N, M) i h € Homgr(N, M) vazi: fgf = f = fhf.

Medutim, iz
0 1 0|0 1 0] (0 1 0 010
GFG = |1 0 |1 0| |1 0 =...= |1 0
0 0 p/] |0 0 0] [0 O 0 00
i
0 1 0[]0 1 0]f0 1 O 010
HFH= |1 0

o
p—
o
—_
= O
o
I
1
p—
o

p p
vidimo da je gfg # hfh.

i
o
o
o

iS

g

iS
iS

o

Primer 2.4.2. Neka je M = Zuy ® Zug @ Zus, pri cemu je w(pi) = oo,
aw(p;) =pzai=2,3(pjeprost broj) i N = M. Treba ista¢i da se modul
M moze predstaviti i na slede¢i nacin: M = Z(uy + po + us) © Zug © Zus.

Definisimo f,g i h € Endr(M) na sledeéi nacin:

f(z1p + 22p2 + z3p3) = 2111, g = f i
h(z1pn + 2op2 + z3p3) = 21 (k1 + p2 + p3)-
Tada je

Jfof(zipn + zop2 + 23u3) = fg(z1p1) = f(z1p1) = 2111

fhf(zipn + 2op2 + 23u3) = fh(zip) = f(z1(p + p2 + p3)) = 211
Dakle, fgf = fhf(= f), ali je:
9fg(z1pn + zapo + 23u3) = gf (21p1) = g(z1p1) = 2111
i
hfh(z1p+zop2+z3p3) = hf (21 (p1+p2+p3)) = h(zip) = 21 (pa + p2+ps)
odakle sledi da je gfg # hfh.



3. Podstrukture bimodula
homomorfizama

3.1. Reg(M,N) — Definicija i svojstva

M i N su, kao i do sada, proizvoljni (desni) R—moduli.
Neka je W := Endr(M) i V := Endgr(N).

Pre nego $to definiSemo Reg(M, N), istaknimo da za H C Hompr(M, N)
kazemo da je regularan ako je svaki njegov element regularan.

Definicija 3.1.1.
Reg(M,N) :={f € Homr(M,N) | VfW je regularan }
pri ¢emu je VW V — W—podmodul od Hompg(M, N) generisan sa f.

Napomenimo da je Reg(M,N) # () jer 0 € Reg(M, N).
Homp(M, N) je regularan ako i samo ako je Hompr(M, N) = Reg(M, N).

Dokazimo sledece:

1) Akoje f € Homgr(M, N)iVfW regularan, tada je VW C Reg(M, N).

Neka je v € VfW. Tada je VW C VfW pa je i VW regularan odakle
sledi da v € Reg(M, N). Dakle, VfW C Reg(M,N). &

2) Zatvorenost u odnosu na mnozenje sa leve strane sa V i sa desne
strane sa W.

Posto je Reg(M, N) suma modula oblika
VIW = {31 vifw; | v € Vywy € Wyi=1.n,n €N},

Reg(M, N) je zatvoren u odnosu na mnozenje sa leve strane sa V' i sa desne
strane sa . W

3) Zatvorenost u odnosu na sabiranje.

Neka fi, f2 € Reg(M,N)iw e V(fi + f1)W.

Tada je, w = Z:Ll vi(f1+ fo)w = Z:‘L:I v frw; + Z:‘L:I v; fow;.

29
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Neka je wy = Y iy vifiw; iwe = Y iy v; fow;. S obzirom da w; € Vf;W,
7 =1,2 sledi da je :

a) wi regularan. Dakle, postoji 7 € Hompg(N, M) tako da je wiTwi = wy.

b) na osnovu 1) VwsW regularan

Tada, (w1 + wg) — (wl + CUQ)T(UJl + wg)

= W1 —|—QJ2 —W1TW] — W1TW2 — WaTW1 — WaTW9

= Wwo —wW1TWo —waTw) —woTws € VwaW  jer wiTiwsr € V,aTw; € W.

1z b) zaklju¢ujemo da je (w1 +w2) — (w1 +w2)7 (w1 +w2) regularan homo-
morfizam, odakle, na osnovu teoreme 2.1.2. sledi regularnost homomorfizma
w1+ w2 tj. homomorfizma w. Posto je w proizvoljan element iz V' (f1 + fo)W,
zakljucujemo da je V(f1+ fo)W regularan odnosno da f;+ fo € Reg(M, N).
|

Na osnovu prethodno dokazanog, dokazimo

Teorema 3.1.2. Reg(M, N) je najveéi regularan V — W —podmodul od
HOmR(M, N)

Napomena. Kada kazemo da je Reg(M,N) najveéi regularan V —
W —podmodul od Hompg(M, N) znaci da je bilo koji drugi regularan V —
W —podmodul od Hompg(M, N) sadrzan u njemu.

Dokaz. Neka je € regularan V — W—podmodul od Hompg(M,N) i
w € Q. Posto je tada VwW regularan V — W —podmodul od Hompg(M, N),
odatle na osnovu 1) sledi da je VwW C Reg(M,N) tj. da w € Reg(M,N).
Imajuéi u vidu proizvoljnost elementa w, zaklju¢ujemo da je Q C Reg(M, N)
¢ime smo pokazali da je Reg(M, N) najveéi regularan V' — W —podmodul
od Homgr(M,N). R

Slede¢i primeri ilustruju ekstremne slucajeve:

Reg(M,N) =01 Reg(M,N) = Homg(M,N)

Primer 3.1.1. Nekasu M i N takvi R—moduli da je Hompg(N, M) = 0.
Na osnovu posledice 2.1.1. sledi da je Reg(M,N) = 0.

Primer 3.1.2. Reg(Z,Z) =0

Sledi iz ¢injenica da su %1 jedini regularni elementi u Z = Homy(Z, 7).
Primer 3.1.3. Reg(Q,Q) = Homz(Q, Q)

S obzirom da je Homz(Q, Q) = Q a time i svaki 0 # f € Homz(Q, Q) in-

vertibilan, imajuéi u vidu da iz invertibilnosti sledi regularnost, zaklju¢ujemo

da je svaki f € Homyz(Q, Q) regularan tj. da je Homz(Q, Q) = Reg(Q, Q).

U teoremi 2.1.5. dokazali smo regularnost svih homomorfizama modula
M u modul N ako su oni poluprosti. Medutim, primer 3.1.3. pokazuje da
obrnuto ne mora da vazi jer Q nije poluprost kao Z—modul.

Neka su M i N takvi R—moduli da je:
(5) M =M, & My, N =N1 & Ny
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Teorema 3.1.3. Pretpostavimo da za module M i N vazi (5). Sledeéi
iskazi su ekvivalentni za svako i,j =1, 2.

1) fij € Homp(M;, Nj) je regularan.
2) (qu)T € Homp(M, N) je regularan, pri ¢emu p,q =1,2 i
Jijy 1=p,J=q
qu = { 81

inace

Dokaz. Dokazimo teoremu za ¢ = 1,7 = 2. Preostali slucajevi se
dokazuju na isti nacin.

1) = 2): Pretpostavimo da je fi2 € Homp(M;y, N3) regularan tj. da
postoji go1 € Hompg(Na, M) tako da vazi: fi2g91 f12 = fio.

Tada je:
Jiz 0 [0 O] |fiz O J12g21f12 0 fiz 0

Dakle,
[0 0} € Hompr(M,N)
fiz 0 R

je regularan.
2) = 1): Pretpostavimo da je

|:f(1]2 8} € Hompr(M,N)

regularan tj. da postoji

[911 921} € Homp(N, M)
912 922

pri cemu g;; € Hompg(N;, M;), tako da je
e o) b o) L o) = o)
fiz 0] [g12 g22] |fiz O fiz O

[ 0 0} B [O 0]
fi2ga1fi2 0] [fiz2 O

odakle sledi da je f12921f12 = f12 tj. da je flg S HomR(Ml, NQ) regularan.
|

Tada je:

Kao sto smo f € Hompg(M, N) identifikovali sa matricom

| fun fa
b= {le fzz]
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pri cemu f;; € Hompg(M;, Nj) zasvako i,j € {1,2}, takoseih € W odnosno
k € V mogu identifikovati sa matricama:

h11 h21 k?ll k21
6 H — 7I( =
(6) |:h12 h22] [k?m k‘22]

pri ¢cemu hy; € Homp(M;, My) za svako l,q = 1,2, a kg € Homp(Ns, Ny)
za svako s,t =1, 2.

Dokazimo sledece:
Teorema 3.1.4. Pretpostavimo da za module M i N vazi (5). Neka je
fij € Homp(M;, Nj) za svako i,j = 1,2. Tada,

| fun fa
F= [fu fzz] € Reg(M, N)

ako i samo ako kj fijhy; € Reg(M;, Ny) za svako hy; € Hompg(M;, M;) i za
svako kj; € Homp(Nj, Ny).

Dokaz.
—): Pretpostavimo da

| fun fa
F= {fu f22] € Reg(M, N)

Posto je Reg(M,N) V — W —bimodul,

0 kor| (fin Soa| |0 haof _ |0 Korfioho
[0 0] {fm f22] [0 0}_ [0 0 }GRGQ(M,N)

Na osnovu teoreme 3.1.3. sledi da ka1 fioho1 € Reg(Ma, N1).
Ovim smo pokazali da je za i,t = 11i[,j = 2 homomorfizam kj; f;jhy; €
Hompg(M;, N;) regularan. Na slican nacin se dokazuju svi preostali slucajevi.
Neka je ' € Endr(M;) i k' € Endg(N).
Tada je i k' (kjifijhii)h (= (K'kjt) fi;(hiih')) regularan.
Potrebno je jo§ dokazati da je i suma takvih elemenata regularna.

Iz slucaja i,t = 111,j = 2 (proizvoljno izabranog) vidimo da smo dobili
matricu (wp,)? € Reg(M, N), pri éemu je:

_ {k21f12h217 p=1(=1t),q=2(=1)
Wpq =

0, inace

odakle zaklju¢ujemo da za svako 7, 7,[,t = 1,2 dobijamo matrice (wpq)T €
Reg(M, N) pri ¢emu je:

Wy = {kjtfijhliv p=tq=1

0, inace
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Posto je Reg(M, N) zatvoren u odnosu na sabiranje sledi da (w;)q)T =
> (wpg)T € Reg(M, N) pri éemu je:

=2
odnosno

0, inace

wpq {an_yt fljh’x’b)u p:tuq:l

Na osnovu teoreme 3.1.3. sledi da je >, k](? fijhl(in) € Homp(M;, Ny)

regularna tj. da >, kj?)fz]h(n € Reg(Mj, Ny).
Dakle, E’rldR(Nt)( ]tfl]hlz)EndR(Ml) je regularan tj. kjtfz'jhli € RGQ(MZ, Nt).
<=): Pretpostavimo da kj; fijhi; € Reg(M;, Ny) za svako hy; € Hompg(M;, M;)
i za svako kj; € Hompg(N;, Ny) i neka

F = [f“ f21] € Homp(M, N)
Ji2 fa2

I sluéaj: f21 =0

Na osnovu pretpostavki sledi da postoji:

% g11 € Hompg(Ny, M) tako da je: frigiifii = fir i

X go2 € HomR(NQ, MQ) tako da je: f22922f22 = f22.

Tada je,

r [911 0 ] o [ fuig fun 0 }
0 g2 fi2g11 f11 + fa2922f12  f22922f22

B fi1 0] 0 0] 0 O
B |:f12911f11 + fo2922 f12 fzi = [flzgnfn + fa2g922 f12 — f12 0} = |:f£2 0}

S obzirom da gnfn € EndR(Ml), ngQQQ c EndR(Ng), f12 S Reg(Ml,Ng)
idaje Reg(Mj, N2) zatvoren u odnosu na mnozenje sa leve strane sa Endg(N2)
i sa desne strane sa Endr(M;) kao i u odnosu na sabiranje zaklju¢ujemo

da fio(= fi2gi1fi1 + f22922f12 - f12) € /RGQ(MLNz) tj. da postoji g21 €
Homp(Na, My) tako da je: fi5921f15 = f1a

Dakle,

0 0] 0 0] 0 0](0 g21/|0 O
F*[f{Z 0]_F+[f{2921f{z 0]_F+[f{2 0} [0 0} [fﬁ 0]

= F+(F [9” O]F—F) [0 921} (F[gél ggJF—F)

_ F+F([gn 0 ] F—1,) [O 921] (F {9(1]1 922] — I)F.
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Neka je

gin O
G =
[ 0 922]

r_ g O L 10 gm gin 0]
O AP (R A A

Tada je FGF = F + FG'F tj. F(G — G )F = F §to dokazuje da je F
regularno.

IT slucaj: opsti element

Na osnovu pretpostavki sledi da postoji:

% g12 € Hompg(N1, Ma) tako da je: fa1g12f21 = for

Tada je:

r [ 0 0} o [f21912 0] P [f21912f11 f21912f21]
gi2 0 f22g12 0 f22g12f11  fa2g912f21

fo2g12f11 fa2g12.f21 foogi2f11 — fiz fa2g12f21 — fa2

Na osnovu I-vog slucaja sledi da je

P [f21912f11 —fn 0 ] (= F [ 0 0] F—F)

_ [f21912f11 J21 } _ Py [f21912f11 —fn 0 }

fo2g12f11 — fiz  fa2g12f21 — fo2 gi2 0

regularno odakle, na osnovu teoreme 2.1.2. zaklju¢ujemo da je F regularno.

Dokazimo zatim da je svaki element u VfW regularan.
Iz (6) sledi da je KFH = (wy;)” pri ¢emu je wyy = Z(z}j) Eji fijhui
Neka je h;l € Homp(M;, My) i kllt € Hompg(N1, Ny). Tada je,
k;tw}lhgl = klu(/fl%fnhn, +kufarhiz + b fighn + k21f22h,12)h;1/ ,
= (k1k11) frr(hanhyy)+(ky ki) far (haghyy )+ (kygkar) fra(hanhyy )+ (kg kar) faz (hazhyy )
Dakle, kj,wi1h;; € Reg(M;, Ny).
Preostali slucajevi se dokazuju na slican nacin.
Prema tome, k:;-twijhgi € Reg(M;, Ny) za svako h;i € Hompg(M;, M;) i za
svako k;»t € Homp(Nj, N;). Dakle, KF'H € Homp(M, N) je regularan.
Potrebno je na kraju dokazati da je >, K () FH (™) takode regularna.
Uocimo da je KW FH™ = (wl(f))T pri ¢emu je wl(f) = 6.5) kj(»?)fijhl(?)
iz cega sledi da je Y, KMWFH®™ = (w,)T pri ¢emu je w;, = 3., wl(tn).
Dakle, wgt je takode suma elemenata oblika k‘(?) fijhl(in).

J
S obzirom da w;, € Reg(M;, N;), 3., KW FH™ € Reg(M,N). B

Ako prethodnu teoremu povezemo sa teoremom 2.1.3. koja daje karak-
terizaciju regularnih homomorfizama dobijamo:
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Posledica 3.1.1. Pretpostavimo da za module M i N vazi (5) i da

f12 f22

pri cemu f;; € Hom(M;, N;), 4,5 = 1,2. Tada, za svako hy; € Hompg(M;, M;)
i za svako kj; € Homp(N;, Ny)

r_ [fn f21} € Reg(M, N)

Ker(k:jtfijhli) SEB M i Im(kjtfijh“) S@ N.

Progirivanjem teoreme 3.1.4. na kona¢ne sume proizvoljne duzine dobi-
jamo da vazi:

Teorema 3.1.5. Nekaje M = M1 ® .. & M,, i N =N D ..H N, i
fij € Hom(M;, Nj) za svako ¢ = 1..m i za svako j = 1..n. Tada,

Jir o S
F= € Reg(M,N)
fin e
ako i samo ako kj; fijh; € Reg(M, Ny) za svako h;; € Hompg(M;, M;) i za
svako kj; € Homp(Nj, Ny).
Dokaz. Neka je
hii ... hm k11 ook
H=| . . . |lewrk=|. . . |ev
S . Fin o ko
i My =M, My :=My®...® My, i Nj := N;,Ny:=No@® ... ® N,.

Dakle, M = M; ® My = My & Myi N =N, & N, = N; ® N,.
Tada je,

F = [fil fél] H = [hiﬂ h;ﬂ] K = [kﬂ kﬂ]
f12 f22 h12 h22 k12 k22

pri ¢emu je:
f12 f22 fm2
fo=fufn = o fail o= | f=|. ]
fin fon or fom
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hia hoo . T2

Wiy = hit,hoy = [ha1 v Tumt] sy = :  hgy = L ,
him ] hom o
ko] Tkao oo ko

ki = ki koy = [ko1 o k1] Ko = : ey =
Fin, Fon e o

Razmatraju¢i homomorfizme podsuma M i Mé modula M na podsume
N1 i N, modula N koji su indukovani sa F vidimo da su oni identifikovani
sa matricama ¢iji su elementi upravo f;; € Hompg(M;, N;).

U nastavku dokaza primenjujemo teoremu 3.1.4. Medutim, prethodno
je potrebno proveriti ispunjenost njenih uslova. S tim u vezi, neophodno je
primeniti endomorfizme H i K.

Mnozenjem vidimo da su elementi u K'F'H' oblika Z(i’j) kit fijhii-

S jedne strane, posto je svaki sumand u nekom Reg isto vazi i za sumu.

S druge strane, posto je za svaki hy; i za svaki kj; suma u nekom Reg
biraju¢i da svi elementi u H osim jednog budu 0 i isto za K, dobijamo
neophodnost uslova kj; fijhy; € Reg(M;, N;). B

Posledica 3.1.2. Nekaje M =M & ... ®dM,, i N = N1 & ... & N,,.
Tada je,
Reg(M,N) = Hompr(M,N)
ako i samo ako je
Reg(Mi,Nj) = HomR(Mi,Nj)

za svako i =1..mizasvako j=1..n.

Primer 3.1.4. Neka su M, N R—moduli i f € Homg(M,N) kao u
primeru 2.2.2.

U primeru 2.2.2. je odreden homomorfizam g € Hompg(N, M) za koji
vazi (1) tj. pokazali smo da je f regularan homomorfizam.

Napomenimo da za modul N takodje vazi: N = Zm @& Z(2n1 + 12).

Medutim, iz f(Zug) = 2Z(2m1 + n2) vidimo da f(Zusz) nije direktan
sumand modula N odnosno da f |z, nije regularan homomorfizam.

Ovim smo primerom pokazali da restrikcija regularnog homomorfizma
na direktan sumand ne mora biti regularan homomorfizam.
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3.2. A(M,N)1iV(M,N) — Definicija i svojstva

Definicija 3.2.1.

1) Za modul A kazemo da je veliki tj. sustinski podmodul modula M i
koristimo oznaku A <* M ako za svaki B < M vazi:

ANB=0= B=0
tj.
B#0= ANB #0.

Za modul M iz prethodne definicije kazemo da je sustinsko rasirenje ili
esencijalna ekstenzija modula A.

2) Za modul C kazemo da je mali tj. nepotreban podmodul modula N i
koristimo oznaku C' <° N ako za svaki D < N vazi:

C+D=N=D=N

t.
D#N= C+D#N.

Napomena 3.2.1. Za velike i male podmodule vazi sledece:

% Ako je A; <* M, i=1,2, tada je A1 N Ay <* M jer bih u suprotnom
tj. ako A; N As nije veliki podmodul modula M za 0 # B < M vazilo
(A ;N A)NB =0tj. A1 N (A2 N B) = 0. Medutim to je u suprotnosti sa
pretpostavkom da je A; <* M, ¢ =1,2, jer iz Ay <* M sledi AsN B #0, a
iz Ay <* M sledi A1 N (AQ N B) #0.

% Ako je C; <° M, i =1,2, tada je C1+Cy <° M jer bih u suprotnom t;j.
ako C7+C5 nije mali podmodul modula M za D < M vazilo (C1+Cs)+D =
M tj. C1+ (C2+ D) = M. Medutim, to je u suprotnosti sa pretpostavkom
daje C; <° M, i=1,2 jeriz Cy <° M sledi Co +D # M, aiz C; <° M
sledi C1 + (Cy + D) # M.

% Akoje A< A1 < MiA<*M,tada je Ay <* M jer iz pretpostavke
daje A<* M za0=# B < M sledida je ANB # 0. S obzirom da je A < A3
tj. A C A; dobijamo da je A; N B # 0 §to dokazuje da je A; <* M.

% Akoje C1 < C < MiC<°M,tada je C1 <° M jer iz pretpostavke
daje C <° M za D < M sledi da je C + D # M. S obzirom da je C; < C
tj. C1 C C dobijamo da je C1 + D # M sto dokazuje da je Cy <° M.

Neka je f € Homg(M, N).

Definicija 3.2.2. Ako je Ker(f) <* M, za f kazemo da je singularno.

Definicija 3.2.3. Ako je Im(f) <° N, za f kazemo da je kosingularno.
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Neka je

AM,N):={ fe Homg(M,N) | Ker(f) <* M}

V(M.N) = { f € Homp(M.N) | Im(f) <° N}
pri ¢emu je A(W) := A(M,M) i V(W) :=V(M,M).

Definicija 3.2.4.

1) Za modul M kazemo da je injektivni omota¢ modula M’ ako je
M injektivan modul i postoji monomorfizam p : M’ — M takav da je
Im(p) <* M.

2) Za modul N kazemo da je projektivni pokriva¢ modula N’ ako je N
projektivan modul i postoji epimorfizam £ : N — N’ takav da je Ker(§) <°
N.

Primer 3.2.1.

a) Neka je M injektivan modul. Tada je M injektivni omotaé samom
sebi.

b) Neka R domen tj. komutativan prsten bez pravih delitelja nule i K
polje razlomaka. Tada je K injektivni omotac za R.

c) Neka je Cy cikliécna grupa reda k.
Cp C sz C Cp:s C ...

Unzl Cpn = Cpee

Tada je Coc BC300 BC500 ... = Q/Z injektivni omotac za Co®C3DC5D...
Primer 3.2.2. Moduli koji imaju projektivni pokriva¢ su, do na izomor-
fizam, oblika N/C pri ¢emu je N projektivan modul i C' <° N
Napomena 3.2.1. Injektivan omotaé je maksimalna esencijalna eksten-
zija.
Za A(M,N) i V(M,N) vaze sledeca svojstva:
Teorema 3.2.1.
1. a) Ako f1, fo € A(M N) tada f1 + f2 € A(M,N)
) Ako f1, fo € V(M N) tada f1 + fo € V(M,N)
2.a) Ako su P i @Q R—moduli, f € A(M,N), g € Homr(N,P)ih €
HomR( M), tada gfh € A(Q, P)
2.b) Ako su P i @ R—moduli, f € V(M,N), g € Homr(N,P) i h €
(@,

Homp(Q, M), tada gfh € V(Q, P).
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Dokaz.

1.a) Pretpostavimo da f1, fo € A(M, N).

1z definicije A(M, N) sledi da je Ker(f;) <* M,i=1,2.

Posto je Ker(fi) N Ker(f2) € Ker(fi + f2), a presek dva velika pod-
modula takode veliki podmodul sledi da je Ker(fi + fa) <* M.

Dakle, f1 + fo € A(M, N).

1.b) Pretpostavimo da fi, fo € V(M, N).

Iz definicije V(M, N) sledi da je Im(f;) <° N,i=1,2.

Posto je Im(f1 + f2) C Im(f1) + Im(f2), a suma dva mala podmodula
takode mali podmodul sledi da je Im(f; + f2) <° N.

Dakle, f1 + fo € V(M,N).

2.a) Pretpostavimo da f € A(M,N), g € Homg(N,P)ih € Homg(Q, M).

Neka je 0 #£ A < Q.

Ako je A C Ker(h) tada je A C Ker(gfh) odakle sledi da je AN
Ker(gfh) # 0 sto dokazuje da je Ker(gfh) <* Q tj. gfh € A(Q, N).

Ako A ¢ Ker(h) tada je h(A) # 0. Posto je Ker(f) <* M sledi da je
h(A) N Ker(f) # 0. Neka je 0 # m € h(A) N Ker(f).

Dakle, m € h(A) tj. m = h(a) zanekia € Aim € Ker(f) tj. f(m)=0,
pa je (fh)(a) = f(h(a)) = f(m) = 0. Prema tome, AN Ker(fh) # 0.

Posto je Ker(fh) C Ker(gfh) dobijamo da je AN Ker(gfh) # 0 sto
dokazuje da je Ker(gfh) <* Q tj. gfh € A(Q,N).

2.b) Pretpostavimoda f € V(M,N),g € Homg(N,P)ih € Hompr(Q, M).

1z definicije V(M, N) sledi da je Im(f) <° N. Posto je Im(fh) C Im(f)
dobijamo da je Im(fh) <° N tj. fh e V(Q,N).

Pretpostavimo da je P; + Im(gfh) = P i dokazimo da je P, = P jer ¢e
to prema definiciji malog podmodula znaciti da je Im(gfh) <° P.

Neka je n € N. Tada je p1 + (9fh)(q) = g(n) za neko p; € P; i za neko
qg € Qtj. p1 =g(n— fh(q)). Posto je n = (n — fh(q)) + fh(q) sledi da
n € g~Y(P)) + Im(fh), odakle zaklju¢ujemo da je g~*(Py) + Im(fh) = N.
Imajuéi u vidu da je Im(fh) <° N, dobijamo da je ¢g~'(P1) = N tj. da je
I'm(g) = g(N) C P1.

S obzirom da je Im(gfh) C Im(gf) C Im(g) sledi da je Im(gfh) C P,
tj. da je P = Py + Im(gfh) = P; $to je i trebalo dokazati. B

Ako u prethodnoj teoremi tj. svojstvu 2.a) prethodne teoreme stavimo
da je P= N i@ = M dobijamo:

2.a) Ako f € A(M,N),ge ViheW,tada gfh € A(M,N),

na osnovu ¢ega, zajedno sa svojstvom 1.a), zakljucujemo da je A(M, N)

V — W—podmodul od Hompr(M, N).

Na slican nacin zaklju¢ujemo da je i V(M,N) V — W—podmodul od
Homp(M,N).
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U skladu sa terminima iz definicija 3.2.2 i 3.2.3. za A(M, N) kazemo
da je singularni a za V(M,N) da je kosingularni V — W— podmodul od
HomR(M, N)

Medutim, iz teoreme 3.2.1. zaklju¢ujemo da:

¢ (A(W),+) je podgrupa grupe (W, +) i

¢ Akow e Wi fe A(W), tada wf, fwe A(W)
sto dokazuje da je A(W) ideal prstena W.

Slican zakljucak vazi i za V(W).

3.3. Rad(M,N) i Tot(M,N) — Definicija i svojstva

Osim prethodno definisanog singularnog i kosingularnog podmodula defini§imo
jos jednu podstrukturu od Hompg(M, N) koju obelezavamo sa Rad(Hompg(M, N))
odnosno krace sa Rad(M,N) i nazivamo radikal modula M u modul N.
Definicija 3.3.1.
Rad(M,N):={ f € Homg(M,N) | 1y — fHomgr(N,M) CU(V)}
={ f € Homg(M,N) | 1py — Hompg(N,M)f C U(W)}.

U(V) (tj. U(W)) je skup svih invertibilnih elemenata u V' ( tj. u W).

Jednakost u prethodnoj definiciji sledi iz narednog tvrdenja:

Teorema 3.3.1. Pretpostavimoda f € Homgr(M,N)ig € Homg(N, M).
Slededi iskazi su ekvivalentnti:

1) 15 — fg je invertibilno u V.

2) 1p — gf je invertibilno u W.

Dokaz.

1) = 2) : Pretpostavimo da je 1y — fg je invertibilno u V.

Posto je

(I —9f)(A + 90N — fo) 7' f)

=1y +9(In = fo)' f —gf —9f9(n — fo)7'f

=1u +9(In = fo) ' f —g(n — fo)(In — f9) "' f —afg(In — fg) 7' f
=ly+g[(n—f9) ' =N —f9)(In— fo) ' = fo(ln — fo) '] f
=1y+g [(In = fo) ™' = (An = fo) ' + fg(n — fo) ' — fo(n — f9) '] f
— 1y

alii(1y +9(n—f9) ' /(A —gf) =1u

sledi da je (1ar — gf) ' = 1 +9(In — fg) 7' f.
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2) = 1) : Pretpostavimo da je 15 — gf je invertibilno u W.
Sli¢no kao u prethodnoj implikaciji moze se pokazati da je
(In = fo)(n + f(m —gf)g) = 1N

kao i daje (1x + f(1m — gf)"'g)(In — fg) = 1w

odakle sledi da je (1y — fg) ™' = 1n + f(las — gf) " 'g. B

Za Rad(M,N) vazi tvrdenje sli¢cno teoremi 3.2.1. Navodimo ga bez
dokaza.

Teorema 3.3.2.
1. Ako fi, fo € Rad(M,N), tada f1 + fo € Rad(M,N).

2. Akosu PiQ R—moduli, f € Rad(M,N), g € Homgr(N,P)ih €
Homp(Q, M), tada gfh € Rad(Q, P).

S obzirom da za svako r € R postoji endomorfizam:
Rr>xz+—rx € Rpg,

prsten R mozemo identifikovati sa Endr(Rr)(= Hompg(Rr,Rgr)) i dobi-
jamo da je:

Rad(R) := Rad(Endr(Rr)) = Rad(Homgr(Rgr, Rg)) = Rad(Rpg, RR)

Rad(M,N) mozemo definisati i na sledeéi nacin:

Definicija 3.3.1°.
Rad(M,N) :={f € Homgr(M,N) | fg € Rad(V) zasvakig € Homgr(N, M)}
={f € Homr(M,N) | gf € Rad(W) zasvakig € Hompr(N, M)}.

Posto je Homp(M,N) V — W —bimodul, definisimo takode

Rad(yHomg(M,N)) i Rad(Homg(M, N)w)

Definicija 3.3.2.
Rad(yHomp(M,N)) :={f € Homg(M,N) | Vf <° yHomg(M,N)}
Definicija 3.3.3.
Rad(Homp(M,N)w) :={f € Homr(M,N) | fW <° Homgr(M,N)w}

Pri tome vazi:

(7) Rad(yHompgr(M,N)) C Rad(Hompg(M, N))

(8) Rad(Hompr(M,N)w) C Rad(Hompg(M, N))
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Dokazimo (7).
Pretpostavimo da f € Rad(yHompg(M,N)). Dakle, Vf <° yHompg(M,N).
Posto je tada, za svako g € Hompg(N, M), mnozenje sa desne strane sa
g V—homomorfizam i pri tome se mali podmoduli homomorfizmima pres-
likavaju u male podmodule, dobijamo da je V fg <° vV §to dokazuje da
fg € Rad(V) tj. da f € Rad(Homp(M,N)).
Dokazimo (8).
Pretpostavimo da f € Rad(yHompg(M, N)). Dakle, fW <° Homg(M, N)w.
Posto je tada, za svako g € Homp(N, M), mnozenje sa leve strane sa
g W —homomorfizam i pri tome se mali podmoduli homomorfizmima pres-
likavaju u male podmodule, dobijamo da je gfW <° Wy sto dokazuje da
gf € Rad(W) tj. da f € Rad(Hompr(M,N)).

Primer 3.3.1. Rad(M,N) = Hompgr(M,N)akosu M i N takvi R—moduli
da je Homgr(N,M) =0

U poglavlju 2.3. definisali smo za proizvoljne R—module M i N pod-
strukturu od Hompg(M, N) pod nazivom total modula M u modul N.

Podsetimo se definicije.

Total(M,N) :={f € Homr(M,N) | f nije parcijalno invertibilan }

i pri tome je:

TOt(R) = TOt(EndR(RR)) = Tot(HomR(RR, RR)) = TOt(RR, RR)

Treba istaéi da je Tot(M,N) # 0 jer 0 € Tot(M, N).

Sledeéi primeri se odnose na ekstremne slucajeve:
Tot(M,N)=01iTot(M,N)= Hompgr(M,N).

Primer 3.3.2. Tot(M,N) =0 ako su M i N poluprosti R—moduli .
Posto je M poluprost R—modul, svaki njegov podmodul je direktan

sumand. Isto vazi i za N. Neka je 0 # f € Hompg(M, N). Tada se moduli
M i N mogu predstaviti na sledeé¢i nacin:

M = Ker(f) & Mo, N = Im(f) & No

za neke module My # 0, Np.

Preslikavanje fo: My > z — f(z) € Im(f) je izomorfizam, pa je na os-
novu iskaza 4) teoreme 2.3.1. 0 # f € Homp(M, N) parcijalno invertibilan
tj. ne pripada Tot(M, N).

Primer 3.3.3. Tot(M,N) = Hompg(M,N) ako su M i N nerastavljivi
R—moduli koji nisu izomorfni.

Posto je M nerastavljiv R—modul, jedini njegov ne-nula direktan sumand
je upravo M. Isto vazi i za N. Pretpostavimo da je f € Homp(M, N) par-
cijalno invertibilan. Prema iskazu 4) teoreme 2.3.1. f preslikava izomorfno
modul M na modul N, §to je suprotno pretpostavci da oni nisu izomorfni.



43

Primer 3.3.4. Tot(M,N) = Hompr(M,N) ako su M i N R—moduli
takvi da je Homg(N, M) = 0.

S obzirom da 0 € T'ot(M, N) treba pokazati daisvaki0 # f € Hompg(M, N)
pripada Tot(M, N).

Pretpostavimo da 0 # f € Hompg(M, N) ne pripada Tot(M, N) tj. da je
parcijalno invertibilan. Na osnovu teoreme 2.3.1. postoji k € Homp(N, M)
tako da je kfk = k # 0. Medutim to je u suprotnosti sa pretpostavkom da
je Homp(N, M) =0 tj k = 0.

Ekstremni slucaj Tot(M, N) = 0 je posebno vazan jer tada vazi sledeca
teorema:

Teorema 3.3.3. Neka je Tot(M,N)=0i0# f € Homg(M,N). Tada
ili

1) Postoje dekompozicije

M = M, ® Ker(f), N = N1 ® Im(f)
i f indukuje izomorfizam
fi: My > xz+— f(x) € Ny.

Dakle, f je regularan.
ili

2) Postoji niz dekompozicija

M=M,®M)iN=N,®N, (neN)

za koje vazi:

* Mn g Mn—i—h M7lz+1 ,C,_ M;“ Nn ,C«_ Nn—H i NTIL—H g Nylw

% f indukuje izomorfizme
fn: My 3>z — f(x) € Ny,
* (M) € Ny, Ker(f) € My,

Dokaz. Module M,,, M), N,, i N}, konstruisemo induktivno.

Pocetak indukcije: Iz pretpostavki teoreme zaklju¢ujemo da je f parci-
jalno invertibilan homomorfizam. Na osnovu teoreme 2.3.1. sledi da postoji
homomorfizam g € Homp (N, M) tako da je gfg = g # 0 tj da je

si=fg=(f9)?#0,s€V

t:=gf=(gf)?#0,t € W.

Imajuéi u vidu da za module M i N, na osnovu teoreme 2.1.4. vazi:
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M=t(M)®(1—t)(M)iN=s(N)® (1-—s)(N),
neka je
My :==t(M), M{ := (1 —t)(M), Ny :=s(N) i Nj:=(1-s)(N).

Uotimo da je Ker(f) C Ker(gf) C Im(1 — gf) = (1 — gf)(M) =
(1 —t)(M) tj. da je Ker(f) C Mj.

Ako je Ker(f) = Mj, s obzirom da je tada Im(f) = Ny, dobijamo 1)-vi
slucaj .

Pretpostavimo da je Ker(f) C Mj.

Posto je f parcijalno invertibilno, na osnovu teoreme 2.3.1. f indukuje
izomorfizam f; : M1 > x — f(x) € Ny.

Iz, f(A=1)(M)) = f(1=gf)(M)) = (f(1=gf))(M) = (f = fg[)(M) =
fFM) = (fgf)(M) = f(M) = (fg)(f(M)) € N = fg(N) = (1 = fg)(N) =
(1 —s)(N), sledi da je f(M]) C Nj.

Dakle, za n = 1 konstruisani moduli i homomorfizam f ispunjavaju
tvrdenja iz 2)-gog slucaja.

Indukcija iz n u n + 1: Pretpostavimo da je slu¢aj 2) tacan za svako n.
Neka je
T M — M)
projekcija, a
tn: N — N
inkluzija.
Iz pretpostavke da je Ker(f) C M) sledi da je preslikavanje
0: M, >z— f(x)e€ N,

ne-nula.

Tada je tp0m, € Hompr(M,N) takode ne-nula preslikavanje, odakle
imajuéi u vidu da je Tot(M, N) = 0, zakljucujemo da ne pripada Tot(M, N)
tj. da je parcijalno invertibilan. Na osnovu teoreme 2.3.2. sledi da je i
parcijalno invertibilan.

Dakle, 8 € Hompg(M], N]) je ne-nula parcijalno invertibilan pa prime-
nom pocetka indukcije na 6 dobijamo da postoje dekompozicije

M,CL:M,/LH@M;[ (M]! #0), N,CL:N,QHEBNT’L’
1 izomorfizam

Op: M/! >z 0(x) = f(x) € N/
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Odatle sledi da je
o( 7/L+1) = f(MTIL+1) C N1/1+1 i Ker(0) = Ker(f) € M7{L+1'
Neka je

Mpyq = M, ® Mrl{, Npy1:= Ny @ N7/L/

Sttt Mpq1 2 2 — f(x) € Npga

Ukoliko postoji k € N za koji je Ker(f) = M, tada je Im(f) = Ny
pa dobijamo slucaj 1) pri ¢emu je My = My, Ker(f) = M}, Im(f) = Nj i
Ny = N,

Ako takav prirodan broj ne postoji, indukcija se nastavlja pa imamo
2)-gi slucaj.

Zarazliku od A(M,N),V(M,N)iRad(M,N), Tot(M, N) za proizvoljne
R—module M i N nije zatvoren u odnosu na sabiranje ve¢ samo u odnosu
na mnozenje tj. vazi:

Teorema 3.3.4. Neka su M,N,P i ) proizvoljni R—moduli, g €
Homp(N,P)ih e Homp(Q,M). Tada je

gTot(M,N)h C Tot(Q, P).

Dokaz. Neka je f € Tot(M, N). Treba pokazati da gfh € Tot(Q, P).

Pretpostavimo da gfh & Tot(Q, P) tj. da je gfh parcijalno invertibilan.
Prema teoremi 2.3.2. sledi da je f parcijalno invertibilan §to je u suprotnosti
sa pretpostavkom da f € Tot(M,N). R

Tot(M, N) nije aditivno zatvoren, ali zato vazi:

Teorema 3.3.5. Za proizvoljne R—module M i N vazi:
Rad(M,N)+ Tot(M,N) = Tot(M,N).

Dokaz. Neka je f € Rad(M,N) i g € Tot(M,N). Treba dokazati da
f+g€Tot(M,N).

Pretpostavimo da f + g & Tot(M,N) tj. da je f + g parcijalno invert-
ibilan. Prema teoremi 2.3.1. postoji h € Homp(N, M) tako da je

t:i=h(f+g)=((f+9)#0,teW

S obzirom da na osnovu teoreme 2.1.4. vazi: W = t(W) @ (1 — t)(W) tj.
W = (hf)(W) + (hg)(W) + (1 —¢)(W) i da hf € Rad(W) odnosno da je
hfW <° Wy, dobijamo da je W = (hg)(W) + (1 — t)(W) odnosno da je
t(W) = thg(W).
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Dakle, postoji w € W tako da je t = thgw. Iz parcijalne invertibilnosti
t € W, sledi da je thgw takode parcijalno invertibilan a time, na osnovu
teoreme 2.3.2., i da je g parcijalno invertibilan $to je suprotno pretpostavci
da g € Tot(M,N) ¢ime smo dokazali da je Rad(M,N) + Tot(M,N) C
Tot(M,N).

Posto je Tot(M,N) C Rad(M,N) + Tot(M, N) trivijalno ispunjeno jer
0 € Rad(M, N), dobijamo da je Rad(M,N)+ Tot(M,N) = Tot(M,N) sto
je i trebalo dokazati. B

3.4. Odnos medu podstrukturama od Homg(M, N)

Dokazimo:

Teorema 3.4.1. Za proizvoljne R—module M i N vazi:
1) A(M,N) C Tot(M,N),

2) V(M,N) C Tot(M,N),

3) Rad(M,N) C Tot(M,N).

Dokaz.

1) Pretpostavimo da postoji f za koji vazi: f € A(M,N) i f je parcijalno
invertibilan.

Dakle, Ker(f) <* M i postoji h € Hompg(N, M) tako da je
t:=hf=(hf)?#0,t € W.

Posto je Ker(f) C Ker(hf)(= Ker(t)), dobijamo da je Ker(t) <* M.

S obzirom da na osnovu teoreme 2.1.4. vazi: M =t(M)®(1—t)(M)ida
je u okviru teoreme 2.1.3. dokazano da je Ker(f) = (1—t)(M), sledi da je
Ker(f)nt(M) = 0. Iz prethodno dobijenog, imajuéi u vidu da je Ker(f) <*
M, zakljucujemo da je ¢(M) = 0 Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da
jet #0.

2) Pretpostavimo da postoji f za koji vazi: f € V(M,N)1i f je parcijalno
invertibilan.

Dakle, Im(f) <° N i postoji g € Homg(N, M) tako da je

si=fg=(f9)? #0,s€V.

Posto je (Im(s) =)Im(fg) C Im(f), dobijamo da je I'm(s) <° N.

S obzirom da na osnovu teoreme 2.1.4. vazi: N = s(N) @ (1 — s)(N)
i da je u okviru teoreme 2.1.3. dokazano da je Im(f) = s(N), sledi da je
N = Im(f) ® (1 — s)(N). Iz prethodno dobijenog, imajuéi u vidu da je
Im(f) <° N, zakljuéujemo da je N = (1 — s)(N) tj. s(N) = 0 sto je u
suprotnosti sa pretpostavkom da je s # 0.
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3) Sledi iz teoreme 3.3.5. jer 0 € Tot(M,N) R

Odredimo sada za koje module vazi neka od jednakosti:
1) A(M,N)=Tot(M,N)

2) V(M,N)=Tot(M,N)

3) Rad(M,N) = Tot(M, N)

4) A(M,N)=V(M,N) = Rad(M,N) = Tot(M,N)

U dosadasnjem tekstu su definisani injektivni i projektivni moduli. Defini-
§imo i polusavrsene module.

Definicija 3.4.1. Za modul P kazemo da je polusavrsen ako svaka
njegova homomorfna slika ima projektivni pokrivac.

Istaknimo sledeca svojstva do sada definisanih modula.

S.1) Neka je M injektivan modul i A proizvoljan podmodul modula M.

Ako je My komplement od A u M (tj. AN My=01i My je maksimalan
modul sa tim svojstvom) i M; komplement od My u M takav da je A < M,
tada je: A+ My <* M i Mg ® M; = M.

S.2) Neka je N projektivan i polusavrsen modul i A proizvoljan pod-
modul modula N.

Ako je Ny suplement od A u N (tj. A+ Ny = N i Ny je minimalan
modul sa tim svojstvom) i N7 suplement od Ny u N takav da je Nj < A,
tada je: ANNy <° NiNyé& Ny =N.

Dokazi ovih ¢injenica se mogu naéi u [13], ali i u drugim knjigama, npr.

3].

Osim injektivnih odnosno projektivnih modula postoje i lokalno injekti-
vni odnosno lokalno projektivni moduli.

Definicija 3.4.2.

1. Za modul M kazemo da je lokalno injektivan ako i samo ako za svaki

podmodul A modula M koji nije veliki u M, postoji ne-nula injektivan
podmodul B modula M takav da je AN B = 0.

2. Za modul N kazemo da je lokalno projektivan ako i samo ako za svaki
podmodul C modula N koji nije mali u N, postoji ne-nula projektivan
direktan sumand D modula N takav da je D C C.

Sada mozemo dokazati:
Teorema 3.4.2.

1) Za R—modul M vazi sledeée: M je lokalno injektivan modul ako i
samo ako je A(M,N) =Tot(M,N) za svaki R—modul N.

2) Za R— modul N vazi sledeée: N je lokalno projektivan modul ako i
samo ako je V(M,N) = Tot(M,N) za svaki R—modul M.



48

Dokaz.

1) =) : Pretpostavimo da je M lokalno injektivan modul. Posto je,
na osnovu teoreme 3.3.1. za proizvoljne R—module M i N A(M,N) C
Tot(M, N), potrebno je jos dokazati da je Tot(M,N) C A(M,N).

Neka je f € Hompg(M, N) takav da Ker(f) nije veliki podmodul modula
M tj. f & A(M,N). Iz pretpostavke da je M lokalno injektivan sledi
da postoji injektivan 0 # A < M za koji vazi: Ker(f)N A = 0, pa je
preslikavanje f~: A3z f(x) € f(A) izomorfizam.

Iz injektivnosti modula A a time i f(A) sledi da je 0 # A <% M i
f(A) <% N. Dakle, ispunjen je uslov 4) teoreme 2.3.1. odakle sledi da je f
parcijalno invertibilan tj. ne pripada Tot(M, N).

<=) : Pretpostavimo da je A < M koji nije veliki podmodul modula M.
Neka je p: M — M /A prirodni epimorfizam i  : M/A — B monomor-
fizam u injektivan modul B. Posto Ker(nu)(= A) nije veliki podmodul mod-
ula M sledi da nu ne pripada A(M, B)(= Tot(M, B)), odakle zaklju¢ujemo
da je nu € Homp(M, B) parcijalno invertibilan homomorfizam.

Na osnovu teoreme 2.3.1. postoji 0 # My <% M i By <% B tako da je
preslikavanje fo : My > x —— (nu)(x) € By izomorfizam. Iz injektivnosti
modula B sledi injektivnost modula By a time i injektivnost modula My. S
obzirom da je Ker(nu) = A1i fy izomorfizam sledi da je AN My = 0 ¢ime je
dokazano da je M lokalno injektivan.

2) =) : Pretpostavimo da je N lokalno projektivan modul. Posto je,
na osnovu teoreme 3.3.1. za proizvoljne R—module M i N V(M,N) C
Tot(M, N), potrebno je jos dokazati da je T'ot(M,N) C V(M,N).

Neka je f € Homp(M, N) takav da I'm(f) nije mali podmodul modula
N tj. f & V(M,N). Iz pretpostavke da je N lokalno projektivan sledi
da postoji projektivan 0 # C <% N za koji vazi: C C Im(f). Neka je
7w : N — C projekcija. Imajuéi u vidu da je C' C Im(f), zakljuéujemo da
je mf epimorfizam. S obzirom da je C projektivan za modul M vazi: M =
Ker(mf)® My, za neki My < M i pri tome je preslikavanje fo : My > x —
(rf)(z) € C izomorfizam. Dakle, 7f ispunjava uslov 4) teoreme 2.3.1. §to
dokazuje da je wf parcijalno invertibilan homomorfizam odakle, na osnovu
teoreme 2.3.2. zakljucujemo da je f parcijalno invertibilan homomorfizam
tj. da ne pripada Tot(M, N).

<=) : Pretpostavimo da je C < N koji nije mali podmodul modula
N. Neka je t : C — N inkluzija i £ : D — C epimorfizam sa projek-
tivnim modulom D. Posto Im(:£)(= C) nije mali podmodul modula N
sledi da ¢& ne pripada V(D, N)(= Tot(D,N)), odakle zaklju¢ujemo da je
t& € Homp(D, N) parcijalno invertibilan homomorfizam.

Na osnovu teoreme 2.3.1. postoji 0 # Dy <® D i Ny <% N tako da je
preslikavanje 6 : Dy 3 © — (.£)(z) € Np izomorfizam. Iz projektivnosti
modula D sledi projektivnost modula Dy a time i projektivnost modula Ny.
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Tada je, No = Im(Dgp) = Im(&) C Im(§) = C ¢ime je dokazano da je N
lokalno projektivan modul. W

Posledica 3.4.1.
1) Ako je M lokalno injektivan, tada je za svaki R—modul N

V(M,N)C A(M,N).
2) Ako je N lokalno projektivan, tada je za svaki R—modul M

A(M,N) C V(M,N).

Dokaz.

1) Iz pretpostavke da je M lokalno injektivan i prethodne teoreme sledi
daje A(M,N) = Tot(M, N), a poSto za proizvoljne R—module vazi V(M, N) C
Tot(M,N), dobijamo da je V(M,N) C A(M, N).

2) Iz pretpostavke da je N lokalno projektivan i prethodne teoreme
sledi da je V(M,N) = Tot(M,N), a posto za proizvoljne R—module vazi
A(M,N) CTot(M, N), dobijamo da je A(M,N) C V(M,N). &

Posledica 3.4.1°.
Ako je M lokalno injektivan i N lokalno projektivan modul tada je

A(M,N) =V(M,N) = Tot(M,N).

Definicija 3.4.3.

1. Za modul M kazemo da je restriktivan za velike podmodule odnosno
da je LR-modul ako i samo ako je svaki monomorfizam f : M — M sa
Im(f) <* M izomorfizam.

2. Za modul N kazemo da je restriktivan za male podmodule odnosno da
je SR-modul ako i samo ako je svaki epimorfizam f: N — N sa Ker(f) <°
N izomorfizam.

Za njih vazi:

Teorema 3.4.3.

1) Ako je M LR—modul, tada je

A(M,N) C Rad(M,N)
za svaki R—modul N.
2) Ako je N SR—modul, tada je

V(M,N) C Rad(M, N)
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za svaki R—modul M.

Dokaz.

1) Pretpostavimo da f € A(M,N). Iz definicije A(M, N) sledi da je
Ker(f) <* M.

Medutim, posto za svako g € Hompg(N, M) vazi:

Ker(f) € Ker(gf) € Im(lax — gf)

sledi da je Im(1py; — gf) <* M.

Iz Ker(gf) N Ker(1p — gf) = 0, imajuéi u vidu da je Ker(gf) <* M,
zakljucujemo da je Ker(ly — gf) =0 tj. da je 13y — gf monomorfizam.

Dakle, 15 — gf : M — M je monomorfizam i Im(1ly — gf) <* M
odakle, posto je M LR— modul, zaklju¢ujemo da je 157 — g f automorfizam.
1z definicije Rad(M, N) sledi da f € Rad(M, N).

2) Pretpostavimo da f € V(M,N). Iz definicije V(M, N) sledi da je
Im(f) <° N.

Medutim, posto za svako g € Homp(N, M) vazi:

Ker(1y — fg) € Im(fg) € Im(f)

sledi da je Ker(1y — fg) <° N.
Iz Im(fg) + Im(1y — fg) = N, imajuéi u vidu da je Im(fg) <° N,
zakljucujemo da je Im(1y — fg) = N tj. da je 15 — fg epimorfizam.
Dakle, 1y — fg: N — N je epimorfizam i Ker(1y — fg) <° N odakle,
posto je N SR—modul, zaklju¢ujemo da je 1 — fg automorfizam. Iz defini-
cije Rad(M,N) sledi da f € Rad(M,N). &

Posledica 3.4.2.

1) Ako je M LR—modul, tada za svaki R—modul N vazi:
A(M,N)+Tot(M,N)=Tot(M,N).

2) Ako je N SR—modul, tada za svaki R—modul M vazi:
V(M,N)+ Tot(M,N) =Tot(M,N).

Dokaz.

1) Iz prethodne teoreme sledi da je A(M, N) C Rad(M, N). Primenom
teoreme 3.3.5. dolazimo do trazene jednakosti.

2) Iz prethodne teoreme sledi da je V(M, N) C Rad(M,N). Primenom

teoreme 3.3.5. dolazimo do trazene jednakosti. B



o1

Posledica 3.4.3.
1) Ako je M LR—modul i lokalno injektivan, tada za svaki R—modul N
vazi:

A(M, N) = Rad(M, N) = Tot(M,N).

2) Ako je N SR—modul i lokalno projektivan, tada za svaki R—modul
M vazi:

V(M,N) = Rad(M, N) = Tot(M, N).

Dokaz.

1) Posto je M LR—modul, na osnovu prethodne teoreme, sledi da je:
A(M,N) C Rad(M, N). Imajuéi u vidu da za proizvoljne R—module M i N
vazi: Rad(M,N) C Tot(M,N), dobijamo da je A(M,N) C Rad(M,N) C
Tot(M,N). Medutim, Tot(M,N) = A(M,N) jer je M lokalno injektivan
modul.

2) Posto je N SR—modul, na osnovu prethodne teoreme, sledi da je:
V(M,N) C Rad(M, N). Imajuéi u vidu da za proizvoljne R—module M i N
vazi: Rad(M,N) C Tot(M,N), dobijamo da je V(M,N) C Rad(M,N) C
Tot(M,N). Medutim, Tot(M,N) = V(M, N) jer je N lokalno projektivan
modul.

Definigimo LFE—dekompoziciju.

Definicija 3.4.4. Za dekompoziciju R—modula
M = ®ierM;
kazemo da je LE-dekompozicija ako je
W; := Endr(M;)
lokalni prsten za svako ¢ € I.

Vaznost modula sa L E—dekompozicijom proizilazi iz ¢injenice da su:
% projektivni i polusavrSeni moduli,

x diskretni moduli (def. 4.1.2.),

% poluprosti moduli i

% moduli kona¢ne duzine

samo neki od primera modula sa LFE—dekompozicijom.

Navodedi svojstva Tot(M, N) istakli smo da Tot(M, N), u opstem slucaju,
nije aditivno zatvoren.

Medutim, u sluc¢aju da su M i N moduli sa L E—dekompozicijom, Tot(M, N)

je aditivno zatvoren i Tot(W) (tj. Tot(V)) je ideal od W (tj. od V).
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Neka je:

Y:={MeModg | A(M,N)=Tot(M,N) za svaki R—modul N },
II:={ N & Modr | V(M,N) =Tot(M,N) za svaki R—modul M },

¢ :={ MecModgr | Rad(M,N) =Tot(M,N) za svaki R—modul N } i
I''={ N &€ Modgr | Rad(M,N) =Tot(M,N) za svaki R—modul M }.

Iz teoreme 3.4.2. vidimo da:

M € % ako i samo ako je M lokalno injektivan
i
N € II ako i samo ako je N lokalno projektivan.

Iz posledice 3.4.3. vidimo da:

M € ® ako je M lokalno injektivan i L R—modul
i
N €T ako je N lokalno projektivan i SR—modul.

U poglavlju 4.2. definisatemo polupotentne homomorfizme i pokazati da
vazi:

M € ® ako i samo ako je W polupotentan prsten.
i
N €T ako i samo ako je V polupotentan prsten.

Za 3,11 ® i T vazi:

Teorema 3.4.5. Nekaje M =M1 ®..&M,;, i N =N1&...®&N,. Tada
vazi:

1) M € ¥ ako i samo ako M; € ¥ za svako i = 1..m.

2) N € 1II ako i samo ako N; € II za svako j =1..n.

3) M € ® ako i samo ako M; € ® za svako i =1..m.

4) N €T ako i samo ako N; € I' za svako j = 1..n.

Dokaz.

1) =) : Pretpostavimo da M € 3.

Dokazimo da M; € X tj. daje A(My,N) = Tot(My, N). S obzirom da je
uvek A(Mi, N) C Tot(M;, N), potrebno je jos dokazati da je Tot(My, N) C
A(Mq,N).

Pretpostavimo da f € Tot(M;,N). Neka je m : M — M; projekcija i
¢ : My — M inkluzija.
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Tada, fre = fly, = f € A(Mq,N), jer je na osnovu teoreme 3.3.4
fm € Tot(M,N)(= A(M,N)) a za A(M,N) vazi svojstvo 2.a) teoreme
3.2.1.

Na slican nacin se dokazuje da M; € ¥ tj. da je A(M;, N) = Tot(M;, N)
za svako i = 2..m.

<=) : Pretpostavimo da M; € ¥ za svako i =1..m.

Dokazimo da M € ¥ tj. da je A(M,N) = Tot(M,N). S obzirom da je
uvek A(M,N) C Tot(M, N), potrebno je jos dokazati da je Tot(M,N) C
A(M,N).

Pretpostavimo da f € Tot(M,N)(= Tot(My & ... ® M,,, N)). Neka su,
zai=1..m, m; : M — M; projekcije i ¢; : M; — M inkluzije.

Tada, zai=1..m, fi;m; € A(M,N)(= A(M; @ ... ® M,,, N)), jer je na
osnovu teoreme 3.3.4. fu; € Tot(M;, N)(= A(M;, N)) a za A(M;, N) vazi
svojstvo 2.a) teoreme 3.2.1.

Medutim, posto za A(M, N) vazi svojstvo 1.a) teoreme 3.2.1. dobijamo
da fum 4+ ...+ fimmm = f(um + ... + tmmm) = f € A(M, N).

2) =) : Pretpostavimo da N € II.

Dokazimo da Ny € II tj. da je V(M, N1) = Tot(M, Ny). S obzirom da je
uvek V(M, N1) C Tot(M, Ny), potrebno je jos dokazati da je Tot(M, Ny) C
V(M, Ny).

Pretpostavimo da f € Tot(M,N;). Neka je m : N — Nj projekcija i
t : N1 — N inkluzija.

Tada, mef = 1n,f = f € V(M,Ny), jer je na osnovu teoreme 3.3.4.
of € Tot(M,N)(= V(M,N)) a za V(M,N) vazi svojstvo 2.b) teoreme
3.2.1.

Na slican nacin se dokazuje da N; € I1 tj. da je V(M, N;) = Tot(M, N;)
za svako j = 2..n.

<=) : Pretpostavimo da N; € II za svako j =1..n.

Dokazimo da N € II tj. da je V(M,N) = Tot(M,N). S obzirom da je
uvek V(M,N) C Tot(M, N), potrebno je jos dokazati da je Tot(M,N) C
V(M, N).

Pretpostavimo da f € Tot(M,N)(= Tot(M,N; @ ... ® N,,)). Neka su,
za j =1..n, m; : N — Nj projekcije i ¢; : Nj — N inkluzije.

Tada, za j = 1..n, ym;f € V(M,N)(= V(M,N1 & ... ® N,)), jer je na
osnovu teoreme 3.3.4. w;f € Tot(M,N;)(= V(M,Nj)) a za V(M, N;) vazi
svojstvo 2.b) teoreme 3.2.1.

Medutim, posto za V(M, N) vazi svojstvo 1.b) teoreme 3.2.1. dobijamo
da vymf+ ...+ pmnf =(m+ ... +tomn)f = f € V(M,N).

3) =) : Pretpostavimo da M € ®.

Dokazimo da M; € @ tj. da je Rad(My,N) = Tot(M;,N). S obzirom da
jeuvek Rad(My, N) C Tot(My, N), potrebno je jos dokazati da je Tot(M;, N) C
Rad(Mj, N).
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Pretpostavimo da f € Tot(M;,N). Neka je m : M — M projekcija i
t: My — M inkluzija.

Tada, fme = fly, = f € Rad(My, N), jer je na osnovu teoreme 3.3.4.
fm e Tot(M,N)(= Rad(M,N)) a za Rad(M,N) vazi svojstvo 2. teoreme
3.3.2.

Na slican nacin se dokazuje da M; € ® tj. daje Rad(M;, N) = Tot(M;, N)
za svako i = 2..m.

<=) : Pretpostavimo da M; € ® za svako i = 1..m.

Dokazimo da M € ® tj. da je Rad(M,N) = Tot(M,N). S obzirom da je
uvek Rad(M, N) C Tot(M, N), potrebno je jos dokazati da je Tot(M,N) C
Rad(M, N).

Pretpostavimo da f € Tot(M,N)(= Tot(M1 @ ... ® My,, N)). Neka su,
zai=1..m, m; : M — M, projekcije i ¢; : M; — M inkluzije.

Tada, zat=1..m, fi;m; € Rad(M,N)(= Rad(M;®...® M,,, N)), jer je
na osnovu teoreme 3.3.4. fi; € Tot(M;, N)(= Rad(M;, N)) a za Rad(M;, N)
vazi svojstvo 2. teoreme 3.3.2.

Medutim, posto za Rad(M, N) vazi svojstvo 1. teoreme 3.3.2. dobijamo
da vymif 4 ... +tmmmf = (Lum1 + . + i) f = f € Rad(M, N).

4)=>) : Pretpostavimo da N € I".

Dokazimo da Ny € I' tj. da je Rad(M,Ny) = Tot(M, Ny). S obzirom da
je uvek Rad(M, N1) C Tot(M, Ny), potrebno je jos dokazati da je T'ot(M, N1) C
Rad(M, Nl)

Pretpostavimo da f € Tot(M,N;). Neka je 7 : N — Nj projekcija i
¢t : N1 — N inkluzija.

Tada, mof = 1n,f = f € Rad(M, N1), jer je na osnovu teoreme 3.3.4.
of € Tot(M,N)(= Rad(M,N)) a za Rad(M,N) vazi svojstvo 2. teoreme
3.3.2.

Na slican nacin se dokazuje da N; € I'tj. da je Rad(M, N;) = Tot(M, N;)
za svako j = 2..n.

<=) : Pretpostavimo da N; € I" za svako j = 1..n.

Dokazimo da N € I' tj. da je Rad(M, N) = Tot(M,N). S obzirom da je
uvek Rad(M, N) C Tot(M, N), potrebno je jos dokazati da je Tot(M,N) C
Rad(M,N).

Pretpostavimo da f € Tot(M,N)(= Tot(M,N; @ ... ® N,)). Neka su,
za j =1..n, m; : N — Nj projekcije i ¢; : N; — N inkluzije.

Tada, za j = 1..n, (jm;f € Rad(M,N)(= Rad(M,N1 & ... & Ny,)),
jer je na osnovu teoreme 3.3.4. 7;f € Tot(M,N;)(= Rad(M,N;)) a za
Rad(M, Nj) vazi svojstvo 2. teoreme 3.3.2.

Medutim, posto za Rad(M, N) vazi svojstvo 1. teoreme 3.3.2. dobijamo
daymif+ ..+ wmf=(m+...+pm)f=f € Rad(M,N). R

Pretpostavimo da 0 # f € Reg(M,N) tj. da je f ne-nula regularan
homomorfizam. Tada je f parcijalno invertibilan homomorfizam $to znaci
da f ne pripada Tot(M, N).



95

Dakle,
(9) Reg(M,N)NTot(M,N) = {0}

Posto za proizvoljne R — module M i N vazi:
A(M,N),V(M,N) i Rad(M,N) C Tot(M,N),
iz. (9) sledi da je:

% Reg(M,N)NA(M,N) = {0},

% Reg(M,N)NV(M,N)={0}1i

% Reg(M,N)N Rad(M,N) = {0}.

Osim (9), za Reg(M,N) i Tot(M, N) vazi sledece:

(10) Reg(M, N)Tot(W) = {0},
ali i
(11) Tot(V)Reg(M,N) = {0}.

Dokazimo (10).

Nekajew € Tot(W)1i f € Reg(M, N). Uo¢imo da tada fw € Reg(M,N),
jer je Reg(M, N) desni W—modul.

Pretpostavimo suprotno tj. daje fw # 0. S obzirom da fw € Reg(M, N),
fw je regularan a time i parcijalno invertibilan homomorfizam. Na osnovu
teoreme 2.3.2. sledi da je w parcijalno invertibilan homomorfizam §to je u
suprotnosti sa ¢injenicom da w € Tot(W).

Na slican nac¢in se dokazuje (11). W

Primer 3.4.1. Homz(Q,Q) = Reg(Q,Q) & Tot(Q, Q).
U primeru 3.1.3. smo pokazali da je
Homz (Qa Q) = Reg(@) Q)

tj. da je svaki f € Homyz(Q,Q) regularan a time i parcijalno invertibi-
lan odnosno da ne pripada Tot(Q, Q). Na osnovu toga zaklju¢ujemo da je

Tot(Q, Q) = 0.

Prema tome,

Homz(Q, Q) = Reg(Q, Q) + Tot(Q, Q).
Imajuéi u vidu da je Reg(M,N)NTot(M,N) = {0} dobijamo da
Homz(Q,Q) = Reg(Q, Q) & Tot(Q, Q).

Primer 3.4.2. Akosu M i N takvi R—moduli da je Homg(N, M) =0,
tada je Homp(M,N) = Reg(M,N) & Tot(M,N).
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U primeru 3.3.4. smo pokazali da je
Homp(M,N) =Tot(M,N)

dok smo u primeru 3.1.1. pokazali da je Reg(M,N) = 0.

Prema tome,
Hompg(M,N) = Reg(M,N) + Tot(M,N).

Imajuéi u vidu da je Reg(M,N)NTot(M,N) = {0} dobijamo da je
Homp(M,N) = Reg(M,N) & Tot(M,N).

Specijalno,

Primer 3.4.2°. Akoje M =Z & Z i N = Q, tada je Homgr(M,N) =
Reg(M,N)® Tot(M,N).

Primer 3.4.3. Ako su M i N nerastavljivi i neizomorfni R—moduli,
tada je Homp(M,N) = Reg(M,N) & Tot(M,N).

U primeru 3.3.3. smo pokazali da je
Homp(M,N) =Tot(M,N).

Pretpostavimo da 0 # f € Homgr(M, N) pripada Reg(M, N). Tada je f
regularan a time i parcijalno invertibilan $to je u suprotnosti sa ¢injenicom
daje Homg(M,N) = Tot(M, N) tj. da f nije parcijalno invertibilan. Dakle,
Reg(M,N) = 0 tj.

Homp(M,N) = Reg(M,N) + Tot(M,N).
Imajuéi u vidu da je Reg(M,N)NTot(M,N) = {0} dobijamo da je

Homp(M,N) = Reg(M,N) & Tot(M,N).



4. Relativno regularni
homomorfizmi

4.1. U—-regularni homomorfizmi

Podsetimo se na pocetku ovog poglavlja da su:
— M i N proizvoljni (desni) R—moduli,
— W :=Endr(M) iV := Endg(N).

Definicija 4.1.1. Neka je U proizvoljan V—W —podmodul od Hompg (M, N).
Za homomorfizam f € Hompg(M, N) kazemo da je U-regularan ako i samo
ako postoji homomorfizam g € Hompg(N, M) tako da je:

(12) fof—fel

Za H C Homp(M, N) kazemo da je U—regularan ako je svaki njegov
element U—regularan.

Napomena 4.1.1. Iz definicije U—regularnih homomorfizama lako se
moze dokazati da vazi sledece:

% Ako je f € Hompg(M,N) U—regularan i U = {0}, tada je f regularan
homomorfizam.

% Akoje f € Homg(M,N) U—regularaniU C Uy, tada je f Uy —regularan.

Dokazimo sledece:

Teorema 4.1.1. Neka je f € Homgp(M,N)iu € U < Homgr(M,N).
Slededi iskazi su ekvivalentni:

1) f je U—regularan.

2) f + u je U—regularan.

Dokaz.
1) = 2) : Pretpostavimo da je f U-—regularan tj. da postoji g €
Hompg(N, M) tako da je ispunjeno (12).

o7
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Neka je
Usu=fof — f.
Tada, (f+u)g(f+u)—(f+u) = ui+ foutugf+ugu—u € U jer uy,u € U,
a posto je U V — W—podmodul od Hompr(M,N) i fou,ugf,ugu € U.
2) = 1) : Pretpostavimo da je f+u U—regularan. S obzirom da v € U

tada i —u € U pa na osnovu prethodno dokazane implikacije (1) = 2))
sledi da je f = (f +u) + (—u) U—regularan.l

S obzirom da je za proizvoljne R—module M i N ispunjeno:
% A(M,N) C Tot(M,N),

% V(M,N) CTot(M,N) i

% Rad(M,N) C Tot(M,N).

na osnovu drugog dela napomene 4.1.1. dobijamo da vazi :

Teorema 4.1.2. Neka je f € Hompg(M,N).

1) Ako je f A(M, N)—regularan, tada je f Tot(M, N)—regularan.
2) Ako je f V(M, N)—regularan, tada je f Tot(M, N)—regularan.
3) Ako je f Rad(M, N)—regularan, tada je f Tot(M, N)—regularan.

Pre navodenja teoreme 4.1.3. napomenimo da je:

% Svaki injektivan modul lokalno injektivan.

% Svaki projektivan i polusavrsen modul lokalno projektivan.
% Svaki injektivan modul LR—modul.

% Svaki projektivan modul SR—modul.

Dokazi ovih iskaza se mogu naéi u [4].

Teorema 4.1.3.

1) Ako je M injektivan modul, tada je za svaki R—modul N svaki ho-
momorfizam f € Hompr(M,N) AN(M, N)—regularan.

2) Ako je N projektivan i polusavrsen modul, tada je za svaki R—modul
M svaki homomorfizam f € Homgr(M,N) V(M, N)—regularan.

Dokaz.

1) Pretpostavimo da je M injektivan modul. Na osnovu prethodne
napomene sledi da je M lokalno injektivan i LR—modul, pa na osnovu
posledice 3.4.3. dobijamo da je: A(M,N) = Rad(M,N) = Tot(M,N).

I slucaj: f e A(M,N).

Tada, za svaki g € Homgp(N, M), fgf — f = f(gf — 1m) € A(M,N),
jer za A(M, N) vazi svojstvo 2.a) teoreme 3.2.1.

II slucaj: f & A(M,N).

U ovom delu dokaza koristimo svojstvo S.1) koje vazi za injektivne mod-
ule i navedeno je u poglavlju 3.4., sa A = Ker(f).
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S obzirom da Ker(f) nije veliki podmodul modula M, komplement M)
od Ker(f) je razlicit od 0. Posto je My komplement od Ker(f) a time i
Ker(f) N My = 0 sledi da je preslikavanje fo : My 2 m — f(m) € f(My)
izomorfizam. Imajuéi u vidu injektivnost modula My, kao podmodula injek-
tivnog modula M, zakljuéujemo da je f(Mj) takode injektivan podmodul
modula N a time i njegov direktan sumand.

Definisimo preslikavanje g € Hompg(N, M) na slede¢i nacin: g := ¢f; Lr,
pri ¢emu je ¢ : My — M inkluzija i 7 : N — f(Mj) projekcija.

Uocimo da je, fgf(m) = fufy'nf(m) = f(m) za svako m € M.

Neka je z € Ker(f) + My tj. © =y + m za neko y € Ker(f) i za neko
m € My.

Tada je, (fgf — )(x) = (fgf = )y+m) = (faf)y+m)—fly+m) =
(fgf)(m) — f(m) =0 tj. Ker(f)+ Mo C Ker(fgf - f).

Posto je, na osnovu svojstva S.1), Ker(f) + My <* M zakljué¢ujemo da
jei Ker(fgf — f) <* M tj. da fgf — f € A(M, N).

2) Pretpostavimo da je N projektivan i polusavrsen modul. Na osnovu
prethodne napomene sledi da je N lokalno projektivan i SR—modul, pa
na osnovu posledice 3.4.3. dobijamo da je: V(M,N) = Rad(M,N) =
Tot(M,N)

I slucaj: f € V(M,N).

Tada je, za svaki g € Homp(N, M), fgf — f = (fg—1n)f € V(M,N),
jer za V(M, N) vazi svojstvo 2.b) teoreme 3.2.1.

IT slucaj: f & V(M,N).

U ovom delu dokaza koristimo svojstvo S.2) koje vazi za projektivne i
polusavrsene module i navedeno je u poglavlju 3.4., sa A = Im(f).

S obzirom da Im(f) nije mali podmodul modula N, suplement Ny od
Im(f) je razlicit od N, a time je i suplement N; od Ny razlicit od 0. Neka
jem: N — Nj projekcija. Posto je Ny C Im(f), preslikavanje 7w f : M — N;
je epimorfizam na modul N; koji je projektivan s obzirom da je na osnovu
svojstva S.2) N1 <% N i da je direktan sumand projektivnog modula (a to
je po pretpostavci N) projektivan. Prema tome, za modul M vazi: M =
Ker(mf) @ M, pa je preslikavanje f1 : M1 3> x — 7w f(x) € Ny izomorfizam.
Definisimo preslikavanje g € Hompg(N, M) na sledeéi nacin: g := ¢f] Ly, pri
c¢emu je ¢ : M1 — M inkluzija.

Tada je, za svako m € Mi:

faf(m) = fufi ' wf(m) = f(m) 4. (fgf — f)(My) =0,

dok je za svako z € Ker(mf):

faf(@) = fuf'nf(@) = fufi (mf (@) = 0 tj. (fof)(Ker(nf)) =0.

Dakle, (fgf — f)(M) = (fgf — f)(M1 + Ker(nf)) = (fgf — f)(M1) +
(fgf — f)(Ker(rf)) = (—f)(Ker(rf))

Neka z € f(Ker(mf)).

Tada je, x = f(y) za neko y € Ker(nf) tj. m(x) = n(f(y)) = (v f)(y) =
0. Dakle, z € Ker(n).
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Neka x € Ker(m) N Im(f).
Tada je, z = f(y) za neko y € M i w(x) = 0 tj. 7(f(y)) = 0 tj.
(mf)(y) = 0. Dakle, y € Ker(rwf) tj. x € f(Ker(nf)).

Prema tome, f(Ker(nf)) = Ker(m) N Im(f)(= NoNIm(f)).
Posto je, na osnovu svojstva S.2), NoNIm(f) <° N iz prethodno dobijene
jednakosti sledi da je i Im(fgf — f) <° N tj. da fgf — f € V(M, N).

Posledica 4.1.1.

1) Ako je M injektivan modul, tada je za svaki R—modul N svaki ho-
momorfizam f € Homgr(M,N) Rad(M, N)—regularan.

2) Ako je N projektivan i polusavrsen modul, tada je za svaki R—modul
M svaki homomorfizam f € Hompr(M,N) Rad(M, N)—regularan.

Dokaz.
1) Iz prethodne teoreme sledi da je

f A(M, N)—regularan.

S obzirom da je M injektivan modul, a time i LR—modul, na osnovu drugog
dela napomene 4.1.1. sledi da je

f Rad(M, N)—regularan

jer je pod pretpostavkom da je M LR—modul prema teoremi 3.4.3. ispun-
jeno:

A(M,N) C Rad(M,N)
za svaki R—modul N.
2) Iz prethodne teoreme sledi da je
f V(M, N)—regularan.

S obzirom da je N projektivan modul, a time i S R—modul, na osnovu drugog
dela napomeme 4.1.1. sledi da je

f Rad(M, N)—regularan
jer je pod pretpostavkom da je N SR—modul prema teoremi 3.4.3. ispun-
jeno:

V(M,N) C Rad(M,N)
za svaki R—modul M. B

Definicija 4.1.2.

1) Za modul M kazemo da je neprekidan ako pored S.1) ispunjavaiS.1),
pri ¢emu je S.1°) Ako je My <P M i A < M takav da je A = My, tada je
A<® M.
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2) Za modul N kazemo da je diskretan ako pored S.2) ispunjava i S.2’),
pri ¢emu je S.27) Ako je Ng <% N i A < N takav da je N/A = Ny, tada je
A<®N.

Posledica 4.1.2.

1) Svaki endomorfizam f € W je A(W)—regularan ako je M neprekidan
modul.

2) Svaki endomorfizam f € V je V(V)—regularan ako je N diskretan
modul.

Dokaz.
1) Sliéno dokazu prvog dela teoreme 4.1.3.

2) Sliéno dokazu drugog dela teoreme 4.1.3. W

Definicija 4.1.3. Neka je U proizvoljan V—W —podmodul od Hompg(M, N)

U-Reg(M,N):={ f € Homg(M,N) | VfW je U—regularan }
pri ¢emu je VW V — W—podmodul od Hompg(M, N) generisan sa f.

Napomena 4.1.2. Kada kazemo da je VfW U—regularan to znaci da
je svaki njegov element U—regularan.

Dokazimo sledece:

% U CU-Reg(M,N).

Posto je U V — W —podmodul od Hompg(M, N) is obzirom da za u € U
vazi: U > —u = u-0-u— u sledi da je u € U-Reg(M,N) tj. U C U-
Reg(M,N).

% Ako je Uy C U (U; su V. —W —podmoduli od Homgr(M,N), i =1,2),
tada je Uj-Reg(M, N) C Us-Reg(M, N).

Neka je f € Uj-Reg(M,N). Tada je VfW Uj;—regularan tj. vfw je
Uy—regularan za svako v € V i za svako w € W. Dakle, postoji g €
Hompg(N, M) tako da je (vfw)g(vfw) — (vfw) € Ui (C Us), Sto upravo
znaci da je vfw je Us—regularan za svako v € V i w € W odnosno da je
VfW Uy—regularan. Prema tome, f € Us-Reg(M, N).

Slicno kao $to je u poglavlju 3.1. dokazano da je Reg(M, N) najveéi
regularan V' — W—podmodul od Hompg(M,N) moze se dokazati:

Teorema 4.1.3. U-Reg(M, N) je najveéi U—regularan V —W —podmodul
od Homp(M, N).

Posto je U-Reg(M,N) V — W—podmodul od Homg(M,N), za U u
definiciji 4.1.2. mozemo uzeti upravo U-Reg(M, N).
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Pri tome vazi:
Teorema 4.1.4. Neka je U proizvoljan V—W —podmodul od Hompg(M, N)

Uy :==U-Reg(M,N).
Tada je
Ui-Reg(M,N) = Uy.

Dokaz. S obzirom da je ranije dokazano da je U; C Uj-Reg(M,N),
ostalo je jos da se dokaze da je Uj-Reg(M,N) C U;.
Neka je f € Uj-Reg(M, N). Tada postoji g € Hompg(N, M) tako da je

faf —f el

Neka je Uy 5 h == fgf — f = f(9f — 1m) = (fg — 1n)f. Tada postoji
k € Homg(N, M) tako da je

hkh —h € U.

Neka je U > u := hkh — h.
Dakle,
f

=fg9f —h
= fgf — hkh+u
= fgf — flof = 1m)k(fg —1In)f +u
= flg—(9f =1m)k(fg—1IN)] [ +u
Neka je Homp(N, M) > g =g — (9f — La)k(fg — 1n).
Prema tome, postoji g/ € Homp(N, M) tako da je
f-fgf=ueU,
tj.
f—fgf=ueU-Reg(M,N) = U,

sto dokazuje da je f Uj—regularan tj. da f € Uj-Reg(M,N). R

4.2. Poluregularni i polupotentni homomorfizmi

Definicija 4.2.1. Za homomorfizam f € Homp(M,N) kazemo da je
poluregularan ako postoji homomorfizam g € Hompg(N, M) tako da je:

(13) faf —f € Rad(M, N)
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(14) 9fg=yg.

Prema lemi 14. iz [11] prethodna definicija je ekvivalentna sledecoj:

Definicija 4.2.1°. Za homomorfizam f € Hompg(M, N) kazemo da je
poluregularan ako postoji regularan homomorfizam g € Homp(N, M) tako
da je:

f—g€ Rad(M,N)

Ako uporedimo uslov (13) sa uslovom (12), odnosno uslov (14) sa iskazom
3) teoreme 2.3.1. vidimo da su :

% poluregularni homomorfizmi Rad(M, N)—regularni.

% poluregularni homomorfizam parcijalno invertibilni.

Pokazuje se da (primer 6.2. u [12]) iz pretpostavki:
x f € Homg(M,N) je Rad(M, N)—regularan i

x f € Homg(M,N) je parcijalno invertibilan

ne sledi da je f € Hompg(M, N) poluregularan.

Za H C Homp(M, N) kazemo da je poluregularan ako je svaki njegov
element poluregularan.

Za prsten R kazemo da je poluregularan ako je R/Rad(R) regularan i
ako je = 0 (mod Rad(R)) za svaki idempotentni element r € R.

W je poluregularan tj. svaki endomorfizam f € W je poluregularan ako
i samo ako je W poluregularan prsten.

Teorema 4.2.1. Za homomorfizam f € Hompr(M,N) \ Rad(M,N)
sledeci iskazi su ekvivalentni:

1) Postoji homomorfizam g € Hompg (N, M) tako da je
s:=fg=(f9)*#0,s€V.

2) Postoji homomorfizam h € Hompg (N, M) tako da je
ti=hf=f2#40,tcW.

3) Postoji homomorfizam k € Homp(N, M) tako da je

kfk =k ¢ Rad(M,N).
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Dokaz.
1)=2): 1z

(95f)* = gsfgsf = gs°f = gsf
vidimo da je t := gsf idempotentan, pa za h mozemo izabrati upravo gs.
Iz ftg = fgsfg=s>=s#0sledi t #0.
2)=3): Iz

hfhfhfh = t3h = th = hfh
vidimo da za k mozemo izabrati upravo hfh.
Iz kf = hfhf =t> =t # 0 sledi k # 0.
3)=1):1Iz
kfk =k tj. fkfk= fk

vidimo da je s := fk idempotentan, pa za g mozemo izabrati upravo k.
Izks=kfg=kfk=k#0sledis#0. R

Definicija 4.2.2. Za homomorfizam f € Hompg(M,N) \ Rad(M,N)
kazemo da je polupotentan ako ispunjava bar jedan uslov (a samim tim i sve
ostale uslove) iz teoreme 4.2.1.

Za H C Hompr(M,N) kazemo da je polupotentan ako je svaki njegov
element polupotentan.

Za prsten R kazemo da je polupotentan ako svaki glavni levi (tj. desni)
ideal koji nije sadrzan u Rad(R) sadrzi ne-nula idempotentne elemente.

W je polupotentan tj. svaki endomorfizam f € W\ Rad(W) je polupo-
tentan ako i samo ako je W polupotentan prsten.

Teorema 4.2.2. Za R—module M i N slededi iskazi su ekvivalentni:

1) Homg(M, N) je polupotentan.

2) Tot(M,N) = Rad(M, N).

Dokaz.

1) = 2) : S obzirom na teoremu 3.4.1. potrebno je jos dokazati da je
Tot(M,N) C Rad(M,N).

Pretpostavimo suprotno tj. da postoji f € Tot(M, N) koji ne pripada
Rad(M, N). Dakle, f nije parcijalno invertibilan pa je, na osnovu teoreme
2.3.1., za svako g € Homp(N, M) ili fg = 0ili fg # (fg)? $to je u suprot-
nosti sa pretpostavkom da je Hompg(M, N) je polupotentan.
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2) = 1) : Pretpostavimo da f € Homgr(M,N) \ Rad(M,N). Tada, iz
Tot(M,N) = Rad(M, N), zaklju¢ujemo da f & Tot(M,N).

Dakle, f je parcijalno invertibilan pa na osnovu teoreme 2.3.1. postoji
homomorfizam g € Hompr(N, M) tako da je 0 # fg = (fg)?. Dakle, za
f€ Homr(M,N)\ Rad(M, N) vazi iskaz 1) teoreme 4.2.1. sto dokazuje da
je Homp(M, N) je polupotentan. W

Prema tome, Tot(W) = Rad(W) ako i samo ako je W polupotentan
prsten.

U poglavlju 3.4 smo istakli da

M € ® ako i samo ako je W polupotentan prsten.
i
N €T ako i samo ako je V' polupotentan prsten.

Sada ¢emo to i dokazati.

Neka je:

&' :={M € Modr | W je polupotentan prsten } i
I":={N € Modr | V je polupotentan prsten }.

Dakle, dokazimo da:

M € ® ako i samo ako M € &'
1
N €T akoisamo ako N € I

Med

= Tot(M,N) = Rad(M, N) za svaki R — modul N paiza N =M
= Tot(W) = Rad(W)

= W polupotentan prsten

— M e d'.

Med
= W polupotentan prsten
= za bilo koji R—modul N i f € Homr(M,N) \ Rad(M, N) postoji
g € Hompg(N, M) tako da 1 — ¢gf nije invertibilno u W tj. gf ¢ Rad(W).
Medutim, posto je W polupotentan prsten postoji w € W tako da je:
0# w(gf) = (w(gf))?
tj

0 # (wg)f = ((wg)f)?
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pri éemu wg € Hompg(N, M)
= f je parcijalno invertibilan homomorfizam tj. f & Tot(M, N)
= Tot(M,N) = Rad(M, N) za svaki R—modul N
= M c ®.

NeT

= Tot(M,N) = Rad(M, N) za svaki R—modul M paiza M =N
= Tot(V) = Rad(V)

= V polupotentan prsten

— Nel.

Nel'

= V polupotentan prsten

— za bilo koji R—modul M i f € Homgr(M,N) \ Rad(M, N) postoji
g € Hompg(N, M) tako da 1y — fg nije invertibilno u V' tj. fg € Rad(V).
Medutim, posto je V polupotentan prsten postoji v € V' tako da je:

0# (fg)v = ((fg)v)?
t]
0# f(gv) = (f(gv))?
pri cemu gv € Homp(N, M)
— f je parcijalno invertibilan homomorfizam tj. f & Tot(M, N)

= Tot(M,N) = Rad(M, N) za svaki R—modul M
— Nel.

U vezi sa polupotentnim homomorfizmima vaze i slede¢a tvrdenja:

Teorema 4.2.3. Neka je My <% M i Ny <% N. Ako je Homgr(M,N)
polupotentan, tada je i Hompg(Mj, N1) polupotentan.

Dokaz. Neka su
T M—-Min :N— N
projekcije, a
v My —-MiJ: Ny — N

inkluzije i f11 € HomR(Ml,Nl) \ Rad(Ml,N1).

Tada, f :=/ fium € Homgr(M, N). Uocimo da f & Rad(M, N) jer bih u
suprotnom iz f11 = 7 fi, imajuéi u vidu da za Rad(M, N) vazi svojstvo 2.
teoreme 3.3.2. sledilo da f11 € Rad(Mj, Ny).
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1z pretpostavke da je Hompg(M, N) polupotentan sledi egzistencija ho-
momorfizma g € Hompg(N, M) za koji vazi:

s=fg=(f9)#0,s€V.
Neka je g11 := g’ € Homp(Ny, My).

Tada je

(fg)? = fumgnn’ furg =/ (fi1g11.f11)(7g)

fg="fu(ng).
Iz 0 # fg = (fg)? dobijamo da je:
0 # (fignfu)(rg) = fu(rg) i fiign # 0,
odakle mnoZenjem sa leve strane sa 7’ i sa desne sa ¢/ sledi da je

(f11911)* = fugn

sto dokazuje da je Hompg(Mji, N1) polupotentan. Wl

Teorema 4.2.4. Neka su M i N R—moduli i pri tome je N = N1 & No.
Slededi iskazi su ekvivalentni:

1) Homp(M, N) polupotentan.
2) Homp(M, N;) polupotentan za svako ¢ = 1, 2.

Dokaz.
1) = 2) : Na osnovu prethodnog tvrdenja.

2) = 1) : Pretpostavimo da je Hompg(M, N;) polupotentan za svako
i=1,2ida f € Homp(M,N) \ Rad(M,N).

Neka su
i N — N;
projekcije,
t; : N — N
inkluzije i f; = mjf € Homp(M,N;) (i =1,2).
Tada je,

f=ufi+wf.
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Posto f ¢ Rad(M,N), tada ili fi & Rad(M,Ny) ili fo ¢ Rad(M, Ns)
jer ukoliko f; € Rad(M,Ni) i fo € Rad(M, N3) tada, na osnovu svojstva
2. teoreme 3.3.2, 11 f1 € Rad(M,N) i tafa € Rad(M, N) a time, na osnovu
svojstva 1. prethodno pomenute teoreme ¢ f1 + tofo = f € Rad(M, N) sto
je u suprotnosti sa ¢injenicom da f ¢ Rad(M, N)

Pretpostavimo da fo & Rad(M, N3). 1z pretpostavke da je Hompg(M, Na)
polupotentan sledi da postoji go € Hompg(N2, M) tako da je:

0# g2fo = (gaf2)> € W.
Neka je g := gomo € Homp(N, M) Tada je,

9f = (g2m2) (11 f1 + 12 f2) = gamatafo = gafo

odakle sledi da je 0 # gf = (gf)? $to dokazuje da je Hompg(M, N) polupo-
tentan. W

Na slican nacin se dokazuje i sledeca teorema:

Teorema 4.2.5. Neka su M i N R—moduli i pri tome je M = M; & Mo.
Slededi iskazi su ekvivalentni:

1) Homp(M, N') polupotentan.
2) Hompg(M;, N) polupotentan za svako i = 1, 2.

Matematickom indukcijom i primenom prethodnih tvrdenja lako se moze
pokazati da vazi:

Teorema 4.2.6. Neka su M i N R—moduli takvi da je

M=M®Myd...0 M,

N=N®NyD...DN,,.

Tada su sledeéi iskazi ekvivalentni:
1) Homp(M, N') polupotentan.

2) Homp(M;, N;) polupotentan za svako ¢ = 1..m i za svako j =1..n.

Ako su M i N nerastavljivi tada vazi:

Teorema 4.2.7. Za nerastavljive R—module M i N slede¢i iskazi su
ekvivalentni:

1) Svaki homomorfizam f € Hompr(M,N)\ Rad(M, N) je izomorfizam.

2) Homp(M, N) je poluregularan.

3) Homp(M, N) je polupotentan.
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Napomena. Uoc¢imo da je tada
Rad(M,N) ={ f € Homgr(M,N) | f nije izomorfizam }

Dokaz.

1) = 2): Ako f € Rad(M, N) tada je ocigledno da je f poluregularan
homomorfizam. Ako f € Homgr(M,N)\ Rad(M, N), tada je f izomorfizam
tj. postoji f71. Iz flff~t = f~Yi ff~1f — f € Rad(M, N) sledi da za
trazeno g € Homp(N, M) koje ispunjava uslove (13) i (14) mozemo uzeti
upravo f~1 tj. g := f~! §to dokazuje da je f poluregularan.

2) = 3) : Pretpostavimo da f € Hompr(M,N) \ Rad(M,N). Iz
pretpostavke da je f poluregularan sledi da postoji homomorfizma g €
Hompg(N, M) koji ispunjava uslove (13) i (14). Medutim, mnozenjem uslova
(14) sa f sa leve strane dobijamo da je fgfg = fg tj. da je ispunjen uslov
1) teoreme 4.2.1. sto dokazuje da je f polupotentan homomorfizam.

3) = 1) : Neka je f € Hompr(M,N) \ Rad(M,N). Iz pretpostavke da
je f polupotentan sledi egzistencija homomorfizma g € Hompg(N, M) tako
da je

si=fg=(f9)?#0,s€V
ali i homomorfizma h € Hompg(N, M) tako da je
t:=hf=(hf)?#0,t € W.
Na osnovu teoreme 2.1.4. za module M i N vazi:
M=t(M)® 1y —t)(M)i N =s(N)® (1x — s)(N)
Medutim, moduli M i N su nerastavljivi pa je
(I =t)(M) =01 (Iy —s)(N) =0
tj.
Ly = t(=hf) i 1y = s(= fg).

Sto dokazuje da je f izomorfizam. W

Napomena. Pri dokazu 2) == 3) nismo koristili bilo kakve pretpo-
stavke za R—module M i N na osnovu ¢ega zaklju¢ujemo da za proizvoljne
R—module M i N vazi:

Homp(M, N) je poluregularan = Homp(M, N) je polupotentan.
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Oznake

Oznaka Pojam Strana
N Skup prirodnih brojeva 15
Z Prsten celih brojeva 2
Q Polje racionalnih brojeva 4
U(R) Skup svih invertibilnih elemenata prstena R 40
rM Levi R—modul M 1
Mg Desni R—modul M 2
R Mg, Levi Ry—modul i desni Ro—modul M tj. R; — Ro—bimodul M 2
rMod Kategorija svih levih R—modula 1
Modpg Kategorija svih desnih R—modula 2
M <M M’ je podmodul modula M 4
M =@, M; M je direktna suma modula M; 4
M <® M M’ je direktan sumand modula M 4
M <*M M’ je veliki podmodul modula M 37
M <°M M’ je mali podmodul modula M 37
Homp(M,N) Skup svih homomorfizama R—modula M u R—modul N 5
Endg(M) Skup svih endomorfizama R—modula M 5
Autr(M) Skup svih automorfizama R—modula M 6
w(a) Red elementa a 17
Ck Cikliéna grupa reda k 38
1as Identi¢no preslikavanje na M 8
Ker(f) Jezgro preslikavanja f 7
Im(f) Slika preslikavanja f 7
R" Skup svih n—torki sa elementima iz R 2
RI[X] Skup svih polinoma po neodredenoj X sa koeficijentima iz R 3
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Oznake

Oznaka Pojam Strana
d°(p(x)) Stepen polinoma p(x) 3
R" [X] Skup svih polinoma po neodredenoj X sa koef. iz R stepena < n 3
R Skup svih matrica reda n x m nad R 3
I, Jedini¢na matrica reda n 16
Ryxm Skup svih matrica reda n x m nad R ranga 16
AT Transponat matrice A 17
Reg(M,N) | Regularan Endgr(N) — Endg(M)—podmodul od Hompg(M,N) 29
A(M,N) Singularni podmodul od Hompg(M, N) 38
V(M,N) Kosingularni podmodul od Hompg(M, N) 38
Rad(M,N) Radikal modula M u modul N 40
Tot(M,N) Total modula M u modul N 24

| Kraj dokaza 8

Napomena. Strana oznacava stranu na kojoj se dati pojam prvi put

pojavljuje u tekstu.
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