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IIpearosop

Y 0BOM pajly W3J0ZKeH je jeJaH /10 TeOpHhje O TPparoBUMa M PeryJTapu30BaHUM Tpa-
roBuMa orneparopa Ha XujadeproBom mpoctopy. Hakon npse rjiaBe y Ko0joj je npukasaH
KpaTak IperJjie/i OCHOBHUX TBphema I03HATUX OJ1 PaHuje, y JPyroj riasu jeduHucane cy
CUHTYJIADHE BPEJHOCTU KOMIAKTHOT orepaTropa T :

sj = Aj(VIT*T),

U TOKa3aHe hUXOBe HajBaykKHUje ocobwHe u ojpehene nHejegnakoctu Koje he mam Outn
noTpebHe y Ja/beM pajly. 3aTuM je JedHuHHCcaHa KJjaca HyKJeapHHX omneparopa €p, Kao
u Tpar omeparopa T € € :

+oo
T = (Tfo, f).

upu vemy je {f,} 6asa Xunbeprosor mpocropa H. Y 4eTBpTOj IJIaBU yBeJeHU Cy T3B.
Xunbept-IIIMmuToBu onepaTropu u moka3aso je aa je € XuadepToB NpocTOp ca CKAJTapHUM
npou3sBogoM oneparopa A u B geduaucanum va ciaenehn vHauws:

((A,B)) =tr(AB").

Caeneha riiaBa je nocsehena j1okasy Bazkue Teopeme JIuickor, Koja npecTaB/ba YOIIITEHE
TBphema y KOHAYHOAUMEH3MOHAJHOM IPOCTOPY, Ja Ce CHEKTPaJHU U MATPUYHHU Tpar
omiepaTopa MOKJIanajy:

T =) M\(T).

JImacku je oBy TeopeMy jokazao 1959. roamHe, a ME CMO OBJIe TPE3eHTOBAIN J0Ka3 ['0x-
Ooepra u Kpejua, koju ce paznukyje ox opurutajaHor. OBuM je 3a0KpyzKeHa KJIACHIHA,
Teopuja TparoBa. Hakon pajsa l'esbanga n Jlesurana uz 1953. rogune, Teopuja pery-
JIApW30BAHUX TparoBa HacTaB/ha Ja Ce pa3BHja, HAjIIpe 3a crenujajane audepeHjaane
omepartope. YIpaBo ToMe je mocBeheHna 6. rimasa, y Kojoj je mpejcraB/beH paJj JleButana u3
1964. ronune. l3Benena je bopmysia 3a npsu perynapusoBanu tpar LTypm-JIuysuroBor
3a/laTKa;

Y '+ (A +qlx)y = 0
y'(0) — hy(0) = 0,
y'(m) + Hy(r) = 0,

3a = € [0, 7] n npousBospHe kKoucTante h u H. Tlokaszano je na mon oxpehenum nogaraum
TpeTrnocTaBkaMa Koje 0JTaKITaBajy padyH BayKu:

n=0

Ha xpajy, y mocneameM TOTJIaBbY, W3JTOKUJIN CMO jeJaH Je0 alcTpaKTHE TeopHje 3a
JINCKPETHE caMO0a/jyHI'OBaHe OlepaTope W MOKA3aJsu Jia M0/ oJpeheHnM npeTrnocTaBKama
Bazku hpopmyJia:

Z(“k — X — (Pow, or)) = 0.

k>1



Osze je T camoajgjyHroBaH JMCKpPeTaH OmepaTrop orpanmden 010310 u P orpanuven
omeparop Ha cemapabuanom XuiabeproBom mpocropy H. Ca A\; u ¢ cy o3HadeHe corc-
TBEHe BPETHOCTH U ojiroBapajyhn HopMaau3oBanu concrBeru Bektopu omeparopa T. (uuy)
je Hu3 comcrBeHuX BpeaHocTu omeparopa T + P, koje cy ypehene pactyhu mo momy.y.
3a cnenujaano omabpane oneparope T = —j—; u Pf = —q(z)f ussenn cmo dopmyiy
npBor peryJjapuzoBanor tpara 3a [Irypm-/Iuysuios 3aarax.

BamnTepecoane untaone ymyhyjemo uHa nperiesau wianak Camosanunja u [lomosbeckor
(B. [10]), rae ce Mmozke mporahu BeJMKHI CIUCAK JTUTEPATYPE HA OBY TEMY, KA0 U HCTOPUjCKH
pa3Boj (peryrapusoBanux) Tparosa omeparopa g0 2006. rogume.

BaxBajbyjeM ce meHtopy ap 3opany KaumenOypry m winanoBuma komucuje ap Hebojimm
Jlazxeruhy u jgp Munyrtuny locranuhy, Ha KOpUCHUM caBeTHMa MPUJINKOM YUTAHA Pa/ia.
[Tocebuo ce 3axBasbyjeMm Jp Muayrtuny /locranuhy 6e3 4mje momohu oBaj paj He Om
TTOCTOjao.



1 Heka cBojcTBa CONICTBEHUX BPEJIHOCTHI 1 COIICTBEHUX
BEKTOPpA

Y oBOM 1OIJIaB/by HaBenheMo Heke 0COOMHE CONCTBEHMX BPEJIHOCTH M COICTBEHHX
BeKTOpa Koju he HaM OWTU TOTPEOHU Y Jla/beM pajLy.

Hedununmnuja 1. 3a camoaajyaropanu oneparop A Ha XunbeproBoM nmpoctopy H KazkeMmo
na je nosurusan (mumemo A > 0) axo je (Au,u) > 0 3a cBako u € H.

Hedunnmuja 2. Hexka cy A u B gBa camoanjyarosana omeparopa Ha XHI0epTOBOM
npocropy H. Kazxemo ja je onepatop A mamu of oneparopa B (mumemo A < B) ako
je oneparop B — A nosuruBaH.

YBeaumo caja Tako3Banu PejimjeB Koedumnujent omeparopa A

Ra(u) = %. (1.1)

Mozxke ce mokazatu (B. [5]) ma Baxkn cieneha:

Teopema 1. Axo je A Komnarmanr camoadjyrzosar onepamop 1a Xuabepmosom npocmopy
H, onda nocmoju opmonopmuparu cucmem {z,} xoju ce cacmoju 0d concmeenux 6ek-
mopa:

Az, = a,z,,
nPU HeMy CY Oty PEAAHU U JeOUHA TNAYKE HAZOMUALBAA, GKO UL UMG DECKOHAYHO MHOZO0,
jecme 0. Taxohe sasncu da je:

a, = max Ra(z),
rlzy,...2n—1

npu 4Yemy ce mMaxCuMym NoCmuiHce 3a r = 2.

Teopema 2. Heka je A komnaxmar camoadjynzosan onepamop u mexka CY O Mo3u-
muekne concmeene epedrocmu y onadajyhem nopemxy. Tada, 3a 6us0 KOJU AUHEAPHU
nomnpocmop S, npocmopa H dumensuje n sasice:

1) (Duwepos npunyun) o, = max min Ra(z),

n TESH

2) (Kyparnmos npunyun) o, = gnin max Ra(z).

n—1xLSn_1

Jlokas. 1) Kako je S, n—IuMeH310HN IPOCTOP, IOCTOjU HeHyIa iy € S, KOju 33/10BO/baBa:

3HaMoO /13 BaXKu:
(Azx,x)
= ~ 1.2
PTE S P C (1.2)
na je Ra(y) < «a,. Kako y € S,, 0 je mgn Ra(x) < . TIperxomna HejeTHAKOCT
rESH

BazkKi 3a OMJIO KOjU IOTIPOCTOP AMMeH3uje n. AKo y3MmeMmo fa je .S, IMpocTop reHepucaH

4



COTICTBEHUM BEKTOPUMa 21, ..., Zp, OHJA ce MuHHMyM PejrumjeBor koedwurujerta na S,
JIOCTHZKE 33 & = 2, H jeJTHAK je (.

2) Axko je S,,—1 mpousBo/baH (n— 1)—IUMEH3UOHU IPOCTOD, OHJIA N— TUMEH3HOHU TPOCTOP
reHepHCaH Ca IPBHUX N CONCTBEHUX BEKTOPA CAJAPIKU BEKTOp Y OPTOrOHAJAH Ha S, ;. 3a
CBAKHU BEKTOP Y U3 IPOCTOPA MEHEPUCAHOr Ca IPBUX 7 COICTBEHUX BEKTOPA BaXKH & j€
Ra(y) = oy, ma caeau ma 3a CBaKu MOTIPOCTOD JUMEH3Uje 1 — 1 BasKu:

max Ra(z) > ay,.

xlSn_1
Ca apyre crpane, ako yamemo ja je Sp,_1 = L£{z1,...,2,_1}, onga upema (1.2) Bazku 3uax
jeJIHAKOCTH Y TPETXOJ/IHO] Heje THAKOCTH, YuMe je rnmoka3aH u KypaHToB HPUHIIMII. [

Teopema 3. Hekxa cy A u B dsa xomnaxmmua camoad jynzosana onepamopa maxea da je
A < B. Oswnauumo wuzose concmeene epediocmu, (y onadajyhem nopemry) ca o u Py
pecnexmueno. Tada sasrcu da je:

ar < B, mj. A(A) < Ap(B).

Jlokas. Kako je A < B, 10 je (Az,z) < (Bx,z) 3a cBe . Onasge ciaequ na je Ra(u) <
Rgp(u), ma 3akspyuak caean u3 @umieposor win KypaHTOBOT MpUHIUIIA. ]

Heka je A orpanuden JuHeapHHU OrepaTop W HEKa je A HeroBa CONCTBEHA BPEIHOCT.

Hedbunnmmja 3. 3a BeKTOP ¥ KaykKeMO Ja je TeHepaJInCaHu COIICTBEHH BEKTOD OIepaTopa,
A koju oarosapa COICTBEHO] BPEJTHOCTH A aKO je:

(A — \I)v =0,
3a HEKH NPHUPOJAH Opoj J.

[IpumeTnmo ja je CBaKu CONCTBEHN BEKTOP U IeHEPAJIMCAHE, JIOK 00PATHO HE BayKu. 3a
KOMITAKTHE CAMOa/IjYHIOBaHe, aJli U HOPMAaJIHEe ONePaTope, BazKu JIa CONCTBEHU BEKTOPHU
yune 6a3y XujadepToBor nmpocropa H, 10K 3a MpOu3BO/baH OIPAHUYEHU OMEPATOP TO HHje
caydaj. OBo BaxKmu ako je XujaOepToB IPOCTOP €a KOJUM PaJMMO celapabuyiaH, Imma ce
MOKe ojabparu mpeGpojuBa OpTOHOpMEpaHa 0a3a je3rpa omeparopa (Koje MoxKe GUTH
GeCKOHAYHOIMMEH3UOHAJIHO).  HaloMeHuMo Jia y 1ejioM pajy BaxKu HPETHOCTABKA /1A
je Xwmiibepros npocrop H cemnapabuian. [enepasimcanu corncrBenu BekTopu Omhe Ham
nmoTpedbHu y j10Ka3y Teopeme .JInmckor.



2 CunrynapHe BpeJHOCTH OIlepaTopa

Heka je H cemapabunan Xuiabepros npoctop Hax nobeM C u T : H — H KoMmakTan
oneparop. Oszuauumo ca T* axjynrosanu oneparop ouneparopa T. Taxa je T*T oun-
IJIeJIHO CaMOa/[jyHIOBaH, Ka0 M HEHeraruBaH OIEpaTop, y yoOMdajeHOM CMHUCILY Jia je
(T*Tu,u) > 0 3a ceako u € H. YV [1] ce moxe Haln goka3 tBphema ma T*T, kao mo-
3UTUBAH OIPAHUYEH ONEpPaTOpP, UMa jeIMHCTBEHO ojpeheH MO3UTHBAH KBaJIPATHU KOPEH

A =+VT*"T. Baxu caeneha:

Teopema 4. Csaxu ozpanuven onepamop T moorce ce nanucamu Kao
T = UA, (2.1)

2de je A nosumusan camoadjynzosar onepamop, a U*U= 1 na cauyu onepamopa A.
Onepamop A nasuea ce ancoaymmua epednocm onepamopa T, a jednarocm (2.1) noaapha
dexomnosuyuja onepamopa T.

/lokas. Heka je A = VT*T. Taza 3a cBaxo u € H Baxu:
|[Tul|* = (Tu, Tu) = (u, T*Tu) = (u, A*u) = (Au, Au) = ||Aul|®.
AKo mpeTxojiHy pesianujy NpUMeHHMO Ha BEKTOD U — U, OHJIa HMAMO:
Au=Av = Tu=Tu, (2.2)

na MozkeMmo jedununcaru omeparop U Ha cauiu omeparopa A (03HAYNMO OBaj MPOCTOD

ca R) ua crenehin navun:
U: Au — Tu.

3 (2.2) cienu na je U usomerpuja na R. domedunummmo U na R* taxo ga je Un = 0
san € Rt Kaxo je (Un,v) = (n,U*) 3acsen € RTnv € H, ciemn na U* mpecinkasa
npocrop H y mpocrop (RY)*:, onnocwo na ciuka oneparopa U* nexn y R.

ITokazxumo caza ga je U*Uw = w 3a cBe w € R:

Hexka cy z,w € R npomssomnn. Oneparop U Kao m30MeTpHja TyBa CKAJAPHH TPOU3BOT
6110 Koja JiBa ejieMenTa u3 R, 10 ject:

(z,w) = (Uz,Uw) = (2, U Vw),

onaxie pobujamo na saxu (z, U'Uw — w) = 0. Kaxo je z € R 610 Npou3Bo/baH, BaxKu
na je Bextop U*Uw — w oproronastan va R, ma camnmM tuM u Ha R.

Ilokazamm cvmo jga je UUw — wlR , a npumernvo ga U* : H — R, na je jacuo n
U'Uw — w € R. Bakmyuyjemo ga je U*Uw —w = 0 3a cBe w € R unMe je 3aBpiren
JI0OKa3 OBe TeopeMe. ]

Tepheme 1. Axo je T xomnaxman onepamop, onda je mo u 1e208a ANCOAYMHG 6PEJHOCTN,

A.

Jlokas. Tlomro je onepatop T komnakran, ona je tow T*T (8. [1]). Heka je {f,} cnabo
KOHBepreHTaH HHU3, Koju kompeprupa kKa f. Kako je T*T = A*A um Kako KOMIaKTaH



omeparop MpeBoAd cJab0 KOHBEPreHTHe HU30Be y jako komseprentae (B. [l]), Baxkmu

lim ||A*A(f, — f)|| = 0. Hasme je u:
n—oo

Jlakse, oneparop A mpeBoau ¢1ab0 KOHBEPreHTHE HIH30BE ¥ jJaKO KOHBEPTeHTHE, 1A jecTe
KOMIIAKTaH. O

Concrene Bpeanoctn oneparopa A = vV T*T jecy mosurusnu 6pojeBn, KOjUX nMa HajBUIITE
npebpojuBo MHOro. Kao mro je mo3mnaro, jeauHa Tadka HaroMHJIaBamba MOXKe UM OUTH
HyJIa.

Hexka cy s; = \j(A) concrsene Bpeanoctn oneparopa A, ypehene y onmagajyhem moperky:

S1 =282 2832 ...28, 2 Sp41 = -1, (2.3)

MPU Y€MYy Ce Y OBOM HH3y CBaKa COTICTBEHA BPEIHOCT IMOjaBJbyje OHOJMKO MyTa KOJUKA
jOj je BUIIEeCTPYKOCT.

Hedununuja 4. Bpojesu s; = \;(A) HasuBajy ce CHHIYJIAPHEM BPEIHOCTHMA OEpa-
Topa T.

Hanomena 1. Jacuo je ma je s; = A\j(A) = \;(VT*T) = /(A\;(T*T)), na hemo nagame
KOPHUCTUTHU KAaKO JIeDUHUIIU]Y, TAKO U OBY IOCJIE/IIbY jeJHAKOCT 3a CUHIYyJIapHe Opojese.

Ocobune cuHTYJIApHUX BPEAHOCTH

Tsphemwe 2. Baowcu da je s;(T) = s;(T"), mo jecm cuneysapme epedrocmu onepamopa
U 1620602 AdjyH2064H02 ONEPATNOPA CE NOKAANA]Y.

okas. N3 nedbunnnmje onmax caean na je s;(T) = /(A (THTY)) = /(N (TTY)), na
npeocraje camo ja yrepauMo jga omeparopu TT* u T*T umajy mcre mO3UTHBHE COIC-

TBeHe BpeaHOoCTH. Heka je z comcTBeHHM BEKTOP KOjU OATrOBapa CONCTBEHO] BPEIHOCTH A
oneparopa T*T:

T'Tz = Az, A\ # 0.
Ako zesryjemo oneparopom 1’ Ha MPeTXOAHY jeaHaKocT, mobuhemo aa je:
TT*(Tz) = ATz,

oJakJie ciead Ja je A comcrBena Bpeanoct omeparopa T™T, a Tz men omrosapajyhu
COIICTBEHU BEKTOP. ]

Hanomena 2. [Tocroju orpannyenu oneparop T rakas ga T*T nma A = 0 kao coucrseny
Bpeanocr, a TT* nema.
[Tocmarpajmo onepatop T : 12 — [? xoju je 3agar ca:

T($1,$2,x3, .. ) = (O,$1,$2,$3, .. )

OBaxo 3agat oneparop T Ha3uBa ce omepaTop JIECHOT IoMepaja.

Jlako ce moxe nokazaru ja je T*(xy, 29, 23,...) = (x9,23,...), kao u ga je T"T = [ u
TT" (21,22, 3,...) = (0,29, 23,...). Cana nuje Temko sugeru ga T*T = [ mwema mysry
Kao concreeny speanoct, 10k TT" nwma.

Jlakse, 3a npousBosbal orpanuydenu omeparop T me mopa Baxkutu ga TT* u T*T umajy
HCTEe COIICTBEHE BPEIHOCTH.



Tsphewe 3. Hexa je T womnaxman onepamop, a B oepanuven. Tada je
s;(BT) < [|B|s;(T). (2.3)

Jloxas. Kopucrehu n106po mo3nare ocobune ajjyHroBaHUX OMEpaTOpa, UMaMo Jia je:
(T*B*BTu,u) = (BTu, BTu) = ||[BTu||> < ||B||* - |[|Tul|* = ||B||* - (Tu, Tu)
— ||BJ[*- (T*Tu, u)
3akspydyjeMo Ja je

(BT)'BT < ||B|]*T*T,
y crangapanom cmucay aa je A < B ako je, no pepunnnmju, (Au,u) < (Bu,u) 3a cBako
ue H.
Y 1pBOj I71aBU MOKa3aJ1 CMO JIa je j—Ta COICTBEeHA BPeJHOCT KOMIIAKTHOT CaMOa/1jyHI'OBAHOT
orepaTopa MOHOTOHA (PYHKIIHja, OJHOCHO Ja je

A< B = )\(A) < )\(B).
Kopucrehu oBy ocodbuny, jgobujamo m1a je
5;(BT) < [|B|*s}(T),

a OHJa HapaBHO U

s;(BT) < [|B[s;(T).

m

Takobhe Bazku u:
Tsphewe 4. Hexa je T womnaxman onepamop, a B oepanuven. Tada je

s;(TB) < |[B]|s;(T). (2.4)
Jloxas. Baxmu na je:

s;(TB) = s;(B*T") < [|B*[|s;(T") = [|B|]s;(T),

npu demMy cMo Kopuctuan Beli mokasane ocobune u mnosHary wumenuiyy jga je |[T*|| =
[IT]]. O

AKO cuHryJapHe BPEAHOCTH Olleparopa IocMarpamo Kao (DYHKIM]y OJ] oneparopa, Tj.
s; = s;(A), onga oHa MMa BaXKHy OCOOHHY - HENMPEKUIHA je y omepaTopckoj nopmu. [la
OMCMO OBO ITOKa3aJ/id, MOTpeOHa HaM je ciaejeha:

Jlema 1. Hexa je A xomnaxman onepamop wa Xunsbepmosom npocmopy H. Tada 3a
cearo n € N saorcu:

sn(A):min{HA—KH ‘ Kec(H),mngKgn—1}. (2.5)



Jokas. Hexa je rang K = m < n—1. Tana je dim(KerK)* = m. Ha ocnosy KypanTosor
MPUHITAIIA MOYKEMO 3aKJ/bYUIHTH /1A je
Azl (A — K)z||

< < = LA LR — )
Sn S Smat S WX T T B T S A K]

Hakne, s,(A) < ||A — K| 3a cBako K rtakso na je rang K < n — 1. IIpeocraje na ce
HOKazke Jia ce MUHUMYM JOCTHZKe U Ja je bamr S, (A).
v(A
Heka je A = (Z) s;(A)(+, ;) 1; HImurosa penpesenranuja oneparopa A. Heka je n <
v(A)+1u " 1
Ko=>si(A)(05) ¥,

—1

<

K, =0.
Tanajerang K, =n—1u [|[A—K,|| <sups;(A) = s,(A). Jakie, MUHUMYM Ce JOCTUIKE
jzn
u to 3a K = K,,. Axo je n > v(A), onga mopa 6urn rang A <n — 1 u s,(A) =0, na ce
y OBOM CJIy4ajy MUHUMYM TocTuke 3a K = A. O

®opwmyaa (2.5) roopu J1a je pacrojame onepaTopa A o1 IpoCTOpa OrPAHUYEHUX JTHHEAPHUX
oreparopa 4Yuju je PaHr HAJBUIIE N YIPABO CHHIYJIAPHA BPEIHOCT S,y1. OBaj pesyarar
MOKe ce y3eTH Kao HOBa JiepUHUIMja CHHIYJIApHUX OpojeBa omeparopa, Koja je becTo
IIOIOJHK]a 3a PaJ.

Tsphemwme 5. 3a xomnaxmue onepamope A u B na Xuarbepmosom npocmopy H easrcu
da je:

Jloxas. Heka je rang K < n — 1. Tazna je
sn(A) < [|[A - K[| <[|A-B|[+[B - K,

na Moxkemo yountu ja je S,(A) — ||A — B|| mome orpanuueme 3a ||B — K|| kaga K
MPOJIa3KM CKYIOM CBUX OllepaTopa 4uju panr He npega3u n — 1. [Ipema nperxoaHoj jiemu
TO 3HAYH 1A je:

sn(A) — ||A = B|| < s.(B),
mTo je u TpedaJsio moKa3aTu. O
Iocaemuna 1. 3a ceako j dynxyuja s;(T) jecme nenpexudna y onepamopcroj nopmu.

Ako je H kKoHaYHOIMMEH3MOHAJIHN XHJIOEPTOB MPOCTOP, MO3HATO je aa je onga H wuso-
merpuuano mzomopdan ca C? 3a meko d € N (B. [1] ). Axko je A omepaTop Ha 0OBaKBOM

MIPOCTOPY, OHJIA BarKu:
d d
[T a) =] si(A).
j=1 J=1



Jlako MozkeMo BujieTu Jia 0BO Baxku kopucrehn 106po nosuary yumenuiy ja je det (A) =
d

[Tr@):

j=1

d d

[ 53(A) = det (A*A) = det (A*) det (A) = |det A]* = J](A;(A))%.

j=1 Jj=1
Mebhyrum, ako je H GeckonavdnoiuMen3noHaIHT XIWIOEPTOB POCTOP Bakuhe camo cJiejieha
HejeTHAKOCT:

Tsphemwe 6. Hexa je T xomnaxmar onepamop, a Ai, Ag, ... HEHYAL CONCMEEHE BPED-
nocmu Yy onadajyhem nopemxy, yrwoyuyjyhu suwecmpyrocmu. Cuneyisapme epedHocmu
s;(T) ypehene cy ananrozno. Tada sasrcu:

n

H IM(T) <[] s(T), neN. (2.6)

7=1
/loxas. Heka je E, mpocTtop reHepucan ca HpPBUX N COICTBEHUX BeKTOopa omeparopa T
u Heka je P, oproronajHa npojeknuja Ha npoctop F,. Heka je T, pectpuximja omepa-
topa T wa waBapujantTau norupocrop F,. O3Haunmo, Kao u ji0 caja, ca A, ancoayTHy
BpeHocT oneparopa T,,:
T,=U,A,.

Kaxko je A; # 0, oneparop T,, je uaBeprubuian, na je to u U,. lakie, U, je yuurapan,
na je | det T, | = det A,, mro Moxkemo 3anucaru Ha ciaenehn HaunH:

n n

LT =T]2An.

Jj=1 Jj=1
Omneparop TP, nenyje Ha ejqemente npocropa F, kao omeparop T, 0K je Ha TPOCTOPY
E# HyJIa omepaTop. I3 mpeTxoaHOr caeam Ja je alcoayTHa BpeaHocT omeparopa TP,
oneparop A, na npocropy E,, a 0 na upocropy E;. 36or Tora umamo ja je \;(A,) =
s;(TP,) 3aj=1,2,...,n. Cernmo ce HejeJHAKOCTH:

s;(TB) < [|B|]s;(T).
Ako craBumo 1a je B = P,, noouhemo:
si(TP,) < |[Py||s;(T) < ;(T).

Haxkue,
Ai(An) = 5;(TF,) < 5;(T),

mITo je u TpebaJsio MmoKa3aTu. O

Cunrynapue BpeJHOCTH OllepaToOpa MOTY ce JeduHucaT 1 HAa Tpehn HaunH, KOju je yjeHO
1 IBUXOBa reomMerpujcka maTepnperanuja. A.H.Kommoropos yBeo je mojam n—re mupume
CKYyIIa KOjU IPHIIa1a HeKOM MeTpudkoM rnpocropy M. Oie HaBoauMo JepuHUIM]Y KOja,
je O MHTepeca 3a Hallla pa3MaTpama, a y Kojoj je M Xuiabepros npocrop n € meHTpaIHO
CUMeTpHUYaH CKYI, Tj. CKYIl 3a KOju Baxku Ja ako je r € € onga jeu —x € €.

Hexka je ‘B,, npocTop cBHUX n-JIUMEH3UOHATHUX OpTOIpojekTopa P Koju menyjy Ha .
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Hedbununuja 5. bpoj d,(¢) nedunucan ca
d,(€) = PlenéC sup ||z — Pz||

n red
Ha3uBa ce n—ra mupuna ckyna €.

Craku opronpojekTop u3 B, MOTHYHO je geduHuCcaH n—/INMEeH3NOHATHUM JTHHeaIoM £,
Ha KOju mpojekryje mpocrop M. Bemuuuna ||z — Px|| npencraBba pacTojame eJeMenTa

x o mpoctopa £, 10K je sup ||z — Pz|| ogcryname (nesujamuja) ckyna € ox £,. Jlaxie,
zel
n—ra mupuna d,(€) je uadpumym oacrynama ckymna € o n-IMMEeH3NOHAIHUX JINHEAIA Y

npoctopy IN.

Tephewe 7. Hexa je A xomnaxman onepamop. Tada ce (n+ 1)—ea cunzysapra epeo-
Hocm onepamopa A nokaana ca n—mom wupurom ckyna € = AS, koju je cauka jedu-
nuvne kyese S y npocmopy M.

Jloxas. JTokas ce moxe nahn y [3]. O
ITpumep 1. Ha kpajy uspauyHajMo CUHIYJIApHE BPEJHOCTH 3a OLEPATOP MHTerpaluje
V :12(0,1) = L*(0,1) xoju je gar ca:

(Vu)(s) = /u(t)dt.

0

[IpumeTrMo MPBO Jia MPETXO/IHY jeIHAKOCT MOXKEMO 3anucaTu Ha ciejgehu naumn:

(Vu)(s) = /0(3 — t)u(t)dt,

rje je
1, s>0

9(5):{0, s <0,

Kao ¥ JIa je OBaj omeparop KOMMakTaH. AIjyHrOBaHH OTEpaTop IaT je ca:
1 1
(V*u)(s) = /9(25 — s)u(t)dt = /u(t)dt.
0 s
Caga pemasamo V*Vu = su, ognocHo:
1 t
/dt/u(T)dT = s%u.
s 0

t
Heka je s # 0. Bumuvo na mopa 6urn u(1) = 0. Kaxko je [u(r)dr € L'(0,1), npema
0
1t

Teopemu 0 nudepennupamy unrerpana (B. [1]), Baxu ga je [dt [wu(r)dr ancomyrno
s 0

11



1t
HenpeknHa GYHKIHja 0 S. 360T TOra je n U AlCOTYTHO Hempekuana, na je [ dt [ u(r)dr
s 0

nenpexngao-1ndepenmujabmiaa. Jakiae, u € C, ma npumenoM meror 3aK/bydnBaEba
srnmo a Baxky n u € C?. Axo qudepeHImpaMo TPeTXOIHY PeAIH]y, TMAMO:

s

_ / u(r)dr = st

0

Omuer nmamo na mopa 6urn ¢/ (0) = 0 n qudepennupamem 106ujamo:

Pememe ose andepenumjanne jennadnne apyror peaa je u(t) = Ccos (L) 4+ Cosin (%),
a 30or momaraux ycaosa je Co = 0. [aspe je cos% = 0, ma Ha Kpajy gobujamo ja cy
CHHTYJIADHE BPEJJIHOCTH:

1

W(n—l—%)'

Sp =

12



3 Hyxkuaeapuu onepatopu. Tpar omneparopa.

VY oBoj TyaBu TOBOpMheMO O je/IHOj BaxKHOj KJIacH KOMIAKTHUX OMEepaTopa, KOju ce
MOy BHJETH KaO HEKOMYTAaTHBHO yommremse npocropa ['. Takobe nedpunumemo rTpar
orepaTopa y 6eCKOHAYHOANMEH3NOHATHOM XMJI0ePTOBOM IIPOCTODY.

Hedbunumuja 6. Komnakran oneparop T : H — H nasuBa ce HyKjeapHU OepaTop aKko
je UCIyHheHo:

fsj(T) < +00. (3.1)

+oo
Cywma (3.1) obenexana ce ca ||T||; = g s;(T) u HasuBa Hyk/eapHa HOpMa oreparopa T
j=1
(kacHuje fie GuTH OKA3aHO /A je MPETXOJAHOM jegHaKoIy 3ancra 3aj1ara jeJHa HopMa ),
JIOK Ce IPOCTOP CBUX HYKJIEAPDHUX ollepaTopa obesiekapa ca €.

Hagejiumo cajia jejiny BazkKHY KapaKrepusalidjy HyKJ/ieapHe HOpMe olieparopa:

Teopema 5. 3a nyxaeapru onepamop T na Xuabepmosom npocmopy H easrcu caedeha

jednarocm:
+0o0o

[T/ = sup S (T for )], (3.2)

ny€n g q

2de ce cynpemym yauma no ceum opmonopmuparum bazama { frn 1o, u {e,}°2, npocmopa
H.

Jlokas. O3HAYMMO ca z; HOPMAJIN30BaHe CONCTBEHE BEKTOPE AIICOIYTHE BPeIHOCTH Olepa-
topa T - o3HAaYNMO je, Kao u panuje, ca A.

Az = sz, ||zl =1

3a cBakd BeKTOp f MOZKE€MO HAIMCATH:

+oo
f = Z(fv Zj)zj>
j=1

+oo
Af = Z Sj(f, Zj)Zj.

j=1
Axko je T = UA nonapaa aekommnosuimja omneparopa 1T, nmpumennmo omeparop U Ha
MOCIEe/TIbY je THAKOCT:

“+oo
Tf =) s(fz)uw;,
j=1

rae je w; = Uz;.
Kako je U m3omerpuja, w; jecre opronopmupana 6a3a Ha canmu oneparopa A. Ilommo-
JKAMO TIOCJIeTIbY je/THAKOCT CKaJapHO €JIEMEHTOM eé:

“+oo

(Tfoe) = si(f2)(w,e).

j=1

13



CraBumo 1a je f = f, u e = e,, cymupajmo o n u godbuhemo:

E:ﬂ%w%)ZE:E:%U%%XWw%) (3.3)

n

TBpAuMO Ja JABOCTPYKa CyMa Ha JIECHOj cTpaHu KoHBeprupa u jga uuje seha oz ||T|l;.
Nckopuctumo wejegrnakocT Komm-IIIBaprma:

1

3

SN silw ) en) 3w (Do) Y Iy ),
n i 7 n n

a 3aruMm u IlapceBasioBe jeJHAKOCTH: Z](fn,zj)]2 = |lz|? = 1 n Z\(wj,en)|2 =

n
|Jw;||* = 1. Take,

YD sl ) wsen) < 35 =T

J

Nzabepumo caga ga je f, = z, U €, = W,, a HA OPTOTOHAJTHOM KOMILTEMEHTY CIHKe
oneparopa A ogabepuMo Npou3BoJbHE OPTOHOPMEpaHE 0ase Kao jouyue 3a {f,}°2, u

{entnss-
(Tfn,en) = (Tzp,w,) = (UAz,,w,) = (UAz,,Uz,) = (Az,,U"Uz,) = (Az,, 2,) = Sn.

Axo npocymMupamo 1oc/Ie/Iby jeJHaKocT 110 1 gobuhiemo ga ce cynpemym (3.2) gocruzke
3a onmcan n3bop Oaza. O

OcobuHe HyKJIeapHUX ollepaTropa

Tephewe 8. Hexa cy T,S € €, a B € B(H). Tada sasice caedehe ocobure:
a) [|T|l: = [|T*[s

6) ||BT[|. < |[B][ - [|T[|x

6) |[TBI[x < |[Bl[ - [|T[|x

2) |IT +S[[s < [|T[|1 + |S|]x

Jloxas. Tlpse Tpu ocobune ciejie u3 ojroBapajyhux ocoOMHa CHHTYJIAPHUX BPEIHOCTH,
JIOK TIOCJIe/Fha OCOOMHA, CJIe/IN U3 IPETXO/IHE JieMe U To3HaTe HejeqaakocTn sup (A + B) <

sup (A) + sup (B). O
Teopema 6. IIpocmop ceux nykaeapruz onepamopa €1 ca nopmom || - ||1 jecme Banazros
npocmop.

Jlokas. Jlako ce Moxke nokasatu jaa je || - ||; 3amcra nopma, nmajyhu y Buay na je uejes-

HAKOCT TPOYTIJIa AaTa y TPeTXOIHOM TBphermy. OOpaTnMo moceOHy MarKiby Ha KOMILIETHOCT
npocropa €.
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Heka je {A,} npoussoman Kommujes uns y npocropy €; n € > 0. Taga 3a ceakn k € N
HMAaMO:

k
HAm - AnH == Sl(Am - An) < Zsj(Am - An) g HAm - An“l <g,
J
3a m,n = ng, ua je {A,} Komujes uus n y upocropy B(H). Kaxko ce oBae pajau 0 Hu3sy

KOMITAKTHHUX OIE€pPAaTOpa, TO je TPAHUIA OBOI HU3a Takohe kKomnakTaH omepatop A. Ako

y HejeTHAKOCTH:
k

ZS](Am — An) <e€
J

nycrumo lim |, onja, 36or HenpekugHocTu GyHKIuje S;(-) UMamo ja je:
m—0o0

k

D si(A-A,) <e,
J
onuocuo ma je ||A — A,||l1 < e. Opasne 3akmpyuyjemo ga je A — A, € €, na je u
A e¢,. O]

Orpanndenn oneparop T Ha XuadbepToBoM mpoctopy H MoxKe ce npejicTaBuTH 6€CKOHAY-
HOJMMEH3HOHATHOM MATPHIIOM Y GIII0 KOjoj oproHopMupano] 6asu { f, }. IIpumernmo na
je (m,n)-ru enement y osoj marpunu (Tf,, f,). Hakmae, rpar ose marpune je:

—+00

> (Tfu. fu). (3.4)

n=1
VYKOJIUKO OBaj ped KOHBEPrupa.

Teopema 7. 3a ceaxu nyraeapnu onepamop T ped (3.4) ancoaymno wousepeupa, npu
YEMY CYMa Peda He 3a8uct 00 usabpare opmonopmupane baze npocmopa.

Jlokas. Axko y jemmaunuu (3.3) craBumo ja je e, = f, gobuhemo:

Z(Tfmfn) :Zzsj(fnvzj)(wj>fn)' (3'5)

n

Kao mrro cmo Beh mokaszasiu, peji Ha JECHOj CTPAHU KOHBEPIMPA M CyMa MYy He IIpeJia3u
[T ;.

Ha 6ucmo nokasanu ja cyma peja (3.4) ue 3aBucu o u3bopa 6asze, CymMUpajMo MpBO
(3.5) no n. Kopucrehu ITapcesasioBy jejanaxoct Z(f”’ 2)(w, fn) = (w, 2), perauujy (3.5)

n
MO?KEMO HalluCaTu Ha cneﬂehn HAYUH:

> si(T)(wy, 2),

J

IITO OYUTJIEIHO HE 3aBHUCHU 0O/ u3abpane Hase. O

15



Hedbununuja 7. Cyma peja (3.4) HasuBa ce MaTpUYHKU TPar OlEPATOPA U O3HAUABA Ce
ca

+o00
T = (Tfo, f).

rae je T mykmeapuu omeparop, a {f,} opronopmupana 6a3a Xunbeprosor mpocropa H.

Jlema 2. Mampuunu mpae tr je oeparnuveny suneapry Gyrkyuonan nopme 1 na npocmopy
¢ 3a Koju eascu:

1) [T < [Ty
2) trT* = tr'T

Jlokas. JluHeapHOCT Tpara ce mpoBepaBa HEIOCDEIHO, a Tadka 1) cjaean u3 Teopeme 5.
Takohe Baxku 11a je:

tr'T* = i (T* fo, fn) = i (T fn, fn) = tr'T,
n=1

n=1
qUMe je JI0Ka3aHa Tavuka 2). O
Tepheme 9. Axo cy A € €, u B € B(H) maxsu da cy AB u BA nyxaseapru onepa-
mopu, onda je tr(AB) = tr(BA).

Jlokas. Heka je A = Z s;(A)(+, ;) ¥; IImurosa penpesenrannja oneparopa A. Tana
7j=1

je BA = ZSJ i) By u

tr(BA) = Z(BASOM On) = Z sn(A)(By, n).

Ca apyre cTpaHne,

o0

A" = si(A) (),

J=1

r(AB) =Y (AB, ¢h) = > (Bthn, A") = Y 50 (A) (B, o).
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4 Xwnnabepr-IIImMmuToBu onmeparopm

Jledunncahemo HOBY Kacy KOMIAKTHHX OIE€PATOpa KOjH, MOPEJ TOTA IITO Ce MOy
BUJIETH Ka0 HEKOMYTATHBHO YOIIITeme npoctopa (2, uune Xujibepros npoctop (3a pa-
3JIMKY OJf HyKJIEAPHHUX OIepaTopa).

Hedbunnmuja 8. Komnakran omepatop T : H — H nasupa ce Xuiabept-IlImuTon
oneparop ako je T*T mykjieapan. IIpocrop cBux Xuibepr-IIImuroBux oneparopa obe-
Jexasa ce ca Cy.

Teopema 8. 3a xomnaxman onepamop T caedeha mephera cy exeusarenmma:
1) T je Xuabepm-Illmumos onepamop;

+o0
2) Z |Tp;||* < 400 3a 6uao xojy 6asy {¢;} npocmopa H;
j=1

+o0
3) Z (T, 01)]* < +00 3a 6uno xojy 6asy {p;} npocmopa H;
gk

+o0o
4) " si(T)? < +oc.
j=1
Jlokas. Heka je A (T*T), A\o(T*T), ... HA3 HEHEraTHBHUX CONCTBEHUX BPEJIHOCTH OlEpa-
topa T*T. 3a npoussospny 6a3y {¢;} npocropa H umamo:
“+o0o

400 —+o00 —+o00
D N(TT) =) (T Tej,0;) = Y IITeill” = D [(Tes, 00l
7=1 7j=1 7.k

j=1
+o0

TIpU YeMy Toc/TeIma jerakoct ciaen w3 [apcesanose jennaxoctn || To;||> = Z [(Te;, 1)
k=1

Axo uckopucrumo jomr ga je A\;j(T*T) = s;(T)?, reopema je nokasana. O

Axo y upocrop Xunbepr-IIImurosux oneparopa €, yBememo 13B. Xuadept-IIImuroBy
HOpMY Ha cJiejiehn Ha4YnH:

Taga Baxku cjaejaehe:

Tsphewe 10. Illpocmop €, je Banaxos, € C €y C €y, npu uwemy je Coo npocmop
KOMNAKMHUL onepamopa, a 3a wopmy || - ||2 easice caedehie ocobune:

1) ||T*||2 = ||T||2 3a cee T € &;
2) [ Tloe < [Tz < [IT[y
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Joxas. Tauxa 1) ciean sz anmennne fa je s;(T*) = s;(T), nok 2) ciean us oxnoca [*°, [
u [ nopmu ucror nuza {s,(T)}.
|| - ||2 je ounrsesHO XOMOreHa, Ma MOKAYKUMO CaMO HejeTHAKOCT TPOYIJIA:

1A+ Bll2 = | DA+ B)fll> < [ D_(IASll + 1B fal)? < (4.1)

S AL+ (| D 1IBLal? = [|All2 + [ B2
n=1 n=1

[Mokaxkumo caza jomr ga je € kommteran. Heka je {A,} npoussospan Komujes nus y
npoctopy € u € > 0. Taga nocroju ny € N Takas 1a je

A, — Anllz <, (4.2)
3a cBe m,n = ng. 36or 3) je {A,} Komujes y €, 11a 360r KOMIJIETHOCTH OBOT IIPOCTOPA,
nocroju A € €, takas na je lim ||A, — A|| = 0. 36or (4.2), 3a cBaky OpPTOHOPMHpPAHY

n—oo
6azy {fn}>, upocropa H u 3a cBako k Baxu:

k

Z (A, — ‘Am)an2 < 527

n=1

3a ¢Be m,n = ng. Ako mycrumo lim , modoumhemo:
m—0o0

k

> (AL = AP <€,

n=1
3acBen > nouk > 1. 36or rora je u ||A,, —All]z < £ 3a cBe n > g, OJAKIIE 3aKIbYIYjEMO
naje A € €, kao u lim [|A,, — Al = 0. o
n—oo

Jlandopm u IlBapr cy nyk/ieapue oneparope Jie(puHUCATIN KA0 IPOU3BOJL JIBa XUI0EPT-
[IImuToBa omeparopa. Axo je T mykmeapum omeparop, a T = UA merosa mojapHa
JIEKOMITO3HIINja, OH/Ia MOYKEMO HAIUCATH:

T = UA = UVAVA.

Cama T moxkemo npeacraButu Kao mpou3son omeparopa C' = UvVA u D = VA, koju
jecy Xunoept-IlImuToBu 360r:

ICIP, = _si(C)* = ZAJ'(\/KU*U\/K) = Z%(A) = |ID[]* = [|Al]:-

=1
Takohe Baxku u ”obpar”:

Tsphemwme 11. Axo cy A u B Xunbepm-Illmumosu onepamopu, onda je AB nyxaeapar
U 8aAHCU:

IAB|1 < [[Al2[|B]l2-
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Jlokas. 3a 6umno koje ase opronopmupane 6ase { f, 152, n {e,}>2; mpocropa H nmamo ma
je:

+oo +o0o +oo
D [ABfu en) =D [(Bfn, A%en)| <D [Bfall[|[A%en]] <
n=1 n=1 n=1

“+oo +0o0
<[ DU IBLIR | D l[A*e,]1? = [IBll2l|All.,
n=1 n=1

pu deMy cMo KopucTuiau Hejeanakoct Komrmu-IlIBapna. 3ak/bydak ciiein U3 TeopeMe
2. O

[TpocTop €; uma jeaHy BaxkKHY OCOOMHY, a TO je Jia ce Ha HmeMy MOoxKe 100po jgeduHucaT
CKaJIApHU TTPOU3BOI.

Teopema 9. &; je Xuabepmos npocmop axo ce ckarapru npousdsod Xuasbepm-ILlmumosux
onepamopa A u B depunuwe ca:

((A,B)) = tr(AB")

Jloxas. Kaxko cy cunrynapue spejnoctu oneparopa B u B* jennake, to je u B* Xuibepr-
[lImuToB. U3 mperxomuor tBphema cienu jga je AB* mykieapHu omeparop, ma je 3a
mera 100po gedunncan Marpudau Tpar. JIUpeKTHO ce Moxke mpoeputu ja je ((-,-))
3aMCTa CKAJapHU IPOU3BOJ, KOPUCTEhN THHEAPHOCT MATPUIHOL TPAra U AaHTUINHEAPHOCT
aJijyHroBama. VI3 mosapHor pasiarama oneparopa A*A cieau:

+o0o +oo +oo
(A, A)) = tr(ATA) = D (A'Afu fa) = D M(A'A) =D si(A) = A5,
n=1 n=1 n=1
IITO YIPABO 3HAYH JIa CKAJAPHU Tpou3BoJ ((-,-)) uHIAYKYyje HOpMY || - ||2. O

Tepbhemwe 12. [Ipocmop €, je cenapabunan.

/lokxas. Heka je A € € npousBosbaH, {cpj};‘;l oproHOpMHupaHa Oa3a npocropa H, a P,
OPTOTOHAJIHA TPOjeKnuja Ha npoctop L{y1, Ya,. .., pn}. Ako crasumo ma je F,, = P, A,
OH/TA:

(F, — A)(F,"—A")=P,AA"P, — P,AA" — AA"P, + AA”

Texku Hyau y || - ||y HOpMmu, ma je u ||F,, — Al|lz — 0. O

Hanomena 3. [Ipocropu nyksieapuux u Xuiabepr-lIIMuTOBUX omeparopa IpecTaB/bajy
noceban caydaj bamaxosux npocropa €, (3a p = 1 u p = 2) KOMOAKTHUX OI€paTOpa,
CHAI0EBEHUX HOPMOM:

3a cBako A € €,. OBu npocropu Ha3usajy ce [llaren-dboun-Hojmanosn un on muX camo je
¢y XuibepTos.
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5 Teopema JInackor

Hajoutnuje cBojcTBO MATpw9yHOr Tpara HYKJIEAPHOT OmepaTropa Jokazao je JImmacku
1959. rojune. Pajm noriynoctu, HaBeuMO M KOHAYHOJUMMEH3MOHAJIHY BapUjaHTy OBe
BazKHE TeopeMe.

Teopema 10. Mampuunu mpaz auneaproz onepamopa A Ha N—UMEH3UOHALHOM AUHE-
APHOM NPOCMOPY NOKAANG CE €4 HE208UM CNEKMPANHUM MPA2OM, 0OHOCHO BAHCIU:

n n
i=1 i=1

/lokas. Hexa je omeparop A sazar marpunoM (a;;);;—; y Hexoj 6asu. Cermmo ce ma je
KapakTepucTuunu noauaoM A(\) oneparopa A jeanak jerepMuHanTH oneparopa A—\E,
LpU YeMmy OH He 3aBucu 0J u3bopa 6aze. Haume, ako je C' marpuna upesacka, onjaa je y
HOBOj 6a3m omeparop A nar ca C~'AC, na je:

det (CT'AC — AE) = det (C'AC — A\CT'EC) = det (C"HA — AE)C) = A(N).
O/ panuje HAM je MO3HAT jOIII je/IaH HAYWH 1A 3AIUIIEMO KaPAKTePUCTUIHU TOJTUHOM:
A(N) = (—1)"(A" — SIAL £ S £ S,

re je Si cyma amMjaroOHAJTHUX ejleMeHaTa, S, CyMa IVIABHUX MHHOpA IPBOT peja U TaKO
nasbe, a S, nerepmunanta marpurne A. Ca apyre crpane, Kopucrehu Bujerose dopmyire,
3HAMO Ja je S7 jeaHak cymm cBux Hysa nojmaoma A(M), mITO €y 3ampaBo CONCTBEHE
BpeIHOCTHU omeparopa A yk/bydyjyhu BUIeCTPyKOCTH. [

Hedunumnuja 9. Pen Z A;(T) masuBa ce cnekrpaanu Tpar oneparopa T € €.
J

CruekTpa/Hu Tpar HyKJeapHOTr oleparopa je KoHadan 6poj 36or (5.9).

Teopema 11. Mampuunu u cnekmpansnu mpaz wykieaproz onepamopa T ce nokaanajy,
00HOCHO 8AIHCU M3E. POPMYNL MPa2G:

T =Y M\(T). (5.1)

Jlokas xoju hemo uznoxutn nspenn cy l'oxbepr m Kpeju, 10k je 3a jemy 5 u TBpheme 6
3acayzkan Bejr.

Zoxas. Axo je T nopmaian HyKJeapaH orepaTop, OHIa MOYKeMO omadbpaTu 6a3y Xuadep-
ToBOI IpocTopa H Koja ce cacToju 0 OPTOHOPMHUPAHUX COIICTBEHHX BEKTOPa OIepaTopa
T. Hakue:

Tfn = /\nfm

(Tfmfn) = )\n(fna fn) = >\n7

[pU YeMy, aKo IMPOCYMHUPAMO 110 1 HOCJIE/IbY jeTHAKOCT, 100ujamo:
T =Y (Tfu, fa) = > An
n n

Axo T Huje HOpMAaJIaH, COICTBEHH BEKTOPH HE MOpajy OMTH OPTOTOHATHU U MOXKe OHTH
reHepaNCaHNX CONMCTBEHUX BEKTOPA:
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Tw, = \w, wiu Tw, = \,w, + Wn,_1.

[pam-ITIMuTOBUM TIOCTYIIKOM UX MOYKEMO OPTOTOHAJIN30BATH, & MOTOM M HOPMHUPATH.
Hobujamo ckyt { fp}n>1, 1€ je f, TuHeapHa KOMOMHAI]A BEKTOPA W1, Wa, . . . Wy, TAKO JIa
je:

Tf, = A\, fn+ muHeapna koMOuHAIMja BeKTOPa f1,..., fn_1.

Kaxko cy {fn}ns>10pronopmupanu, no6ujamo:

Cymupajyhin nperxoany penanujy ao6uhemo dbopmysy rpara AKO sexropu { f,, },>1 unne
6a3y npocropa H, Tj. HOTIIyH OPTOHOPMHUpAH CHCTEeM. Y KOJHUKO He 4dnHe 0asy, CKyIl
{fn}n>1 MOpamMo JOTyHUTH OPTOHOPMUPAHUM BeKTOPUMA {h,, }, Koju unne 6a3y opToro-
HaJIa IPOCTOPA MeHePUCAHOT COICTBEHUM BeKTOpHMa omeparopa T .

Caja mmamo Ja je:

0T =Y (Tfofu) + D (Thihin) = > Ao+ > (Thin, hi).

Tpebda nokazaru 1a je

> (Thi, ) = 0. (5.2)

m

3a oo he Ham Outu norpebHe HEKE JIeMe.

Jlema 3. Hexka je T xomnaxman onepamop na Xuabepmosom npocmopy H, a K opmozo-
HAAHU KOMNAEMEHM, NPOCTNOPA 2EHEPUCAHOZ CONCMEEHUM GEKMOPUMA U 2EHEPAAUCAHUM
concmeenum sekmopuma onepamopa L. Tada eastcu:

1) K je unsapujanman nodnpocmop onepamopa T*;
2) Cnexmap onepamopa T* na npocmopy K cacmoju ce camo 0od mauke \ = 0.

Jlokas. 1) Heka je e comncTBeHn BEKTOP KOjU je MOXKJIa NeHEPAJUCAH, TO JeCT:
Te = de + f,

re je [ HeKu reHepaJimcaHnd COINCTBEHU BEKTOP. AKO je u OpTOroHaJiaH Ha € u f, TBPAUMO
Ja MCTO Bayku 3a T u:

(e, T*u) = (Te,u) = (Ae + f,u) = Ne,u) + (f,u) =0.

Bamnpaso cmo nokazasn jga ako u € K, onga T*u € K, 1j. K je nHBapujanTHU TOTIIPOCTOP
oneparopa T*.

2) O panumje je MO3HATO Jia je aJjyHIOBAHU ONEPATOP KOMIAKTHOI Takolje KOMIAKTaH.
Ako je A # 0 coucrBena BpeaHocT ouneparopa T*, onjga je A coucrBera ppegHoct T
KoHauHe BuIlecTpykoctu y npocropy H. ITocroju neo 6poj ¢ Tako jia je:

Ker(T* — M) = Ker(T* — \I)"™,
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amn je Ker(T* — MN)"™' ¢ Ker(T* — \I)°.
Heka je u € K enement ckyna Ker(T* — X )', anu me u ckyna Ker(T* — M), Taza
jeTHAYMHA:

(T* = X)v=u
HeMa perea. AKo 6U peleme v moCTojasto, oHga 6u npunajgano npocropy Ker(T* —
M) anm we u upocropy Ker(T* — A )'. TIpema ®pexoMoBOj alTepHATHBH, TOCTOjH
COIICTBEHH BEKTOD W TaKaB Ja je:

(T — Aw = 0,

KOju HEje opToroHantan Ha u. Mebhyruwm, To Huje moryhe, jep je u € K, na je oproronasan
Ha CBe COolCTBeHe BekTope omeparopa 1. Jlakie, He HoCcTOju HEHYJIA COICTBEHA BPEIHOCT
X oneparopa T*|x

O

Op panwmje 3uamo 1a ako je T € €, onma je w T* € €. Tlpumernmo ma je pecTpukiimja
oneparopa T* Ha mHBapujanTHu nojamnpocrop K Takohe erement mpocropa €. Bparumo
ce Ha jegHAKOCT (5.2) - caja je MOKeMO BUJETH Ha ciejehn HavuH:

> (i, T ) =Y (T*hi, hy). (5.3)

m m

Kaxo je {h,, } oproHopmupana 6a3a npocropa K, mpeTxoHa cyMa je KOMILIEKCHU KOHjyTaT
opoja tr(T*|x). ITokazahemo ga je cyma (5.3) jenmaka nysm, ako nokazxkemo ciaeaehy jgemy
JInackor:

Jlema 4. Hexa je T € € onepamop xoju nema concmeenur epednocmu ocum A = 0.
Tada je tr'T = 0.

Hapeane neme momohu he mam y jjokasuBamy Jjeme JIujgckor, a caMuM TUM U TOYETHE
TeopeMme.

Jlema 5. Hexa cy ay = ay = ... u by = by > ... dsa onadajyha wusa peasnuzr b6pojesa,
koju 3a cearo n € N 3adosomasajy:

n

Zaj < Zb]
j=1

Jj=1

Hexa je ¢ woneexcra dynruyuja dedunucana na R sa xojy je lim ¢(x) = 0. Tada je
T—r—00

> olay) < olby)
j=1 j=1
3a ceakxo n € N.

Jokas. Osnaunmo ca ¢ (r), z € R jeBu u3Box kousekcue dynxmuje ¢(r) koju mocToju
CBYJIa ¥ jecTe jeJHa HeHeraTuBHa Heonaajyha dpyuknuja. [Tokaxkumo npso jia dyHKIHja
¢(x) nosBospasa ciaenehy penpesenraimyjy:

+o0

blz) = / (2 — )¢ (u), (5.4)

—00
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rie je y. = max(y,0). mamo ga je:

70(:5 —u)ydg (u) = /x(a: —w)d¢ (u / ¢ (u)du — (x + N)¢ (—N), (5.5)

rje je N upoussosban nosurusan 6poj. U3 meneraruBnocru Jese crpane (5.5) caean na
jer

(z + N)g ‘/¢ o(x) — B(—N) < 6(x), (5.6)

3a x> —N, na je:
lim N¢' (—N) < +oou lim ¢ (—N)=0.
N—o0 N—o0

[Tourro je no npernocrasiuu lim F(z) = 0 u3 (5.6) u (5) 3ak/pyuyjemo:
T——00

lim (z 4+ N)¢ (=N) = lim N¢ (—N) =0.

N—o0 N—o0
Cayia mpeocraje ja myCcTHMO A}im y penanujy (5.5).
—00

U3 penpesenraiuje (5.4) cieau ja je:

> oa) = [ Aa)ds' (o) 1)

Mw

rae je Ag(z — ). Cingno je:
j=1
k oo
-6t = [ Bulo)ds (a), 58)
j=1 .

k
rae je Bi(z) = Z(bj — ). Tepaumo na Baxku Ag(zr) < Bi(r) 3ace z € Ru k € N,
j=1

OBo je ounrrenno tauno 3a x > by wim = < min (ag,b;). Heka je ag1 < o < ag u
bpr1 <o < by,3ap,qg<k Tamaszap > q Baxku:

q q
x):Zaj—qx<2bj—qa:+(bq+1—x)+...(bp—x):Bk(:ﬂ),
j=1

j=1

azap<q:

q
Z F—qr < Zaj—qx—(pr) (b, — x)

J=1 J=1

S}

Mﬁ
h@‘

’6

8

I

sy
ET‘

\./

Hokaz ciemu u3 (5.7) u (5.8) u HpeTXOJHUX HejeTHAKOCTH.
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AKo JorapuT™myjemMo HejeaHakocT y TBphemy 6, modbmhemo ga je MCIymeH yCJIOB Y IpeT-
xozanoj jemu 3a Huzose a; = log [A\;(T)| u b; = logs;(T). Ako craBumo 1a je ¢(z) = €*,

3aK/bydyjeMo J1a je:
n

Z |A;(T Z (). (5.9)

Ba ¢(x) =log (1 +re®), r >0, ,ZLO6I/IJaMO caenehy HejeaHaKOCT:
H 14+ 7A|) < H 1+ rs;). (5.10)

Ha 6rcMo OpomeHmIn MaTpudHn Tpar omeparopa T, anpoxcumupaheMo ra KOHAYHOIHU-
MeH3noHaHUM npojeknmjama. Heka je {h, },>1 nponssosbaa 6a3a XuabepToBor npocropa
H wu nexa je P, oproronanna npojexknuja na L{h1, ..., h,}. Heka je T, npojekuuja omnepa-
topa T Ha ciuky omeparopa F,:

T, =P, TP,

Jlema 6. Hexa je T € € (H) onepamop xoju nema wernysa concmeene spednocmu. Tada
je:
1) lim ||T, —T||=0
n—oo
2) lim trT, = tr'T

n—o0

3) Axo je o, = sup |\ enexmpaanu noaynpeunur onepamopa T, 2de je o(T,,) cnex-
Aeo(Th)
map onepamopa T, onda o, — 0 xada n — oo.

Jlokas. 3) Tlo upernocrasuu, oneparop T — \ je naBepTubuian 3a cako A # 0. Axo je
§ > 0, ozmaummo ca m(d) = m = max ||(T — A)~!||. 36or 1) MoxeMo omabpaTu T0BOHHO

|A=6

Besnko M (0) tako ma 3a n > M (0) Baku
1
||T, —T| < —.
m

3a TakBo n u |\ = ¢ oneparop (T, — T)(T — \)~! uma nopmy Mamy oz 1, na je
(T,, — T)(T — A\)~' + I unseprubunan. Tame je:

T, A=T,-T+T - A= [T, - T)(T -\ +I|(T -\,

na je u T,, — \ unBeprubunan 3a |\ > 0. daxae, o, < 4. O
Oznaunmo ca )\g.” 3a j = 1,2,...,n coucrsene BpejgHoctu oneparopa T,, a ca D,
TIOJIMHOM:

D,(\) =[x = 2) (5.11)
j=1
Jlema 7. Baotcu da je:
lim D,(\) = e, (5.12)

n—o0

2de je a = t1'T, na ceakom ozpanuyverom ckyny xKomnaexchur 6pojesa .
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Jlokas. Tlocmarpajmo jiorapuravcku u3soj (5.11):

D, nooa ., dD,
:—Z—(n)., rae je D, = N

. 1 .
Kako je |)\§-n)\ < 0y, 32 |A] < — MOXKEMO Pa3BUTH y MEOMETPUJCKU PeJi CBAKU CabUpax
n
Ha JIeCHOj CTPAHU:

n —+oo “+oo

== N AR = SN s (5.13)

j=1 k=1 k=1

e je sk ZA
(n)

Ba k > 1 moxkemo nponenuTu S, Ha ciaegehn maumna. Kako je ])\g-n)| < 0,, IMaMO Ja
: (n) k-1 (n) :
je sy < o, ZMJ’ |.  Axo npumennmo uejegnakoct (5.9) ma T, u uckopucrumo
TBpheme 8, mobuhemo 3a k > 1:

st < ok Tl < o7 IT, (5.14)

3a k = 1 umamo ja je:
sY‘) = tr'T,.

Jennakocr (5.13) cama ce moxke nanucaru Ha cjegehin HaUMH:

D) iy
D_n +tr'T = tr'T — s§”) — Z s,(ﬂn))\k_l,
" k=2
a aKo y3MeMO MOJYO, HCKOPHCTHMO Ja je s§”> = tr'T,, xao u (5.14), mobujamo Ja je 3a
1
A < —:
[Alo

‘ —|—trT‘ |trT—trTn|-|— T4,

— [Alow,
HAKOH IITO CYMHPAMO F€OMETPHUjCKHU PeJI.
Axo mycrumo lim , kopucrehn jemy 6, 3ak/bydyjemo aa je:
n—o0

D
JL“;JD—ﬁ“T) =0,

yHI(MOPMHO 3a ¢Be A Ha KoMIakTy. VHTerpaaehn mpeTxoany jeIHaKOCT 1Mo A 1 Kopucrehn
D, (0) = 1, nobujamo TpazKeHo. O

Mozxkemo uckopucrurn gedbununujy nogunoma D, (A) kako Gucmo uzspmmaun ciegehy
MPOTIEHY:

n

< JT+ I

7=1
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Kopucrehn nejeanaxocr (5.10) 3a r = |\| npumemeny na omeparop T,, Buaumo ga je
JIeCHA CTpaHa IPeTXOJHE HEjeJHAKOCTH MAarba, OJI;

[T+ A5 (Tw))-
7=1
Cerumo ce ga Baxu s;(T,) < s;(T), na je onua:
< TI@+ s (D).
7=1

Ako myctumo lim u MCKOPHUCTUMO MPETXOAHY JeMy, H00rjaMo:
n—o0

+o00o
e < TJ+ Al (T))).
j=1

Kopucrehn vejegnakocr 1+ 7 < e 3a cBe ocum upsux M daxTopa Ha JECHO] CTPAHU
MPETXOHE HejeTHAKOCTH, HMAMO 3 je:

M o0
Al 22 5
e < TLA+ s (T)De 2717 = Pa(a)elen, (5.15)
7=1
rie je Py nonunom crenena M, a ey = Z 5;.
M+1

Caza m3abepuMo apryMeHT A Tako Ja jeé —AQ NO3UTHBAH U IIyCTUMO Ja |A| Texu y
beckonaunocr. Kaxko je nosmuomua dyHKImja crnopuja oj ekcnonennujasine, u3 (5.15)
3aksbyuyjemo ja je |a| < ep. IMomro £y texu mynu kajga M rTexn GECKOHAYHOCTH,
cnean ja je o = 0, ama je u tr'T = 0. OBuwMm je 3aBpien jgokas Jjeme JIujackor, a caMum
TUM U JT0Ka3 (opmysie Tpara. O

Ha kpajy HaBemmo Kako ce MOKe W3pavdyHATH TPar 3a je/IHy MHPOKY KJIACy OmepaTopa.
Heka je K unrerpaJinu oneparop obJmka:

= /K(s, tu(t)dt, (5.16)

Koju jenyje na Xuabepros npocrop H = L2[0,1]. Ilo3naro je ja mHTerpajHu omepaTop
ca HempekuaHuUM jearpom K jecte kommakTan omeparop (B. [1]).
Anjyurosanu onepatop K* oneparopa (5.16) Takolje je uHTerpainm onepaTop ca jesrpom
K

K*(s,t) = K(t,s).

Jacro je ga je K camoazgjynroBan ako u camo ako je K* = K. Cnenehy Teopemy j10Kka3ao
je Mepcep 1909. ronune:
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Teopema 12. Hexa je K cumempuuna u nenpexudna dynkuuja no s ut. Hexa je jow K
nosumusar onepamop. Tada ce jezepo K moorce paseumu y yHUuPoOpMHO KOHBEP2EHMAH
peo:

K= Z kie;(s)e;(t), (5.17)

2de cy k;j u e; pedom concmeene epedHocmu U HOPMAAU3OEANHE cOncCMeene PYHKUUje
onepamopa K.

Jlokas. Mowxke ce nahu y [5]. TIpernocraska ja je K nmosurusan omeparop Mozxe ce 3ame-
HHUTHU U C.}Ia6I/IjOM— Jda IIOMEHYTH OII€ePpaTOPp UMa KOHAYHO MHOI'O HEI'aTHUBHUX COIICTBEHHUX
BPEJIHOCTH. O

Axo y jennaumnu (5.17) craBumo ga je s =t U HPOUHTErPATUMO, JTOOUjAMO:

oo

/K(s, s)ds = Z k;. (5.18)

Kako ce 3a mo3uTuBaH camMoa/ijyHTOBaH OIEpPATOpP CONCTBEHE W CUHTYJIapHEe BPEIHOCTH
MTOKJTAIA]y, MOXKEeMO 3aKJbyIATH:

IMocnemuia 2. Unmezpasnu onepamop koju 3adosonasa ycaose Mepcepose meopeme
jecme nykaeapan. Tarxobhe, mpaz 06akxeoz onepamopa jednak je UHMeE2PaLy He20602 je32pa
Ha QUJa20HaAl.

@opwmysta (5.18) Bayku U y ONIITHjeM CIydajy:

Teopema 13. Heka je K unmezpasnu onepamop koju je HykAeapar U umMa HENpexuoHo
jesepo K. Tada eascu:

o0

jK(s, s)ds = k.

7=1
/loxas. Moxke ce nahm y [5]. O

ITpumep 2. Nspauynajmo Tpar marerpaanor ouneparopa K dmje je jesrpo garo ca:

_Jar—y), 0Kz<y<T
K(x’y)_{y(ﬂ—x), 0<y<z<m.

Comnctiene Bpeanoctu oneparopa K 3aji0oBospaBajy cienehy jeaqnaxkoct:

Kf = / K(.y)F(y)dy = A (2),

OJTHOCHO:
s

(v =) [ufwdy+ [ (== f)dy =2 (@)

T
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Onaszie Buaumo Ja 3a concreny dbyuknujy f Baxku ga je f(0) = 0 u f(7) = 0. Ako
nudepeHnupamMo IPeTXoaHy jeIHaKOCT [0 X J100uheMo:

x T

- / uf ()dy + / (v — ) f(y)dy = \f'(x).

0 T

Jndepenrmpajmo mpeTxony jeanakoct. Baxkn:

—zf(x) — (r —2)f(z) = Af"(2).
Axo pemmmo qudepennujanny jenmaunmy f’+ T f = 0 u ysmemo y o63up yenos f(0) = 0,

nobuhemo pememe f(x) = C'sin x\/§ Kaxko je u f(m) = 0, To Mmopa Gutu sin W\/§ =0,

T ) T
OITHOCHO A, = —. Moxkemo 3akmynTn na je trK = 5 [Ipumenom Teopeme Mepcepa,
n

0Baj pe3y/aTaT MozkeMmo joouTtu Opke. Hamwme,
A 3
s
/K(m,x)dw = —,
6
0

a 1o je ympano Tpar oneparopa K.

ITpumep 3. Cerumo ce nmpumepa 1. Tamo cMo m3padyHA W CHHTYJIapHE BPEIHOCTH 3
oneparop mHTerpamnuje. Kako je y ToM ciaydajy S, ~ %, 3aKJbydyjeMo Jia OlepaTop
HHTErpalyje Huje Hykjaeapad. /[o ucror 3ak/bydka ce MOzKe JOhW U HPUMEHOM Teopeme
JInackor. Hawmwme, jtako ce MoyKe TIOKa3aTH Jia OlepaTop WHTErpalyje HemMa CONCTBEHUX
Bpeanoctu, ma je trV = 0. Ca japyre crpaHe, ako m3padyHaMoO Tpar OBOI OIlepaTopa
y oxmocy Ha 6a3y f,(1) = V2cos2mnt,n > 1, fo(t) = 1, gu(t) = V2sin2wnt,n > 1
noduhemo ga je trV = %
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6 PerynapuzoBanu tpar 3a IlItypm-JInyBuiioB oneparop

[Tocmarpajmo Itypm-JInyBusios npobaeM Ha cermeHTy |a, b]:

9" +a(x)y = My, (6.1)

y(a)cosa+ 3y (a)sina = 0, (6.2

y(b) cos B+ y'(b) sin g = 0. (6.3)

: m(x—a)

Bes ymamema onmrroctu mozxkemo cmarparu ja je a = 0 uw b = . Cmena t = “a_b
a JR—

upesoju uurepsad [a, b| y unrepsad [0, 7] ne memwajyhu nupurom HhopMy rpaHuIHUX yCI0BA.

JIema 8. Concmeene dynxuyuje p(x, A1) u @(x,\) Koje odeosapajy passuvumum con-
CMBEHUM BPEOHOCTIUMA A1 U Ao JECY OPMO20HAAHE, M. BANCU:

™

/90(93, A)e(z, Ao)dx = 0.

JIema 9. Concmeene epedrnocmu epanunnoz sadamxa (6.1)-(6.2) jecy peasnu Gpojesu.

Jlokas. Heka je Ay = u + v kommiekcua comncrsera Bpeanoct [lltypm-JInysuiosor
npobisiema (6.1)-(6.2) kojoj oxrosapa concreena dyukuuja @(z, A1). Kako cy 6pojesn «
u 3, anu u dbyHknuja ¢(x) peasnu, To je U g = Al = U — 1V COLCTBEHA BPEIHOCT IOCMA-
TpaHor mpobyiema, Kojoj oaroapa concrsena ¢gyuknuja ¢(x, A1). Ha ocHOBY mperxo/He
JieMe BazKu:

/ |QO<I7 /\1>|2d'x7
0

omakie cieau aa je p(x, A\) = 0. O

JIema 10. Axo je q(x) nenpexuona dynrxuuja na unmepsary la,b], mada 3a cearo «
nocmoju jeducmeeno pewerse (x, A) jednauune (6.1) xoje sadosomasa ycaose:

ola,\) =sina u ¢, (a,\) = —cosa
3a ceako Purcupano x € [a,b], dynruyuja o(x, ) je uesa Gynryujia no .
Jloxas. Crasumo na je po(x,\) =sina — (z — a) cosa, a 3an > 0:

T

en(T,A) = @o(z, A) + / (q(t) = N)n_1(t, \)(z — t)dL.

a

[Tomrro je g nenpexkuana, umamo ga je |q(z)| < M, 3a © € [a,b]. Heka je |A| < N. Tazua
je lpo(z,\)| < K, 3a x € [a,b]. Cana MozkeMo 3ak/byunTn ja je 3a n = 1:

o1 N) = eala V| < [(M + N)K(e — t)dt = JK(M + N)(a — a).

a
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JIOK je 3a n = 2:

xT

on(T.N) — pur(2,) = / (@(8) = N (@nor(t, A) — puoalt, V) (& — 1),

a

|90n(x’ )‘) _Qon—l(l‘a /\)| < (M+N)(b_a)/|90n—1(t7 )‘) _Spn—2(tv )‘)|dt

OtaBie MOZKEMO 3a/byIUTH 3 je:

K(M + N2(b—a) /“‘”(t oy — KOTH N2 0w — o)

|g02<37,)\)—g01(l',)\)‘ g 2 = 31 )

a

" YOITe:

K(M + N)"(b—a)" ' (z — a)"“i

|on(x, ) = n_1(z, N)| < (n+1)!

30or Tora pe
(pn(va) = (p()(l‘, )‘) +Z‘Pn(x7>‘) _(Pn—l(xv)‘) (64)
n=1
yaudopmuo kouseprupa 3a |A| < N u z € [0, 7]. Kaxo je 3a n > 2

ol N) — (2, 0) = / (4(8) = N @r (£, ) — puslt, ),

a

Pul@,0) = pa(,0) = (a(2) = A)(pn-i (2, A) = prozlz, A))dt,

pen nobujen mudepenupamem pega (6.4) jeanom mm asa myta Takohe yHuOPMHO KOH-
Beprupa mo r. 300r Tora je:

P (@A) = Y (pal@,A) — (@ N)
= S0/1/<x7)‘) - ng(va) + Z(QD;;(‘% )‘) - (p;fl(l’7)‘>>

o0

= (4(2) = N {po(@, A) + Y (0n1(2, ) = gzl )}
= (q(x) = Nep(z, ),

na je jacHo jga @(r, ) 3a70Bo/baBa MOYETHY jeJHAYHHY, KAO U JIa 3aJ0B0/baBa MOYETHE
yenose. [a je o(x, \) nena dbynkuuja no A ciaean u3 yaudopMHE KOHBEPreHIUje peja
(6.4) u crpykrype dyukuuja @, (x, A).

O
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Axo y (6.2) craBumo ja je ctga = —h u ctgf = H, rpaHuvHN yCJIOBHU Ce CBOJIE HA:

y'(m) + Hy(r) = 0.

Osuaunmo ca ¢(z, \) pememe jeanaqune (6.1) Koje 3a10B0/baBa yCIo0Be:
©(0,\) =1u ¢'(0,\) = h,

a ca ¥ (x,\) pememe (6.1) Koje 3a70B0ObABA:
Y(0,\)=0u¢'(0,\) =1

Jlema 11. Osnanumo ca X = s*. Tada je:

T

o(x, \) = cos sz + gsin sT + % / sin {s(x — 7) }q(7)o(T, N)dT, (6.7)

X
sin s 1

+4 s {sta = atr)otr Nr (6.5)

0

¢($a )‘) =

S

Jlokas. Kaxo ¢(z, \) 3agoBo/basa jennaauny (6.1), o je:

x T T

/sin (s(z — 7))q(T)e(T, \)dr = /sin (s(z —7))" (7, N)dr+5 /Sin (s(x — 7))p(T, N)dT.

0 0 0

AKo mpuMeHHMO TMapIUjaHy WHTErPAIHjy /Ba MyTa HA MPBU WHTErPAJ Ca JIeCHE CTPaHe
IPETXO/HE jeJIHAKOCTH M y3MeMO y 003up yCJoBe Koje 3aj0BosbaBa (pyHKIUja ©(, A),
JI00HjaMo:

xT

/sin (s(x —7))q(T)p(T,\)dT = —hsin sz + sp(x, \) — scos sx.
0

Cmuuno ce pokasyje tBheme 3a dyuxumjy ¥(z, A). O

Jlema 12. Osnauumo ca s = o +it. Tada nocmoju sy > 0 makeo da je 3a |s| > sy:

€\t|z
oz, \) = O(el™®) Wz, \) = 0( " ) (6.9)
IIpeyusnuje, eascu:
[t|z
oz, \) :cossx+0<€|8| ), (6.10)
sin sz eltlr
Pz, \) = . —|—O<‘S|2). (6.11)

Cee npouene sasice ynugopmmo 3a x € [0, 7).
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Jloxas. Crasumo na je o(z,\) = e F(x). Taza, ako mpuMeHHMO MPETXOMHY JeMy I
moze Mo jennakoct ca el mvamo na je:

x

h 1
F(z) = e " (cos sz + —sin sx) + B / sin (s(x — 7))q(7)e"" M P (1)dr.
s
0

h x
Hexka je u = m[gux] |F(z)|. Taga je p <1+ ||—|| + |NJ—| / lg(7)|dT, omnoCHO:
xze|0,7 S S
0
1+
/"L < T Y
1= & Jlatolar

s
ako je MMeHmJal pasjoMKa nosurusad. Akxo ysmemo ja je |s| > [|q(7)|dr, axkuhe
0

nperxoiHa HejegHakoct, ma saxku aa je o(x, \) = O(el®). Tlpemusuuje omene mory ce
JIOOWTH 3aMEHOM TMOKA3aHUX OIEHA Y MHTEerpaJie y MPEeTXOIHO] JIEMH. 0

Caza MoxkeMo 1ouern ca ojapehuBameM acuMuToTckux (Gopmysia 3a CONCTBEHE BPE/I-
nHoctu 11Itypm-JInysunoBor npobiema. 3a cBako A dyHKIuja @(xr, \) ounuraegsHo 3ajo-
BO/bABA IIPBU I'PAHUYHE YCIOB. Jlakje, CONCTBEHE BPEIHOCTH J00UjaMO aKO 3aMEHHMO
o(x,\) y Apyru rpaHudHu ycaoB. Ilokasaam ¢MO Ja €y COICTBEHE BPEJIHOCTH MOCMa-
TPAHOI' I'PAHUYHOI 3a/aTKa peajiHe, a KaKO Ce MOXKe HOKa3aTu Jjia je OpPOj HeraruBHUX
COTICTBEHHX BpejHOCTH KoHavaH (B. [6]), umamo na je Ims = 0, ma nporieHa u3 nperxoHe
JieMe j1ioouja obJIvK:

oz, \) = cos sz + O (1) | (6.12)

S

Jame, mupepennupajyhu 6.7 o x u Kopucrehu IpeTXO/HY OIEHY, HUje TEIKO OKa3aTh
J1a, BayKH:

/ 1
0, (x,\) = —ssin sz + hcos sz + O <—> (6.13)

S

Casa, 3amemyjyhu Bpeanocrn bynxmmja o(x,\) n o, (z,\) u3 omena (6.10) u (6.13) y
JPYTH TPAHUYHE YCJIOB, n00ujaMo caenehy jenavunny 3a cOnCTBeHe BPEIHOCTH:

S

1
—ssins7r+(h+H)coss7T+O<—> =0. (6.14)

Ba Bequke § jeanaunna (6.14) ouursenno numa peniema Koja Jexe O0au3y menx 6pojesa.
[Tokazahemo ja, modeBnn 01 HEKOT JOBOJHHO BEJIMKOT 1, OJIM3Y CBAKOT' 1 MOCTOjH CAMO
jenan kopen jeanaunne (6.14). YV 1y cBpXy, audepeHEpajMo JeBy CTpaHy jeJIHAKOCTH
(6.14) 1o s, mro je moryhe yunuutH jep je O(%) anauTnuka Gyskiuja mo A. lobujamo:

—sinsm —wscos st — w(h + H)sinsm 4+ O(1) = —ws cos s+ O(1).

Huje reniko BuieTn jia oBaj u3pas HUje HyJI1a 38 BPEJIHOCTH S Koje cy 0/1u3y neJsiux Opojena.
Kao mrro cmo Beh pekJin, concrBene BpeJJHOCTH CY KOPEHH jeTHAYMHe:

o(m,\) + Ho (1, \) = w(\) = 0.
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CraBumo \ = s°.

Tazna je w(A) = wi(s). U3 dopmyne (6.7) caeau na je wi(s) nesa
dbyukumja ox s. Jlame, u3 acumnrorckux ¢gopmysa (6.12) u (6.13) ciaeau na 3a sin sw # 0

BazKu:
1

) = ~trssinsr(1+0( 1)), (6.15)

5]

¥Vamumo y s—pasuu Kpyr Dp nojaynpeunuka R = N + %, rjie je N mpupogan 6poj. 36or
teopeme Pynrea u acumnrorcke dpopmyste (6.15), yayrap kpyra Dg 6poj Hysia dyHkimje
wi($) jennak je 6pojy Hyna dyHKImje ssin sm, 1j. jeanak je 2N + 1. Oyukruja wi(s) je
mapHa, ma MOYKEMO MOCMATPATH CaMO HheHe MO3UTHBHE Hy/ae. CBaKOj MO3UTUBHO] HYJIN
dbyukuje wi(s) oaroBapa CONCTBEHA BPEIHOCT, OJHOCHO OGPOj COICTBEHUX BPEJIHOCTH Sj
Koje cy mame oj N + % jecre N + 1. Mopa 6uru:

Sp=mn+o(1). (6.16)

Hauwme, ctaBumo ja je s, = m, + o(1), tae je m,, # n. Ca jeane crpane 6poj CONCTBEHUX
BPEJIHOCTH Sk KOje Cy Mambe 01 S, jeanak n+ 1 (k= 0,1,...n). Ca apyre crpane, 360r
IIPETXOJIHOT, Y KPYTy IHOJIyIPpedYHUKa My, + % mMopa outu 2m,, + 1 nyma dynxmnuje wi(s).
Tana 6u 6poj CONCTBEHUX BPEIHOCTH S KOje Cy Marbe oJ] S, 0uo jeanak m, + 1 # n + 1.
OBa KOHTpaJIKIHja MoKa3yje j1a 3amcra Baxku dhopmyna (6.16).

Heka je s, = n+ 6,. Taga jeqnakocr (6.14) npenasu y:

(n 4+ 0,)sind,m + (h+ H) cosé,m + O(1) = 0.

sind,,m = O (l) ,
n

1j. aa je 0, = O(1). Haxie, 3a sejuko n kopenn (6.14) umajy obuuk:

OpnaBre ciaenn ga je:

n

5 =n+0(1). (6.17)

[Iperxona acumnrorcka (popmysia MOXKe ce 3Ha9ajHO 1MODOJBIIATH aKO Ce HPETIIOCTaBU

na q(xr) uma orpannven uzBoj. Ako jgudepeniupamvo (6.7) 1Mo x, a 3aTUM 3aMEHUMO
! .

BpeaHoCTH W(T, A) 1 @, (x, \) y ApyTH rpaHUYHE YCIOB, 100HjaMo:

(—s + B)sinsm + Acossm =0, (6.18)

rie je:
™

H
A=h+H+ /(cos sT — —sins7)q(7)(T, N)dT
s
0

hH [ H
B =—+ [ (sinst 4+ — cos s7)q(7)p(T, A)dT.
s S
0
36or jemnakocru (6.12) uspaze A u B Moxkemo namucaru u'y ciaenehem obiuky:

S

1 [ - 1
A:h+H+§/q(7’)d7’+§/q(T)cos2srdT+O(—),
0 0
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B =

N | —

[ 1
/q(T) sin 2s7dr 4+ O (;) :
0

[Tomrro cMo mpeTnocTaBuin jia ¢(x) uMa OrpaHuyYeH W3BOJ, OHJA TpuMemyjyhin mapiu-
jaqHy MHTerpalujy, T00mjaMo:

/q(T) cos 2stdT = O (l), /q(T) sin 2s7dr = O (1)
s s
0 0

36or nperxoaHux jeaHakocTu, 3a A u B Baxku:

1 ™
A:h+H+h1+O(g), hlz—/q(T)dT,

()

Cana jennakoct (6.18) mozkemo 3anucaru y o0/IMKY:

1

()

AKko omer craBuMo s1a je S, = n + d,, oHJa je:

h+H+h 1
tgmd, = l+o<_>7

tgsm =

n

ma je caMuM THUM H:

™

MozkemMo 3aK/byIuTH 12 je:

1
sn:n+£+0(—), (6.19)

| [
mejec:—(h—i-H—i-—/q(T)dT).
s 2
0

Axko upernocrasumo ja je ¢(x) € C?(0,T) MoxKe ce OKa3aTH U Nperu3Huja aCUMITOTCKA
dopwmyna:
sn:n+—+—+0(—) (6.20)

Dopwmyaa (6.20) moxke ce jorr mobospimasarn (B. [6]), aau je HaMa U OBa MPOIEHA JOBOJHHA
KaKO OMCMO m3padyHa I peryaapu3zoBanu Tpar 3a LITypm-JInyBuaos npobiem.
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PaBMOTpI/IMO I'PaHUYIHU 3adaTaK:

y'+ (A —q(x))y=0 (6.21)
y'(0) — hy(0) =0, (6.22)
y'(m) + Hy(r) = 0, (6.23)

rie je ¢ € [0,7], q(z) € C*(0,7), a h u H cy npousposbie KoHcTaure. (O3HAYUMO
ca Ao, A1,..., Ay, ... COICTBEHEe BPEeIHOCTH OBOr 3ajaTKa. Kao mro cmo Beh mokazaan
paHmje y OBOM IOIVIABJ/bY, 34 JIOBO/BHO BEJIMKO N Baxku ciejgeha acummnrorcka (opmyiia:

c 1
Ap = — — ], .24
V4 n+2n+0<n3) (6.24)
rie je

2 1
c=— h+H+§/q(x)da: . (6.25)

N3 dbopmyne 6.24 creqn na je:

ma je:
Z()\n —n?—¢) < +oo. (6.26)
n=0

Cyma pena (6.26) masusa ce perysapusoBanu Tpar npsor pejga 3a 1Itypm-JIuysuaos
oneparop. Onaj mojam ysenn cy lesbdanm u JleBuran 1953. rommbe y pamy y KOm
cy m u3pauyHajan peryiaapusoBanu tpar 3a [lItypwm-JIuysuiaos omneparop. I[lnmp mgamnx
pasMaTpama i H3padyHaBamba OBOT MONJIAB/ba JeCTe JIa TAYHO OJpeuMo cymy pea (6.26).
Osmaunmo ca ¢(z, \) pememne jeanaqune (6.21), Koje 3a/10B0/baBa MOYETHE YCJIOBE:

©(0,\) =1m ¢, (0,\) = h.
Tama cy concrBene BpeaHOCTH A, KOpeHH Iejie (DyHKITHje:

A= @ (1, \) + Ho(m, \). (6.27)
3aro je, Ha ocHOBY AmamapoBe TeopeMe 0 (haKTOPU3AILM]H,

gp;(w, A+ Ho(m, \) = AD(N), (6.28)

o
: A .
upu uemy je P(N\) = H (1 — )\_>’ a A Heka KoHCTaHTa (KOja Ce MOXKe TadHO OJIPe/IHTH,
n=0 n
B. [6]). Ako je A\; = 0 3a Heko j, oHga ce unHmIAL 1 — " 3aMemyje ca — .
n
I zeja je ga pasmarpaMo aCUMITOTCKO NOHAIIAE 00e crpane jeanakoctu (6.28) 3a 10BOJBHO
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Besimke HeraTtuBHe A = —u. Ha Taj Haunn hemo uzjennadaBameM KoedumumjeHaTa y3 o-
o0

ropapajyhe cremnene IpoMeH/bUBE (i JOOUTU KOJIHUKO je Sy = Z()\n —n? — ¢). [Ipso hemo
n=0

pa3Marparu JiecHy cTpany jeanakoctu (6.28).

Kopucrehu passoj dyukuuje sh(z) y 6eckoHauHu npon3BojL, 3aKbydyjeMo ja je:

102 - o) HUE e

Ao s 1 W\/ﬁ
n=0 L
H(l—'—nz)
sh(m
= GO 0 - (629
re je
1 n?
@ =51
d n?—\,
s = 1— .
(1) H( )

VY ¢BPXy M3ydaBamba aCUMITOTCKOr noHamarba Gynkuuje $(n) 3a Beauke n03uTuBHE [,

mocMaTpajmo:
ooool 2_nk ooloo 2_)\nk
woi =3 (1-5) 22k () -2 ()

ape onene 6uhe 3acuoBane Ha ciiesehoj:

Jlema 13. Axo je [n? — \,| < a, onda je

i In? — A, |k 7 a”
— (u+n2)k = 2 Iuk_%

/lokxas. Baxu cienehn Hu3 HejeHAKOCTH:

Anl® o T e w kx
S <t Y <t [ <y [ TiE <
(1 +n?)k — M+” / (n+ )k = b= / L+ ke
O
Pasmorpumo nonamame ¢yukiuje In W(u) kopucrehn nperxojuny jemy:
S PR T D W LA 1 R — (a)k 3
1 7 =2 LS (2 =o(uh). (6.30)
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OcraJjio je ma BUAMMO IITa ce jgemmaBa y caydajy kaga je k = 1. Kopucrehu ga je m +n2 =

(1 — u+n2> J1001jamo:

. n2—\, N\, —n?—c =1

0 2

= C.Z,qunQ —ZA —n?—c ——gk —n?—c)- ,uin2

Kako je:
sup |(A, — n? — ¢)n?| < +o0,
n
TO U3 MPeTXOjHe JeMe caean caenehia onena:

2

— Z Ay —n*—c)- " __0 (,u’%> : (6.31)

K= potn?
Ha kpajy j100ujamo:
ln@(u):c-i ! —l—li()\ —n2—c)—i-0<,u_%>.
n=1 /L+7”L2 ’unzl '

Ocraso je jour ga anaam3upaMo IPBU cabUpak U3 MpeTxoqane jeqnakoctu. [lozmaro je ma
BaKU:

i 1 m-cthryp 1
2_ -5
— pntn 2\/1 20
ma je :

= 1 ™ 1

— ___i_O(fQﬂ\/ﬁ)'
}: 2
—ptn 2/ 2p

Cajia MOYXKeMO 3aK/by9uTH J1a je:

1 3
InU(p) = 2\/_ M(3A+——A0)+O( a).
Hasmwe je:
cT 1 c

V() = ep(2ﬂ+—(s,\+§—)\o)+0<ug>>

= 1 C_ﬂ-_|__( _|_E_)\) lﬁ l O(‘%)

WA R R H

c c cAr? s
= 1+2\/ﬁ+_“+§+T_A°)+O(“ )

McKOpUCTUMO 0Baj Pe3y/ITar u BpaTuMo ce Ha jeaHakoct (6.29):

C 6271'2

O(—p) = %Cle’“/ﬂ (\/ﬁ—i-?—i—#(s,\—l— 5 +T)+O( )>. (6.32)
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Bparumo ce caga nHa jemHakoct (6.28) W aHAIM3MPAjMO aCHMIITOTCKO TOHAIIAME JIeBe
CTpaHe 3a JOBOJ/bHO BeJIHKe HeraTuBHe A = — . Jla 6ucMo orakImaam padyH, IpeTIocTa-
™

BuMO ja je h=0mu /q(m)dw = 0. Ommrn coiydaj moxe ce wahu y [7].

0
Ca moyeTka oBe TJIaBe 3HAMO JIa BaxKu (popMmyia:

o, —p1) = chy/ix + % | attshte = 0pete, -

Kopucrehu nokazany oueny (8. jiemy 10) nupumermeny ua s = i//i, ©MaMo 1a je:

(2, —p) = chy/fiw + O (Gf;) , (6.33)

ma je:

olr—p) = ; ﬂf{u—/ n—t))chmtdwo(%”

= oy ]

[Ipeljumo ua apyru cabupak mocmarpane jegaakocru (6.28).

™

’

o, —1) = /Fish iz + / h/fi(x — Da(t)p(t, ~p)d. (6.34)
3ato je ¢, (x, —jt) y TaUKK T = T 1aTa ca:
o, (7, —p) = %e”\f{\/ﬂr \/_( q(0) + q(7)) + O (%”
Caxa je:
o, —1) + Hipl, ) = ™ {H R+ f< 2(0) + q(m) + O (%) }

Axo ce Bparumo Ha jeiHAKOCT (6.28) 1 HCKOPUCTHMO JI00UjeHe pe3y/ITaTe, MOKEMO 3aK/bY-
qntn 1a je AC] = 7, a 3aTuM u:

O a0 (H) = T4 L (wrE ) o

NsjennavaBajyhu koedunujenre y3 \/%7, JI00MjaMO TpaKeHu pPe3yJsiTar 3a Sy:

S\ —

7(2(0) +q(m) = — — —-. (6.36)
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7 Perynapu3oBaHu Tpar - aiCTpakKTHHU CJIydYaj

Hakon npsux pesynrara I'exdanga u JleButana, Teopuja peryaiapu30BaHHX TParoba
JudepeHnjajHuX olepaTopa ce MHTeH3MBHO pa3Buja. Pasmarpama oOyxsarajy rpa-
Hu4dHe JudpepeHiujajine 3a/laTke BUIEr Peja, 33/aTKe Ca CHEeKTPAJHUM IIapaMeTpoM y
IPAHUYHUM yCJIOBUMA, Ka0 U y KoeduimjenTuma camor 3a1atka uti. [lputom, padynajy
ce W peryJapu30BaHU TpPAaroBU BHIIEr pejia, Tj. CyMe CTeleHA COINCTBEHUX BPEJTHOCTH.
OTKpuBeHe cy pa3He MeTo/ie 3a IbUXOBO H3padyHaBaibe, a OBJle he OUTH IMpUKa3aH jeJaH
OTIIIITH AICTPAKTHUA METOJ, 32 HAJTaYKeIhe Peryaapru30BaHUX TPAroBa, y OHOJ MepH KOJHKO
je moTpebHO Jla ce MOHOBO Jiohe JI0 pe3ysrTarta 3a 1npBu peryjiapuzoBanu tpar [typwm-
JInyBujioBor oneparopa.

Hedbuanmuja 10. Oneparop T koju jgenyje Ha cenapabuyinu XuadbepToB mnpoctop H
Ha3UBa ce JUCKPeTHH aKo IOCTOjH HeKH KOMILTeKcaH 6poj Ao Takas ja je Ry, = (Ag—T)~?
KOMIIAKTAH OlIeparop.

Jlakie, onepaTop je AMCKpeTaH akKo My je pe3oJiBeHTa KomnakTHa 3a Ag € C. 3a cBako A
W3 Pe30JIBEHTHOT CKYTa, BayKu XHUJI0ePTOB MIAEHTUTET:

Ry — Ry, = (A= Xo)RAR),,
ma je R) KOMIIAKTaH 3a CBAKO A U3 PE30JIBEHTHOI CKYIIa, aKO je KOMIAKTaH 3a 0ap jeJaH
Ao-

Hedbunumuja 11. Heka je T puckperan camoajjyHroBaH oneparop Ha XujadepToBOM
npoctopy H. Axko mocroju koucranTa ¢ € R Taksa ma je:

(TS, f) =], f)
3a cee f € H, oHJa TAKAB OMEPATOp HA3MBAMO IIOJYOIPAHIHYEHUM (OrPAHHYEHUM OJ103]10).

Heka je T camoajjyHroBaH JUCKpeTaH olepaTop OTpaHHYeH 010370 U HeKa je P orpa-
HUYEH oneparop Ha cemnapabuinoMm Xumibepropom mnpocropy H. O3Haummo ca A\p 1 @
PEJIOM COTICTBEHE BPEIHOCTU W OjiroBapajyhe HOpMa/n30BaHe COICTBEHE BEKTOPE Olepa-
topa T. Hexka je (ur) uus concrBenux Bpejgnoctu oneparopa T + P, koje cy ypehene
pactyhu mo momysy. Ako mocroje kKoncranre C7; > 0 u Cy > 0 TakBe j1a BaxKu:

Cl<%<02,

OHJIa MHUIIEMO G, = b,,.

Teopema 14. Axo je N1 (T) — A (T) < nr! (0 < p<1), npu uemy cy \, pasauuume
concmeene epednocmu onepamopa T, u axo je P € B(H), onda je:

S (i — M — Py o) = 0. (7.1)

k>1

/
Cumbon g 03HAYMG6a 04 CY u3pasu Koju CY UHOYKOBAHU CONCMBEHUM BPedHOCMUMA
k=1
suwecmpykocmu eehe od 1 epynucanu. Ako cy cee concmeene 8pedHOCU, OCUM HUL

KOHAYHO MHO020, NPocme, 0Hoa 8aHCU:

D (e = M — (Pgy, 1) = 0. (7.2)

k>1
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JIoKaKNMO TTPBO HEKOJIMKO JIEMA.

Jlema 14. Heka je \y < Ao < ... < A\, = +0 u 0 < p < 1. Tada je i1 — Ay Anﬁ_l
aKO U CAMO KO je Api1 — Ay X AP,

Jloxasz. =: U3 ycsioBa ciean ja je:
1 9 1 9
C(177110 < )\n—i-l - )\n < Can )

3a C7 > 0 u Cy > 0. Ako mpocymMmpaMo MpPeTXOIHY peaamujy, 100mjaMo A,i1 — A\ <

n

1
Cy /xp 'dx, a cavum TaM T )\, = O( ). Comamo ce mo6mja ga je \, > const - np na
0 1 1
MOYKEMO 3aKJBYUUTH Ja je A, X nr. 13 A1 — A, <X ne ! CHeMH JIa je Apy1 — Ap X AL7P.
<: AKo je Apy1 — A <X AP onza mvamo s1a ’\”“ — 1, ma je

Ang1 — Ay X /\n+1

Hasbe je
An
Mg — A A2
Ci(n—1) < Z% < /xlpdx <
AL p
k=1 k+1 A

1
OJTHOCHO \,, = nr. CIH4IHO ;L061/IJaMo oOpaTHY HejeJHAKOCT, Ma je A, =< np U3 A\pi1—An
AP cnenn naje Mg — Ay < = nr L, O

Heka je T, = {\ : |\ = r,, = 2250nt1) () = —L— 3 IlImuToBor pa3soja 3a
j 2 Z =l )
1

>

pesonsenty R, = (z — T)~! moxkemo npumerntu ja je ¢(z) = ||R.||:.

Jlema 15. Axo je z € Ty, onda je ¢(z) <

3asucu 00 n.

(0 < p < 1), 2de koncmanma Cs ne

1 .
Jlokas. Kaxo je 3a z € T, ¢(2) < ¢(rm) u —— =< n'"7%, noBosbno je sokazaru ja:

n—An
e n—1
1 Cylnn 1 Cylnn
Z S 41 1 Z S 41 1
k=n+2 Ak =T nr Pl Ak nr_
Nmamo na je:
=1 0 A=A T \
Z )\ <O5 Z 1_];# <C5 / 1_17—:057“‘2_1]7)(”_—’_1)7
k=n-+2 k= Tn k=n+2 >\k (Ak - Tn) Ao x (l’ - Tn) n
+00 o1
rae je h(z) = [ —=dt u koncranra Cs me 3aBucu of n. II3 acHMITOICKe peaije

T

1
h(zx) ~—In(z —1) kaga x — 14, 7, X ne, ’\Z—Zl — 1 u nperxomHOr padyHa, CIeId 12 je:

Z t lnn
COHS
)\k —Tp

k=n

JIpyra HejeTHAKOCT MOXKe ce MOKA3aT! CJAUTHO. O
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Jlema 16. Onepamop T + P je duckpeman.

1

Jlokas. Kaxo 3a pe3osiBeHTy camoa ijyHrosasor oneparopa saxu ja je | R, (T)|| = —————
d(z,0(T))

(B. [9]), To 32 z € I';, nmamo Ja BaxKu:

Pl _ G

<
IPILIS 36 o0y < i

— 0, n — oo.

36or nperxogne penamuje omeparop I — PR, uMa orpaHndeHd HHBEP3HU OIEPATOD 34
z € I';, ako je m JI0BO/bHO BEJIMKO U BaZKH:

(z=T-P)"'=(z—-T)"'> (PR.)".

n>0
Kako je R.(T) komnakran, To je u (z — T — P)~!, na je T + P auckperan. O
JIOKazKMMO €aJia TIaBHY TEOPeMy Ca MOYEeTKa IMOIJIaBIha:
Jlokas. Hexka je Ry = (A—=T —P) ' u Ry = (A —T)"!, A€ T',. Taza je:
A= (T+P)=A—(T+P)(A=T)Ry=(I—-PR\)(A\—T).

Kao y jokasy nperxosane jieme, orneparop I — PRy uma orpannven WHBEP3HU ONEPATOP

1 BasKu: 1-PRy) — Z(PR/\)n_

n>0

I3 npse penanuje ciaean, kopucrehn ga je (AB)™!' = B~1A™L:

R, — Ry=> R\(PR))",

n=1

OJIHOCHO:
R, — Ry — R\PRy = Y Ry\(PR))".

n=2

Omnepatop R) je HyKJieapaH, I1a MOYKeMO HAIUCATH:

tr(R) — R)) — ttRy\PRy = ) " trRy\(PR))". (7.3)
n=2
Kopucrehu na je Rl)\ = —Ri M KOMYTaATUBHOCT Tpara orneparopa, iMamo:

d
atr(PRA)k = trk(PR)\)F'P(Ry) = —ktr(PR))*'PR\R\ = —ktrR\(PR))",
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Axo pesnanujy (7.3) OMHOXKMMO ca A M IIPOUHTErPAJIMMO 110 KOHTYpu [, nobuhiemo:

1 / 1 1 1
— [ Mr(R, — Ry\)d\ — — [ trPR)d\ = — . — [ tr(PRy)*aN. A4
2m1 (7 ) 2mi Sl Z k  2mi / H(PRy) (7.4)
Iy I k>2 I
Haunwme, xopuctehn nmaprujaany uHTerpaiujy Ha 3aTBopeHoj KouTypu [, numamo ja je:
1 1 d 1
— [ MrR\PR\d\ = — [ AM(—1)—<trPR)xd\ = — | trPR)d\.
om | NP = o5 AN RUPRAN =55 [ uPR,
T, T, T,

Amnanorno ce nobuja jmecHa crpana jegnakoctu (7.4).
Kopucrehn IlIMmuTtoB pasBoj pe3oaBenTe Ry, J1aKo ce BUIA 12 je:

b, =y P,
pt A — M

ma je:
1 1 1 -
5 [ PR = Z(Pg&k,gok)ﬁ/ N > (Peox, on).

> —
'y k>1 T, k=1

N3 ocobuna Pucosux npojekropa ciean

n !

1 ,
5 | ARy — Ra)dA = ; (1t — M),
J -

na penanujy (7.4) Moxkemo HanucaTu Ha caenehn Haunn:

n !

E (e — M — (Poow, o)) = — . — [ tr(PRy)"a\.
k  2m
k=1 k>2 T,
Caza HaAM mpeocTaje ga MIPOIEeHNMO
1
— [ tr(PRy)*d\
o | (PR
Iy

3a k > 2. Kako je:
tr(PRA)*| = [tr(PRy) (PR | < |[PRA[1 - (PR < [[P[IFI|RAl]1|| RAlI*,
TO u3 Jjieme 14 ciaean ja je:

Inn

1
ne

Hexa je I, = {A: [\l = 7,0 < argh < T1, T0 = {A: Al = 7.~ < argh < 0,

Ang1=An . . 11
dn:+l/l(pn::,l—:.JaCHOJeﬂaJeannl’ u @, = 0,n — oo.

[Iponenumo cajia

[tr(P Ry < Csl|PI[F—— [ Ral]*".

1
— [ tr(PRy)*d\.
271 r( /\)
F/

n
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Ha ocnoBy nperxojiHor, ojMax uMamo Jia je:

1 Inn
3y [ PRI < P /wmwww| (7.5)

Fl

n

% ¥Pn %
/WNWWM=/Wwwkmw:/+[
r 0 0 ¢n

HanewH < ia 3a 0 < 0 < ¥n A Hane“’H = d(’;”neig-7o'(T)) < Tnslinga 3a ¥n < 0 < 3, U3 (75)
CJIC]IN:

Kako je

1 klnn T'n'Pn 1 do
2m/tr(PR>\) d)\‘ HPH (d’;1 + rk=2 / (sin@)k1>'

I ©n

n

[Ipumerumo j1a je pynkimja:

[ME]

do
k—2
v / (sing)r—1

xT

orpannyena Ha [0, 7] 3a k > 3, na u3 nperxo/He HejeHAKOCTH CJIeJIH:

1 . lnn 1 1 1 pnn
5 /tr(PRA) d)\‘ HPH <de_2 + 7“7]3_2O<907]§_2>) < C? n(%71)(k71)7

Fl

n

1
. 1
kopucrehn ma je d, < nr~ . Koucranra C; me 3aBucu ox k u n.
Can4HO ce MOKe IMOKa3aTH J1a je:

Inn

NCECTE

/ tr(PRy) d)\’ < CE

1—\//

n

i

Hake, 3a k > 3, momrto je T mosiyorpanuden omeparop, HMaMoO:

Inn
n(%—l)(k—l) '

1 k k
I <
5 /tr(PRA) dA‘ < Ct

n

AHaJIOrHO ce MozKe BHJIEeTH Ja je 3a k = 2:

Inn

1
—,/tr(PRA) d)\‘ const
2mi

n

npu YeMy KOHcCTaHTa He 3aBucu oa n. Kako je 0 < p < 1, KoHavHO je:

n !
In’n
Z (e — A — (PSOImSOk))‘ Co—r—— =T}

k=1
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IIa "

ZI(W — M — (Por, r)) = 0.

k>1

]
[Tpumenumo oy Teopemy na IITypm-JInyBuaos mpobiiem:
y"+ (q(x) + Ny =0,
y(0) = y(m) =0,
rie je v € [0,7] u ¢ € C'0, 7] peanna dbynknuja. Axo ca T obese:kuMo omepaTop
rerepucan audepenujarauM u3pazom [(y) = —y” u rpanumarum yeiaosuma y(0) = y(m) =

0, OHJa HEje TEIKO MOKA3aTH! Ja Cy COINCTBeHe BpeaHocTH omepaTopa T mate ca A, = n?,

a oaropapajyhe comcrsere byHKIHTje ca ©, = \/gsin nz. Hexa je P : L*(0,7) — L*(0,7)
orpanmienn onepartop gedunncan ca Pf(z) = —q¢(z)f(z), mpu wemy je [g¢(z)dz = 0
0

(oBa mpernocTaBka He ymarbyje ommroct). Kako je App1 — A, = 2n 41 < (nz)%, TO je

y OBOM CJIy4ajy p = % [Iposepumo jomr ma gqu je T mosyorpanmden. AKo Hamumemo
x

y(x) = /y/(t)dt u npumeHnMo Hejeanakoct Kommu-IIIsapua mobuhiemo:
0

™ m ™

(Ty.) = [ =y @y)s = /(@) > C [y()Pde

0 0 0

N3pagynajmo cama Z(ngn, ©n). JeanocraBuuM TpanchopMaImjaMa 10oujamo:

n>1

T

2 2 2
(—q(x) - \/jsin nx, \/jsin nr) = —— /q(:p) sin® nodw
T T T
2 1— 2
_ ——/q(m) cgs nt .

= —/q(m) cos 2nxdzx.

™
0

[Tpoayzxumo dbyukuujy ¢(r) m7— nepuojuuHO U HAnUIMuMO thed DypujeoB pej y Tauku
x =m. Kako je ag = 0, sin2nm = 0 u cos 2nm = 1, nakon kpaher pauyna jobuhemo:

w — Za” - %Z/q(x) cos 2nxdr,

n=1 n=1 0
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OIHOCHO

1T
= / () cos 2nzdz = L0 U
m 1
n=1 0
Ha xpajy je
ooy 200) +a(m)

[Tocmarpajmo caga [Irypwm-Jluysuiaos npobiem:
y'+ (A —qlz))y =0,

y'(0) = y'(m) + Hy(m) = 0,

KakaB cMO pa3marpaJu y norsasby 6. T je omer omeparop renepucan audepeHujasaum
uzpazom [(y) = —y” u rpaamaanm yeaosuma y'(0) = ¢/ (1) + Hy(m) = 0. Ako norpaxxumo
HeroBe COTICTBEHEe BPEeAHOCTH, J00nhemMo ma, 300T rpaHUYHUX YCJI0Ba, OHE 3a/I0BOJhaBajy
ciaeqehy jeHavInHy:

H
t7r\/_:—,
& oY

Hr
tgr = —.
T

OIHOCHO

Pemema A\, oBe jejHadmae OYHUIJIEIHO IOCTOjE, CAMO CY CJIOXKEHHja HErO y HPETXOMHOM
npumepy. Takse cy u concrene pynknuje, na hemo ce oBjie OrpaHUYUTH HA j€IHOCTAB-
Huju ciaydaj kaga je H = 0. Hapasno, dopmysa (6.36) u3 riase 6 ce moxe jobutn
Ha OBaj HAYWH, ajJl MOApa3yMeBa KOMILINKOBaHHja M3pAadyHABama KaKo OW ce MpPeILIo
ca jemHe peryinapusainyje Ha JApyry. ¥ ciaydajy kaga je H = (0 concTBeHe BpemIHOCTH
3a7I0BObABAJy jeTHAUNHY:

sinTV\ = 0,

ma je A, = n? 3a n > 0, 10K cy oarosapajyhe comcTsere pyHKIHje ©, = \/gcos na
3an > 1upyg =1 Ako cupoBeremo padyH Kao y mperxomnom ITypwm-JInyBuroBom
3aJlaTKy, jobuhemo ja je:

= 2y q(0) +q(m)
nZ:O(Nn -n ) = 4
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