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Predgovor

U ovom radu izlo�en je jedan deo teorije o tragovima i regularizovanim tra-
govima operatora na Hilbertovom prostoru. Nakon prve glave u kojoj je prikazan
kratak pregled osnovnih tvr�e�a poznatih od ranije, u drugoj glavi definisane su
singularne vrednosti kompaktnog operatora T :

sj = λj(
√
T∗T),

i pokazane �ihove najva�nije osobine i odre�ene nejednakosti koje �e nam biti
potrebne u da	em radu. Zatim je definisana klasa nuklearnih operatora C1, kao
i trag operatora T ∈ C1 :

trT =
+∞∑
n=1

(Tfn, fn),

pri qemu je {fn} baza Hilbertovog prostora H. U qetvrtoj glavi uvedeni su tzv.
Hilbert-Xmitovi operatori i pokazano je da je C2 Hilbertov prostor sa skalarnim
proizvodom operatora A i B definisanim na slede�i naqin:

⟨⟨A,B⟩⟩ = tr(AB∗).

Slede�a glava je posve�ena dokazu va�ne teoreme Lidskog, koja predstav	a uopxte�e
tvr�e�a u konaqnodimenzionalnom prostoru, da se spektralni i matriqni trag
operatora poklapaju:

trT =
∑
j

λj(T).

Lidski je ovu teoremu dokazao 1959. godine, a mi smo ovde prezentovali dokaz Goh-
berga i Krejna, koji se razlikuje od originalnog. Ovim je zaokru�ena klasiqna
teorija tragova. Nakon rada Ge	fanda i Levitana iz 1953. godine, teorija regu-
larizovanih tragova nastav	a da se razvija, najpre za specijalne diferencijalne
operatore. Upravo tome je posve�ena 6. glava, u kojoj je predstav	en rad Levitana iz
1964. godine. Izvedena je formula za prvi regularizovani trag Xturm-Liuvilovog
zadatka:

y′′ + (λ+ q(x))y = 0

y′(0)− hy(0) = 0,

y′(π) +Hy(π) = 0,

za x ∈ [0, π] i proizvo	ne konstante h i H. Pokazano je da pod odre�enim dodatnim
pretpostavkama koje olakxavaju raqun va�i:

∞∑
n=0

(λn − n2 − c) =
1

4
(q(0) + q(π))− H

π
− H2

2
.

Na kraju, u posled�em poglav	u, izlo�ili smo jedan deo apstraktne teorije za
diskretne samoadjungovane operatore i pokazali da pod odre�enim pretpostavkama
va�i formula: ∑

k>1

(µk − λk − (Pφk, φk)) = 0.
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Ovde je T samoadjungovan diskretan operator ograniqen odozdo i P ograniqen
operator na separabilnom Hilbertovom prostoru H. Sa λk i φk su oznaqene sops-
tvene vrednosti i odgovaraju�i normalizovani sopstveni vektori operatoraT. (µk)
je niz sopstvenih vrednosti operatora T+P, koje su ure�ene rastu�i po modulu.
Za specijalno odabrane operatore T = − d2

dx2 i Pf = −q(x)f izveli smo formulu
prvog regularizovanog traga za Xturm-Liuvilov zadatak.
Zainteresovane qitaoce upu�ujemo na pregledni qlanak Sadovniqija i Podo	skog
(v. [10]), gde se mo�e prona�i veliki spisak literature na ovu temu, kao i istorijski
razvoj (regularizovanih) tragova operatora do 2006. godine.

Zahva	ujem se mentoru dr Zoranu Kadelburgu i qlanovima komisije dr Nebojxi
La�eti�u i dr Milutinu Dostani�u, na korisnim savetima prilikom qita�a rada.
Posebno se zahva	ujem dr Milutinu Dostani�u bez qije pomo�i ovaj rad ne bi
postojao.
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1 Neka svojstva sopstvenih vrednosti i sopstvenih

vektora

U ovom poglav	u navex�emo neke osobine sopstvenih vrednosti i sopstvenih
vektora koji �e nam biti potrebni u da	em radu.

Definicija 1. Za samoadjungovani operatorA na Hilbertovom prostoruH ka�emo
da je pozitivan (pixemo A > 0) ako je (Au, u) > 0 za svako u ∈ H.

Definicija 2. Neka su A i B dva samoadjungovana operatora na Hilbertovom
prostoru H. Ka�emo da je operator A ma�i od operatora B (pixemo A 6 B) ako
je operator B−A pozitivan.

Uvedimo sada takozvani Rejlijev koeficijent operatora A:

RA(u) =
(Au, u)

||u||2
. (1.1)

Mo�e se pokazati (v. [5]) da va�i slede�a:

Teorema 1. Ako jeA kompaktan samoadjungovan operator na Hilbertovom prostoru
H, onda postoji ortonormirani sistem {zn} koji se sastoji od sopstvenih vek-
tora:

Azn = αnzn,

pri qemu su αn realni i jedina taqka nagomilava�a, ako ih ima beskonaqno mnogo,
jeste 0. Tako�e va�i da je:

αn = max
x⊥z1,...zn−1

RA(x),

pri qemu se maksimum posti�e za x = zn.

Teorema 2. Neka je A kompaktan samoadjungovan operator i neka su αk pozi-
tivne sopstvene vrednosti u opadaju�em poretku. Tada, za bilo koji linearni
potprostor Sn prostora H dimenzije n va�e:

1) (Fixerov princip) αn = max
Sn

min
x∈Sn

RA(x),

2) (Kurantov princip) αn = min
Sn−1

max
x⊥Sn−1

RA(x).

Dokaz. 1) Kako je Sn n−dimenzioni prostor, postoji nenula y ∈ Sn koji zadovo	ava:

(y, zk) = 0, k = 1, 2, . . . n− 1

Znamo da va�i:

αn = max
x⊥z1,...zn−1

(Ax, x)

||x||2
, (1.2)

pa je RA(y) 6 αn. Kako y ∈ Sn, to je min
x∈Sn

RA(x) 6 αn. Prethodna nejednakost

va�i za bilo koji potprostor dimenzije n. Ako uzmemo da je Sn prostor generisan
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sopstvenim vektorima z1, . . . , zn, onda se minimum Rejlijevog koeficijenta na Sn

dosti�e za x = zn i jednak je αn.
2) Ako je Sn−1 proizvo	an (n−1)−dimenzioni prostor, onda n−dimenzioni prostor
generisan sa prvih n sopstvenih vektora sadr�i vektor y ortogonalan na Sn−1. Za
svaki vektor y iz prostora generisanog sa prvih n sopstvenih vektora va�i da je
RA(y) > αn, pa sledi da za svaki potprostor dimenzije n− 1 va�i:

max
x⊥Sn−1

RA(x) > αn.

Sa druge strane, ako uzmemo da je Sn−1 = L{z1, . . . , zn−1}, onda prema (1.2) va�i znak
jednakosti u prethodnoj nejednakosti, qime je pokazan i Kurantov princip.

Teorema 3. Neka su A i B dva kompaktna samoadjungovana operatora takva da je
A 6 B. Oznaqimo �ihove sopstvene vrednosti (u opadaju�em poretku) sa αk i βk
respektivno. Tada va�i da je:

αk 6 βk, tj. λk(A) 6 λk(B).

Dokaz. Kako je A 6 B, to je (Ax, x) 6 (Bx, x) za sve x. Odavde sledi da je RA(u) 6
RB(u), pa zak	uqak sledi iz Fixerovog ili Kurantovog principa.

Neka je A ograniqen linearni operator i neka je λ �egova sopstvena vrednost.

Definicija 3. Za vektor v ka�emo da je generalisani sopstveni vektor operatora
A koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ ako je:

(A− λI)jv = 0,

za neki prirodan broj j.

Primetimo da je svaki sopstveni vektor i generalisani, dok obratno ne va�i. Za
kompaktne samoadjungovane, ali i normalne operatore, va�i da sopstveni vektori
qine bazu Hilbertovog prostora H, dok za proizvo	an ograniqeni operator to nije
sluqaj. Ovo va�i ako je Hilbertov prostor sa kojim radimo separabilan, pa se
mo�e odabrati prebrojiva ortonormirana baza jezgra operatora (koje mo�e biti
beskonaqnodimenzionalno). Napomenimo da u celom radu va�i pretpostavka da
je Hilbertov prostor H separabilan. Generalisani sopstveni vektori bi�e nam
potrebni u dokazu teoreme Lidskog.
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2 Singularne vrednosti operatora

Neka je H separabilan Hilbertov prostor nad po	em C i T : H → H kompaktan
operator. Oznaqimo sa T∗ adjungovani operator operatora T. Tada je T∗T oqi-
gledno samoadjungovan, kao i nenegativan operator, u uobiqajenom smislu da je
(T∗Tu, u) > 0 za svako u ∈ H. U [1] se mo�e na�i dokaz tvr�e�a da T∗T, kao po-
zitivan ograniqen operator, ima jedinstveno odre�en pozitivan kvadratni koren
A =

√
T∗T. Va�i slede�a:

Teorema 4. Svaki ograniqen operator T mo�e se napisati kao

T = UA, (2.1)

gde je A pozitivan samoadjungovan operator, a U∗U= I na slici operatora A.
Operator A naziva se apsolutna vrednost operatora T, a jednakost (2.1) polarna
dekompozicija operatora T.

Dokaz. Neka je A =
√
T∗T. Tada za svako u ∈ H va�i:

||Tu||2 = (Tu,Tu) = (u,T∗Tu) = (u,A2u) = (Au,Au) = ||Au||2.

Ako prethodnu relaciju primenimo na vektor u− v, onda imamo:

Au = Av ⇒ Tu = Tv, (2.2)

pa mo�emo definisati operator U na slici operatora A (oznaqimo ovaj prostor
sa R) na slede�i naqin:

U : Au→ Tu.

Iz (2.2) sledi da je U izometrija na R. Dodefiniximo U na R⊥ tako da je Un = 0
za n ∈ R⊥. Kako je (Un, v) = (n,U∗v) za sve n ∈ R⊥ i v ∈ H, sledi da U∗ preslikava
prostor H u prostor (R⊥)⊥, odnosno da slika operatora U∗ le�i u R̄.
Poka�imo sada da je U∗Uw = w za sve w ∈ R̄:
Neka su z, w ∈ R̄ proizvo	ni. Operator U kao izometrija quva skalarni proizvod
bilo koja dva elementa iz R̄, to jest:

(z, w) = (Uz,Uw) = (z,U∗Uw),

odakle dobijamo da va�i (z,U∗Uw − w) = 0. Kako je z ∈ R̄ bio proizvo	an, va�i
da je vektor U∗Uw − w ortogonalan na R̄, pa samim tim i na R.
Pokazali smo da je U∗Uw − w⊥R̄ , a primetimo da U∗ : H → R̄, pa je jasno i
U∗Uw − w ∈ R̄. Zak	uqujemo da je U∗Uw − w = 0 za sve w ∈ R̄ qime je zavrxen
dokaz ove teoreme.

Tvr�e�e 1. Ako je T kompaktan operator, onda je to i �egova apsolutna vrednost
A.

Dokaz. Poxto je operator T kompaktan, onda je to i T∗T (v. [1]). Neka je {fn} slabo
konvergentan niz, koji konvergira ka f . Kako je T∗T = A∗A i kako kompaktan
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operator prevodi slabo konvergentne nizove u jako konvergentne (v. [1]), va�i
lim
n→∞

||A∗A(fn − f)|| = 0. Da	e je i:

lim
n→∞

||A(fn − f)||2 = lim
n→∞

(A∗A(fn − f), fn − f) 6 lim
n→∞

||A∗A(fn − f)|| · ||fn − f || = 0.

Dakle, operator A prevodi slabo konvergentne nizove u jako konvergentne, pa jeste
kompaktan.

Sopstvene vrednosti operatoraA =
√
T∗T jesu pozitivni brojevi, kojih ima najvixe

prebrojivo mnogo. Kao xto je poznato, jedina taqka nagomilava�a mo�e im biti
nula.
Neka su sj = λj(A) sopstvene vrednosti operatora A, ure�ene u opadaju�em poretku:

s1 > s2 > s3 > . . . > sn > sn+1 > . . . , (2.3)

pri qemu se u ovom nizu svaka sopstvena vrednost pojav	uje onoliko puta kolika
joj je vixestrukost.

Definicija 4. Brojevi sj = λj(A) nazivaju se singularnim vrednostima opera-
tora T.

Napomena 1. Jasno je da je sj = λj(A) = λj(
√
T∗T) =

√
(λj(T

∗T)), pa �emo nada	e
koristiti kako definiciju, tako i ovu posled�u jednakost za singularne brojeve.

Osobine singularnih vrednosti

Tvr�e�e 2. Va�i da je sj(T) = sj(T
∗), to jest singularne vrednosti operatora

i �egovog adjungovanog operatora se poklapaju.

Dokaz. Iz definicije odmah sledi da je sj(T
∗) =

√
(λj(T

∗∗T∗)) =
√
(λj(TT

∗)), pa
preostaje samo da utvrdimo da operatori TT∗ i T∗T imaju iste pozitivne sops-
tvene vrednosti. Neka je z sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ
operatora T∗T:

T∗Tz = λz, λ ̸= 0.

Ako delujemo operatorom T na prethodnu jednakost, dobi�emo da je:

TT∗(Tz) = λTz,

odakle sledi da je λ sopstvena vrednost operatora T∗T, a Tz �en odgovaraju�i
sopstveni vektor.

Napomena 2. Postoji ograniqeni operator T takav da T∗T ima λ = 0 kao sopstvenu
vrednost, a TT∗ nema.
Posmatrajmo operator T : l2 → l2 koji je zadat sa:

T(x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, x2, x3, . . .).

Ovako zadat operator T naziva se operator desnog pomeraja.
Lako se mo�e pokazati da je T∗(x1, x2, x3, . . .) = (x2, x3, . . .), kao i da je T∗T = I i
TT∗(x1, x2, x3, . . .) = (0, x2, x3, . . .). Sada nije texko videti da T∗T = I nema nulu
kao sopstvenu vrednost, dok TT∗ ima.
Dakle, za proizvo	an ograniqeni operator T ne mora va�iti da TT∗ i T∗T imaju
iste sopstvene vrednosti.

7



Tvr�e�e 3. Neka je T kompaktan operator, a B ograniqen. Tada je

sj(BT) 6 ||B||sj(T). (2.3)

Dokaz. Koriste�i dobro poznate osobine adjungovanih operatora, imamo da je:
(T∗B∗BTu, u) = (BTu,BTu) = ||BTu||2 6 ||B||2 · ||Tu||2 = ||B||2 · (Tu,Tu)
= ||B||2 · (T∗Tu, u)
Zak	uqujemo da je

(BT)∗BT 6 ||B||2T∗T,

u standardnom smislu da je A 6 B ako je, po definiciji, (Au, u) 6 (Bu, u) za svako
u ∈ H.
U prvoj glavi pokazali smo da je j−ta sopstvena vrednost kompaktnog samoadjungovanog
operatora monotona funkcija, odnosno da je

A 6 B ⇒ λj(A) 6 λj(B).

Koriste�i ovu osobinu, dobijamo da je

s2j(BT) 6 ||B||2s2j(T),

a onda naravno i
sj(BT) 6 ||B||sj(T).

Tako�e va�i i:

Tvr�e�e 4. Neka je T kompaktan operator, a B ograniqen. Tada je

sj(TB) 6 ||B||sj(T). (2.4)

Dokaz. Va�i da je:

sj(TB) = sj(B
∗T∗) 6 ||B∗||sj(T∗) = ||B||sj(T),

pri qemu smo koristili ve� pokazane osobine i poznatu qi�enicu da je ||T∗|| =
||T||.

Ako singularne vrednosti operatora posmatramo kao funkciju od operatora, tj.
sj = sj(A), onda ona ima va�nu osobinu - neprekidna je u operatorskoj normi. Da
bismo ovo pokazali, potrebna nam je slede�a:

Lema 1. Neka je A kompaktan operator na Hilbertovom prostoru H. Tada za
svako n ∈ N va�i:

sn(A) = min
{
||A−K||

∣∣∣ K ∈ L(H), rang K 6 n− 1
}
. (2.5)
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Dokaz. Neka je rang K = m 6 n−1. Tada je dim(KerK)⊥ = m. Na osnovu Kurantovog
principa mo�emo zak	uqiti da je

sn 6 sm+1 6 max
0 ̸=x∈KerK

||Ax||
||x||

= max
0̸=x∈KerK

||(A−K)x||
||x||

6 ||A−K||.

Dakle, sn(A) 6 ||A − K|| za svako K takvo da je rang K 6 n − 1. Preostaje da se
poka�e da se minimum dosti�e i da je bax sn(A).

Neka je A =

ν(A)∑
j=1

sj(A)(·, φj) ψj Xmitova reprezentacija operatora A. Neka je n <

ν(A) + 1 i

Kn =
n−1∑
j=1

sj(A)(·, φj) ψj,

K1 = 0.

Tada je rang Kn = n−1 i ||A−Kn|| 6 sup
j>n

sj(A) = sn(A). Dakle, minimum se dosti�e

i to za K = Kn. Ako je n > ν(A), onda mora biti rang A 6 n− 1 i sn(A) = 0, pa se
u ovom sluqaju minimum posti�e za K = A.

Formula (2.5) govori da je rastoja�e operatoraA od prostora ograniqenih linearnih
operatora qiji je rang najvixe n upravo singularna vrednost sn+1. Ovaj rezultat
mo�e se uzeti kao nova definicija singularnih brojeva operatora, koja je qesto
pogodnija za rad.

Tvr�e�e 5. Za kompaktne operatore A i B na Hilbertovom prostoru H va�i
da je:

|sn(A)− sn(B)| 6 ||A−B||.

Dokaz. Neka je rang K 6 n− 1. Tada je

sn(A) 6 ||A−K|| 6 ||A−B||+ ||B−K||,

pa mo�emo uoqiti da je sn(A) − ||A − B|| do�e ograniqe�e za ||B − K|| kada K
prolazi skupom svih operatora qiji rang ne prelazi n− 1. Prema prethodnoj lemi
to znaqi da je:

sn(A)− ||A−B|| 6 sn(B),

xto je i trebalo pokazati.

Posledica 1. Za svako j funkcija sj(T) jeste neprekidna u operatorskoj normi.

Ako je H konaqnodimenzionalni Hilbertov prostor, poznato je da je onda H izo-
metriqno izomorfan sa Cd za neko d ∈ N (v. [1] ). Ako je A operator na ovakvom
prostoru, onda va�i:

d∏
j=1

|λn(A)| =
d∏

j=1

sj(A).
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Lako mo�emo videti da ovo va�i koriste�i dobro poznatu qi�enicu da je det (A) =
d∏

j=1

λj(A):

d∏
j=1

s2j(A) = det (A∗A) = det (A∗) det (A) = | detA|2 =
d∏

j=1

(λj(A))2.

Me�utim, ako jeH beskonaqnodimenzionalni Hilbertov prostor va�i�e samo slede�a
nejednakost:

Tvr�e�e 6. Neka je T kompaktan operator, a λ1, λ2, . . . nenula sopstvene vred-
nosti u opadaju�em poretku, uk	uquju�i vixestrukosti. Singularne vrednosti
sj(T) ure�ene su analogno. Tada va�i:

n∏
j=1

|λj(T)| 6
n∏

j=1

sj(T), n ∈ N. (2.6)

Dokaz. Neka je En prostor generisan sa prvih n sopstvenih vektora operatora T
i neka je Pn ortogonalna projekcija na prostor En. Neka je Tn restrikcija opera-
tora T na invarijantni potprostor En. Oznaqimo, kao i do sada, sa An apsolutnu
vrednost operatora Tn:

Tn = UnAn.

Kako je λj ̸= 0, operator Tn je invertibilan, pa je to i Un. Dakle, Un je unitaran,
pa je | detTn| = detAn xto mo�emo zapisati na slede�i naqin:

n∏
j=1

|λj| =
n∏

j=1

λj(An).

Operator TPn deluje na elemente prostora En kao operator Tn, dok je na prostoru
E⊥

n nula operator. Iz prethodnog sledi da je apsolutna vrednost operatora TPn

operator An na prostoru En, a 0 na prostoru E⊥
n . Zbog toga imamo da je λj(An) =

sj(TPn) za j = 1, 2, . . . , n. Setimo se nejednakosti:

sj(TB) 6 ||B||sj(T).

Ako stavimo da je B = Pn, dobi�emo:

sj(TPn) 6 ||Pn||sj(T) 6 sj(T).

Dakle,
λj(An) = sj(TPn) 6 sj(T),

xto je i trebalo pokazati.

Singularne vrednosti operatora mogu se definisati i na tre�i naqin, koji je ujedno
i �ihova geometrijska interpretacija. A.N.Kolmogorov uveo je pojam n−te xirine
skupa koji pripada nekom metriqkom prostoru M . Ovde navodimo definiciju koja
je od interesa za naxa razmatra�a, a u kojoj je M Hilbertov prostor i C centralno
simetriqan skup, tj. skup za koji va�i da ako je x ∈ C, onda je i −x ∈ C.

Neka je Bn prostor svih n-dimenzionalnih ortoprojektora P koji deluju na M.
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Definicija 5. Broj dn(C) definisan sa

dn(C) = inf
P∈Bn

sup
x∈C

||x− Px||

naziva se n−ta xirina skupa C.

Svaki ortoprojektor iz Bn potpuno je definisan n−dimenzionalnim linealom Ln

na koji projektuje prostor M. Veliqina ||x − Px|| predstav	a rastoja�e elementa
x od prostora Ln, dok je sup

x∈C
||x− Px|| odstupa�e (devijacija) skupa C od Ln. Dakle,

n−ta xirina dn(C) je infimum odstupa�a skupa C od n-dimenzionalnih lineala u
prostoru M.

Tvr�e�e 7. Neka je A kompaktan operator. Tada se (n + 1)−va singularna vred-
nost operatora A poklapa sa n−tom xirinom skupa C = AS, koji je slika jedi-
niqne kugle S u prostoru M.

Dokaz. Dokaz se mo�e na�i u [3].

Primer 1. Na kraju izraqunajmo singularne vrednosti za operator integracije
V : L2(0, 1) → L2(0, 1) koji je dat sa:

(Vu)(s) =

s∫
0

u(t)dt.

Primetimo prvo da prethodnu jednakost mo�emo zapisati na slede�i naqin:

(Vu)(s) =

1∫
0

θ(s− t)u(t)dt,

gde je

θ(s) =

{
1, s > 0
0, s < 0,

kao i da je ovaj operator kompaktan. Adjungovani operator dat je sa:

(V∗u)(s) =

1∫
0

θ(t− s)u(t)dt =

1∫
s

u(t)dt.

Sada rexavamo V∗Vu = s2u, odnosno:

1∫
s

dt

t∫
0

u(τ)dτ = s2u.

Neka je s ̸= 0. Vidimo da mora biti u(1) = 0. Kako je
t∫
0

u(τ)dτ ∈ L1(0, 1), prema

teoremi o diferencira�u integrala (v. [1]), va�i da je
1∫
s

dt
t∫
0

u(τ)dτ apsolutno

11



neprekidna funkcija po s. Zbog toga je i u apsolutno neprekidna, pa je
1∫
s

dt
t∫
0

u(τ)dτ

neprekidno-diferencijabilna. Dakle, u ∈ C(1), pa primenom istog zak	uqiva�a
vidimo da va�i i u ∈ C(2). Ako diferenciramo prethodnu relaciju, imamo:

−
s∫

0

u(τ)dτ = s2u′.

Opet imamo da mora biti u′(0) = 0 i diferencira�em dobijamo:

s2u′′ = −u.

Rexe�e ove diferencijalne jednaqine drugog reda je u(t) = C1 cos (
t
s
) + C2 sin (

t
s
),

a zbog dodatnih uslova je C2 = 0. Da	e je cos 1
s
= 0, pa na kraju dobijamo da su

singularne vrednosti:

sn =
1

π(n+ 1
2
)
.
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3 Nuklearni operatori. Trag operatora.

U ovoj glavi govori�emo o jednoj va�noj klasi kompaktnih operatora, koji se
mogu videti kao nekomutativno uopxte�e prostora l1. Tako�e definixemo trag
operatora u beskonaqnodimenzionalnom Hilbertovom prostoru.

Definicija 6. Kompaktan operator T : H → H naziva se nuklearni operator ako
je ispu�eno:

+∞∑
j=1

sj(T) < +∞. (3.1)

Suma (3.1) obele�ava se sa ||T||1 =
+∞∑
j=1

sj(T) i naziva nuklearna norma operatora T

(kasnije �e biti pokazano da je prethodnom jednakox�u zaista zadata jedna norma),
dok se prostor svih nuklearnih operatora obele�ava sa C1.

Navedimo sada jednu va�nu karakterizaciju nuklearne norme operatora:

Teorema 5. Za nuklearni operator T na Hilbertovom prostoru H va�i slede�a
jednakost:

||T||1 = sup
fn,en

+∞∑
n=1

|(Tfn, en)|, (3.2)

gde se supremum uzima po svim ortonormiranim bazama {fn}∞n=1 i {en}∞n=1 prostora
H.

Dokaz. Oznaqimo sa zj normalizovane sopstvene vektore apsolutne vrednosti opera-
tora T - oznaqimo je, kao i ranije, sa A.

Azj = sjzj, ||zj|| = 1

Za svaki vektor f mo�emo napisati:

f =
+∞∑
j=1

(f, zj)zj,

Af =
+∞∑
j=1

sj(f, zj)zj.

Ako je T = UA polarna dekompozicija operatora T, primenimo operator U na
posled�u jednakost:

Tf =
+∞∑
j=1

sj(f, zj)wj,

gde je wj = Uzj.
Kako je U izometrija, wj jeste ortonormirana baza na slici operatora A. Pomno-
�imo posled�u jednakost skalarno elementom e:

(Tf, e) =
+∞∑
j=1

sj(f, zj)(wj, e).
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Stavimo da je f = fn i e = en, sumirajmo po n i dobi�emo:∑
n

(Tfn, en) =
∑
n

∑
j

sj(fn, zj)(wj, en). (3.3)

Tvrdimo da dvostruka suma na desnoj strani konvergira i da nije ve�a od ||T||1.
Iskoristimo nejednakost Koxi-Xvarca:∑

n

∑
j

sj(fn, zj)(wj, en) 6
∑
j

sj

(∑
n

|(fn, zj)|2 ·
∑
n

|(wj, en)|2
) 1

2
,

a zatim i Parsevalove jednakosti:
∑
n

|(fn, zj)|2 = ||zj||2 = 1 i
∑
n

|(wj, en)|2 =

||wj||2 = 1. Dakle, ∑
n

∑
j

sj(fn, zj)(wj, en) 6
∑
j

sj = ||T||1.

Izaberimo sada da je fn = zn i en = wn, a na ortogonalnom komplementu slike
operatora A odaberimo proizvo	ne ortonormirane baze kao dopune za {fn}∞n=1 i
{en}∞n=1.

(Tfn, en) = (Tzn, wn) = (UAzn, wn) = (UAzn,Uzn) = (Azn,U
∗Uzn) = (Azn, zn) = sn.

Ako prosumiramo posled�u jednakost po n dobi�emo da se supremum (3.2) dosti�e
za opisan izbor baza.

Osobine nuklearnih operatora

Tvr�e�e 8. Neka su T,S ∈ C1, a B ∈ B(H). Tada va�e slede�e osobine:

a) ||T||1 = ||T∗||1

b) ||BT||1 6 ||B|| · ||T||1

v) ||TB||1 6 ||B|| · ||T||1

g) ||T+ S||1 6 ||T||1 + ||S||1

Dokaz. Prve tri osobine slede iz odgovaraju�ih osobina singularnih vrednosti,
dok posled�a osobina sledi iz prethodne leme i poznate nejednakosti sup (A+B) 6
sup (A) + sup (B).

Teorema 6. Prostor svih nuklearnih operatora C1 sa normom || · ||1 jeste Banahov
prostor.

Dokaz. Lako se mo�e pokazati da je || · ||1 zaista norma, imaju�i u vidu da je nejed-
nakost trougla data u prethodnom tvr�e�u. Obratimo posebnu pa��u na kompletnost
prostora C1.
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Neka je {An} proizvo	an Koxijev niz u prostoru C1 i ε > 0. Tada za svaki k ∈ N
imamo:

||Am −An|| = s1(Am −An) 6
k∑
j

sj(Am −An) 6 ||Am −An||1 < ε,

za m,n > n0, pa je {An} Koxijev niz i u prostoru B(H). Kako se ovde radi o nizu
kompaktnih operatora, to je granica ovog niza tako�e kompaktan operator A. Ako
u nejednakosti:

k∑
j

sj(Am −An) < ε

pustimo lim
m→∞

, onda, zbog neprekidnosti funkcije sj(·) imamo da je:

k∑
j

sj(A−An) < ε,

odnosno da je ||A − An||1 < ε. Odavde zak	uqujemo da je A − An ∈ C1, pa je i
A ∈ C1.

Ograniqeni operator T na Hilbertovom prostoru H mo�e se predstaviti beskonaq-
nodimenzionalnom matricom u bilo kojoj ortonormiranoj bazi {fn}. Primetimo da
je (m,n)-ti element u ovoj matrici (Tfn, fm). Dakle, trag ove matrice je:

+∞∑
n=1

(Tfn, fn), (3.4)

ukoliko ovaj red konvergira.

Teorema 7. Za svaki nuklearni operator T red (3.4) apsolutno konvergira, pri
qemu suma reda ne zavisi od izabrane ortonormirane baze prostora.

Dokaz. Ako u jednaqini (3.3) stavimo da je en = fn dobi�emo:∑
n

(Tfn, fn) =
∑
n

∑
j

sj(fn, zj)(wj, fn). (3.5)

Kao xto smo ve� pokazali, red na desnoj strani konvergira i suma mu ne prelazi
||T||1.
Da bismo pokazali da suma reda (3.4) ne zavisi od izbora baze, sumirajmo prvo

(3.5) po n. Koriste�i Parsevalovu jednakost
∑
n

(fn, z)(ω, fn) = (ω, z), relaciju (3.5)

mo�emo napisati na slede�i naqin:∑
j

sj(T)(ωj, zj),

xto oqigledno ne zavisi od izabrane baze.
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Definicija 7. Suma reda (3.4) naziva se matriqni trag operatora i oznaqava se
sa

trT =
+∞∑
n=1

(Tfn, fn),

gde je T nuklearni operator, a {fn} ortonormirana baza Hilbertovog prostora H.

Lema 2. Matriqni trag tr je ograniqeni linearni funkcional norme 1 na prostoru
C1 za koji va�i:

1) |trT| 6 ||T||1

2) trT∗ = trT

Dokaz. Linearnost traga se proverava neposredno, a taqka 1) sledi iz teoreme 5.
Tako�e va�i da je:

trT∗ =
∞∑
n=1

(T∗fn, fn) =
∞∑
n=1

(Tfn, fn) = trT,

qime je dokazana taqka 2).

Tvr�e�e 9. Ako su A ∈ C∞ i B ∈ B(H) takvi da su AB i BA nuklearni opera-
tori, onda je tr(AB) = tr(BA).

Dokaz. Neka je A =
∞∑
j=1

sj(A)(·, φj) ψj Xmitova reprezentacija operatora A. Tada

je BA =
∞∑
j=1

sj(A)(·, φj) Bψj i

tr(BA) =
∞∑
n=1

(BAφn, φn) =
∞∑
n=1

sn(A)(Bψj, φn).

Sa druge strane,

A∗ =
∞∑
j=1

sj(A)(·, ψj)φn,

tr(AB) =
∞∑
n=1

(ABψn, ψn) =
∞∑
n=1

(Bψn,A
∗ψn) =

∞∑
n=1

sn(A)(Bψn, φn).
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4 Hilbert-Xmitovi operatori

Definisa�emo novu klasu kompaktnih operatora koji, pored toga xto se mogu
videti kao nekomutativno uopxte�e prostora l2, qine Hilbertov prostor (za ra-
zliku od nuklearnih operatora).

Definicija 8. Kompaktan operator T : H → H naziva se Hilbert-Xmitov
operator ako je T∗T nuklearan. Prostor svih Hilbert-Xmitovih operatora obe-
le�ava se sa C2.

Teorema 8. Za kompaktan operator T slede�a tvr�e�a su ekvivalentna:

1) T je Hilbert-Xmitov operator;

2)
+∞∑
j=1

||Tφj||2 < +∞ za bilo koju bazu {φj} prostora H;

3)
+∞∑
j,k

|(Tφj, φk)|2 < +∞ za bilo koju bazu {φj} prostora H;

4)
+∞∑
j=1

sj(T)2 < +∞.

Dokaz. Neka je λ1(T
∗T), λ2(T

∗T), . . . niz nenegativnih sopstvenih vrednosti opera-
tora T∗T. Za proizvo	nu bazu {φj} prostora H imamo:

+∞∑
j=1

λj(T
∗T) =

+∞∑
j=1

(T∗Tφj, φj) =
+∞∑
j=1

||Tφj||2 =
+∞∑
j,k

|(Tφj, φk)|2,

pri qemu posled�a jednakost sledi iz Parsevalove jednakosti ||Tφj||2 =
+∞∑
k=1

|(Tφj, φk)|2.

Ako iskoristimo jox da je λj(T
∗T) = sj(T)2, teorema je dokazana.

Ako u prostor Hilbert-Xmitovih operatora C2 uvedemo tzv. Hilbert-Xmitovu
normu na slede�i naqin:

||T||2 =

√√√√+∞∑
j=1

sj(T)2,

tada va�i slede�e:

Tvr�e�e 10. Prostor C2 je Banahov, C1 ⊂ C2 ⊂ C∞, pri qemu je C∞ prostor
kompaktnih operatora, a za normu || · ||2 va�e slede�e osobine:

1) ||T∗||2 = ||T||2 za sve T ∈ C2;

2) ||T||∞ 6 ||T||2 6 ||T||1
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Dokaz. Taqka 1) sledi iz qi�enice da je sj(T
∗) = sj(T), dok 2) sledi iz odnosa l∞, l2

i l1 normi istog niza {sn(T)}.
|| · ||2 je oqigledno homogena, pa poka�imo samo nejednakost trougla:

||A+B||2 =

√√√√ ∞∑
n=1

||(A+B)fn||2 6

√√√√ ∞∑
n=1

(||Afn||+ ||Bfn||)2 6 (4.1)

√√√√ ∞∑
n=1

||Afn||2 +

√√√√ ∞∑
n=1

||Bfn||2 = ||A||2 + ||B||2.

Poka�imo sada jox da je C2 kompletan. Neka je {An} proizvo	an Koxijev niz u
prostoru C2 i ε > 0. Tada postoji n0 ∈ N takav da je

||Am −An||2 6 ε, (4.2)

za sve m,n > n0. Zbog 3) je {An} Koxijev u C∞, pa zbog kompletnosti ovog prostora,
postoji A ∈ C∞ takav da je lim

n→∞
||An −A|| = 0. Zbog (4.2), za svaku ortonormiranu

bazu {fn}∞n=1 prostora H i za svako k va�i:

k∑
n=1

||(An −Am)fn||2 < ε2,

za sve m,n > n0. Ako pustimo lim
m→∞

, dobi�emo:

k∑
n=1

||(An −A)fn||2 < ε2,

za sve n > n0 i k > 1. Zbog toga je i ||An−A||2 < ε za sve n > n0, odakle zak	uqujemo
da je A ∈ C2, kao i lim

n→∞
||An −A||2 = 0.

Danford iXvarc su nuklearne operatore definisali kao proizvod dva Hilbert-
Xmitova operatora. Ako je T nuklearni operator, a T = UA �egova polarna
dekompozicija, onda mo�emo napisati:

T = UA = U
√
A
√
A.

Sada T mo�emo predstaviti kao proizvod operatora C = U
√
A i D =

√
A, koji

jesu Hilbert-Xmitovi zbog:

||C||22 =
+∞∑
j=1

sj(C)2 =
+∞∑
j=1

λj(
√
AU∗U

√
A) =

+∞∑
j=1

λj(A) = ||D||2 = ||A||1.

Tako�e va�i i "obrat":

Tvr�e�e 11. Ako su A i B Hilbert-Xmitovi operatori, onda je AB nuklearan
i va�i:

||AB||1 6 ||A||2||B||2.
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Dokaz. Za bilo koje dve ortonormirane baze {fn}∞n=1 i {en}∞n=1 prostora H imamo da
je:

+∞∑
n=1

|(ABfn, en)| =
+∞∑
n=1

|(Bfn,A∗en)| 6
+∞∑
n=1

||Bfn||||A∗en|| 6

6

√√√√+∞∑
n=1

||Bfn||2

√√√√+∞∑
n=1

||A∗en||2 = ||B||2||A||2,

pri qemu smo koristili nejednakost Koxi-Xvarca. Zak	uqak sledi iz teoreme
2.

Prostor C2 ima jednu va�nu osobinu, a to je da se na �emu mo�e dobro definisati
skalarni proizvod.

Teorema 9. C2 je Hilbertov prostor ako se skalarni proizvod Hilbert-Xmitovih
operatora A i B definixe sa:

⟨⟨A,B⟩⟩ = tr(AB∗)

Dokaz. Kako su singularne vrednosti operatora B i B∗ jednake, to je i B∗ Hilbert-
Xmitov. Iz prethodnog tvr�e�a sledi da je AB∗ nuklearni operator, pa je za
�ega dobro definisan matriqni trag. Direktno se mo�e proveriti da je ⟨⟨·, ·⟩⟩
zaista skalarni proizvod, koriste�i linearnost matriqnog traga i antilinearnost
adjungova�a. Iz polarnog razlaga�a operatora A∗A sledi:

⟨⟨A,A⟩⟩ = tr(A∗A) =
+∞∑
n=1

(A∗Afn, fn) =
+∞∑
n=1

λn(A
∗A) =

+∞∑
n=1

s2n(A) = ||A||22,

xto upravo znaqi da skalarni proizvod ⟨⟨·, ·⟩⟩ indukuje normu || · ||2.

Tvr�e�e 12. Prostor C2 je separabilan.

Dokaz. Neka je A ∈ C2 proizvo	an, {φj}∞j=1 ortonormirana baza prostora H, a Pn

ortogonalna projekcija na prostor L{φ1, φ2, . . . , φn}. Ako stavimo da je Fn = PnA,
onda:

(Fn −A)(Fn
∗ −A∗) = PnAA∗Pn − PnAA∗ −AA∗Pn +AA∗

te�i nuli u || · ||1 normi, pa je i ||Fn −A||2 → 0.

Napomena 3. Prostori nuklearnih i Hilbert-Xmitovih operatora predstav	aju
poseban sluqaj Banahovih prostora Cp (za p = 1 i p = 2) kompaktnih operatora,
snadbevenih normom:

|[A]| = p

√√√√ ∞∑
n=1

spn(A),

za svako A ∈ Cp. Ovi prostori nazivaju se Xaten-fon-Nojmanovi i od �ih samo je
C2 Hilbertov.
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5 Teorema Lidskog

Najbitnije svojstvo matriqnog traga nuklearnog operatora dokazao je Lidski
1959. godine. Radi potpunosti, navedimo i konaqnodimenzionalnu varijantu ove
va�ne teoreme.

Teorema 10. Matriqni trag linearnog operatora A na n−dimenzionalnom line-
arnom prostoru poklapa se sa �egovim spektralnim tragom, odnosno va�i:

n∑
i=1

λi =
n∑

i=1

aii.

Dokaz. Neka je operator A zadat matricom (aij)
n
i,j=1 u nekoj bazi. Setimo se da je

karakteristiqni polinom∆(λ) operatoraA jednak determinanti operatoraA−λE,
pri qemu on ne zavisi od izbora baze. Naime, ako je C matrica prelaska, onda je u
novoj bazi operator A dat sa C−1AC, pa je:

det (C−1AC − λE) = det (C−1AC − λC−1EC) = det (C−1(A− λE)C) = ∆(λ).

Od ranije nam je poznat jox jedan naqin da zapixemo karakteristiqni polinom:

∆(λ) = (−1)n(λn − S1λ
n−1 + S2λ

n−2 − . . .± Sn),

gde je S1 suma dijagonalnih elemenata, S2 suma glavnih minora prvog reda i tako
da	e, a Sn determinanta matrice A. Sa druge strane, koriste�i Vijetove formule,
znamo da je S1 jednak sumi svih nula polinoma ∆(λ), xto su zapravo sopstvene
vrednosti operatora A uk	uquju�i vixestrukosti.

Definicija 9. Red
∑
j

λj(T) naziva se spektralni trag operatora T ∈ C1.

Spektralni trag nuklearnog operatora je konaqan broj zbog (5.9).

Teorema 11. Matriqni i spektralni trag nuklearnog operatora T se poklapaju,
odnosno va�i tzv. formula traga:

trT =
∑
j

λj(T). (5.1)

Dokaz koji �emo izlo�iti izveli su Gohberg i Krejn, dok je za lemu 5 i tvr�e�e 6
zaslu�an Vejl.

Dokaz. Ako je T normalan nuklearan operator, onda mo�emo odabrati bazu Hilber-
tovog prostora H koja se sastoji od ortonormiranih sopstvenih vektora operatora
T. Dakle:

Tfn = λnfn,

(Tfn, fn) = λn(fn, fn) = λn,

pri qemu, ako prosumiramo po n posled�u jednakost, dobijamo:

trT =
∑
n

(Tfn, fn) =
∑
n

λn.

Ako T nije normalan, sopstveni vektori ne moraju biti ortogonalni i mo�e biti
generalisanih sopstvenih vektora:
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Tωn = λnωn ili Tωn = λnωn + ωn−1.

Gram-Xmitovim postupkom ih mo�emo ortogonalizovati, a potom i normirati.
Dobijamo skup {fn}n>1, gde je fn linearna kombinacija vektora ω1, ω2, . . . ωn, tako da
je:

Tfn = λnfn+ linearna kombinacija vektora f1, . . . , fn−1.

Kako su {fn}n>1ortonormirani, dobijamo:

(Tfn, fn) = λn.

Sumiraju�i prethodnu relaciju dobi�emo formulu traga AKO vektori {fn}n>1 qine
bazu prostora H, tj. potpun ortonormiran sistem. Ukoliko ne qine bazu, skup
{fn}n>1 moramo dopuniti ortonormiranim vektorima {hm}, koji qine bazu ortogo-
nala prostora generisanog sopstvenim vektorima operatora T.
Sada imamo da je:

trT =
∑
n

(Tfn, fn) +
∑
m

(Thm, hm) =
∑
n

λn +
∑
m

(Thm, hm).

Treba pokazati da je ∑
m

(Thm, hm) = 0. (5.2)

Za ovo �e nam biti potrebne neke leme.

Lema 3. Neka je T kompaktan operator na Hilbertovom prostoru H, a K ortogo-
nalni komplement prostora generisanog sopstvenim vektorima i generalisanim
sopstvenim vektorima operatora T. Tada va�i:

1) K je invarijantan podprostor operatora T∗;

2) Spektar operatora T∗ na prostoru K sastoji se samo od taqke λ = 0.

Dokaz. 1) Neka je e sopstveni vektor koji je mo�da generalisan, to jest:

Te = λe+ f,

gde je f neki generalisani sopstveni vektor. Ako je u ortogonalan na e i f , tvrdimo
da isto va�i za T∗u:

(e,T∗u) = (Te, u) = (λe+ f, u) = λ(e, u) + (f, u) = 0.

Zapravo smo pokazali da ako u ∈ K, ondaT∗u ∈ K, tj. K je invarijantni potprostor
operatora T∗.
2) Od ranije je poznato da je adjungovani operator kompaktnog tako�e kompaktan.
Ako je λ ̸= 0 sopstvena vrednost operatora T∗, onda je λ sopstvena vrednost T
konaqne vixestrukosti u prostoru H. Postoji ceo broj i tako da je:

Ker(T∗ − λI)i = Ker(T∗ − λI)i+1,
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ali je Ker(T∗ − λI)i−1  Ker(T∗ − λI)i.
Neka je u ∈ K element skupa Ker(T∗ − λI)i, ali ne i skupa Ker(T∗ − λI)i−1. Tada
jednaqina:

(T∗ − λI)v = u

nema rexe�a. Ako bi rexe�e v postojalo, onda bi pripadalo prostoru Ker(T∗ −
λI)i+1, ali ne i prostoru Ker(T∗−λI)i. Prema Fredholmovoj alternativi, postoji
sopstveni vektor ω takav da je:

(T− λI)ω = 0,

koji nije ortogonalan na u. Me�utim, to nije mogu�e, jer je u ∈ K, pa je ortogonalan
na sve sopstvene vektore operatora T. Dakle, ne postoji nenula sopstvena vrednost
λ operatora T∗|K

Od ranije znamo da ako je T ∈ C1, onda je i T∗ ∈ C1. Primetimo da je restrikcija
operatora T∗ na invarijantni podprostor K tako�e element prostora C1. Vratimo
se na jednakost (5.2) - sada je mo�emo videti na slede�i naqin:∑

m

(hm,T
∗hm) =

∑
m

(T∗hm, hm). (5.3)

Kako je {hm} ortonormirana baza prostoraK, prethodna suma je kompleksni konjugat
broja tr(T∗|K). Pokaza�emo da je suma (5.3) jednaka nuli, ako poka�emo slede�u lemu
Lidskog:

Lema 4. Neka je T ∈ C1 operator koji nema sopstvenih vrednosti osim λ = 0.
Tada je trT = 0.

Naredne leme pomo�i �e nam u dokaziva�u leme Lidskog, a samim tim i poqetne
teoreme.

Lema 5. Neka su a1 > a2 > . . . i b1 > b2 > . . . dva opadaju�a niza realnih brojeva,
koji za svako n ∈ N zadovo	avaju:

n∑
j=1

aj 6
n∑

j=1

bj.

Neka je ϕ konveksna funkcija definisana na R za koju je lim
x→−∞

ϕ(x) = 0. Tada je

n∑
j=1

ϕ(aj) 6
n∑

j=1

ϕ(bj)

za svako n ∈ N.

Dokaz. Oznaqimo sa ϕ
′
(x), x ∈ R levi izvod konveksne funkcije ϕ(x) koji postoji

svuda i jeste jedna nenegativna neopadaju�a funkcija. Poka�imo prvo da funkcija
ϕ(x) dozvo	ava slede�u reprezentaciju:

ϕ(x) =

+∞∫
−∞

(x− u)+dϕ
′
(u), (5.4)
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gde je y+ = max(y, 0). Imamo da je:

+∞∫
−N

(x− u)+dϕ
′
(u) =

x∫
−N

(x− u)dϕ
′
(u) =

x∫
−N

ϕ
′
(u)du− (x+N)ϕ

′
(−N), (5.5)

gde je N proizvo	an pozitivan broj. Iz nenegativnosti leve strane (5.5) sledi da
je:

(x+N)ϕ
′
(−N) 6

x∫
−N

ϕ
′
(u)du = ϕ(x)− ϕ(−N) 6 ϕ(x), (5.6)

za x > −N , pa je:

lim
N→∞

Nϕ
′
(−N) < +∞ i lim

N→∞
ϕ

′
(−N) = 0.

Poxto je po pretpostavci lim
x→−∞

F (x) = 0 iz (5.6) i (5) zak	uqujemo:

lim
N→∞

(x+N)ϕ
′
(−N) = lim

N→∞
Nϕ

′
(−N) = 0.

Sada preostaje da pustimo lim
N→∞

u relaciju (5.5).

Iz reprezentacije (5.4) sledi da je:

k∑
j=1

ϕ(aj) =

+∞∫
−∞

Ak(x)dϕ
′
(x), (5.7)

gde je Ak(x) =
k∑

j=1

(aj − x)+. Sliqno je:

k∑
j=1

ϕ(bj) =

+∞∫
−∞

Bk(x)dϕ
′
(x), (5.8)

gde je Bk(x) =
k∑

j=1

(bj − x)+. Tvrdimo da va�i Ak(x) 6 Bk(x) za sve x ∈ R i k ∈ N.

Ovo je oqigledno taqno za x > b1 ili x 6 min (ak, bk). Neka je aq+1 6 x 6 aq i
bp+1 6 x 6 bp za p, q 6 k. Tada za p > q va�i:

Ak(x) =

q∑
j=1

aj − qx 6
q∑

j=1

bj − qx+ (bq+1 − x) + . . . (bp − x) = Bk(x),

a za p < q:

Ak(x) =

q∑
j=1

aj − qx 6
q∑

j=1

aj − qx− (bp+1)− . . .− (bq − x) 6
p∑

j=1

bj − px = Bk(x).

Dokaz sledi iz (5.7) i (5.8) i prethodnih nejednakosti.
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Ako logaritmujemo nejednakost u tvr�e�u 6, dobi�emo da je ispu�en uslov u pret-
hodnoj lemi za nizove aj = log |λj(T)| i bj = log sj(T). Ako stavimo da je ϕ(x) = ex,
zak	uqujemo da je:

n∑
j=1

|λj(T)| 6
n∑

j=1

sj(T). (5.9)

Za ϕ(x) = log (1 + rex), r > 0, dobijamo slede�u nejednakost:

n∏
j=1

(1 + r|λj|) 6
n∏

j=1

(1 + rsj). (5.10)

Da bismo procenili matriqni trag operatora T, aproksimira�emo ga konaqnodi-
menzionalnim projekcijama. Neka je {hn}n>1 proizvo	na baza Hilbertovog prostora
H i neka je Pn ortogonalna projekcija na L{h1, . . . , hn}. Neka je Tn projekcija opera-
tora T na sliku operatora Pn:

Tn = PnTPn

Lema 6. Neka je T ∈ C1(H) operator koji nema nenula sopstvene vrednosti. Tada
je:

1) lim
n→∞

||Tn −T|| = 0

2) lim
n→∞

trTn = trT

3) Ako je σn = sup
λ∈σ(Tn)

|λ| spektralni polupreqnik operatora Tn, gde je σ(Tn) spek-

tar operatora Tn, onda σn → 0 kada n→ ∞.

Dokaz. 3) Po pretpostavci, operator T− λ je invertibilan za svako λ ̸= 0. Ako je
δ > 0, oznaqimo sa m(δ) = m = max

|λ|>δ
||(T− λ)−1||. Zbog 1) mo�emo odabrati dovo	no

veliko M(δ) tako da za n > M(δ) va�i

||Tn −T|| < 1

m
.

Za takvo n i |λ| > δ operator (Tn −T)(T− λ)−1 ima normu ma�u od 1, pa je
(Tn −T)(T− λ)−1 + I invertibilan. Da	e je:

Tn − λ = Tn −T+T− λ = [(Tn −T)(T− λ)−1 + I](T− λ),

pa je i Tn − λ invertibilan za |λ| > δ. Dakle, σn < δ.

Oznaqimo sa λ
(n)
j za j = 1, 2, . . . , n sopstvene vrednosti operatora Tn, a sa Dn

polinom:

Dn(λ) =
n∏

j=1

(1− λλ
(n)
j ) (5.11)

Lema 7. Va�i da je:
lim
n→∞

Dn(λ) = e−λα, (5.12)

gde je α = trT, na svakom ograniqenom skupu kompleksnih brojeva λ.
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Dokaz. Posmatrajmo logaritamski izvod (5.11):

D
′
n

Dn

= −
n∑

j=1

λ
(n)
j

1− λλ
(n)
j

., gde je D
′

n =
dDn

dλ

Kako je |λ(n)j | 6 σn, za |λ| < 1

σn
mo�emo razviti u geometrijski red svaki sabirak

na desnoj strani:

D
′
n

Dn

= −
n∑

j=1

+∞∑
k=1

λk−1λ
(n)k
j = −

+∞∑
k=1

s
(n)
k λk−1, (5.13)

gde je s
(n)
k =

n∑
j=1

λ
(n)
j .

Za k > 1 mo�emo proceniti s
(n)
k na slede�i naqin. Kako je |λ(n)j | 6 σn, imamo da

je |s(n)k | 6 σk−1
n

n∑
j=1

|λ(n)j |. Ako primenimo nejednakost (5.9) na Tn i iskoristimo

tvr�e�e 8, dobi�emo za k > 1:

|s(n)k | 6 σk−1
n ||Tn||1 6 σk−1

n ||T||1, (5.14)

Za k = 1 imamo da je:
s
(n)
1 = trTn.

Jednakost (5.13) sada se mo�e napisati na slede�i naqin:

D
′
n

Dn

+ trT = trT− s
(n)
1 −

+∞∑
k=2

s
(n)
k λk−1,

a ako uzmemo moduo, iskoristimo da je s
(n)
1 = trTn kao i (5.14), dobijamo da je za

|λ| < 1

σn
: ∣∣∣D′

n

Dn

+ trT
∣∣∣ 6 |trT− trTn|+

|λ|σn
1− |λ|σn

||T||1,

nakon xto sumiramo geometrijski red.
Ako pustimo lim

n→∞
, koriste�i lemu 6, zak	uqujemo da je:

lim
n→∞

∣∣∣D′
n

Dn

+ trT
∣∣∣ = 0,

uniformno za sve λ na kompaktu. Integrale�i prethodnu jednakost po λ i koriste�i
Dn(0) = 1, dobijamo tra�eno.

Mo�emo iskoristiti definiciju polinoma Dn(λ) kako bismo izvrxili slede�u
procenu:

|Dn(λ)| 6
n∏

j=1

(1 + |λ||λnj |).
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Koriste�i nejednakost (5.10) za r = |λ| prime�enu na operator Tn, vidimo da je
desna strana prethodne nejednakosti ma�a od:

n∏
j=1

(1 + |λ||sj(Tn)|).

Setimo se da va�i sj(Tn) 6 sj(T), pa je onda:

|Dn(λ)| 6
n∏

j=1

(1 + |λ||sj(T)|).

Ako pustimo lim
n→∞

i iskoristimo prethodnu lemu, dobijamo:

|e−λα| 6
+∞∏
j=1

(1 + |λ||sj(T)|).

Koriste�i nejednakost 1 + r 6 er za sve osim prvih M faktora na desnoj strani
prethodne nejednakosti, imamo da je:

|e−λα| 6
M∏
j=1

(1 + |λ||sj(T)|)e
|λ|

∞∑
M+1

sj
= PM(|λ|)e|λ|εM , (5.15)

gde je PM polinom stepena M , a εM =
∞∑

M+1

sj.

Sada izaberimo argument λ tako da je −λα pozitivan i pustimo da |λ| te�i u
beskonaqnost. Kako je polinomna funkcija sporija od eksponencijalne, iz (5.15)
zak	uqujemo da je |α| 6 εM . Poxto εM te�i nuli kada M te�i beskonaqnosti,
sledi da je α = 0, a pa je i trT = 0. Ovim je zavrxen dokaz leme Lidskog, a samim
tim i dokaz formule traga.

Na kraju navedimo kako se mo�e izraqunati trag za jednu xiroku klasu operatora.
Neka je K integralni operator oblika:

(Ku)(s) =

1∫
0

K(s, t)u(t)dt, (5.16)

koji deluje na Hilbertov prostor H = L2[0, 1]. Poznato je da integralni operator
sa neprekidnim jezgrom K jeste kompaktan operator (v. [1]).
Adjungovani operator K∗ operatora (5.16) tako�e je integralni operator sa jezgrom
K∗:

K∗(s, t) = K(t, s).

Jasno je da je K samoadjungovan ako i samo ako je K∗ = K. Slede�u teoremu dokazao
je Merser 1909. godine:
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Teorema 12. Neka je K simetriqna i neprekidna funkcija po s i t. Neka je jox K
pozitivan operator. Tada se jezgro K mo�e razviti u uniformno konvergentan
red:

K =
∞∑
j=1

kjej(s)ej(t), (5.17)

gde su kj i ej redom sopstvene vrednosti i normalizovane sopstvene funkcije
operatora K.

Dokaz. Mo�e se na�i u [5]. Pretpostavka da je K pozitivan operator mo�e se zame-
niti i slabijom− da pomenuti operator ima konaqno mnogo negativnih sopstvenih
vrednosti.

Ako u jednaqini (5.17) stavimo da je s = t i prointegralimo, dobijamo:

1∫
0

K(s, s)ds =
∞∑
j=1

kj. (5.18)

Kako se za pozitivan samoadjungovan operator sopstvene i singularne vrednosti
poklapaju, mo�emo zak	uqiti:

Posledica 2. Integralni operator koji zadovo	ava uslove Merserove teoreme
jeste nuklearan. Tako�e, trag ovakvog operatora jednak je integralu �egovog jezgra
na dijagonali.

Formula (5.18) va�i i u opxtijem sluqaju:

Teorema 13. Neka je K integralni operator koji je nuklearan i ima neprekidno
jezgro K. Tada va�i:

1∫
0

K(s, s)ds =
∞∑
j=1

kj.

Dokaz. Mo�e se na�i u [5].

Primer 2. Izraqunajmo trag integralnog operatora K qije je jezgro dato sa:

K(x, y) =

{
x(π − y), 0 6 x 6 y 6 π
y(π − x), 0 6 y 6 x 6 π.

Sopstvene vrednosti operatora K zadovo	avaju slede�u jednakost:

Kf =

π∫
0

K(x, y)f(y)dy = λf(x),

odnosno:

(π − x)

x∫
0

yf(y)dy + x

π∫
x

(π − y)f(y)dy = λf(x).
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Odavde vidimo da za sopstvenu funkciju f va�i da je f(0) = 0 i f(π) = 0. Ako
diferenciramo prethodnu jednakost po x dobi�emo:

−
x∫

0

yf(y)dy +

π∫
x

(π − y)f(y)dy = λf ′(x).

Diferencirajmo prethodnu jednakost. Va�i:

−xf(x)− (π − x)f(x) = λf ′′(x).

Ako reximo diferencijalnu jednaqinu f ′′+ π
λ
f = 0 i uzmemo u obzir uslov f(0) = 0,

dobi�emo rexe�e f(x) = C sin x

√
π

λ
. Kako je i f(π) = 0, to mora biti sin π

√
π

λ
= 0,

odnosno λn =
π

n2
. Mo�emo zak	uqiti da je trK =

π3

6
. Primenom teoreme Mersera,

ovaj rezultat mo�emo dobiti br�e. Naime,

π∫
0

K(x, x)dx =
π3

6
,

a to je upravo trag operatora K.

Primer 3. Setimo se primera 1. Tamo smo izraqunali singularne vrednosti za
operator integracije. Kako je u tom sluqaju sn ∼ 1

n
, zak	uqujemo da operator

integracije nije nuklearan. Do istog zak	uqka se mo�e do�i i primenom teoreme
Lidskog. Naime, lako se mo�e pokazati da operator integracije nema sopstvenih
vrednosti, pa je trV = 0. Sa druge strane, ako izraqunamo trag ovog operatora
u odnosu na bazu fn(t) =

√
2 cos 2πnt, n > 1, f0(t) = 1, gn(t) =

√
2 sin 2πnt, n > 1

dobi�emo da je trV = 1
2
.
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6 Regularizovani trag zaXturm-Liuvilov operator

Posmatrajmo Xturm-Liuvilov problem na segmentu [a, b]:

− y′′ + q(x)y = λy, (6.1)

y(a) cosα + y′(a) sinα = 0, (6.2)

y(b) cos β + y′(b) sin β = 0. (6.3)

Bez uma�e�a opxtosti mo�emo smatrati da je a = 0 i b = π. Smena t =
π(x− a)

a− b
prevodi interval [a, b] u interval [0, π] ne me�aju�i pritom formu graniqnih uslova.

Lema 8. Sopstvene funkcije φ(x, λ1) i φ(x, λ2) koje odgovaraju razliqitim sop-
stvenim vrednostima λ1 i λ2 jesu ortogonalne, tj. va�i:

π∫
0

φ(x, λ1)φ(x, λ2)dx = 0.

Lema 9. Sopstvene vrednosti graniqnog zadatka (6.1)-(6.2) jesu realni brojevi.

Dokaz. Neka je λ1 = u + iv kompleksna sopstvena vrednost Xturm-Liuvilovog
problema (6.1)-(6.2) kojoj odgovara sopstvena funkcija φ(x, λ1). Kako su brojevi α
i β, ali i funkcija q(x) realni, to je i λ2 = λ1 = u− iv sopstvena vrednost posma-
tranog problema, kojoj odgovara sopstvena funkcija φ(x, λ1). Na osnovu prethodne
leme va�i:

π∫
0

|φ(x, λ1)|2dx,

odakle sledi da je φ(x, λ1) ≡ 0.

Lema 10. Ako je q(x) neprekidna funkcija na intervalu [a, b], tada za svako α
postoji jedistveno rexe�e φ(x, λ) jednaqine (6.1) koje zadovo	ava uslove:

φ(a, λ) = sinα i φ
′
x(a, λ) = − cosα

Za svako fiksirano x ∈ [a, b], funkcija φ(x, λ) je cela funkcija po λ.

Dokaz. Stavimo da je φ0(x, λ) = sinα− (x− a) cosα, a za n > 0:

φn(x, λ) = φ0(x, λ) +

x∫
a

(q(t)− λ)φn−1(t, λ)(x− t)dt.

Poxto je q neprekidna, imamo da je |q(x)| 6 M, za x ∈ [a, b]. Neka je |λ| 6 N . Tada
je |φ0(x, λ)| 6 K, za x ∈ [a, b]. Sada mo�emo zak	uqiti da je za n = 1:

|φ1(x, λ)− φ0(x, λ)| 6
x∫

a

(M +N)K(x− t)dt =
1

2
K(M +N)(x− a)2,
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dok je za n > 2:

φn(x, λ)− φn−1(x, λ) =

x∫
a

(q(t)− λ)(φn−1(t, λ)− φn−2(t, λ))(x− t)dt,

|φn(x, λ)− φn−1(x, λ)| 6 (M +N)(b− a)

x∫
a

|φn−1(t, λ)− φn−2(t, λ)|dt.

Odavde mo�emo za	uqiti da je:

|φ2(x, λ)− φ1(x, λ)| 6
K(M +N)2(b− a)

2

x∫
a

(t− a)2dt =
K(M +N)2(b− a)(x− a)3

3!
,

i uopxte:

|φn(x, λ)− φn−1(x, λ)| 6
K(M +N)n(b− a)n−1(x− a)n+1

(n+ 1)!
.

Zbog toga red

φn(x, λ) = φ0(x, λ) +
∞∑
n=1

φn(x, λ)− φn−1(x, λ) (6.4)

uniformno konvergira za |λ| 6 N i x ∈ [0, π]. Kako je za n > 2

φ
′

n(x, λ)− φ
′

n−1(x, λ) =

x∫
a

(q(t)− λ)(φn−1(t, λ)− φn−2(t, λ))dt,

φ
′′

n(x, λ)− φ
′′

n−1(x, λ) = (q(x)− λ)(φn−1(x, λ)− φn−2(x, λ))dt,

red dobijen diferecira�em reda (6.4) jednom ili dva puta tako�e uniformno kon-
vergira po x. Zbog toga je:

φ
′′
(x, λ) =

∞∑
n=1

(φ
′′

n(x, λ)− φ
′′

n−1(x, λ))

= φ
′′

1(x, λ)− φ
′′

0(x, λ) +
∞∑
n=2

(φ
′′

n(x, λ)− φ
′′

n−1(x, λ))

= (q(x)− λ)
{
φ0(x, λ) +

∞∑
n=2

(φn−1(x, λ)− φn−2(x, λ))
}

= (q(x)− λ)φ(x, λ),

pa je jasno da φ(x, λ) zadovo	ava poqetnu jednaqinu, kao i da zadovo	ava poqetne
uslove. Da je φ(x, λ) cela funkcija po λ sledi iz uniformne konvergencije reda
(6.4) i strukture funkcija φn(x, λ).
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Ako u (6.2) stavimo da je ctgα = −h i ctgβ = H, graniqni uslovi se svode na:

y′(0)− hy(0) = 0, (6.5)

y′(π) +Hy(π) = 0. (6.6)

Oznaqimo sa φ(x, λ) rexe�e jednaqine (6.1) koje zadovo	ava uslove:

φ(0, λ) = 1 i φ′(0, λ) = h,

a sa ψ(x, λ) rexe�e (6.1) koje zadovo	ava:

ψ(0, λ) = 0 i ψ′(0, λ) = 1

Lema 11. Oznaqimo sa λ = s2. Tada je:

φ(x, λ) = cos sx+
h

s
sin sx+

1

s

x∫
0

sin {s(x− τ)}q(τ)φ(τ, λ)dτ, (6.7)

ψ(x, λ) =
sin sx

s
+

1

s

x∫
0

sin {s(x− τ)}q(τ)ψ(τ, λ)dτ. (6.8)

Dokaz. Kako φ(x, λ) zadovo	ava jednaqinu (6.1), to je:

x∫
0

sin (s(x− τ))q(τ)φ(τ, λ)dτ =

x∫
0

sin (s(x− τ))φ′′(τ, λ)dτ+s2
x∫

0

sin (s(x− τ))φ(τ, λ)dτ.

Ako primenimo parcijalnu integraciju dva puta na prvi integral sa desne strane
prethodne jednakosti i uzmemo u obzir uslove koje zadovo	ava funkcija φ(x, λ),
dobijamo:

x∫
0

sin (s(x− τ))q(τ)φ(τ, λ)dτ = −h sin sx+ sφ(x, λ)− s cos sx.

Sliqno se dokazuje tv�e�e za funkciju ψ(x, λ).

Lema 12. Oznaqimo sa s = σ + it. Tada postoji s0 > 0 takvo da je za |s| > s0:

φ(x, λ) = O(e|t|x), ψ(x, λ) = O

(
e|t|x

|s|

)
. (6.9)

Preciznije, va�i:

φ(x, λ) = cos sx+O

(
e|t|x

|s|

)
, (6.10)

ψ(x, λ) =
sin sx

s
+O

(
e|t|x

|s|2

)
. (6.11)

Sve procene va�e uniformno za x ∈ [0, π].
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Dokaz. Stavimo da je φ(x, λ) = e|t|xF (x). Tada, ako primenimo prethodnu lemu i
podelimo jednakost sa e|t|x, imamo da je:

F (x) = e−|t|x( cos sx+ h

s
sin sx

)
+

1

s

x∫
0

sin (s(x− τ))q(τ)e(τ−x)|t|F (τ)dτ.

Neka je µ = max
x∈[0,π]

|F (x)|. Tada je µ 6 1 +
|h|
|s|

+
µ

|s|

x∫
0

|q(τ)|dτ , odnosno:

µ 6
1 + |h|

|s|

1− 1
|s|

π∫
0

|q(τ)|dτ
,

ako je imenilac razlomka pozitivan. Ako uzmemo da je |s| >
π∫
0

|q(τ)|dτ , va�i�e

prethodna nejednakost, pa va�i da je φ(x, λ) = O(e|t|x). Preciznije ocene mogu se
dobiti zamenom pokazanih ocena u integrale u prethodnoj lemi.

Sada mo�emo poqeti sa odre�iva�em asimptotskih formula za sopstvene vred-
nosti Xturm-Liuvilovog problema. Za svako λ funkcija φ(x, λ) oqigledno zado-
vo	ava prvi graniqni uslov. Dakle, sopstvene vrednosti dobijamo ako zamenimo
φ(x, λ) u drugi graniqni uslov. Pokazali smo da su sopstvene vrednosti posma-
tranog graniqnog zadatka realne, a kako se mo�e pokazati da je broj negativnih
sopstvenih vrednosti konaqan (v. [6]), imamo da je Ims = 0, pa procena iz prethodne
leme dobija oblik:

φ(x, λ) = cos sx+O

(
1

s

)
. (6.12)

Da	e, diferenciraju�i 6.7 po x i koriste�i prethodnu ocenu, nije texko pokazati
da va�i:

φ
′

x(x, λ) = −s sin sx+ h cos sx+O

(
1

s

)
. (6.13)

Sada, zame�uju�i vrednosti funkcija φ(x, λ) i φ
′
x(x, λ) iz ocena (6.10) i (6.13) u

drugi graniqni uslov, dobijamo slede�u jednaqinu za sopstvene vrednosti:

− s sin sπ + (h+H) cos sπ +O

(
1

s

)
= 0. (6.14)

Za velike s jednaqina (6.14) oqigledno ima rexe�a koja le�e blizu celih brojeva.
Pokaza�emo da, poqevxi od nekog dovo	no velikog n, blizu svakog n postoji samo
jedan koren jednaqine (6.14). U tu svrhu, diferencirajmo levu stranu jednakosti
(6.14) po s, xto je mogu�e uqiniti jer je O

(
1
s

)
analitiqka funkcija po λ. Dobijamo:

− sin sπ − πs cos sπ − π(h+H) sin sπ +O(1) = −πs cos sπ +O(1).

Nije texko videti da ovaj izraz nije nula za vrednosti s koje su blizu celih brojeva.
Kao xto smo ve� rekli, sopstvene vrednosti su koreni jednaqine:

φ(π, λ) +Hφ
′

x(π, λ) ≡ ω(λ) = 0.
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Stavimo λ = s2. Tada je ω(λ) = ω1(s). Iz formule (6.7) sledi da je ω1(s) cela
funkcija od s. Da	e, iz asimptotskih formula (6.12) i (6.13) sledi da za sin sπ ̸= 0
va�i:

ω1(s) = −Hs sin sπ
(
1 +O

(
1

|s|

))
. (6.15)

Uzmimo u s−ravni krug DR polupreqnika R = N + 1
2
, gde je N prirodan broj. Zbog

teoreme Ruxea i asimptotske formule (6.15), unutar kruga DR broj nula funkcije
ω1(s) jednak je broju nula funkcije s sin sπ, tj. jednak je 2N + 1. Funkcija ω1(s) je
parna, pa mo�emo posmatrati samo �ene pozitivne nule. Svakoj pozitivnoj nuli
funkcije ω1(s) odgovara sopstvena vrednost, odnosno broj sopstvenih vrednosti sk
koje su ma�e od N + 1

2
jeste N + 1. Mora biti:

sn = n+ o(1). (6.16)

Naime, stavimo da je sn = mn + o(1), gde je mn ̸= n. Sa jedne strane broj sopstvenih
vrednosti sk koje su ma�e od sn jednak n + 1 (k = 0, 1, . . . n). Sa druge strane, zbog
prethodnog, u krugu polupreqnika mn + 1

2
mora biti 2mn + 1 nula funkcije ω1(s).

Tada bi broj sopstvenih vrednosti sk koje su ma�e od sn bio jednak mn + 1 ̸= n+ 1.
Ova kontradkcija pokazuje da zaista va�i formula (6.16).
Neka je sn = n+ δn. Tada jednakost (6.14) prelazi u:

(n+ δn) sin δnπ + (h+H) cos δnπ +O(1) = 0.

Odavde sledi da je:

sin δnπ = O

(
1

n

)
,

tj. da je δn = O
(
1
n

)
. Dakle, za veliko n koreni (6.14) imaju oblik:

sn = n+O

(
1

n

)
. (6.17)

Prethodna asimptotska formula mo�e se znaqajno pobo	xati ako se pretpostavi
da q(x) ima ograniqen izvod. Ako diferenciramo (6.7) po x, a zatim zamenimo
vrednosti φ(x, λ) i φ

′
x(x, λ) u drugi graniqni uslov, dobijamo:

(−s+B) sin sπ + A cos sπ = 0, (6.18)

gde je:

A = h+H +

π∫
0

(cos sτ − H

s
sin sτ)q(τ)φ(τ, λ)dτ

B =
hH

s
+

π∫
0

(sin sτ +
H

s
cos sτ)q(τ)φ(τ, λ)dτ.

Zbog jednakosti (6.12) izraze A i B mo�emo napisati i u slede�em obliku:

A = h+H +
1

2

π∫
0

q(τ)dτ +
1

2

π∫
0

q(τ) cos 2sτdτ +O

(
1

s

)
,
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B =
1

2

π∫
0

q(τ) sin 2sτdτ +O

(
1

s

)
.

Poxto smo pretpostavili da q(x) ima ograniqen izvod, onda prime�uju�i parci-
jalnu integraciju, dobijamo:

π∫
0

q(τ) cos 2sτdτ = O

(
1

s

)
,

π∫
0

q(τ) sin 2sτdτ = O

(
1

s

)
.

Zbog prethodnih jednakosti, za A i B va�i:

A = h+H + h1 +O

(
1

s

)
, h1 =

1

2

π∫
0

q(τ)dτ,

B = O

(
1

s

)
.

Sada jednakost (6.18) mo�emo zapisati u obliku:

tgsπ =

h+H + h1 +O

(
1

s

)
s+O

(
1

s

) .

Ako opet stavimo da je sn = n+ δn, onda je:

tgπδn =
h+H + h1

n
+O

(
1

n2

)
,

pa je samim tim i:

δn =
h+H + h1

πn
+O

(
1

n2

)
.

Mo�emo zak	uqiti da je:

sn = n+
c

n
+O

(
1

n2

)
, (6.19)

gde je c =
1

π

(
h+H +

1

2

π∫
0

q(τ)dτ

)
.

Ako pretpostavimo da je q(x) ∈ C2(0, π) mo�e se pokazati i preciznija asimptotska
formula:

sn = n+
c

n
+
c1
n3

+O

(
1

n4

)
(6.20)

Formula (6.20) mo�e se jox pobo	xavati (v. [6]), ali je nama i ova procena dovo	na
kako bismo izraqunali regularizovani trag za Xturm-Liuvilov problem.
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Razmotrimo graniqni zadatak:

y′′ + (λ− q(x))y = 0 (6.21)

y′(0)− hy(0) = 0, (6.22)

y′(π) +Hy(π) = 0, (6.23)

gde je x ∈ [0, π], q(x) ∈ C2(0, π), a h i H su proizvo	ne konstante. Oznaqimo
sa λ0, λ1, . . . , λn, . . . sopstvene vrednosti ovog zadatka. Kao xto smo ve� pokazali
ranije u ovom poglav	u, za dovo	no veliko n va�i slede�a asimptotska formula:√

λn = n+
c

2n
+O

(
1

n3

)
, (6.24)

gde je

c =
2

π

h+H +
1

2

π∫
0

q(x)dx

 . (6.25)

Iz formule 6.24 sledi da je:

λn = n2 + c+O

(
1

n2

)
,

pa je:
∞∑
n=0

(λn − n2 − c) < +∞. (6.26)

Suma reda (6.26) naziva se regularizovani trag prvog reda za Xturm-Liuvilov
operator. Ovaj pojam uveli su Ge	fand i Levitan 1953. godine u radu u kom
su i izraqunali regularizovani trag za Xturm-Liuvilov operator. Ci	 da	ih
razmatra�a i izraqunava�a ovog poglav	a jeste da taqno odredimo sumu reda (6.26).
Oznaqimo sa φ(x, λ) rexe�e jednaqine (6.21), koje zadovo	ava poqetne uslove:

φ(0, λ) = 1 i φ
′
x(0, λ) = h.

Tada su sopstvene vrednosti λn koreni cele funkcije:

λ 7→ φ
′

x(π, λ) +Hφ(π, λ). (6.27)

Zato je, na osnovu Adamarove teoreme o faktorizaciji,

φ
′

x(π, λ) +Hφ(π, λ) = AΦ(λ), (6.28)

pri qemu je Φ(λ) =
∞∏
n=0

(
1− λ

λn

)
, a A neka konstanta (koja se mo�e taqno odrediti,

v. [6]). Ako je λj = 0 za neko j, onda se qinilac 1− λ

λn
zame�uje sa −λ.

Ideja je da razmatramo asimptotsko ponaxa�e obe strane jednakosti (6.28) za dovo	no
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velike negativne λ = −µ. Na taj naqin �emo izjednaqava�em koeficijenata uz od-

govaraju�e stepene promen	ive µ dobiti koliko je sλ =
∞∑
n=0

(λn − n2 − c). Prvo �emo

razmatrati desnu stranu jednakosti (6.28).
Koriste�i razvoj funkcije sh(z) u beskonaqni proizvod, zak	uqujemo da je:

Φ(−µ) =
∞∏
n=0

(
1 +

µ

λn

)
=

(
1 +

µ

λ0

)
·

∞∏
n=1

(
1 +

µ

λn

)
∞∏
n=1

(
1 +

µ

n2

) ·
sh(π

√
µ)

π
√
µ

= C1 · (λ0 + µ) ·Ψ(µ) ·
sh(π

√
µ)

π
√
µ

(6.29)

gde je

C1 =
1

λ0
·

∞∏
n=1

n2

λn

Ψ(µ) =
∞∏
n=1

(
1− n2 − λn

µ+ n2

)
.

U svrhu izuqava�a asimptotskog ponaxa�a funkcije Φ(µ) za velike pozitivne µ,
posmatrajmo:

lnΨ(µ) =
∞∑
n=1

ln

(
1− n2 − λn

µ+ n2

)
= −

∞∑
n=1

∞∑
k=1

1

k
·
(
n2 − λn
µ+ n2

)k

= −
∞∑
k=1

1

k

∞∑
n=1

(
n2 − λn
µ+ n2

)k

.

Da	e ocene bi�e zasnovane na slede�oj:

Lema 13. Ako je |n2 − λn| 6 a, onda je

∞∑
n=1

(
|n2 − λn|k

(µ+ n2)k

)
6 π

2
· ak

µk− 1
2

Dokaz. Va�i slede�i niz nejednakosti:

∞∑
n=1

|n2 − λn|k

(µ+ n2)k
6 ak ·

∞∑
n=1

1

(µ+ n2)k
6 ak

+∞∫
0

dx

(µ+ x2)k
6 ak

µk− 1
2

+∞∫
0

dt

1 + t2
6

ak π
2

µk− 1
2

.

Razmotrimo ponaxa�e funkcije lnΨ(µ) koriste�i prethodnu lemu:

∞∑
k=2

1

k

∞∑
n=1

|n2 − λn|k

(µ+ n2)k
6 π

2

∞∑
k=2

ak

µk− 1
2

=
π

2
· a

2

µ
3
2

·
∞∑
k=0

(
a

µ

)k

= O
(
µ− 3

2

)
. (6.30)
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Ostalo je da vidimo xta se dexava u sluqaju kada je k = 1. Koriste�i da je 1
µ+n2 =

1
µ

(
1− n2

µ+n2

)
, dobijamo:

−
∞∑
n=1

n2 − λn
µ+ n2

=
∞∑
n=1

λn − n2 − c

µ+ n2
+ c ·

∞∑
n=1

1

µ+ n2

= c ·
∞∑
n=1

1

µ+ n2
+

1

µ

∞∑
n=1

(λn − n2 − c)− 1

µ

∞∑
n=1

(λn − n2 − c) · n2

µ+ n2
.

Kako je:
sup
n

|(λn − n2 − c)n2| < +∞,

to iz prethodne leme sledi slede�a ocena:

1

µ

∞∑
n=1

(λn − n2 − c) · n2

µ+ n2
= O

(
µ− 3

2

)
. (6.31)

Na kraju dobijamo:

lnΨ(µ) = c ·
∞∑
n=1

1

µ+ n2
+

1

µ

∞∑
n=1

(λn − n2 − c) +O
(
µ− 3

2

)
.

Ostalo je jox da analiziramo prvi sabirak iz prethodne jednakosti. Poznato je da
va�i:

∞∑
n=1

1

µ+ n2
=
π · cthπ√µ

2
√
µ

− 1

2µ
,

pa je :
∞∑
n=1

1

µ+ n2
=

π

2
√
µ
− 1

2µ
+O

(
e−2π

√
µ
)
.

Sada mo�emo zak	uqiti da je:

lnΨ(µ) =
cπ

2
√
µ
+

1

µ
(sλ +

c

2
− λ0) +O

(
µ− 3

2

)
.

Da	e je:

Ψ(µ) = exp

(
cπ

2
√
µ
+

1

µ
(sλ +

c

2
− λ0) +O

(
µ− 3

2

))
= 1 +

cπ

2
√
µ
+

1

µ
(sλ +

c

2
− λ0) +

1

2
· c

2π2

4
· 1
µ
+O

(
µ− 3

2

)
= 1 +

cπ

2
√
µ
+

1

µ
(sλ +

c

2
+
c2π2

8
− λ0) +O

(
µ− 3

2

)
.

Iskoristimo ovaj rezultat i vratimo se na jednakost (6.29):

Φ(−µ) = 1

2π
C1e

π
√
µ

(
√
µ+

cπ

2
+

1
√
µ
(sλ +

c

2
+
c2π2

8
) +O

(
µ−1

))
. (6.32)
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Vratimo se sada na jednakost (6.28) i analizirajmo asimptotsko ponaxa�e leve
strane za dovo	no velike negativne λ = −µ. Da bismo olakxali raqun, pretposta-

vimo da je h = 0 i

π∫
0

q(x)dx = 0. Opxti sluqaj mo�e se na�i u [7].

Sa poqetka ove glave znamo da va�i formula:

φ(x,−µ) = ch
√
µx+

1
√
µ

∫ x

0

q(t)sh(
√
µ(x− t))φ(t,−µ)dt.

Koriste�i pokazanu ocenu (v. lemu 10) prime�enu na s = i
√
µ, imamo da je:

φ(x,−µ) = ch
√
µx+O

(
e
√
µx

√
µ

)
, (6.33)

pa je:

φ(π,−µ) =
1

2
eπ

√
µ

[
1 +

1
√
µ

∫ π

0

q(t)sh(
√
µ(π − t))ch

√
µtdt+O

(
1

µ

)]
=

1

2
eπ

√
µ

[
1 +O

(
1

µ

)]
.

Pre�imo na drugi sabirak posmatrane jednakosti (6.28).

φ
′

x(x,−µ) =
√
µsh

√
µx+

π∫
0

ch
√
µ(x− t)q(t)φ(t,−µ)dt. (6.34)

Zato je φ
′
x(x,−µ) u taqki x = π data sa:

φ
′

x(π,−µ) =
1

2
eπ

√
µ

[
√
µ+

1

4
√
µ
(q(0) + q(π)) +O

(
1

µ

)]
.

Sada je:

φ
′

x(π,−µ) +Hφ(π,−µ) = 1

2
eπ

√
µ

[
H +

√
µ+

1

4
√
µ
(q(0) + q(π)) +O

(
1

µ

)]
.

Ako se vratimo na jednakost (6.28) i iskoristimo dobijene rezultate, mo�emo zak	u-
qiti da je AC1 = π, a zatim i:

H +
1

4
√
µ
(q(0) + q(π)) +O

(
1

µ

)
=
cπ

2
+

1
√
µ

(
sλ +

c

2
+
c2π2

8

)
. (6.35)

Izjednaqavaju�i koeficijente uz 1√
µ
, dobijamo tra�eni rezultat za sλ:

sλ =
1

4
(q(0) + q(π))− H

π
− H2

2
. (6.36)
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7 Regularizovani trag - apstraktni sluqaj

Nakon prvih rezultata Ge	fanda i Levitana, teorija regularizovanih tragova
diferencijalnih operatora se intenzivno razvija. Razmatra�a obuhvataju gra-
niqne diferencijalne zadatke vixeg reda, zadatke sa spektralnim parametrom u
graniqnim uslovima, kao i u koeficijentima samog zadatka itd. Pritom, raqunaju
se i regularizovani tragovi vixeg reda, tj. sume stepena sopstvenih vrednosti.
Otkrivene su razne metode za �ihovo izraqunava�e, a ovde �e biti prikazan jedan
opxti apstraktni metod za nala�e�e regularizovanih tragova, u onoj meri koliko
je potrebno da se ponovo do�e do rezultata za prvi regularizovani trag Xturm-
Liuvilovog operatora.

Definicija 10. Operator T koji deluje na separabilni Hilbertov prostor H
naziva se diskretni ako postoji neki kompleksan broj λ0 takav da je Rλ0 = (λ0−T)−1

kompaktan operator.

Dakle, operator je diskretan ako mu je rezolventa kompaktna za λ0 ∈ C. Za svako λ
iz rezolventnog skupa, va�i Hilbertov identitet:

Rλ −Rλ0 = (λ− λ0)RλRλ0 ,

pa je Rλ kompaktan za svako λ iz rezolventnog skupa, ako je kompaktan za bar jedan
λ0.

Definicija 11. Neka je T diskretan samoadjungovan operator na Hilbertovom
prostoru H. Ako postoji konstanta c ∈ R takva da je:

(Tf, f) > c(f, f)

za sve f ∈ H, onda takav operator nazivamo poluograniqenim (ograniqenim odozdo).

Neka je T samoadjungovan diskretan operator ograniqen odozdo i neka je P ogra-
niqen operator na separabilnom Hilbertovom prostoru H. Oznaqimo sa λk i φk

redom sopstvene vrednosti i odgovaraju�e normalizovane sopstvene vektore opera-
tora T. Neka je (µk) niz sopstvenih vrednosti operatora T+P, koje su ure�ene
rastu�i po modulu. Ako postoje konstante C1 > 0 i C2 > 0 takve da va�i:

C1 <
an
bn

< C2,

onda pixemo an ≍ bn.

Teorema 14. Ako je λn+1(T)− λn(T) ≍ n
1
p
−1 (0 < p < 1), pri qemu su λn razliqite

sopstvene vrednosti operatora T, i ako je P ∈ B(H), onda je:∑
k>1

′
(µk − λk − (Pφk, φk)) = 0. (7.1)

Simbol
∑
k>1

′
oznaqava da su izrazi koji su indukovani sopstvenim vrednostima

vixestrukosti ve�e od 1 grupisani. Ako su sve sopstvene vrednosti, osim �ih
konaqno mnogo, proste, onda va�i:∑

k>1

(µk − λk − (Pφk, φk)) = 0. (7.2)
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Doka�imo prvo nekoliko lema.

Lema 14. Neka je λ1 < λ2 < . . . < λn → +∞ i 0 < p < 1. Tada je λn+1 − λn ≍ n
1
p
−1

ako i samo ako je λn+1 − λn ≍ λ1−p
n .

Dokaz. ⇒: Iz uslova sledi da je:

C1n
1
p
−1 6 λn+1 − λn 6 C2n

1
p
−1,

za C1 > 0 i C2 > 0. Ako prosumiramo prethodnu relaciju, dobijamo λn+1 − λ1 6

C2

n∫
0

x
1
p
−1dx, a samim tim i λn = O(n

1
p
−1). Sliqno se dobija da je λn > const · n

1
p , pa

mo�emo zak	uqiti da je λn ≍ n
1
p . Iz λn+1 − λn ≍ n

1
p
−1 sledi da je λn+1 − λn ≍ λ1−p

n .
⇐: Ako je λn+1 − λn ≍ λ1−p

n , onda imamo da λn+1

λn
→ 1, pa je

λn+1 − λn ≍ λ1−p
n+1.

Da	e je

C1(n− 1) 6
n∑

k=1

λk+1 − λk

λ1−p
k+1

6
λn∫

λ1

x1−pdx 6 λpn
p
,

odnosno λn > n
1
p . Sliqno dobijamo obratnu nejednakost, pa je λn ≍ n

1
p . Iz λn+1−λn ≍

λ1−p
n sledi da je λn+1 − λn ≍ n

1
p
−1.

Neka je Γn = {λ : |λ| = rn = λn+λn+1

2
} i ϕ(z) =

∑
k>1

1
|z−λk|

. Iz Xmitovog razvoja za

rezolventu Rz = (z −T)−1 mo�emo primetiti da je ϕ(z) = ||Rz||1.

Lema 15. Ako je z ∈ Γn, onda je ϕ(z) 6 C3
lnn

n
1
p−1

(0 < p < 1), gde konstanta C3 ne

zavisi od n.

Dokaz. Kako je za z ∈ Γn, ϕ(z) 6 ϕ(rn) i
1

rn−λn
≍ n1− 1

p , dovo	no je dokazati da:

∞∑
k=n+2

1

λk − rn
6 C4 lnn

n
1
p
−1

i
n−1∑
k=1

1

rn − λk
6 C4 lnn

n
1
p
−1

Imamo da je:

∞∑
k=n+2

1

λk − rn
6 C5

∞∑
k=n+2

λk − λk−1

λ1−p
k (λk − rn)

6 C5

∞∫
λn+1

dx

x1−p(x− rn)
= C5r

p−1
n h

(
λn+1

rn

)
,

gde je h(x) =
+∞∫
x

tp−1

t−1
dt i konstanta C5 ne zavisi od n. Iz asimptotske relacije

h(x) ∼ − ln (x− 1) kada x→ 1+, rn ≍ n
1
p , λn+1

rn
→ 1 i prethodnog raquna, sledi da je:

∞∑
k=n+2

1

λk − rn
6 const

lnn

n
1
p
−1
.

Druga nejednakost mo�e se pokazati sliqno.
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Lema 16. Operator T+P je diskretan.

Dokaz. Kako za rezolventu samoadjungovanog operatora va�i da je ||Rz(T)|| = 1

d(z, σ(T))
(v. [9]), to za z ∈ Γn imamo da va�i:

||PRz|| 6
||P||

d(z, σ(T))
6 C6

n
1
p
−1

→ 0, n→ ∞.

Zbog prethodne relacije operator I − PRz ima ograniqeni inverzni operator za
z ∈ Γn ako je n dovo	no veliko i va�i:

(z −T−P)−1 = (z −T)−1
∑
n>0

(PRz)
n.

Kako je Rz(T) kompaktan, to je i (z −T−P)−1, pa je T+P diskretan.

Doka�imo sada glavnu teoremu sa poqetka poglav	a:

Dokaz. Neka je R
′

λ = (λ−T−P)−1 i Rλ = (λ−T)−1, λ ∈ Γn. Tada je:

(λ− (T+P)) = (λ− (T+P))(λ−T)Rλ = (I−PRλ)(λ−T).

Kao u dokazu prethodne leme, operator I − PRλ ima ograniqen inverzni operator
i va�i:

(I−PRλ)
−1 =

∑
n>0

(PRλ)
n.

Iz prve relacije sledi, koriste�i da je (AB)−1 = B−1A−1:

R
′

λ −Rλ =
∑
n>1

Rλ(PRλ)
n,

odnosno:

R
′

λ −Rλ −RλPRλ =
∑
n>2

Rλ(PRλ)
n.

Operator Rλ je nuklearan, pa mo�emo napisati:

tr(R
′

λ −Rλ)− trRλPRλ =
∑
n>2

trRλ(PRλ)
n. (7.3)

Koriste�i da je R
′

λ = −R2
λ i komutativnost traga operatora, imamo:

d

dλ
tr(PRλ)

k = trk(PRλ)
k−1P (Rλ)

′ = −ktr(PRλ)
k−1PRλRλ = −ktrRλ(PRλ)

k,

odnosno, za k > 1 va�i:

trRλ(PRλ)
k =

−1

k

d

dλ
tr(PRλ)

k.
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Ako relaciju (7.3) pomno�imo sa λ i prointegralimo po konturi Γn, dobi�emo:

1

2πi

∫
Γn

λtr(R
′

λ −Rλ)dλ− 1

2πi

∫
Γn

trPRλdλ =
∑
k>2

1

k
· 1

2πi

∫
Γn

tr(PRλ)
kdλ. (7.4)

Naime, koriste�i parcijalnu integraciju na zatvorenoj konturi Γn imamo da je:

1

2πi

∫
Γn

λtrRλPRλdλ =
1

2πi

∫
Γn

λ(−1)
d

dλ
trPRλdλ =

1

2πi

∫
Γn

trPRλdλ.

Analogno se dobija desna strana jednakosti (7.4).
Koriste�i Xmitov razvoj rezolvente Rλ, lako se vidi da je:

trPRλ =
∑
k>1

(Pφk, φk)

λ− λk
,

pa je:
1

2πi

∫
Γn

trPRλdλ =
∑
k>1

(Pφk, φk)
1

2πi

∫
Γn

1

λ− λk
=

n∑
k=1

(Pφk, φk).

Iz osobina Risovih projektora sledi

1

2πi

∫
Γn

λtr(R
′

λ −Rλ)dλ =
n∑

k=1

′

(µk − λk),

pa relaciju (7.4) mo�emo napisati na slede�i naqin:

n∑
k=1

′

(µk − λk − (Pφk, φk)) =
∑
k>2

1

k
· 1

2πi

∫
Γn

tr(PRλ)
kdλ.

Sada nam preostaje da procenimo

1

2πi

∫
Γn

tr(PRλ)
kdλ

za k > 2. Kako je:

|tr(PRλ)
k| = |tr(PRλ)(PRλ)

k−1| 6 ||PRλ||1 · ||(PRλ)
k−1|| 6 ||P||k||Rλ||1||Rλ||k−1,

to iz leme 14 sledi da je:

|tr(PRλ)
k| 6 C3||P||k lnn

n
1
p
−1

||Rλ||k−1.

Neka je Γ
′
n = {λ : |λ| = rn, 0 6 argλ 6 π

2
}, Γ′′

n = {λ : |λ| = rn,−π
2
6 argλ 6 0},

dn = λn+1−λn

2
i φn = dn

rn
. Jasno je da je dn ≍ n

1
p
−1 i φn → 0, n→ ∞.

Procenimo sada
1

2πi

∫
Γ′
n

tr(PRλ)
kdλ.
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Na osnovu prethodnog, odmah imamo da je:∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Γ′
n

tr(PRλ)
kdλ

∣∣∣∣ 6 C3

2π
||P||k lnn

n
1
p
−1

∫
Γ′
n

||Rλ||k−1|dλ|. (7.5)

Kako je ∫
Γ′
n

||Rλ||k−1|dλ| =

π
2∫

0

||Rrneiθ ||
k−1rndθ =

φn∫
0

+

π
2∫

φn

,

||Rrneiθ || 6 1
dn
, za 0 6 θ 6 φn i ||Rrneiθ || = 1

d(rneiθ,σ(T))
6 1

rn sin θ
, za φn 6 θ 6 π

2
, iz (7.5)

sledi:

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Γ
′
n

tr(PRλ)
kdλ

∣∣∣∣ 6 C3

2π
||P||k lnn

n
1
p
−1

(
rnφn

dk−1
n

+
1

rk−2
n

π
2∫

φn

dθ

(sin θ)k−1

)
.

Primetimo da je funkcija:

x 7→ xk−2

π
2∫

x

dθ

(sin θ)k−1

ograniqena na [0, π
2
] za k > 3, pa iz prethodne nejednakosti sledi:∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Γ
′
n

tr(PRλ)
kdλ

∣∣∣∣ 6 C3

2π
||P||k lnn

n
1
p
−1

(
1

dk−2
n

+
1

rk−2
n

O

(
1

φk−2
n

))
6 Ck

7

lnn

n( 1
p
−1)(k−1)

,

koriste�i da je dn ≍ n
1
p
−1. Konstanta C7 ne zavisi od k i n.

Sliqno se mo�e pokazati da je:∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Γ′′
n

tr(PRλ)
kdλ

∣∣∣∣ 6 Ck
7

lnn

n( 1
p
−1)(k−1)

.

Dakle, za k > 3, poxto je T poluograniqen operator, imamo:∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Γn

tr(PRλ)
kdλ

∣∣∣∣ 6 Ck
8

lnn

n( 1
p
−1)(k−1)

.

Analogno se mo�e videti da je za k = 2:∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Γn

tr(PRλ)
2dλ

∣∣∣∣ 6 const
ln2 n

n( 1
p
−1)

,

pri qemu konstanta ne zavisi od n. Kako je 0 < p < 1, konaqno je:∣∣∣∣ n∑
k=1

′

(µk − λk − (Pφk, φk))

∣∣∣∣ 6 C9
ln2 n

n( 1
p
−1)

,
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pa i ∑
k>1

′
(µk − λk − (Pφk, φk)) = 0.

Primenimo ovu teoremu na Xturm-Liuvilov problem:

y′′ + (q(x) + λ)y = 0,

y(0) = y(π) = 0,

gde je x ∈ [0, π] i q ∈ C1[0, π] realna funkcija. Ako sa T obele�imo operator
generisan diferencijalnim izrazom l(y) = −y′′ i graniqnim uslovima y(0) = y(π) =
0, onda nije texko pokazati da su sopstvene vrednosti operatora T date sa λn = n2,

a odgovaraju�e sopstvene funkcije sa φn =
√

2
π
sinnx. Neka je P : L2(0, π) → L2(0, π)

ograniqeni operator definisan sa Pf(x) = −q(x)f(x), pri qemu je
π∫
0

q(x)dx = 0

(ova pretpostavka ne uma�uje opxtost). Kako je λn+1 − λn = 2n + 1 ≍ (n2)
1
2 , to je

u ovom sluqaju p = 1
2
. Proverimo jox da li je T poluograniqen. Ako napixemo

y(x) =

x∫
0

y′(t)dt i primenimo nejednakost Koxi-Xvarca dobi�emo:

(Ty, y) =

π∫
0

−y′′(x)y(x)dx =

π∫
0

(y′(x))2dx > C

π∫
0

(y(x))2dx.

Izraqunajmo sada
∑
n>1

(Pφn, φn). Jednostavnim transformacijama dobijamo:

(−q(x) ·
√

2

π
sinnx,

√
2

π
sinnx) = − 2

π

π∫
0

q(x) sin2 nxdx

= − 2

π

π∫
0

q(x)
1− cos 2nx

2
dx

=
1

π

π∫
0

q(x) cos 2nxdx.

Produ�imo funkciju q(x) π− periodiqno i napiximo �en Furijeov red u taqki
x = π. Kako je a0 = 0, sin 2nπ = 0 i cos 2nπ = 1, nakon kra�eg raquna dobi�emo:

q(0) + q(π)

2
=

∞∑
n=1

an =
2

π

∞∑
n=1

π∫
0

q(x) cos 2nxdx,
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odnosno

1

π

∞∑
n=1

π∫
0

q(x) cos 2nxdx =
q(0) + q(π)

4
.

Na kraju je
∞∑
n=1

(µn − n2) =
q(0) + q(π)

4
.

Posmatrajmo sada Xturm-Liuvilov problem:

y′′ + (λ− q(x))y = 0,

y′(0) = y′(π) +Hy(π) = 0,

kakav smo razmatrali u poglav	u 6. T je opet operator generisan diferencijalnim
izrazom l(y) = −y′′ i graniqnim uslovima y′(0) = y′(π)+Hy(π) = 0. Ako potra�imo
�egove sopstvene vrednosti, dobi�emo da, zbog graniqnih uslova, one zadovo	avaju
slede�u jednaqinu:

tgπ
√
λ =

H√
λ
,

odnosno

tgx =
Hπ

x
.

Rexe�a λn ove jednaqine oqigledno postoje, samo su slo�enija nego u prethodnom
primeru. Takve su i sopstvene funkcije, pa �emo se ovde ograniqiti na jednostav-
niji sluqaj kada je H = 0. Naravno, formula (6.36) iz glave 6 se mo�e dobiti
na ovaj naqin, ali podrazumeva komplikovanija izraqunava�a kako bi se prexlo
sa jedne regularizacije na drugu. U sluqaju kada je H = 0 sopstvene vrednosti
zadovo	avaju jednaqinu:

sinπ
√
λ = 0,

pa je λn = n2 za n > 0, dok su odgovaraju�e sopstvene funkcije φn =
√

2
π
cosnx

za n > 1 i φ0 = 1. Ako sprovedemo raqun kao u prethodnom Xturm-Liuvilovom
zadatku, dobi�emo da je:

∞∑
n=0

(µn − n2) =
q(0) + q(π)

4
.
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