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BajepimirpacoBa penpeseHTanuja MUHUMAJITHAX TOBPINA Muanow Bopuh

IIpearosop

Y 0BOM pa/iy UBJI0KEHU Cy OCHOBU TEOPHj€ JBOJUMEH3UOHATHUX MUHUMAJHUX TTOBPIIIH.
Y upBOM 1OIJIAB/bY LIPUKA3aH je KPATaK MCTOPUJCKU PA3BOj OBE TEMATHKE, Ca 1MOCeOHUM
AKIEHTOM HA TOME TJIe€ Ce CBE I0jaBJbYjy MUHUMAJIHE MOBPIIHA W OJAKJE MOTHYE MOTUBA-
1Kja 33 HUXOBO MpOoyYaBame. Kiacudnum mpuMepw MUHWMAJIHUX HTOBPIIMHU MPUKA3AHU CY
y JAPYTOM TOTJIABJbY W IPBEHCTBEHO MCTAKHYTE OHE Yy KJAaCaMa, POTAIMOHUX, IPABOJIMHU]-
ckux ¥ MOHXKOBUX MOBpIIU. Y BOheme M30TEPMAJHUX KOODJIUHATA HA IIOBPIIU jé OCHOB
3a W3y4YaBarmhe OBUX TOBPIIMHM U TO je u3joxkeHo y Tpehem mormasimwy. Jlate cy dhopmyne y
OBMM KOOPJMHATAMA, YBEJIEH je T0jaM MUHWMAJIHE KPHUBE U Y HOBUM TepMUHUMA, TIpedop-
MYJUCAHU HEKHU JIOOWjeHu pe3ysiTaru. 1eTBpPTO MOIJIaBJbe, KOjé MpeJICTaB/ha TJIABHH JI€0
pajia, cajapxku pBo JiokasHu 00simk BajepirrpacoBe penpeseHTaliuje MUHUMAJIHE TOBPIIH,
WIYCTPOBAH KPO3 IIPUMEpPE U3 JIPYTrOT IMOrJiaBjba. 1ume cy nobujene Heke mudopMmalmje o
reOMeTPHUju TUX IMOBPIIH, IITO je W OMO jelaH O IMu/beBa paja. HakoOH Tora yKpaTko je
MPUKA33aHO KAKO Ce TpeJia3d Ha, TVIODAJIHY BEP3HU]y Perpe3eHTalrje, CaMo Ha CIydajy OpH-
jJeHTAaOMJIHUX MOBPIIH. bBjopaumHrosa (popMyia, NpuKa3aHa y METOM IOTJIABIBY, Jaje HATIHMH
3a E€HEPHUCAkE€ HOBUX MUHUMAJIHAX [OBPINUA C3 YHAIPEJ 33JIATUM YCJIOBUMA. Y I[OCJEJ-
BEM, IMMeCTOM TOTJIABJbY, OMMUCAH je MeToa AedopMalije MUHUMAJIHAX KPUBUX W HETOBa

Be3a Ca MUHHUMAJIHHUM ITIOBPIIHUMA.

3axBaspyjeMm ce cBoM MeHTOPY Jip Mupjanu Dopuh Ha BeIWKO] MOMPIIIY, pa3yMeBamby
u nomMohu TOKOM mmcama OBOr paja. Tlakohe, 3axBasbyjeM ce WJIaHOBUMA KOMUCH]E P
Mupocnasu Autuh m np Cphamy Bykmuposwhy ma OGpojHEM KOpPHUCHMM IpUMeaOaMa U
[IaK/bUBOM 4MTaly Pasia, Kao u Tujanu Ilykusouh na nomohm oko nprawmba cimka y

nporpamy Mathematica.
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1 HMcropujckm oCBpT M MOTHBaINuja

Teopuja MUHEMAJHIX IIOBPIIK Pa3Buja ce o 18. Beka /10 jamac, kopucrehm amapar qu-
depeHIja He TeoOMeTPHrje, KOMIUIEKCHE aHaJM3€e, HapInjaannXx JudepeHnujajnux jeaHa-
YWHA, ¥ BapUjalnoHor pauyHa. Croj lUXoBe borare MaTeMaTHIKe CTPYKTYPE W TPAKTHIHOT
3HAYAja y JPYTUM HAyKaMma 3anHTEPECOBAJIA CYy HEKe o)1 HajBehnx HayJIHUKA OBOT BPEMEHA.
[Touernu oBe Teopuje mory ce nponahu y pajgosuma Ojsrepa uz 1744. u Jlarpanxka uz 1760.
Ojnep je mokazao jia je kamenoud MUHUMAJIHA MOBPII, JOK je Jlarpawk mpBu J0mao Jjio
napuujajnux jeanaqauna koje dbyukmmja obnuka z = f(x,y) (T38. MoHk0Ba MOBpI) MOpPa
JIa 33J10BOJbaBa Ja Ou meH rpaduk oapehuBao mMuauMajHy noepri. Ovo cy Owiim npBu
HeTPUBUjaJIHN IIPAMEpPH, HAKOH IIOBPIIH KOja IPeJCTaBha jaeo paBHu. 1776. Mejcuep' je
JI0KA3a0 3 je U TeAaukoud MAHUMAJIHA, TOBpI. MaTtemMaTndaku CBET je MOpao Ja deka jorr 50
rOJIMHA, 32 HOBE IPUMEPE MUHUMAJIHUX MOBpIH, u 10 Illeprosy munumanny nospw, [ep-
KO8Y MEMY MUHUMAAHY NOSPW, KA0 U (DAMUIA]Y TOBPIIH KOja MPEJICTABIHA N30METPUIHY
nedopmanujy m3mely xesmkousa u karenouga. 1866. Bajeprrrpac je mampaBuo Bejukwn
moMak 06jaBHBIIHU CBOjy (opMysy Koja je omoryhmia reHepucame HOBUX IPHMEPA MUHH-
MaJiHux 1oppiin u3 Beh nocrojehux. Jlanac je mcumruBambe MUHMMAJIHUX IIOBPIIA TECHO
TIOBE3aHO €a ynoTpeboM padyHapa W BU3yeJu3aIjoM jep Ham oMoryhaBajy JUCKpPeTHO 3a-
JaBamhe MEHAMAJHUX TOBPINN U n3Boheme 'ekcuepuMenara’ y pa3HuM COPTBEPCKUM OKPY-
JKemhrMa. Y IIPaBo Tako je orkpusena dacumuantTaa Kocmuna munumaana nospus He Tako

nasHe 1984. romune.

3aMHCIMMO jeJIaH jeJHOCTABAH KYXUICKHM €KIIEPUMEHT: y CAIlyHUIly 3aPOHHMO IIPOU3-
BOJbHY 3aTBOPEHY KOHTYPY HAIPaBJbEHY O MeTaJiHe kuie. KaJa mak/puBO M3BYUIEMO
KOHTYPY HAIo0Jbe, BUIAMMO JIa je HaJ HOM pasarera ToBpII o camynwuine. Mako Kpajme
JE€THOCTaBaH, OBaj €KCIEPUMEHT MPAKTUIHO PEIlaBa MATEMATUYIKH MPODJIeM HAJIAXKeHma Mo-
BPIIIK HAJMAH€ MOBPIUHE MeDy CBUM JIOBOJHHO OJIMCKUM MOBPINMAMA CA 33/[ATOM I'PDAHUIIOM
(ma mpumep xkurnom). Haume, mpuposa Texu jga MUHEMHA3Yje MOTEHIUjATHY €HEePrujy Io-
BPIIIK, KOja je NPOIOPIMOHAIHA HOBpIuHY cammyrune. /lakie, ¢popMupana noBpii y cramy
crabuiiHe PABHOTEXKE 3aWCTA, UMA MUHUMAJIHY TOBPINAHY, OJAKJ€ W TOTUYE HAZUB MUHU-
maane nospwu. Puzmuap I11aTo’IpBH je M3BOAMO MHOTE EKCIIEPUMEHTE Ca CAITYHUIIOM
cpeauaom 19. Beka. Own je dopmynmcao 4 mocryiata KOJU ONUCYjy CHHTYJIApUATETE KOje

MOXKe UMATH OBAKBA IOBPII O] CAIIYHUIIE ¥ PABHOTEXKHOM cTamy. llocToje mBa Tmma:

1° riarka CUHTYJIApHA WBHUIA IO KOjOj C€ CeKy TPHU CUHIYJApHE PABHU, CBaKe JIBE IO/

yriioM ox 120°;

2° cuHryNapHA TaYKa y KOJOj Ce Clajajy deTHPH IJIATKE CUHTYJIAPHE UBUIE, IIPU 9eMy je

! Jean Babtiste Meusnier de la Place (1754 — 1793), dbpaniyckn MaTeMaTIaap
2 Joseph Antoine Ferdinand Plateau (1801 — 1883), 6esrujcku dbusuuap
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_ 1
yrao m3mel)y cBaxe npe on mux npubmmkao 109° 28'16” (yrao 4mju je xocumyc _5)
Haj6osbu npuMepn OBUX CHHIYJIAPUTETa BUJIE C€ KOJI MUHUMAJHUX HOBPIIH PA3aleTuX HaJl
TPAHUIIOM TETPAEIPa W KOmKe, peaom. Tpeba OuTu marxkKJ/bUB Ca TEPMHUHOJOTUJOM jepP OBO

HUCY NIPUMEPH PEryJapHUX MOBPINU y CMUCTY AudepPeHInjaTHe TeOMeTPHje.

ILnaTooBa mpenu3Ha Mepema PA3HUX MOBPIIMU KOPUCTUIIA CYy KACHU]Ee KA0 TOTBP/IA MHOTUX

Teopujckux pesynaraTa. Ojarie je IpOUCTeKJIa XUIMOTe3a:

Za au 3a npoussonny 3ameopeny NPoCmMopry Kpusy Koja HEMA CAMONPecexa nocmoju

MUHUMAAHG NOBPUL “WUJA je MO 2paHuLa ?

IIpob6em mpoHasIakema TaKBe TOBPIIH ce 3aT0 Ha3wBa, [1aamoos npobaem. Kommaeran
MATeMaTHIKHI J0KA3 OBOTr HpobeMa mpsu je o6jasmo Jarmac® 1931. u He3aBHCHO O Bmera
Pano?, kopucrelin mOTIyHO HOB MATEMATHUKM ANAPAT, T3B. BAPUJAIHOHM PAdyH UHjH
ce maszuB nperxomgaux 200 roawHa Be3mBao 3a Jlarpamxkoso meso. Ilpenmsnuje, onm cy
JOKa3aJIi JIa TTOCTOjU MUHUMAJIHA MOBPIN KOja MUHUMH3Yje MOBPIIUHY W UHja je TPAHUIA
npoussosbHa 2KopsanoBa Kpusa, a 00JacT napaMerapa jeJIMHUYHY JUCK (IPaHUIa JIMCKA
ciuka ce Ha KpuBy). lomumme 1936, Jlarmac je 3a cBoj momyxsar narpalen @miacoBom
MenaboM. Jloka3 oBor mpobJieMa He OIMHCYje TeOMETPHjCKe OCOOMHE Te MOBPINKM W He Jaje
HAYWH KAKO C€ Ta TOBPIN €(PEeKTUBHO HAJIA3U, IITO je OTBOPUJIO HOBA NMUTAHA W IIPABIE
HCTpaxKuBama. llopeJ ersucreHnyje, MOXKe HAC 3aHUMATH JeIMHCTBEHOCT PpeIIerHa OBOT
upobsema. Ha oBO nmurame 0iroBOp je HeraTWBaH, a jesaH oJ npumepa je t3B. larsacosa

KOHTYDA.

IloBpmu o1, cammynutie cy caMo jegaH oJt IPUMepA IJie ce MUHIMAJTHE TTOBPIIHT IT0jaBIbYjy.
Buno kakse memGpane u3amelly xomorenux mesuja,/cpeinHa y TPUPOIM UMAjy TPUOIIHIKHO
00JIMK MUHUMAJIHUX MOBpIu: hesimjcke MmemOpane, MeMOpaHa CpeImer yxa, pa3au obmim
KpucTasa... Ako rpanumy u3mely nBa xomorena meuja TpeTupamo Kao moBpin (jep HeMa
21eb/buHy ), BeHa Cpeba KpusuHa H je nponopnuoHa/Ha pasJiuiy MPUTUCAKA THX MEJIUja 1
pe3yaryjyhu nputucak je y cmepy Hopmasie Ha moBprir. OBo onmcyje 138. Jlamaac-Janrosa
jeTHATITHA

1 1
Ap=~ <R1 Rg) ) (1)
e je Ap paziuKa TPUTHCAKA €A PA3TUIATHX CTPAHA MOBPINU, 7y TMOBPIMTHHCKYA HAIOH
TeIHOCTU (KOHCTAHTA BE3aHA 3 MOBPIII J€/IHAKA EHEPTUjU TIOBPIIY 110 jEeJMHUIM TOBPIIUHE,
enr. surface tension), a Ry w R riiaBHuM NOJyNPEYHAI KPUBUHE Yy JIBA HOPMAJIHA TJIABHA
mpaBI@a (MOXKEMO CMATPATH Ja jeé MPOU3BOJHPHO MAJH JIE0 TMOBPINU OTPAHIYEH ,ILe.HOBI/IlMa,

KPyrosa OBHX nojiynpeunuka). [Ipema Tome, cpeama kpuBuHa nospnm je 2H = — + —

Ry Ry’

8 Jesse Douglas (1897 — 1965), aMepidku MaTeMaTuaap
“Tibor Radé (1895 — 1965), maljapcKu MaTeMaTHIap
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na jequaumua (1) mocraje

Ap = 2vH.

3a nosprr og, camynune Baxn Ap = 0, na je H = 0. Oso y3umamo 3a oCHOBHY jedwuHu-
11jy MUHMMAJIHE [IOBPIIH, a y HAPEJHOM IOIJIaB/by hieMo BujeTu Be3y usmely mperxoaHor
OIMCA W FhUXOBOT HA3WBA. ¥ BE3W Ca MUHUMAJHHUM ITOBPINMAMA CBAKaKO Om Tpebajo mome-
HYTH W [OBPIIXA KOHCTaHTHe cpenmbe Kpusuue H = const (138. CMC surfaces), auju cy
OCHOBHH TIPUMEPH MEXYPOBH O] CAIIYHHUIIE, KOJI KOJUX je Pa3J/InKa YHYTPAIIHET U CIIOJhAIll-

HEr IMPUTHUCKA Ha CAITYHUILY KOHCTAQHTHA.

Munumadine MOBpIIM ce 3aXBasbyjyhu MeNaBMHM €CTETCKUX U NPAKTHYHUX 0COOMHA
9eCTO MOTY CYyCPeCTH W Yy aApXUTEKTypH. 300r MUHUMH3WPAHA IMOBPIIWHE OHE 3HAYAJHO
CMabyjy KOJMYMHY YTPOIIEHOI MaTepujajia U CAaMUM TUM BeoMma cy Jjake. Hajuemnrthe ce
yrorpebibaBajy 3a Jjake KPOBHE M MIATOPACTE KOHCTPYKIMj€ ¥ MMajy OOJIMK OMPDOMHUX IT0-
BPIIIH OJT CAILYHHUIIE Ca o/ipe)eHOM rpaHuIoM, Koje ¢y 360T crabmmnocTn (PUKCUPAHE Y HEKIM
raukama. Apxurexta Q1o ®Opej® je Ha Taj HAUMH KOHCTPYHCAO KPOoBOBE OJIMMIIN]CKOT CTa-
juona y Munxeny, Konrpecue gsopane y Bepauny, kao u naBupon 3anaine Hematuke na
npecTrKHOj n3s102k0u Expo 67 ompxkanoj y Monrpeasy. Mehyrum, MmuanmaJine mospiinu
Cy TIOTMPHUJIMTHO 'paBHe’ TMOBPIH 33 aPXUTEKTE, T4, Cy TOHEKA A MOJUIOXKHE TOIPXTABATLY
o/l BeTpa u cHera. ecto ce ynorpebibaBa U XUIEpOOIMIKY Tapaboons (IpruMep JINHK]CKe
NOBPIM) KA0 MPUOIMKHE MOJIE] MUHUMAJIHE TIOBPIIH, MAKO TO HAPABHO HUj€ MUHUMAJIHA

IIOBPIII.

SFrei Paul Otto (1925—), HeMauKy apXUTeKTa ¥ UHKEHep



BajepimirpacoBa penpeseHTanuja MUHUMAJITHAX TOBPINA Muanow Bopuh

2 Knacunyne MUHMMAaJHe nospmm y R3

2.1 deduHnnuje MUHUMAJIHUX IOBPIIA

Casa hemo mokazatu Bely uzmely nmoMmenyTux jedununmja MuanMane mospinu. Heka
je M mospm y R3 3amara mapamerpusammjom r : U — M. Hamame noapasymeBamo
JlarpamxkoBy gedunurujy n3 1760. rogume KojoM Ce MHUHHAMAJIHE IOBPIIMH KAPAKTEPHIIY
CPe/iIbOM KPHMBUMHOM KOja je MJIeHTHYKHU jejnHaka Hysau. Dopmysa 3a Cpejiiby KPUBUHY Y
TepMuHEMA, KoeduiimjeHaTa mpee u japyre dymmamentaine ¢popme je
eG—QfF—i-gE. @)

2(EG — F?)

H =

[IpenmocT oBe nedunuImje je y TOME IITO je JIOKAJIHA jep Ce CPeha KPUBUHA, Ae(MUHUIITE
y Ta4uKH, 33 PA3JIUKy O Apyre aedHHUNM]je K0 MOBPIIN KOja MUHAMH3Yje TOBPIIUHY jep
Ta 13, MOPAMO MOPEIMTH IOBPIIUHY IeJie TOBPINH €3, 10j OsmmckuMm noBprmuma. Takobhe, e
3aBUCHU O] TPAHUYHE KPUBE U CAMHUM THM IOBpIU 0e3 rpaHuiie MOry takohe 6utu MuHU-
maJiae. MaHa je y ToMe mTo Huje 0/iMax jJaCHO Ja Jiu je JeUHULM]ja TeOMETPH]CKO CBOjCTBO

TIOBPIIHU, OTHOCHO /I JiK he Ce MPOMEHUTH aKO 0Ja0epeMo HeKy JAPYTy MapaMeTpu3allujy.

Jedunncahemo dbammmjy nospmm M () koje Hacrajy Magum mpomenama mospm My
IpaBIly HOpMaJHOM Ha moBpm. Osnaunmo ca A(t) moppmmny nospmu M (t). Tloacernmo
ce ma je nmoBpmmHa jena nospum r((Q)) 3a npousso/saH KommakTan ckyn Q C U 3agara
dbopmymom ||ty X 1y||dudv.

Q
Hednuannuja 2.1. Hexa je h : Q@ — R dudepernyujabunrna gynryuja u e > 0 npoussonsho.
Hopmaana sapujayuja nospwu v 3adama dynkyujom h je npecaurasarse r : (—,€) X
Q — R3 odpeheno ca
r(t, u,v) = r(u,v) + th(u,v)n(u,v) (3)

3a (u,v) € Qute (—¢e).
Tlokazkumo TIPBO Ja je OBO 3aMCTa peryJjapHa MapaMeTpu3alnja 3a JOBOJHFHO MAJO €.
Judepennmpajyhin (3) no u u v gobujamo
Iy = Iy + thyn + thn,

I'y = Iy + thyn + thn,.

V3 crangapaae o3nake koedunujenara npse dhopme, Baxu F(t) = 1, - Ty, F(t) = 1y - 1y,
G(t) = 1y - 1y. Conemmjasmo je E = E(0), F = F(0), G = G(0). Hakon kpaher pauyna
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HMaMO

E(t) = (vy + thyn + thny) - (ry + thyn + thny,)
= F + 2thr, - ny + O(t%)
= E — 2the + O(t?).

Ciunano ce j106ujajy u ocramu Koe(pUIujeHTr

F(t) = F — 2thf + O(t?),
G(t) = G — 2thg + O(t?).

IlerepmunHaHTa ipBE (POpME UIHOCH

I(t) = E(t)G(t) — F(t)?
= (E — 2the + O(t*))(G — 2thg + O(t%)) — (F — 2thf + O(t*))?
= EG — F? — 2th(Eg — 2F f 4+ Ge) + O(t?)
= (EG — F?)(1 — 4thH) + O(t?). (4)

Kaxo je I nenpexmuna dynxmnuja npomenssuse t u 1(0) = EG — F2 > 0, nocroju 10B0/bHO
masio € > 0 Tako yga je I(t) > 0 3a [t| < . Ilpema ToMe, 3a JOBOJBHO MAJIO € HOPMAJHA
BapHujaryja JaTe TOBPIIHU je OIeT peryjaapHa HapaMeTPU30BAHA MOBPIIIL.
[Mospmmna r(Q) mara je dbopmysnom A(t) = // VE®)G(t) — F(t)2dudv.

Q

Jlema 2.1. Baoicu

A(0) = -2 // hH\/EG — F2dudv, (5)
Q

npu wemy je H cpedmwa xpusuna nospwu M.

Jloxas. Kopucrehu (4) mobujamo

VE)G(t) — F(t)2 = \/(EG — F2)(1 — 4thH) + O(t2)
— VEG — F2\/(1 — 4thH) + O(#2)
= VEG — F2(1 — 2thH) + O(?),

OJIAKJIE je JTaJbe

A@y://(MEG—PQQ—2MH)+0@%MWM
Q
= // VEG — F2dudv — 2t // hH+\/ EG — F2dudv + O(t?). (6)
Q Q

Hudepennupajyhn (6) no t u 3amemyjyhu ¢ = 0 qobujamo tpaxeny dopmyiry.
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Teopema 2.1. Hexa je v : U — R3 pezyaapra napamempusosana nospw u Q C U
xkomnaxman ckyn. Tada je nospw v munumaana na Q axxo je A'(0) = 0 za nopmanny

6apujauujy nospuwy r Yy odnocy Ha npouseorny h: Q@ — R.

Jloxas. Axo je H = 0, onga na ocuosy (5) pobujamo A’(0) = 0 3a npoussosbry h. O6pHYyTO,
npernocrasumo ja je A'(0) = 0 3a upoussossny judepennmjabusiny dynkuujy h u jga
nocroju Tauka q € Q y kojoj je H(q) # 0. Taga moxemo mahn okosuny V Tadke ¢ y K0joj
je H(u) # 0, neka je 6e3 ymamema ommroctd H(u) > 0 3a u € V. Moxkemo omabparu
riarky ¢ynkuujy h raksy ja je h(g) > 0, h(u) > 0 3a cee u n h(u) = 0 Ban V. Taza
je maTerpan Ha jgecHoj crpanu (5) merarmpam, mro nosnaun A'(0) < 0. Konmrpamukmmja!

Haxue H(q) = 0, u nomro je ¢ npou3BOJbHO, I' je MUHUMAJIHA. O

IMpumernmo ja memamo Hukaksy uabopMmarmjy o A”(0), Tj. MUHEMAIHA TIOBPIII, HAKO
je KpuTudHa Tauka (PYHKIIMOHAJA MOBPIIUHE, HE MOPA 3aUCTa OUTH U JIOKAJTHU MUHUMYM.
JloBOJbHO MaJie JIeJIOBE MUHMMAJIHUX HOBPIIHN KOje Cy 3aMCTa JIOKAJIHU MUHUMYMH Dy HKIU-
OHAJIA TOBPIIWHE MOXKEMO Peaju30BATH IMOMONY KUIE KOja OJIrOBapa HUXOBOj I'DAHUIM
n CalyHuue. OHe MMWHUMAJIHE IIOBPIIN KOje Cy CaMO celaCre KpUTUIHE TaIKe (byHK]_H/I—
OHaJIa HEe MOXKEMO PeaJIM30BaTH HA ITOMEHYTH HAUYWH jEP IPEJICTaBIba]y CTama HecTabuiIHe
paBHOTEXKE MTOTEHITINjaJIHE EHEPTHje U 30BEMO UX HECTAOUAHUM MUMUMEAHUM NOGDULUMA.
Hawnme, mase pedopmarmje Tako dopmupane noBpimm opMax Ou jgoBese 10 HEHOr IyIa-
Ba, JOK OM Ce KOJ OHHX y CTaOWJ/IHO] PaBHOTEXRHU Ae(OPMHCAHA IMOBPII OAMAX BPATHJIA
y CBOj mpBOGUTHE TOI0XKa] (yen mpumep Bugehemo yckopo koj karenouma). Takobe, un-
TYWTHBHO je jacHO 1a je 6mio kojy mospm y R? xomaume mopmmme yBex moryhie osako
JedopMucaTH TAaKO Jia ce heHa moBpinnHaa moBeha. IIpema Tome, MUHUMAJIIHE TIOBPIIH HE
MOry OUTH TavKe JIOKAJHOI MAaKCUMyMa (DyHKIMOHAJIA IIOBPIIWHE, Tj. HEMA CMUCIA Je-
dunucaTu marxcumasne nospuwu. Hamomenumo jorn Hemro: ako GHCMO yMeCTO HOpMAaJIHE
BapHjalmje MOBPIIH, OJHOCHO OHE AedopMalimje Ko KOjeé ce CBaKa TadKa IOMepPa MAaJio
y TpaBIly HOpMAaJie, oCMaTpaJn aedopmaryje ca JOBOHHO MAJIUM KOMITAKTHAM HOCATEM
Ha KOME Ce OJIBHja HOPMAJIHA Bapwujalldja, MUHUMAJHE MOBpIIU Ou 3amcrta Ouiie JIOKAJHH
MUMUMYMU IPUJPYKEHOM (DYHKIMOHAJY, OJJHOCHO 3aucTa OM MUHUMU30BAJIE HOBPIIMHY.

YropaBo 0BO je ciytaj KOJ HOBPIIN UHja je TPAHUIA YHAIIPE, 33/1aTa KPUBA.

IToBpiu KOHCTAHTHE Cpejiihe KPUBUHE Cy TaKohe KpUTHIHE TaYKe UCTOT (hyHKIIMOHAJIA,
aJm cy J103BOJheHe JedopMalmje caMo OHe Koje 4yBajy 3ampemuny (nerasbuuje y [3]). Ha-
paBHO, CyKaBameM J103BOJbeHUX jedopmariuja mosehasn cmMo 6p0Oj KpUTHIHUX TAIAKA, Tj.
MOBPIIIN jep caja y 063up J10J1a3€ U MOBPIIU KOHCTAHTHE HEHYJIA CPEJiihe KPUBHUHE KOje HUCY
MHWHUMAJIHE, I1a CAMUM TUM HUCY KPDUTUYIHE TAYIKE ®yHKHI/IOHa,JIa, HOBPHIMHE Ha IIPOCTOPY

CBUX HOPMAJIHUX BapwjaIja.
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Heka je J(r // u, v, t(u, v), 1y (u, v), 1 (u, v))dudv dyukumonas mospiu M 3amare

HapaMeTpI/BaImJOM r: Q — R3, upu uemy je Jlarpamxkujan L jaedunucan Ha TaAHI€HTHOM
paciojemy TM. TlomgpazymeBamo 1a je ckyn Q KOMIAKTaH, Ca TJIATKOM WM JE0-TIO-IE0
ruatkoM rpanutiom C, kao u ja J = J(r) npunaja BEKTOPCKOM TPOCTOPY JF CBUX TJIATKUX
BekTopckux dynkmuja va Q. Ilocmarpajmo Bapujanmjy r(e,u,v) = r(u,v) + en(u,v) ca
¢dbukcupanom rpanunom )¢ = 0. Kaxko je e = 0 ounrsieano jokaaan MEHAMYM (DyHKIHjE

J(r+en)—J(
J(r(g,u,v)), mocmaTpane kao dbyHKIHM]je jejiHe TPOMEHIbUBE £, Baxkn lim (r+en) (x) =

e—0 €
o0J
(1;_577) = 0. UzBox Mozke yhu moj maTErpast, ma gobmujamMo
€ e=0
oL oL oL
. a9 - dudv = 0.
// < ot o, ™ * 8rvnv> e
Q
oL oL
Axko y I'punosoj Teopemu omabepemo P = 77 uQ = nﬁi’ HOCIIE/LIbA, 1B, WIAHA HHTe-
Ty

rpasia Ham 360r n)c = 0 majy

oL 0L 0L
// <a Tt oy ”“) dudv = //’7 [aruau + arvav] dudv.
Q

ITpema Tome
oL  9’L d*L
//77 [E?lr © Or0u 8r1,8v] dudv = 0. @
Q

Camano kao y mokasy Teopeme (2.1), ma 6u hopmysta (7) Bazkuia 3a pou3BobHY (DYHKIU)Y

7 KOja 3a/10B0sbaBa ycJioB 1|¢ = 0, u3pa3 y 3arpajaMa Mopa OUTH WJIEHTUYKHA jeTHAK HYJIH.

Yupago 1o je T3. Ojnep-Jlarpanxkosa jegHaanHa

oL o (oL\ o (o0) _
Or  Ou \ Ory, ov \or, )

Axo je J = A(r) dyunxknmonan nospimune 3agar Jlarpanxujanom

L(u,v,r(u,v),1y(u,v), 1y (u,v)) = L(ry,1y) = \/(rujru)(rv,rv) — (T, 1y)?

ur(u,v) = (r'(u,v),1?(u, v),13(u,v)) excrpemym Tor dynkumonana, Taga Ojnep-Jlarpan—

KOBa jeJTHAYMHA TIOCTaje

0 (0L 0 (0L .

CimaHO Ka0 KOJI re0JIe3ujCKuX JinHuja u pyHKImoHaa, iy kuHe, Ojirep-Jlarpanxkose jeHa-

qUHe HAM Jajy MOTpebaH yCJIoB HpH KOMe HEKa IOBPII (CaMo) JOKAJIHO MUHHMHU3Yje II0-
pprmmay. Kao mociemuna oBux (opmysia MoXKe ce JUPEKTHO jobuTtu Texxu cmep Teopeme
(2.1), anm cy mam norpebHe cnienujaaHe KOOPJAMHATE HA MOBPIIM O KOjuMa he 6utm peun y

HapPEJHOM IIOTJIABJIBY.
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Crnuxka 1: Eneneposa mospii

2.2 Ilpumepu MUHUMAJHUX ITOBPHIA

Pasan

Tpusujanan npumep MUHEMAJHE NOBPIH je jieo pasuu (anp. z = 0) m nobuja ce of

CAIIYHUIIE aKO je KPHUBA O XKUIE PABAHCKA.
EnenepoBa MuHuUMAaJIHA MOBPIN

OBO je jeama of HajjeHOCTABHMjUX MUHEMAJHEX moBpmu y R® jep je mena mapame-

rpusanuja nouuomua. Orkpuo jy je Enenep® 1864. roauue.
3 3
v

r(u,v) = (u— %—I—qu,v—?—{—qu,uQ—vQ), (u,v) € R2.

Yupkoc €B0jOj jeTHOCTABHO] JeuHUIM] U, OBA TOBPIII UM 'PYILy’ y CPEIUHU U CAMOIIPECEKE,
OJTHOCHO HHje PeryJiapHa mapaMeTpu30BaHa mospil (6ulie ako y3MeMo JOBOBHO MAaJd JI€0
PaBHH, HA OCHOBY Teopeme O UMILIMIUTHO] (byukimju). IIpsa dbopma nospmm 7 je ds? =

(u? 4+ v2 4+ 1)(du?® + dv?), apyra dopma je 2(du? — dv?), riasre KpuBEHE Cy A\| = — g =
2

NMnnumuTHa jeITHATHHA, OBE TTOBPIIHT je

2 _ .2 2 2 2 _ .2 2
Y- 2z 2\ (y a1, 5 8 g 2
< 5t +3) —6< o 4(x +y +9z)+9 , 2#0.

, ma je H =0 1 moBpIn je MUHAMAJTHA.

Karenong

Karenounn je porampmoHa IOBPII Koja ce J00Hja poTaljoM JiaHdaHune x = — coshaz
a

ok0 z—oce. Hbena napamerpuzanmja (3a a = 1) je

r(u,v) = (coshucosv,coshusinv,u), (u,v)€ R x (0,27).

5 Alfred Enneper (1830 — 1885), HemMaukyu MareMarudap

- 10 -
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IIpsa dopma mospmn je ds® = cosh? v(du?® + dv?), apyra dopma je du® — dv? u Kopucrehn
dbopmyay (2), nobujamo H = 0.
JlokakKuMO 713 je KATEHOWI jeJIMHa, POTAIMOHA TOBPII, MOPE/ PABHU, KOja jé MUHUMAJIHA.

[IpeTrmocTaBuMO 12 IMaMO CTAHIAPAHY MMapPAMETPUIAIIA]Y

r(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)),

riae npodunna kpusa u — (f(u),0,g9(u)) nexu y zz—pasHu, OPUPOTHO je MapAMETPU-
goara u f > (. JemHocraBHuM pauyHoMm j106mjajy ce mipBa u Jpyra (popma TOBPIINH
du? + f(u)?dv® u (f'g" — f"q)du? + fg'dv?, kao u
1 J
H=_(#q —¢s+9)
5 <f g — g+ 7
[TpernocrasumMo Ja 3a HeKO u = ug Baxku ¢ (ug) # 0. Tama je ¢'(u) # 0 y HeKoj okoMHHA
tauke ug. Heka je u € (o, () najehu Takas maTepsas. 360r ycjoBa IPUPOJHE MapaMe-
" 1 / 1
rpusammje f2+ g? = 1 gobujamo f'¢" — f'g' = —f—/, onakie je H = 3 (5} - f/> [Tpema
g g

TOMe, 0Ba IIOBPII je MEHHMAJHA akko je 1 — f? = ¢ = ff” 1j. ako rmarka dyHKIHja

f > 0 zasoBOosbaBa JudEepEHIM]AIHY jETHATUHY
ff// -1 f12

_ dh  dhdf  dh
’ no_ = — = —_—
YBogehu cveny f° = h gobujamo f" = dt ~ df dt h df

fh% =1 —h2 360r ¢’ # 0 je h? # 1, ma MOKEMO WHTErPaUTH

¥ IPETXO/IHA, JeTHATUHA TTOCTA]e

/hdh [
1—h? [’
1
e — Y
i
af ’

rze je a # 0 korcranTa (n36amuim cMO + jep 3HAK MOYKEMO MPOMEHUTH 3aMEHOM U Ca —U

ako je meomxonuo). Bpahajyhu cmeny h = 5 B nHTerpajehn moHOBO MMAaMO
U

afdf_/du
Va2fz -1 ’

o= VTt

rje je b koncranra. Moxemo npernocraputu Hajabe b = 0 jep je npomeHa KOOpMHATA

1
u — v+ b mudeomopduzam. Jakme f = —\/14+a2u2. Uz g2 =1— f2=1-h?= a7
a a
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JobmjaMo
dg " 1
du V1+a2u?’
1

g = ia sinh ™ (au) + C,

au = =sinh~!(a(g - C)),
1
f o= eoshlalg - O),

3a npo3uBosbHy KoHcTanTy C. Ilpodmina kpusa je © = %cosh(a(z — (). Tpancaamujom
ayx z—oce MoxkeMo noctuhu C' = 0, yume no0ujaMo CTAHAAPIHA KATCHOUI. 33, Cala CMO
MOKAa3aJI1 /13, JIE0 IOBPIIN KOjU OJIroBapa napamerpy u € («, ) mpeacrasba JIe0 KATEHOU/ 1A,
360or orpanmuema g # 0. IlpermoctaBmmo ja je 8 < +0o M Ja je mpodpHIHA KpHBA
nedunncana u y taukama u > (. Tama mopa jga saxu ¢'(8) = 0 jep 6u y cynporaom ¢’
OUJIO PA3IUIATO OJ] HyJIe y OKOJUHE TA9YKe [3, IITO MPOTUBPEYH yCIOBY 1a je («, [3) Hajfehn

HMHTEPBAJ KOJU CAIPKU Uy 1 Ha KoMe je ¢' # 0. IIperxomne dopmyre majy ¢ = Tr a2
a*u

3a u € («,3), ma 36or nenpekugnoctu dbyuknuje ¢ mopa 6urn ¢'(f) = ——= # 0
T V14 a2p2

Ogo mnokazyje Ja npodwiHa KpuBa HEje deduHUCaHA y TadKaMa % = [, [IITO HAPABHO

TpUBHjaJIHO Baxku 3a J = +00. Ciuvan apryMeHT BayKu U 3a (v, IITO 3HAYH /I3, je TpOoduIHa

kpusa jiedunucana camo na (@, 3). Ocraje ja pasmorpumo ciayuaj ¢'(u) = 0 na nejaom

nmomveny. Mebyruwm, Taya je g(u) koucranra, peumo d, m osp je geo pasan z = d. OBum

je JIOKa3 3aBpIIeH.
VIMInIuTHa jeHaunHa KaTeHouda je cosh z = /a2 + y2.

Karenoun mozxkemo peanmzopaTu camyHurioM. [locmaTpajMo jiBa mojayaapHa Kpyra Koju
ce HaJIa3e y TAapaJIeJIHUM PABHUMA TAYIHO jemaH u3uas apyror. O3maammo ca h pacrojame
u3Melhy paBHHE ¥ ca p TMOJYNPEeIHUK Kpyrosa. VcmocTasiba ce Ja 3a Majo h mocroje TadHo
JBa KaTeHomaa r = a; cosh i , © =1,2; jeman ox mux OAM3Y TOTA JIA TMOCTAHE ITAJIVH-

7

Jap, apyru konyc. Kako h — 0 umahemo a; — p u ao — 0. Ako nosehaBamo h, criopan
KATEHOU/I ce CBe BHIIe yirybsbyje (a1 ce cMamyje), a YHYTPAIIbE MOCTaje CBE Mabe OIITap
(a2 pacre). Jlaxie, nosehasamem h karenonu ce npubsmzkasajy jenan apyrom. Hajsan, y
HEKOM TPeHyTKY 3a h = h.(p) KaTenommu ce ,3anene” jemgan 3a qpyru. Haj Tom KoHTYpOM
IIOCTOJU jeUHCTBEH KaTeHOuJ. AKO HACTABHMO Jia pa3iBajaMo KPYrose, y IPakKCH Lie ce
JIECUTH JIa KATEHOM, KOju oAroBapa her(p) npebhe y aBa aucka o1 CAITyHUIIE HAJL TOMEHY THM
kpyrosuma. Kaja je h > h.r, He OCTOjU HUje aAH KATEHOU HAJL OBOM KOHTYPOM.

OmnpasyajMo cajta GOPMAJHO AHAJMTUYKKA OBA 3allaXKamba. Y BEJIUMO IMUJIUHIPUIHE KO-
opmunare (7, ¢, z); KpyroBu IOJyIPEYHHAKA p JIEKE y PABHAMA, 2 = i§, ca TEeHTpUMa
Ha z—ocu. Tanga kareHommm ompeheHH OBOM KOHTYPOM 3aJI0BOJHABA]Y JeAHAUUHY T =
a cosh (g), OJTHOCHO p = a cosh (;;) 3a HaIlle KOHKPETHE BpeJHOCTH. Bpoj Tux KaTeHo-

uja jeqHak je Opojy pelrema mociie/mbe jenaunne no npomensbuoj a > 0. Ilocmarpajmo
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2a
y npeceky rpaduka u mpase ¥y = p. Ako a — 0 wim ¢ — +00, OUMINIETHO Y — +00.

h
rpaduk dyHkmmje y = acosh (), 3a ¢ukcupano h. Tpaxena pemema mobujajy ce

h
[Tokazahemo na 3a a > 0 dbynkmuja y(a) = acosh <2> MMa, jeIMHCTBEHH JIOKAJIHU €K-
a

crpeMyM, u TO MuHuMyM. 1IpBu u3BOA

MMa jeITMHCTBEHO TO3UTUBHO PEIeihe 4 = ¢ MOIITO jé eKBUBAJEHTHA, jeTHAYNHA coth <2> =
a

2 a > 0. Heka je ty jermHCTBEHO IIO3UTHUBHO pemieme jeqnadune cotht = ¢t. Taga je ag =

er = 5 Ako nosehamo h, rpacduk ce momepa napuie. Kako h — +00, KpUTHIHA TAUKA
0
h
apg = 2% — 400 ¥ CAMMM THM KPUTUYHA, BPEJHOCT Yo = ag cosh 2 = ag coshtyg — +oo.
0 a

O6puyTO, aK0 h — 400, Taya ag — +00 u Yo — +00.

Bakspyuak: 3a cBako p > 0 mocToju KpuTHIHA BPEIHOCT her(p) Taksa ma 3a h < he(p)
upasa y = p ceue rpaduk yunknuje y(a) = acosh % y TA4HO JIBEMA, TaYKama KOje
ce mpubnmxkagajy jemna apyroj kako h — he-(p); 3a h = he(p) npasa y = p mommpyje
rpaduk dyuknuje; 3a h > he-(p) npasa u rpadbuk Hemajy npecednux Tadaka. OBHM CMO
OTPABJAJIA MEOMETPUJCKY CJUKY O MOHAINAKY KATEHOWIA OIUCAHY PaHWje MPHU TPOMEHH
yrasbenoctr h. HapaBHO, jako je Ba)KHO HPHUMETHTH 3 y PEAJHHM E€KCIEPHMEHTHMA, 33,
h < her(p) mobujamo camo jesan o1 JBa KATEHOMJIA, M TO OHAj OJIMXKYM HUJIMHJADY 33 MAaJIO
h jep je merora MOBPIIUHA OYUTJIEIHO Mamka. Jpyru KaTeHOu I je HeCTaOUIHA MIUHUMAJIHA

TIOBPII ¥ HE MOXKE Ce PEAJIM30BATH CAILYHUIIOM.
XeJnKOu,

XeJUKOW/ je IMHUjCKA MOBPII KOja ce J00Mja HCTOBPEMEHIM PABHOMEPHUM POTHPAIHEM
u nojm3ameM (sesa) npase jyxk dbukcupane npase (penumo z—oce). Heka je w yraona
OpsuHa poranyje u a Op3WHA MOAM3ama JIyK z—O0ce. AKO ce IpaBa Ha MOYETKY IIOKJIAIA
ca T—OCOM, y TPEHYTKYy ¥ HaJa3¥ Ce€ Ha BHCUHM U, 3apOTHpPaHa 3a yrao wv. IlIpema
TOME, BEKTOD moJ1okaja Tavuke (u, 0, 0) nakon Bpemena v je (u coswv, usinwv, av). Ysogehn

oznroBapajyhe cMene MOXKEMO XEJMKOH/ TIAPAMETPH30BATH Ca
r(u,v) = (ucosv,usinv, av).

IIpsa dopma je (a? + u?)du? + dv?, apyra dopma je dudv, ma ce xKopucrehn

a
dbopmyny (2) Tpusmjasmo nobuja na je H = 0, Tj. XeJmKOW] je MAHUMAJIHA TOBPIIL. Xe-
JINKOW/J], je, TIOPEeJI, PABHHU, jerHA MPABOJIUHUjCKA MUHUMAJHA TOBpIi. OBaj HETpUBUjaIAH
pe3yarar jmokas3ao je jomr Karanam 1842. rogume. Bapwujanmja meroBor joka3a MOxKe ce

nahu y [3], a HEIITO Apyravuju JOKa3 U3JI0XKUNEMO caja.
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ITocmaTrpajMo cTaHIAPAHY MTapaMeTPHU3allnjy TPABOJUHEA]CKE TTOBPIIH
(u,0) = () + 05 (u),

r/e je § BEKTOPCKO NOJbE JIy2K KpuBe Y. MOXKEMO NPETIIOCTABUTH JIA j€ T0JbE jJEeJMHUIHO,
Tj. [|d(uw)| = 1 3a cBe u, xao u ga je §’'(u) # 0 (kacuuje hemo pazmorpurm u 0'(u) = 0).
J MOXKeMO TpeTHpaTH Kao IPUPOJHO HapaMeTpU30BaHy KpHUBY, ojakie je 0 - &' = § - §" =
0. Ilpumerumo ja HUCMO MPETIIOCTABUIIM JIa j€ KPUBA <Y NPUPOJHO MAPAMETPU30BAHA.

ITocmaTrpajmo casia KpuBy

F(u) = v(u) = (7' (u) - 6" (u))d(u).

Axo oznaunmo U = v+'¢, noBpim MoxkemMo penapamerpusopaTi Kopucrehu ¥ u napamerpe
U,V Kao

r(u,v) =75(u) + v (u),

¢ Tum mTo caga umamo 78" = 0. To 3HauUM J1a CMO MOTJIM Ha TIOYETKY Ja MPEeTIIOCTABUMO

1a je 4/ = 0, mro hemo cama yunanrn. Koedummjerntn npse dpopme cy E = |7/ + vd'|)?,
(3 +08") - (7 +v8') x 0
VEG — F? ’

F =(++vd)-4, G =1; koebunujenru npyre dbopme cy e =

F 8 - (v x 9) 0 b (2) n06mj . .

= — =, g = U, na u3 popmyiie Jo0rjaMo yCJIOB Ja J€ MPaBOJIMHU)CKA IIOBPII
VEG — F?’

MHAHHUMAJIHA

(7" +0") - (7 +0d') x8) =2(6-7") - (8- (v x 9)),

KOju MOpa BaxxuTu 3a cse (u,v). U3jenpavapajyhu koedunmjenre y3 cremene v mo0mjaMo

' (Y x0) =2(0-7)- (8" (v x0)), (9)
(8 x8)+ 6" () x ) =0, (10)
8" (8 x 6) =0, (11)

Jemnaunna (11) mam nmaje smmeapmny 3asucuoct 0,4, 6”. Kako cy 0 u &' oprormamnm je-

JWMHWYHA BeKTOpH, nocroje ruarke dynkmmje o(u) u [(u) rakse pma je ¢ = ad + Bo'.
JudepennupamenM apa myTa jgobujamo o = 1 u S = 0, ogaocuo ¢ = —4§. 3ajenno ca
qumenunoM 07 - § = —1, gobujamMo Ja je KpUBHWHA KpHUBe jegHaKa 1, BEKTOp HOpMaJie je

—0, 6unopmagie 0" x (—4), a 360r Tu 8 x§) =0"x 0+ xd =0 je ropsuja jennaka

n
mysm. Ilpema Tome,  mpeacraBiba JI0 Ha U30METPHUjy Kpyr moaympednuka 1. Mozkemo

MPETIIOCTABUATH JIA je Y TY—PABHH, Tj.
d(u) = (cosu, sinu, 0).

Uz §" - (v x0) = =6 (7 x6) =0 u jeqmaanne (10) nobmjamo " - (&' x §) = 0, ma je v

TapaJieJTHa, XY—PpaBHUA U OOJIUKA je
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3a Heke riaTke QpyHKyje [ u g u KoHcTaHnTe a 1 b. Ako je a = 0, IOBpII je Je0 paBHH
z = b. Unaue, jepuauuna (9) nam yaje g” cosu — f”sinu = 2(f'cosu + ¢'sinu). Opje
KOHAa4HO KopucTumo ycjios ' -8 = 0, 1j. f'sinu = ¢’ cosu u nmakon nudepeHnupama
f"sinu + f'cosu = ¢’ cosu — ¢’ sinu. U3 oBux jegnaunna caegu f' = g’ = 0, ognocHo f
u ¢ cy KoHCTaHTHe (yHKIHje. TpaHciaupameM moBpinu mMoxemo nocruhu jja ¢y f,g u b
nyase, oguocuo y(u) = (0,0, au) n r(u,v) = (vcosu,vsinu, au), Tj. y NATAIY j& XEJTUKOUI,
[TpernocTaBKa ca IMOYeTKa 12 je ¢’ cByJa pasimduTo Of HyJe ce OTKJIamba Ha CJIXIaH HAUdH

Kao y CJIydYajy KaTEeHOWIA.
" . 4 Yy
MIUIMIIATHA, JeTHAYAHA XEJIMKOUA 33 a = 1 je tgz = =.
x

Xemukowny, je Takohe moryhe mobutu kKao moBpir o camyuwure. llorpebno je mampa-
BUTH KOHTYDPY KOja Ce CacTOju OJ JiBe 3aBOjHHIE (cmmpase) Koje ce ”yKpiiTajy’u 3aTBO-
peHe ¢y JBeMa Jjiy>KuMa, ca 0be crpane. 3a JOBOJHHO BEJIMKY BUCHHY MEPUOJIE XEJTUKOUIIA
(oHOCHO cImpaJsia), MOBPII OJ CAIYHUIIE pa3alleTa OBOM KOHTYypoM Owulie 3amcra XesmKc.
Kako cmamyjemo BucuHy nepuoje cabmjajyhm 3aBojuuiie, y HEKOM TPEHYTKY XeJIUKOW he
npehn y Tpaky maJjie mmpHHe KOja MpeJICTaB/ba pacrojame uzmely 3asojuuna. OBo je mo-
CJIE/TUTIA YUIHEHUTIE JIa j€ XeJIMKOU] HeCTAOUTHA MIHIUMAJTHA, TIOBPII, OECKOHAYHOT WH/IEKCA.
Buie o (He)crabuiiHOCTH MUHMMAJIHUX [IOBPIIY U HBUXOBOM MHJEKCY MOxe ce Hahu y [3].
Honajmo camo j1a. EnerrepoBa nmoBpit u kKaTeHou, mMajy najekce 1, neo Illepkose moBprm
HaJ| JeIMHUIHUM JHUCKOM WHJEKC 0, a cBe mepuojudIHe MUHUMAJIHE MOBPIIH WHJEKCE 00

KaO "M XCJINKOU/JI.

Y IlorsaBmy 5 Buugehemo ja Cy KaTeHOW | W XEJIUKOU] W30METPUIHE MOBPINH, KAO U
came (opmyse gedopmarnmje.
Xenebeprosa nmoBpiI

ITapamMeTpu3aiuja oBe IMOBPIIH je

2 2
r(u,v) = (2 sinh u cosv — 3 sinh 3u cos 3v, 2sinh usinv + 3 sinh 3w sin 3v, 2 cosh 2u cos 21)) .

nmw
IloBpim je perynapaa y CBEM Ta9KaMa OCHM Y (0, —), n € N. Ilpumernmo na je r(u,v) =

r(—u,v + 7), ma 3a cBaku OTBOpeH CKym U y ;leCQHOj nosnypasuu {(p,q)|p > 0} mocroju
oproBapajyhu ckym U y seBoj mostypasam {(p,q)|p < 0} Takas ja je Tpar nospmm nedunu-
caHe Ha HBUMa HCTH TOACKyT o R3. Taxobe, 3a jeIMHUYHY HOPMAJIY 7 OBE IOBPIIH BAKH
n(u,v) = —n(—u,v 4+ 7), na cy nospmu jged>uHUCAHE OBOM MAPAMETPHU3AIM]OM HA CKYIIO-

Buma {(p,q)|p > 0,—7m <v <7} u{(p,q)|p <0,—7 < v < T} CynpoTHO OpHUjeHTHUCAHE.
MoH>X0Be MUHUMAJHE MOBPIIA

[IpermocraBumo Ja je moBpr 3aata Kao rpaduxk rinatke yukmyje (u, v) — (u, v, h(u,v)).

Kopucrehn dbopmymy (2) mobujamo H = (1 + h2)hyy — 2hyhyphoy + (14 h2)hyy, mTo 3naum



BajepimirpacoBa penpeseHTanuja MUHUMAJITHAX TOBPINA Muanow Bopuh

Jia Cy MUHHMaJiHe moBpiu oapehene dyHKIpmjaMa h Koje 3310B0/baBajy HaAPIUjAJIHY Jude-

PEHIMjAJIHY jeTHaAInHY 2. peja
H = (14 22 hyy — 2huhyhyy + (1 + h2)hy, = 0. (12)
[IpumeTnMo 1@ CMO HCTY jeTHAYUHY MOTIJIH J1a J00MjeMO Kao IIOCJEINILY jeTHATHHE

) ha ) h

2\ iomam! W\ honam
T\ 1+ h2 4 h2 Y\ /1+h2+h2

koja ciequ m3 (8), jep mpm masgmm nedopmanmjama oBa MOBPHI ocTaje TpaduK TaaTKe

=0,

dyuakmmje. [Maprujanna jeqnaunna (12) moHekas ce HA3WBA JeOHAUUHOM MUHUMAAHE NO-

6pWU, JEP Ce CBAaKa, MOBPIII MOXKE JIOKAJHO MPUKA3aTh Kao rpaduk riarke pyakimje. Ona

7

caMHM THM Jaje moTpebHe u J0BOJbHE yciroBe j1a 6u MonxkoBa' moBpir Omita MAHHMAJIHA,

asu npobJyieM je y ToMe mrTo je y ommreM caydajy mepemmsa. Melyrum, Tepk® je upsu
nokymmao 1na Hahe meHa permiema KOja pa3aBajajy MpOMeHJbuBe, Tj. OoHe (pyHKIHMje 0OmKa

h(u,v) = f(u) + g(v). Umamo hyy, = f"(u), hyy = 0, hyy = ¢”(v), na jenmaunna (12)
f'w) — —g"(v)
L+ f'(w)?  1+g'(v)?
pajy outn jemmake Hekoj KoHCTaHTH a. Ako je a = 0, tama f u g mopajy Outm smHeapue

mocraje . Kako ¢y u m v He3aBuUCHE pOMEHJ/bUBE, 0OE CTpPaHEe MO-

dyHKIHje, ma je moBpII j1e0 paBuu. Muade, obe jemnaunne

f"(w) —9"(v)
SN I
1+ f/(u)? 1+g'(v)?
. . 1 .
umajy merpusujasina pemema f(u) = ——logcos(au) u g(v) = —logcos(av), omakie je
a

cos(av)

1
h(u,v) = log( ) Jakne, Momxosa nospm r : U — M 3sagara dpynknmjom
a cos(au)

h(u,v) = f(u) + g(v), Tj. mapamerpmsammjom r(u,v) = (u,v, f(u) + g(v)) je MuEEMATHA

cos(au)
Ogaxsa nosprn HazuBa ce IllepkoBa MmuauMasiHa noBpii. Pajam jeTHOCTABHOCTH y3MIMO

. . . 1 cos(av)
AKKO je JIe0 PaBHU WM TOCTOju KoHcTauTa a 7# 0 taksa ma je h(u,v) = —log | ——= |.
a

a = 1. Hajsehu oTBOpeH cKyIr Ha KOME je OBa MOBPII Je]pUHUCAHA je

U = {(u,v)|cosucosv >0} = {<m7r+ g,mr—i— 72T> ‘m,n € Z}.

OznauuMo ca

T ™ T
mn——<u<mnmn—+ =, NT— <

U(m,n) = {(u,v) . . >

T
<v<mr+2}

u obojumo U(m,n) npHO aKo je m + n mapHo m 6es0 ako je m + n memapuo. Twuwme je

UV—PpaBaH TPeJCTAB/HEHA KA0 OECKOHATHA MAXOBCKA Tabsa u U je yHUja IPHUX KBapaTa

"Gaspard Monge (1746 — 1818), dpammyckn MaTeMaTIIap
8 Joél Scherk (1946 — 1980), dpamyckn dbusmaap

- 16 -
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Cauka 2: Xenebeprosa u IllepkoBa MuHUMAJIHA TOBPIIT

Te 'Tabisie’, Haj kojuMa je medunucana [llepkosa munuManua nospur. Kaxko je h(u,v) =
h(u-+2mm, v+ 2n7m) 3a cBe peanne 6pojese u, v u nese 6pojese m, n, [llepkosa MurUMAaHA
MOBPIII HAJT IPOU3BOJGHUM HPHUM U (M, n) KBaJAPATOM je TPAHCJIAT JeJIa MIOBPIIHA HAJT KBa-
aparom U(0,0). ITpase nopmaJsiHe HA UV—PABAH KOj€ CaJIPXKE TEMEHA IPHUX KBAJPATA HE
MPUIAIAJy MOBPINHU, aJU UM C€ JEJOBU TOBPIMH HAJL 'CyCeIHUM KBAIPATHUMA TPOU3BOJHHO

613y npubINXKABAjy U CUMETPUYIHU CY y OJHOCY HA HUX.
KarananoBa mospit

3ajsiaTa je mapamMeTpu3aIujoMm

v

2) . (u,v) € R2

r(u,v) = <u — sinwucoshv,1 — cosu coshv, —4 sin 5 sinh

OBa MOBPIIT OYMIJIEHO WMa, CaMolpeceke, caudHo Krerneposoj moepimu. llapamerapcka
kpuBa v = 0 je mpaBa JIMHHja, HapaMeTAPCKa KPHUBA U = 7 je mapaboJia, JOK je mapame-

rapcka kpusa v = 0 nukionia. Cse oBe Kpuse cy reojesujcke na Karasanosoj’ nospimm.
ITTepkoBa meTa MUHUMAJIHA IIOBPIII

Oga noepin Hajuerihe je jiepUHUCAHA UMILIAIATHO jeTHATHHOM
sin z = sinh x sinh y.
Moxkemo je mapaMeTpu30oBaTH Ha ciaemehn naawnm:
r(u,v) = (arcsinhu, arcsinhv, arcsin uv).

Oga moBpin Takohe uma pyte, ajim Hema camonpeceka. Hanme, mocToju camo 5 KOMILIETHUX
MUHAMAJIHUX MOBPIMHU 0€3 caMompeceka, u TO Cy: Karenowu, xeaukoun, lllepkoBa munm-

mastaa moBpi, [llepkoBa meTa MUHUMAIHA TOBPIT U KocTrnHAa MIHIMAJIHA TOBPIII.

S 17 -
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Cauka 3: Karasanosa u IllepkoBa nera MUHUMAJIHA, TIOBPIIL

IITBapu-PumanoBa nmoBpii

Koucrpyknuja oBe nospinm 3acuusa ce na IIsapu-Pumanosum!’ npunnunuma:
YKIL I 1

1. Axo rpamuna Murumasse nospmu M € R? cagpxu cerment I mpase amunje [, Taga
je yamja MU M* nosprmn M u mene cimke M* npu pediiekcuju y 0lHOCY Ha MPaBY
[ rmarka mMuanMasHa OBpm (Tj. MmHUMasHEe oBpmu M u M* ce riatko cnajajy

JIyK cerMenTa I y HOBy MUHMMAJIHY IOBPIII).

2. Ako ce mospm M € R3 u pasan I opTOroHAJIHO CeKy JyK TJIATKE PeryJapHe KpUBe
v, Taga je yauja M U M* noepmim M u mene ciuke M™ npu pediiekcuju y ogHOCY
Ha pasad Il rmarka MmunumasHa moBpin (Tj. MuaEMasHe mosprm M u M* ce rimaTko

crajajy Jiy?k KpUBe 7y y HOBY MUHHMMAJIHY [TOBPII).

ITocmaTpajMo IpOM3BOJbHY KOIKY M YeTHpPH Tadke: cpemuinra A, B, C' Tpujy HBHI@A KOje
nMajy 3ajeHuuKo Teme Konke u nenrap kounke 0. Ope Tayke OUMIJIEHO YMHE MPABUJIAH
rerpaecnap OABC, nan kojum pasamaemo mospnr. Axo je pedJiekTyjeMO TPEeKO WBHUIA,
OA u OB, npobujamo joir jemad TeTpaemap uuju je jemmo teMe O U ImpeocTajia TPU CY
CPE/IMIITA WBUIIA, KOj€ UMa]y 3ajeJHuIK0 TeMe Korke. [lonasspajyhu cimane pediekcuje 3a
HOBOOOMjeHe TeTpaeape, J00MjaMo Kao pe3y/ITaT MIeCT TeTPae apa KOju UMajy 3ajeTHIIKO

Teme O W CBAKW O] HUX jOII TIO0 TPU CPEIUIINTA WBUIA KOj€ C& CMAajajy y WCTOM TEMEHY

® Eugéne Charles Catalan (1814 — 1894), dbpammyckn maremarmaap GeIrHjCKOT TOPEKIa
Y Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866), nemauku MareMaruyap

- 18 -



BajepimirpacoBa penpeseHTanuja MUHUMAJITHAX TOBPINA Muanow Bopuh

Komge. Pesysnryjyha MuHHMAaJIHA IOBPII Ce IeJia HAJA3W YHYTAp KOIKE U Pa3alleTa je Hall
KOHTYPOM KOja ce cacToju o, 12 cermMeHaTa KOju CHajajy CPeImInTa CyCeIHUX WBHUIA KOIKE.
Ako oBy ,henujy” pediiekTyjeMo MpeKo CBUX CTpaHa Komke, jobujamo [IIsapi-PumanoBy

TIOBPIII KOja je MepuoJuIHa W HEMAa CAMOIIPEceKe.

2.3 Heke ocobuHe MUHIMAJHUX MOBPIIN

Cpenwy kpusuny H : M — R moxemo gedunncata u ca

H(p) = 305 (),

rie je S : M, — M, oneparop o0/mKa 1 LIPEJCTAB/bA HETATUBHO TAHI'CHTHO IIPECJINKA-
Bame HOPMAJHOT BEKTOPCKOT 10/ba nospimu. Popmyna (2) 3a cpemmy kpusuny n06uja ce
KaJsia 3a 6a3y TAHTEHTHOT MpocTopa ofabepeMo {r,,T,} ¥ HbeH 3HaYaj je y TOMe IITO HAM
Jiaje HAYUH 13 OJIMAaX OIEPATHBHO PATyHAMO CPE/ibY KPUBUHY CAMO IPEKO KOeHUIjeHaTa
dyanamentamanx popmu. Mehytum, omeparop obJsimKa je JHHEAPHO MMPECIUKABAHE TaH-
TEHTHOT IIPOCTOPA KOjU jé TEOMETPHjCKH 00jeKAT M CAMUM THUM TPAr TOT TPECTUKABAbHA HE
3aBucu 0J1 6a3e y K0joj je mpecTaB/beH, OJHOCHO CPe/ha KPUBUHA, ce Hehe TPOMEHUTH TTPU
TMpOMEHN TapameTpusaryje. Ako ogabepeMo OpTOHOPMHUpPaHy 0a3y COINCTBEHHX BEKTOPA

KOja jimjaronajim3yje omeparop objimka, jgobujamo Teopujcku buthy dopmyity

H:H1+H27
2

rae Cy K1 1 k2 TJIaBHE KPDUBUHE. y CBa,KOj TA9KW MUHUMAJIHE ITOBPINU TJIaABHE KPUBUHE CYy
jeTHaKe 10 allCOJIyTHO] BPETHOCTH W CYIPOTHOT Cy 3HaKa. [ JlaBHe KPUBUHE IIPEJICTABIHAjY
MAKCUMYM U MMUHUMYM /JI0 KOJUX C€ HOBPII KPUBU y OKOJmHU oapehene tauke (npenusnuje,
JI0 KOjUX Ce KPHMBE Ha TOBPIMH KOj€& CaJIPKe Ty TAYKY KPUBE), IITO 3HAYN JIa C€ MUHUMAJIHA,
MIOBPII 'TIO/jeTHAKO KPpUBHU Ha 00e cTpamHe, Tj. y oba mehycobHo HOpMAasHa rIaBHA IPABIA.
OBa paBHOTEXa KPUBHHA, J[aje €CTETCKYU KBAJUTET MUHUMAJHAM MOBpIuMa. Takohe, mu-
xoBa ['aycoBa KpUBHHA je OUHUIIenHO Hemo3uTHBHA 360r K = —k% < 0, mTo 3Ha4: 1a je
CBaKa TAYKa MUHWMAJIHE MOBPIIK CEJITAcTa (XUMepOOInIKa WK MIAHAPHA) U OHA Y TPO-
M3BOJbHOj OKOJIMHU Hajuerhe u3rieia Kao KOmCKOo ceyro. CaMuM TUM 33 MHOTE TIOBPIIH

MO2KEMO OaMaX Jda IIPEIO3HaMO Ja HUCY MHUHHUMAJIHE.

3a pazsuky o l'aycoBe KpuBmHE, Cpejilba KPUBWHA HUje YHYTPAIIHE CBOjCTBO IIO-
ppiu. Jlpyrum peunma, cpeima KpUBHHA MOBpIH M 3aBUCH 0J1 HAUWHA HA KOJU je TIOBPIII
cvemrena y R3. Ha mpuMep, KpysKHE MUIHHIAD HOTYIPETHAKA 0 UMA CPEIY KPHBHHY
~og’ a pasan 0. Mehyrtum, paBan u mumuHIAp cy n3omerpuune moepimu. CamMum TUM

HEMa CMHUCJIA rZ[erI/IHI/ICaTI/I Cpeiiby KPUBUHY AICTPAKTHUX IMOBPIMU 3a/aTUX CaMO TPBOM

¢dopMOM, Ka0o HH KOje Cy MUHAMAJIHE Mehy muMa.
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Heka je p € M mpoussosbHa TauKa MUHUMAJHE TOBPINH, K| U Ky TJABHE KPUBWHE
u e} u ey oarosapajyhiu jeamnudanu riasau BekTopu. Ako ca 6 o3naummo yrao msmehy
ITPOM3BOJLHOT BEKTOPA Uy ¥ €1, Taga HaMm OjiiepoBa Teopema jsiaje hopmyily 3a HOPMAJIHY

KpUBUHY K(Up) CAMO y TEPMUHUMA IJIABHUX KPUBHHA U yria ¢
_ 2 2
k(up) = K1 cos” B + Ko sin® 6.

OpaBre jako ciem j1a y HGOpMyJIn 3a CPeiby KPUBUHY HE MOPAMO Y3€TH IOJIy30up TJiaB-
HUX KpuBWHA, Beh je moryhe y3eru moJry36up HOpMAaJIHUX KPUBWHA JIyZK JIBA TPOU3BOJHHA
HopMaJiHa mpaBma. Axo je Tauka p € M xumepbosMUKa, MOCTOje TAYHO JABA HOPMAJHA
ACHMIITOTCKA, TIPABIA ¥ P W HUXOBE CHMETpaJie Cy TVIABHW TpPAaBIW. J3aucra, 36or K =
K1 - k2 < 0, TT1aBHe KpUBHUHE K1 U K2 Cy CYIPOTHOT 3HaKa. 10 CHEINUjaJlHO 3HAYH JIa je 3a
T ™ . 2 K1
HEKH yrao —o <0< 5 TMABHA KPUBHHA jeJ[HAKA 0, ommocHo tg” 6 = — OzHagnMO
up(8) = cos ey +sin fey. Tana uz Ojrepose Teopeme cieu fa cy uy(0) u uy(—60) muneapuo
HE3aBUCHU ACUMIITOTCKU BEKTOPU y TAUKK p. YTao maMmely mux je 20 u e] je caMuMm TuUM
cumerpasa yria namely mux. Kako je mospmr jojarno MuauMasHa, no6ujamo tg? 0 = 1,

. 7T . .
Tj. 0 = :I:Z. Y OKOJIMHU TadKe P MOCTOje JiBe pasymanTe (paMuiinje aCUMITOTCKUX KPUBUX.

Hudepennyjaana jeJHATAHA ACAMITOTCKIX KPUBHX j€
e + 2fu'v' + gv? = 0,

a jemnaunna ea’ + 2fab + gb?> = 0 uma peasiHe KOpeHe y OKOJIMHE XHIEPOOIMIKE TAUKe;
MozkeMo je daxropucaru kao ea’ + 2fab + gb> = (Aa + Bb)(Ca + Db), 3a Heke pe-
anae 6pojese A, B,C,D. CamuM TUM ce jeJHAUMHA ACHMITOTCKUX KPHUBUX (DAKTOPHIIE
y (Au' + Bv')(Cu' 4+ Dv') = 0, 3a peanme dbynknuje A, B, C, D. Jenna dbavunuja je perme-
me qudepeniujanne jeqaaunne Au' + Bv' = 0, a apyra jeqaaunne Cu’ + Dv' = 0.

Axko je moBpm M y R? kommaxTma, mocroju Tauka y Kojoj je I'aycoBa kKpuBmHA mO-
suruBHa (JoKa3 ce moxke nahu y [8]). Jpyrum peunmma, He 1OCTOjU KOMIAKTHA HOBPII
y R? amja je TaycoBa kpuBuHA cByna Hemo3uTmBHA. CaMuM THM, HE HOCTOjH KOMIAKTHA

MUHAMAJIHA TOBpII y R3.

Hapenne Teopeme majemo 6e3 jjokasa (ouu ce mory uahu y [3]). [Ipumernmo ga dopmy-
sanuje nojcehajy Ha ciandHe ocobrHe XapMOHHMjCKUX (DYHKIHja Y KOMIJIEKCHO] aHAJIM3H.

Y HapeHOM MOTJIABJBY BHAeheMO Ja TO HUje CJIyUajHOCT.

Teopema 2.2. Heka je M xomnaxmna noeesana 2aamsa munumanra nospus y R3 ca zpa-
nuyom OM. Tada ce M nanasu ynymap xonsecnoz omomaua C(OM) ceoje epanuue. Cne-
YUJAAHO, C6AKA NOSPW 00 CANYHUUE PA3ANEMNA HEKOM 34MGOPEHOM KPUGSOM MODPA AEHCATNU

yHymap Ko6eEKCHOZ oMoma4qa me Kpuee.

Teopema 2.3. (jeqmucrsenoct) Axo dee 2aamre murumarne nospwu My u Ma cadporce

omeopen ckyn Yy mpeceky, mada je wurosa yruja Mi U My zaamra munumaina nospus.

- 920 -
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Teopema 2.4. (upumnun mMaxcumyMma) Hexa ce munumanne nospuu My u Mo y R 6Ges
camonpeceuaroa dodupyjy y mawku P xoja je y wurosoj ynympawrocmu. IIpemnocmasumo
da ce nospw, M1 aokaino (y nexoj oxoaunu mauwke P) wanasu ca jedne cmpare nospw

Ms. Tada ce nospwu My u Ma noxsanajy y nexoj oxosunu mauke P.
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3 MHN3orepmajiHe KOOpPJAUHATE

JHedbununuja 3.1. Hexa je U C R? omeopen ckyn. 3a esemenmapny nospw zadamy
napamempusayujom T : U — R> kaoicemo da je uzomepmaana axo nocmoju dudeperiyu-
jabuana dynryuja X : U — R makea da je ty Ty =Ty Ty = A2 4Ty Ty =0, 0dnocno E = G
u F = 0. Oyurxuujy A\ Ha3uBaMO PYHKUUJOM CRAAUPGIH6A, 0 KOOPIUHAME HA TOBPULU

usomepmaaHuM noopduuamama.

OBakBa napaMeTpusaluja majbe OECKOHATHO MaJie KBajpare y U Ha DECKOHAYHO MaJie
KBa/[paTe Ha MOBPIIH (YMECTO y MPOU3BOJbHE YETBOPOYTIJIOBE Y OIIITEM CIYUajy) jep cy Iy
u T, jeqHakn, Mel)ycoOOHO OPTOTOHAJIHY BEKTOPHU. Y TJIOBU W3 KAPTE Ce IyBajy jep je mpeciu-

kaBame I : U — r(U) kordopMHO, Na ce OBAKBE MOBPIIN MMOHEKA,] HA3UBAjJY KOH(DOPMHIM.

WcnocraBspa ce jja Ha CBAKOj MTOBPINK MOT'Y JIOKAJIHO JIa CE€ YBEJy M30Te€pMaJiHe KOOp-
jguaarte. layc je 1822. mobwo marpajy Yuupep3urera y KomenxareHy jep je mokazao Jia
je moryhe npecsiukaru jejHy HOBPII HA JPYI'y TaKO Jia Cy OHE ,CJIMYHE JI0 HAjCUTHUJUX

neJiosa” .

Teopema 3.1. Hexa je M nospw ca mempurom ds® zadama napamemapexu x = x(p,q),
y=y(p,q), z = z(p,q) u P € M. Tada nocmoju omeopen. cxyn U C R? u usomepmanna
napamempusayuja v : U — M maxea da je P € r(U) u

ds® = \2(u,v)(du® + dv?).

Zloxas. Tlocmarpajmo popmasny dpaKTOPU3AIHA]Y

5 = WEap+ =2 gy iy + T ),

rae je I = EG — F?. Tpaxumo dynknuje u(p, q), v(p, q) u u(p, q) 3a Koje Baxkn

F+iJ/I
VEdp + ———dq) = du + idv,
p(v Edp Nio q)
F—iVI
(VEdp + ——=—dq) = du — idv.
AV Edp 7E q)

1
3a Takse pynrmmje mvamn 6uemo |p|? ds? = du? + dv?, ogmocro ds? = —2(alu2 + dv?).

' |l
Kaxo je

F+iVI
u(VEdp + lqu) = du + idv = <8u + z’av> dp + <8u + Z,&)) dq,

VE dp  Ip dq  0Oq
nUMaMO
ou . Ov
,U/\/i = 87 + Z%’
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Jakue

ou ov ou ov
(F +4VT) <+zap> E(8q+ 8q>

OJHOCHO

Tako mobujamo cucrem

( ou ou ou au
o o Pag o0 %8 Pay
o T " 9q T ’
E‘%\_fpav 8“\_[ dv
Qu _"9¢ ~9p Ou_ " 9q ~9p
op VI o Oq VI
0? 0?2

Cajia kopucrehin jeITHAKOCT TIOHOBJbEHUX MAPIMJAJTHIX U3BOJIA MMaMO J1a 33,

apdq — Dqdp
Tpaxene dpynkumje u, v Baxku L(u) =0, L(v) =0, tae je

0 0 0
=gl

dq v dp v
JIMHEAPHU TAPIUjaJHA OLNEPATOP JAPYyror pema. TBpheme casa caeayd U3 HETPUBUjAJHUX

ONMITHX CTaBOBA O pemmBocTh jemnaqanne obsmka L(u) = 0. O

IIperxomma Teopema je ersmcreHNujaIHE MPHPOIE W W3 JOKA3a Ce HE MOXKE JOOUTH
aJropuTaM 33, HaJIAXKEH€ M30TEPMAJIHUX KOOPJAWHATA, HA JgaToj mospriu. Mebhyrum, 3a
MWHUMAJIHE TTOBPIIU Ce MOTY J00uTH KOHKpeTHe (hopMyJie 33 W30TePMAaJIHE KOOD/IUHATE.
O 1a6epumo JlekapToB KOOPJMHATHU CUCTEM Ca KOOPJAMHATHUM MIOYETKOM y Tadku P, TaKaB
J1a je TanrenTHa paBaH I pM noepmu y Tauku P ynpaso xy—pasan. [loepir ce y okoJmHI
Tauke P Mozxke ommcaTu Kao rpaduk QyHKInje, Tj. Kao MOHXKOBa MOBPIL: T = X, y = ¥,

z = f(x,y). Cse rakse dynkumje [ 3a/10B0/baBAjy jeHAUNHY MUHUMAJIHUX [TOBPIINA
(1+fy2)foc:c_Qfxfyfa:y+(1+fx)2fyy:0- (13)
Osnauunvo p = fi, ¢ = fy m w = (/14 f2+ f2. Tlpumernmo ja je wdrdy nospmmnckn

eJIeMeHT MOBPIIH. lupeKTHUM padyHOM J00MjaMo

2
<1+fx> - <ﬁcfy> :_%((1+fy2)fxac_2fwfyfacy+(1+fa:)2fyy)v
y x

w w

1 2
(_|_fy> _ (f”:fy> — fx ((1+f2)fm 2fufyfoy + (1+fx)2fyy)7
- y

w w
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na u3 (13) coenn
1 2
( OJp >y - <ZZ:]>:U7
1 2
( wq >m (]Z:]>y

CamuM THM y CBaKOj MPOCTOMOBE3aHO] OKOJWHYU KOOPAWHATHOT TIOYeTKAa P y TaHTeHTHO]

pasau Tp M nocroje dbyukmuje F(x,y) u G(z,y) xoje 3a10B0/baBajy jeHavunte

OF 1+ p? OF  pq
or w Oy w’
oG pq (9G_1-|—q2
0z w’ By w

Heka je @ : (z,y) — (u,v) npecniukasame oapeheno ca

u=ux+F(zy),
v=y+ G(z,y).

Tana cy (u,v) u3oTepmasne KoopauHaTe. 3aucra, 3a jakobujan J mpeciukasama ® Baxu

O(u, 1+w)? :
J = (u,v) = (1+w) > 0, na je ¢ sokanuau jgudeomopdpuszam. Ha ocroBy Teopeme o

Nz, y) w

nHBEP3HO] DYHKIIN]U, y HEKOj OKOJIMHU KOOPIMHATHOT MOYETKA OCTOju JAudePEeHINjabmIHO

npeciukasambe 1 ca JakobujeBoM MAaTpHIIOM

Ty xy \ [ 14w+ —pq 1
Yu Yo -pg  ltw+p? ) (1+w)?
Y (u,v) xooppuuarama nospm M 3amara je npecaukasawem 1(u,v) = (x(u,v), y(u,v),

f(z(u,v),y(u,v))) n Baxkn
e <W<1++1 :>32’ <1_+pz>z’p <W<1++1 :>32> *q ((111)3)» ’
v ((1_+p5>2’ w<1++1 HERC <<1_+p5>2> T <w<1++1:>p>) |

w?

(1+w)?

OJIaKJIe ce JUpeKTHO jobuja K = G = u F' = 0, ofHOCHO KOOpJWHATE Cy 3aUCTa

U30TepMAaJIHE.

IIpumep 3.1. Cmepeoepagcra npojexyuja
Iocmarpajmo jemummamy chepy S? y R3. Iapamerpmsammja 7 : R? — S2\N mena chepe

6e3 cesepuor mosa N = (0,0,1) mara je ca

2u 20 u?4+02 -1
w4+ 17w+ 02+ 1w+ 02 4+1)

T(u,v) = <



BajepimirpacoBa penpeseHTanuja MUHUMAJITHAX TOBPINA Muanow Bopuh

4 ) 4

d -
2 1 1)

2
m dv*®, mTO 3HAYM JA CY

[IpBa dymmamenTanna gpopma je
KOODJIMHATE W30TEPMAJIHE.
Jomn jemna m3orepmasna mapamerpusarmja cdepe (6e3 jeIHOT MepuIHjaHA) je TAKO3BaHA

Mepramoposa napamempusayuja
r(u,v) = (sechu cos v, sechu sin v, tanh u).

Camum UM BUAVNMO J1a U30TEPMAJIHE KOOPpAUHATE HUCY je,ILI/IHCTBeHe Ha TTOBPIIIHA.

IIpumep 3.2. N3zorepmasne koopauaare Ha Erneneposoj nospiu, KarajganoBoj mospim u
KaTEHOW/Iy Cy YIPaBO OHE JIaTe Y TPETXOHO] IJIaBU. JeJNHO MapaMeTpu3aliije KATeHOU A
3a a = £1 cy u3orepmaJiHe, akKO Cy CBe MUHMMAJIHE MOBpiH. V3oTepmaJine KOOpuHATE
Ha XEJIUKOUJIy Cy
r(u,v) = (sinh u cos v, sinh usin v, av).

IIpumep 3.3. IMosypasamcku Momen L2 xumepOoHtdKe TeoMeTpuje ca mpBoM (GOPMOM

9 dx? + dy?
ds® = ——5—
npaBe y XumnepOboJMIKOj PABHUA padyHAMO y KapTH Kao yrao mamehy 2 eyKIuJICcKa Kpyra,

je m3orepmastHa moBpia. To mam maje moryhmocTt ma yriose m3mehy 2

nim n3mely eykimjicke 1paBe M eyKJIMJICKOT KpyTa.

Cajta MoxkeMo J0Ka3aTh BaxKHO TBpleme Be3ano 3a ['aycoBo mpecnkaBame MUHUMAJIHE

TIOBPIITHA.

Teopema 3.2. Taycoso npecauxasarve opujenmabuane munumasne nospwu M y R3 je

KOHPOPMHO.

Jlokas. Hexa jer : U — R? msorepmasno mapamerpusosana nospm u G : M — S? T'aycoso

npeciaukaBame. Baxun dopmysa
Ny X Ny = K1y X 1y,

rae je K aycoBa KpuBHHA IOBPIIH, IIa je ['aycoBo mpeciauKaBame peryiaapHo ako je K # 0
y cBuM Tadkama noppinu. Taxobhe, ['aycoBo mpeciukaBambe je caMo JIOKAJHE JudeomMopdu-
3aM, 114 HE MOXKEMO TBPIAUATHU 13 je KoHopMmHEu audeomopduzam.

ITorpe6uo je ma mokaxkemo na Baxu |Gy (vp)|| = p(u,v) ||lvp| 3a cBe p € M u ranrenre
BeKTOpE vUp HA M y Tauku p, rue je p : M — R pudepennujabuina nosurusna dyHKIUja
cKaJHpama. Y ToM muiby jgokazalieMo Gy (ry) - Gy(ry) = p?(u, v)ry - Ty, omaxste he coemurn
|G(ro)|| = plu,v) |[ru|| u [|Ge(r)|| = p(u,v) |lry]|. Kopucrehm E = G u F = 0, kao u
crrenmjasian obsimk BajHrapreHOBUX jenHatMMHA 33 MUHUMAJIHE ITOBPIITH

e /
S(ry) = —ny = Fru + Frv,

S g
S(rv) =Ny = pru + Frvv
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JobmjaMo

f

- E u Erva
g

- Erfua

Gi(ry) =my = lu
. 2 1 2 2 2 _ 1 2 2 _ f
Opasue je ||ny||” = E(e + f9), [Ino|” = E(f +9°) uny - n, = E(e—i—g). U3 dbopmyaie
(17) umamo e = —g, na je n, - n, = 0. Taxobe, 360r n30TEPMATHUX KOOPJAMHATA BAKA
Irll = ||Ito]| = VE u 1ty - 1, = 0, ma je Faycoso mpecimkasame KORGOPMHO, ca (hyHKIIjoM
21 2
CK&HHpa}bap:eTw:\M | O

Hie
W

WAL
e
SR

Pl

>
l‘v{‘;‘iﬂﬂb‘
vs‘m Ea Vit J

Crnuxka 4: EnernepoBa MmoBpiil U HeHA CJIUKA ITPU ['ayCOBOM MpPECIuKaBaby

Cuernujasno, [aycoBo npeciinkaBame MUHIMAJIHE TIOBPIIH O9YBaBa OJIHOC JIy )KUHA CTPA-
HUIA, KAO U YIJIOBE GECKOHAYHO MAJIMX 1IPABOYIaOHUKA (HIP. JOOMjEHUX 0J1 KOOPAMHATHUX
suanja Ha nospmm). OBa ocobuna ce jteno ocaukasa ua cdepu ynopelhyjyhy npumep Enene-
POBe TOBPIIH, KOja je MUHUMAJIHA, W MOBPIIH MAajMyHCKOT cesJjia, KOja HUje MUHUMAJIHA.
Mozxke ce nmokasaru jsa nospin uunje je l'aycoBo mpeciukaBame koHGOPMHO 06aBE3HO MODPa,

O6uTH Jeo0 cdepe WK Ae0 HeKe MAHHUMAJIHE HOBPIIIH.

IIpumep 3.4. (BepumrajaoB mpoGisieM) Y TPETXOJHOM TIOTJIABJbY W3BEJIM CMO T3B.
jeTHauYrnHy MUHHMAJHUX MOBpImH. IlocTaBiha ce jeTHO MPUPOITHO MHUTAIbE: 1A JIA MOCTOjU
dbynkumja z = f(x,y) nedunucana na 1en0j paBHu Koja 330BO/baBa jepnaquny (12),
OJIHOCHO 9Hju je TpaduK MUHUMAJHA TOBPIT M Ha Heaum R2? Je[HO OUUIIIEIHO PEIEHhe
jé paBaH 3aJ1aTa JUHEAPHOM (DYHKITHjOM, aJId Ja JIA [IOCTOjeé HEeKa HeTPHUBUjAJIHA Pellerha’
Hcnocrasiba ce 1a je 0roBop oJpevaH, Tj. HeMa JAPYTUX KOMILIETHUX rpaduka, (HaI 1ea0m
pasan) y R? xoju cy mummvasme moppomr. Heka je G : M — S? T'aycoBo mpecimkaparbe,

a7 :S?\S — R? crepeorpadceka npojexmuja u3 jyxuor noga S = (0,0, —1). Ouursuemno
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Cnuka 5: MajMyHCKO CeIJIO M EeroBa CJIUKA TPU [ ayCOBOM MPECIUKABAY

je G(M) y ropmoj nonycdepu jep ce pamu o rpadbuky dynkmmje. Moxkemo ja yBeIemMo
M30TEpMaJIHe KOOpJAWHATE Ha MOBpImH M, amm camo jgokasmo. MeljyTuMm, ncmocrasma ce
na ce dyuknuje F'u G u3 nokaza Teopeme (3.1) Mory npory>kuTu Ha 1ejry paBaH, OJIHOCHO
® je mudeomopdusam (Bumeru [3], noBosbHO je mokazaru ma P me mosehasa pacrojame
usmehy rauaka). Heka cy y uv—paBHm yBejeHe KOMIUIEKCHe Koopauuare & = u + v, a
y TYy—paBHE KoopauHaTe 1 = T + iy. Tako mobmjamMo TpecnKaBame KOMILJIEKCHE PaBHU

Ce = R%U’U) y camy cebe C, ~ ]R%x,y)
Ce~RP, ) = M>SN\N SHRE, ) ~C,.

Oso mpecimkaBamwe C¢ — C;, je xomomopdHO jep je KOMIIO3UIHUja TaKBUX-KOODIUHATE HA
TOBPINK Cy m30TepMajHe, a ['aycoBo mpeciukaBame je KoHpopMuO. CimMKa TIpu CTepeor-
padCKoj mpojeknmju Jiesia Topme mosycdepe je orpanmden noiackyn on C,, ma Iaycoso
MpecJInKaBame ojipelhyje jeTHO OrpaHuvIeHO MPECINKABAHE T1eJie KOMILIEKCHE PABHU y cebe.
[Ipema JluyBmsioBOj TeopeMu w3 KOMILJIEKCHE aHAJM3€, OHO MOpa Owrwm KOHCTAHTHO. 1O
3HAYM J1a ce TIpu ['aycoBOM TpeciuKaBamy 1mesia moBpit M ciauka y jeaHy Tadky, ma ¢y CBe
HOpMaJie Ha MOBPIN MeljycobHO mapaJsenne u HOBPIN je paBaH. HapaBHo, He 6HCMO MOIJIH

Jia IPUMEHUMO JIMyBUJIOBY TeOpeMy Jia KOOpJuHaTe (u, v) HE y3UMMajy CBe BPEJIHOCTU W3
R2.

Muore ¢dopmysie ce 3HATHO IMOjEHOCTABIBYJY y OBUM KoOopiuHaTama. O3HAYUMO Ca
0? 0?

= —— + — Jlamnacujan y R2.
ou?  Ov? Ay

Teopema 3.3. Taycosa kpusuna K usomepmanro napamempusosane nospwu v : U — R3

dama je y mepmunuma GYHKYUIE CKAAUDATHG N Ca
—Alog A

K = 2

(14)

_ 97 -
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Kpucmodenosu cumboau damu cy dopmyaama

A

F%l = _Féz = F%z = (15)

Zu
A

A
P%z = —F% = P§2 = Tv

Jlokas. ®opmyie ce nobujajy u3 ommrux dopmyna, kopucrehu £ = G = N> u F = 0.

o L0 (1N, 0 (101
A2 | Ou \ )\ du ov \ )\ Ov

—1{ & 0*

—Alog A
Az

[Iperuzuuje

O]

Dopmyia (14) sreno onucyje TBpheme [aycose Gpunjantae Teopeme jep K 3aBucu camo

0J1, A, OJIHOCHO caMo 07 Koedulmjenara npse dpyHgamenTajaHe popme.

Teopema 3.4. Cpedwa kpusuna H pezyrapre uzomepmanrto napamempu3osane nospuil

r:U — R? ca dynryujom ckaruparsa A dama je dopmyaom

et+g
H = .
)2 (16)
Taxohe eaotcu
Tuu + Tow = 202 Hn, (17)

2de je N JeduHUYHA HOPMAAL HA TLOGDUL.

oxas. Hudepentupajyhu £ = G = NuF=0 JOOMJAMO Ty - Ty = Ty - Ty B Ty - Ty =

—Tyy - Ty. Cabupajyhu oBe jemmakocTu jpobmjamo
(ruu + rvv) Ty = Tyy Ty — Tyy " Ty = 0.

Comano je (Tyy +Tyy) Ty = 0, OJIAKIIE CJIEM TA J€ BEKTOD Ty + Iy KOJUHEAPAH CA BEKTOPOM
nopmaJgie n. Kopucrehu dpopmysy 3a cpeamy KpUBHHY A00H]jaMO

eG —2fF + gFE _e+g (ruu+rvv)'n

H= -
2(EG — F?) 22 222

u camuM tuM dopmyre (16) u (17). O

Hedbunnnuja 3.2. Hexa je U C R? omeopen ckyn u x,y : U — R3 napamempusosamne
eaemenmapre nospwu. Kasicemo da je napamempusauyuja X TAPMOHUJCKE GKO Je Xy, +
Xpp = 0. Takohe, X U y cY KOHJY208GHO TAPMOHUJCKE QKO CY 300060NHEHE PEAGUUTE

Xy = Yov U Xy = —Yu-
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N3 uumenunne ma cy JiBe ImapaMeTpu3alidje KOHjYTOBAHO XapMOHU]CKE CJeId U JIa CY
XapMOHU]jCKe, cimdHO kKao koj Komm-Pumanosux ycjoBa 3a peajiHu u MMaruHapHU JI€0

KOMILIEKCHO BpepHocue dyukmuje. U3 (17) mobujamo:

Iocaeauna 3.1. Pezyaapna usomepmanna nospw X : U — R? je munumaina nospw axo

U CAMO aKO je TAPMOHUJCKA.

CaJia mocTaje jacHo Jia Cy MEHUMAJIHE TIOBPIITH ¥ KOMIIJIEKCHO AHAJIUTHYIKE (X0JI0MOpGhHE)
bysxmuje y Tecroj Besn. Jlo caga cMO pa3dmarpasi CaMo MHHEMAJjHe Hospim y RS
[Iperxomna [lociemuia HAM faje jeaH HAYUH A TIPOIIHPUAMO Je(DUHAH]Y HA IPOU3BOJHHHI

R"™ jep mojam xapmoHmjcKux (DYHKIHjA X TAMO MTOCTOjH.

Hedbunnmuja 3.3. Munumaana uzomepmanna nospu X : U — R3 je ona esemenmapna

NOBPUL YUJa je NAPAMEMPUAUUIE USOMEPMAAHG U TAPMOHUICKA.

Onwucahemo meTo/1 3a reHepucame haMuirje OBAKBUX TOBPIIHU, FeHepaJn3alujy aedop-

Marje u3mMely XelnuKOuIa U KATEeHOUIA.

Hedunumnuja 3.4. Hexa cy x,y : U — R wonjyzosano rapmonujexe uzomepmanre no-
epwu. ITpudpyorcena gamuauja 36 X u 'y je jednonapamemapcka Gamuiujo nospus

z(t,x,y) : U — R3 dama ca

z(t,x,y) = R(e " (x + iy)) = xcost + ysint. (18)

3a caja HeMaMoO HauwWHA Ja HaheMo TatvHe jemHaumHe OBe (baMmiMje jep jOIn yBeK He
3HAMO IPAKTHYHO Ja HaheMo KOHjyroBaHy moBpil nmospmu X. Hapenne dopmyne cy nm-
pekrHa nocsemua Komm-Pumanosux ycsosa u jajy Ham uHdopmalyje O 1PBOj U Jpy-
roj dyspamentamnoj dpopmu npuapyxkene dbavuauje nospmm. JacHo je ga cy z(t,X,y)

m . .
z| t+ 5 X,y | KOHJyTrOBaHO XapMOHHJCKE 34 CBAKO {.

z(t, X, ¥ )u = Xy cOST — X, sint,
z(t, X, ¥)y = Xy sint + x,, cost,
Y)uu = Xy COST — Xyp Sint = —z(t, X, ) vy,
Y)ur = Xuy SN + Xy COST.

Jacuo je ma je z(t,x,y) MUHUMAIHA W30TEPMAJIHA TOBPII 33 CBAKO ¢ W JIa CBE TIOBPINA
damvminje umajy ucty upBy dyHmamMenTagny ¢popmy. 3aTO ce 7z HaA3UBA ¥ M30METPUYHA
aAedopmanmja mamehy x u y. Takobe, uz z(t,X,y¥)y X z(t,X,¥)y = Xy X Xy, t € R,

crequ na cse noppmu davmmje z(t,X,y) UMajy HWCTy HOPMAJy M TAHTEHTHY PABAH, J0
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Ha mapaJjieslHocT. Jlakie, MOXKeMO HNOWCTOBETUTH jeJWHUIHY HODMAJIy HOBPIIW Z U je/ih-
HUYHY HOPMAJIy HOBPIIM X, 114 CBE LOBPIM npujpyxene pamvuminje umajy ucro l'aycoso

IIpecjanKaBame.

V6yuayhe hie mam 6utr KOPUCHO 1a Ca CTAHIADAHAX «,v KoopamHaTa y R2 mpebhemo
Ha KOMILIEKCHE KoopjawHarte 2,Zz. (CmeHa KoopauHaTa JaTta je dopmyiama z = u + v,

Z = U — 1V, OJIHOCHO

z+Z
U= ,
2
zZ—z
v = -
21

OBO 3HAYM /13 MOKEMO Z U Z MOCMATPATH Kao ancTpakTHe koopauHare y R? = C, nako cy

TO 3aIpPaBO KOMIIJIEKCHU OPOjeBU. Y BEJIUMO U CTaHJAp/IHE JudepeHIinjaaHe omepaTope

o 1[0 .0
az—2(au‘zav)’
o 1,8 .9
82_2<8u+280>'

. .0 .
Komm-Pumanose jepaunnie caga mocrajy 7 f(z,2z) = 0. Indepennmupamenm ce gako 1o0mja
Z

dz = du + idv, dz = du — idv, na je

|dz|* = dzdz = du® + dv®

92 92
_v o,
02 T a0~ ‘9207

[Mapamerpusarmja nospiu X y R? cacroju ce oy rpu peasnne dbynknuje. Kommiekcnn n3so,
0

mapaMeTpu3oBane moBp X : U — R3 mpesncraBiba JenoBame omepaTopa 92 Ha X W JIaT
z

je dopmysiom
ox 1 )
Fr i(xu —iXy),

e je z = u + iv.

Axo cy (u,v) m (u/,v") m30TEepMaHE KOOpAUHATE Yy HEKOj OKOJWHH IOBpm: M, mpo-
mena koopjuuarta (u,v) — (u/,v") koja uysa opujenrtanujy je KOH(MOPMHO IIpeCIUKABAE
(Bumern [3]). Ha opumjenrabuinoj nospmu M cee moryhe m3orepmasine KOOpJIMHATE, Ca
dyHKIIMjaMa IIpeacka Koje 49yBajy KoopauHaTe, oapelyjy KOMILJIEKCHY CTPYKTYpy Ha IIO-
Bpnm. Koopgunare (u,v) 3amMemyjeMO KOMILIEKCHUM U + (U, T1a IIPOMEHA KOOPMHATA
nocraje aHaauTuIka (yHKIHja (KOMIIEKCHA (DYHKIMjA je aHAJIATHIKA AKO M CaMO aKo
je KoH(pOpMHA M UyBa OPHjEHTAINN]Y, HeHa MATPHUIA je KOMIIO3UIUja MATPHUIE POTAIHje
u xomoreruje). Y oBoM 3ammucy, judepennmjasuma (HYHKIMjA TPEIACKa KOOPAMHATHUX

MPECIINKABaba 0JIT0BAPAjy yoOMIajHN KOMILJIEKCHU W3BOJIM O/roBapajyhnx KoOpauHATHUX

xoJsioMmopdHUX (yHKIMja, KOJU JIeJIyjy HA KOMIUIEKCHE KOOD/MHATE TAHI'€HTHUX BEKTOPA
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obuunuM MHOXKemeM. lloBpIu Ha KOjuMa ce MOXKe YBEeCTH KOMILIEKCHA CTPYKTYpa Ha3W-

Bajy ce PumaHoBe moBpIn.

Ako yBejeMo o3Hake

_ox _Lfox ox 0% 0% Ox3  Ox3
(160,20 a() = 5 = 5 (Gt a5 B2 = e

JIAKO CJieJ1€e UJICHTUTETU

3

4Z@k(x)2:Xu-XU—XU.XU_QiXu.XU:E_G_Q,l‘F, (20)
k=1
3
43 k()1 = xu %0+ %0 % = B+ G (21)
k=1

Cneneha Teopema Ham JIOKAJHO ONMUCYje€ MUHUMAJIHE MOBPIIU MIPEKO TPOJKE XOJIOMOP-
¢uux yHkimja gnjn je 30Mp KBaapaTa Hyja, MTOo oMoryhasa ymorpeby MohHEX Teopema

KOMIIEKCHE aHaJIN3€ y UCIIUTUBAKHLY JABOANMEH3NOHAJIHUX MUHUMAJIHUX TTOBPIIIHA.

Teopema 3.5. Hexa je x : U — R3 napamempusosana esemenmapna nospw. Tada

ox
a) X je TapMONUJCKa aKo U Camo Ko je —— AHAAUMUNKG GYHKUUIa;

0z
3
6) X je u30mepMasna axo u camo axo je Z or(x)? = 0;
k=1
3

8) axo je X uzomepmanna, mada je T pe2YAaPHa aKO U CAMO AKO je g \gok(x)\Q # 0.
k=1

Obpnymo, npemnocmasumo da je U npocmonosesan, u nexa anasumuyre Gynryuje 1, P2,
3

3

03 : U — C3 3zadosomasajy ycrose Zcpk(X)Q =0u Z|gok(x)|2 # 0. Tada nocmoju
k=1 k=1

pezyaapna murumanta usomepmanna nosput X : U — R3 koja sadosomasa (19).

ox
Jloxas. Jleo a) npoucruue w3 untmbennre jja Komm-PumaHoBe jeHavnne 3a — IJIace Xy, +

0z
Xy = 0 ¥ Xy — Xy = 0, mrro je unenrurer. Caga je 6) mocnemuma (20), a B) mocseauna
(21).

Y cynpoTrHOM cMepy, IPeTTIOCTABUMO Jia aHAJUTHYKe (QYHKIHje ©; 3aJI0BOJbaBajy JlaTe

x = <9% / o1(2)dz, R / 0o(2)dz, R / @3(2)612) :

Warerpanuja ce 3ampaBo CIPOBOAM JIy2K ITPOM3BOJHHE JI€0-TI0-JI€0 TJIaTKe KpuBe y U Koja

ycaose. Opabepumo

cuaja (pUKCUpAHY TAYKY 2o U TAYKYy 2. YCJOB ~MPOCTONOBE3AHOCTHU’ rapaHTyje HAM Ja Cy

- 31 -
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oBU mHTErpaJm J06po jgedunucane aHajauTudke (HyHKIMje KOje HE 3aBUCE O/f IIyTa WHTE-
rpanmje, JIOK Cy BbUXOBU peasinu jiesiosu xapmonujcke dyuknuje. Cana, (20) ummmmumpa
Jla je mospin X m3orepmadina, a (21) ga je perynapua. Jlakie, X je peryjapHa MUHUMAJIHA

M30TEPMAJIHA IIOBPIIL. O

Tloznatro je ja map KoHjyrosaHo xapMoHujckux yHKImja ojpehyje anaauTndky dyHK-
mujy. Heka cy x,y : U — R® komjyrosano xapMonujcke mopmmu. Taja je IpecimKaBaibe
X + iy : U — C3 apasuTHIKO U BaXKn

ox 0 .

3aHrMajy HAC TEOMETPHjCKE OCOOUHE OBOT ITPECIMKABAIHA.

Hedbunuaunuja 3.5. Hexa je U omeopen cxyn y C. MunumMaasra KPpUBa je KOMNACKCHO

anaaumuura gyrnkyuja VU — C3 3a xojy eascu

U(z)-¥'(2)=0 (23)

3a cee z € U. Axo je dodammno V'(2)-W'(2) # 0 sa cee z € U, xasicemo da je V peeyaapna

MUHUMAAHA KPUBA.

Mwunnmasnne KpuBe TpBH je mpoydaBao JIu. MwuunMaisine KpuBe MOXKEMO CXBATHUTHU C
je/iHe CTpaHe Kao YOUIITemhe MUHUMAJHAX W30TEPMAJIHAX IOBPINHU, a C JIPyre CTPAHE Kao
yommTeme peasnunx KpuBux y R2. 3a samary munumasnny kpusy V¥ : U — C?, nospmm

X,y : U — R3 nedunucane ca

x(u,v) = RY(u + iv),
y(u,v) = SU(u + iv),

Cy KOHjYrOBaHO XapMOHHjCKe M30TepMajHe MuHMMasHe noBpmu. (Crora wx HA3UBAMO
KOHjyrOBaHO XapMOHHjCKMM M30TEPMAJIHUM HOBPIINMA OPUAPYKEHUM KPUBO]
V. Takobe, ako je ¥ MuHMMAJIHA KPHBa KOja OArOBapa MHHHMAJIHO] MOBPIIA X, TAJA je U
KpuBa ¥ MHUHMMAaJIHA M OJI'0Bapa KOHjyroBaHO] MUHUMAJIHO] 1oBpiu oy X. ITomohy mux

dbopyupamo npuapyxeny bamuanjy nospmm z(t, u,v) : U — R3
ot 0, ) = R W(u + iv). (24)

Hanomumemo na je z(t, w,v) MOBpII y peaqHuM KOOpauHATamMa u Huje ucto mro u W(u +
iv) = x + iy. Beh cmo Buzenu ja cy CBe OBE NOBPIM MUHMMAJIHE Y U30TEPMAJIHE W IIPEJI-
cTaBJbajy m3oMeTpudny Aedopmanmjy udmely x u y. VHTeprerupajMo HeKe O IPeTXOTHIX
pesyaTaTa y TepMUHEMA MEHEMATHEX KpuBux VU : U — C3. Ha npumep, nupekTHa mocie-
quia (6) je

. —1 /
Ty — 12y = € 0T,
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Takohe Baxku
Cox 1

1 .

5 ,_gzQ(XU*ZXU):(SOI;@27SD3)5
1— o0x 1 . _
5 [ % = §(Xu —{—ZXU) = ((;01;()027903)‘

IIpumep 3.5. Hahumo komjyroBamy moBpur KaTeHOM A Ca napamerpusanujom r(u,v) =
(coshu cos v, coshusinv, u). Umamo
U(z) =1, — iry
= (sinhwu cosv + i cosh usinv, sinh usinv — i coshu cosv, 1)
= (sinh(u + v), —i cosh(u + iv), 1)
= (sinh z, —icosh 2, 1).
[Tpumerumo na cy ycmou Teopeme (3.5) 3amoBosberu jep je oumrsenno ¥ # 0 u 36up

KBaIpaTa, menux komuonentu je sinh? z — cosh? z + 1 = 0. Konjyrosasa 1oBpi KaTeHOmLy

(mo ma Tpancaanujy) je
T(u,v) = §R/(z sinh z, cosh z,)dz

= R(i cosh z,sinh z, iz)

= (sinh usin v, sinh u cos v, —u).

. . s . T
Hakon pemapamerpusarnuje (u,v) — (smh u, v+ 5) U TpaHCTAIAje 33 5 X z—oce
BUJIMMO 13, je J0OMjeHa MOBPII XEJIUKOUI.
Hedbununuja 3.6. I'aycoso npecaukrasare munumaare kpuse V je Iaycoso npeciu-

Kasarve npouseosne nospwy ud damuauje npudpyscene ¥ (no obuuajy udenmugduryjemo

TI'aycoso npecaurasare ca jedunusnom HOPMaiom).

Ba mummmasny kpusy ¥ : U — C3 Baxu muenTurer
— il x W = 2(S(pad3), S(d361), S(d162) = ||V n, (25)

oJlakJie UMaMo U (hOPMYILY 33 JeIMHUIHY HOpMAJy N u ['aycoBO TpecInKaBame MUHIMAJTHE

KpWBe.

Bparumo ce caja Ha jako BajKHO IpeC/IMKaBambe U3 IPeTXOJHOT IOrJjaBjba, CTepeor-
padCKy IpojeKIujy, Koja HaM ycrmocTasba Be3y m3Meljy jeaunmane cdepe y R? u kommrex-
cue pasun. Heka je P = (p1,p2,p3) € S*(1) npomssospbHa Tauka Pa3amauTa 0J] CEBEPHOT
nona N = (0,0,1). Osmaunmo ca @ = (q1,q2,0) npomop npase PN Kpo3 KOMILIEKCHY

paBan. Hakom kpaher paayna mobuja ce

" 1—ps’
Q2=p£= P2
to 1-—p3
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Jaxne, npecmkasame m @ S?(1)\{N} — C je y KOMIUIEKCHHM KOOpDJHHATAMA JIATO

dbopmyTom )
Dp1 +1p2
m(p1,p2,p3) = .
I —ps3
Caeneha Jlema maje HaMm jeHOCTABHY (OPMYILY 338 KOMITO3UIH]Y cTepeorpadCcKe mpojeK-

nuje u TaycoBor npecinmkapama 3a MUHEMAIHY KpuBy y C3.

Jlema 3.1. Hexa je ¥ : U — C" munumasna xpusa u V' = (¢P1,¢2,¢3). Hexa je n

JEQUHUYHO HOPMAAHO BEKMOPCKO NOMbE NPUIpYNHcene munumarte nospwu. Tada je

©3

Ton = ——-.
Y1 — P2

Zloxas. Kopucrehu mobujere dgpopmysie 3a jeUHAIHY HOPMAJY U CTEPeOrpadCKy IIpojek-

¥}y ¥ KOMILIEKCHAM KOOPAUHATAMA, JT0OMjaMO

2(3(p23) + 1(93071))

mon= e )® _ 2(S(p23) + iS(p5P1))
| 2S(ei2) 197> — 23 (12)
4

_ w3(p1 +1p2) — P3(p1 + i)
12)1> - 2(p172)
@2
©3(P1 +ip2) + @3 (3)
Y1 — 1P2
121> — 2(p172)

_aa(lV))* + iaer — ipapr)

(p1 —ip2) (| V'] — 28(¢1%2))
_ ©3

o1 — ip2

O]

Koedunujenrn ppyre dyngamenranne hopme npuapyxene pamunuje nospmu z(t, u, v)

cy

Kaxko cy cse nospiu npujpyxene gpavusiuje ndomerpudne, one mmajy ucry LaycoBy

KPUBHUHY, 113 MO2KeMO roBoputu o 'aycoBoj KpuBMHM MUHUMAJIHE KPUBE.

Jlema 3.2. laycosa xpusuna munumarre xpuse ¥ : U — C" je

—4(| @ e - e )
K = — .
1w




BajepimirpacoBa penpeseHTanuja MUHUMAJITHAX TOBPINA Muanow Bopuh

Jloxas. Kopucrehn ||| = 202 u popmyiy (14) umamo

4 0? — 2 9 /Uy
K= wpaze: 5 )= Ty e < Tk )
AP P - () (- T))
- o)
AP e - e )
o 1w '

O]

IlocraBma ce muTame KaKO KOHCTPYHCATH MUHMMAJIHE KpPUBE. 3HAMO Jia je MWHU-
MaJIHa, W30TepMaJiHa TOBpII X : U — R3 peaJiHua J1Ie0 MAUHUMAJIHE KPUBE, OJITHOCHO TPOjKE
(11,12, 13) anamuruakux dpynknuja. Kako rauno mux ogpelyjemo ako 3namo x? Crangap-
JIaH MeToJ 3a ojipehuBame (10 HA KOHCTaHTY) anasutuuke dyukmuje f : U — C auju je
peasau Jieo jgara xapmonujcka Gyarmuja b : U — R kopuctu Komwu-Pumanose yciose u
3aXTeBa MHTErpalmjy, Kao mro cMo Beh Bumesm. MelhyTumMm, mocroju u jegan aApyradwju,

asirebapcku MeToy, Kopucrehn KOMILIEKCHE KOOp/JuHaTe (DOPMAJIHO YMECTO PEAJIHUX U,V y

h(u,v).

Jlema 3.3. Hexa je U omesopen nodckyn R? = C na xome je depunucana rapmonujcra

dynryuja h: U — R u 29 = ug + 1vg € U Purcupana mauxa.

a) Hexa je f:U — C anarumuyra dynkyuja wuju je peaarnu deo Rf (u + iv) = h(u,v)
u umazunapru deo y mauku 2o Sf(zo) = 0. Tada sasrcu

Z24+20 z2—72o

f(z)—2h( 5 )—h(uo,vg). (26)

6) Obpruymo, axo je f : U — C defunucana ca (26), mada je ona anarumuywka u

sadosomasa f(zg) = h(ug,vo).

Heka 3a MunumaJiny nsorepmasiny nospii X : U — R3 paxku x(u, v) = (hi(u,v), ha(u,v),
h3(u,v)). Ipnvemyjyhn nperxogny Jlemy na cBaky KOMIOHEHTY hj y TIpOM3BOJBHOj (hWK-
cupaHoj Tauku (up, vg) € U mobujamo ananuruuke GyHKIHEje 1) KOje 33J0BOJBABA]Y YCIOBE

Repj(u + iv) = hj(u,v), (27)
J;(29) = 0.

Hedbuuauuuja 3.7. IIpecaurasare U = (11,12, 13) wuje komnonerme 3ad060.5a6aJy Yciose

(27) nasusa ce Komnaexcupurayuja nospuil X.

Cpaka KOMIIOHEHTa TTOBPIIHK X je peaJiHu J1e0 oarosapajyhe kommnonente o ¥, npu uemy

ce TIOKJIATIajy Yy Ta9K| zo. Jlakie, Baxxu
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Teopema 3.6. Hexa je x : U — R® munumanna usomepmanna nospw u (0,0) € U.
Osnanumo ca U = (1,12, 193) Komnaexcuduravujy nospwu x odpeheny yeaosom IV (0) =

0. Tada je
z Z
U(z) =2 (7,—,)— 0,0),
(2) = 2x 5 5 x(0,0)
0% je KOHJY208aHO TAPMOHUICKG USOMEPMAAHG NOGPW Y MOGpwY X odpeliena ycaoeom

y(0,0) =0 dama ca

y(u,v) =S (2)( <u—;w’ u—;—iw> - x((),())) .

IIpumep 3.6. IIpumenumo nperxouy Teopemy ysumajyhin sa x napamerpusanujy Enene-

z iz
pose noppiu. 3amemyjyhu © u v peom ca SRy J001jaMO MUHHMAJIHY KPHUBY
3 3
z z
U(z) = <z— 3,iz+i3,z2>. (28)

Komnjyrosana Eneneposa nospii jiara je ca
y(u,v) = ImU(u + iv)

3 3
= <v+g—u2v,u+l;—u02,2uv>.

CaJia ce JIakO MOKe [TOKAa3aTH JIa Cy CBe TOBPIM npuIpykeHe EHeneposoj nospinu 100ujeHe

caMo porarujoM oko z—oce. Popmysia (28) MoKe ce reHepaJn30BaTh Ca

22n+1 . » z2n+l 22n+1
U(z)=|z———,iz+1 , .
2n+1 2n+1 n+1
Judepenmmpamenm gobujamo ¢1(z) = 1 — 227, @9 = i + iz?", p3 = 22", ma ce naxo

nposepasajy yeaosu Teopeme (3.5): ¢F + 03 + 02 = 0 u |¢1]* + |@2)® + |@3]® # 0, mro

3HAYU JIA j€ PEAJIHU JIe0 OBE MUHMMAJIHE KPUBE MUHUMAJIHA [TOBPIIL.
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4 BajepmiTpacoBa penpe3eHTallja

4.1 Jlokanna BajeprirpacoBa pernpe3eHTaluja

Teopema (3.5) maje HaM JIOKAJIHM ONTMC MUHUMAJIHE NOBPINU npeko Tpojke ® = (1, p2, ©3)
aHAIUTHIKUX (DYHKIIH]a KOje 33/I0BO/bABA]y YCJIOB 90% + 90% + 4,0% = 0, OTHOCHO TPEKO MUHH-
ManHe Kpuse ¥ Koja 3ag0BosbaBa yciaos U - U = (. Hcnocrasiba ce Ja je oBa nudepen-

[MjaJIHA, JeJHAYNHA, PeNnBa eKCIMIUTHO 110 .

Teopema 4.1. Hexa cy [ u g anarumuuxe gynruyuje depunucane na omeoperom npocmo-
nosesarom nodckyny U xomnaexcre pasru. 3a durcupano zo € U xpuea ¥ = (1,12,13) :

U — C? dama ca

() = [ H0 - g
wna) = [ L gepa, (29)
29

vale) = [ fgw)s
je MUHUMAAHA.
Zloxas. Kommnekcan u3Boy ananutudke pynkiuje U jeanax je

1 1
¥ =0 = (G0 - 0, 50+ 9 S )

OJIAKJIE Ce JIAKO MPOBEpaBa Ja je 3a10Bosben ycsos W/ (z) - U/(z) = 0. O

Kpusy ¥ naszupamo BajeprirpacoBOM MUHMMAJHOM KPHUBOM Ca [IOYETKOM y 20 W

onpelienom pyrkmujama f n g. Kako cy Y1, 12, 13 anajutuuke QyHKIHje, (popMyaama,

{ﬂmmzwmwwWMmemwm (50)

y(u,v) = S(¥1(u, v), Pa(u,v), ¥3(u, v)),

onpehene cy MUHIMAJIHE H30TEPMAJIHE €JIeMEHTAPHE MOBPIIN X U ¥ Takse Ja je U(z) = (x+
iy)(2) komuekcudukanuja ox X. Hazusamo ux pegom BajepmirpacoBa n KoHjyroBana
Bajepinrpacosa TIOBPIIT €A TIOYETKOM ¥ 20, onpehene dpyukmumjama f u g, Tj. popmyrama
Vi(2,Z) = ¢ + 2R [ prdz, ¢ = const, mpu UemMy ce MHTErpaJd MO MPOU3BOJHHO] JIEO-TIO-

20
€0 IJIATKO)] KPUBOJ] KOJa CIIaja TAYKE 2 U Z(.

YeaoB ga yakrnmje f u g Oy/ly aHAJMTHYKE je J1ocTa jak. MHOre mozHare MUHUMAJIHE
MOBpIIHK He MOry ce mobuTu Ha oBaj mHaumH, Beh kao Bajepmrpacose moBpmm ompebhemre
dyurnpmjama f ¥ ¢ Koje MMajy M30J0BaHe CHUHTyJIapurere. lIpenusHuje, J03BOHABAMO U
Ja dyakmuje f u g Oyay mepomopdHe, Tj. Ja WMajy €BeHTyaJlHe CUHTYJAPUTETE KOjU Cy

obaBe3Ho mosioBu. 3ampaso, y [9] ce y3uma ma je f xosomopdHa HA HEKOM OTBOPEHOM

- 37 -
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ckymy U KOMILJIEKCHE PaBHU, & ¢ MepoMopdHA HA U, Ipu YeMy je CBaKHU I0J 2y (PYHKIHje
g pesa m > 1 yjenno u myna dyskmuje f BumecrpykocTu 6ap 2m. 360r 0oBOr ycJjaoBa
Jlopanos pex byrkmmja f(1 £ ¢g?) y okosmHE Tauke 2g CaJPKU CAMO HO3UTHBHE CTEICHE
0]l z — Zp, 1A Cy OHE XOJOMOp(QHE y OKOJIMHUA CBAKE TAKBE TAYKE 2(, & CAMUM THM je& W
bynxmumja ¢ xosomopdua. Jpyrn Haums je jga ce mamerHe yciaos ja dymakimja fg? Mopa

6uTHu x00MOpP(dHA.

Jlako ce JoKa3yje /a je METPUKA HA OBUM IIOBPIIMMA 33]1aTa Ca
1 2 2 2
ds* = 2 1f )17 (L+|g(2)[)* |da],

IITO CIENNjAJTHO 3HAYH J1a Cy OHe m3oMmerpudHe. U3 obsimka meTpuke ce Buu J1a je pyHK-
mmja ckampama A = 2|62 = |f| (1 + |g|?). Takolje, ome ¢y perymapre y oHEM Tadkama y
KojuMa je dyukiuja f pasimumaura o Hysie. Kako je g mepomopdHa, moryhe je ja y Taukm
20 6yme f(20) = 0 u fg?(20) # 0, ma cy u y TaKBEM TadKaMa MEHAMAJHE IIOBPIIH PEry-
mapue. AKO JIO3BOJUMO CHUHTYJIAPUTETE HA MUHUMAJIHAM MOBPINAMA, TAKBE MUHUMAJIHE
TOBPIIHA HA3UBAMO 2eHEPANUIOBAHUM MUHUMAAHUM Nospuuma. CUHTYTApHE TadKe 2o HA

UM, HA3UBAMO 2paAHAMa WA Maykama zpanatba U oue cy onpehene ycmosuma f(zg) = 0
2 _
u fg°(z0) = 0.
ITpe nero mro npehemo na npumepe, nocroju jom jepan obsmk (sokanne) Bajepurrpa-
cose!'! perrpesenTanuje. IIpermocrasumo ja je dyHKIHja g X0m0MOpdHA, €A X0IOMOPGHOM

nnBep3HOM pynKImjoM ¢ . Taga g cMaTpaMo HOBOM KOMILIEKCHOM HPOMEH/BHBOM T = ¢

ca dt = ¢'dz. Jdebwnummmo F(17) = =

-, omaxise gobujamo F(7)dr = fdz. Haxie, axo

sameHuMO g ca T u fdz ca F(7)dr, nobmjamo
Teopema 4.2. 3a ceaxy roromopdry dynxuyujy F (), nospw dama napamempusayujom
% (u,v) = R / (1 — ) F(r)dr,
x2(u,v) = 9‘3/1(1 + 72)F(r)dr,
x3(u,v) = 9?/(1 — 72)F(7)dr,
je MUHUMAANG NOBPUL.
Tamaje & = <;(1 — T2)F(T), %(1 + TQ)F(T), TF(T)). IIpea penpesenTanyja je ommruja
jep Baxku npu ciaabujum yeaosuma. Osum 1o6mjaMo ja cBaka xoaoMopdna dpynaknuja F (1)
onpelyje munumanny mospm. HapasHo, Temko je ouekuBaT ja he cBaka JaTH KOMILIEK-

cHe mHTerpaJie koje je moryhe mpejicraButu jenuMm (GopMysiaMa. Y IIPKOC TOME, U3 CaAMe

BajepmrrpacoBe pernpesenTaiuje Moryhe je mobutu gocra uHdOpPMAIHja O CaMO] HOBPIIIH.

Y Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 — 1897), HemMauku MareMaTHyap



BajepimirpacoBa penpeseHTanuja MUHUMAJITHAX TOBPINA Muanow Bopuh

IIpumep 4.1. HajjennocraBaujy BajepmrpacoBy penpesenTanujy nma ErenepoBa moBpi,

onpeheny dyuknujama f(2) =1 u g(2) = 2z Ha 11€/10] KOMIIEKCHO] PABHHU.

x(u,v) = ?R/(l — 2%, —i(1 + 2%),22)d>

2 23 9
—%(z—g,—z(z—l—g),z)

) W v’ 2 2 _ .2
= (u+uv —g,v—i-?—i-u v,2(u® — v?)),

i u+v u—v X
Jo Ha TpaHcaanujy. CMEeHOM KOOPIMHATA, (u, v) — (\/5, \/§> J00MjaMO CTaH AP IHY

MapaMeTpu3aImjy.

IIpumep 4.2. Jenna BajepmrpacoBa penpesenTanuja karenou,ia je oapehena dynkmujama
f(z) = —5.2 9(z) = z, nedpuancannx na ckymy C\{0}. Mako ckyn C\{0} muje mpocro-
MOBE3aH, UITAK MOXKEMO KOPEeKTHO jeduHucaru BajeprrrpacoBy pzenpe3eHTa1Lij. Hanwme,
norpebro HaM je sa cKyn U Oyje mpoCTONOBe3aH 13 WHTErPaJl ¢rdz ne 6Bu 3aBUCUO OF,
myTa. ¥ CiIydajy CKYIOBa KOjH HHUCY ITPOCTOTOBE3AHW, ,ae(bnﬂmigeMo rnepuoje, Tj. WHTe-
rpajie /Iy MPOU3BOJbHE 3aTBOPEHE KPUBE KOja C€ HE MOYKE HEIPEKUIHO CKYITUTH Y TAYKY.
Jla 6u cMO mMau KOPEKTHY ﬂp(i)HHZHcaHOCT, oTpeOHO je Ja peajiHu MEePUOJIA WHTErpaJia
Oy/1y HyJI1a, OJIHOCHO JIa BPEJIHOCT ¢rdz 6yny uncro umarnnapuu 6pojesu. Axo cy (p, @)

zq
MoJIapHe KOOP/IMHATE y KOMILJIEKCHO] PDABHU, T Ia je KATEHOW I 33/1aT (POpMyIaMa

1/1 1/1 .
r=—(—-—+plcosop, ,y=-= —+p sin ¢, z:—logp.
2 \p 2 \p

[Ipema Tome, Be3a m3mely koopaunara je p = e . Kako p — 0, To 2 — +400. Ilapamemne
z = const oJroBapajy KOHIEHTPUYHUM KDPYroBuma p = |z| = const, Koju ce CKymbajy y

Tadky p = 0 Kako z — 400. '

1
222
g(z) = z, nobuhemo peasne nepuoge na C\{0}. Ta 6ucmo nx ce ocnobomamnm, uzbamuhemo

Axo masio Bapupamo BajepmTpacoBy penpesenTanujy kaTenouia crasbajyhu f(z) =

7“3 KOMILUIEKCHE PABHU MOJIyIpaBy ojipel)eHy Hemo3uTuBHUM peaHuM OpojeBHMa, IuMe J10-

6ujamo mpocromnoBe3any obsiact. Twume mobmjamo jesaH J1€0 XeJUKOWJIA 33,0aTOT jeTHATH-

HAMA,

1 1Y\ . . .

x=—=|p——|sin¢g =sinhasinb,
2 p
1 1 :

y=—|p——)cos¢ =—sinhacosb,
2 p

z=¢ =0>b,

e je |[¢| < m, p>0mp=e? ¢ =0 Axo cama 3amenumo npebGPOjUBO MHOTO KOTHja

C\R ma mpupoman maunn (ropmu jieo k—re ua jgomu jgeo (k+ 1)—se, k € Z), nobujamo
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meo xequkoua. OBO je 3aIpaBO €KBHBAJIEHTHO TOME Ja ce yrao ¢ Kpehe om —oo 10 +00.

Kegmmmo jia Hajemo npomeny koopaunata ojapeleny ca e”. Komiureran XeJmKoOu 1 MOXKEMO

. . . i
jobutn Bajeprrrpacosom penpesentaiijom oapehernom dpyuarnujama f = —Qe_z ,9(z) =¢€*
Ha C, u To

xr = —sinhwusinv, gy =sinhucosv, z=w,
e je z = u + iw. QOymkmujama f = e %, g(z) = €* ma C onpeheno je markpusame

KaTeHOH 13, ca, HECKOHATHO JINCTOBA, 33,71aT0 (popMyIamMa

x = —coshucosv, y= —coshusinv, z=u.

Cruka 6: Tpancdopmariuja XeIUKOUIa y KATEHOU]

IIpumep 4.3. Bajepmrpacosa pemnpesentaruja [Tlepkose moBpinu HaL je TUHATHIM JTUCKOM

|z| < 1 onpebhena je dyukumjama f = u g(z) = z. AKo mocMaTpamo pernpe3eHTaImjy

1—24
z
ma C\{z | 2* = 1}, unrerpam ¢rdz mmahe peasme mepuoje. AHAJIOTHEM HOCTYIIKOM

20
Kao KOJI XeJuKou1a, jgobmhemo perpesenrtaru]jy mese [Ilepkose mospimm.

1
IIpumep 4.4. Bajepmrpacosa nospur ojpehena dbynkmujama f(2) = 1— — u g(2) = 2 je
z

perapaMerpusaiuja XeHeOeprope moBpIid. 3aucTa, BaXKu

= (%(1 — (1= ), (1 - 2 (14 22, 2(1 - z—4>>
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u
1 23 273N\ i 23 273\ 22 272
:% - _— — -1 _ - -1 . ~
x(w,v) <2(’z 3 +3>’2<z+3+z +3)’2+2>
o (—te a3, Lty L gy
6 6 2 ’
710 Ha TpaHciaanmjy. AKo yBeaeMmo cMeHe z = €7, Z = U + iU, jobmhemo

4 43
x(u,v) = x(u,v) =R <—3 sinh®z, '3 cosh® Z, 2 cosh? )
c 2 S o _ _
= <2 sinh@cosv — 3 sinh 3w cos 3v, 2 sinh wsin v + 3 smh 3u sin 3v, 2 cosh 2u cos 2’0) .
Amnajorno ce mo0uja MOBPII KOHjyroBaHa XeHeOeproBoj

2 2
y(u,v) = (2coshusinv — 3 cosh 3u sin 3v, 2 cosh u cos v + 3 cosh 3u cos 3v, 2 sinh 2u sin 2v).

IIpumep 4.5. Ouuc Kocrune!?

MUHHMAJIHE TIOBPIM pBu Cy JjaJju bapboca u Kosapec u
To Kopuctehu BajeprrrpacoBy g dbyuknujy. Mu hemo nmpukasaru mapamMeTpu3aliujy KOpH-

crehn BajepmrrpacoBy ¢ (byHKIHjy KOja je IpUXBAT/FUBHja 33 padyHap 300r m3beraBaiba

jenne Hymepuuke wHTErpanumje koja caean us ('(2) = —p(z). Bajepmrpacosa ¢ dynkumja
nedurnCcaHa je ca
1 1 1 z
-3+ % (Forita)
weL*

rae je £ = {m + in|(m,n) € Z>\(0,0)} ckyn cux menysa Iaycosux mesmx Gpojesa. 3a

pasuKy of, o dyHKImje, ¢ GyHKIMja HUje MePUOINTHA, AU 33 Iejie OpojeBe m, n BaxKn

C(z+m+in) = C(2) + 2mC (;) +2n¢ (;) .

Koctura Mmuanmvasiaa mospim je Bajepmrpacosa nospm onpehena dyukmujama f(z) = p(z)

A
ug(z) = ﬁ Ja me 6mcMO mMaau caMompecenama, Tpeba omabparm A = 2v/27e =
o (2
34.46707. Hedumummmo cana Kocrumy murnmasmy kpusy ¥ : C — C3. Kaxko je 20/(z) =
1 1
<2f(z)(1 —g(2)?), Ezf(z)(l +9(2)?), f(z)g(z)> , yaehemo jia Ham je U nupumurusaa dyHK-
1+1

muja o VU HopmaJsimzosan yciaosom W < ) = 0. Tlokazahemo caja Kako ce m3parkapa

U npeko ¢ ¢yukimje u 1o 6e3 uarerpanuje. Kopucruhemo cienehe jennakocru 6e3 nokasa
1 i 166 p( )
—= )= — =] —2e
o(2) o () 2=
)-<(3)-3
1+4\ (1 z)7r
«(5)-

12Celso José da Costa, (1949—), 6pasmicku MaTeMaTUdap
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Kako je

£+
:pm0+w—;;@4}—;>—p<z_;>>,

WHTErpaImjoM obe crpane j100mjamo

w= F)(1 - glw)P)des

(=3)=<(e-3))].

(-2 ety =
1

:@w+m+;(
) = (

¢
¢

= ¢t
2 (6(2) <))
:—dd+wn+;(CG—2>—<G—;)>—M+”%LTQ

CDOPMYJIG 3a 1o 1 Y3 mobujajy ce camano. akie, Kocrnra MuHEMaIHA KpUBa
= (Y1,v2,13) nara je dbopmynama

3o 2 () (-2)
( NP ) <““ ;( G ) g( '

a Kocruna muanmasna nospin x(u,v) = (x1(u, v),x2(u, v), x3(u, v)) napamerpusanujom

l\D\H

w
|
p|
~——
~—
~—

M\S

) .
Xl(u’v):;gre<—q(u+w)+7ru+ze+;(C(uﬂv—;)_C(““l’_;)))’
, )
xo(u,v) = R (‘ZC(““”)””M@‘;Z<<(“””‘;)‘C<““”_;>>>’
Vor - Jp(u+iv) —e
x3(u, v) = 4 log p(u+iv) +e|

Henocpenno ce mposepasa sia Baxku u oopar Teopeme o BajeprmrrpacoBoj penpesenTa-

) u.

Jlema 4.1. Hexa je U : U — C3 munumanna xpusa v V' = (o1, pa, 3). Ipemnocmasumo

da 1 — i nuje udenmuuru jednaro Hyau u depunuwumo dynruyuje f = ©1 — ips u

- 42 -
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¥3

g=———
©1 — 1p2
6aAINHCU

. ¥npaeo osum pynruujama odpehero je da je xpusa V¥ Bajepwmpacosa, mj.

¥ = (350 - g5, + .S ).

U3 dopmyne (24) mupekTHo ciaepm na je npuapyskena damvwmmja t — z(t,u,v) =
(z1(t,u,v),22(t, u,v),z3(t, u,v)) Bajepmrpacosoj nospmmu x oxpehenoj mepomopduum dhyHk-
mmjama f u g oner dammiuja Bajeprmirpacosux mospinm, npuapykena dynkigjama e f
ug:

e =2 (e [T 0 g )

0

aattouo) =3 (e [T 04 o).

z3(t u,v) = R (6_“ /f f(W)g(w)dW) :

0
Konjyrosana nospin uma BajepiinrpacoBy penpesenranujy ojapeheny dyukiujama £if u g.

—z

IIpumep 4.6. Pazmorpumo byukmuje f(z) = —e % u g(z) = —e®. Yaumajyhm 29 =0y
dbopmysn (29) nobujamo

U(z) = (i(l — cos z),—isin z, z).

Kopucrehu obpaciie 3a m3parxkapame TPUTOHOMETPHUJCKUX (DYHKIN]a KOMILIIEKCHE TTPOMEH-
JbUBE TPEKO KOMIIJIEKCHUX (DYHKIMja PeaIHuX MPOMEH/bUBUX, TATHO maobmjamMo (opmyie
nedopmanmje m3meljy KaTeHON 1A U XEJTMKOMIA
. . . . . 7T
z(t,u,v) = sin t(sinh v sin u, — sinh v cos u, u)+cos t(cosh v cos u, coshvsinu,v), ¢ € [0, 2}
. ™ . .

3a t = 0 nmobujamo kareHouj, a 3a t = 5 XeJHKOUT, JupekTHEM padyHOM j100Hjajy ce
koedunujentu npse Gpyngamentanane gopme F = G = cosh?v, F =0 n koedunmjenTn
apyre dyHnamentaine opme e = —g = cost, f = sint. Buammo ma npea dopwma,
3a Pas3/MKy OJ JApyre, He 3aBHUCH O t, Tj. CBe MOBPIIK OBe AedOopMalyje jecy JIOKAJHO

N30METPUIHE N30TEePpMaAJITHEC MUHUMAJIHE TTOBPIIN.

Teopema 4.3. [aycosa kpusuna Bajepwmpacose nogpwu odpehene mepomopdrum dymx-

yujama f u g dama je opmyasom

~16¢')?
K=—_2>WYl 31
IF12 (1 + |g[*)* (31

Hema dpopmyaa sasicu 3a cee nospwu us npudpyscene pamusugie, ykoyuyjyhu u konjyzoeany

Bajepumpacosy nospuu.
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Zloxas. Nmamo

2 2

0
(log | ()/*) = 25—

Alog|f(z)| = 2.2 (log £(2) + log F(2)) = 0,

0z0z

2

Alog(1+ |g(2)]?) = 4afaz log(1 + g(2)g(2))

5 (g'(z)g(z)) _ 4lg )P
1+ lg(z)]

0z

= = 5
(1+g(=)")?
Tpaxeny dopmyny mobujamo kopucrehm yupaso jgobujene dopmysie u obiuk dbyHKIHjE

CKaJIApamba

L —Alog(1+g(2)[*) _ —Alog(l +|g|”

40 fPa+1e®? P+
__4g')?
e 1
PP A+1g)2 [P+ g

O]

Opasne caemu jga cy uyse laycoBe kpuBmHe BajeprrrpacoBe MOBpIH yIpaBo HyJie
dbyskmuje ¢'. Axo ¢’ Huje mAeHTHUKHU jesHAKO HyaM, Hysle l'aycoBe KpUBHHE Cy H30JI0-
BaHe Tavke (1103HATO TBphEme N3 KOMIJIEKCHE aHaJm3e 0 Hyjama mepomopdue GyHknuje).
[TpumeTnmo 11a cy Tadke MUHUMAJIHE TTOBPIIH Y KOjuMa je ['aycoBa KpUBUHA HYJIa TIJIAHAPHE
n ymbmanuke. IlocToju BeoMa jemaocTaBHa (POPMYIIa 34 jeJMHAYHY HOPMAJIY, 8 CAMHAM THM

u 3a ['aycoBo npeciukasame Bajeprrrpacose mospiim.

Teopema 4.4. Hexa je n jedunuuna nopmana Bajepumpacose nospwu odpeherne mepo-
mopdrum dynryujama f u g u m: S?(1) = C cmepeozpagdcra npojexyuja. Tada je mon,

Ka0 PYHKUUJG KOMNAECKCHE NPOMERDUBCE, YNPABo JednaKko PYHKUUIU g, U 6aHcU HOpMYLsa

n<z>=< 2Mg(z) _239(2) |g<z>|2—1>.

9 ) D) ) P} (32)
9"+ 1 [g(z)"+1 lg(z)|" +1

Kaxko cBe moBpitn u3 mpuapyxene pamMuinje uMajy ucto ['aycoBo mpeciankasame, (hop-
Mmysa (32) Baxwu 3a cBe nmoBpim npujapyxkene dbamuauje Bajepmrpacosoj moBpmm ojpe-
hernoj mepomopduuM dyrkiujama f u g. Kopucrehu my IUPEKTHO ce MOKa3yje W Ja 3a
npousBosbHy Bajepmrpacosy kpuBy ¥ onpeheny mepomopdnum dyuknmjama f u g Baxn

jemaaxoct ¥ on = —fg'.

Joka3 napenne Teopeme moxe ce nahu y [9].

Teopema 4.5. Hexa je M xomnaemna pezyaapna munumasna nospus y R3.  Tada je
uau M deo pasnu, uau jep ckyn mavaka cdepe S? koje ne npunadajy cauvu Iaycosoe

npecaukasarba nospwu M mepe nyaa.
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T'aycoBo mpecimkaBame kaTenoua je 1 — 1, merosa cianKa MOKPHUBA, jeMHUYIHY cdepy
6e3 ape tauke (6e3 nososa). Cimka FaycoBor npecsimkaBama XeJuKOUIa Takolje npejcra-
BJba jenuawaHy cdepy 6e3 mosioBa, asu muje 1 — 1; y cBaky Tauky cdepe ciamka ce bec-
KOHAYHO MHOTO Tavyaka ca xeqmkouja. Cimka ['aycoBor mpecnukasama [llepkose moBpimm
noKpuBa jenunundHy cdepy 0e3 derwpu TadKe, ajd OIET Ce y CBAKy TadKy cdepe CimKa
6eckoHadHO MHOrO Tauaka nospiu. Csuka l'aycoBor mpeciukaBama Enenepose moBpimm

MOKpWBA jeauHudHy chepy 6e3 jeamne Taduke.

4.2 T'nobanna BajepinrpacoBa penpe3eHTanuja

Jo caja cMO mokazasm Jia ce CBaKa MUHMMAJIHA TOBPII M MOXKe JIOKAJHO OHUCATH
npeko mapa (f,g) KOMIJIEKCHO BpeJHOCHWX (DYHKIHMja, MITO TPEACTaB/ba JOKAJIHY Bajep-
mTpacoBy pemnpesenTtanujy. Ilokazahemo caga ma je moryhe ,3amenuTn” oBe JOKAJHE pe-
pe3eHTalMje KOje OJAroBapajy pas3judWThM KapTama MOBpIK y jeany riiobasny Bajep-
MITPACOBY PEIPE3EHTAINN]Y KOja onucyje ey mospir M.

Cwmarpahemo o1 cagia jga je moBpir jgara umepsujom v @ M — R3 noBe3ane JBOJMMEH3U-
onasae MuOrocTpykocTn M y R3 u nogpasymesamo sa ce Ha TO OJHOCH TE€PMHIH ” OBPIIT
M”. Cse 10 cajia MOMeHyTe KJIACUIHE MAHAMAJIHE TIOBPIINHU jeCy TOBPINN Y OBOM KOHTEK-
cry: Eneneposa mospin je nmepsuja pasau R? y R3, karenons je ynarame pasan 6e3 Tadke
R2\(0,0) y R3. IIpermocrasmamo ja je Merpuka ds’ Ha moBpmm M OHA HH/IyKOBAHA HMep-
sujoM: JiebuHUIIIEMO CKaapau mpo3usos ds(&, n) tanrentaux sektopa £ u n u3 TpM Kao
ckasapau mpon3so, m3 R3 muxosux cimka 14 (€) u 14 () TP TAHTEHTHOM TIPECIIKABAY
Vs Ilojam gapyre bymmamenTastae popme medUHAIIE Ce KAO U IIPE; TO j€ BEKTOP-BPEIHOCHA
kBagparna Gopma Q(v) ma TpM koja npejcTas/ba HOPMAJIHY KOMIOHEHTY (OPTOrOHAJIHA

upojeknuja mHopmasina Ha TpM) BekTopa ybp3ama Kpuse 7(t) Koja jexu Ha noprm M,
2 N
d™(t)
—_— . Bunenn
dt* |,
cMO 713 je Ha opujenTabmiaoj nospiu M mMoryhe yBecTr KOMIUIEKCHY CTPYKTYpy momMohy

nposiasu Kpo3 tauky P um v joj je TamrenTHm BekTOop Q(v) = <

M30TEPMAJHAX KOOPJWHATA Y KapTaMa, OJIHOCHO Jia je y murTamwy PumanoBa moppmr. Ha
Pumanosoj nospuin moryhe je ysectu peasiHO-BpesHOCHY japyry dyHjamueraany GopMy
Q(v). Jososmno je onmabparu dbavummjy jequananux nopmada n(P) nospmm M koje riaaTko

3aBmce of] Tauke P (mTo cmemmjasiHo 3Haum u ja je LaycoBo mpecimkasame n @ M — S2

d?y(t
th) ,n). Hexa cy G = (gi) 1 Q = (hy;)
t=0

MaTpuile mpBe u Apyre dpyHgaMmentanune ¢dpopme y Hekoj kapTtu. JlokamHo meduHuCcaHe

TAKBe MOBPINHU IJIATKO) U cTaBuTh Q(v) = (

bysxmuje H = trG~1Q wmory ce ciojurn y jenny robanno gedunucany dbyrkuujy ma M
KOjy HA3WBAMO CpeamoM KpuBuHOM ToBpmu M. [lospm M je MuHEMAJIHA aKO je OmeT
H=0.

VY cBakoj Tauku P Pumanose mosprmm M nedunncany ¢y KOMIDIEKCHA TAHTEHTHA TPOCTOP



BajepimirpacoBa penpeseHTanuja MUHUMAJITHAX TOBPINA Muanow Bopuh

CTp M u xoranrenTHE IpOCTOP CT}SM. Esnementu npocropa CTpM cy numeapue koM6u-

HaIFje ag- + B 50 @ koedpumujentuma «, 3 € C, rae cy (u,v) JoKagHe KOOpAMHATE HA
M. MoxeMo UX CXBATUTH Kao Ju(DEPEHINPAHa ¥ KOMIIEKCHAM TTPABIMMa, KOMILIEKCHO-
Bpennocuux dyHknuja gedurucannx y okosunau tauke P. HEjemente mpocrtopa (CT]’SM
MOYKEMO CXBATUTHU Kao JuepeHiimjaie y TauKu P KOMILUIEKCHO BPEeJTHOCHUX (DYHKIHja HAa
M. Cpaku Takas judepennuja oapehyje Ha npupojad HaunH R—JMHEAPHO MpeC/IMKa-
Bame peasHor TanreHTHOT poctopa 1p M y C, koje ce moxke mpomyxkutn na C—aureapHo

IIPECIMKABAE KOMILIEKCHOT TaHreHTHOr npoctopa CTp M y C, 1j. C—nuneapun dyHKIW-

onast. Jlaxse, npocrop CTHM je xomjyrosan npocropy “TpM. Baze (man C) 90’ 5o P
u’ Qv
o 0
CTp M u du,dv 3a CT;;M cy myamre. JIpyru map ayaiaux 6a3a cy 995 1 dz,dz.
2’ 0z

Komrekcro-speauocna 1—dopma je dammnnja C—mmneapunx dopmu wp :© TpM — C
KOja TJIATKO 3aBUCH OJ] TAUKe. Y JIOKAJIHUM (U, V) KOOpAMHATAMA, 2 = U+1v, (hopMa w MOXKe
ce 3amucaT Kao w = w1dz+wadz, rae cy wg(u, v) riaTke KOMILIEKCHO BPeJHOCHE (hyHKIUje
on u,v. 1—dopma w wa PumanoBoj mospiu je XosoMOpdHA aKO y CBAKOM KOOPIMHATHOM
cucreMy z = u + v MOXKe Ja ce 3ammiie y obiauky w = widz, rje je wi(z) = wi(u,v)
xosioMopdHA (PYHKIHTja, OTHOCHO % = 0. /[la 6ucmo koHcTpymcaau riaobasmy Bajep-
IITPACOBY penpe3eHTarujy, norpebuo je jom ga jedununimemo narerpas l—dopme w nHa
M nyx rmarke kpuse 7 : [a,b] — M. Tazma je v*(t) TaHT€HTHO BEKTOPCKO TOJBE Sy M,

na uMa cMucia nocmarparu Gyukumjy w(y*(t)) ua [a,b]. Yupaso unrerpan ose dbyukumje
b
ayx [a,b] npeacraBba uarerpas 1—dopme w ayx Kpuse 7: /w = / w(y*(t))dt.
~y a
Hexa je v : M — R3 umepsuja opujenrabuine munuMmanne moppmm. Cwmarpahemo M

Pumanosom MOBPHIN Ca KOMIIJIEKCHOM CTPYKTYPOM WHAYKOBAHOM HU30TEPMAJIHUM KOOD/IH-

narama. Heka je (U,7n) KapTa 3a KOMIIEKCHAM KOOPJMHATAMA 2 = U + iU B () = —— XOJIO-

0z
Mopduu pajujyc BexTop, rje je ¥(u,v) = on 1 (u,v). Axoje ¢ = (p1, P2, P3), TagA KOM-
L?’, ompelyjy sokasny Bajep-
. ) P1 — P2
MITPACOBY perpeseHTanujy. @opmupajmMo JokaaHo Ha U xonomopduy 1—dopmy w = fdz.

TTEKCHO BpeaaocHe dyukmmje HAlU f = 1 —ipon g =

Axo y jpyrom KoopamHaTHOM cucremy 2z’ nocmarpamo Jokajany 1—dopmy w' = f'd2’, rue

je ¢ = = (1,05, 05), [/ = ¢ — igh, Taga ce dbopme w m w' mokmamajy Ha mpe-
6 s o — oYy, Oy 0z
cexy obsiacTn JeuHICAHOCTH KOOPAMHATHUX Kaptu. W3 ¢ = 5. — 9, B, TMaMo
0z 0z
') = f(z(z’))@ nw = fwdz/ = fdz, momrTo ce mpu Xos0MopdHOj TPOMEHH KOOP-
0z
nuHaTa z — 2 6azm; koekTop dz €C T '5M cnmKa y KOBEKTOD ?dz’ . Hakie, jiokajme
z
opMe w = fdz mory ce ,3ajenuTnu’ 3ajenHo y jemny xosomopdny 1—dopmy na Puma-
P Yy » ] yl y pPOIy pMy
¥3

HOBOj noBprm M. Takobe, nokanno nedunncane GpyHknmje g = Takohe ce mMory

©1 — ip2
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/
crojuru y jeany mepomopdny ¢gynkmmjy Ha M: axo je g’ = #, Ta1a
Y1 — 1Py
0z
g, = <p3 82, = SD3 =
0z 07

OBo mam omoryhagra ga pedwrnmemo Tpu xomomopdue 1—dopme %(1 - g?)w, %(1 + g%)w
u gw. JlokasHo oBe hopMe MOKEMO 3aMUCATH Kao p1dz, pa2dz, p3dz, na hemo ux Hamabe
osnauasary ca ©F, k= 1,2,3. Ako je 7 NpoM3BObHA JIEO-IIO-I€0 IIATKA KPUBA, KOja Cliaja
npousBosbHe Tauke P,Q € M, tana je ¥F(Q) = ¢F(P) + 2%/ ©*. Bamcra, axo v mema

¥
JIEXKH Y jeTHOj KapTHu, TaJIa

w_ [ OvF A k_ ok k

WNuawe kKpuBy Y HOJEIUMO HA JIEJIOBE KOjU IEJIH JieXKe y jenuoj kaptu. CamMum THM je

peaann geo narerpana | oF jesHaK Hyam gy IPOM3BOEHE 3ATBOPEHE JIE0-TI0-IE0 TIATKE
gl
kpuBe Ha, M, omrocuO dopme ©* Hemajy peasme mepmose.
dedbununuja 4.1. Ypehenu nap (w, g) zoromoppre 1—gpopme w u mepomopgne pynxuuje
i
g na Pumanosoj nospwu M, maxas da cy 1—gopme @' = 5(1 — gP)w, ? = 5(1 +¢Hw u
03 = gw woromopdre u nemajy peaane nepuode naszusa ce zaobaana Bajepumpacosa

penpesenmauuja.

Ako mMamo 3aaTy riobasHy BajepmTpacoBy pempesenrtanujy, tazga je ¢ : M — R3

nedunncano ca ¥F(Q) = ¢ + 2R | ©F, rae je v nponssomna n€0-10-1€0 rIATKA KPUBa HA
%
M koja cnaja dbukcupany tauky P € M u npomensbusy Tauky @ € M u ¢ = (c1,c9,c3) =

¥ (P), uMep3ujoM 3aJaTa MUHAMAJHA IIOBPII, OCHM y oapeheHom 6pojy M30I0BAHUX TAIl-
xaka. Tadke y KOjuMa MUHMMAJIHA LOBPII HUjEe PEryJIADHA HA3UBA]y CE MAYKAMG 2PAHa-
T M j 2 j
wa. Tauka Q) € je Tauka TpaHama akKo cy (POpMe w W ¢ W WCTOBPEMEHO Y TOj TAYKH
Hysa. MuHIMAJIHA TIOBPII KOja ©MA TavuKe TPAHAA HA3UBA CE 26HEPAAUI0BANHG MUHUMANHG
nospw. Beh cvo Bumesnm j1a dynkmuja g onpehyje I'aycoBo npeciinkaBame MUHUMAJIHE T10-
BPIIH, aKO IIPETIOCTABIMO KoopauHare Ha S’ nobujere crepeorpadCKOM IPOjeKIHjoM I3
cesepHor nosa. Ilomosu dyHKIMje g cy Tauke Koje ce ['aycoBUM IpeciInKaBameM CJIUKAJy

y CeBepHH T0JI, a HyJe PYHKIHIjEe g ce camKajy y jykum moj. Jlokazamu cmo ciremehy

Teopema 4.6. Cee zenepanusosane opujenmabuame munumanre nospuu y R onucane cy
anobaanom Bajepwmpacosom penpesenmauvujom, oonocro ceum mozyhum naposuma (w,g)

zonomopdrie 1—gopme w u mepomoppne dynryuje g depunucarnum na Pumarosoj nospuiu
i

2(1 + ¢®)w u 93 = gw ToromopPpre u

M, maxsux da cy Popme ©' = 5(1 — Hw, ¢? =

Hnemajy peasne nepuode na M.
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Bakmyqak: Ilap (w,g) ompebyje Mumnmamay mospmr ¢ : M — R3 zazary mmepsumjonm

Ca U30JIOBAHUM Ta4dKaMa I'DaHalba HA cneﬂehu HQ4YUWH:

wk:Ck+2§R/gok, ¢ = const € R,
v

[IPU Y€MY CE€ MHTErPaJid JyK IIPOU3BOJHHE JIEO-TI0-JI€0 IVIATKE KPUBE KOja Craja (PUKCUpaHy
tauky P € M u npoussosbny Tauky @ € M, »(P) = (c1,ca,c3).
Koncrpyknmja raobasane BajepmrpacoBe penpeseHTalije HeOPHjeHTAOUIHEe MIHIMAJIHE TI0-

Bpin M moxke ce nahu y [3].
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5 bBjopaumuroa dopmysa

Bjopauuar'® je 1844. mpBu mocraBmo mpobsieM HAJIAYKEHa MUHHMAJHE HOBPIIH KOja
CaJpKU JIATY TPaKy, Koju je kacuuje pemmo [IBapm. IIpenusupajmo o wemy ce pasu.
Heka je a : (a,b) — R? kpusa. Ilog XxomoMophHUM IPOLy>KeHeM KPuBe (v TOIPa3y-

MeBAMO aHAJUTHIKO TIpecnKaBame & : R — C3 nedunmcano ma mpasoyraonmky
R={u+iv:u€ (a,b),ve(cd)},

e je ¢ < 0 < du a(u) = a(u) 3a cee u € (a,b). TakBo HpoJyKeWE je jeJUHCTBEHO
aKO 10CTOju ((v je peasiHa aHAJIMTHYKA), 11a MOXKeMO 3aapxkaru yoyayhe ucru cumbon o n

R = (a,b) x (¢,d).
Jedununuja 5.1. Hexa cy o, : (a,b) — R? xpuse xoje 3adosonasajy

vl =1, (33)
o -y =0,

maxse da nocmoje woromopdra npodyscerva o,y : (a,b) x (c,d) — C? 3a xoje ycaosu (33)
saoice 3a cee z € (a,b) X (¢,d). 3a Purcupano zy € (a,b) X (¢,d), Bjopaunzosa xpusa

Koja odzoeapa Kpusama o u Y dama je ca

z

bla,v,2) = a(z) — z/ v(z) x o/ (2)dz.

20

TTokaxkumo 5a je BjopauHTrOoBa KpMBa MUHUMAJIHA, KAO M KAKO je TTOBe3aHa Ca KPUBAMAa

au .

Teopema 5.1. IIpemnocmasumo da easice ycaosu us dedunuyuje (5.1). Tada

a) Bjopauneosa xpusa z — b(a, 7y, z) je MUHUMAAHG KPUBA;
6) Ipecaurasare u— R(b(a,v,u)) — a(u) je Konemarnmmo;

6) Axo je n mopmana nospwu (u,v) — b(a,y,u + iv), sascu n(u,0) = vy(u).

Jloxas. eo a) je nocienuna jemunakoctn W = o —iy x /. Jleo 6) Baxu jep cy a(u) m y(u)
peasiau KaJ roa je u peasad. Jeo B) caemm m3 wpenturera U (u) - W (u) = 2a/(u) - o/ (u),

U (u) x U'(u) = 2i(a/(u) - o/ (u))y(u) u Jleme (25)

n(w,0) = LW x W) _
O e T

13 Emanuel Gabriel Bjorling (1808 — 1872), mpeacku MareMaTmaap
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Bjopsmaros mpobiiem ce Herme 6am u popmysuine Kao mpobiieM IpOHAIAKEHa, MAHI-
MaJIHE HOBPIIK KOja CAAPKU ATy PEAJHY AHAJIUTUIKY KPUBY (¢ M YHUj€ CE jeJIMHUIHO LOJHE
HOPMAJIa TOKJIAMa Ca 33]ATUM 7Y, OJHOCHO YHje Cy TAHTEHTHE PABHU JIy’K KPWBE 3aJaTe.
Hberoso pememe je omer jeIUHCTBEHO, aHAJIOrHO KommjeBoM mpobiemy 3a audepeHIimjaTHe

jeHAaMHE.

Ha OCHOBY IIDETXO/IHE TeopeMe MO2KEMO KOHCTPpYyUCATHU MHOI'€ 3aHUMJ/bUBE MUHUMAJIHE

nospim. Heka je a : (a,b) — R? perymapna paBamcka Kpusa KOJa. HMa peryJjiapHo XoJIo-

H ’H

MopdHo 1poayseme « : (a,b) x (¢,d) — C2. Jledpunummmo v = (J je KomILIEKCHA

crpykTypa y pasam). Taga je v x o/ = — ||/|| e3, na je
z
bla,v,2) = a(z) +i (/ al(z) - o/(z)dz) es,
20

rJe je e3 jeauHuaHn BeKTOp y R3.

Jedununuja 5.2. Hexa je o = (a1,a2) : (a,b) — R? pasancra wpuea xoja uma xoro-
mopgro npodyorcerve o : (a,b) x (¢, d) — C2. Bjopaunzosa kpusa %oja 00206apa Kpueu o

UMA NAPAMEMPUIAUU]Y

ba, 2) = (al(z),ag(z),i / Jar2+ a’2(2)2dz> .

Hapeua Teopema o npeceky nospiuu u pasau y RS je 406po O3HAT PE3yJITAT.

Teopema 5.2. Hexa je 3 npupodro napamempu3osana Kpusa Koja AEHCU Y Npecexy peay-
aapre nospwu M C R3 u pasnu I1. IIpemnocmasumo da cy M u I opmozonaane dysrc

xpuse B. Tada je B zeodesujcka y M.

Teopema 5.3. Hexa je 3 : (a,b) — R? pasancka xpuea xoja uma rosomopdno npodysicerse
B:(a,b) x (c,;d) = C% c<0<d. Tada je

Rb(B) : (a,b) x (¢,d) — R
MUHUMAAHG NOBPUL KOJa cadpitcu Kpusy [ kao 2eode3ujcky.

Jlokas. Hemocpenno ce mposepasa jga 3a V' = b(8) saxku ¥ - ¥ = 0, omnocno ja je W
)

MuHAMAJHA KpuBa. AKo crasumo [ = (b, by, b3), ma ocuoBy (25) uzpazuhemo jepuauany

aopmauty ox U

23 ity I T IR). ST 1), 347
B[ + [b? (\/b2+—b2
Kako cy b)(z) u by(2) peannu 3a z € R, nobujamo

0y /B 0B TR.0)
2007 + )

n =

_ (_ ,2’ /1’0)

z=(u,0) B vV b/12 + b/22 =

n(u,0) = 2

(w,0)
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Jlakse, HOpMaJIa N je OPTOrOHAJIHA HA €3, jequHudYHy HOpMmaJy ry—pasau II. Camga u3

nperxoaue Teopeme caemu na je kpupa ( reogesujcka y V. O

V3umajyhu vMarvHApHH YMECTO PEAJHOTr Jiesia, N00MjaMO KOHjyrOBAHY MHUHHMAJIHY

TIOBPIII.

IMocneguna 5.1. Hexa je o : (a,b) — R?2 PE2YAAGPHG PABAHCKA KPUBA KOJG UMG TOAO-

mopdro npodysicerse o : (a,b) x (¢,d) — C2%, ¢ < 0 < d. Tada je
Rb(a) : (a,b) x (¢,d) — R

MUHUMGAHA NOSPWL KOJa CadpiHcu Kpusy « Kao 2eodesujcky (xada ce penapamempusyje

NPUPOOHUM NAPAMEMPOM,).

IIpumep 5.1. Haljumo MuaumMasiny moBpm koja caapxkm nukjouay t — (t—sint, 1 —cost)

z
Kao reofesmjcky. Tagma je a1(z) =z —sinz, as(z) =1 —cosz m / \/a’l(u)2 + aby(u)?du =
20
o u Lz : .
2sin —du = —4i cos 3 Bjopamarosa xpusa jgarta je mapaMeTpH3aIijoM
0

z
D(2) = (z —sinz,1 — cosz, —4 cos 5) .
Y3umajyhu peasinu sieo jmobujamo ojgrosapajyhy MuHUMAIIHY TOBPIIL
. Luo v
z(u,v) = (u — coshvsinu, 1 — cosu coshv, —4 sin B sinh 5) .

Jobujena mospin je KatajganoBa mOBpIII.

[Tocmarpajmo mapabomy t — (2t,t?). Oarosapajyha Bjopimarosa kpmsa gata je ca
z
D(z) = <2z,z2,z’/ V1 +u2du> .
0

Ako nMIIeMeHTHPAMO peasiHu JIe0 0Be Kpuee kopucTehu mporpam Mathematica, gobuhiemo
MIOBPIII KOja CAJIPKHU JIE0 IIPABE JIMHUjE Y TPAHUIIA U CAMUM THM He MOXKe OUTH MUHUMAJIHA.
[IpobmeM je y KoMILIEKCHOM mHTerpajy. Hamme, ako maTerpaaumo ox 0 mo 2¢ pemumo,
MOZKEMO rZLO6I/ITI/I pa3manuTe BPEIHOCTU AY2K PA3JIUYIUTHUX MIyTamba, CBE Ca MCTUM UMATU-
HapauMm gesioM. llommaTerpasna (yHKIEja je BHUINE3HAUHA, 300T Ta9aka ¢ U —i HMaMO
Burie rpana. Kommjyrep oBe ”npekusie” mopaBHA yMECTO Ja IOBPII IIPOJLY KU IPEKO HUX.
Jeano moryhie pereme je yBecT cMeHy z = sinh w Kojom gobujaMo jeaHo3HaYHY (DYHKITHA]Y.

Cajta kpuBa mocTaje
®(w) = (2sinhw, sinh? w, 2i cosh(wsinh w) + w).

Hobumn cvmo ormer KarasaHoBy HOBpII; OHA CAIPKHU IAPabOJy W IUKJOUIY Koje cy mehy-

. i
cobuo HOpmasiHe. XeneOeprosa IMOBPII CAAPKU KAO U—IMAPAMETAPCKY JHWHU]Y U = —

2
t38. Hejnosy mapabomny (z — 2) = 922, Fbena komjyroBama MOBDIN CaJPKWU ACTPOWILY
2

2 2 8\3 .
T3 +ys = (3> Kao reoJe3u]CKY.
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2 2

x
Ilpnmep 5.2. Hahumo MuHmMMAsHY IOBPII KOja CaJpK| €JHICY —5 + i 1, a > b, Kao
a

reoyie3ujcky. Oprosapajyha Bjopaunrosa kpusa
z
d(z) = <a cos z, bsin z,z’/ \/mclu> ,
0

e je e ekcuentpuiurer esmmce. CIMIHO KAO y MPETXOJHOM IMPUMEPY, MOBPII Koja je
peasau Jieo ope Bjopsmmarose kpuse Huje MuauMasiHa. OHa OYMIIIEHO MMA JIEJI0BE KOjH
noacehajy Ha KaHaJse, HA KOjUMa je je/IHa TJIaBHA KpuBUHA OJIn3y HyJe, a APYTra jAKO BeJIMKA.
CaMuM THM TO HHje JIeO MUHUMAJIHE MOBPIIU. YMECTO JUPEKTHE IpuMene (opmyie, Ko-

puctuhemo JakobujeBe esmnruake dyHKIH]jE:

e ejmmnTuYKa cuHycHa dbyHKmuja ¢ = sn(v, k) Koja je masep3Ha (GyHKIUja HHTETPAJLY

/¢ dt

o V1—12V1 - k%?

e Jakobujer emuntuuku Kocuuyc cn(v, k) = /1 —sn?(v, k),
e Jakobujesa genta dynknuja dn(v, k) = /1 — k2sn?(v, k).

Kao u tpuronomerpujcke dyuknuje (koje ce nobujajy 3a k = 0), oBe dyuknuje ce mory
TPOJIY ’KUTHU JI0 KOMILJIEKCHO MPOMEHJHbUBUX, CAMO IIITO TOCTAHY MEPOMOP(MHE U JIYILIO TepH-
omaHe, ymecTto xosiomopdue u mepuojgmune. Cana, momohy mapamerpa u 33JaTOT Ca
sn(u, e) = sin z, JO6UjaMO MUHUMAJIHY HOBPII
u
U(z) = (bcn(u, e), asn(u, e),ia/o dn? (o, e)da) .

[loguarerpanna ¢dyurnuja je MmepoMopdHa, aJu Cy CBH HEHH PE3UAYYMH HyJa, Ia je
uaTErpas no0po gedwunucana ysakmuja o u. Jobujeny moBpin HA3WBAMO €JIUNTUYUKU
KaTEHOUJI, a 0] KOHjYyTOBAHY €JIMIITUYKU Xunepbosions. AKo je Clenunjasto y muTamy
Kpyr, J001jamo obuyaH KaTeHOu/I.

Uctum metogom gobujamo BjopamHroBy KpuBy Koja HacTaje o xurepboJie
u
\I]('U,) = <bdn (%7k> 7iaksn (%7k) 7a/0 Cn2 (%7]§) d0'> ’
. 1
e je k= — < 1.
e

Hamomennmo ma kpajy jorr sa ce mory Hahw m MuHMMAJIHE TOBPINM UHja je 1aTa KPuBa

ACUMIITOTCKA JUHUjA WM JUHHja KPUBUHE.
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6 HosBuju pe3ynaratu

Teopuja MUHEMAJHUX IOBPIIH JOII YBEK C€ pa3Wja W 3a Iby Ce Be3yje HEKOJUKO aK-
TyeJHUX OTBOpeHux npobsiema. ¥ osom [lorsiasipy hiemo npukazaru Heke o)1 pesysrara
u3 [4] n [5] y reopuju nedopmanmja MuHMMAIHUX KpuBMX. Pasmorpuhemo asrebapcke
dbopmyte 3a mepomopdue kpuse y C3 undunnTe3NMaHe AyKAHE JYKa, OJHOCHO OIEpPa-
Top KOju Tpojum (f, h,d) mepomopduux dbynkuumja goaemyje mepomopdue kpuse P(z) =
(01(2), p2(2), 03(2))" myxmme mayka d. Tume nobumjamo cBa pemermba audepeHImjaimHe
jemmamme O + o + o2 = 0 camo mpeko f, h,d n 6e3 uaTerpammje, KopumrhemeM mpo-
rpama Mathematica. ¥ caydajy d = 0 Tako ce KOHCTPYWITy HEKE MUHAMAJIHE TOBPIITH
¥ UCTIHTY]y HUXOBE TEOMETPHjCKE OCODMHE KAO IMTO Cy CAMETPHje U TMEePUOJUIHOCT TPH
nedopmanmjama.

Hedunuinmmo neke repmune koju yornrasajy one us Iloriasma 3 u 4.

M3orponnu kouyc Z C C? cacroju ce ox cBux BekTopa z = (21, 22,23)T € C3, 2 # 0
3a Koje je 27 + 23 + 22 = 0. Hyna xpuBa ®(2) = (¢1(2), pa2(2), p3(2))T je xpusa y C?
qmja je TAHTEHTa y CBaKOj Tawkm mpasa Ha Z, Tj. ¢ + ¢ + ¢ = 0. [IpernoctaBmamo ma

je KpuBa moTImyHa, Tj. ja cy sekropu P’ &” " jmuneapno mezaBucHu.

Iocmarpajmo rycru moackyn Zg = {z = (21,22,23)T € T | 21 — iz # 0}. Beh cmo

BUJIEJIH 13, je TapaMeTpu3anuja Zy gaTa O1jeKImmjoM

1— f?
W (f.9) € Cx (C\{0}) — | i+ |
2f

qHUju je UHBEP3

_ z3 .
W 1 : (Zl,ZQ,Zg)T € Zo —r | /21 — 129 ).
Z1 — 129

Bamemwyjyhu f u g mepomopduum dbyuknujama f(2) u g(2), narerpanujom nobujamo Bajep-

MITPacoOBe perpesenTaimone Gopmysie
WEL ;(z) = / W(f(2), g())dz (34)

3a myna xkpuse y C3. @opmysom (34) je, 10 Ha TpaHCIAI@]y, jeMHCTBEHO JATA TApaMe-
TpH3aIyUja CBAKE HyJa KPUBE KOja 33J0BOJbaBa @) # iw,. Ilomekana ce dbynkmuje f u g
nazuBajy BajepmrpacoBum nmogamuma kpuse ¢. Ilpupoguamu mapamerap mnoTiyHe KPUBE

®(z) y C® nedpunmme ce ca p'(z) = /(®"(2)®"(z)). Kpusuna k2 nyra xpuse ®(z)
o

nedurncana je GopMysIoMm
5 d3d B
Kp = —_— = ).
dp3’ dp3
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OyHKOUje p U K Cy KOMIJIETHE WHBADHWjaHTe HyJIa KpWBUX. Y TepMmuHEMa Bajepmrpa-
cosux nojaraka (f,g) xpuse @, npupojnu napamerap jgar je ca p'(z) = \/f(2),9(z).
1
Ok

KpuBa, unja je Kpusuna gara [[Isapnosum ussogom S(f) dbyukumje f

mwer (2) = S(f)(2) = 372 —f/2( Z;(22> ()

Opwurunaina kpuBa ¢ MoxKe ce PEKOHCTPYHUCATH W3 P W K pelaBajyhu JimHeapaH CHCTEM,

Axo craBumo g(z) tajsa je WEI; = WEI # UPUPO/IHO LIADAMETPU30BAHA HYJIA
fl ’

cmmdan OpeneoBuM jemaunnama y R3.

Teopema 6.1. Ilpemnocmasumo da je ® nomnyna npupodro napamempu3osana Hyq
kpusa (p'(z) = 1), h(z) npoussosmna mepomopdra Pynryuja v ke (2) kpusuna 0d . Tada

je caedeha auneapna xombunavyuja ', " "
A = (h&d +B")® — W'D + hd"

maxohe nyaa kpusa, Kao u cyma P(z) + A(z).

Hoxka3z Teopeme mozxke ce mahu y [4]. Tlocmarpajmo A 3a h = ehg, tie je hy dukcupana
dbyurnumja u € komnsiekcan napaverap. Kako je A yimneapna 1o b, Texun ka 0 kako € — 0

u ¢ + A rexn ka ¢. Omariae MoTHBAIja 33 HAPEJHY JeDUHUIH]Y.

Hedununuja 6.1. Onepamope VAR : (®,h) — VARg) := A u DEFg ) = ¢ +

VAR, nasusamo sapujayujom u degpopmayujom xpuse ® dynxyujom h.

Axo uspazumo kpuBy ® nomohy wenux BajepmrpacoBux noparaxa (f,g), nobujamo
anrebapcke (opmyse penpesentanmje 3a VARg j, y Kojuma Hema wHTETparymje. 3a KpPUBY
®(z) = WEI, ; npeciukasame (g, f,h) — VARg ), je nudepeHnujagnm omeparop o
g, f,h, mmaeapan mo h. VY ciydajy npupoaHO TapaMerpusoBaHe BajeprirpacoBe KpuBe
®(z) = WEI}, nobujamo qudepenmujammn onepatop (f, h) — VARg ), := VARwEI, ,
no f,h, o3Havyen ucrum cuMO0OJIOM, y EKCIUIMIUTHO] (popMu

I+ PHO 2 =20 W f = W "~ fR)
T2 = 2f 112+ (12 = DI = (2 = 1))
VAR;, = 57 PR "+ FR0) 2 = 2f PR+ + )
—h(@FE =2 1 (DS = (1))
2i(H 5 — (FB" = hf") [ = F(R P+ hf") '+ fh™)
Wndunrresnmannn npupoanu napaMeTap o VAR j, je nudepennujaiay onepaTop, JnHe-

apan 1o h, umju ce koedunmjenTn mory m3pasuru y repmuanma [Isapuosor ussona S(f)

QI _ "2 //3_4 1 £ £ 12 r(4)
p,ﬁh:i<h,,,+ T NI SR V6 0 LS i A

f/2 f/3
= ("~ SN ~ LS (F)'h).
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Crmano je xpusuHa o1 VAR, mureapnn nudepeHNnyjadnn onepaTop peja 5 mo h amjn
koedunujentu zasuce camo o S(f). Peannu neo x(u,v) = R(P(u+1iv)) npoussosbue nysa
kpuse ®(z) y C? je msorepmanna murnMastaa mospir y R,

OBO MOXKEMO HPUMEHHTH PEIUMO Ha KATEHOW]| W XEJUKOWJ (HOp. KATEHOW]| 33J]aT Kao
¢** 4 sin()

1 Kao IITO je MPUKa3aHO

VAR, f(2) = €™ u bynxmmja nedopmarmje h(z) =
y [4]).
Hexka je caga ®(2) € C? nornyna mysa xpusa u 2 npupojuu uapamerap kpuse @, rj.
(®"(2),®"(2)) = 1. Takobe, meka je k(z) muanmasna kpusuaa kpuse O, j. (D" (z), " (z)) =
2

k*(z). YzacromuuMm qudepeHnupameM MOKEMO JOOUTH CBe CKaJapHe MPOU3BOJE O0JIUKA
i

(@0 (2),®9)(2)). Ba 1< i, < 4 Baxu

(@(2), (2) =0 (¥(2),@"(x)) =0 (¥(2),2"(2)) =-1 (¥(2),"(2)) =0
(@(2),0"(2)) =1 (2"(2).2"(2)) =0 (2"(2),2W(2)) = —+’
<<I>”/(Z), q)///(z)> — g2 (‘P/,/(Z),(I)(4)(2)> — k3K
(@9 (2),2¥(2)) = x*

BajepmrrpacoBa pempesenTaliija OBakBe KpuBe J100uja, ce 3aMEHOM § = ? y (34) u nara

je ca
_ f2
1 /*1
O(z) = WEI}(z) =3 /ZO ? i(1—f2) | d€.
2f
YBemnMoO 03HAKY
—if(2)
Ki(z)=| —f(2)
1
Tama mmamo
(K(), WEI, (=) =0,
(Kf(2), WEL}'(2)) = 0,
WEI;;J(Z) = MWEI;A@ —if(2)g'(2)Kq4(2),

9(2)

WET}(2) = - J}/((;) WET}(2) + K/(2).

Heka je A ckyn cBux HekoHCTaHTHEX Mepomopdmmx dynkmuja. Onepatop VAR,
moxke ce yormmruta Ha (f,h,d) € A x Ax A — Ay} g KOju IpeicTaB/ba KPUBE MPOU3-

BosbHe jayxuue syka y C3 u takas ma je VAR, = Afpo. Ilomemmmo ckyn C cBux

- 55 -



BajepimirpacoBa penpeseHTanuja MUHUMAJITHAX TOBPINA Muanow Bopuh

napamerpuszoBaanx MepoMopduux kpusux ¥ : C — A ma meljycobro mucjynkrae moacky-
nose Cg npeMa nH(MUHUTE3NMAIHO] KOMILIEKCHO] iy 2Kunu Jyka d(z); 3a dbukcupano d € A
ckym Cg ce cactoju o cux kpusnx ¥ € C koje 3amosomasajy (U (z), U/ (z)) = d?(z). Ckyn
Co je 3ampaBo cKyIl cBux MepoMopduux munnMaanux kpusux. Cieneha Teopema maje mHam
anrebapcke dopmysie penrpesentaiuje mepomopdunx kpusux ®(2) = (p1(2), p2(2), p3(2))T
uH}pUHUTE3UMAJHE Iy KUHE JIyKa d, OJIHOCHO I1e0 CKYII pelleha TudepeHIujaHe jeHaIuHe

©3(2) + ¥3(2) + p3(2) = d? camo pexo f, d, h u 6e3 wHTErpanHje.
Teopema 6.2. Ilpecaurasarse
A:(®,h,d) €Cox Ax A— Agpg= (I —hed +d)® — 1" + hd"”

je cypjexmueno npecauxasarve ckyna Co X A x A na D, xoje npecauxasa Cy x A x {d} na
Dq. Hneepsnu onepamop onepamopa A = Ag 4 ce dobuja na caedehiu navun: npeo ce

odpedu d(z) us ycaosa
d2(2) = <A,7 Al)?

samum ce dobuja P us ycaosa

U KOHAGYHO

Ilocaenuna 6.1. Agj g je aduno npecauxasare no h ca npudpyorcenum aureaprum

npecaurasaroem A p, 0.
OruM cMO J10OMJIM TIOTIYH OMUC WHBEP3HE CJIWKE MEPOMOpQHE KPHUBE MPU JIEJIOBALY
omeparopa A. Moxe ce nokazatu jia je y ciydajy ® = WEI} jearpo omepatopa Ag 0

a+bf(z)+cf?(z)
f'(2)

OJTHOCHO TaKO M3IJIeJajy MUHUMAJIHE KpuBe unja je Bajeprrrpacosa penpesenranuja oape-

Kervar,. = { ta,b,cée (C},

hena camo dyukmjom f.
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