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Predgovor

U ovom radu su izloZene osobine transmisionog problema ¢ija su reSenja
definisana na dve ili viSe disjunktnih oblasti. Takva situacija nastaje, na
primer, ako je reSenje u meduoblasti poznato ili se moze dobiti reSavanjem
jednostavnijeg problema. Efekat delovanja meduoblasti se moze modelovati
pomocu nelokalnih uslova saglasnosti na granicama posmatranih podoblasti

[61,[7].

Ovakvi problemi se Cesto javljaju u poljima fizike i tehnike. Na primer, telo
se moze sastojati od viSe slojeva materijala, Cije se osobine znatno razlikuju
od osobina materijala koji ih okruzuje. U zavisnosti od primene, slojevi imaju
razli¢ite uloge: strukturnu, elektromagnetnu, opticku, termicku itd. Matema-
tickim modelovanjem prenosa energije i mase u oblastima dobijamo trans-
misioni problem.

Rad je podeljen na pet poglavlja i jedan dodatak.

Prvo poglavlje je uvodno. U njemu se definigu osnovni funkcionalni prostori
koji ¢e kasnije biti koriS¢eni. Uvode se prostori Soboljeva koji su nezaobilazni
u savremeno]j teoriji parcijalnih diferencijalnih jednacina. IzloZena je teorija
regularnog Stourm-Louiville-ovog problema i prikazana metoda razdvajanja
promenljivih.

Drugo poglavlje je posveceno teoriji linearnih parcijalnih diferencijalnih
jednacina drugog reda. Uvode se slaba reSenja linearne parcijalne jednacine
eliptickog tipa i dokazuje se njihova egzistencija i jedinstvenost. Dokazane su
spektralne osobine ovih jednacina.

U tre¢em poglavlju je data postavka transmisionog spektralnog problema.
Problem je uproSé¢en uvodenjem prostora Soboljeva. Dokazana je egzistencija
i jedinstvenost slabih resenja. Opisana je teorija spektra i asimptotsko po-
naSanje sopstvenih vrednosti. Na kraju je naveden fizi¢ki smisao transmisionog
problema.

U Cetvrtom poglavlju je data numericka aproksimacija polaznog problema
metodom kona¢nih razlika. IzvrSen je numericki eksperiment. Prikazani su

rezultati koji su dobijeni u Matlab-u.

Zakljucak rada, zajedno sa preporukama za dalje istrazivanje problema dat
je u petom poglavlju.

Dodatak ukljucuje definicije osnovnih pojmova Funkcionalne analize i Teorije
operatora.
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1 Uvod

Teorija parcijalnih diferencijalnih jednacina jedna je od najvaznijih oblasti mate-
matike prvenstveno zbog Siroke primene u mnogim granama fizike, hemije, biologije
i drugih nauka. ReSenja ovih jednacina predstavljaju se kao elementi pojedinih
funkcionalnih prostora, dok se njihovo resavanje bitno oslanja na funkcionalnu ana-
lizu, odnosno teoriju operatora u Hilbertovim prostorima. U ovom poglavlju ¢emo
navesti osnovne pojmove i rezultate funkcionalne analize koji ¢e nam biti potrebni
u daljem radu.

1.1 Funkcionalni prostori

Otvoren i povezan skup 2 C R" nazivamo oblaséu. Granicom oblasti {2 nazivamo
skup I' = 9Q = Q\ Q. Sve funkcije koje se pojavljuju u ovom radu su realnih vre-
dnosti. Neka je sa Ny oznacen skup nenegativnih brojeva. Multiindeksom nazivamo
n-torku

a=(ag,...,a,) € Ny

Duzina multiindeksa je nenegativan ceo broj |a| = oy + -+ - + «,. Parcijalne izvode
oznacava¢emo na slede¢i nacin:

of
@xi’

olel f
or™ ...0x,""

Dif = 5%, Dof=D{Dg - Danf =

1.1.1 Prostori neprekidnih i integrabilnih funkcija

Neka je 2 ogranitena oblast. Prostor C*(Q) sastoji se od funkcija definisanih na
skupu €, koje imaju neprekidne parcijalne izvode zaklju¢no sa redom k. U C*(Q)
se uvodi norma na slede¢i nacin:

lullerey = D Sup\Da z)|-

[ |<k

Specijalno, sa C(2) oznac¢avamo prostor neprekidnih funkeija, a sa C*°(£2) prostor
beskonacno diferencijabilnih funkcija.

Nosa¢ neprekidne funkcije definisane na skupu €2 se definiSe kao zatvorenje skupa
{z € Q| u(z) # 0} uskupu Q. Oznacava¢emo ga sa supp u. To je najmanji zatvoren
podskup skupa ) takav da je u = 0 u skupu Q\supp u.

Sa C§°(Q2) oznacavamo skup svih beskona¢no diferencijabilnih funkcija s kom-
paktnim nosa¢em u €, tj. onih funkcija koje su jednake nuli u nekom pograni¢nom

pojasu.

Sa L,(2),p > 1 oznac¢avamo prostore koji sadrze funkcije definisane na skupu

takve da je :
/ | u |P de < oo.
Q



U L,(£2) uvodi se norma na sledeéi nacin:

» 1/p
|z, @) = ( g | u | da:) )

Specijalno, prostor Ly(€2) je Hilbertov, sa skalarnim proizvodom

(u,v):/ﬂuvdx

1/2
|u|| o) = </Q|u(m)|2dx> .

Prostor L., (2) sastoji se iz funkcija u definisanih na Q takvih da |u| ima konacan
esencijalni supremum, odnosno postoji konstanta M takva da je |u(z)| < M za skoro
svako x € Q. Najmanji takav broj M nazivamo esencijalnim supremumom od |u]| i
piSemo M = ess.suppgeq|u(x)|. Prostor Ly (2) je snabdeven normom:

1 normom

[ull2ac(0) = es5.suppreolu(z)].

Lema 1.1. (Cauchy-Schwarz-ova nejednakost) Neka su funkcije w i v iz prostora
Ly (). Tada uv € Ly(R2) @
|(u, 0)[ < lullzo@ V] Lo)- (1.1)

Lema 1.2. Neka su funkcije u i v iz prostora L,(2),1 < p < co. Tada je
lu+ vl 0) < l[ullz,@ + 1vllz,@)-

Lema 1.3 (Young-ova nejednakost). Neka su a,b >0, p,q >0 1—1) + % =1. Tada
je
ab bl
ab < — + —.
p q

Lema 1.4 (e-nejdenakost). Neka su a,b > 0. Za proizvoljno € > 0 vazi

1
b<ea?+ —12 1.2
ab < €a +45 ( )

1.1.2 Prostori Soboljeva

Neka je u € CH(Q2) i v € Cg°, tada vaZi slede¢a formula parcijalne integracije:

/ Du(x) - v(x)dx = (—1)k / u(z) - D% (z)dz, |a| <k, Vv e C§°.
Q Q
Ovaj identitet predstavlja polaznu tacku za definisanje pojma slabog izvoda.

Neka je u lokalno integrabilna funkcija definisana na Q (tj. u € Li(w) za svaki
ogranicen otvoren skup w, @ C Q). Pretpostavimo da postoji lokalno integrabilna
funkcija w, na skupu 2 takva da je:

/Qwa-v(x)dx: (—1)'“/u(x)-D°‘v(m)dz, Yo e CF°.

Q



Tada kazemo da je w, slabi izvod funkcije u reda |a] = a3 + -+ + «,. Za ovako
uvedeni slabi izvod zadrzavamo obi¢nu oznaku w, = D%u, $to ne treba da dovodi
u zabunu. Slabi izvodi predstavljaju uopstenje obi¢nih i zadrzavaju mnoga njihova
svojstva.

Sada mozemo dati definiciju prostora Soboljeva. Neka je k nenegativan ceo broj
i p € [1,00]. Prostor Soboljeva W} (€2) sastoji se iz svih elemanata prostora L, ()
koji imaju slabe izvode do reda k zaklju¢no, takode iz L,(€2). Norma u W) () uvodi
se na sledeci nacin:

1/p
Hu”Wi(Q) - ( Z ||Dau||12p(ﬂ)> zal <p<oo

| <k

lullwe @) = > 1D%ullr.@ zap=oc.

la|<k

Ako uvedemo oznaku

1/p
[ulwgior = (D2 1Dl o))

|a|=k

normu mozemo zapisati na slede¢i nacin

b 1/p
lulbwgior = (DIt ) 7al<p<oo
=0

Sli¢no, za

[l @) == D 1Dl 10

|al=k

imamo &
lullws @) = > 1l @
j=0
Kada je k > 1, - \WZ;C(Q) se naziva semi-normom Soboljeva na W]f(Q)

Za p = 2 prostori Soboljeva W¥(Q) su Hilbertovi prostori. Hilbertove prostore
Soboljeva ¢emo oznacavati sa H*(2). Tako za k = 1 dobijamo:

ou
8951-

HY(Q) = {u € Lo(Q) : = € Ly(Q),i = 1, n}

1/2
Jull (52) = {|u||L2 >+ZHax o } ,

1/2
La(Q } ’




Sli¢no, za k=2:

ou . 0?u

H*(Q) = {u € Ly() :

" n 1/2
ou
HU||H2(Q>={HUHQM(Q)JFZH%H%Q Zua e ||L2<Q} ,

i=1 v

7.7_

n 1/2
’u|H2 { Z Haxlaxj HLQ } .

i,j=1

Uvedimo potprostor HY () prostora H*(2) koji igra vaznu ulogu u teoriji grani¢nih
problema za parcijalne diferencijalne jednacine. Ovaj prostor se dobija zatvorenjem
skupa C§°(€2) u normi || - || (o). U slucaju kada ogranicena oblast €2 ima Lipschitz'
neprekidnu granicu 952, prostor H}(Q2) ima osobinu

Hy(Q) ={ue H(Q) | u=0na 0Q}.

Definicija 1.1. Sa H*(Q) oznacavamo skup svih ogranicenih linearnih funkcionala
na HY(Q).

Veza izmedu prostora W;, L, i C' je data teoremama o potapanju. Ovde
navodimo neke od njih.

Teorema 1.5. Neka je Q ogranicena oblast u R™. Ako je 02 € CLz1HH1 tada je :

HL%J-H-H (Q) C CZ(Q)

Pri tome za svako u(x) € HZITH(Q) vazi
[ullcvay < Cllull g,
za neku konstantu C' > 0.

Iz prethodne teoreme sledi da su neprekidne funkcije, funkcije iz prostora H*(£2)
u jednodimenzionalnom slu¢aju i funkcije iz H%(€2) u dvodimenzionalnom slucaju.

Teorema 1.6. Neka je Q0 ogranicena oblast u R, s granicom klase C'. Tada je
ogranicen skup iz H'(Q) kompaktan u Ly(£2).

!Granica 99 je Lipschitz neprekidna ako se moZe lokalno opisati Lipschitz neprekidnim funkci-
jama.



1.2 Sturm-Liouville-ov problem

Resavanje grani¢nih problema parcijalnih diferencijalnih jednacina drugog reda za-
sniva se na reSavanju Sturm-Liouville-ovog problema obi¢ne diferencijalne jednacine
drugog reda

_% (p(I)Z—Z) + q(x)u — Ar(x)u =0, (1.3)

na intervalu (a, b), sa grani¢nim uslovima
cos au(a) — p(a) sinau'(a) = 0, (1.4)
cos Bu(b) 4+ p(b) sin fu'(b) = 0. (1.5)
Pretpostavljamo sledece:
1. Funkcije p, p', ¢ 1 r su realne i neprekidne na intervalu (a, b).
2. Funkcije p i r su pozitivne na (a, b).

Vrednost parametra A za koju grani¢ni zadatak (1.3)-(1.5) ima netrivijalno resenje
naziva se sopstvena vrednost, a pripadajuce netrivijalno reSenje sopstvena funkcija.

Definicija 1.2. Sturm-Liouville-ov problem se naziva regularnim ako je interval
(a, b) ogranicen i ako su funkcije p(x) i r(x) pozitivne na zatvorenom intervalu
[a, b]. Ako bilo koji od ovih uslova nije zadovoljen, problem nazivamo singularnim.

U daljem tekstu bi¢e razmatran samo regularan Sturm-Liouville-ov grani¢ni
problem (1.3)-(1.5).

Podelimo jednacinu (1.3) sa r(x) i izrazimo u obliku:

Tlx) [ — % <p(x);i—z) + q(x)u} —u = 0. (1.6)

Uvedimo prostor Lj(a,b) kvadratno integrabilnih funkcija sa tezinskom funkei-
jom r(x). Norma i sklarani proizvod u tom prostoru su dati formulama

b
250y = / r(@) (z)de,
(1; V) Ly (ab) =/ r(z)u(z)v(x)de.

Kod regularnih problema norme prostora L(a,b) i La(a, b) su ekvivalentne, odnosno

. 2 2 2
Join (@)l ullzyp < lullzgan < mex r(@)lullz,-

U prostoru L?(a,b) posmatrajmo operator £ definisan sa
1 d du
_ _ = - . 1.
Lu r(z) [ dx (p<x)da:) * q(x)u] (17)
Definisimo domen operatora:

D(L) = {u € H?*(a,b)|u zadovoljava graniéne uslove (1.4) i (1.5)}.



Teorema 1.7. Neka je operator L definisan sa (1.3)-(1.5). VaZe sledeca turdenja:
1. Sopstvene vrednosti operatora L su realne.
2. Sopstvene vrednosti operatora L su ogranicene odozdo konstantom A\, € R.

3. Sopstvene funkcije koje odgovaraju razlicitim sopstvenim vrednostima su uza-
jamno ortogonalne u odnosu na teZinsku funkciju r(x).

4. Svakoj sopstvenoj vrednosti odgovara sa tacnoséu do proizvoda sa konstantom
jedna sopstvena funkcija.

Dokaz. Jednostavno se proverava da je operator L linearan. Pokazimo da je on
i simetrican. Zaista, neka su u, v € D(L), ako izvr§imo parcijalnu integraciju i
iskoristimo grani¢ne uslove (1.4) i (1.5) dobijamo

(EU,U)Lg(a,b) — (u, ‘CU)LQ(a,b) = p(m)[u(m)v’(x) - U’(fv)v(x)HZ =0

Sada na osnovu teoreme 6.11 sledi da vazi 1 i 3. Tvrdenje 2 éemo dokazati samo za
cota, cot B € [0,00). Za svako u € D(L) je

b
(Eu, U)Lg(a,b) :/ ( — <pu/>/u + q]uP)dx

b
= / [pu’2 + un] dz + u*(b) cot 8 + u*(a) cot a

> minze[a,b] C](;E)
- MaXgelq,b] T(:E)
Z/\QHUJH%%(a,b)'

||u||%%(a,b)

)‘HUHL2 a,b) = (\u, U)L?(a b = = (Lu, U)L?(ab > A ||U||L2 ab)

odnosno

A> A,

Sto dokazuje osobinu (2). Pretpostavimo da su w i v sopstvene funkcije koje odgo-
varaju istoj sopstvenoj vrednosti A\. Tada obe funkcije zadovoljavaju grani¢ni uslov
(1.4). Odatle sledi da mora biti:

% zfizﬂ - [—pfﬁfg‘in J-o

odnosno
u a
v(a
Dakle, u i v su linearno zavisne funkcue t]. v(x) cu(x), ¢ = const. O

Teorema 1.8. Sopstvene vrednosti regilarnog Sturm-Liouville-ovog granic¢nog prob-
lema (1.3)-(1.5) ¢ine strogo rastuci niz A\y < Ag < -+, lim, o, A,y = 00.



Teorema 1.9. Sopstvene funkcije ¢,, n = 1,2... reqularnog Sturm-Liouville-ovog
granicnog problema (1.3)-(1.5) ¢ine potpun ortogonalan sistem u prostoru funkcija
L%(a,b), tj. svaka funkcija uw € D(L) se moZe razloZiti u red po funkcijama ¢y,
n=12...

[e.9]

u(ac) = Zan¢na (1.8)

n=1

koji konvergira ka funkciji u na [a,b).

1.2.1 Rayleigh-jev koeficijent

Rayleigh-jev koeficijent dobijamo iz diferencijalne jednacine

_% (p(x)Z_Z) 4 q(z)u — Mr(z)u =0

tako $to je pomnozimo sa v i integralimo:

b d ( du ) b,
/a[—ua(p@>+q(x)u}dx—)\/a ru‘dz = 0.

. b - . . P o
Kako je [’ ru*dx > 0, sopstvenu vrednost A moZemo izraziti na slede¢i nacin

B f; uludr fab [_ u% (pZ—Z) + Q(z)UZ] dx

e rudx b rutdx
Ja .

)

gde je

Lu = —% (p(x)j—Z) + (@)

Za proizvoljnu funkciju u € D(L) definiSemo Rayleigh-jev koeficijent:

b
Lud
R(u) = Jo 0

— ) 1.9
fab rudx (1.9)

Teorema 1.10. Minimalna vrednost Rayleigh-jevog koeficijenta funkcije u € D(L)
jednaka je najmanjoj sopstvenoj vrednosti

= mi : 1.1
A1 ug%l(% R(u) (1.10)

Dokaz. Neka je data funkcija u € D(L). Tada se ona moze razloziti u red

oo
U = Z an¢n7
n=1

gde su ¢,, n = 1,2,... odgovarajuce sopstvene funkcije koje ¢ine ortonormiranu
bazu prostora L}(a,b), odnosno

b
/rgbngbm:O, n#m, nm=12,...,

7



b
/rgbi:l, n=12...

Rayleigh-jev koeficijent sada mozemo zapisati kao

fab <220=1 an¢n> (Z;ozl Akrak@g) dz
S (05 anda) (05 anen ) do

Sopstvene funkcije se uzajamno ortogonalne, pa sledi da je:

R(u) =

R _ Zzozl )\nai
(u) - ZOO 0/2 .
n=1"n

Na osnovu teoreme 1.7 sopstvene vrednosti se nalaze u poretku A\; < Ay < -+ <
Ap < - -+ odakle dobijamo

Dot O
Ru) > =222 = )y,
() 2 12?:1 ay '
Sto dokazuje proncip minimizacije (1.10). Jednakost vaz ako je a, = 0 za svako
n > 2, odnosno ako je u = a¢;. Il

Princip minimizacije se moze primeniti i na sopstvene vrednosti viseg reda. Ako
definisimo prostor funkcija

b
Vi = {u c D(ﬁ)’/ rugsde = 0, i — 12k}
tada vazi sledeci princip minimizacije

= mi > 1.
Akt min R(u), k>
Teorema 1.11. Neka su A i B dva reqularna Sturm-Liouville-ova operatora sa
domenom D(L) i neka je A > B. Ako su Ay, iy, sopstvene vrednosti operatora A i
B, tada je
)\kZ/uLk, k:1,2,

1.2.2 Elementaran slucaj

Razmotrimo Sturm-Liouville-ov grani¢ni problem koji se sastoji od sledece dife-
rencijalne jednacine
'+ Au=0 (1.11)
i granicnih uslova:
u(a) = u(b) = 0. (1.12)
Ova jednacina se pojavljuje, na primer, prilikom razdvajanja promenljivih kod
jednodimenzionalne talasne jednacine koja modeluje treperenje Zice konac¢ne duzine
koja slobodno osciluje. Na osnovu regularne Sturm-Liouville-ove teoreme sledi



da ovaj grani¢ni problem ima beskona¢no mnogo pozitivnih sopstvenih vrednosti,
pri ¢emu svakoj sopstvenoj vrednosti odgovara do na multiplikativhu konstantu
jedinstvena sopstvena funkcija, a sopstvene funkcije ¢ine ortogonalan sistem.

Za X\ > 0 jednacina (1.11) ima opSte resenje

u(z) = Cy sin VA(z — a) + Cy cos VA(z — a),
pa iz prvog grani¢nog uslova dobijamo
u(a) =C1-0+ Cy- 1
odnosno, Cy = 0, Cy proizvoljno. Iz drugog grani¢nog uslova je
u(b) = Cy sin VA(b — a).

Pri tome isklju¢ujemo mogucénost C; = 0 jer ona dovodi do trivijalnog reSenja.
Prema tome, sin vA(b — a) = 0, odakle dobijamo sopstvene vrednosti

n’n?
A = ——, =1,2... 1.13
b-ap " (1.13)
i soptstvene funkcije
un(x) = C, sin M (1.14)
—a

Vrednost konstante C), dobijamo iz uslova normiranosti

b —_—
lun]® = C’Z/ sin’ mrzz ir =1
a

—a

odakle dobijamo C,, = ﬁ

1.2.3 Asimptotsko ponaSanje

U opstem slucaju regularni Sturm-Liouville-ov grani¢ni problem se obi¢no mora
reSavati nekom od numerickih metoda. Znamo da ovaj problem ima beskonac¢an niz
sopstvenih vrednosti. Velike sopstvene vrednosti mozemo dobro aproksimirati, tako
da je numericko izrac¢unavanje potrebno samo za nekoliko prvih vrednosti.

Neka je dat sledeéi regularni Sturm-Liouville-ov grani¢ni problem

—% (p(x)j—;b) + q(z)u(x) — Mu(z) =0 (1.15)
sa grani¢nim uslovima
u(a) = u(b) = 0. (1.16)

Oznac¢imo Sturm-Liouville-ov operator sa

Lu = _dim (p(x)j—z) + q(x)u(x). (1.17)

9



Neka su p(x), p'(z), q(x) neprekidne funkcije na segmentu [a,b] i p(z) > py > 0,
q(z) > 0. Tada je

b
(Lu,u) = / [p(z)u" + q(z)u?] da.

Neprekidne funkcije na segmentu su ogranicene, odnosno p(z) < pi, q(x) < q1,
x € [a,b]. Neka je:
Lo = —pou”, wu(a) =u(b) =0,

Ly = —pu” + qu, wu(a) =u(db) =0.

Operatori Ly i L; se dobijaju iz operatora L za p(x) = po, q(z) = 01 p(x) = py,
q(x) = ¢4 redom. U ovom slucaju je

b
(Lou, u) :po/ u"dx

b b
(Lyu, u) :pl/ u”zdfv—l—ql/ u?dx
Ocigledno je
(Lou,u) < (Lu,u) < (Lyu,u)

odnosno Ly < L < L.
Ako su p, i v, sopstvene vrednosti operatora Ly i L; redom tada na osnovu teoreme
1.11 sledi da je:

P <Ay <, n=12 ...

Sopstvene vrednosti operatora Ly i L; mozemo lako izrac¢unati. Sopstvena vrednosti
It je resenje zadatka

pou” + pu =0, u(a) =u(b) =0.

Smenom \ = pﬂo ovaj zadatak se svodi na elementaran problem u” + Au = 0 ¢ije smo
sopstvene vrednosti odredili u odeljku 1.2.2. Stoga je

po7T2n2

=
Sli¢no, v, je sopstvena vrednost zadatka
pu’ + v —q)u=0, wu(a)=u(b) =0,

odakle dobijamo

pa je

92,2 2,2
poTn PN
< A7’L —"_ ] 17 27 b
b—ap =" = —ap "
odnosno . 2 )
o~ b—a) n — 0o



1.2.4 Talasna jednacina na pravoj

Pri resavanju razlic¢itih tipova linearnih parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina koristi se
Furijeova metoda razdvajanja promenljivih. Ova metoda se zasniva na pretpostavci
da se reSenje, npr. u(z,y), moze predstaviti kao proizvod funkcija, od kojih svaka
zavisi samo od jedne nezavisno promenljive

u(z,y) = v(z)w(y). (1.18)

Ako zamenimo (1.18) u parcijalnu diferencijalnu jednacinu i transformisemo izraz
tako da sa jedne strane jednakosti imamo funkciju koja zavisi samo od promenljive
x, a sa druge strane funkciju koja zavisi samo od promenljive y, tada te funkcije
moraju biti identicki jednake konstanti. Na ovaj nacin dobijamo dve obi¢ne dife-
rencijalne jednacine koje, najceS¢e, mozemo resiti lakSe nego polaznu jednacinu.

Metodu razdvajanja promenljivih ¢emo detaljno izloziti na primeru jednodimenzionalne
homogene talasne jednacine na pravoj

Pu 0%
— =q -—,
ot? Ox?
u poluprostoru D = {(z,t)|x € R, t > 0}, gde je x prostorna koordinata, a ¢t vreme.

Za ovu jednag¢inu definiSemo megoviti problem: Odrediti funkciju u € C*(D)NC(D)
koja zadovoljava talasnu jednacinu (1.19) u oblasti D, Dirichlet-ove grani¢ne uslove

(1.19)

uw(0,t) =u(l,t) =0, t>0, (1.20)
i pocetne uslove
ou(x,0
u(e.0) = o), 200 o), v e ) (1.21)

Pored toga, moraju se jo$ pretpostaviti uslovi saglasnosti pocetnih i grani¢nih
uslova

@0(0) = 07 SOO(Z) = 07
0, 0.

Talasna jednacina opisuje mnoge tipove elastic¢nih i elektromagnetnih talasa. U
problemima elasti¢nosti ova jednacina modeluje slobodne osilacije Zice, zanemarljive
tezine. Uslovom u(x,0) = ¢o(x) zadat je pocetni polozaj Zice, dok je pocetna brzina
oscilovanja zice =5~ = ¢1(r). Parametar a predstavlja brzinu prostirnja talasa.
Ovde imamo Zicu kona¢ne duzine [. Dirichlet-ovi grani¢ni uslovi (1.20) ukazuju da

je zica uc¢vrséena na krajevima.

Netrivijalno resenje problema (1.19)-(1.21) ¢emo potraziti u obliku
u(z,t) = X(x)T'(t), x€]0,1],t>0,

gde su funkcije X i T" dva puta neprekidno diferencijabilne u svojim oblastima
definisanosti i nisu jednake nuli ni u jednoj tacki tih oblasti. Jednéina (1.19) postaje

X (2)T"(t) = X" ()T (1),
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odnosno,
T//(t) B X//(x)
a?T(t)  X(z)°
Sa obe strane jednakosti imamo funkcije razlic¢itih argumenata, stoga one moraju
biti identicki jednake konstanti, tj.
T”(t) B X//(:L,)
a?T(t) X(x)
Iz grani¢nih uslova (1.20) sledi X(0) = X(I) = 0, pa se problem jednacine (1.19)
svodi na reSavanje regularnog Sturm-Liouville-ovog grani¢nog problema

= —\, A= const.

X"(2) + A\X (z) = 0, (1.22)
X(0) = X(I) =0 (1.23)

i na reSavanje obicne diferencijalne jedncine
T"(t) + X\a*T'(t) = 0. (1.24)
Resenje problema (1.22)-(1.23) smo ve¢ odredili u poglavlju 1.2.2

)\n:nlz, Xn(:v):sinnlﬂ, n=12...

Jednacina (1.24), za ovako odredene sopstvene vrednosti postaje

() + aQ(”l—”an(t) 0.

Njeno opste resenje je

t t
anT \ B, sin cmlw

T.(t) = A, cos

Dakle, dobijamo niz resenja problema (1.19),(1.20)

t t
un(z,t) = Xp(2)To(t) = (An cos an;r + By, sin T ) sin mlrx’ n=12...
Beskona¢na suma ovih resenja
- t t
u(z,t) = Z (An Ccos leﬁ + B, sin ar;w ) sin mlrm (1.25)

n=1

takode je resenje jednacine (1.19) koje zadovoljava grani¢ne uslove (1.20), ako je red
(1.25) uniformno konvergentan i ako ima uniformno konvergentne izvodne redove
dva puta po x i po t. Ako se funkcije po(z) 1 ¢1(z) mogu razviti u Furijeov red na
intervalu (0,1), iz pocetnih uslova i reda (1.25) dobijamo

nmwx

wo(z) = Z A, sin —
H-3

7”L7T$

p1(z) =
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pri ¢emu su A, i B,*" odgovarajuci Furijeovi koeficijenti funkcija oo(z) i ¢1(z).
Odatle je

9 [l
An: _/ ¢O($)Slnw7
lJo [
9 !
B,=— wl(x)sin@, n=1,2,
anw Jo
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2 Parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda

Neka je €2 C R"™ ogranicena oblast i I' njena granica. Pretpostavimo da su sve
funkcije koje se pojavljuju realne. Opsti oblik parcijalne diferencijalne jednacine
drugog reda glasi

ou
— v vl b —I— cu = 2.1
1,j=1 =1
gde su a;j, b;, ¢ i f poznate funkcije nezavisno promenljivih = (21, 29, . .., x,), dok
je u = u(xy,xq,...,x,) nepoznata funkcija. Funkcije a;;, b;, ¢ nazivamo koeficijen-

tima. Ako je f(z) = 0 jedna¢inu (2.1) nazivamo homogenom. Izraz:

- 0%u " Ou
Lu=— G by — 2.2
¢ ”z_:lajﬁxiaxj + i1 8$z +eu ( )

nazivamo diferencijalnim operatorom.

Bez smanjenja opstosti mozemo smatrati da je a;; = a;;, jer u suprotnom koefi-

.. 2 - . . . o
cijent uz =2% mozemo podeliti na proizvoljan nacin, odnosno
Ox;0x; )

n

“ 0*u 1 & 9*u 1 0*u
Z iy O0x;0x; ) Z i 8m 0z, *3 Zlaﬂ O0z;0x;

,5=1 1,j= i,j=
n

Z Qi + Qi 8 u Z _ 02u
— ) — Gy 7
2 0x;0x; T 0x;0x
ij=1 N B

+ .. _
gde je a;; = 5 = ay;.

Jedna¢inu (2.1) nazivamo eliptickom ako je ispunjen uslov:
Z aii&i > c02§, VE=(&,...,&) ERY, e, (2.3)

3,j=1

gde je cg pozitivna konstanta nezavisna od x i &.

Ako su funkcije a;; diferencijabilne, operator L moZemo predstaviti u obliku
"0 oa
Lu = — i d;i— Y 2.4
' ijzlaxl (a]8 >+Z ;ax] 24)

Da bismo dobili jedinstveno reSenje jednacine (2.4), moramo dodati neki od
sledec¢ih grani¢nih uslova:

(a) lu=u=g, z € I' (Dirichlet-ov grani¢ni uslov),

(b) lu=377 ) ai (w)% cos(v, ;) = g(x), x € I' (Neumann-ov grani¢ni uslov),
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(c) lu =377, 1awaax cos(v,z;) + o(x)u(x) = g(x), z € I' (Robin-ov grani¢ni
uslov),

gde je sa v obelezena spoljna normala na I'. Jednac¢inu (2.4), s jednim od grani¢nih
uslova (a)-(c), nazivamo grani¢nim problemom.

Jednacina parabolickog tipa je parcijalna diferencijalna jednac¢ina nepoznate funkcije

u(wy, T2, ..., Ty, t) koja na skupu Q x (0, 7] zadovoljava slede¢u jednac¢inu:
8u
=L 2.5

gde je Lu definisano sa (2.1) ili (2.4). Takode smatramo da operator L zadovoljava
uslov (2.3). Koeficijenti ove jednacine su funkcije od x = (21, 29,...,2,) € Qi
t € [0, 7). Jednacini (2.7) dodaju se grani¢ni i pocetni uslovi

W lrxom=9, U l=o=uo(x). (2.6)
Operator [ je definisan sa (a),(b) ili (c). Problem u kome se pojavljuju pocetni i

grani¢ni uslovi nazivamo pocetno-grani¢nim problemom ili meSovitim problemom.

Jednacine hiperbolickog tipa su oblika:

62
ot

Dodajemo pocetne i grani¢ne uslove:

— =Lu+f, uQx(0,T] (2.7)

8_u
Ot lt=o0

Operatori L i [ se definisu kao i kod parabolickog problema.

lu |F><(O,T): g, U |—o=up(z), = uy (7). (2.8)

2.1 Slabo resenje

Razmotrimo, kao modelni problem, homogeni Dirichlet-ov grani¢ni problem u ograni¢enoj
oblasti 2 C R™

.0 ou
Lu:—E:EE(@Wx> }: x € Q, (2.9)

u(z) =0, zel. (2.10)

Pretpostavimo da koeficijenti a;;, b;, ¢ i funkcija f zadovoljavaju sledece uslove:

ai; €CYHQ), d,j=1,....,m
b, € C(
ceC(
fec@

—~

), i=1,...,m;
),
)

Y

Q
Q
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Z a;;6:6; > c025 VE=(£,....&) eRY, z e

1,j=1
Funkcija u € C?*(Q) N C(Q) koja zadovoljava (2.9) i (2.10) naziva se klasi¢nim
reSenjem tog problema. Grani¢ni problem (2.9)-(2.10) ima jedinstveno klasi¢no
reSenje ako su funkcije a;j, b;, ¢, f dovoljno glatke i ako je granica I' oblasti §2 LipSic
neprekidna. Medutim, u mnogim fizickim problemima se pojavljuju jednacine kod
kojih su ovi uslovi naruseni. Uslove mozemo oslabiti zamenju¢i izvode koji se
pojavljuju slabim izvodima. Pretpostavimo da grani¢ni problem (2.9)-(2.10) ima
klasi¢no resenje. Tada je za svako v € Cj(92)

_Z/ax] (a”a > vdx—l—Z/ D vdx—l—/gcuvdx—/fvdx

Ako izvrSimo parcijalnu integraciju prvog integrala i iskoristimo uslov v = 0 na
granici I', dobijamo:

Ou Ov
Z/a”('?xz axjd —i—Z/ ‘o, vdx—l—/cuvdx—/fvda:

3,j=1

Primetimo da prethodna jednacina ima smisla i pod znatno slabijim pretpostavkama:
dovoljno je da u € Ly(Q) i g—;‘i € Ly(Q),i=1,2,...,n, a kako u zadovoljava Diri-
chlet-ov grani¢ni uslov, prirodno je da reSenje trazimo u prostoru Hg. Dalje, kako
se koeficijenti a;; viSe ne pojavljuju pod znakom izvoda, dovoljno je pretpostaviti

da je a;; € Loo(€2). Slicno b;, ¢ € Lo(€2).

Uvedimo sledeée oznake

& ou Ov & ou
a(u,v) :ijzﬂ/gaija—mia—%dx—l-;/ﬂbia—wvda:jt/ﬂcuvdx (2.11)

= / fudx. (2.12)
Q
Definicija 2.1. Neka su
Qij, b;, c € LOO(Q) ,7=1,...,n, (213)
i neka je f € Ly(Y). Funkciju v € H}, koja je refenje jednacine
a(u,v) =1(v), Vv € H, (2.14)

nazivamo slabim resenjem problema (2.9)-(2.10). Sve parcijalne izvode koji se po-
javljuju treba shvatiti kao slabe izvode.

Ako je u klasi¢no resenje problema (2.9)-(2.10) onda je i slabo resenje tog prob-
lema. Obrnuto ne mora da vazi.
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2.2 Lax-Milgram-ova teorema

Lax-Milgramova teorema je rezultat do kojeg su dosli Peter Lax i Arthur Milgram,
1954. godine. Onma predstavlja prosirenje Riesz-ove teoreme na bilinearne forme i
obezbeduje egzistenciju i jedinstvenost slabih resenja odredenih parcijalnih diferen-
cijalnih jednacina.

Teorema 2.1 (Lax-Milgram). Neka je H Hilbertov prostor sa normom || - || g @

a:HxH—-R

bilinearno preslikavangje. Pretpostavimo da postoje pozitivne konstante ¢y i co takve
da je bilinearna forma a(-,-):

1. neprekidna (ogranicena), tj.

la(u, )| < erlfullallvlla - Vu,v e H (2.15)

2. koercivna, tj.
a(u,u) > colulf; Yu € H. (2.16)

Tada za svako | € H* postoji jedinstveno v € H koje zadovoljava jednacinu
a(u,v) =1(v) Vv e H. (2.17)

Osim toga, vazi da je
Collulla < )+ (2.18)

Napomena 2.2. Na osnovu (2.15) i (2.16) je norma
fulla := /a(u, ) (2.19)
ekvivalentna normi prostora H. Ako je a(-,-) simetricna bilinearna forma, odnosno
a(u,v) = a(v,u) wu,v € H,

bilinearna forma a definise skalarnt proizvod na H. Tada, direktno iz Riesz-ove
teoreme sledi da za svako | € H* postoji jedinstveno u € H takvo da vazi (2.17).
Znacaj Lax-Milgramove leme je u tome Sto ne zahteva simetricnost bilinearne forme.

Dokaz. Za svako fiksirano u € H, preslikavanje L, : H — R definisano sa L,(v) =
a(u,v) je ogranifeno i linearno, odnosno, element prostora H*. Na osnovu Riesz-ove
teoreme postoji jedinstveno w € H za koje vazi

a(u,v) = (w,v) Yv € H.
i ||Ly||g+ = ||w||gr- Definisimo preslikavanje A : H — H
Au = w.

Pitanje egzistencije reSenja jednacine (2.17) sada postaje pitanje invertibilnosti op-
eratora A.

Navedimo sada neke osobine operatora A.
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. Operator A je linearan. Zaista, za proizvoljne u,v,w € Hia,5 € R je
(A(av + pw),u) := alav + fw,u) = aa(v,u) + fa(w, u)
= a(A),u) + (A(w),u) = (¢A(v) + BA(w), u).
. Operator A je ograni¢en. Na osnovu (2.15) imamo da je
IA@)* = (A(u), A(w)) = a(u, A(u)) < erl [ AQ)|l]]ull,

odakle sledi
[A()| < erflull.

. Operator A je ogranic¢en odozdo. Neka je u € H, dobijamo
callull® < a(u,u) = (A(u),w) < [[A(u)][]|ull

odnosno

[A()]| = caflul-

Na osnovu ove nejednakosti sledi da je Au = 0 samo za u = 0, odnosno
operator A je "1-1".

. Slika R(A) operatora A je zatvoren skup. Pretpostavimo da je {z,}>°, C
R(A) iz, = z € Hyn — oo. Ovaj niz je Cauchy-jev. Operator A je "1-1"
odakle sledi da postoji jedinstveni niz {u, }>°, C H takav da je z, = Au,, n =
1,2,... Na osnovu prethodno dokazanog sledi:

Colltn — Ul < [[Aun — At || = [|20 — 2l

odnosno niz {u, }22; je Cauchy-jev. Svaki Cauchy-jev niz u kompletnom pros-
toru konvergira, u,, — u, n — 0o. Za svako n vazi sledece

[Au = z[| < [[Au = Aup || + [[Aup = 2[] < [Afl[lu = unll + |20 = 2]

odakle sledi da je ||Au — z|| = 0, odnosno Au = z, ¢ime smo dokazali da je
z € R(A), pa je R(A) zatvoren.

. R(A) = H. Kako je R(A) zatvoren sledi da je H = R(A) ® (R(A))*. Neka
je u € (R(A))*, tada je

CQHU’H2 < CL(U,U) = (A(u)7u) =0,
tj. u = 0. Odatle sledi da je (R(A))*t = {0} i R(A) = H.

Dakle, A je inveritibilan operator, sto nam obezbeduje egzistenciju i jedinstvenost
resenja.

Neka je [ € H*. Na osnovu Riesz-ove teoreme postoji jedinstveni element w € H

takav da je

[(v) = (w,v) YveH.

Pokazali smo da postoji jedinstveno u € H takvo da je Au = w, pa je

l(v) = (Au,v) = a(u,v) Vv € H.

Iz koercivnosti bilinearne forme a i ograni¢enosti funkcionala [ sledi ocena (2.18). [

18



2.3 Egzistencija slabog resenja

Teorema 2.3 (Gérding-ova nejednakost). Neka je a(-,-) bilinearna forma na H
definisana sa (2.11) ¢iji koeficijenti zadovoljavaju uslove (2.13) i uslov elipticnosti
(2.3) za neku pozitivnu konstantu cy. Tada postoje pozitivne konstante c3 i Ag takve
da je zadovoljena Gardingova nejednakost

a(u,u) + AgHuHL2 > c;),HuHHl Yu € H} (). (2.20)

Dokaz. Iskoristimo prvo uslov elipti¢nosti

- Ou Ou - ou :
a(u,u) :MZ_:I/Qaija—xia—xjd:c—l—Z:/Qbiaxiudx—l—/ch dz
203 [ [ e =32 [ a5l
= Jo!0z;

el / ju?da
Q

200/ |Vu|2d;1:—ﬁ/ ]VuHu\dx—CHuH%z,
Q Q

gde je

" 1/2
Z ||b,-||%oo(9)> i C=|cre@
=1

Ako je 5 = 0 nejednakost (2.20) dobijamo za
/\G:C+CO, C3 = (9.

Za [ > 0 iskoristicemo e-nejednakost (1.2). Za proizvoljno ¢ > 0 vazi da je
1
Vaullu| < e|Vul* + —|ul>.
Vullul < =|Vul +

Ako izaberemo € = 7% dobljamo

2
ouw) 2 P [ [VuPds = (5-+C)ul?,
2 Ja
odakle sledi nejednakost (2.20) za

52 Co
o= 2+ C —
¢ =9, " +2 @75

]

Teorema 2.4. Neka je L diferencijalni operator definisan sa (1.24) ¢iji koefici-
jenti zadovoljavaju uslove (2.13), f € H 1(Q) i A\g pozitivna konstanta za koju vaZi
Gardingova nejednakost (2.20). Tada za svako N > Mg postoji jedinstveno slabo
reSenje u € Hy Dirichlet-ovog problema operatora

Lyu=Lu+ \u = f. (2.21)
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Dokaz. Neka je A > A\g. DefiniSimo preslikavanje ay : Hy x H} — R sa
ax(u,v) = a(u, v) + AM(w, v) 1,0,

gde je a(-,-) bilinearna forma (2.11). Preslikavanje ay(u,v) je bilinearna forma
pridruzena operatoru L). Pokazimo da a, zadovoljava uslove Lax-Milgramove teo-
reme. Neka je H = H} i neka su u,v € H. Primenom Cauhy-Schwartz-ove nejed-
nakosti dobijamo

|ax(u, )] <la(u, v)[ + [Al[(u, v)]

< Z/m] Ou Ov |dx+2/ |b; v|dx+/ |cuv|dx

i,j=1
+ |AHIUHLQHUHL2

ZH%HLOOII HLZH HL2+Z||bHLmH o lalvllz.de

2,7=1

+ ez el lvllz, + MIHUHLQHUHLQ

< Z laijll o + Z 164l o + HCIILOO> [

3,7=1

| A

ov
vz, + Z ||%||L2> + [All[ullz, [[v]l 2,
i=1 ¢

< (C+ M) lullzlvllz-

< Cllullallvlla + IMlllz.llolz, <
Dakle, ay je ograni¢ena forma na H.
Iz Gardingove nejednakosti (2.20) dobijamo
ax(u, w) = Aull2, + a(u,u) > csllully (2.22)

Lax-Milgramova teorema garantuje da za svako f € H~! = H* postoji jedinstveno
slabo resenje u € H koje zadovoljava (f,v) = ax(u,v) za svako v € H. ]

Teorema 2.5. Neka je L operator koji zadovoljava uslove teoreme 2.3. Tada

(i) ili za svako f € Lo(SY) postoji jedinstveno slabo reSenje problema

Lu=f, x€(
(P):{u(x)—o, rel

(ii) ili postoji u € HJ(Q), u # 0 takvo da je

Lu=0, x€
UDO)_{u(x)—O, rel.
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Dokaz. Neka je v > Ag. Tada za svako g € Ly(€) postoji jedinstveno slabo resenje
u € H} () problema

ay(u,v) = (9,0) 1) Vv € Hy(€2).
DefiniSemo operator L' : Ly(€2) — H;(€2)
LiYg) =u
gde je u jedinstveno slabo resenje Dirichlet-ovog problema
Lu+~vyu=g.

Primetimo sledeée, u € Hj(f2) je reSenje problema (P) akko je

a,(u,v) = (yu+ f,v) Yo € Hy(Q), (2.23)
odnosno akko je
u= L;l(vu + f). (2.24)
Zapisimo ovaj izraz na slede¢i nacin
u— Ku=h, (2.25)
gde je
Ku:=~L'u, h:=LJ'f. (2.26)

Operator K je kompaktan, ogranic¢en, linearni operator. Zaista, na osnovu
Gardingove nejednakosti (2.20) i Cauchy-Schwartz-ove nejednakosti imamo

esllullfpy @) < ay(w,u) = (g.w) < llgllallullza@) < lgllzawllullme).
odakle sledi da je
1Kl 3 0) < Cllgllr2@)-

Uocimo proizvoljan ograni¢en skup funkcija iz H}(Q2). Na osnovu teoreme 1.6 on je
kompaktan u L?*(€2), odnosno svaki njegov beskona¢an podskup sadrzi niz {uy}32,
koji je Cauchy-jev u Lo(£2). Pokazali smo da je operator K ogranicen, pa je niz
{Kuy}32, Cauchy-jev u H(f2). Na osnovu toga operator K preslikava ogranitene
skupove iz Hg(2) u relativno kompaktne skupove u Hg (€2), a to znaci da je operator
K kompaktan.

Sada mozemo primeniti teoremu o Fredholmovoj alternativi:
(i) ili (I — K)u = h ima jedinstveno resenje za svako h € L?() ili
(74) (I — K)u =0 ima i netrivijalno resenje.
Ako vazi pretpostavka (i), tada na osnovu (2.23)-(2.26) postoji jedinstveno resenje

problema (P).

Ako vazi pretpostavka (i), odnosno da u — Ku = 0 ima netrivijalno resenje, iz
L;lf = 0 sledi da je f = 0, Sto znaci da i (Fy) ima netrivijalno resenje.

]
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Teorema 2.6. Neka je L operator koji zadovoljava uslove teoreme 2.3. Tada
(i) postoji najvise prebrojiv skup ¥ C R takav da granicni problem

JLu+du=f xe€Q
(P’\)_{ u(z) =0, zel

ima jedinstveno resenje za svako f € L*(Q) kad god X ¢ .
(ii) Ako je ¥ beskonacan skup tada je ¥ = {\;}32, gde A\ — oo.
Definicija 2.2. Skup Y nazivamo spektrom operatora L.

Napomenimo da grani¢ni problem

N JLu=Xu, z€Q
(P)_{u(a:):(), rel

ima netrivijalno resenje u # 0 akko A € 3. U tom slucaju vrednost A\ se naziva
sopstvenom vrednoséu, a funkcija u sopstvenom funkcijom.

Dokaz teoreme (2.6). Neka je v = Ag konstanta za koju vazi Gardingova nejed-
nakost (2.20) i neka je
A > —. (2.27)

Bez gubljenja opstosti, mozemo pretpostaviti da je v > 0.

Na osnovu prethodne teoreme iskaz "problem (P,) ima jedinstveno resenje" je
ekvivalentan iskazu " u = 0 je jedino slabo resenje problema (P’) ", a ovo je ekvi-
valnento tome da je u = 0 jedino slabo resenje problema

{Lu—l—’yu: A+7)u, z€Q (2.28)

ux) =0, zel

Neka je K = L7 L operator koji smo definisali u dokazu prethodne teoreme, tada
je u slabo resenje problema (2.28) akko

A
w=L(y 4+ \u = %KU, (2.29)
a tada
nije sopstvena vrednost operatora K. (2.30)

v+
Dakle, problem (Py) ima jedinstveno slabo refenje za svako f € L?*(Q) akko vaZi
(2.30), ¢ime smo dokazali ().

Dokazimo (iz). Operator K je kompaktan, pa na osnovu teoreme 6.13 sledi
da je njegov spektar konacan ili predstavlja niz koji konvergira nuli. U prvom
slucéaju, postoji kona¢no mnogo sopstvenih vrednosti A za koje problem (P)) nema
jedinstveno resenje za svako f € L*(2). Ako se skup sopstvenih vrednosti sastoji

od niza py koji konvergira ka nuli, tada je p, = V:Ak i\, = ’yl—;’;—’“ — 00. [
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2.4 Sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije
Neka je L simetri¢an, elipticki operator definisan na ogranic¢enoj oblasti 2 C R"

definisan sa
"0 ou

1,j=1

gde su a;;, ¢ € Lo(€2). Tada je i odgovarajuca bilinearna forma
- ou 0
a(u,v) = Z /Qaija—;ia—;dx + /chvda:
2,7=1

simetri¢na. Za dovoljno veliko p operator K = (L + pl)™! je kompaktan operator
na prostoru L*(Q) i a,(-,+) = a(-,-) + u(,-) simetri¢na bilinearna forma .

Teorema 2.7 (Sopstvene vrednosti simetri¢nog operatora).
(i) Sopstvene vrednosti operatora L su realne.

(11) Ako ponovimo sve sopstvene vrednosti kolika im je visetrukost i poredamo ih u
niz dobijamo

Y= {)‘k}zozlv

gde je
“Ag <A <A< Az

A — 00, kada k — oo.

(iii) Postoji ortonormirana baza {wy};2, prostora Ly(2), gde je wy € Hy () sop-
stvena funkcija koja odgovara sopstvenoj vrednosti \j:

u, =0, xzel,
zak=12,...
Dokaz. Nekasu f,g € Ly(Q). Kf =wuznadida jeu € Hy(Q) slabo reSenje problema

Lu+pu=f, ze€f
u(z) =0, zel.

Sli¢no, Kg = v znaci da je v € H} () reSenje problema

Lv+pv=g, x€f
v(r) =0, xzel.

Sada mozemo dokazati da je operator K simetrican:

(K[, 9) 22 = (4, 9)12(0) = au(u,v) = au(v,u) = (f,0) 1) = (f, K9g).

Na osnovu Hilbert-Schmidt-ove teoreme sledi da su sve njegove nenulte sopstvene
vrednosti realne i kona¢ne vigestrukosti i da poredane u niz kolika im je visestrukost
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¢ine konacan ili nula niz {y}32,. Ako je {4}, ortonormirani niz njima odgovara-
jucih sopstvenih funkcija onda one ¢ine bazu prostora Ls(S2).

Neka je K¢ = 0. Ako delujemo operatorom (L +I) na prethodnu jednakost do-
bijamo da je ¢ = 0, $to znaci da nula nije sopstvena vrednost operatora K. Odavde
sledi da skup sopstvenih vrednosti mora biti beskonacan, jer u suprotnom funkcije
¢1 ne mogu Ciniti bazis prostora Ly(€2).

Iz K¢ = ¢ sledi da je
1
Lo= (=)o,
Y
Dakle, ¢ je sopstvena funkcija operatora L koja odgovara sopstvenoj vrednosti A =

% — 1, odnosno a(¢,¢) = Al|¢[/z2(). Na osnovu Gardingove nejednakosti (2.20)
1mamo

cal|ol)* < a(d, d) + Aalldlliz(@) = A+ A)6ll72(0)
za neko \g € R, paje A > —)\g. O

Teorema 2.8 (Varijacione osobine sopstvenih vrednosti). Za prou sopstvenu vred-
nost vazi Rayleigh-jeva formula

alu, u) (2.33)

M TolE
€Hy () ||UW
gD ML

Dokaz. Neka je niz {w}32, je ortonormirana baza u Le(Q) i funkcija u € HJ ()
takva da je |lul|r,) = 1. Funkciju u mozemo razloziti:

u=Y_ dw, (2.34)
k=1

gde je dy, = (u,wy). Osim toga, imamo da je

> di=lullfe =1 (2.35)
k=1
Iz a(wg, wg) = )\k(wk,wk)ooz M 1oa(wg,wy) = M(wg,wy) = 0za k # 1, kil =
1,2,... sledi da je \"}”—A’Lk . ortonormirani podskup u prostoru H{(2), snabdeven
skalarnim proizvodom af(+,-). Tvrdimo da je {\’/”—/\Lk }OO ortonormirana baza prostora
k=1

H{(£2). Da bismo to dokazali dovoljno je da pokazemo da iz
a(wg,u) =0, k=1,2...
sledi da je u = 0. Ovo tvrdenje je tacno, jer kako je {wy}32, baza u Ly(Q) iz

a(wg,u) = A\g(wg,u) =0, k=1,2...
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sledi da je u = 0. Na osnovu toga je
00 wy
U=y p—F— (2.36)
2

gde je ay, = a(u, \}U_A%) Red (2.36) konvergira u prostoru Hj(2). Iz (2.34) sledi da
je ag = dpyv/ Ay, paired (2.34) konvergira u Hj (€2).

Sada, iz (2.34) i (2.35) sledi da je
a(u,u) = Zd@\k > A
k=1
pri ¢emu se jednakost dostize za u = w;. Zato je
a(u,u)

>\1 11 H ‘ | 2{
HI(Q) [|U
ueu;‘éo(g ) 2(8)

Slicno se moze pokazati da za k£ > 1 vazi formula:

AL = miln M, k=23,...
u€Hy(2) ||u||L2(Q)
a(u,w;)=0
i=1,2,.. k—1
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3 Problem transmisije

Razmotrimo sledeé¢i problem: Odrediti odstupanje od ravanoteznog polozaja tacaka
elasti¢nih zica koje osciluju pod dejstvom neke poremecajne sile. Matematicki model
ovog fizickog problema se opisuje sistemom parcijalnih diferencijalnih jednacina
hiperbolickog tipa:

ym‘2<mw@ﬁ+mmm@=ﬁ@w,xﬂ%mw>@ (3.1

ot? or ox
0%usy 0 Ouy
o c‘)_x< 2(1:)%) +@(2)us(z) = folz, 1), @ € (az,by), t >0, (3:2)

gde je a1 < by < ag < bs.

Pretpostavi¢emo da su popreéni preseci Zica konstantni. Ulazni podaci su funkcije:
pi(z) - moduli elasti¢nosti
gi(x) - koeficijenti elasti¢nosti
fi(x,t) - spoljagnje sile.

U krajnjim spoljasnjim tackama uvodimo Robinove grani¢ne uslove

0

—pi(ar) 5= (a1, 8) + ovwn(ar, ) = 0, (3.3)
0

p2(b2) %(bg,t) + O'QUQ(bQ,t) = 07 (34)

U krajnjim unutrasnjim tackama definiSemo nelokalne Robin - Dirichlet-ove uslove
uslove saglasnosti

0u1

pl(bl)%(bla t) + arug (b1, t) = Brus(as, t), (3.5)
—p2(az)%(az, t) + agug(as, t) = Bouq(by,t), (3.6)

gde su q; i f; koeficijenti elasti¢nosti u tackama x = by i x = as.
Na kraju uvodimo pocetne uslove.

uy(z,0) = ¢1(x), %(aj,()) =& (x), x€(a1,b) (3.7)
us(x,0) = @ao(x), %(m,O) =&(x), =z € (ag,by) (3.8)

Analogan problem, sa Dirichlet-ovim grani¢nim uslovima je razmatran u [13| pod
strozim pretpostavkama.
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3.1 Spektralni problem

Metodom razdvajanja promenljivih dobijamo sledeé¢i grani¢ni problem:

- (Pl(f)ull)/ +q(r)ur () = (), = € Q= (ar,br),
- (Pz(w)ué)/ + qa(7)uz(w) = Aua(x), 1 € Qy = (ag, by),

—p1(ar) ui(ar) + orug(ar) = 0,
pg(bg) 'U/IQ(bQ) -+ 02U2<b2> = O,

p1(b1) wy(by) + caqug (by) = Prus(asz),
—p2(az) uy(az) + aguz(az) = Bour(b).

(3.9)
(3.10)

Pretpostavljamo da je 3; # 0, ¢ = 1, 2, jer u suprotnom imamo dva nezavisna Sturm-

Liouville-ova problema.

Definisimo prostor u kome ¢emo razmatrati ovaj problem. Neka je L proizvod

prostora:
L = Ly() x Ly() = {(u,v)|u € Lo(),v € Ly(Q) 1,

snabdeven skalarnim proizvodom i normom:

(u,v)r = [Ba|(u1,v1) Loy + |81l (U2, V2) £y (00)

o]l = (v,0))7,

gde je
b;
(ui,vi)LQ(Qi) = / U;V; de, 1= 1,2

Uvedimo i prostor H' = H'(Q;) x H(2,) snabdeven skalarnim proizvodom i nor-

mom
(u,v)gr = [Ba| (U1, v1) mr(ay) + [B1] (U2, v2) H1(0y),

o]l = (v,0) 7,

gde je H'(Q;), i = 1,2, prostor Soboljeva sa skalarnim proizvodom

(i, vi) ;) = (Wi Vi) La(0n) + (U5 V) Lo()s 1= 1,2,

Na osnovu osobina prostora Soboljeva sledi da su H! i L Hilbertovi prostori, gde

je H' kompaktno sadrzan u L.

Imamo sledece tvrdenje.

27



Lema 3.1. Spektralni problem (3.9)-(3.14) je ekvivalentan sledecem varijacionom
problemu: Odrediti (\,u) € R x H' koje zadovoljava jednacinu

a(u,v) = A(u,v), YveH', (3.15)

gde je

b1 b2
a(u,v) = |Ba| / (pruv] + quivy) doe + \51|/ (pausvhy, + qousvs) dx
al az

+|Balorui(ar)vi(ar) + |Bioaua(b2)va(be) + | Bafarua (b1)vi (b1)
+|B1|azuz(az)va(az) — [Bi|Bauz(az)vi(br) — BilBalui(br)va(az). (3.16)
Dokaz. Neka je (\; uy,us) resenje problema (3.9) - (3.14) i vy € H'(£2;). PomnoZimo

sa v; jedna¢inu (3.9). Ako izvrSimo parcijalnu integraciju dobijene jednacine na
intervalu (a1, by) i upotrebimo uslove (3.11) i (3.14) dobijamo

AMut, v1)Ly(00) =
b1
/ (Pruyvy + qruavr) do + aqug (br)vi(br) + ovui(ar)vi(ar) — Brug(az)vi(b).
al
Analogno, ako pomnozimo jednac¢inu (3.10) funkcijom vy € H?(€)3) i integralimo,

dobijamo

)\(U2, UQ)LQ(QQ) =
b2
/ (paubvy + gougvs) dx + aous(as)va(as) + oous(be)va(b) — Baur (br)va(as).

Pomnozimo prvu jedna¢inu sa |fs|, a drugu sa |5;| i saberimo ih. Na taj nacin
dobijamo (3.15).

Dokazimo obrnuto. Neka je (A, u) reSenje varijacionog spektralnog problema (3.15).
Izaberimo funkcije v = (v1,0), a zatim v = (0,vy) takve da v; € C*°. Nakon dife-
renciranja bilinearne forme dobijamo jednacine (3.9), odnosno (3.10). Za dobijanje
grani¢nih uslova (3.13) i (3.14) biramo funkcije v = (v1,0) € H' i v = (0,v9) €
H'. O

3.2 Egzistencija sopstvenih vrednosti

U sledecoj lemi navodimo neke osobine bilinearne forme a(u, v).

Lema 3.2. Ako je 182 >0 ¢
Pir ¢ € Loo(§4) i=1,2

bilinearna forma a(-,-), definisana sa (3.16), je simetricna i ogranicena na H' x H'.
Ako je jos
pi(z) > pio = const =0, 1=1,2

tada bilinearna forma zadovoljava Gardingovu nejednakost, tj. postoje pozitivne kon-
stante m i Kk takve da je

a(u,u) + K HUH% >m HuH%p Vue H.

28



Dokaz. Simetri¢nost sledi jednostavnom proverom. Pokazimo da je bilinearna forma
ogranic¢ena. Za to ¢emo iskoristiti Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost i teoremu 1.5,
odnosno H'(a;,b;) C C([a;, bi]), i =1,2.

2
la(u, v)] <> [Bsl Hpi||Loo(Q,~)/ u;vl’-da:+||quLoo(Q,.)/ Uividﬂf)
i=1 Q; Q

+2[B2[(lo1] + [ar)[urllc@n lville@ny + 21811([o2] + laz])[[uello@,) l[vallc@e)
+ 16111 52| (HulHC(Ql)HUQHC(Qg) + ||u2||C(Qg)|IU1||C(Ql))

2
Z |53 i |pz |LOo HL2(Qz)>

+ 2Cm;’J\X(|0i| + |aul) <|51|||U1||H1(Ql)||U1||H1(Ql) + |52|||U2||H1(92)||U2||H1(92)>
+ CV/| B | Bl Jwl| [V | a1

<Z!Bgz (pill e ) + Nill e ) el 222y + 14l 220 (N[0l a0y + (105l 220)

@) + llail

20l + la ool + OBl o
<2C1 (|Balluall o lorll i any + Bl lluzlla ) 1ozl 1 (02))
+ ¢ (2max(on + o) + VBT fulln ol
9 2 1/2 1/2
< 2C’1(|52|HU1HH1(91) + |51|||U2HH1(QQ)) (|/B2H|U1HH1(QI) + |61|||U2||H1(Q2))
0 (2max(on] + o) + VBT fulln ol

< Collull 0] .

Dokazimo jos Gardingovu nejednakost. Vazi sledece

a(u, u) > min pig [}~ 02| 1 05, (3.17)

— max (loil + le| +18:l) [|1B2luf(ar) + | Balui(br) + |B1|uz(az) + | B1|uz(be)].
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Ocenimo vrednost u?(a;), i = 1, 2:

w2(a;) = {uz(az) - l/w (2)da + - /a#aui(:v)dx}
= { — —/aﬁE/ uy (y)dydz + = ! /aﬂrs ul(x)dx}

a;+e 2
/ / uy (y dydas
Zﬂs a;+€ a;+e€ a;+e€
. / / dydx/ / |uf (y)] dyd:z:—l——/ dm/ |y (z)]? da

2 a;+e 2 a;+e
<22 [ @P el [ )

2

2

a;+e€

< — —l—— w;(z)dx

c2

<

% |

€

b; ) 2 b;
< 5/ uf (x)|” dx + —/ ]ul(:t)]2 dz
a; € a;

2
< el Zaasen + 2l a0 0<e<b —a

Na slican nac¢in dobijamo i:

2 ,
u’?(b) < é\||U’1HL2 a“ z) g||u1||%2(ai,bi)7 0 <ée S bl - ai? v = 17 2

Na osnovu prethodnih nejednakosti u (3.17) dobijamo:
2
o) e} = calll}  ca[ el + 2]

2
>(c1 — cze)|[u[|7 — (02 + C3g> [l

Za dovoljno malo ¢ dobijamo

2
o) 2 mlalf — (e ea? )l

odnosno
a(u, w) + kllullf, > mul7.
O
Napomena 3.3. Pod dodatnim preptostavkama bilinearna forma a je koercivma na

H' x H', tj. koeficijent k u Gdrdingovoj nejednakosti je nula. Na primer, sledeci
uslovi su dovoljni za to:

Qy, Bia g; > 07 QZ(‘T) Z 07 1= ]-a 2) 100 2 61/82‘

Lema (3.2) nam omogucava da problem (3.9) - (3.14) podvedemo pod opstu
teoriju problema sopstvenih vrednosti za bilinearne forme u Hilbertovim prostorima.
To nam osigurava postojanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija sto se i tvrdi
u sledecoj teoremi.

30



Teorema 3.4. Pod uslovima leme (3.2) problem (3.9)- (3.14) ima prebrojiv niz
realnih sopstvenih vrednosti

—/€<)\1§/\2§"'—>OO.

Odgovarajuéi sopstveni vektori u™ = (u},uy), n = 1,2,..., se mogu odabrati tako
da budu ortonormirani u L. Oni obrazuju Hilbertovu bazu za H' kao i za L.

Sopstvene vrednosti A\, mogu da budu odredene kori§¢enjem minimalnog principa
Rayleigh-jevih koeficijenata R(u) = a(u,u)/||ul/%:

A1 = min R(u) = R(u')

ueH1!

An = min R(u) = R(u"), n=23...

ueH!, a(u,u?)=0, i=1,...,n—1

3.3 Asimptotsko ponaSanje

Vazi sledece tvrdenje:

Teorema 3.5. Ako su zadovoljeni uslove leme (3.2) sopstvene vrednosti \,, granic¢nog
problema (3.9)- (3.14) zadovoljavaju sledeéu asimptotsku formulu

- n2 _
Ap X 17, n=12,...

Dokaz. Na osnovu teorije spektralnih problema sa klasi¢nim grani¢nim uslovima
moze se dokazati da je asimptotska distribucija sopstvenih vrednosti svih regularnih
problema oblika (3.9) - (3.14) koji zadovoljavaju pretpostavke (3.2), ista kao kod
problema sa konstantnim koeficijentima:

—uf =i, @€ (an,b), (3.18)
—uy = Aug, z € (ag, by), (3.19)
—uy(a1) + orui(ar) =0, (3.20)
uy(b2) + o2uz(bz) =0, (3.21)
uy(b1) + aqug (b)) = Brus(as), (3.22)
—uy(az) + azuz(az) = Bour (br) (3.23)

U slucaju negativnih sopstvenih vrednosti, sopstveni vektor problema (3.18) -
(3.23) u = (u1,ug) trazimo u slede¢em obliku:

u(z) = Ay sinh (u(z — ar) +7) , x € (ay,b),
us(x) = Agsinh (u(by — ) +72) , x € (az, by).

Jednadine (3.18) i (3.19) su zadovoljene za A = —p%. Iz (3.20) i (3.21) sledi:

tanh%:ﬁ, 1=1,2,

7
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dok iz (3.22) iz (3.23) dobijamo:
Ay [peosh (u(by — ar) + ) + oy sinh (pu(by — a1) +71) ]
— Aoy sinh (p(bs — az) +72) = 0,
—A; By sinh (p(by — a1) +71)
+As [pucosh (u(by — az) 4+ 72) + agsinh (pu(by — az) +12)] = 0.

Da bi homogeni sistem po promenljivim A; i Ay imao netrivijalno reSenje deter-
minanta sistema mora biti jednaka nuli. Nakon kratkog rac¢una dobijamo sledec¢u
jednacinu za u:

B B

p=—lon p1(p) + azpa(p)] + e1(1)p2(p) (3.24)

gde je:
tanh u(b; — a;) + £
(1) = o i=1,2.
#iln) 1+ £ tanh p(b; — a;) !

Na osnovu osobina funkcije tanh p lako zaklju¢ujemo da jednaéina (3.24) ima kon-
acan broj korena, odakle sledi da postoji konac¢an broj negativnih sopstvenih vred-
nosti problema (3.18) - (3.22).

Proverimo sada da li nula moze biti sopstvena vrednost problema (3.18) - (3.22).
U tom slucaju sopstveni vektor u = (uq, uy) ima oblik:

ui(z) = Ay(z — a1 +m), z € (a1,b1),
UQ((L’) :Ag(bg—l’—i—’}ﬁ), x € ((lg,bg).

Ako zamenimo u u (3.18) - (3.22), nakon kratkog racuna dobijamo:
1+a1<b1 —ay + i) +a2<bg —cm—l—%)

(g — B152) (bl —ay+ O%) (bz —az + é) = 0.

Odavde sledi da je nula sopstvena vrednost problema (3.18) - (3.22) ako i samo
ako ulazni podaci zadovoljavaju uslov (3.25).

(3.25)

Kona¢no, za pozitivne sopstvene vrednosti A > 0 uzimamo da je A = p? i trazimo
odgovarajuci sopstveni vektor u formi:

ui () = Aysin (u(z — ar) +m) z € (a1,b1),
us(z) = Agsin (pu(by — x) +72) z € (az, by).

Analogno prethodnom slu¢aju, nakon zamene u u (3.18) - (3.22) dobijamo slede¢u
jednacinu za u:

B B
1

p=—lor 1(u) +az 2(p)]+ (1) 2(p), (3.26)
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gde je:
(1) = tan pu(b; —a;) + & 1o
z'u—1—£tan,u(bi—ai)’ T

Funkcija na desnoj strani jednacine (3.26) ima dve prebrojive familije vertikalnih

asimptota p = fijn,i = 1,2, n=1,2,... gde su fi;, koreni jednacine:
0; .
tan u(b; — a;) = —, i=1,2.
1

U okolini svake vertikalne asimptote postoji jedinstveno resenje p = p;, jednacine
(3.26). Asimptotskim razvojem funkcija tan pu(b; — a;) i ;(p) dobijamo:

nm 1
bi — Q; n

odakle sledi tvrdenje. O]

33



3.4 Modelni problem

Razmotrimo hiperbolicku jednacinu:

p(x)% — (% (p(x)?—i) + q(z)u(x) = f(x,t), x € (a,b), t>0 (3.27)

u intervalu = (a,b), gde je p(x) gustina Zice u tacki x. Neka je interval Q podeljen
na tri disjunktna podintervala € = (a1, b1),Q2. = (b1,a2) 1 Qo = (ag,bs), a =
a1 < by < as < by =0, na kojima zica ima sledece gustine

pr =<1, x€,
p= Pe%(), XEQla
p2X1, XEQQ.

Ako pustimo da p;, p2 — 11 p. — 0 i uvedemo oznake:

pi(z), x€y, @(z), x€,
p(@) = qpe(r), x €, qx) = ¢ q(r), x€Q,
pa(z), x € Q. @(x), x €.
fi(z,t), x€, uy(z,t), x€Qy,
flx,t) =< fe(z,t), x€Qpu(z,t) = uc(x,t), xe€Qy,
fa(z,t), x € Q. ug(z,t), x € Q.

jednacina (3.27) se svodi na slededi sistem:

8216@ 0 (9u2
( ()

) + ¢i(x)ui(x) = fi(z,t), z€Q;, i=1,2 (3.28)

oz~ or \P'\ oy
0 Oue — Lzt Q0 3.99
~ (pe(ﬂf) &6) + qe(T)ue(z) = fe(z,t), =€ Qe (3.29)

Prirodno je zahtevati da resenje u i p(:v)g—g budu neprekidni u tackama by i as:

w1 (b1, t) = ue(by,t), ue(as, t) = us(ag,t), (3.30)
p(x)l%(bl,t) = p(m)e%(bl,t), p(x)e%(ag,t) = p([[’)g%(@g,t). (3.31)

Jednacina (3.29) predstavlja obi¢nu linearnu diferencijalnu jedna¢inu drugog koju
mozemo resiti analiticki. Njeno opSte resenje je

Ue(x,t) = C1(t)vi(z) + Co(t)ve(z) + w(x, t), (3.32)

gde su vy 1 vy linearno nezavisna resenja odgovarajuce homogene jednacine, w par-
tikularno resenje jednacine (3.29), a C4(t) i Cy(t) nepoznate funkcije. Ako zamenimo
dobijeno resenje (3.32) u (3.30) dobijamo slede¢i sistem sistem linearnih jednacina:

{vl(bl) vg(bl)} [01“)] _ {ul(bl,t) —w(bi, ) (3.33)

Ul(a,2> UQ(CLQ) Cg(t) UQ(CLQ, t) — w(ag, t)
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iz kojeg odredujemo C(t) i Cy(t). Oznacimo

_ | vi(a) wva(a) i a.b) = vi(a)  va(a)
A= 00) w) ‘ Aale? ‘ #O 3O ‘
Iz (3.31)-(3.33) dobijamo:
P1 (bl)%(bh t) = —Uq (bl, t) + 61U2(a2, t) + Y1 (t), (334)
— pg(&z)%(dz, t) = —&2’&2(@2, t) + ﬁgul (bl, t) + ’}/Q(t), (335)
de je
o o D) )b
1 A(bl, CLQ) ’ te A(bl, CLQ) ’
v — pe(az)Al(bl,CQ) By = Pe(az)Al(Clm&z)
2 Albap) 77 Alb,ay)
m= —A]Z_Zﬁj (A, b)lb, ) = (b, b)wlas, ) + 57 (b1, 1),
= e )

Na ovaj nacin problem je sveden na odredivanje funkcija u; i us koje zadovol-
javaju hiperbolicke jednacine

2

88:21 - % (Pl(f)%) +a(@)u(z) = file,t), @€, (3.36)
2

86;2 - % (m(as)%) + @a(t)us() = fol,t), @€y, (3.37)

i nelokalne unutrasnje grani¢ne uslove

8u1

Pl(bl)%(bl,t) = —aquy (b1, t) + Brug(az, t) + 1 (t), (3.38)
- p2(@2)%(d2, t) = —aguy(az, t) + Baui (b1, t) + 1a(t). (3.39)

Da bismo dobili jedinstveno reSenje potrebno je jos zadati grani¢ne uslove u
tackama a; 1 by

0
—p(al)% + orui(ay) =0, (3.40)
0
p(bg)% + oaus(as) = 0, (3.41)
i pocetne uslove
8U1
Ul(IL',O) = (,01(%), W(I70) = Cl(l'), T € Ql (342)
0
us(x,0) = pao(x), %(LO) = ((x), x € Q. (3.43)



Pretpostavi¢emo jos da su za i = 1, 2 zadovoljeni uslovi regularnosti

pi(), ¢;(x) € Loo(h),
pi(x) > pio > 0, skoro svuda na €;. (3.44)
Lema 3.6. Konstante o; i 3; , i=1,2 su pozitivne.
Dokaz. Neka su u; i us linearno nezavisna resenja obi¢ne homogene diferencijalne
jednacine
d d
Lu = —%( e(x)i) + ¢e(x)u =0, x € (b, as).

Funkcije uq i us mozemo izabrati tako da budu resenja Kosijevih problema

du
Lu; =0,z € (51,@), Ul(b1) =0, pe(bl)d_xl(bl) =1,
du
Luy =0, x € (b1, az), ug(az) =0, pe(%)d_;(%) =—L
Tada na osnovu principa maksimuma sledi da je uj(ag) > 0, ug(by) > 0, %(bl) >
0, %(ay) >0, L2(b) < 0 i %2(ay) > 0, odakle sledi tvrdenje. O

Napomenimo da se u slu¢aju 5 = 0 ili fo = 0 problem (3.36)-(3.42) moze
razdvojiti na dva nezavisna pocetno-grani¢na problema. Zaista, neka u; zadovoljava
jednacinu

qul 0 aul
o oz (pl(m)a_x) + qi(v)ui(x) = fi(z,t), € Q.

Za (3, = 0 dobijamo Robinove grani¢ne uslove

ou
— p(al)a_xl + oyui(ay) =0
ou
P1(bl)a—;(bb t) = —aqu (b, t) + (1),
i pocetne uslove
6u1

uy(z,0) = p1(x), (2,0) = Gi(x), x € Q.

ot

Takve probleme smo opisali u odeljku 1.2.4.
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4 Aproksimacija metodom konac¢nih razlika

Metoda kona¢nih razlika, je numericka metoda za resavanje parcijalnih diferenci-
jalnih jednacina. Ona se zasniva na zameni izvoda, koji se pojavljuju u jednacini,
sa koli¢nicima razlika vrednosti funkcije u izabranim tackama. Dakle, prvo moramo
izabrati konacan broj tacaka intervala na kojem je definisan problem. Kazemo da
te tacke ¢ine mrezu i nazivamo ih ¢vorovima mreze. Mreza moze biti ravnomerna ili
neravnomerna, u zavisnosti od toga da li su ¢vorovi ravnomerno rasporedeni ili ne.
Na ravnomernoj mrezi, izvode aproksimiramo jednom od sledeé¢ih formula

_u(x 4+ h) —u(x)

Uy = Y — konacna razlika unapred,
Uz = @) — Z(x —h) — konac¢na razlika unazad i
Up = u(z+ h) Q—hu(x i) — centralna razlika.

U slucaju drugog izvoda koristi se formula

u(z + h) — 2u(z) + u(x — h)

Ugy = .
h2

Neka je Lu = f(x) parcijalna diferencijalna jednacina. Zamenom funkcije u(z) i
njenih izvoda odgovaraju¢im koli¢nicima kona¢nih razlika, dobijamo diskretni pro-
blem Lpv = f;, koji nazivamo diferencijskom shemom. Pitanje egzistencije, je-
dinstvenosti reSenja i konvergencije diferencijske sheme mora se analizirati posebno
za svaku shemu.

Primer 1.

Neka je Lu = %' [zaberimo korak A > 0 i aproksimirajmo Lu. Oznacimo sa
¢(z) = Lpu(x)— Lu(x). Pod pretpostavkom da je funkcija dovoljno glatka, razvojem
u Tejlorov red

w(x £ h) =u(x) + hu'(z) + %u”(x) + %u'”(f), € (z,x+h)
dobijamo greske
¢(x) = uy —u'(z) = O(h),
¢(x) = uz — u'(x) = O(h),
P(z) = uz —u'(x) = O(h?).

Kada h — 0, aproksimacije teze vrednostima izvoda funkcije u(x) u ¢vorovima. Pri
tome, konvergencija je brza kod aproksimacije centralnom razlikom. o
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4.1 Aproksimacija transmisionog spektralnog problema

Primenimo prethodno opisani postupak na zadatak

— (pu(@)uy) + q(2)ur(x) = Ay (), = € Qy,
- (P2($)U12)/ + @(2)uz(z) = Mug(z), x € Qy,
—pi(ar) vy (ar) + orur(ar) = 0,
p2(b2) uy(be) + oaus(be) = 0,
pr(br) uy (by) 4 arur(br) = Brus(asz),
)

Neka su p;, ¢; € C([a;, b;]). Ne gubimo na opstosti ako pretpostavimo da su intervali
(ai, b;), 1 = 1,2 takvi da se mogu odabrati prirodni brojevi Ny, No > 2 i korak h za
koje vazi

i by —ax B by — az

Ny Ny

jer u suprotnom moZzemo uvesti linearnu smenu x = cz’ + d. Odatle je

d ddd 1d

de ~ dedr  cdi”

h

odnosno
—(pauy) + qous = Aug, € (a), b))

gde je po(x) = Cisz(x). Za grani¢ne uslove dobijamo

A~ / / O /
p2(b2) u2(b2) + f“2<b2) =0,
p1(b1) Ull(bl) + ajuy(by) = 51“2(61/2)7

) o p
—p2(ay) uy(ay) + ?2“2@/2) = f“l(bl)-
Funkcija ps je neprekidna funkcija na intervalu [a), b)] kao kompozicija dve neprekidne

funkcije. Ako je konstanta ¢ > 0, dobijamo problem koji zadovoljava iste uslove kao
i polazni.

Za tako izabrane Ny, Ny > 2 i h defini§imo mreze

bi—ai

}7 Wi :wzm<a“bz)
Aproksimacija jednacine
— (pi(@)ul) + qi(2)wi () = Mug(z), € Qy,i=1,2

izgleda ovako
—(Pivig)e + Givi = N'vi, @ € w; (4.1)

gde je q;(z) = qi(z), vi(z) = ui(x),Vr € w;, i = 1,2.
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Koeficijent p;(x) odredujemo iz

pi(x + h)vz(x + h) — pi(z)v; z(x)

(Piviz)e = h
17 vi(x+h) —v(z) _,  vi(x) —v(z—h)
= - i h — Pi .
 |Pilz +h) . pi(x) .
Koli¢nik M s tacnoséu O(h?) aproksimira vrednost izvoda u tacki z — 2
(centralna razlika). Zbog toga i vrednost koeficijenta treba uzeti u toj tacki, tj.
_ h
pi(z) = pilz = 3) (4.2)
Da bismo granic¢ni uslov
—p1(ay) ui(ar) + orug(ar) = 0. (4.3)

aproksimirali s greskom O(h?) primenimo Tejlorov razvoj

(o) an + ) = (pua) (ar) + 5 (e ar) + O(1?).

2
Koriste¢i grani¢ni uslov i jednacinu dalje dobijamo
h h
(pruy)(an + 3) = orun(an) + (@ (an)ur(a) = Aun(an)] + O(h?),
odnosno
up(ay +h) —up(a h
) =) 0~ M) — ()] = 00,

Ako izostavimo O(h?) i zamenimo ta¢no refenje sa pribliznim, dobijamo aproksi-
maciju Robinovog uslova u tacki z = a;

2

E[_p_l(al)vl,m<al) + oyvi(ar)] + qi(ar)vi(ar) = Moy (ap).

Analogno postupamo za dobijanje ostalih grani¢nih uslova.

Dakle, diferencijska shema problema (3.9)-(3.14) je
—(prvig)e + Qo = Moy, 1 €w,

—(P2v23)z + G2 V2 = Moy, T €ws,

[ — pi(ar) vig(ar) + oy U1(a1)] + qi(ar) vi(ar) = N vy (an),
% [152(52)02@(572) + 021)2(52)] + G2 (b2)va(b2) = )\hU2(b2),
2

E [131(51) Ul,i<bl) + o Ul(bl) — 5 U2(a2)] + (jl(bl) 01(51) =\ Ul(b1)7

% [— ]52(@2)U2,z(a2) + 042U2(a2) - 5201(51)} + cjg(a2)v2(a2) = >\h02(a2),

2
h
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gde je pi(z) = pi(w — hi/2) 1 Gi(x) = qi(7).

Posmatrajmo jednostavniji slu¢aj. Ako je p;(x) = 1, ¢;(x) = 0 diferencijska
shema se svodi na

h
—Vige =AU, T €W,

h
_U2,5cm:)\ V2, T Ewy,

[ —vig(a1) + o1 Ul(al)] = Nvi(a),
2
h
% [Ul,i‘(bl) + arvi(by) — B U2(a2)} = \" v1(b1),
2

7 [ — UQ,x(az) + vz (ag) — Povn (bl)} = )‘h1}2<a2)'

Sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije sheme (4.4) se mogu predstaviti analogno
neprekidnom slucaju. Zaista, za A" < 0 sopstveni vektor v = (vy,v,) trazimo u
slede¢em obliku:

2
h
[vw(bg) + am(bQ)} — Mo (by),

vi(z) = Arsinh (p(z — ar) +m), T € wr,
vo(x) = Ay sinh (u(bQ —x)+ 72) , T € Wy.

Prve dve jednacine u (4.4) su zadovoljene ako je

4 wh
h . 2
A= 0z sinh - - (4.5)

Iz sledece dve jednacine sheme (4.4) sledi

inh
tanh%:m: o i=1,2
op

Iz poslednje dve jednacine sheme (4.4), analogno neprekidnom sluc¢aju, dobijamo
slede¢u jednacinu za pu:

B3
In(p) = — o pin(p) + a2 pan(p)] + ﬁ ©1n (1) an (1), (4.6)
gde je:
1) sinh ph tanh p(b; — a;) + Iha—(z“) _—
= ) 3 = ) 1=1,2.
i h it 1+Iha—(f)tanhu(bi—ai)

Proverimo da li nula moze biti sopstvena vrednost diferencijske sheme (4.4).
Sopstveni vektor v = (v, vy) trazimo u obliku:

vi(z) = Ai(z —ar +m), T € wy,

Ug(l') :Ag(b2—$+’72), Tr € wa.

40



Zamenimo v u (4.4). Posle krac¢eg ra¢una ponovo dobijamo uslov (3.25).

Na kraju, pozitivne sopstvene vrednosti A* > 0 trazimo u obliku:
vi(x) = Ajp sin (;z(x —ap) + 71) , T € wi,
va(z) = Agsin (u(by — ) +12), T € wo.

Analogno prethodnim slu¢ajevima, posle zamene v u (4.4) dobijamo:

4
)\h—ﬁ sm2%h, (4.7)
gde je u koren sledeée jednacine:
_ b1 Ba
Jn(p) = —=lon () + a2 on(p)] + (1) 2n(p), (4.8)
In()
! Jn (1)
sin ph tan p(b; — a;) + 225 .
J; = R i = t R 1= 1, 2.
a2 h n 1-— J*;—(Z“) tan pu(b; — a;)

Neka je A, n-ta sopstvena vrednost problema (3.9) - (3.14) i A" n-ta sopstvena
vrednost diferencijskog problema (4.4). 1z (3.24),(3.26), (4.5) - (4.8) pomoc¢u asimp-
totskog razvoja zaklju¢ujemo da je za fiksirano n

AN — A =03,  h—0.
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4.2 Numericki rezultati

Distribucija sopstvenih vrednosti zavisi od ulaznih parametara, sto je pokazano u
slede¢im numerickim eksperimentima. Prve cetiri sopstvene vrednosti u svakom
eksperimentu su dobijene numericki, resavanjem jednacina (3.24) i (3.26). Sve
sopstvene vrednosti su pozitivne ili postoji samo jedna negativna sopstvena vred-
nost. Sopstvene vrednosti odgovarajucée diferencijske sheme su takode izracunate
i uporedene sa prethodno dobijenim vrednostima. Numericki red konvergencije je
odreden pomocu formule

A— A\t

R =log, S

U svim slu¢ajevima su dobijene vrednosti priblizno jednake 2.
Eksperiment je uraden za sledece ulazne vrednosti problema (3.9) - (3.14):

) a1=0, by=3/8, as=5/8, ba=1, 01=1, 09=2, a1=2, as=4, f1=1, [o=2;

b) CL1:0, 61:1/2, (1,2:3/4, b2:1, 0'1:1, 0'2:2, 041:2, 062:47 Blil, 52:2,

C) al:O, b1:4/8, a2:5/8, b2:1, 0'1:1, 0'2:2, 041:\/5, Oé2:17 ,61:]., 52:\/5,
d) 6L1:0, b1:2/5, a2:4/5, bgzl, 0'1:]_, 0'2:5, 041:10, 0@25, 51:1, Bgzl,

e) al:O, b1:3/8, a2:5/8, 52:1, 01:1, 0'2:2, (le:l, Of2:2, ﬁ1:2, 52:4;

f) a1=0, b1=1/2, a3=3/4, ba=1, 01=1, 09=2, a1=1, =2, $1=2, [fo=4;

g) a1=0, b1=4/8, as=5/8, by=1, o1=1, 02=2, =1, ap=1, 1=V13, Bo=1;
h) a1:0, b1:4/8, CL2:5/8, b2:1, 0'1:1, 0'2:1/2, Oé1:1, Oégil/4, 61:11, ﬁgi]_

99

U primerima a—d se pojavljuju samo pozitivne sopstvene vrednosti. ReSenja jed-
nacine (3.26) su prikazane na slici 1.
U primerima e-h se pojavljuju i pozitivne i negativne sopstvene vrednosti. ReSenja
jednacina (3.24) i (3.26) su prikazane na slici 2.

U Tabeli 1 su prikazane dobijene tac¢ne sopstvene vrednosti i sopstvene vrednosti
diferencijske sheme.
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Tabela 1: Prve ¢etiri sopstvene vrednosti (3.9) - (3.14) i (4.4)

’Primer‘ ‘ n=1 ‘ n=2 ‘ n=3 n=4

a An 5.954928 13.417067 82.588610 100.669336
Ao h = 0.0375 5.958409 13.428963 82.020102 100.101870
AN/ 5.955797 13.420033 82.446073 100.526934

Red konvergencije 2.000829 2.002791 1.995784 1.994565
b An 4.555675 20.191656 50.629881 168.017194
A h = 0.05 4.559030 20.246621 50.315818 162.896546
a2 4.556512 20.205292 50.551085 166.724103

Red konvergencije 2.003013 2.011093 1.994860 1.985503

c An 3.104324 8.091749 49.062458 85.422242
A h = 0.041667 3.105280 8.097992 48.835303 84.721527

s 3.104563 8.093307 49.005558 85.246434

Red konvergencije 2.000000 2.002544 1.997177 1.994827
d An 13.618646 | 42.439346 | 101.167731 | 294.156362
A h = 0.04 13.621885 | 42.607664 | 100.510131 | 285.780459
Al 13.619454 | 42.480976 | 101.003403 | 292.046234

Red konvergencije 2.003121 2.015494 2.000632 1.988914

e An -1.924075 | 12.330178 70.183854 98.345322
A h = 0.0375 -1.922794 | 12.340203 69.608510 97.777327

An/2 -1.923754 | 12.332678 70.039662 98.202813

Red konvergencije 1.996625 2.003602 1.996434 1.994825
f An -1.682198 | 14.308157 47.641283 157.913670
Ah =0.05 -1.680374 | 14.322663 47.341644 152.786405
An/2 -1.681742 | 14.311776 47.566053 156.619148

Red konvergencije 2.000000 2.002987 1.993845 1.985770

g An -0.029665 8.697649 45.685857 85.642406
M h =0.041667 | -0.029655 8.704169 45.451210 84.938331

Al -0.029663 8.699276 45.627101 85.465800

Red konvergencije 2.321928 2.002658 1.997684 1.995195

h An -9.076577 7.673762 41.176814 77.239915
N h = 0.04 -9.051004 7.677784 40.901047 76.574761

Al -9.070151 7.674766 41.107792 77.073030

Red konvergencije 1.992629 2.002154 1.998322 1.994834
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Slika 1: Primeri a—d. ReSenja jednacine (3.26)




h)

Slika 2: Primeri e-h. ReSenja jednacina (3.24) (levo) i (3.26) (desno)
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5 Zakljucak

U ovom radu je opisan spektralni transmisioni problem u disjunktnim oblastima.

U prvom delu rada se uvodi neophodan matematicki aparat za razumevanje ovog
problema. Uvode se prostori Soboljeva i pojam slabog resenja parcijalnih diferenci-
jalnih jednac¢ina. Dokazane su Lax-Millgram-ova teorema, Gardingova nejednakost
i spektralne osobine parcijalnih diferencijalnih jednacina drugog reda.

Modelni problem je postavljen u oblasti koja se sastoji od dva disjunktna in-
tervala. Na svakom intervalu je zadat je problem sopstvenih vrednosti, pri ¢emu
se interakcija izmedu njihovih reSenja opisuje nelokalnim uslovima saglasnosti. U
spoljasnjim tackama intervala su zadati Robinovi grani¢ni uslovi. Dokazana je egzi-
stencija i jedinstvenost resenja, opisane su osobine spektra i asimptotski rast sopstve-
nih vrednosti. Konstruisana je i diferencijska shema i izvrseno nekoliko numerickih
eksperimenata, koji su i potvrdili teoretske rezultate.

Svakako, daleko znacajniji i zahtevniji su viSedimenzioni problemi, te ¢e stoga
dalji rad biti usmeren ka njima.
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6 Dodatak

6.1 Banahovi prostori

Definicija 6.1. Za dati skup X funkcija d : X x X — [0,4+00) naziva se metrikom
na X, a (X, d) metrickim prostorom ako je

1. d(z,y) &z =y,

2. d(z,y) = d(y,x),
3. d(z,y) <d(x,z)+d(zv)

Definicija 6.2. Niz {z,}>2, u normiranom prostoru X je Cauchy-jev ako za svako
e > 0 postoji ng € N takav da je ||z, — zn|| < € za sve m,n > ny.

Teorema 6.1. Svaki Cauchy-jev niz je ogranicen.

Teorema 6.2. Svaki konvergentan niz je Cauchy-jev, a ako Cauchy-jev niz ima
konvergentan podniz, onda © sam konvergira.

Definicija 6.3. Skup K u metrickom prostoru X naziva se kompaktnim ako svaki
niz u K tma podniz koji konvergira elementu iz K.

Definicija 6.4. Podskup K metrickog prostora X naziva se relativno kompaktnim
ako je K kompaktan.

Definicija 6.5. Neka je X realan ili kompleksan vektorski prostor. Norma na pros-
toru X je funkcija || - || : X — [0,00) koja ima sledeée osobine:

1. ||z|| = 0 akko je x =0,
2. [|Ax|| = |M||z]| za svako x € X i X € R (ili C),

3.z +yll < |zl + [yl za svako xz,y € X.

Definicija 6.6. Norme || -||1 @ || - ||2 na vektorskom prostoru X se nazivaju ekviva-
lentnim ako postoje konstante 0 < ¢ < C' < oo takve da je c||z||; < ||z|]2 < C|lz|1
za svako v € X.

Definicija 6.7. Normirani vektorski prostor X naziva se Banach-ovim prostorom
ako je kompletan, odnosno, ako u njemu svaki Cauchy-jev niz konvergira.

Definicija 6.8. Neka je Q oblast u R™. Funkcija f je Lipschitz neprekidna na )
ako postoji realna konstanta K > 0 takva da za sve x1, x5 € Q vaZi

[f(x1) = fz2)| < K7y — 22|

Definicija 6.9. Neka je Q C R™ otvoren i ogranicen skup. KazZemo da je OS2
granica klase C%, k € {1,2,...} ako za svaku tacku 2° € 9 postoji v > 0 i funkcija
v: R 5 R, v € CFR* ! vazi

QN B2 r) ={z € B 7)|z, > y(@1,..., 20 1)},

gde je B(z°,r) kugla sa centrom u tacki x° i poluprecnikom r. (Ose se mogu preori-
jentisati ili oznaciti u drugacijem redosledu.)
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6.2 Hilbertovi prostori

Definicija 6.10. Naka je H realan (kompleksan) vektorski prostor. Skalarni proizvod
je preslikavange (-,-) : H x H — R(C) koje ima sledece osobine

1. Za svako x € H preslikavanje y — (x,y) je linearno.
2. (y,z) = (z,y) za svako x,y € H.
3. (z,z) >0 za svako x € H, jednakost vazi akko je x = 0.

Teorema 6.3. Ako je (-,-) skalarni proizvod na vektorskom prostoru X, tada je sa

2]l =V (z,2), VreX

definisana skalarnim proizvodom indukovana norma tog prostora.

Definicija 6.11. Hilbertovim prostorom naziva se svaki Banach-ov prostor ¢ija je
norma indukovana nekim skalarnim proizvodom.

Definicija 6.12. Neka je H Hilbertov prostor i+ x,y € H. KaZemo da su x iy
uzajamno ortogonalni ako je (x,y) = 0. Za svaki potprostor M prostra H definisemo
ortogonalni komplement sa

M+ ={z € H|(z,y) =0 Vye& M}.

Teorema 6.4. Neka je H Hilbertov prostor i M zatvoren podprostor od H. Tada
svako v € H ima jedinstvenu dekompoziciju u = v +w,v € M,w € M+, H =
Mo M.

Posledica 6.5. Neka je H Hilbertov prostor. Podprostor M prostora H je gust akko
je M+ ={0}.

6.3 Dualni prostori

Definicija 6.13. Neka su X i Y normirani vektorski prostori nad istim poljem
skalara K. Preslikavanje A : X —'Y se naziva linearnim ako je

Alaz + By) = aAz + BAy
za svako x,y € X i sve a, § € K.

Definicija 6.14. Neka su X ¢ Y normirani vektorski prostori. Preslikavanje A :
X — Y se naziva ogranicenim ako postoji konstanta C' takva da je ||Az| < C|z||
za svako x € X. Infimum brojeva C' za koje vazZi prethodna nejednakost naziva se
normom operatora A i kratko oznacava sa ||A].

Definicija 6.15. Operator (preslikavanje) A : X —'Y je neprekidno u tacki x € X
ako za svaki niz {x,}52, € X, x, — x, kad n — oo, vazi da A(z,) — A(x), kad
n — 0o.
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Teorema 6.6. Neka je A : X — Y linearan operator. Operator A je neprekidan
akko je ogranicen.

Definicija 6.16. Neka je X normirani prostor i K polje skalara. Linearni funkcional
je linearno preslikavanje prosotra X wu polje skalara K. Konjugovanim ili dualnim
prostorom X* prostora X naziva se prostor svih ogranicenih linearnih funkcionala

na X.

Definicija 6.17. Normairani vektorski prostori X 1Y se nazivaju izometricki izomorfnim
ako postoji linearna bijekcija A : X —'Y takva da je ||A(z)|| = ||z|| za svako x € X.

Teorema 6.7 (Riesz-ova teorema). Neka je H Hilbertov prostor i H* njegov dual.
H* ¢ H su izometricki izomorfni. Za svako x € H postoji linearan ogranicen
funkcional na prostoru H definisan sa

l(y) == (2, y)

i ogranicen normom ||ly||g- = ||z Stavise, za svako | € H* postoji jedinstveno
x € H takvo da je

l(y) = (z,y) Vy€H,

i vazi da je ||x||lg = ||| g+

6.4 Teorija operatora

Definicija 6.18. Neka je V' wvektorski prostor i F' polje skalara. Bilinearna forma je
preslikavanje a : V x V. — F koje za svako w,v,w € V 1 svaki skalar A\ zadovoljava
sledece osobine:

1. a(u+v,w) = a(u,w) + a(v,w),
2. a(u,v +w) = a(u,v) + a(u,w),
3. a(Au,v) = a(u, \v) = Aa(u,v).

Definicija 6.19. Neka je A : X — Y funkcija izmedu dva vektorska prostora. Sa
D(A) = D oznacavamo oblast definisanosti operatora A,sa N(A) = {x € D|Az =
0}, a sa R(A) = {Az|x € D} oznacavamo jezgro (sliku) operatora A.

Lema 6.8. Linearan operator A je ”1-1” ako i samo ako je njegovo jezgro trivijalno,

tj. N(A) = 0.

Definicija 6.20. Skup linearnih ogranicenih operatora definisanih na Hilbertovom
prostoru H, oznacavacemo sa B(H).

Ako je operator 71-1” moZemo definisati inverzno preslikavanje A™! : R(A) —
D(A).
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Definicija 6.21. Neka je A: X — Y linearan operator. Operator A éemo nazivati

1. pozitivno definisanim ako je (Ax,x) > §||z||*, 6 = const > 0,
2. pozitivnim ako je (Ax,z) >0, zax #0

3. nenegativnim ako je (Ax,z) > 0.

Umesto prethodnih oznaka pisacemo A > 61, A >0i A > 0. Akoje A > 01
A~ postoji, onda jei A71 > 0.

Definicija 6.22. Operator A € B(H) naziva se samokonjugivanim ili simetricnim

ako je A = A*.

Iz ograni¢enosti operatora A sledi ogranic¢enost operatora A* i pri tome je || Al| =
1A]].

Ako je A : H — H pozitivan simetri¢an operator lako se provera da veli¢ina
(x,y)a = (Az,y) zadovoljava aksiome skalarnog proizvoda.

Teorema 6.9. Da bi linearan operator A imao inverzni operator A~' : R(A) —
D(A) potrebno je i dovoljno da je Ax =0 samo za x = 0.

Teorema 6.10. Ako je A pozitivno definisan linearan ogranicen operator, s oblaséu
definisanosti D(A) = H, tada postoji inverzni operator A7, s oblaséu definisanosti
DA Y)Y =H.

Definicija 6.23. Broj A € C nazivamo sopstvenom vredno$éu operatora A € B(H)
ako jednacina Ax = Ax ima netrivijalna reSenja.

Svako netrivijalno resenje te jednacine nazivamo sopstvenim vektorom koji odgo-
vara sopstvenoj vrednosti A, a skup svih sopstvenih vrednosti operatora A spektrom
operatora A.

Teorema 6.11. Sve sopstvene vrednosti samokonjugovanog operatora su realne a za
razlicinte sopstvene vrednosti odgovarajuci sopstveni prostori su medusobno ortogo-
nalni.

Definicija 6.24. Neka su X 1Y Banahovi prostori i M C X. Operator A: M —Y
je kompaktan ako svaki ogranicen skup M preslikava u relativno kompaktan skup u

Y.

Teorema 6.12 (Fredholmova alternativa). Neka je A kompaktan, linearan, ogranicen
operator na Banach-ovom prostoru X, tada

1. ili jednacina x — Ax = y ima jedinstveno resenje za svako y € X
2. ili jednacina xr — Ax = 0 ima i netrivijalna reSenja.

Teorema 6.13. Spektar svakog kompaktnog operatora A sastoji se od konacno ili
prebrojivo mnogo tacaka. Sve sopstvene vrednosti, razlicite od nule, su konacne
visSestrukosti. U slucaju prebrojivog spektra one imaju jedinstvenu tacku nagomila-
vanja A = 0.
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Teorema 6.14. (Hilbert-Schmidt-ova teorema) Neka je H Hilbertov prostor. Svaki
kompaktan, samokonjugovan operator A € B(H) ima ortonormiranu bazu svojih
sopstvenih vektora. Sve njegove nenulte sopstvene vrednosti su realne i konacne
visetrukosti, pa ponovljene kolika 1m je visestrukost i poredane u niz ¢ine konacan ili
nula niz {\, }52,. Ako je {¢,}22 | ortonormirani niz njima odgovarajucih sopstvenih
vektora, onda vaZi razlaganje

Au =" X(n, 1) dn-
n=1

Teorema 6.15. Da bi sistem sopstvenih vektora samokonjugovanog kompaktnog op-
eratora A pridruZenih nenultim sopstvenim vrednostima bio baza prostora Hilbertovog
prostora H neophodno je i dovoljno da nula nije sopstvena vrednost za A.
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Pregled oznaka

Brojevi, skupovi, prostori i norme

N — skup pirodnih brojeva

Ny — skup nenegativnih celih brojeva

R — skup realnih brojeva

R™ — vektorski prostor uredenih n-torki nad poljem R

Q2 — oblast (otvoren i povezan skup)

Q) — zatvorenje oblasti

a=(aq,...,a,) € Ng — multiindeks

la] = a1 + -+ + @, — duzina multiindeksa

C*(Q2) — prostor k-puta neprekidno doferencijabilnih funkcija na

C¥(Q)) — prostor k-puta neprekidno diferencijabilnih funkcija s kompaktnim nosacem
u )

C¥(Q2) — prostor k-puta neprekidno diferencijabilnih funkcija s kompaktnim nosacem
u )

C°(2) — prostor beskona¢no diferencijabilnih funkcija s kompaktnim nosac¢em u 2

Ly(Q), || - [, — prostor merljivih funkcija u definisanih na Q2 takvih da je [, [u[Pdz <
00, p € [1,00) i odgovarajué¢a norma

L5(€2) — prostor kvadratno integrabilnih funkcija sa tezinskom funkcijom r(x)

Loo(2), || - |l o) — prostor merljivih i esencijalno ogranicenih funkcija na € i odgo-
varajuca norma

W} () — prostor Soboljeva

|- lwr@): | - [ — norma i seminorma na W Q)

H*(Q) — prostori Soboljeva W¥(Q)

H§(Q) — prostori Soboljeva dobijeni zatvorenjem skupa C§°(€2) u normi || - || g
H=*(Q) — skup svih ograni¢enih linearnih funkcionala na HE ()

(-,)x — skalarni proizvod na X
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Funkcije

f, u — realne funkcije

0
Dz’f:ag{i
af _ o1 o2 on £ ololf
Def = D" Dy* -+ Do | = gostpaan

Vi=Ghas )

Ox1’ Ox2? " " ") Oxn

a(-,-) — bilinearna forma

[(-) — linearni funkcional
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