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1. Istorijat reSavanja algebarskih
jednacina

Prema raspolozivim podacima, arapski matematicari srednjeg
veka umeli su da resavaju kvadratne jednacine.

Kubnu jedna¢inu prvi je resio Scipion del Fero (Scipione del
Ferro, 1465-1526, Bolonja). Del Fero je bio student i profesor Uni-
verziteta u Bolonji koji je, kao i mnogi drugi stvaraoci te epohe, krio
svoje rezultate. Treba znati da su u toj epohi bila veoma cCesta javna
takmicenja matematicara koja su nalikovala dvobojima. Jedan dru-
gome su zadavali zadatke, a pobednik je bio onaj koji bi resio vise
protivnikovih problema. Iako nam nije poznato da je sam Del Fero
ucestvovao u tim takmicenjima, ocigledno se drzao obicaja epohe.
Nikakvi rukopisi Del Fera nisu sacuvani niti je za zivota iSta ob-
javio. Na samrtnickoj postelji, Del Fero je metod resavanja kubne
jednacine poverio svom uc¢eniku Antoniju Mariji Fioru, a svesku sa
beleskama predao svom zetu Hanibalu Naveu. Nave je po tastovoj
smrti 1526. nasledio njegovu katedru na Univerzitetu u Bolonji, a i
on i Fior su nastavili da ¢uvaju tajnu.

Ostace tajna da li je Del Fero resio oba slucaja kubne jednacine
ili samo jedan, kao i kada ih je resio. Sto se vremena resavanja tice, o
njemu ne mozemo ¢ak ni da nagadamo. Neki istoricari spekulisu da
je pocetkom 16. veka Luka Pacoli saradivao sa Del Ferom kada je bio
u Bolonji na jednom od svojih mnogobrojnih putovanja. Medutim,
ako se uzme u obzir da Pacolijeva Summa koja je je Stampana neko-
liko godina pre tvrdi da je kubnu jedna¢inu nemoguce resiti, pitanje
je koliko je Pacoli zaista mogao da koristi Del Feru.

Sto se tice pitanja koje sadrzi konstataciju o dva slucaja kubne
jednacine, treba pojasniti da mi danas kada izlazemo resavanje kubne
jednacine prezentiramo formule slicne onima za resavanje kvadratne
jednacine. Kvadratna jednacina se prikazuje u takozvanom opstem
obliku kao:

az® +bxr +c =0,

a njena reSenja formulama
—b+ vb? — dac —b — Vb — dac
g s 1'2 = .
2a 2a

To je u 16. veku bilo nezamislivo. Ne samo zbog nepostojanja
savremene notacije, nego zbog odbijanja same pomisli da kvadratna
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jednacina moze imati negativna resenja. Jednostavno, Evropa te
epohe uopste ne prihvata negativne brojeve, ¢ak ni nulu, iako se
nalazi u pozicionom decimalnom sistemu, ali samo kao simbol za
prazno mesto, a ne kao broj.

Stoga se, po ugledu na Al Horezmija, svaka jednacina svodila
na uravnotezeni oblik, gde su sa obe strane znaka jednakosti sta-
jali pozitivni brojevi. Takode, od davnina je bilo poznato da se
odgovaraju¢om smenom kvadratni ¢lan moze eliminisati iz kubne
jednacine, te se svaka kubna jednac¢ina pogodnim smenama mogla
svesti na jedan od oblika % + mz = n ili 2° = mx +n, gde su m i
n pozitivni brojevi.

Nije poznato da li je Del Fero umeo da resi oba oblika ili, kako neki
tvrde, samo prvi koji na italijanskom nosi skoro poetski naziv cubo
et cosa. Ovakvi nazivi su nastajali jer nije bilo savremene algebarske
notacije te su se u opisima postupaka uvodile razne skracenice, pa je
prvi sluéaj tretiran kao situacija u kojoj se zbir stvari (nepoznate)
i kuba (iste nepoznate) jednak broju.

Tvrdnja da je umeo da resi samo prvi slucaj proistekla je iz prve
upotrebe njegovog, jos uvek tajnog metoda. Naime, 1535. na scenu
stupa drugi znacajan matematicar te epohe koji je samostalno i
nezavisno od Del Fera resio kubnu jednacinu.

To je Nikolo Fontana Tartalja (Niccolo Fontana ”Tartaglia”,
roden 1500. u Bresi, umro 1577. u Veneciji). Tartalja je bio
samouk u matematici, ali je ucestvuju¢i u brojnim raspravama i
takmicenjima ubrzo stekao znacajnu reputaciju. Na vrhuncu Tar-
taljine slave, desetak godina posle Del Ferove smrti, njegov ucenik
Antonio Marija Fior poceo je da se hvalisSe da ume da resi kubnu
jednacinu. Kako je Tartalja tada bio najpoznatiji duelant, godine
1535. organizovano je takmicenje izmedu njih dvojice u kojem je
Tartalja odneo ubedljivu pobedu resivsi sve protivnikove probleme
dok je Fior uspeo da resi samo jedan slucaj kubne jednacine. Osta-
jemo u nedoumici da li je Del Fero znao da resi samo jedan slucaj
kubne jednacine ili je pak samo jedan saopstio svom uceniku Fioru.
Tartalja je svoj metod takode drzao u tajnosti.

Takmicenje je privuklo paznju matematicke javnosti Italije, i na
scenu stupa Dirolamo Kardano (Girolamo Cardano, 1501-1576.).
Kardano je bio pravnik, skolovani lekar, matematicar, Sahista i koc-
kar. Jednom reci, pravi renesansni covek. U tom trenutku, on je
profesor matematike u Milanu i veruje Luki Pacoliju da je kubnu
jednacinu nemoguce resiti. Duel Tartalja - Fior mu privlac¢i paznju
i on pokusava da uspostavi vezu sa Tartaljom ne bi li saznao tajnu
tako uspesnog i efikasnog resavanja svih problema koje mu je Fior
zadao. Tartalja isprva odbija komunikaciju, ali se Kardano sluzi



teskim oruzjem i nudi Tartalji da ga upozna sa milanskim vojvodom.
Tartalja prihvata ponudu i 1539. dolazi u Milano, gde Kardanu
odaje tajnu, ali sa obavezom da je nikada ne objavi. Za uzvrat
Kardano mu daje pismo preporuke i otpravlja u Veneciju.

Medutim, godine 1545. Kardano publikuje Ars magna ( Velika
Vestina), svoje glavno i kapitalno delo iz algebre, u kojem objavljuje
- Tartalji se tako ¢ini - Tartaljine formule za resavanje kubne jedna-
¢ine. Po Kardanovom misljenju, zakletva ipak nije bila prekrsena.
Sta se zapravo dogodilo? Naime, godine 1543. on i njegov najbolji
ucenik Lodoviko Ferari (Lodovico Ferrari, 1522-1565.) putuju u
Firencu. Usput svra¢aju u Bolonju i upoznaju Hanibala dela Navea.
On im je ocigledno stavio do znanja da je u posedu tajne resavanja
kubne jednacine, ali nije bio spreman da je otkrije. Da bi ga uve-
rili da i sami znaju tajnu, pokazuju mu da umeju da rese cosa et
cubo problem, a on im za uzvrat pokazuje Del Ferovu beleznicu sa
resenjem. Zadovoljni sto Tartalja nije prvi reSio kubnu jednacinu,
Kardano i Ferari se vra¢aju u Milano i tri godine kasnije izlazi Ars
Magna. U knjizi koju su ocigledno sacinili zajedno, mada je samo
Kardano potpisan kao autor, Kardano i Ferari izlazu danas pozna-
te formule za resavanje kubne jednacine. Takode se kao znacajan
doprinos izlaze i Ferarijev metod za reSavanje jednacine cetvrtog
stepena, koji je ovaj talentovani Kardanov ucenik pronasao jos 1540,
ali kako metod pociva na svodenju jednacine cetvrtog stepena na
jednacinu tre¢eg stepena, on nije mogao biti objavljen a da se ne
prekrsi zakletva data Tartalji.

Tartalja je objavljivanje Ars magna doziveo kao stravican udarac
i poceo zZestoke napade na Kardana, koji su bili osudeni na neuspeh
posto je Kardanova slava tada bila na vrhuncu. Osim toga, veliki
naucnik je bio i snalazljiva javna licnost te je sistematski poturao
Ferarija u rasprave sa Tartaljom, koga je to jos vise iritiralo posto
nije mogao ni da dosegne do rasprave sa svojim arhineprijateljem.
Konacno, Tartalja i nije bio u pravu posto je Del Fero zaista pre
njega otkrio metod za resavanje kubne jednacine, a povrh svega,
Kardano je sasvim korektno preneo citav istorijat u Ars magna,
odakle i znamo sve ove ¢injenice.

Sa stanovista interesa razvoja matematike Kardanovo publiko-
vanje nije ni pod kakvom sumnjom za osudu, ve¢ naprotiv. Naucna
znanja nisu i ne smeju biti tajna, iako se, razume se, mora voditi
racuna o autorstvu.

Zmacaj Kardana i njegove Ars Magna tu se ne zavrSava, jer
matematicki svet je prvi put kroz Ars Magna dobio rezultat koji
stari Grei nisu znali. Veé¢ samo ova okolnost bila bi dovoljna da se
Kardanovo delo uvrsti u najvaznija matematicka dela od helenizma



do novog doba. Medutim, zahvaljujuci znacaju i ugledu samog Kar-
dana, delo je imalo veliki publicitet i veoma brzo postalo poznato
i Citavoj matematickoj javnosti. Treba imati na umu da je delo
objavljeno u 16. veku kada ve¢ postoji Stampa, Sto je dramaticno
povecalo cirkulaciju svih knjiga pa i onih matematickih.

Ne treba medutim misliti da je Kardano samo kompilator ili even-
tualno hrabri promoter novih ideja i rezultata. U njegovom delu se
nalaze i originalni rezultati, kako njegovi, tako i njegovog ucenika
Ferarija.

Osim toga, kao poslednje ali i najvaznije, Ars Magna sadrzi nesto
Sto bi najtac¢nije bilo nazvati predose¢anjem kompleksnog broja. Opet,
prica se ponavlja na skoro anticki nac¢in. Kako Grei nisu mogli da
pomire weli¢ine i brojeve, renesansna Evropa je preuzela isti pro-
blem. Ne samo da je trebalo da proteknu vekovi da bi se uveo
decimalni pozicioni sistem i prihvatila upotreba nule, nego ni nega-
tivni brojevi nisu prihvatani kao legitimni, Sto jasno pokazuje danas
nepotrebni nacin podele reSavanja jednacine tre¢eg stepena na dva
slucaja.

Nakon opisanog istorijskog toka resavanja algebarskih jednacina
tre¢eg i cetvrtog stepena, logicno je da se matematicarima namet-
nulo i pitanje da li svaka algebarska jednacina ima bar neko resenje.
Jos u sedamnaestom veku matematicari su naslutili da svaki polinom
u polju C ima korene, i to bas onoliko njih koliki je njegov stepen, ali
u dokazivanju tog tvrdenja imali su malo uspeha. Posle nepuna dva
veka, posle niza nepotpunih dokaza od strane raznih matematicara,
na scenu stupa Gaus i 1815. godine izvodi prvi potpun dokaz ove
teoreme.

Svakako, ovo je bio veliki korak u resavanju algebarskih jedacina,
ali je prirodno iskrslo jos jedno tesko pitanje. Naime, to Sto znamo
da polinom n-tog stepena ima isto toliko reSenja ne govori nam
nista o nekom univerzalnom nac¢inu kojim bismo ta resenja i odredili.
Kako su algoritmi za nalazenje reSenja jednacina treceg u cetvrtog
stepena otkriveni, usledili su mnogobrojni pokusaji da se pronadu
takvi univerzalni algoritmi i za jednacine petog i viSeg stepena. Prvi
koji je formulisao tvrdenje koje kaze da takav algoritam ne postoji
kada su u pitanju jednacine petog stepena i viseg jeste italijanski
fizicar Paolo Ruffini (1765-1822) godine 1798. u svojoj knjizi Teo-
ria generale delle equazioni. Medutim, Rufinijev dokaz tog tvrdenja
nije kompletan. Potpuni dokaz i tacku na ovo pitanje stavio je Nils
Abel (Niels Henrik Abel, 1802-1829) godine 1826. i nezavisno od
njega na slicne rezultate naisao je i njegov vrsnjak Galoa.

Evarist Galoa (Evariste Galois, 1811-1832.) poznat je po tome
sto je stvorio teoriju grupa. Njegova biografija je kratka i burna.



Kroz nju se prelamaju sva znacajna istorijska zbivanja revolucio-
narne i postrevolucionarne Francuske koja su manje ili vise uticala
na istoriju citave Evrope.

Kao doslovno decak Galoa se zainteresovao za matematiku ali su
izvestaji o njegovim Skolskim rezultatima konfuzni, mozda i stoga
Sto je bio politicki aktivan te su neki od profesora, monarhisti u-
glavnom, bili skloni da ga ocene kao lenjog i cak slabo inteligentnog.
Uporedo sa skolovanjem on Salje rezultate velicinama poput Kosija,
koji brzo shvataju znacaj njegovih pokusaja da dokaze koje se jed-
nacine mogu a koje ne mogu resiti u radikalima. Iz komunikacije
sa Kosijem Galoa saznaje da se deo njegovih rezultata poklapa sa
radovima norveskog matematicara Nilsa Abela. Stoga odlucuje da
nastavi dalje skolovanje. Godine 1829, upisuje se na Veliku nor-
malnu skolu gde mu profesor postaje niko drugi do sam Furije, jos
jedna od klju¢nih osoba oko kojih ¢e se okretati matematika prve
polovine 19. veka. Neke od radova koje je u rukopisu poslao Furi-
jeu potonji je razmatrao kao kandidate za veliku nagradu Akademije
nauka, ali ga smrt 1830. sprecava da dalje posvecuje paznju Galoau.
U jos jednoj u nizu revolucija Galoa biva hapsen, pa osloboden, u
meduvremenu opet ponesto pise i konacno strada u dvoboju, izgleda
izazvanom sukobom oko neke Zene, Sto je samo zvani¢na verzija
price.

Njegov vrsnjak Abel je takode bio iz porodice upletene u znacajna
zbivanja u periodu kada je Svedska okupirala Norvesku. Njegova in-
teresovanja su Sira od Galoaovih. Bavi se magnetizmom, eliptickim
integralima, resavanjem polinomskih jednacina. Neki od njegovih
radova stizu do nemackog matematicara Jakobija. Jakobi uskoro
pocinje da saraduje sa Abelom i objavljuju zajednicke radove iz
eliptickih jednacina. Odjek njegovih radova je bio veéi nego Ga-
loaovih posto su imali neposrednu komunikaciju sa Gausom. Abel
se ubrzo razboleo i posle nekoliko godina umro. Velika nagrada
francuske Akademija nauke za reSavanje jednacina 1830. pripala je
Jakobiju i Abelu. Nekoliko godina kasnije nepravda je ispravljena i
Galoaov doprinos bio priznat.

Ukupno gledano, Galoau se danas priznaje da je razabrao da se
uvodenjem nove strukture, grupe, odredena svojstva nula jednacina
mogu posmatrati kroz prizmu ove strukture. Abelu se priznaje da
je dokazao odredena svojstva nula iz kojih sledi da se nesvodljiva
jednacina trec¢eg stepena ne moze resiti u kvadraturama, odnosno
da se jednacine petog i viSeg stepena ne mogu resiti u radikalima.



2. Polinomi. Osnovna teorema algebre.

Definicija 2.1. Polinom po promenljivoj x nad prstenom K je
izraz

a(x) = apt" + a1 2" - Far +ag = E apx”,

pri ¢emu je n € N i ag,aq,...,a, € K. Ako je a, # 0, broj n se
naziva stepenom polinoma a(z) (st a(z) = n), sabirak a,z™ se naziva
najstarijim clanom tog polinoma, sabirak ay slobodnim ¢lanom, a
koeficijent a,, najstarijim koeficijentom polinoma a(z).

[zuzetno znacajan pojam u teoriji polinoma jeste pojam nule ili
korena polinoma, tj. one vrednosti promenljive za koju polinom do-
bija vrednost nula.

Definicija 2.2. Nula (koren) polinoma a(x) je bilo koje resenje
jednacine a(z) = 0.

Bezuova teorema Ostatak koji se dobija pri deljenju polinoma
a(z) polinomom x — ¢ iznosi a(c).

Ako je a nula polinoma a(z), neposredno po Bezuovoj teoremi
sledi da je polinom a(z) deljiv sa z — a jer je a(a) = 0. Zapravo,
polinom a(z) moze se napisati u obliku a(x) = (z — a)b(z), gde je
polinom b(x) stepena za jedan manjeg nego a(x). Neposredno je
jasno da vazi i obratno.

Treba jos i znati da je neki broj a nula k-tog reda polinoma a(z),
k € N, ako je

(@ —a)alz) @ (z—a)fa(2).

Posebno znacajno mesto u istoriji matematike zauzima pitanje da li
svaki polinom sa koeficijentima iz prstena K ima bar jednu nulu u
tom prstenu. Lako se zakljucuje da ako je K jedan od prstena Z, Q
ili R, ovakvo tvrdenje ne vazi. Dovoljno je uoéiti polinom z? + 1 sa
celobrojnim koeficijentima, koji nema korene ni u jednoj od pomenu-
tih struktura. Medutim, u polju kompleksnih brojeva, situacija je
drugacija. Dokazuje se da svaki polinom stepena n > 1 sa koefici-
jentima iz polja C ima ta¢no n korena u polju C (rac¢unajuéi svaki



koren onoliko puta kolika je njegova visestrukost). Ovo tvrdenje
sledi iz naredne teoreme koja je zbog svog znacaja svojevremeno
nazvana osnovnom teoremom algebre.

Teorema 2.1. (Osnovna teorema algebre) Svaki polinom
stepena n > 1 sa koeficijentima iz polja kompleksnih brojeva ima
bar jednu nulu u polju C.

Matematicari su jos u sedamnaestom veku naslutili da ovakvo
tvrdenje vazi, ali je proslo gotovo dvesta godina dok ono nije i
dokazano. Najpre se pojavilo vise nepotpunih dokaza, a prvim pot-
punim dokazom smatra se Gausov dokaz iz 1815. godine.

Iz ovog tvrdenja posredno sledi da svaki polinom a(x) = a,x" +
Ap 12" 1+ -+ ayx + ag stepena n > 1 sa koeficijentima iz polja
kompleksnih brojeva ima tacno n korena u tom polju, pri ¢emu
je svaki koren racunat onoliko puta kolika je njegova visestrukost.
Drugim rec¢ima, taj polinom se moze predstaviti u obliku

a(r) = an(r — o) (2 — )™ - (2 — ap)™m,

gde su oy, o, . .., a,, medusobno razlicite nule polinoma a(x), dok
su ky, ko, ..., ky, prirodni brojevi takvi da je ki +ko+-- -+ k,, =n =
st a(x). Ovakvo predstavljanje se zove kanonska faktorizacija
polinoma a(x).

Medutim, to sto svaki polinom n-tog stepena (n > 1) ima n ko-
rena, na zna¢i da se oni mogu i efektivno odrediti. U narednim
poglavljima upozna¢emo se sa dokazom osnovne teoreme algebre i
algoritmima za reSavanje jednacina trec¢eg i cetvrtog stepena. Zatim
¢e biti prezentiran jedan od mnogih poznatih dokaza osnovne teo-
reme algebre. Poslednja dva poglavlja posvec¢ena su dokazu Abelove
teoreme o nemogucénosti izrazavanja resenja jednacina viseg stepena
pomocu radikala.



3. Dokaz osnovne teoreme algebre

Ne postoje ¢isto algebarski dokazi osnovne teoreme algebre koju
smo ve¢ formulisali. Naves¢emo jedan dokaz te teoreme i to onaj
koji je u najvecoj meri algebarski. Nealgebarski deo tog dokaza
je topoloskog karaktera. To su samo dve dobro poznate ¢injenice
iz analize da je polje R realnih brojeva uredeno polje u kome je
svaki pozitivni element kvadrat i u kome svaki polinom f(x) € R[z]
neparnog stepena ima bar jednu nulu.

Naves¢emo najpre bez dokaza dobro poznatu ¢injenicu o uredenju
polja realnih brojeva:

Lema 3.1. Polje R realnih brojeva je uredeno polje u kome je
svaki pozitivni element kvadrat nekog elementa iz R.

Primetimo odmah da je u svakom uredenom polju K svaki kvadrat
a’ (a € K) obavezno pozitivan. Naime, a* = (—a)?, pa kako je
a > 0ili —a > 0 mora biti a®> = (—a)? > 0. Specijalno je u svakom
uredenom polju K jedini¢ni element e > 0. Otuda je e + e > 0, itd.
daklen-e >0 (n =1,2,...), pa je karakteristika uredenog polja K
obavezno jednaka 0.

Iz analize je dobro poznata i sledeca ¢injenica o polju realnih bro-
jeva.

Lema 3.2. Svaki polinom f(x) € R[z] neparnog stepena ima u
polju R realnih brojeva bar jednu nulu.

Interesantno je da su navedene dve osobine polja R realnih bro-
jeva bitne za ono $to zelimo da dokazemo. Vazi naime sledeca teo-
rema:

Teorema 3.1. Neka je K uredeno polje u kome je svaki pozi-
tivni element kvadrat i u kome svaki polinom f(x) € K[z] neparnog
stepena ima bar jednu nulu. Tada je polje L = K(i) algebarski
zatvoreno, pri ¢emu je ¢ nula polinoma z? + e € K|x].

Pre svega treba prvo pojasniti odredene matematicke pojmove.

Ako je polje K izomorfno nekom potpolju polja L, onda se kaze
da je L prosirenje polja K. Svako proSirenje L polja K moze se
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shvatiti kao vektorski prostor nad poljem K. Kad je dimenzija tog
vektorskog prostora konacna onda se kaze da je L konacno proSirenje
polja K. Svako konac¢no prosirenje je algebarsko prosirenje tj. svaki
element algebarskog prosirenja L polja K je nula nekog polinoma
f(z) € K|z] stepena veteg od nule. I jos, za polje K kazemo da je
algebarski zatvoreno ako nema pravih algebarskih proSirenja.

Vratimo se navedenoj teoremi. Za dokaz ove teoreme potrebne
su nam sledece dve leme.

Lema 3.3. Polje L iz prethodne teoreme sadrzi nule svakog
kvadratnog polinoma z? + ax + 8 € Llz].

Dokaz. Kako smo ve¢ konstatovali, polje K, a time i polje L
ima karakteristiku p = 0. Dokazimo najpre da je svako a + b € L
kvadrat nekog elementa z 4+ 1y € L. Ako je b = 0, onda je a > 0 ili
—a > 0, pa postoji z € K za koje je a = 2%, odnosno y € K za koje
je —a =92, tj. a = (iy)?. Neka je sada b # 0. Tada

a+ib= (v +iy)® & 2* —y* = a,2zy = b.

Zbog b # 0 mora biti 2z # 0. Za ovo je potrebno i dovoljno da bude
x # 0, jer polje K ima karakteristiku 0. No, tada je y = %, dakle
b2
r? — yrchaiet tji. (22° —a)* = a* +b°.
Kako je a? + b? > 0, zbog b # 0, postoji ¢ € K, a®> + b* = 2, ¢ > 0.
Uzmimo x € K tako da vazi

. a+c
22 —a=c, tj. 2°= .
2e

Takvo z € K postoji, jer je zbog ¢* = a®>+b* > a?, (c—a)(c+a) > 0,
dakle a + ¢ > 0, pa kako je 2e > 0, to je %3 > 0.

Osim toga x # 0, pa postoji y € K, y = % Za tako odredene
elemente =,y € K vazi a + ib = (z + iy)*.

Ako je v € L(v) nula kvadratnog polinoma z* + ax + € L[z],
tada

2

PH@B-T) =0 t (45 =

(8]
(7+%

za neko 0 € L. Prema tome

yz—gj:(SEL.
2e

Time je lema dokazana.
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Lema 3.4. Polje K iz teoreme 3.1. nema konacnih prosirenja
M neparnog stepena (M : K) > 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je M kona¢no prosSirenje polja K ste-
pena (M : K) > 1. Kako je polje K karakteristike 0, M je sepa-
rabilno, dakle jednostavno prosirenje polja K, M = K(«a). Ako je
f(z) € K[x] minimalni polinom elementa a u odnosu na K, tada je

deg(f)=(M : K) > 1.

Kako je polinom f(z) € K[z] nerastavljiv, ne moze biti M : K
neparan broj, jer bi inace polinom f(x) imao u K bar jednu nulu
B; kako mu je stepen deg(f) > 1 taj polinom ne bi bio nerastavljiv
nad K.

Dokazimo jos samo ovu lemu.

Lema 3.5. Ako je ¢ prost broj, a polje K ima osobinu da je za
svako prosirenje M polja K konacnog stepena (M : K) > 1, stepen
(M : K) deljiv brojem ¢, tada je (M : K) = ¢ za neki prirodan
broj m.

Dokaz. Ako je q karakteristika polja K, onda je M ¢isto inse-
parabilno prodirenje medupolja M,, dakle (M : M,) = ¢™ za neki
nenegativni ceo broj m’. Ako je M, = K, onda mozemo uzeti da
je m = m'. Inace, treba dokazati da je (M, : K) = ¢ za neki
prirodan broj m”.

Ako ¢ nije karakteristika polja K, tad polje K iz ove leme mora
biti savrseno. Inace bi za neko a € K polinom 2P — a € KJ[z]| bio
nerastavljiv nad K, pri cemu je p # 0 karakteristika polja K, pa bi
za neku nulu « tog polinoma vazilo (K(a) : K) = p > 1, a ipak
(K(«) : K) nije deljivo prostim brojem ¢ # p.

Tako je ostao samo slucaj kada je M separabilno prosirenje polja
K. Mozemo uzeti da je M normalno prosirenje polja K, jer inace
umesto M treba uzeti normalno zatvorenje polja M u odnosu na K.
Ako to zatvorenje oznacimo sa M’ i dokazemo da je (M’ : K) = ¢™
za neki prirodan broj m’, onda ¢e zbog (M' : K) = (M’ : M) -
(M : K) vaziti (M : K) = ¢™ za neki prirodan broj m. Neka je,
dakle, M kona¢no normalno i separabilno prosirenje polja K stepena
(M : K) > 1. Kada ne bi vazilo (M : K) = ¢™ za neki prirodan
broj m, tada bi Silovska ¢-podgrupa H grupe G = Gal(M/K) imala
indeks (G : H) > 1 koji nije deljiv brojem ¢. Toj podgrupi odgovara
u smislu osnovne teoreme teorije Galoa neko medupolje My stepena
(Myg : K) = (G : H) > 1, za koje bi vazilo ¢ t (My : K), sto je

12



nemoguce. Time je lema dokazana.

Sada mozemo prec¢i na dokaz teoreme 3.1.

Treba dokazati da za svako konaéno prosirenje M polja L = K (i)
vazi M = L. Neka je M konac¢no proSirenje polja L. Tada je
L konac¢no prosirenje i polja K. Kako polje K iz teoreme 3.1. ima
karakteristiku p = 0, M je konac¢no i separabilno prosirenje polja K.
Mozemo uzeti da je to prosirenje jos i normalno, jer inace umesto M
treba uzeti normalno zatvorenje polja M u odnosu na K. Neka je,
dakle, M konacno, normalno i separabilno prosirenje polja K i osim
toga L C M. Prema lemi 3.4. i lemi 3.5. mora vaziti (M : K) = 2™,
za neki prirodan broj m. Kako je (L : K) = 2, jer zbog i*> = —e < 0
uredeno polje K ne moze sadrzati element i, dovoljno je dokazati
da je m = 1. U suprotnom, grupa G = Gal(M/K) imala bi red
(G :idy) = 2™,m > 1, pa bi kao takva bila resiva i imala bi
kompozicioni niz

G:HQDHlDHQD"'DHm_lDHm:idM

duzine m > 1. Faktori tog niza su ciklicke grupe reda 2. Kako je
M DO L, mozemo uzeti da je L = My, , jer je L normalno proSirenje
polja K, pa mu pripada normalna podgrupa H grupe G indeksa
(G:H)=(L:K)=2. Ako normalni niz

G D H Didy

produzimo do kompozicionog niza mozemo uzeti da je to upravo
gornji kompozicioni niz. Ako podgrupi Hy odgovara medupolje M,
tada je (My : L) = (Hy; : Hy) = 2, pa bi i My bilo kvadratno
prosirenje polja K. To je medutim, na osnovu leme 3.3. nemoguce,
jer bi u suprotnom vazilo My = L(7) za neku nulu v nekog nesvod-
ljivog kvadratnog polinoma 2> +ax+ 3 € L[z]. Prema tome, m = 1,
tj. M = L.

Time je teorema 3.1. dokazana.

Polje K = R ispunjava na osnovu leme 3.1. ileme 3.2. uslove teo-
reme 3.1. Osim toga, za polje C kompleksnih brojeva vazi C = R(i),
pri ¢emu je 7 imaginarna jedinica, tj. nula polinoma z* + 1 € R[z].
Zato iz teoreme 3.1. sledi

Teorema 3.2. Polje C kompleksnih brojeva je algebarski zatvo-
reno polje.

Tvrdenje poslednje teoreme predstavlja jedan od ekvivalentnih
iskaza osnovne teoreme algebre.
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4. Algebarske jednacine treceg stepena

Ukratko ¢emo prikazati postupak resavanja jednacine treceg ste-
pena tj. kubne jednacine.
Proizvoljna algebarska jednacina treceg stepena

(41) CL3.T3+CLQJI2+CL1I+CL0 =0, as, as, a1, a9 € Ryoaz # 0
ekvivalentna je jednacini
(4.2) 3+ ax® + bxr + ¢ = 0,

a=%2 ph=%L ¢=2 pacemo u daljem resavati jednacinu (4.2).
as as as

Uvedimo novu nepoznatu y zamenom

+(l
=x+-.
J 3

Jednacina postaje y> + (b — %)y + 22%3 — %b + ¢ =0, odnosno
(4.3) v +py+q=0,

3 (12 a3 a
gdeJep:b—g,q:%—gb%—c.
Pretpostavimo da je

(4.4) y=u-+v,
gde su u i v nove nepoznate. Ove dve nepoznate treba da zadovolje

jednu jednacinu (4.3), pa mozemo nametnuti jos jedan uslov, koji
¢emo podesno izabrati. Zamenom u jedna¢inu nalazimo

(u+v)®+plu+v)+q=0,

odnosno u? + v* + 3uv(u + v) + p(u + v) + ¢ =0, tj.
(4.5) u? +v* 4+ (Buv + p)(u +v) + ¢ =0.
Sada zahtevamo da bude

(4.6) 3uv 4+ p = 0.
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Time jednacina (4.5) postaje
(4.7) ud 403 +q=0.

Dakle, u i v zadovoljavaju

3
3.3 p

3 3
UVt = ——=, U +v° = —gq,
27 !

3 3

pa kubovi u” i v’ nepoznatih v i v, prema Vietovim formulama,
predstavljaju resenja kvadratne jednacine

22— (W 40?2z +ut® =0,
odnosno
(4.8) 22+ qz — 72’—?7’ = 0.

Resenja jednacine (4.8) su

3
, Aty

_ _a, ¢ P

amw= 2 =tV o
a2 P

2 2 2 4 o7

Odatle, nalazenjem brojeva (realnih ili kompleksnih) ¢iji su kubovi
jednaki nadenim brojevima, dobijamo

3 2 3 3 2
(4.9) y:\/—§+\/%+’;—7+\/—g— <+

gde smo radi jednostavnosti i preglednosti zapisa, upotrebili simbol
{ da oznacimo bilo koji od tri (kompleksna) broja, ¢iji je kub jednak
vrednosti izraza pod korenom.

Na taj nacin nalazimo devet moguc¢nosti za y. Kako je jednacina
(4.3) treeg stepena, ona mora imati tri reSenja, Sto znac¢i da od
pomenutih devet vrednosti za y treba izabrati tri. Vise od toga,
znamo da jednacina treteg stepena sa realnim koeficijentima ima
bar jedno realno resenje. Ako nisu sva reSenja realna, onda ima i
jedan par konjugovano kompleksnih resenja.

Ovde ne¢emo detaljno obrazlagati na koji nacin se od pomenutih
devet mogucnosti biraju tri. Recimo samo da prakti¢no postupamo
na sledec¢i nac¢in. Nademo po jednu od tri vrednosti u = «, v = 3,

3
)

wl’B
3
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takve da zadovolje uslov (4.6): uv = —% i izaberemo w = cos 3 +

isin %” (to je jedan od tre¢ih korena jedinice; ostali su kao $to znamo,
w? i w? =1). Onda su resenja jednacine (4.3)

y1:a+ﬁa yQZWOH’WQﬁv y3:w2a+wﬁa
a resenja polazne jednacine (4.2):

a a a
x1=a+ﬁ—§, Ty =wa+wh— =, z3=uwla+wl—-.

3 3

Formula (4.9) poznata je kao Kardanova formula.
Primer. 4.1. Resiti jednacinu
23— 32> +9r —5=0.
Resenge. Zbog a = —3, zamenjujemo x = y + 1. Dobija se
(y+17°=3(y+1)°+9y+1)-5=0,

V432 +3y+1—-32—6y—34+9y+9—-5=0,
¥ +6y+2=0, p=6, g¢=2.

u3:—g+\/q—2+p—3:—1+\/1+8:2
2 4 27 ’
d

¢
—_d_ L __y
v 2 Y

Za realne brojeve /21 —/4 vazi /2 - (—\3/1) = V8 =-2= —g,
pa mozemo uzeti a = /2, 3 = —v/4. Stoga je

y1:\3/——\371;

Y2 = \3/5(—% +1

%
~—
|
Ql
>~
—_—
M!»—A
|
~
K
ol

b= VA

K
~—
|
g
W~
—_—
I\D!)—I
+
~
K
~—

Ovde je y; realno resenje, a s i y3 predstavljaju par konjugovano
kompleksnih resenja. Dalje nalazimo

=y +1, x2=yp+1, a3=y3+1

Kardanova formula je relativno slozena i, u praksi, koristimo se
njome nakon S$to se uverimo da drugacije ne umemo. Prethodni
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primer predstavlja ilustraciju takve situacije.

Primer. 4.2. Resiti jednacinu
2’ +3z—4=0.

Resenje. Vidimo da jednacina ima realno reSenje x1 = 1 (provera-
vanjem delilaca slobodnog ¢lana). Stoga je ona ekvivalentna sa

(x — 1)(2* + ma +n) =0,
odnosno, nakon deljenja,
(x—1)(2* +2+4) =0,
1 reSenja su

—1+14V/15 —1—iV/15
=——F—, T3=— (5 —.

=1
T ) D) 9 9

Da smo prevideli ovu ¢injenicu, Kardanova formula dala bi nam
x = €/2+\/5+ €/2—\/5,
odakle se ne nazire resenje x; = 1. Ipak, zbog

(%(1+\/5))3= 14 3vVE 154 5vE) =2+ V5,

g
G0 VE) = c(1-3V5+15-5v5) =2 V5,

mozemo uzeti da je z1 = 2(1 4+ V/5) + (1 — v/5) = 1, a dalje treba
slediti opisani postupak.
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5. Algebarske jednacine cetvrtog
stepena

Proizvoljna algebarska jednacina cetvrtog stepena

(50) CL4ZL'4 + CL3.173 + CLQJ]2 + axr + ag = 0, Qy4,03,09,01,00 €

R, ay 7é 0
ekvivalentna je jednacini
(5.1) 4+ ax® + bx® + cx +d =0,

i njena reSenja x, T2, T3, r4 Mmogu biti predstavljena u obliku
T =a+ ﬁ + Y + 5,
To =0+ B il 57
r3=0a—F+v—0,
Ty=a—F—v+0,
gde su «, 3, 7, 0 kompleksni brojevi. Tada imamo da je:
4o = —a,
60° —2(8*++*+6°) =10
(5.2) 40 —da(B* + 92 + 6%) + 8675 = —c
&4+ (ﬁ2+72+52)2 o 2a2(ﬁ2 _i_,YQ_'_(SQ)
—4(3*9* + B%6% + 726%) + 8afyd = d.
Iz jednakosti (5.2) dobijamo
A2(32 4 4% 1 0), A3 + 3262 + 207), 4632257
koji predstavljaju koeficijente kubne jednacine (5.3) ispod, ¢ija su
tri resenja (403)%, (4v)%, (49)%
(16v%)* — (3a® — 8b)(16v*)?
(5.3) + (3a* — 16ba® + 16ca + 16b* — 64d)(16v?)
—(a® — 4ba + 8¢)* = 0.
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Zato, jednacine (5.2) odreduju vrednost za a, a = —% i impliciraju
kubnu jednacinu (5.3), po 32, 4%, §°.
Ako oznacimo

P =a®— 4ba + Sc
Q = 12d + b* — 3ca
R = 27da® — 9cba + 2b% — 72db + 27¢2

8
a0:a2—§b
43R+ \/R?—4Q3
ﬂozg 9 )
4§/R—\/R2—4Q3
Yo =3 )
3 2
onda je
a—_g
4

1
521\/0404'@)‘?'%,

1
= Z\/Oéo + @160 + @270,

1
o= Z\/ao + q250 + q170,

gde su ¢ i g2 dva kompleksna kubna korena jedinice, ¢ije su uloge
medusobno zamenljive.
Bilo koji izbor grana za kubne korene za koje je

16
BoYo = TQ

dozvoljen je, i slicno, svaki izbor znakova za kvadratne korene kod
kojih je
P
0=——
o= "5
takode je dozvoljen. Ova restrikcija za izbor znakova 3, 7, 4 sledi iz
prve tri jednakosti u (5.2).

Dokazano je da vazi sledeca teorema:

Teorema 5.1. Neka je

(5.1) ot +ar® + b’ +er+d=0
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realna jednacina cetvrtog stepena i neka su
Q = 12d + b* — 3ca
R = 27da® — 9cba + 2b° — 72db + 27¢?

(5.4) T:3a2—85+8Re(\°’/R+ V};2_4Q3).

Tada vazi:
1) ako je R? —4@Q® > 0 onda su tacno dva resenja jednacine (5.1)
realna;
2) ako je R? —4Q* = 0 onda su dva resenja jednacine (5.1) realna,
dok su preostala dva realna ako ¢ samo ako je T > 0 za sva tri
moguca kubna korena u (5.4);
3) ako je R* —4Q? < 0 onda

(a) sva Cetiri reSenja jednacine (5.1) su realna ako i samo ako je
T > 0 za sva tri moguéa kubna korena u (5.4);

(b) sva Cetiri reSenja jednacine (5.1) su kompleksna ako ¢ samo
ako je T' < 0 za najmanje jedan od tri moguéa kubna korena u (5.4).

Teorema 5.2. Jednacina ¢etvrtog stepena (5.1) ima dva jednaka
korena ako i samo ako je

R* —4Q? =0,
a ima tri jednaka korena ako ¢ samo ako je
R=Q =0,
gde su
R = 27da® — 9cba + 2b° — 72db + 27¢?
Q = 12d + b* — 3ca

Teorema 5.3.
1) Jednacina ¢etvrtog stepena (5.1) ima dva para jednakih resenja
ako 1 samo ako je

R*—4Q* =0 i 32R = 27aj.

2) Jednacina etvrtog stepena (5.1) ima cetiri jednaka resenja ako i
samo ako je

R=0Q=ag=0.
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6. Sturmov problem broja realnih
korena

Naci broj realnih korena algebarske jednacine sa realnim koeefici-
jentima u datom intervalu.

Ovaj veoma vazan algebarski problem, na iznenadujuce jedno-
stavan nacin, resio je 1829. francuski matematicar Charles Sturm
(1803-1855). Rad koji sadrzi poznatu Sturmovu teoremu pojavljuje
se u jedanaestom tomu dela Bulletin des sciences Férrusac i nosi
naslov Mémoire sur la résolution des équations numeériques.

Ovim ogrommnim otkricem, kaze Liuvil, Sturm je jednim potezom
pojednostavio i usavrsio elemente algebre, povezujuci th sa novim
rezultatima.

Resenje. Razlikujemo dva slucaja:

I. Kada su svi realni koreni polazne jednacine na datom intervalu
jednostruki.

II. Kada polazna jednacina na datom intervalu ima viSestruke
korene.

Prvo ¢emo pokazati da se drugi slucaj moze svesti na prvi.
Neka polazna jednacina F'(z) = 0 ima medusobno razlicite korene
a, B, ,..., sa visestrukostima a, b, c,. .., respektivno, tako da je

F(z) = (z —a)(z = B)"(x =)+
Za izvodnu funkciju F’(z) posmatramo koli¢nik

F’(:c):a+b+c+
Flz) xz—a x-0§ z-—7
(e = ) =) = 8)- + b — o) =) x =)+
(z—a)(@=F)(z—7) -
Ako oznacimo brojilac ovog razlomka sa p(x) i imenilac sa ¢(x), i
celu racionalnu funkciju F'(x)/q(z) izjednac¢imo sa G(x), bice

F(z) = G(x)-q(z) 1 Fl(r)=G(x) ple).

Sada, funkcije p(x) i ¢(x) nemaju zajednickih delilaca. 1z ovoga sledi
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da je G(z) najvedi zajednicki delilac za F(z) i F'(z). On se lako

moze odrediti Euklidovim algoritmom, te se stoga moze smatrati

poznatim, a na isti nacin i ¢(x) se moze smatrati poznatim.
Jednacina F'(x) = 0 onda se grana u dve jednacine

g(z)=0 1 G(z)=0

od kojih prva ima samo jednostruka reSenja, dok se druga moze
svesti na isti na¢in kao i F/(z) = 0.

Jednacina sa viSestrukim reSenjima zato moze uvek biti svedena
na jednacinu (sa poznatim koeficijentima) koja ima samo jednostru-
ka resenja.

Iz toga sledi da je nepotrebno resavati ovaj problem u drugom
slucaju jer se on svodi na prvi.

Neka je f(x) = 0 algebarska jednacina ¢ija su sva resenja jedno-
struka. Tada se izvodna funkcija f’(z) ne anulira ni za jedan od
ovih korena, te je najvedi zajednicki delilac za funkcije f(z) i f'(z)
neka konstanta K razlicita od nule. Koristimo Euklidov algoritam
da odredimo najvedi zajednicki delilac za f(z) i f'(z), obelezavajuéi
ih, radi jednostavnosti, sa fo(x) i fi(z) umesto f(z) i f'(x), i o-
znacavajuéi kolicnike nastale iz deljenja sa ostatkom sa qo(x), ¢1(z),
q2(z), ... 1 ostatke sa —fo(x), —f3(x), ...

Ako takode zanemarimo znak argumenta radi kratkoce zapisi-
vanja, imac¢emo naredni algoritam:

(O) fo=qof1 — fo
(1) h=afo—f3
(2) fo=q2f3 — [4, itd.

U ovom algoritmu, pri poslednjem koraku, sa pojavom ostatka K,
ostatak — fs(x) koji nije nula u bilo kojoj tacki intervala poseduje
isti znak na celom intervalu. Ovde prekidamo algoritam. Funkcije
koje se u njemu pojavljuju

anfl)an"'afs

obrazuju Sturmov lanac i u ovom kontekstu nazivaju se Sturmovim
funkcijama.

Sturmove funkcije imaju sledece tri osobine:

1. Dve susedne funkcije nisu istovremeno nula u nekoj tacki
intervala.
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2. U nula-tacki Sturmove funkcije dve susedne funkcije su ra-
zlicitog znaka.

3. U dovoljno maloj okolini nula-tacke za fo(x), fi(z) je svuda
veca od nule, ili je svuda manja od nule.

Dokaz za 1. Ako su, na primer, fy i f3 nula u bilo kojoj tacki in-
tervala, fy [prema (2)] takode je nula u ovoj tacki, i sledujuéi tome,
f5 takode [prema (3)], i tako dalje, tako da konacéno [prema posled-
njem redu algoritmal i f5 je takode nula, $to je ina¢e suprotno nasoj
pretpostavci.

Dokaz za 2. Ako je na primer funkcija f3 nula u tacki intervala
o, onda iz (2) sledi da je

fa(o) = —fu(o).

Dokaz za 3. Ovaj dokaz sledi iz poznate teoreme: Funkcija [fo(z)]
raste ili opada u nekoj tacki u zavisnosti od toga da li je mjena
izvodna funkcija [f1(x)] veéa ili manja od nule u toj tacki.

Sada biramo proizvoljnu tacku z iz intervala, posmatrajuéi zna-
kove vrednosti fy(z), fi(x), ..., fo(z), i dobijamo Sturmov znakovni
lanac (da bi se dobio pouzdan znak, mora biti pretpostavljeno da ni-
jedna od oznacenih s+1 funkcija nije nula). Znakovni lanac sadrzace
znakovne sekvence (++ i ——) ili znakovne promene (+— i —+).

Posmatra¢emo broj Z(x) znakovnih promena u znakovnom lancu
i promene kojima se Z(x) podvrgava kada z prolazi kroz interval.
Promena moze da se javi jedino ako jedna ili vise Sturmovih funkecija
menja znak, npr. prelazi iz negativnih (pozitivnih) vrednosti kroz
nulu do pozitivnih (negativnih) vrednosti. Mi ¢emo prema tome
posmatrati promene na Z(z) koje nastaju pri prolasku funkcije f,(z)
kroz nulu.

Neka je k tacka u kojoj je f, nula, h tacka sa leve strane njoj, i
[ tacka sa desne strane, i to tako blizu k da na intervalu (h,l) vaze
sledeca tvrdenja:

(1) fu(x) nije nula izuzev u x = k;

(2) za f, susedne funkcije (f,41, fy—1) ne menjaju znak.

Moramo praviti razliku izmedu slucajeva v > 0 i v = 0; u pr-
vom slucaju posmatramo trojku f, 1, fo, for1, dok u drugom po-
smatramo par fy, fi.

U slucaju trojke, f,_ 11 fy41 su redom znakova + i —, ili znakova
— 1+, u sve tri tacke h, k, [. Bez obzira na to koji znak f, moze
imati u ovim tackama, trojka ¢e imati jednu promenu znaka za svaki
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od argumenata h, k, [. Prolazak funkcije f, kroz nulu ne utice na
broj znakovnih promena u lancu.

U slucaju para, f; ima ili znak + ili znak — u sve tri tacke h, k,
[. U prvom slucaju, fy je rastuca i stoga negativna u h i pozitivna
u l. U drugom slucaju, fy je opadajuca i stoga pozitivna u tacki h
i negativna u [. U oba sluc¢aja izgubljena je znakovna promena.

Iz naseg istrazivanja zaklju¢ujemo da: Sturmov znakovni lanac
podvrgava se promeni broja znakovnih promena Z(z) samo kada
x prolazi kroz nula-tacku za f(z); i posebno, lanac tada gubi (sa
rastuéim x) tac¢no jednu promenu znaka. Prema tome, ako z prolazi
kroz interval (¢iji krajevi ne predstavljaju resenja za f(x) = 0) sle-
va nadesno, znakovni lanac gubi ta¢no onoliko znakovnih promena
koliko je nula funkcije f(z) u intervalu. Rezultat toga je:

Sturmova teorema: Broj realnih reienja algebarske jednacine
sa realnim koeficijentima ¢ija su realna resenja jednostruka na nekom
intervalu ¢ige krajnje tacke ne predstavljaju resenja te jednacine, jed-
nak je razlici brojeva znakovnih promena u Sturmovom znakovnom
lancu na krajevima intervala.

Napomena: Isto tvrdenje moze se odnositi isto tako na lanac koji
se dobija kada pomnozimo fy, fi1, fo, ..., fs bilo kojom pozitivnom
konstantom; ovaj lanac je onda isto tako ozna¢en kao Sturmov lanac.
U formiranju Sturmovog funkcionalnog lanca svi razlomeci za koefi-
cijente ovim postupkom su izbegnuti.

Primer 6.1. Odrediti broj realnih resenja jednacine 2° — 3z — 1 =
0, 1 intervale kojima pripadaju.
Za Sturmov lanac dobijamo funkcije:

fo=a"=3z—1, fi=ba'-3, fo=12z+5  fi=1

Znakovi funkcija u tackama —2, —1, 0, +1, 42 su slededi:

T Jo i fa I3

-2 -+ = 4
-1+ o+ =+
I
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+1 -+ o+ o+
+2 o+ o+ o+ 4

Jednacina prema tome ima tri realna resenja: jedno izmedu —2
i —1, jedno izmedu —11i 0, i jedno izmedu +1 i +2. Preostala dva
reSenja su kompleksna.

Primer 6.2. Odrediti broj realnih resenja jednacine 2° —az—b = 0
kada su a i b pozitivni parametri i 4'a® > 5°b".
Sturmov lanac glasi:

° —ax — b, 52 — a, dax + 5b, 4165 — 5501,
Ako za r uzmemo vrednosti —oo 1 +00, on ¢e imati znakove
—+ -+ i +
postujuci redosled.
Dakle, jednacina ima tri realna i dva kompleksna resenja.
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7. Abelova teorema

Algebarske jednacine stepena veceg od petog u opstem slucaju al-
gebarski su neresive.

Ovu slavnu teoremu prvi je formulisao italijanski fizicar Paolo
Ruffini (1765-1822) u svojoj knjizi Teoria generale delle equazions,
objavljenoj u Bolonji 1798. Rufinijev dokaz je medutim nepot-
pun. Prvi strogi dokaz ove teoreme izveo je 1826. mladi norveski
matematicar Niels Henrik Abel (1802-1829) u svom radu objavlje-
nom u prvom tomu casopisa Crelle’s Journal fiir Mathematik. Nje-
gov proslavljeni rad nosio je naslov Démonstration de [impossibilité
de la résolution algébraique des équatios générales qui dépassent le
quatrieme degré.

Dokaz ove Abelove teoreme koji sledi baziran je na Kronekerovoj
teoremi, publikovanoj 1856. godine u casopisu Monatsberichte der
Berliner Akademie.

Poce¢emo tako sto ¢emo u kratkom uvodu predstaviti osnovne
algebarske pojmove i teoreme neophodne za razumevanje Kroneke-
rovog dokaza.

Sistem brojeva K naziva se poljem kada sabiranje, oduzimanje,
mnozenje i deljenje dva broja iz sistema daju takode broj iz sis-
tema, izuzev, naravno, Sto deljenje nulom nije definisano. Radi
jednostavnosti, brojeve sistema nazivacemo RK-brojevima. Najjed-
nostavnije polje je ono sastavljeno od svih racionalnih brojeva i to
je polje R racionalnih brojeva ili prirodno racionalno polje.

Prosirenje ' = R(«, 5,7, ...) polja R formirano dodavanjem e-
lemenata «, (3, 7, ... i koriS¢enjem jedne ili vise operacija od cetiri
date, predstavlja, ustvari, skup svih racionalnih funkcija od «, 3, ~,
... Ciji su koeficijenti K-brojevi.

Funkcija f(zx) ili jednacina f(x) = 0 u polju jeste funkcija ili
jednacina ¢iji su koeficijenti brojevi iz polja. U tom smislu, pod
polinomom u R podrazumeva se racionalna funkcija promenljive x
¢iji su koeficijenti JR-brojevi.

Za polinom

F(r) = Az" + Bz" ' + ...
ili jednacinu

F(z)=0
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u polju K kazemo da je svodljiva ili nesvodljiva u ovom polju u
zavisnosti od toga da li je F(x) rastavljiv na proizvod polinoma
manjeg stepena u K ili ne.

Na primer, funkcija 22 — 10z + 7 je nerastavljiva u polju R, dok
je rastavljiva u polju R(v/2):

2?2 =100 47=(z —5—3V2)(x — 5+ 3V2).
ABELOVA LEMA: Stepena jednacina
2 =C
¢iji je stepen p prost broj nesvodljiva je u polju K kada je C' broj iz
polja, ali ne predstavlja p-ti stepen nekog broja iz polja.

INDIREKTAN DOKAZ. Pretpostavimo da je 2P — C' = 0 svodljiva,
tako da je

gde su ¥ i ¢ polinomi iz R, ¢iji su slobodni ¢lanovi A i B K-brojevi.
Kako su resenja jednacine

=
r,re, re?, ..., reP~t gde je r jedno od resenja, a ¢ p-ti kompleksni
koren jedinice, i slobodni ¢lan jednacine i (z) = 0 ili p(x) = 0,
u zavisnosti od znaka, predstavlja proizvod resenja jednacine, na

primer
A=t B =rveN.

Kako p i v nemaju zajednickih delilaca (jer je u + v = p), onda
postoje brojevi h i k takvi da je

ph + vk = 1.

Prema tome, za proizvod K stepena A" i B* dobijamo vrednost
retM+EN i gledstveno tome, vrednost p-tog stepena R-broja K je
K? = rP = (. Pretpostavljeno je medutim da C' ne sme biti p-ti
stepen nekog K-broja. Prema tome, 27 = C' ne moze biti svodljiva.

SONEMANOVA TEOREMA (Crelle’s journal, tom XXXII, 1846.):
Ako su celobrojni koeficijenti Cy, C1, Cs, ..., Cn_1 polinoma

f(QJ) = Co + Cix + szQ 4+t CNfll'Nil + :L’N

deljivi prostim brojem p, pri cemu slobodni clan Cy nije deljiv sa p?,
onda polinom f(x) nije rastavljiv u polju racionalnih brojeva.
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INDIREKTAN DOKAZ. Pretpostavimo da je f rastavljiv polinom
takav da je f =1 - ¢, gde je

2 —1
Y =ayg+ a1r + ax® + - + Ay + 2™,

Y = bo + blCL’ + b2I2 + -+ bn_ll'n_l + z".

Na ovom mestu neophodno nam je da iskoristimo Gausovu teoremu
koja glasi:

GAUSOVA TEOREMA: Ako je polinom f = N +CiaN "1 +CoxVN 24
-+ ++Cy sa celobrojnim koeficijentima rastavljiv na proizvod dva poli-
noma ) = ™ + o™+ by, i =2+ B+ -+ B,
sa racionalnim koeficijentima (f = p), onda su koeficijenti ovih
polinoma takode celobrojni.

Dokaz: Dovodimo «,, i 3, na njihove najvece zajednicke imenioce
aop 1 by, respektivno, tako da je oo, = a,/ag i 5, = b, /by, i brojevi ay,
ai, g, ..., Ay, kao i brojevi by, by, b, ..., b,, nemaju zajednickih
delilaca, pa dobijamo da je

F=Y® gde je F =apbyf,

\Il:aoxm_i_alxmfl_'_,.._kam 7 (I):boxn_i_blxnfl_i__i_bn

Neka je p prost delilac broja agby. Tada su svi koeficijenti od F' deljivi
sa p, ali neiod Vi ®. Kombinujemo clanove iz ¥ i ®, respektivno,
¢iji su koeficijenti deljivi sa p, da bismo formirali polinome U i V/
respektivno, i na isti na¢in kombinovali ove ¢lanove ¢iji koeficijenti
nisu deljivi sa p, da bismo formirali polinome v i v, tako da je
F = (U +u)(V +v), i kao posledica toga

w=F-UV —-Uv—Vu.

Desna strana ove jednakosti sadrzi polinom u kojem, prema nasoj
pretpostavci za F', U iV, svaki koeficijent je deljiv sa p; na levoj
strani medutim kako je koeficijent uz ¢lan najveceg stepena proizvod
dva broja a, i bs koji nisu deljivi sa p, onda ni on nije deljiv sa p.
Ove kontradikcije nema jedino kada apby nema prostih delilaca,
odnosno kada je ag =11by = 1,1 u tom slucaju su «,, i 8, celobroj-
ni.
Kraj dokaza Gausove teoreme.

Sada nastavljamo gde smo stali u dokazu Sonemanove teoreme,

i koristeéi upravo formulisanu i dokazanu Gausovu teoremu, za-
kljucujemo da su koeficijenti a i b celobrojni. Mnozimo ¢lanove
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polinoma 1 i ¢ i za f dobijamo koeficijente
Co = agbo,

C1 = apby + a1by
CQ = G,ng + a1b1 + agb() itd.

Kako Cy nije deljiv sa p?, pretpostavimo da je ag deljiv sa p, a u
tom slucaju by nije. Sada, kako su C' i ag deljivi sa p, dok by nije, iz
drugog reda gornjeg izraza sledi da je a; deljivo sa p. Tada, prema
trecem redu izraza kako su Cs, ag, a; deljivi sa p sledi da je i as
takode deljivo sa p, itd. Kona¢no, mogli bismo da zakljucimo da je
i a, = 1 deljiv sa p, $to je prirodno kontradikcija. Prema tome, f
ne moze biti rastavljiv polinom i time je teorema dokazana.

Rastavljivi i nerastavljivi polinomi igraju kljuénu ulogu medu
polinomima kao slozeni i prosti brojevi medu celim brojevima. Prema
tome, na primer, svaki rastavljiv polinom moze biti predstavljen na
samo jedan nacin kao proizvod nerastavljivih polinoma. Sve teo-
reme kojih smo se ovde dotakli zasnovane su na osnovnoj teoremi
nerastavljivih funkcija.

ABELOVA TEOREMA NESVODLJIVOSTI: Ako jedno resenje algebarske
jednacine f(x) = 0, koja je mesvodljiva u R, predstavlja takode
resenge jednacine F(x) = 0 u R, onda su sva reSenja prve jednacine
takode resenja i jednacine F(x) = 0. Istovremeno, F(x) moZe biti
podeljen sa f(x) bez ostatka:

F(z) = f(z) - Fi(x),
gde je Fy(z) takode polinom u R.

Jednostavni dokaz ove teoreme zasniva se na dobro poznatom
algoritmu za nalaZenje najveleg zajednickog delioca g(z) za dva
proizvoljna polinoma F(z) i f(xz) u K. Ovaj algoritam vodi nas
kroz lanac deljenja, gde su koeficijenti K-brojevi, do para jednakosti

F(z) = Fi(x) - g(x)

f(z) = filz) - g(x)
i do jednakosti

V(e)F(z) + f(x)v(z) = g(x),

pri ¢emu su sve navedene funkcije polinomi u K.
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Ako odredene funkcije F' i f nemaju zajednickih delilaca, onda
je g(x) konstanta za koju radi jednostavnosti mozemo uzeti da je
jednaka 1.

Ako je f nerastavljiv, a « resenje jednacine f = 0 i istovremeno
reSenje za [' = 0, onda za njih postoji zajednicki delilac najmanje
prvog stepena (z — «). Kako je f nerastavljiv, f; mora biti 1 i
f(z) = g(x), i onda je

F(z)[= Fi(x) - g(2)] = Fi(z) - f(2).

Prema tome, F(z) je deljivo sa f(z) i nula je za svaku nula-tacku
funkcije f(z), 8to je i trebalo dokazati.

Ova osnovna teorema direktno povlaci dve vazne posledice:

I. Ako je resenje jednacine f(x) = 0, koja je nesvodljiva u R,
takode i resenje jednacine F(x) =0 u K stepena manjeg od f, onda
su svi koeficijenti od F' jednaki nuli.

I1. Ako je f(x) = 0 nesvodljiva jednacina u polju K, onda ne po-
stogi druga nesvodljiva jednacina v K koja ima zajednickih resenja

sa f(x) =0.

Najcesci slucaj prosirenja polja K sastoji se u koriséenju korena
a u nesvodljivoj jednac¢ini n-tog stepena

flx)=a"+aa" '+ +a,

u R. Broj ( iz polja & = K(a), jeste racionalna funkcija od « sa
koeficijentima iz K 1 moze biti zapisan kao ( = V(«)/P(«), gde su
U i ® polinomi u &. Kako je a® = —a;0" ! — —apa™ 2 — -+ — a,,
svaki stepen broja « eksponenta n ili ve¢eg moze biti izrazen pomocu
stepena "1, "2, ..., «, tako da moZemo pisati { = ¥(a)/p(a),
gde su ¥ i ¢ polinomi u K stepena ne veéeg od n — 1.

Kako f(x) i ¢(z) nemaju zajednickih delilaca, mozemo naéi dva
polinoma u(z) i v(z) u K, takva da je u(x)p(x) + v(x)f(z) = 1.
Ako u ovoj jednakosti uzmemo da je x = «, onda [kako je f(«a) = 0]
vazi u(a) - p(a) = 01 ¢ = ¢¥(a) - u(ew). Ovo mnozimo i jos jednom
eliminiSemo svaki stepen broja « ¢iji je eksponent vedi ili jednak od

n. Konacno dobijamo da je
C=co+aa+ca®+-+cp 0™t

pri cemu su ¢, K-brojevi; i takode
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I11. Svaki broj polja R(«), gde je o reSenje nesvodljive jednacine
n-tog stepena u K, moZe biti predstavljen kao polinom n — 1 ste-
pena broja o sa koeficijentima koji su K-brojevi. Postoji samo jedan
moguci nacin takve reprezentacije.

[Iz jednakosti
co+cat-+cep "t =Ch+Cia+--+Cpa™ !
sledi da je
do+dia+---+d, 10" 1=0, d,=C,—c,.
Tada, funkcija stepena n — 1
do+dyx+ -+ dp_z"?

postaje nula za resenje jednacine f(x) = 0 i, prema tvrdenju I, ne
sme imati nista od polaznih koeficijenata. 1z d,, = 0, sledi, medutim,
daje C, = ¢, ]

Posmatrajmo opstiji slucaj u kome nerastavljiva funkcija f(z) u

u nesvodljivoj jednacini g-tog stepena g(x) = 0 u K, u kojoj zato

f(x) moze biti predstavljena kao proizvod dva polinoma ¥ (x,«) i

o(z, a), koji mogu biti m-tog i n-tog stepena od z, respektivno.
Sada, funkcija u R

u(x) = f(r) = ¢(r,z)e(r, x)

gde je r racionalni broj, ima vrednost nula za x = . Prema osnov-
noj teoremi nerastavljivih funkcija, u(x) je onda nula za sve korene
a, o, a”, ... nesvodljive jednacine g(z) = 0.

Kako je, na primer, jednacina

f(x) - ¢<x7 Q/I)QD(ZL“, O/) =0

zato zadovoljena za svako racionalno z, zadovoljena je i za sve vred-
nosti x, tako da je

f(ﬁ) = 1/’(% O/)Lp([ﬂ, CE/)

i slicno za sva ostala resenja jednacine g(z) = 0.
Iz ¢ tako dobijenih jednakosti

f(l") = %ZJ(% CY)(,O([E, a)
f(l’) = ¢($a O/)90<x7 O/)
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mnozenjem sledi da je
f(@)" = W(z)®(x),

gde su ¥(x) i ®(x) proizvodi ¢ polinoma ¥ (z,a), ¥(x,a'), ... 1
o(z,a), p(z,d), ..., respektivno. Kako je svaki od ovih proizvoda
simetri¢na funkcija reSenja jednacine g(x) = 0, svaki od proizvoda
moze biti izrazen racionalno prema Varingovoj teoremi pomocu ko-
eficijenata jednacine g(x) = 0 [i prirodno pomocu z], tako da su
U(x) i ®(x) polinomi u K.

Sada, ¥(z) je sigurno nula u nekoj od tacaka resenja nesvodljive
jednacine f(z) =0, kao i ®(x). Sledstveno tome, ¥(x) i ®(z) mogu
biti podeljeni sa f(z) bez ostatka, i kako je f nerastavljiva, nijedan
drugi delilac osim f nije mogué, i kao rezultat toga je

U(z) = f(), @(z) = f(2)",

gde je u+ v = q. Porededi stepene leve i desne strane, dobijamo

mq = pp, nq=uvp

i iz toga, kako su m i n manji od p, sledi da p deli q. Prema tome,
dobijamo teoremu:

IV. Nesvodljiva jednacina ciji je stepen prost broj p u polju moZze
postati svodljiva pomocu zamene resenja neke druge nesvodljive jed-
nacine iz ove grupe samo kada p deli stepen druge jednacine.

Posle ovog uvoda mozemo se vratiti dokazu Abelove teoreme.
Prvo, medutim, razmatrac¢emo Sta se podrazumeva pod algebarsk:i
resivom jednacinom.

Jednacina n-tog stepena f(x) = 0 u polju R je algebarski resiva
kada je resiva mizom radikala, na primer, kada koren w moze biti
odreden koriséenjem slede¢ih postupaka:

1. Odredivanje a-tog korena o = v/R nekog R-broja R, koji nije
a-ti stepen nekog R-broja, i ubacivanje o u R, tako da je formirano
prosirenje U = R(a);

2. Odredivanje b-tog korena § = /A $l-broja A, koji nije b-
ti stepen nekog i-broja, i ubacivanje # u U, tako da je formirano
prosirenje B = U(F) = R(a, B);

3. Odredivanje c-tog korena v = /B B-broja B, koji nije ¢-ti
stepen nekog B-broja, i zamena v u B, tako da se formira prosirenje

32



¢ =%B(y) = R(e, 8,7), itd., dok ove sukcesivne zamene radikala «,
B, 7, ... ne formiraju polje u kojem se trazeno reSenje w nalazi i
u kojem f(x) [kako ima delilac x — w| postaje rastavljiva. Ovde je
pretpostavljeno da su svi radikalni eksponenti a, b, ¢, ... prosti bro-
jevi. Ovo ne predstavlja ogranicenje posto svako izvlac¢enje korena sa
slozenim eksponentima moze biti svedeno na sukcesivno izvlacenje
korena za prostim eksponentom (npr. ¥u = /v sa v = Ju).

U nameri da uprostimo nas zadatak, ogranic¢i¢emo se na jednacinu
f(z) = 0 sa racionalnim koeficijentima, tako da je R prirodno
racionalno polje, koja je nesvodljiva u R, i koja je stepena n koji je
prost broj.

Neka prva zamena bude n-tog korena jedinice

a=1n= %:COSQI+iSin21.
n n
Prema IV, ova zamena i dalje ne ¢ini f rastavljivom, posto je n
resenje jednacine "' + 2" % 4+ - .-+ x + 1 = 0, stepena manjeg od
n.

Takode, sa svakim zamenjenim radikalom iz niza, koji jos uvek
ne dopusta deljenje f(x), ujedno ¢emo zameniti kompleksno konju-
govani radikal. Tako ovo moze delovati kao suvisno, sigurno ne moze
da skodi.

Neka je A = v/ K radikal ¢ijim dodavanjem prethodnim radikalima
f(z) postaje rastavljiva, ali tako da je f(x) i dalje nerastavljiva u
polju 8 (kome pripada broj K), ali postaje u prosirenju £ = &(\):

f(@) =g, A, A)x(@,A) ...

Ovde su faktori ¥, ¢, x, ... nerastavljivi polinomi u £ (ali nisu
polinomi u R) ¢ji su koeficijenti polinomi od A u R.

Kako, prema IV, prost broj n mora biti delilac prostog broja [,
[ mora biti jednako sa n.

Jednaéina 2! = K, koja je nesvodljiva u £, prema Abelovoj lemi
ima [-te korene

M=M= M d = A2 = A A = A

Kako je ¢(x, \) delilac od f(z), onda se i ¢(z, A,) sadrzi u f(z) bez
ostatka (iz dokaza IV).

Svaka od n funkcija ¥ (z, \,) nerastavljiva je u £.

[Kao i u dokazu IV.iz ¢¥(x,\,) = u(z,\,) - v(x, \,) sledi da je
Y(x, A) = u(x, \)-v(z, A), ali ova jednakost je nemoguéa jer je 1(x, \)
nerastavljiva u £.]

33



Od n funkcija ¥(z, A,) ne postoje dve jednake. [U jednakosti
W(x, Ant) = (z, An¥), X bi kao i pre moglo biti zamenjeno korenom
AnY~H iz cega bi sledilo da je

%D(x» >‘) = ¢(9€7 )\H),

gde H predstavlja koren jedinice n*~#. Ovde bi A moglo biti zame-
njeno sa AH, sto bi nam dalo

Y(x, NH) = p(x, \H?).
Na slican nac¢in dobilo bi se i da je
V(@ AH?) = )z, M),
itd. Prema tome, onda bismo imali jednakost
V(@A) = (@, \H) = (x, \H?) = -+,
i takode

¢(95> )‘) + w(% )‘H) + o+ w(% )‘Hn_l)
n

w(l‘a /\) =

Medutim, desna strana ove jednakosti kao simetri¢na funkcija n
resenja A, NH, NH?, ... jednac¢ine 2" = K, jeste polinom po z u
K. To, medutim, protivreci pretpostavkama vezanim za f(z).]

Iz ova dva razloga sledi da je f(x) deljiv proizvodom W¥(z) n
razlicitih faktora v (x, \), ¥(z, A\p), ..., ¥(z, ") koji su neras-
tavljivi u £:

flz) = V(z) - Ulz),
gde ¥ (kao simetri¢na funkcija reSenja jednacine ™ = K), a takode
i U, jesu polinomi po z u R. Sada, kako je f(x) nerastavljiv u R,
U(z) mora biti 1 i neophodno je da

fla) =(x) = (2, N(z, An) ... o(2, " ).

Pretpostavljena rastavljivost f(x) u polju £ postaje rastavljivost u
linearne faktore. Prema tome, ako su w, wy, wy, ..., w,_1 koreni i
Tr—Ww,T—wy, ..., T—w, 1 linearni faktori od f(z), onda vazi

r—w=Yx,\),r—w =¢P(x,A\n),...,x —w,_1 = Y(x, )\77"’1),
i sledstveno tome
w=Ko+ KN+ KN+ -+ K,  \"

w1 = K() + K1>\1 + KQ}\% + -+ Kn_lk?il,
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Wp—1 = Ko+ K1 o1 + K2>\i_1 o Ky g AT

n—1»
pri cemu su K, K-brojevi.
Sada, jednacina f(z) = 0 ima najmanje jedno realno resenje, zato
Sto je neparnog stepena. Neka to realno resenje bude oblika

w=Ko+ KA+ KN+ + K, A" L

Razlikujemo dva slucaja:

I. Baza K realnog radikala A je realna;

I1. Baza K je kompleksna.

Slucéaj I. Ovde mozemo pretpostaviti da je A realno jer n-ti ko-
reni jedinice pripadaju polju K. U tom slucaju, konjugovano kom-
pleksni par za w bio bi

w = EO +K1/\ +F2>\2 + te +Fn—1)\n_17

gde su kompleksno konjugovani parovi K, za K, takode R-brojevi.
Iz jednakosti w = w sledi da je

(FO — K()) + (Fl - Kl)/\ + -+ (?n—l — Kn_l))\n_l = 0,

a iz ovoga, uzimajuci u obzir teoremu I, sledi da je K, = K, za
svako v. Brojevi Ky, Ky, ..., K,,_1 su zato realni.
Osim toga,

w, = Ko+ K1)\, + KQ)\Z 4 Kn—1>\’,f_1
i slicno
Wp—p = KO + Kl)\n—y + KQA?L—V + e + Kn_y)\z:i

Medutim, kako su A, = A\ i \,_, = A" = A_, kompleksno
konjugovani, sledi da su i w, i w,_, takode kompleksno konjugovani,
pa prema tome:

Jednacina f(x) = 0 ima jedno realno resenje i ukupno n — 1
uparenih kompleksno konjugovanih resenja (wy @ wyp_1, wo i Wy_o,
itd.).

Slucaj II. U ovom slu¢aju zamenjujemo, osim rastavljivog radi-
kala A\ = /K, njemu kompleksno konjugovani par A = VK. Na taj
nacin je i realna veli¢ina A = A\ takode zamenjena.

Ako je sama zamena A = VKK bila dovoljna da f(x) postane
rastavljiva, dobili bismo situaciju iz Sluéaja I. Stoga, mozemo pret-
postaviti da je f(z) i dalje nerastavljiv u K(A) i ne postaje rastavljiv
sve do dodatne zamene .
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Iz jednakosti
w = KO + Kl)\+ e +Kn_1>\n_l

sledi da je
T=FKo+ KA+ -+ Ky N
— = A — A
= KO_‘_Kl(X) + ... +Kn_1(X)n_1>
a dalje iz ovoga, kako je w =, da je
n—1 17 T A T A n—1
KO+K1)\++Kn71)\ :Ko‘i‘Kl(X)—l——l—Kn,l(X) .

U ovoj jednakosti sve veli¢ine sa izuzetkom A pripadaju polju £(\),
i kako je jednacina z" = K (prema Abelovoj lemi) nesvodljiva u
ovom polju, mozemo da zamenimo A u gornjoj jednakosti bilo kojim
reSenjem A, jednacine " = K.

Ako ovo uradimo, imajuci u vidu da je

A A z

— X = NP =,

Ao

dobijamo da je
= = — ~n-1
Ko+ KA+ + K\ =Ko+ Kih 4+ K1),
tj.
Wy = Wy.
Prema tome, sva reSenja jednacine f(x) =0 su realna.
Iz kombinacije rezultata I i II sledi:

KRONEKEROVA TEOREMA: Algebarski resiva jednacina nepar-
nog stepena koji je prost broj, koja je nesvodljiva u prirodnom racio-
nalnom polju ima ili samo jedno realno resenje ili sva realna resenja.

Kronekerova teorema istovremeno nam pokazuje da jednacina
stepena viseg od ¢etvrtog ne moze u opstem slucaju biti reSena al-
gebarskim putem.

Na primer, prosta jednacina petog stepena

' —ar—b=0,

ne moze biti resena algebarski kada su a i b pozitivni celi brojevi

deljivi prostim brojem p, b nije deljivo sa p?, i vazi 4*a® > 5°b*.
Prema Sonemanovoj teoremi jednacina je nesvodljiva. Sturmova

teorema nam pokazuje na primeru 6.2. da ona ima tri realna i
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dva kompleksna resenja. Iz tih ¢injenica zaklju¢ujemo prema Kro-
nekerovoj teoremi da je jednacina algebarski neresiva.
Na potpuno identi¢can nac¢in moze se pokazati da je jednacina

' —axr—b=0

algebarski neresiva kada je 65a” > 775S.
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