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Predgovor

Ovaj rad je pisan tokom skolske 2010/11. godine na master studijama studijskog
programa Matematika, modul Teorijska matematika i primene. Rad se sastoji iz tri dela.
U uvodnom delu, pored istorijskih ¢injenica koje se odnose na evoluciju tretmana pojma
neodredenosti u fizici i matematici, dajemo i precizne definicije osnovnih pojmova teorije
dinamickih sistema i teorije mere, koji se pojavljuju u nastavku rada. Drugi deo rada
sadrzi najvaznije Cinjenice iz ergodicke teorije koje, po pravilu, osiguravaju egzistenciju
pojmova koje definiSemo kasnije. Zavrsni, i najobimniji deo, tretira problem merenja
neodredenosti sistema. Manjim delom to je osvrt na prirodno pojavljivanje entropije
u termodinamici, teoriji informacija i teoriji mere, dok centralno mesto zauzima defini-
cija, osobine i sam smisao entropije u kontekstu teorije dinamickih sistema, zasnovano na
prvim radovima Kolmogorova i Sinaia koji se pojavljuju u drugoj polovini XX veka, kao
i radovima koji su usledili do danasnjeg vremena. Dominantan je utisak da su radovi
pomenutih matematicara apsolutno promenili mesto i ulogu pojma entropije u nauci,
premestajuci je iz konteksta stohastickih sistema u kontekst deterministickih dinamickih
sistema, pridajuéi joj, na taj nacin, znacaj jedne univerzalne kategorije koja karakterise
neki sistem.

Koristim ovu priliku da zahvalim svom mentoru, prof. dr Nebojsi Lazeti¢u, na ne-
sebi¢noj i presudnoj stru¢noj podrsci, te nizu korisnih sugestija i komentara ucinjenih
tokom pisanja ovog rada. Pored toga, svu odgovornost za eventualne propuste u radu
snosim li¢no, kao autor ovog rada.

Beograd, septembar 2011.
Marija Boricié
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§1. Uvod

Teorija dinamickih sistema predstavlja granu primenjene matematike koja matema-
tickim sredstvima opisuje ponaSanje slozenih, u pocetku fizickih i hemijskih, a danas i
drustvenih, racunarskih, bioloskih i sli¢nih sistema koji se menjaju u prostoru i vremenu.
Prve korene ove teorije svakako mozemo nac¢i u prvim matematickim opisima realnog
sveta koji nas okruzuje i koji su omogucili ustanovljenje kalendara i predvidanja odredenih
kosmickih pojava poput pomracenja Sunca i Meseca. Pocetke savremene teorije dinamickih
sistema nalazimo u Newton-ovoj! mehanici. Dinamicki sistem se moZe posmatrati kao
matematicka formalizacija neke zakonitosti po kojoj se, zavisno od vremena, moze opisati
kretanje svih tacaka nekog skupa u odgovarajué¢em prostoru.

Ipak, potreba za egzaktnim opisom stvarnosti koji bi nam bio od koristi u njenom
boljem tumacenju, ali i predvidanju i prognoziranju, dovodi do potrebe razvijanja odgo-
varaju¢e matematicke aparature. Stoga je, moglo bi se reé¢i, teorija dinamickih sistema,
koja ostvaruje najvecu interakciju izmedu matematike i sveta koji nas okruzuje, najza-
sluznija za ubrzan razvoj pojedinih matematickih disciplina i savremene metodologije. Tu
pre svega imamo u vidu primere poput ekspanzivnog razvoja teorije upravljanja, odnosno
kibernetike, tokom XX veka, ali i razvoja telekomunikacionih sistema tokom poslednjih
decenija, kakav ne bi bio mogu¢ bez odgovarajuc¢e matematicke podrske. S druge strane,
svaki napredak tehnologije je zahtevao razvoj adekvatnog matematickog konteksta, ¢ime se
ostvaruje pomenuta interakcija. Razvoj racunarstva, te mogu¢nost numerickog reSavanja
sirokog spektra matematickih problema daju znatan podsticaj razvoju ove teorije.

Kao svoje osnovno sredstvo, teorija dinamickih sistema koristi diferencijalne i difer-
encne jednacine, pomocu kojih opisuje ponaSanje posmatranih realnih sistema, zavisno
od toga da li je menjanje sistema posmatrano u neprekidnom ili diskretnom vremenu.
Jedno od glavnih pitanja apstraktne teorije dinamickih sistema jeste pitanje klasifikacije
sistema. U tom cilju je neophodno obavljati odgovaraju¢a merenja, radi kvantifikacije i
uporedivanja, a za ta merenja je nuzno snabdeti sistem adekvatnim sistemima mera. Medu
najznacajnije osobine pogodne za klasifikacije, kakvih, inace nema mnogo, jesu one osobine
sistema koje su invarijantne, poput, na primer, periodi¢nosti i neodredenosti.

Dinamicki sistemi sa invarijantnom merom direktno vode ergodickoj teoriji, a er-
godicka teorija omogucava uvodenje i posmatranje jednog sasvim drugacijeg koncepta en-
tropije od onog koji je karakteristican za stohasticke sisteme. Entropija u deterministickim
dinamickim sistemima bice centralna tema ovog rada.

Problem merenja, kao stalna opsesija matematicara, kroz merenje duzine duzi, u
jednodimenzionom prostoru, povrsine figure, u dvodimenzionom, zapremine tela u trodi-
menzionom, i uopste odredivanje mere nekog skupa u visedimenzionom prostoru ili u
jednom sasvim apstraktnom smislu, dovodi do konstituisanja teorije mere, kao zasebne

Tsaac Newton (1643-1727) slavni elngleski fizicar, matematic¢ar, astronom, filozof, al-
hemicar i teolog.



matematicke discipline, koja danas predstavlja osnovu savremenog integralnog racuna. S
druge strane u statistici, pa delom i teoriji verovatnoce, dva su dominantna pojma koji
zahtevaju stalna ocenjivanja i merenja. To su: pouzdanost i neodredenost. Ova dva pojma
jesu u odredenom smislu suprotna, ali ne i komplementarna.

U ovom radu dajemo pregled nekih rezultata proisteklih iz sprege teorije mere, teorije
dinamickih sistema i teorije informacija. Naime, entropija kao bazicni pojam teorije in-
formacija, definisan kao mera neodredenosti slucajne promenljive, prirodno se, posle ter-
modinamike, pojavila u analizi funkcionisanja telekomunikacionih sistema, povezuje ove
tri matematicke teorije i definiSe sam naslov ovog rada. Centralno mesto naseg rada bice
zapravo povezivanje entropije sa dinamickim sistemima u kontekstu ergodicke teorije, ali
i prikaz razvoja te ideje od termodinamike, preko teorije informacija i teorije mere, do
teorije dinamickih sistema.

Ergodicka teoriyja, ili metricka teorija dinamickih sistema, kao integralni deo teorije
dinamickih sistema, ima svoje korene jo§ u radovima Boltzmann-a? u oblasti statisticke
mehanike, a svoje matematicke temelje dobija pocetkom XX veka u radovima von Neu-
mann-a®, Birkhoff-a*, Hin¢ina® i Koopman®-a. Centralna tema ergodicke” teorije su
dinamicki sistemi sa invarijantnom merom koji, grubo govorec¢i, imaju isto 'prose¢no po-
nasanje’ kako u vremenu, tako i u prostoru, tokom protoka dugog vremenskog perioda.

Imajuéi u vidu ogromnu zavisnost ostalih grana matematike od razvoja integralnog
racuna, teorija mere dobija joS i viSe na opStem znacaju u matematici. Zacetnike teorije
mere nalazimo, krajem XIX veka, u slavnoj francuskoj matematickoj skoli. Prvi rad potice
od C. Jordan—a® 1892. godine, dok za savremeni oblik teorije mere najvise dugujemo E.
Borel-u® i H. Lebesgue-u'®.

Teorija informacija je matematicka disciplina koja se razvija od pocetka proslog veka,
i danas se, kao deo teorije verovatnoca, uz teoriju sistema i teoriju upravljanja, moze

2Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906) austrijski fizicar poznat po svom doprinosu raz-
voju statisticke mehanike i statisticke termodinamike.

3John von Neumann (1903-1957) americki matemati¢ar madarskog porekla. Bavio se
sa velikim uspehom Sirokim spektrom matematickih disciplina poput teorije skupova,
funkcionalne analize, ergodicke teorije, matematicke ekonomije i teorije igara, numericke
analize, statistike, racunarstva itd. Mnogi ga smatraju jednim od najve¢ih matematicara
XX veka.

4George David Birkhoff (1884-1944), americki matematicar, poznat upravo po ergodicko]
teoremi koju razmatramo u ovom radu.

5 Aleksandr Yakovlevich Khinchin (1894-1959) sovjetski matemati¢ar, poznat po svojim
radovima iz teorije verovatnoce.

®Bernard Osgood Koopman (1900-1981) americki matematicar francuskog porekla.

"Ret ’ergodi¢nost’ je uveo Boltzmann kao izvedenu iz starogrékih reci ’€oyor’ i '0dés’ koje
oznacavaju ‘rad’ i put’.

8C. Jordan (1838-1922), francuski matematicar, poznat i po radovima iz teorije grupa,
linearne algebre i matematicke analize.

9E. Borel (1871-1957), francuski matematicar i politicar.

10H. L. Lebesgue (1875-1941), francuski matematicar, tvorac jednog esencijalno drugacijeg
pristupa teoriji mere i integracije.



posmatrati kao bazic¢ni ¢inilac kibernetike. Neposredne primene teorija informacija nalazi u
mnogim oblastima nauke, kao, na primer, u informatici, lingvistici, psihologiji, pedagogiji,
estetici, teoriji igara, statistici, kombinatorici, logici, a da ne govorimo o tome kako se
funkcionisanje savremenih telekomunikacionih sistema ne bi bez nje ni moglo zamisliti.
Ako bi se u igri asocijacija na pominjanje ’teorije informacija’ postavilo pitanje koja je
to linost na koju se tom prilikom pomisli, to bi svakako morao biti Shannon'!. Ipak,
istorijski, pojam entropije se prvo pojavio u termodinamici, a u vezi sa definisanjem gubitka
energije pri njenom transformisanju iz jednog njenog pojavnog oblika u drugi. S druge
strane Kolmogorov!'? i Sinai'® uvode entropiju u jednom opstijem kontekstu, cemu éemo
ovde posvetiti vise paznje u drugom delu rada.

§1.1. Osnovni pojmovi teorije dinamickih sistema

Dinamicki sistem predstavlja nac¢in na koji se opisuje evolucija svih tacaka nekog
skupa S tokom vremena. U slucaju proizvoljnog fizickog sistema, skup S jeste skup svih
mogucih stanja tog sistema, pri ¢emu pod stanjem sistema podrazumevamo informaciju
koja karakteriSe sistem u datom trenutku. Sa matematicke tacke gledista, skup S je neki
konacnodimenzioni euklidski prostor, otvoren skup na takvom prostoru, mnogostrukost ili
otvoren skup u Banach—ovom prostoru.

Najceséi pristup opisu neprekidnog dinamickog sistema jeste posredstvom diferenci-
jalne jednacine

y/ = f (tv y)

uz pocetni uslov y(tg) = yo, 1 pretpostavku da su f i y vektor—funkcije n—dimenzionog
euklidskog prostora, a f neprekidnait¢ > 0. Analogno se, posredstvom diferencne jednacine
predstavlja diskretan dinamicki sistem.

Formalnije, u novijoj literaturi, neprekidni, odnosno diskretni dinamicki sistem defi-
nise se na slede¢i nacin:

Neka je S otvoren skup u prostoru R"™. Pod neprekidnim dinamickim sistemom na
skupu S podrazumevamo preslikavanje T': R x S — S za koje vazi:

(1) T e CYRx S;S)

(2) Ty : S — S je identicko preslikavanje

(3) Ty oTs = Tyys, zasve t, s € R, pri ¢emu je preslikavanje T; definisano kao Ti(x) =
T(t,x).

Pod diskretnim dinamickim sistemom podrazumevamo preslikavanje g € CY(S; E),
gde je S otvoren skup u kona¢nodimenzionom normiranom prostoru E.

1C. E. Shannon (1916-2001), americki matematicar poznat po svom doprinosu razvoju
teorije informacija.

12A. N. Kolmogorov (1903-1987) slavni sovjetski matematicar, jedan od najveé¢ih matema-
ticara XX veka. Poznat je po svojim doprinosima u oblasti teorije verovatnoce, topologije,
matematicke logike, klasi¢cne mehanike i teorije izracunljivosti.

13y. G. Sinai (1935-) jedan od najplodnijih Kolmogorovljevih ucenika.
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Dakle, familija {T;|t € R} opisuje kretanje fiksiranog stanja = € S u vremenu t € R
i ona se naziva trajektorijom tacke x. Sa druge strane, ta familija, za fiksirani trenutak ¢,
pokazuje gde se nalazi skup S posle proteklog vremena t. U sluc¢aju diskretnog dinamickog
sistema, posle n jedinica vremena sistem se nalazi u stanju g"(z) = (go--- o g)(x).

——
n—puta

Neka je dat dinamicki sistem 7" : R x .S — S. Tada nam familija 7} : S — S omoguava

da definisemo funkciju f : S — S na sledeéi nacin:

1) (2eS) f@)= T

dt
Dakle, dinamicki sistem 1" generise vektorsko polje na S, pri ¢emu se vektor f(z) interpre-
tira kao tangentni vektor krive t — T}(z) u tacki ¢ = 0. Ukoliko definisemo z(t) = T;(z) i
ako (1) interpretiramo kao diferencijalnu jednac¢inu

' (t) = f(x(t)),

onda funkcija x = x(t) jeste reSenje te diferncijalne jednacine, koje zadovoljava pocetni
uslov z(0) = x. U tom slucaju, pod trajektorijom tacke x podrazumevamo resenje x = x(t),
pomenute diferencijalne jednacine.

§1.2. Osnovni pojmovi teorije mere

Neka je X neprazan skup i P(X) njegov partitivan skup. Pod o-algebrom po-
drazumevamo svaki skup B C P(X) koji sadrzi skup X i zatvoren je za operacije komple-
menta i najvise prebrojive unije. Ureden par (X, B) tada nazivamo merljivim prostorom.
Kada je X topoloski prostor, onda ¢emo uvek pod skupom B podrazumevati najmanju o—
algebru koja sadrzi sve otvorene skupove prostora X i nazivati je c—algebrom Borel-ovih
skupova.

Verovatnosnu meru na merljivom prostoru (X, ) definiSemo kao funkciju p : B —
0,1] koja je o—aditivna, tj. vazi: ako ViVj(i # j — A; N A; = (), onda

,u( U An) = ZN(AH)

i za koju je, takode, u(X) = 1. U ovom slucaju ¢emo uredenu trojku (X, B, ) nazivati
prostorom verovatnoce.

Neka je (X, B, pu) prostor verovatnoce. Transformaciju 7' : X — X nazivamo mer-
ljivom ako, za svaki A € B, T7'(A) € B. Kazemo da T ¢éuva meru ako, za svaki A € B,
W (4)) = p(A).

Neka su (Xl, Bl, /~Ll) i (XQ, BQ, /1,2) pI‘OStOI‘i verovatnoée i T1 : X1 — X1 1T2 . X2 — X2
transformacije koje ¢uvaju meru. Kazemo da su 717 i T izomorfne ako postoje M; € By i
M € By, za koje vazi

,lLl(Ml) =1A Tl(Ml) g M1 /\,ug(Mg) =1 /\TQ(MQ) g M2
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kao i invertibilna transformacija ¢ : M; — Mas, koja ¢uva meru i, za svaki z € My,
zadovoljava uslov pTix = Thpx.

Za skupove A, B € B kazemo da su ekvivalentni po meri ako je u(AA B) = 0. Prostor
ovako definisanih klasa ekvivalencije predstavlja jednu o-algebru na kojoj je indukovana
mera i taj par nazivamo algebrom mere.

§2. Elementi ergodicke teorije

U nameri da se sistemi matematicki analiziraju, potrebno je definisati strukturu pros-
tora stanja X dinamickog sistema 7" : X — X, kao i postaviti odredene uslove na preslika-
vanje 1. Izdvajamo tri najvazija slucaja:

(1) Slucaj diferencijabilna dinamika : X je mnogostrukost i T' je difeomorfizam;
(2) Slucaj topoloska dinamika : X je topoloski prostor i T' je homeomorfizam;
(3) Slucaj ergodicka teorija : X je merljiv prostor i T' transformacije koja ¢uva meru;

U ovom radu ¢emo se prvenstveno bavati slucajem (3).

U statistickoj mehanici, teoriji informacija i drugim oblastima primene dinamickih
. . . . . . . . . 1 N—-1 k
sistema, od znacaja je proucavati ponasanje vremenske sredine % > ;" f(7"z) tokom
dugog vremenskog perioda, za velike vrednosti V. Osnovno pitanje ergodicke teorije jeste:
kada grani¢na vrednost limy _, s % ZkN:_Ol f(T*z) postoji u nekom smislu? Konvergencija
pomenutih vremenskih sredina je dokazana 1909. godine (Borel-ov jaki zakon velikih
brojeva) u specijalnom slucaju kada su fT* medusobno nezavisne jednako raspodeljene
slucajne velicine. L2-konvergenciju je dokazao von Neumann 1931. godine, a skoro sigurnu
konvergenciju dokazao je Birkhoff iste godine. Ovim rezultatima ¢emo se baviti u ovom
radu.

Drugo vazno pitanje ergodicke teorije jeste pod kojim uslovima se grani¢na vrednost
vremenskih sredina limpy_ o % ng:ol f(T*z) poklapa sa prostornom sredinom S < fdu?
Ukoliko se vremenska sredina svake merljive funkcije poklapa skoro svuda sa prostornom
sredinom, sistem (odnosno transformacija T'), se naziva ergodickim. Ispostavlja se da je
sistem ergodicki ako i samo ako orbita skoro svake tacke prolazi kroz svaki skup strogo
pozitivne mere, odnosno, ako je u(E) > 01 u(F) > 0, onda je i u(T"E N F) > 0.

Treca tema kojom se bavi ergodicka teorija jeste problem klasifikacije. Tac¢nije, kako
zakljuciti da li su dva data sistema medusobno izomorfna. Za dva sistema (X, B, u,T) i
(Y, M, v, S) kazemo da su izomorfni ako postoje skupovi mere nula Xo C X i Yy C Y i
injektivno preslikavanje ¢ : X \ Xog — Y \ Yy takvo da je ¢T = Sp na X \ Xo i u(¢™1E) =
v(FE), za sve merljive skupove E C Y \ Yy. Jedan od nacina za ustanovljavanje da li
su dva sistema medusobno (metricki) izomorfna, jeste uvodenje invarijanti u odnosu na

izomorfizme u sisteme, ¢iji jedan vazan primer predstvalja ergodic¢nost.

Sada ¢emo se baviti osnovnim tvrdenjima ergodicke teorije.
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§2.1. Ergodicke teoreme

Opsta pretpostavka ¢ije zadovoljenje podrazumevamo u tvrdenjima koja slede jeste da
transformacija 7' : X — X Cuva meru verovatnosnog prostora (X, 3, i), sto, dakle, znaci
da, za svaki B € B, vazi T"'B € Bi u(T~'B) = u(B).

Dokazac¢emo sledece tvrdenje:

Teorema. (H. Poincaré'?) Neka je B € B takav da je u(B) > 0. Tada za skoro
svaki x € B postoji niz ny < ng < ... prirodnih brojeva takav da T™ (x) € B, za svaki

ie{l,2,...}.

Dokaz. Neka su skupovi E i F' definisani na slede¢i nacin:
E={xeB|T"(x) € B,Vi€ {1,2,...}}

F={xeB|T"x ¢ B,Vn >1}

Da bismo dokazali teoremu, dovoljno je dokazati da je u(B\E) = 0. Za ovako definisane
skupove F i F vazi B\E = U2 ,(T~"F N B), odakle sledi

H(B\E) = u(Uo(T~FF 1 B)) < p(Upe(T*F)) < S u(TFF).
k=0

Kako preslikavanje T' ¢uva meru, za svaki k > 1 vazi u(T*F) = u(F).

Pretpostavimo da su m,n € N takvidajen >m i T "FNT ™F # (). Tada postoji
yeT"FNT™F iT™y € F. Takode vazi T"~™(T™y) = T"y € F C B, $to protivreci
definiciji skupa F. Dakle {1}, >0 je familija medusobno disjunktnih skupova, pa vazi

ST FE) = p(URy(T74F)) < u(X) = 1.
k=0

Iz prethodne jednakosti i ¢injenice da je za svaki k > 1 vazi u(T~FF) = u(F) zakljuéujemo
da je w(T=FF) = u(F) = 0 za svaki k > 1, odakle dobijamo u(B\E) < 0, odnosno
pn(B\E) = 0 sto je i trebalo dokazati.[]

Transformaciju 7' nazivamo ergodi¢nom ukoliko, za svaki B € B, za koji je T~'B = B,
vazi ili u(B) = 0, ili u(B) = 1. Primetimo da, ako, za neki B € B, vazi T~!B = B, onda
takode vazi i T~1(X \ B) = X \ B, pa se izu¢avanje dinamike transformacije 7' na X moze
svesti na njeno izu¢avanje na samo jednom od podskupova B ili X \ B. Slucaj kada je
0 < u(B) < pu(X) = 1 postaje jednostavniji, jer kada je pu(B) = 0 ili u(B) = 1, onda
se razmatranje kada je skup B ili X \ B mere nula moze izostaviti, jer se tada ne menja
ponasanje transformacije T sa stanovista teorije mere.

Teorema. Transformacija T je ergodicéna ako i samo ako svaka funkcija f € L*(u),
koja, za skoro svaki x € X, zadovoljava uslov f(Tx) = f(x), je konstantna skoro svuda.

14H. Poincaré (1854-1912), slavni francuski matematicar, fizicar, inzenjer i filozof nauke.
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Dokaz. Potrebnost uslova. Posmatracemo skupove
B(k,n)={ze X|27"k < f(x) <27 (k+1)}

za k € Z in € N. Ovi skupovi su invarijantni u odnosu na 7' do na skupove mere nula,
ako je f(Tz) = f(z), za skoro svaki x € X, pa je ili u(B(k,n)) = 0, ili u(B(k,n)) = 1.
Kako je, za fiksirani n € N, X unija medusobno disjunktinih skupova B(k,n)), za k € Z,
tacno jedan od njih ima meru 1, i to sa indeksom k = k(n). Tada je i skup

B = ﬂ B(k(n),n)

nelN

mere 1, f je konstantna na B, pa i skoro svuda na X.

Dowoljnost uslova. Neka je, za neki B € B, T"!B = B. Tada karakteristi¢na funkcija
xB pripada klasi L?(p), i, za sve x € X, vazi xp(Tz) = xg(x). Dakle, xp je konstantna i
ima vrednost 0 ili 1. Stoga u(B) = [ xpdp ima vrednost 0 ili 1.[]

Navodimo i nekoliko primera:

Primer. Neka je S = {|z| = 1} C C snabdeven Lebesgue-ovom merom. Transfor-
macija T : S* — S! definisana kao Tz = az, za a € S!, je ergodi¢na ako i samo ako a nije
koren jedinice, tj. ako T' nije periodi¢na./A\

Primer. NekajeY = {0,1,...,l—1} prostor stanja i na njemu definisana verovatnosna
mera p koja zadovoljava sledece uslove: p; > 0,zai=20,1,...,1 — 1,1 Zi;é p; = 1. Neka
je, dalje, X = Y% i B generisan skupovima oblika A = {(z,,)nez|Tm € Y,za m < ny Vm >
N2y Ty € ApyyevyTny € Apy}yzang <ng i A; C Y, sa merom generisanom verovatnoéom
p:

plzlzi, =Ji A Ay, =Gk} =Dpjy - Djy

gdeje j, € Y,zasvei,t=0,1,...,l —1.A

Lema. Pomeranje o : X — X, (xp)nez — (Yn)nez, gde je skup X dat u prethodnom
primeru, definisano kao y, = xn11, je ergodicno.

Ovako definisano pomeranje o se naziva jos i Bernoulli'®—jevim pomeranjem.

Dokaz. Neka je B € B, takav da vazi 0 ~'B = B. Pokaza¢emo, zapravo, da ako je u
tacki ¢ vrednost svih nizova sadrzanih u E restrikovana, npr. x; = j, onda invarijantnost
skupa E u odnosu na pomeranje povlaci takvu invarijantnost za svaku drugu tacku. Svaki
takav skup koji vrsi restrikciju vrednosti svih ¢lanova niza, ustvari, briSe meru. Sa druge
strane, ukoliko ne bi bilo takvih restrikcija, £ bi morao biti ceo prostor. Formalno, za
svaki € > 0 mozemo naci skup A, u prethodno opisanom obliku, takav da je u(E A A) < e,
jer E € B. Stoga |u(E)—u(A)| < e. Pretpostavimo sada da je A skup sa datim svojstvima
idajeng>mng—mnyiB=0c""A. Tada ¢ebiti u(A) = u(B), paipu(ANB) = u(A)u(B) =
(u(A))2. Kako je 07 'E = E, imamo takode da je u(E A B) = u(c ™™ E Ao ™A) =

15 Jacob Bernoulli (1654-1705) jedan od najznacajnijih ¢lanova slavne porodice matemati-
cara Bernoulli.



w(E A A). Stavise, vazi i: u(E A (AN B)) < 2¢, |u(E) — p(ANB)| < 2¢i

(E) — (u(E))?] < |n(E) — u(AN B)| + |u(AN B) — (u(E))’|
< 2 +|(u(A))? — (u(E))’]
< 22 + u(A) [ u(A) - p(B)| + u(E) u(A) — p(E)| < 4

odakle, dalje, sledi da je u(E) = (u(E))?, tj. u(E) =0V u(E) = 1.L]

Primer. Neka je X = YZ% i ¢ sa svojstvima kao u prethodnoj lemi, osim $to sada
drugacije definiSemo meru. Neka je A = (a;;) matrica tipa (n—1) x (n—1) sa nenegativnim
elementima, takvim da je Z;L:_Ol ai; = 1, za svaki ¢ (1 < i < n —1). Tada postoji
p = p(po,-..,Pn-1), takav da je p; > 0, za svaki i (1 < i < n —1), Z?:_Olpi =1i
pA = p. Neka je, dalje, pa{z|z; = jo A Ziv1 = J1,- s Tivk = Jk} = Pjojoss - - - Q1
gde pj, oznacava verovatnocu pojavljivanja simbola jo, a aj,j, , verovatnocu prelaza sa
simbola j; na simbol j;11. Mera py se moze produziti do verovatnosne mere na (X, B).
Pomeranje o ostavlja meru p4 invarijantnom. Ovako definisano pomeranje o se naziva jos
i Markovljevim'® pomeranjem. Primetimo da se Bernoulli-jevo pomeranje moze dobiti kao
poseban slucaj Markovljevog pomeranja. Moze se dokazati da je pomeranje o ergodi¢no
na (X,B,pua) ako i samo ako A je ireducibilan, §to znaci da za sve i, j, postoji m € N,
takav da je a,g;n) >0, gde je, zam e N, A = (aE;n)).A

Navodimo sledeca tvrdenja koja zauzimaju centralno mesto u ergodickoj teoriji.

Wiener'’"—Yoshida!®*—Kakutani'?’—jeva ergodi¢ka teorema. Neka je f €
LY(p) i f* =sup{ ZZ;& f(T*x)|n > 1}. Tada vazi

L/‘ fdp > 0.
f*>0

Birkhoff—Khinchin—ova ergodicka teorema. Neka je (X, B, i) prostor verovat-
noéa, T : X — X transformacija koja ¢uva meru i f € L*(X, B, u). Tada postoji funkcija
]7 za koju vazi: B

(1) lim,, oo L S0 f(TP2) = f(x) skoro svuda;

(2) f(Tz) = f(z) skoro svuda;

(8) e L i | flx < fls N
(4) %E?;()l (T'x) konvergira ka f u L*;

16 Andrej Andrejevic Markov (1856-1922) ruski matemati¢ar poznat po svom doprinosu
teoriji stohastickih procesa.

1"Norbert Wiener (1894-1964), osniva¢ kibernetike i jedan od najplodnijih americkih
matematicara XX veka sa narocito znacajnim doprinosima teoriji stohastickih procesa,
racunarstvu i teoriji sistema upravljanja.

18Kosaku Yoshida (1909-1990), japanski matematicar.

19Shizuo Kakutani (1911-2004), americki matematicar japanskog porekla poznat po teo-
remi o nepokretnoj tacki i doprinosu matematickoj ekonomiji.
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(5) ako za A € B vazi T~'(A) = A, onda [, fdu= [, fdu;
Dokaz. (1) Za « i 3, za koje je a < 3, definiSemo skupove

n—1 n—1
1 . 1 .
E,3={r € X|liminf — T'z) <a< <l — T'z)}.
6 = {z € X|liminf ;:0 f(T'z) <o <f <limsup ;:0 f(T'z)}
Dokazacemo da vazi u(E, ) = 0, za sve a 1 f. Samim tim ¢ée i skup koji se dobija

uniranjem skupova F, g po svim racionalnim brojevima « i $ biti mere 0, $to znaci da
graniéna vrednost lim, oo = 21" f(T%z) postoji skoro svuda.

Skup E, g je invarijantan podskup skupa {f* > (}. Primenjujuéi prethodnu teoremu
na restrikciju transformacije 7' na skup E, g, imamo

/ Fdu > Bu(Ba.g).
Ea,p

Ako = € E, g, postoji n > 1 takav da je %Z?:_ol f(T'z) < aivazi Eqp5 C{(—f*) >
—a}. Po prethodnoj teoremi imamo [, B(—f)du > —au(FEq,3), odnosno

/ fdp < ap(Ea p).
Eo,p

Dakle,

ﬂu(Ea,ﬁ) < /E fdp < O‘M(Eaﬁ)'
o,

Kako je oo < 3, gornja nejednakost vazi jedino u slucaju da je u(E, g) = 0.
(2) Ocigledno vazi fT = f skoro svuda.
(3) U dokazu ovog tvrdenja se koristi Fatuova lema. 1z

1 n—1 . 1 n—1 '
_3 T < = S
=0 1=0

imamo |f| < |f|", gde je |f|” = liminf, o = ?:_Ol |fI(T?), odakle sledi

n—1
1< [1f1au < tmint [ 25715 = [ 151dn < .
=0

(4) U slucaju ogranicenih funkcija, L' konvergencija sledi iz teoreme o konvergenciji
ogranicenih funkcija, po kojoj ako za merljive funkcije f1, f2,... i pozitivhu konstantu M
vazi |[folloe < M, zan = 1,2,... ilim, o fn(x) = f(z) skoro svuda, onda je || f, —
fllp = 0 za sve 0 < p < co. Opsti slucaj se moze dokazati aproksimiranjem ograni¢enim
funkcijama i pomoc¢u dela (3) ove teoreme. Bez gubitka opstosti, pretpostavimo da je

9



f >0, jer u suprotnom mozemo posmatrati funkcije f* = max{f,0} i f~ = —min{f,0},
gde je f = f* — f~. Ako je funkcija g ograni¢ena i vazi 0 < g < f, onda

1 1 N
DWOEY s +[5-,

Prvi i treé¢i sabirak gornje sume su ograni¢eni normom |g — f||1, koja odgovarajuéim
izborom funkcije g moze biti proizvoljno mala, dok drugi sabirak tezi 0 kad n — oo, prema
teoremi o konvergenciji ograni¢enih funkcija. Time je dokazano tvrdenje (4).

(5) Ovo tvrdenje dokazujemo pomocu tvrdenja (4). Vazi:

IRCEIRCE ‘/(ZfTZ )
<[k

1ZfTi—ﬂdu

1=0

1n—1 .
ngT“ﬂ
=0

n—1
LS T )
1=0

1

— 0.0

L1(A)

Napomenimo da ako je prostor X beskona¢ne mere tvrdenja (1), (2) i (3) prethodne
teoreme vaze, dok tvrdenja (4) i (5) vaze u slu¢aju invarijantnih skupova kona¢ne mere.
Teorema. Tmnsformacija T je ergodicna ako i samo ako za svaku funkciju f € L1 (u)

vagi f(x) = limp_oo £ L3S [(Thx) = [ fdp skoro svuda.

Dokaz. U ovom dokazu ¢emo koristiti tvrdenje prema kojem je transformacija T
ergodicka ako i samo ako svaka funkcija f € L' (i), koja, za skoro svaki z € X, zadovoljava
uslov f(Tx) = f(x), je konstantna skoro svuda. Pomenuto tvrdenje navedeno je i dokazano
u ovom radu u slucéaju da f € L?(p).

Pretpostavimo da je T" ergodicna. Tada, kako je f invarijatna u odnosu na 7', imamo
da je f konstantna skoro svuda i iz prethodne teoreme sledi da je |  fdu = S X fdu f ( )
skoro svuda. _

Sada, pretpostavimo da je za svaku funkciju f € L'(u), funkcija f konstantna skoro
svuda. Ako je f invarijantna funkcija u L'(p), onda je 130" f(T%z) = f(z) skoro

svuda, pa je f = f skoro svuda. Dakle, i funkcija f je konstantna, pa je T ergodicna
transformacija.[]

Sli¢no, za jedan neprekidan ergodicki proces (1})¢>o vazi:

Thm —/th )dt = /fd,u

za skoro svaki x.
Ovo ¢e znaciti da kada posmatramo jednu vremensku seriju, u slucaju kada je ona
ergodi¢na, njena srednja vrednost ¢e konvergirati odgovarajuc¢oj ocekivanoj vrednosti.
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Ergodi¢ka teorema o srednjoj vrednosti u Hilbert>’—ovom prostoru. Neka

je U linearna kontrakcija na Hilbertovom prostoru H, M = {f € HIUf = f} i neka je

P : H — M projekcija prostora H na prostor M. Tada niz = Z? 01 Ulf konevrgira v H
ka Pf, za svaku f € H.

Dokaz. Neka je N zatvorenje lineala skupa {g — Ug|g € H}. Dokazatemo da za
potprostore M i N, prostora H, vazi N* = {h € H|(h,s) =0, Vs € N} = M. Neka je
h € Nt. Tada za sve g € H vazi 0 = (h,g — Ug) = (h,g) — (h,Ug) = (h,g9) — (U*h,g) =
(h —U*h,g), odnosno h = U*h. Vazi:

IUR = 1||* = |UL|]* = (h, UR) = (Uh, k) + ||h||?
= |UL|]* = (U*h, h) = (h,U*h) + |[n]®
< |Al* = (R, h) = (b, h) + |[A]®
= 0.

Dakle, Uh = h, §to znaéi da h € M, odnosno N+ C M.

Obrnuto, neka h € M. Tada je Uh = h, odakle prema prethodnom izvodenju primen-
jenom na U™ i ¢injenici da je U* takode kontrakcija, vazi U*h = h. Dakle, za sve g € H
vazi (h,g —Ug) = (h,g) — (h,Ug) = (h — U*h,g) = 0. Time smo dokazali da h € N+, a
samim tim i N+ = M.

Sledeéi korak jeste da dokazemo da ako f € N, onda red + S, Ul f konvergira ka
0. Razmotrimo prvo slucaj kada je f = g — Ug, za neki g € H. Tada vazi

1n—1 ‘
2 U

1 . 2
‘= —|lg—=U"gll < =|lgl| =0, n— oo.
n n

Ako f € N, onda postoji niz {g,} u H, takav da niz f,, = g, — Ug, konvergira ka f. Tada

vazi
Z U'f Z U'(f = fx) Z U’ fr]|

za sve k. Neka je ¢ > 0 proizvoljan i izaberimo k tako da ||f — fx|| < §. Neka je n takav
davazi |1 Uil < 5. Tadaje | U fi]| < 5+ 5 =e.

Konacno, ako je f € H proizvoljna, onda postoji jedinstvena fy, € N takva da je
f=fo+ Pf. Tada je

— 0, n— oo.[]

n—1
S Ui Py
1=0

n—1
- H% S Uiy + Pf) - Pf
1=0

1n—l '
-5

Bez dokaza navodimo i sledece tvrdenje:

20David Hilbert (1862-1943), nemaé¢ki matematicar, jedan od najuticajnijih matematicara
s kraja XIX i pocetka XX veka.
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Von Neumann-—ova ergodicka teorema. Ako je f € Lp(,u) (1 <p< o0), onda
postoji f € LP () za koju vazi foT =f, tako da limy,_ * LS f(Th) = f u LP ().

Imajuéi u vidu da transformacija T : X — X definise linearni operator U : L? — L?
kao (Uf)(x) = f(Tx), koji je ujedno i invertibilna izometrija, kao neposredna posledica
ergodicke teoreme o srednjoj vrednosti u Hilbert—ovom prostoru, moze se zakljuciti da vazi
von Neumann—ova ergodicka teorema u specijalnom slucaju p = 2, Sto predstavlja oblik
ove teoreme koji se najces¢e navodi u literaturi.

Direktna posledica ergodickih teorema je sledece tvrdenje: T' je ergodicna ako i samo
ako za sve A, B € B vazi:

lim —Zu (AN B)) = p(A)u(B)

n—oo M

Kao dobre izvore o ergodickoj teoriji imamo u vidu P. R. Halmos (1956), A. Katok,
B. Hasselblatt (1995) i K. Petersen (1983).

63. Entropija

Entropija je velic¢ina koja karakterise neuredenost (ili stohasti¢nost) sistema. Prema
Gaspard—u (P. Gaspard (2005)), prve nagovestaje definicije entropije nalazimo u pio-
nirskim radovima S. Carnot—a iz 1824. godine o osnovama funkcionisanja parne masine
i R. Clausius—a koji, izmedu 1851. i 1865. godine razvija koncept entropije (i uvodi za
nju ime prema starogrckoj reci 'Tpomn)’ oznacavajuéi transformaciju). Ipak, u literaturi
se pojam entropije, u oznaci S, koji se pojavljuje u termodinamici, vezuje za Ludwig—a
Boltzmann—a i period od 1896. do 1898. godine, kada je entropija S okarakterisana kao

resenje?!
S =klogW
diferencijalne jednacine
aQ
ds =
w

gde je k Boltzmann-ova konstanta i W broj mikrostanja kompatibilnih sa zadatim makro-
stanjem sistema koji sadrzi n cestica. Uz Boltzmann—a, M. Planck i J. W. Gibbs prvi
isticu statisticko znacenje entropije i uvode je u mehaniku, kao verovatnosnu funkciju.
Drugaciji koncept entropije??, primeren primenama u teoriji informacija, vezuje se
za 1949. godinu i ime Claude—a Shannon—a, i njemu ¢emo posvetiti malo vise paznje na

2INa Boltzmann—ovom grobu se nalazi epigram S = klog W (V. Benci, G. Menconi).

22Duhovita je anegdota vezana za davanje imena ovom pojmu u kontekstu teorije informa-
cija, koju ¢emo, prema A. Garrido (2009), ovde parafrazirati. Naime, na pitanje postav-
ljeno od strane C. Shannon—a i predlog da taj novi pojam koji je definisao i ¢ija svojstva
izucava nazove 'meodredenost’, J. von Neumann je odgovorio: ”Ja bih to nazvao ’entropi-
jom’, iz dva razloga. Prvi je, Sto se vaSa funkcija neodredenosti ve¢ koristi u statistickoj
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stranicama koje slede. U ovom slucaju se radi o temporalnoj meri neodredenosti jednog
stohastickog sistema. Shannon polazi od slucajnog dogadaja A sa mogué¢im ishodima
ai, ..., 4y, Cija je raspodela verovatnoca data kao

A:(al am), za  (Vi)p;i >0 1 pr+..+pm=1,
PL o Pm

i entropiju H(A) dogadaja A definise kao:

m
—> pilogp;
=1

Prirodno uopstenje pojma entropije nastalog u teoriji informacija predstavlja entropija
sa kakvom se susre¢emo u teoriji mere. Njoj ¢emo posvetiti deo ovog rada takode. U
okvirima teorije mere, polazeéi od proizvoljne merljive particije o = {A4;|i € I}, §to po-
drazumeva da je (Vi)(1 < i <n — p(4;) >0), (Vi,7) )1 <i<nAl<j<nAi#j—
A;iNA; =0)1p(X\U,A;) =0, prostora X snabdevenog merom p, entropija te particije

se definise kao:
==Y u(A;)log u(A;)
el

Sto predstavlja ocigledno uopstenje prethodnog koncepta, ali i koncepta u kojem bi mera
@ mogla biti i verovatnosna mera. Ovakav tretman entropije vodi, daljim procesom ap-
strakcije, pojmu topoloske entropije, kojim se ovde nec¢emo baviti.

Ipak, naSa centralna tema bi¢e Cetvrti koncept entropije definisan 1959. godine od
strane Andreja N. Kolmogorova i Jakova G. Sinaija, koji se odnosi na deterministicke
dinamicke sisteme, ¢emu ¢e biti posveéeno poslednje poglavlje rada. Oni, dakle, polaze
od deterministickog dinamickog sistema, snabdevenog invarijantnom merom, posmatrajuci
njegova stanja wiws ...w, u faznom prostoru tokom vremenskih intervala At i promene
trajektorije sistema u vremenu. U tom slucaju entropiju hxg sistema definisu kao:

. 1
hgs = Sl7];p nll_}II;o <_E Z Mwiws...wy, In lewQ...wn>

WiW2...Wy

gde se supremum uzima po svim mogué¢im particijama P, a sa p je oznacena data invari-
jantna mera dinamickog sistema.

§3.1. Entropija u teoriji informacija

Na pocetku ovog dela teksta dajemo prikaz pojma entropije na nacin kako se on
istorijski razvijao, da bismo na kraju posvetili paznju njegovom savremenom i apstraktnom
tretmanu u okviru ergodicke teorije.

mehanici pod tim imenom, Sto znaci da ona ve¢ ima ime. Drugi, joS vazniji, je taj Sto niko
ne zna Sta je zaista entropija, tako da c¢ete vi u svakoj debati o njoj uvek unapred imati
prednost.”
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Jedan od fundamentalnih pojmova koji je Shannon uveo u teoriju informacija je pojam
entropije ili mere neodredenosti nekog slucajnog dogadaja.

Pretpostavicemo da je A slucajan dogadaj sa ukupno m razlic¢itih moguéih ishoda
ai, ..., any takvih da je verovatnoca p(a;) svakog ishoda a; (1 <1i < m) pozitivna. Dakle:

as () )

(Vi)p(ai) >0 i pla1) + ... + plam) =1

Saglasno nasoj intuiciji, mera neodredenosti, u oznaci f, posmatranog slucajnog do-
gadaja bi, pre svega, morala zadovoljavati neke opste uslove koje zadovoljava svaka mera,
tzv. aksiome mere:

zZa

f(A) >0  (nenegativnost)
f(AB) = f(A)+ f(B) (aditivnost)

gde se, u ovakvom kontekstu, za uslov aditivnosti pretpostavlja nezavisnost sluc¢ajnih do-
gadaja A1 B.

Ako ve¢ merimo neodredenost slucajnog dogadaja, onda bi, svakako, neosporna bila
i ¢injenica da u slucaju kada vazi m = 1, tj. kada dogadaj A vise fakticki i nije slucajan
dogadaj, nego je, sa verovatno¢om 1, dakle, izvesno da e se desiti a1, mera neodredenosti
takvog dogadaja iznosi 0. Znaci: f(A) = 0.

Pored toga, mera neodredenosti bi morala dosti¢i maksimalnu vrednost onda kada je
slucajan dogadaj A definisan nekim brojem jednako verovatnih ishoda aq, ..., am,:

pa)=- (1<i<m)

Jasno je i to da bi se sa porastom broja m jednako verovatnih ishoda morala uvecavati
i mera neodredenosti slucajnog dogadaja. Drugim recima, funkcija f bi morala biti i
monotono rastuca.

Ukoliko jos usvojimo zahtev da mera neodredenosti slucajnog dogadaja treba da bude
neprekidna, onda se prostor u kojem trazimo takvu funkciju bitno suzava. Naime, imajuci
u vidu uslov aditivnosti, posmatracemo funkcionalnu jednacinu:

flzy) = f(z) + f(y)

Ova jednacina ima jedinstveno neprekidno resenje definisano na skupu svih pozitivnih
realnih brojeva, i to ¢e biti logaritamska funkcija. Proverimo to: neka je f neprekidna
funkcija definisana na skupu (0,+00) koja zadovoljava posmatranu funkcionalnu jedna-
¢inu. Uvodeéi smenu: = = a' i g(t) = f(a'), dobijamo: ¢t = log,z i f(x) = g(log, x).
Bice takode: g(x +y) = f(a®t¥) = f(a®a?) = f(a®) + f(a¥) = g(x) + g(y), tj. funkcija
g je aditivna. Odavde, dalje, esencijalno koriste¢i neprekidnost, na ¢emu se ovde nec¢emo
detaljnije zadrzavati, sledi da je funkcija g linearna, odnosno da je g(x) = kz+n. Medutim,
iz jednakosti f(1) = f(1-1) = f(1)+ f(1), sledi f(1) =01 g(0) = 0, odnosno n = 0. Dakle,
f(z) =k -log,x za k # 0, kao i f(x) = 0 za k = 0. Zanemarujuéi ovaj drugi trivijalan
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slucaj, zaklju¢ujemo da bi trazena funkcija posredstvom koje bi trebalo izraziti entropiju,
morala biti definisana preko logaritamske funkcije.

Prvi znacajniji pokusaj egzaktnog definisanja entropije u teoriji informacija potice od
Hartley—a (R. V. L. Hartley) 1928. godine, a kasnije opste prihvaéenu definiciju, koju ¢emo
ovde navesti i analizirati, daje Shannon 1948. godine. Nedostatak Hartley—eve definicije u
odnosu na Shannon-ovu je §to ta definicija ne uzima u obzir verovatnocée pojedinih ishoda
ve¢ samo njihov ukupan broj. Naime, po Hartley-u, mera neodredenosti nekog slucajnog
dogadaja sa m mogucih ishoda iznosi log m, nezavisno od toga kakva je funkcija raspodele
verovatnoc¢a posmatranog slucajnog dogadaja. Koncept entropije koji potice od Hartley—a
nije, zapravo, nista originalno u odnosu na entropiju koja potice iz termodinamike. Jedina
novost jeste kontekst teorije informacija u kojem se sada pojavljuje ovaj pojam.

Navedimo sada Shannon—ovu definiciju entropije.

Neka je A slucajan dogadaj sa moguc¢im ishodima ay, ..., a,, ¢ija je raspodela verovat-

noc¢a data kao
A- <CL1 oo Qo >
Pr -~ DPm

Vi)p; >0 i pr+..+pm=1

zZa

Tada entropiju slu¢ajnog dogadaja A, u oznaci H(A) ili H(p1, ..., pm ), definisemo slede¢om
formulom:

H(A) ==Y pilogpi
i=1

gde kao osnovicu logaritma koji ucestvuje u ovoj definiciji, ali i nadalje, osim ako to
eksplicitno nije drugacije naglaseno, po dogovoru, uzimamo da je 2, ¢ime se odluc¢ujemo za
BIT kao jedinicu mere entropije. (Bit je kovanica od engleske sintagme binary digit, $to
znaci binarna cifra.)

Napomena. Ukoliko bi se i desilo da je verovatnoé¢a nekog ishoda p; = 0, imajuéi u
vidu da je lim, o4 zlogz = 0, opravdano bi bilo i odgovarajuci sabirak u gornjoj definiciji
izostaviti.

Zmajuci kako se logaritam jedne osnove moze predstaviti posredstvom logaritma druge
osnove: log, b = log, clog, b, vidimo da dogovor da se za osnovicu logaritma uzme broj 2,
nije toliko bitan. Glavni razlozi za ovo su prakti¢ne prirode. Naime, kada je A slucajan
dogadaj sa svega dva jednako verovatna ishoda: p; = py = %, onda je njegova entropija
jednaka upravo jedinici mere: H(A) = 1BIT.

Ukazimo sada na neke od osnovnih osobina entropije koje neposredno slede iz njene
definicije.

Teorema. Ako je m broj mogudih ishoda slucajnog dogadaja A, onda

0 < H(A) <logm

Dokaz. Nije tesko proveriti da funkcija f(z) = Inxz — z + 1 dostize svoj maksimum za
x=1. Kakoje f(1) =0, tojei f(x) <0, tj. Inz < z—1. Dakle, vazi: logx < (x—1)loge.
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Koriste¢i ovu nejednakost i elementarne algebarske transformacije, izvodimo:

H(A) —logm = — Zpilogpz' — logm

=1

m 1 m
:Zpi 10gp—i - 10gm2pi
i—1 i=1

zgpilogpilm
S;pi(pim —1)loge
Zé(% —pi)loge
Zloge(f; % - ilpi) =0

Prema tome: H(A) — logm < 0, odnosno: H(A) < logm. Drugi deo nejednakosti:
H(A) > 0, neposredno sledi iz pretpostavke da 0 < p; <1 (1 <1 < m), osnovnih svojtava
logaritamske funkcije i definicije entropije.[]

Primetimo, nakon ovog dokaza, da vazi:

1
H(A)=logm akko Vi)(1<i<m—p;= E)

Drugim re¢ima, entropija H(A) dostize maksimalnu vrednost onda kada su svi ishodi a;
slucajnog dogadaja A jednako verovatni, Sto se, zapravo, i moralo ocekivati.

Ovo je prilika da pomenemo i pojam propusne informacione moci alfabeta. Naime,
koli¢ina informacija proseéno sadrzana u jednom simbolu nekog alfabeta dostize svoju
najvecu vrednost ukoliko je pojavljivanje svakog simbola jednako verovatno. Mera te
koli¢ine informacija ¢e biti logaritam ukupnog broja simbola posmatranog alfabeta, sto ¢e
predstavljati njegovu propusnu informacionu moc¢.

Uz neposredno koris¢enje definicije entropije i opstih osobina nezavisnih sluc¢ajnih
dogadaja, moguce je dokazati sledece karakteristicno tvrdenje:

Teorema. Ako su A i B nezavisni slucajni dogadaji, onda

H(AB) = H(A) + H(B)

Ukratko, prethodne dve teoreme nam tvrde da entropija definisana ovako ima osobine
mere, nenegativna je i aditivna, a najveéu vrednost dostize u slucaju kada je i neizvesnost
realizacije proizvoljnog ishoda najveca, sto ¢e biti slucaj sa jednakoverovatnim ishodima.

Od ostalih znacajnih osobina entropije isticemo sledece:
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a) entropija je neprekidna funkcija;
b) entropija je simetricna funkcija svojih argumenata:

H(p17 7pm) = H(pi17 "'7pim)

gde je (i1, ..., 7m, ) bilo koja permutacija uredene m-torke (1, ...,m), $to bi znacilo da vred-
nost ove funkcije ne zavisi od redosleda mogucih ishoda;
c) vazi:

P1 P2
lev“‘?pm :le + P2, P3, -y Pm) + (P1 + P2 H< ) >
( ) ( )+ ) p1+Dp2 p1+ P2
Upravo navedene osobine a)-c) su izuzetno interesantne za teorijska razmatranja.
Fadejev?® je pokazao (v. D. K. Fadejev (1956)) da je jedina funkcija koja ima ove osobine
upravo funkcija oblika:

m
H(py,....pm) = —C'Y_p;logp;

i=1
gde je C neka konstanta. Ovo znaci da je entropiju moguce uvesti aksiomatski, polazeci
od pomenutih osobina.

Po analogiji sa slucajnim dogadajem sa kona¢no mnogo ishoda, definiSe se entropija

slucajnog dogadaja A sa prebrojivo mnogo mogucih ishoda ¢ije su odgovarajuce verovat-
noce: p1,p2, ..., kao:

H(A) ==Y palogp,
n=1

uz pretpostavku da ovaj red konvergira.
Sliéno, ako se radi o slucajnoj promenljivoj neprekidnog tipa, entropija se definise
posredstvom sledeceg nesvojstvenog integrala

400
[ @ S
— 00
uz pretpostavku da isti postoji. Za funkciju f, koja se javlja pod integralom, uzima se
gustina (v. D. S. Jones, (1979)) ili funkcija raspodele posmatrane sluc¢ajne promenljive.
Sada ¢emo definisati pojam uslovne entropije.
Pretpostavimo da su A i B slucajni dogadaji

b e b
A a“ Am ) i B: ( ! " )
(p(al) - plam) p(b1) .. p(bn)
i sa p(bj|a;) oznacimo uslovnu verovatnocu sluc¢ajnog ishoda b; slucajnog dogadaja B pod

uslovom da se realizuje ishod a; dogadaja A. Uslovnu entropiju dogadaja B uz uslov A, u
oznaci H(B|A), definiSemo formulom:

m

H(B|A) =) _p(ai)H(Bla;)

=1

2D. K. Fadejev (1907-1989), sovjetski matematicar.
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gde je

n

H(Bla;) = = _ p(bjlai)logp(bsla;) (1 <i<m)
j=1

Sto je tzv. entropija dogadaja B uz uslov a;.
Navedimo i najznacajnije tvrdenje koje se odnosi na uslovnu entropiju.

Teorema. (C. E. Shannon) 0 < H(B|A) < H(B)

Dokaz. Ocigledno je da ¢e H(B|A) biti nenegativna vrednost. Drugi deo nejednakosti
obrazlazemo uz pomo¢ Jensenove?* nejednakosti: ako je funkcija f konkavna na nekom
realnom intervalu I, onda za svaki niz x4, ..., x,, € I i svaki niz pozitivnih brojeva q1, ..., ¢,
takav da je ¢1 + ... + ¢, = 1, vazi:

> aif(@) < O i)
i=1 i=1
Da podsetimo, za neprekidnu realnu funkciju f kazemo da je konkavna na intervalu I ako

(Vo,y € I)(Vp,q > 0)(p+q=1—pf(x)+qf(y) < flpx +qy))

Jensenovu nejednakost dokazujemo primenjujuéi princip matematicke indukcije. Bazu
indukcije (n = 2) opravdava sama definicija konkavnosti. Razmotrimo induktivni korak
od n do n + 1. Uvedimo oznake:

o C_I_ dn+1

’ . ’ n
dn — 4n + n+1 1 Tp = ’ Tn + —,xn—i—l
n qn

Tada imamo i:

anf (Tn) + gni1 f(Tng1) = q;(g—?f(xn) + (]ZL]—,+1f(xn+1)> < q,f(z,)

gde je, ocigledno, nejednakost koju smo dobili, direktna posledica pretpostavke o konkav-
nosti funkcije f. Koriste¢i ovu nejednakost, izvodimo:

n—1 n—1

> i (@) + @ f (@) + Gurf (@ns1) < aif (@) + g f(=],)
i=1 =1
n—1
Sf(z qizi + 4, 7,)
i

:f(z QifCi)

24]. L. W. V. Jensen (1859-1925), danski matematicar.
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Drugu nejednakost u gornjem izvodenju opravdava indukcijska hipoteza. Na ovaj nacin
smo opravdali i indukcijski korak, ¢ime je kompletiran dokaz Jensenove jednakosti.

Podsetimo jos da je za dva puta diferencijabilnu funkciju, da bi bila konkavna, dovoljno
da njen izvod ne bude pozitivan. Ovako se, na primer, moze ustanoviti da je funkcija f(z) =
—x log x konkavna. Primenjuju¢i Jensenovu nejednakost na ovu funkciju, stavljajuéi da je
¢i = pla;) iz, =p(bjla;) zal <i<mil<j<mn,dobijamo da, za svaki j (1 < j < n),
vazi:

m

— > p(a:)p(bjlas) log p(bjlas) <
i=1

m m

< =D plai)p(bjlai)) log(Dy_ plai)p(bjlai)

i=1 i=1
Medutim, znajuéi da je, prema teoremi potpune verovatnoce

ip(ai)p(bj\ai) = p(b;)
i=1
imamo, takode za svaki j (1 < j < n):
=3 plas)plbslas) g plbslas) < —plby) o5 p(b;)
i=1
odakle, sabirajuc¢i ovih n nejednakosti, dobijamo upravo

H(B|A) < H(B)

¢ime je zavrsen dokaz ove teoreme.[ ]
Napomenimo da vazi:

H(B|A) = H(B) akko A1i B su nezavisni slu¢ajni dogadaji.

Teorema. Za proizvoljne slucajne dogadaje A i B vazi:

H(AB) = H(A) + H(B|A) = H(B) + H(A|B)

Dokaz. Znajuéi da za proizvoljne slucajne ishode vazi

p(ab) = p(a)p(bla) = p(b)p(alb)

i, za svaki i (1 <i<m):
n

> p(bjlai) =1

j=1
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imamo:

H(AB) = — Z Zp(aibj) log p(aib;)

= — Z Zp(ai)p(bj la;) log(p(ai)p(bj lai))
i=1 j=1

= - ZP(%) log p(a;) Zp(bj|ai) — Zp(az‘) Zp(bﬂaz') log p(bjai)
i—1 j=1 i=1 g=l

= H(A) + H(B|A).[J

Kao neposredna posledica ovog tvrdenja se moze izvesti zakljucak da kada su slucajni
dogadaji A i B nezavisni, onda H(AB) = H(A) + H(B).

Uvedeni pojmovi su dovoljni da se definiSe i razvije koncept informacije.

Ovde ¢emo egzaktno definisati pojam mere medusobne zavisnosti slucajnih dogadaja,
odnosno mere koli¢ine informacija.

Ako sa I(A, B) oznacimo koli¢inu podataka o dogadaju A sadrzanu u dogadaju B,
ili obrnuto, onda se najznacajnijim rezultatom ovakvog razmatranja moze smatrati pot-
puna karakterizacija medusobne nezavisnosti slu¢ajnih dogadaja A i B iskazana ovakvim
tvrdenjem:

I(A,B) =0 akko A i B su nezavisni slu¢ajni dogadaji.

Inace, funkcija I se definise kao: I(A, B) = H(B) — H(B|A) i naziva informacijom.
Kao neposredne posledice ovakve definicije informacije I i prethodno datih osobina
entropije, mozemo dobiti sledec¢i niz tvrdenja:

Teorema. Za proizvoljne sluéajne dogadaje A i B, I(A,B) = I1(B, A).

Dokaz. Prema jednoj od prethodnih teorema imali smo H(A) + H(B|A) = H(B) +
H(A|B) odakle je

I(A, B) = H(B) — H(B|A) = H(A) — H(A|B) = I(B, A).[J

Teorema. Za svaka dva sluc¢ajna dogadaja A i B, I(A,B) = H(A)+ H(B)— H(AB).

Teorema. Za proizvoljne sluéajne dogadaje A i B, I(A,B) = 0 akko A i B su
nezavisni slucajni dogadagi.

Teorema. Za proizvoljne sluéajne dogadaje A i B, 0 < I(A, B) < H(A).
Teorema. Za svaki slucajan dogadaj A, I(A, A) = H(A).
U kontekstu ergodicke teorije ova tvrdenja dobijaju i nove interpretacije kojima ¢emo

se ovde baviti.
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§3.2. Entropija u teoriji mere

Pretpostavimo da je (X, B, u) prostor verovatnoca, T : X — X transformacija koja
¢uva meru, a« = {Ay,..., A, } particija skupa X. Tada entropiju particije o definiSemo kao

Zu ) log p(A;).

Ako su o = {Ay,..., A} 1 8 ={B,..., B} merljive particije skupa X, tada sa a VvV 3
oznacavamo slede¢u particiju: oV ={4;,NB;[1 <i<nAl<j<n}
Entropiju h transformacije T w odnosu na o, u oznaci h(a, T'), definisemo kao:

1
h(Oé,T) - hp,(a,T) = lim —H(O[ \/T_la \VAR \/T_TH']-Oé).

n—oo 1

Uslovnu entropiju particije o u odnosu na particiju 3 definiSemo kao

H(alB) == p(B)) Y n(Ai|Bj)log pu(Ai| By)

jeJ il
gde je uslovna mera definisana kao:

n(ANB)
w(B)

Ako je 8 = {X}, onda je H(«|B) = H(«). Entropiju H(«|3) mozemo zapisati u ob-
liku H(o|B) = [y Laipdp, gde je Iyg uslovna informacija koju definisemo kao I, 5(x) =
—log u(A(x)|B(x)), a A(x) i B(z) redom elementi particija « i 3 koji sadrze x.

Za particije « i # kazemo da su jednake, u oznaci o« =  (mod 0), ako za proizvoljni
element strogo pozitivne mere C' € «, postoji element D € [ takav da je u(CAD) =
p((C\D)U(D\C)) = 0. Za particiju 8 kazemo da je finija od particije o, u oznaci a < 3,
ako za svaki D € (3 postoji C' € « takav da je D C C. Za dve merljive particije o i 3
kazemo da su nezavisne, u oznaci « L 3, ako je p(AN B) = u(A)u(B), za sve A € a i
B e g.

Teorema. Neka je (X, B, p) prostor verovatnoéa, o = {A;li € I}, B ={B;|j € J} i
v ={Ck|k € K} najvise prebrojive particije od X i § = {X}. Tada:

(1) 0 < —log(sup;ec; (Ai)) < H(aw)) < log(card(av)); ukoliko je particija o konacna,
onda jednakost H(«) = log(card(a)) vazi ako i samo ako svi elementi particije o imaju
medusobno jednaku meru.

(2) 0 < H(o|B) < H(a); H(|B) = H(a) vazi ako i samo ako su particije o i (3
nezavisne; H(«a|B) = 0 ako i samo ako je a < 3; ako je v > (3, onda je H(a|y) < H(alB);

(3) H(aV Bly) = H(aly) + H(Bla V v); u sluéaju v = 6 imamo H(aV () = H(a) +
H(Bla);

(4) H(av 817) < H(aly) + H(Bly) i H(ov §) < H(a) + H(B);

(5) H(alB) + H(Bly) > H(al);

u(A|B) =
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(6) Ako je A druga mera na prostoru X, onda za svaku particiju o koja je merljiva u
odnosu na obe mere, p i\, i za svakip € [0, 1] vazi pH, (o)) +(1—p)Hx(a) < Hp,q(1—pyr(a).

Posledica. Neka su o @ f merljive particije sa konacénim entropijama i

dr(a, B) = H(a|B) + H(B|e).

Tada je dr metrika na skupu merljivih particija sa konacnom entropijom.
Metrika dgr se naziva Rockhlin—ova metrika.

Dokaz posledice. 1z (2) sledi dr(a, 3) > 0. Ako je dr(a, ) = 0, onda je H(«|f) =
H(fB|a) =0, $to po (2) znaéi a < f1 8 < «, odnosno o = 3 skoro svuda. Simetri¢nost dg
proizilazi direktno iz definicije. Konacno, iz (5) imamo

dr(a, B) = H(a|B) + H(Ble) < H(aly) + H(18) + H(Bly) + H(v]e)
= dr(,7) + dr(v,8). 0

Dokaz teoreme. (1) Iz definicije entropije imamo da je H(a)) > 0. Ukoliko particija «
sadrzi bar dva skupa strogo pozitivne mere, onda je H(«) > 0. Dakle, ako je H(«a) = 0,
onda je & = ¢ skoro svuda. Kako je —log(sup;c;p(4;)) = inf(I(a)), imamo H (o) >
— log(sup;es p(Ai))-

Da bismo dokazali da je H(«)) < log(card(a)), pretpostaviéemo da je a konac¢na
particija. Razmotrimo funkciju

o) = {

xlogz, >0

0, =0
Kako je funkcija ¢(x) strogo konveksna, jer je ¢”(x) = % > 0, vazi ¢(X o, aiz;) <
oo aip(x;), za nenegativne a;, ¢ = 1,2,... za koje je Y .o a; = 1. Zatim, neka je

a={A1,As, ..., A}, a; = % ix; = p(A;) zai=1,2,... k. Iz konveksnosti funkcije ¢
sledi

1 1 1< Pl 1
—plogk = ¢(E) =9 (E ;M&)) < ; Ecb(u(Ai)) = —EH(a),
odkle sledi
H(a) <logk.

Drugi deo tvrdenja sledi iz stroge konveksnosti funkcije ¢.
(2) Ova nejednakost takode sledi iz konveksnosti funkcije ¢:

0< H(alf) ==Y u(B;))_ ¢(u(AB)))

jer il
== > u(B))(u(AilB)))
il jeJ
j§;<ﬁ jé;ll p(Ai|B;)
== _ouA
o)
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Kako je ¢(z) < 0, za x € (0, 1), imamo da ako je H(a|B) = 0, onda za svaki j € J za
koji je u(B;) > 0 vazi ¢p(u(A;|B;)) =0zasveie€ I, paia <. Akoje H(a|B) = H(a),
onda u prethodnom izrazu svuda vazi jednakost, odnosno imamo

du(A)) =06 D wBHWAIB) | = D wB))o(u(AlBy)).
J€J,pu(B;)>0 JeJ,pu(B;)>0
Iz stroge konveksnosti funkcije ¢ sledi da ako je u(A4;) > 01 pu(B;) > 0, onda je u(A;|B;j) =
1(A;), sto znaci da je u(A4; N By) = w(Aq:)pu(B;).
(3) Vazi:

N(Az N Bj N Ck)

HaVvply)=— >  wA;NB;NC)log ©
(i,7,k)eIxIxK Ak

- Z p(A; N B, ﬂCk)logM
(1.3.5) 1(Cr)

B.
(70 1(C)

A
G 1(Cl)

= H(aly) + H(Bla V)

+ H(BlaV )

(4) Ova nejednakost sledi iz (3) i nejednakosti H(B|aV v) < H(B|7y), koja sledi iz (2)
s obzirom da je oV y > 7.

(5) Iz (3) i (4) imamo H (y|aV @) = H(aV~y|8) — H(a|B) < H(v|F). Koris¢enjem (3)
nekoliko puta dobijamo:

H(a|lB) + H(Bly) = H(aV B)+ H(BVy) - H(B) - H(v)
=H(aV @)+ H("B) - H(v)
=H(aVpVy)—H(ylaVp)+ H(y|B) — H(v)
> H(aVBVy)—H(y)
> H(aVy) = H(y)
= H(aly).

(6) Ovaj deo tvrdenja sledi direktno iz konveksnosti funkcije ¢:

pHy (o) + (1 —p)Hx(e) = —p Z S(1(A:) = (1=p) Y d(MA))

el i€l
< - Z o((pp+ (1 = p)A)(4i)) = Hpu+(1—p)>\(a)' O
el
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Bez dokaza, navodimo jos neke osobine entropije.

Teorema. Neka je T : (X,pu) — (X, p) transformacija koja ¢uva meru na prostoru
verovatnocéa (X, ) i neka su o i 8 merljive particije sa konacnim entropijama. Tada vazi;

(1) 0 < limsup, .oo(~ L 0g(SUDC v vr-ns1(a) 1(C)) < h(a.T) < H(a);

(2) h(aVv 3, T) < h(a,T) + h(5,T);

(3) h(B,T) < h(a, T) + H(B|a); ukoliko je oo < 3, onda je h(a, T) < h(5,T);

(4) ]h(oz,T) h(B,T)| < H(a|B) + H(B|a) (Rokhlin—ova nejednakost);

(5) (T~} a )T)—h(Oé T);

(6) h(a,T) = h(VE_ T~ (), T) za k € N;

(7) Ako je v druga mera i p € [0,1], onda vazi

ph’u(Oé, T) + (]‘ - p)h,/(Oé, T) < hpu—i—(l—p)l/(a/v T)

63.3. Entropija u teoriji dinamickih sistema

Sada ¢emo pojmove entropije i uslovne entropije razmotriti u jednom savremenom
kontekstu ergodicke teorije.

Neka je (X, B, 1) prostor verovatnoéa, T': X — X transformacija koja ¢uva meru, a =
{A1,..., A, } particija skupa X. Entropija particije o, koju smo definisali u prethodnom

delu, jeste
ZM )log pu(4;).

Sada navodimo definiciju entropije h transformacije 7' u odnosu na «, u oznaci h(«a, T,
takode iz prethodnog dela:

1
h(O[,T) = hu(a,T) = lim —H((]g \V T_la (VAR vT—n+1a)

n—oo M
Da je ova definicija korektna, tj. da posmatrana grani¢na vrednost postoji, zaklju¢ujemo
iz sledec¢ih ¢injenica:
Entropija je subaditivna: H(aV ) < H(a) 4+ H(3), to sledi iz sledeceg razmatranja:

H(aVvp) = Z,LLA N B;)log n(A; N By)

1,

== S M g U - S A ot
S—Z Zu A; N By) 10g(ZM(AiﬂBj))+H(@)

< H(a)+ H(B)
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gde smo, u prethodna dva koraka ovog izvodenja koristili Jensenovu nejednakost i formulu
potpune verovatnoce.
Ako transformacija T ¢uva meru, onda je entropija stacionarna: H(T 'a) = H(c).
Iz subaditivnosti i stacionarnosti imamo:

H(aVvT tav. - -vT~ )40 < H(avT tav-- VT " ta)+ H(avT tav- - -vT " t1a)

Ako uvedemo sledeéu oznaku: 1, = H(a VT taVv. .- v T "aq), imaé¢emo: 1, < 1,41,
jer finijoj particiji odgovara vec¢a entropija, pa ¢emo iz gornje nejednakosti dobiti i:

Nn+n’ S Mn + Nns

Sto, konacno, osigurava egzistenciju posmatrane grani¢ne vrednosti.
Neka su o = {Ay,..., A} i 8 ={By,..., By} merljive particije skupa X. Uslovnu
entropiju H(«|f) definisemo kao u prethodnom delu:

m

H(a|B) ==Y n(B;)Y  n(Ai|B;)log u(A;|B;) =Y p(A; N B;) log u(Ai|Bj)

Kao posledicu veé dokazanog tvrdenja H(aV ) = H(a) + H(Bla) = H(B) + H(«|f)
dobijamo:

HavT tav.---vT""a) -~ HavT tav.--vT " a) =

T " lajavT tav.--vT ")
T a|T v .- vT " 20q)

T "2alavT tav.--vT ")

Sto znaci:
MNMn — Mn—-1 S NMn—1 — MNn—-2
za svaki n € N. Odavde izvodimo:

n

: .1 .1 . Mn
Jim (5, —na-1) = lim ~ ;(m — i) = lim —(n, —m) = lim -

odnosno i sledece tvrdenje:

Teorema. Za svaku merljivu particiju o = {A1, ..., An} skupa X @ svaku transfor-
maciyu T koja ¢uva meru vazi:

hMa,T) = lim (HlaVT raV---VT "a) -~ HlavT 'aV.-- VT " a))

n—oo
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Kako entropiju H(A) mozemo posmatrati i kao koli¢inu informacija sadrzanih u
slucajnom dogadaju A, sto sledi prema prethodnom tvrdenju, postavlja se pitanje relevant-
nosti i korisnosti tih informacija u eventualnom predvidanju. Naime, polazec¢i od entropije
nekog dinamickog sistema, koja nam je poznta do datog trenutka, mozemo pokusati da
saznamo nesto o ponasanju tog sistema u bliskoj ili daljoj buduénosti?®. Neka je, po defini-
ciji, by = i, ukoliko T7%(x) € A;. Posmatra¢emo vremensku seriju bg, by, ... i istrazivati
neodredenost buduc¢ih vrednosti ¢lanova serije na osnovu poznavanja prethodnih. Neka
je A(n) skup svih nizova oblika (bg,b1,...,b,—1), za n € N. Kada kardinalnost particije
a iznosi m, moguce je postojanje ukupno m™ takvih nizova. Neka je p(\) verovatnoca
realizacije dogadaja A\ € A(n). Pretpostavka o stacionarnosti transformacije T imace za
posledicu da se ove verovatnoc¢e ne menjaju kada se vremenski indeks pomeri za vrednost
k, tj. pri posmatranju niza (bg,bg+t1,...,0k+n—1), odakle, za n = 1 dobijamo moguée
vrednosti ¢ = by koje se pojavljuju sa (bezuslovnim) verovatnoé¢ama pu(A;), Sto bi znagcilo
da se one mogu menjati nakon saznanja prethodne (ili prethodnih) vrednosti by_;. Ovo
se moze iskoristiti u razmatranju pitanja kako entropija zavisi od duzine n posmatranog
niza. Kako je, dakle,

H(T,n)=— Zp()\) logp(A\) = HlaVvT tav.--vT "a)
A=1

to je ova informacija sadrzana u nizovima (bg, bgt1,. .., bk+n—1) duzine n. Kada je poznat
takav niz, onda je za predvidanje vrednosti by, neophodno da znamo vrednost

hMT,n)=H(T,n+1)—H(T,n)

gde je jasno da uvedena razlika h(T,n) ne bi trebalo da raste sa porastom broja n, vec,
naprotiv, jer je logi¢no da uz veéi broj prethodnih vrednosti imamo pouzdanije predvidanje.
Naime, izraz

h(T) = lim h(T,n)

n—oo
treba shvatiti kao entropiju transformacije 7' u odnosu na particiju «. Ipak, postoje i
odredena ogranicenja pri koris¢enju entropje kao mere nepredvidljivosti, o cemu ovde nece
biti govora.
Razlika definisanih razlika

Oh(T,n) = h(T,n—1) — h(T,n)

determinise srednju vrednost po kojoj neodredenost niza by, opada sa poznavanjem jos
jedne nove vrednosti by, iz proslosti. U ovom kontekstu je mogucée definisati i tzv. efektivnu
meru kompleksnosti transformacije T (v. P. Grassberger (1986)) kao:

[e.¢]

heve(T) = Z(h(T» n) —h(T))

n=0

25Ovim problem se bavio Grassberger (v. P. Grassberger (1986)) i mi ovde, delom, sledimo
njegov pristup.
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gde dati red ne mora da konvergira, ali u slucajevima kada isti divergira, ta divergencija
mora biti sublinearna, tj. za H(T,n) = nH(T') + o(n), mora biti:

lim _a(n) =0
n—oo n

Sa druge strane, ukoliko niz o(n) konvergira nekoj vrednosti o, kada n — oo, kako je
h(Tn) =h+o(n+1) — o(n), imamo

oo

hemo(T) =Y (o(n+1) —o(n)) =0 —a(1)

n=0

Ovde se informacija moze definisati kao
I(T,n+n")=H(T,n)+ H(T,n')— H(T,n+n') >0

Sto izrazava ¢injenicu da je entropija niza duzine n + n’ manja od zbira entropija nizova
duzina n i n/. Uz pretpostavku o stacionarnosti imac¢emo:

I(T,n+n')=0c(n)+on') —oln+n')

odnosno
lim I(T,n+n')=0c
n,n’—oo
u slucaju kada posmatrana grani¢na vrednost postoji. Tako, vrednost o odgovara i slucaju
kada se radi o informaciji vezanoj za nizove beskona¢ne duzine. Napomenimo da niz o(n)
ne mora biti konvergentan.

Neka je F C B pod—o—algebra familije merljivih podskupova skupa X. Uslovno
oéekivanje funkcije f € LY(X) u odnosu na F, u oznaci E(f|F), jeste F—merljiva funkcija
na X zakojuvazi [, E(f|F)dp= [, fdu, zasve A € F. E(f|F)(x) predstavlja ocekivanu
vrednost f, ukoliko nam je poznato koji skupovi iz F sadrze x. Uslovna verovatnoca skupa
A € B u odnosu na F je u(A|F) = E(xal|F). Uslovna informacija se definise na sledeéi

| Lyr(@) = = 3 log (AJF) @)y alx),
Aca

dok se uslovna entropija particije a u odnosu na F definise kao

1(0lF) = | Tz(@)dn(z).

Navesé¢emo neke osnovne osobine uslovne entropije u odnosu na o—algebru kao i uslovne
informacije u okviru slede¢ih teorema.

Teorema. Vazi:
(1) I > 0 skoro svuda, pa je i H(a|F) > 0;
(2) 1nq0,xy = Lo skoro svuda i H(a[{0,X}) = H(a);
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(3) Lo = 0 skoro svuda i H(a|B) = 0.

Alternativne definicije uslovne informacije I z(z) su — > 4, log u(A|F)u(A|F) i
E(1,|F). Ocekivanja ovako definisanih uslovnih informacija su:

E (— > logu(A!f)u(A\f)) = H(alF)

Aca
E(E(1.|F)) = E(Ia) = H(a).
Prva jednakost sledi iz ¢injenice da vazi E(log u(A|F)xa|F) = log u(A|F)u(A|F) za svaki
A € «, pa imamo
H(a|F) = E(IayF) = E(E(Iaj7|F)) = E(= ) _ log u(A|F)u(A|F)).
Aca
Navodimo jos neke osobine uslovne entropije i uslovne informacije.

Teorema. Ako su « i 8 prebrojive merljive particije skupa X i F pod—o—algebra od
B, onda skoro svuda vazi Ioyg 5 = lo)F + 18B(a)vF-

Dokaz. Za svaki E € 3, skoro svuda vazi u(E|B(a) V F) =3 4c, %Xm jer za
PNnQeB(a)VF (Peai € F) imamo:

W(E N AlF) B u(E N PIF)
LW<Z: W(AF) >@‘4”°mmﬂ o

7 (i)

u(EN PIF)
= | ExplF) =57 —du
/Q u(P|F)
= | W(ENP|IF)dp
Q
—WENPNQ)
= / XEdp
PNQ
Dakle, imamo da je }_ ., (%) xa = log u(E|B(a) V F) skoro svuda i
Lovgr=— Y logu(ANE|F)xane
A€a,BEeg
=— > logu(AlF)xaxe — »_ log u(E|B(a) V F)xe
A€wo,E€p Eep
== logu(A|F)xa— > log u(E|B(a) V F)xg
Aca Eep

= Iyr + IgB(a)yvr- U
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U slucaju F = {0, X}, iz prethodne teoreme kao direktnu posledicu izvodimo sledée
tvrdenje:
Posledica. Za sve prebrojive particije a i 8 skoro svuda vazi Iovg = Ia + Ig)a-

Teorema. Neka su o i 3 prebrojive merljive particije skupa X © F, F1 © Fo pod—o—
algebre od B. Tada vazi:

(1) HaV B|F) = H(a|F) + H(B|B(a) V F).

(2) Ako je F1 D Fa, onda je H(a|F1) < H(B|F2).

(3) H(T 1a|T71F) = H(a|F)

(4) Ako je a < 3, onda je H(a|F) < H(B|F).

(5) H(aV BIF) < H(a|F) + H(B|F).

Dokaz.

(1) Integracijom ve¢ dokazane jednakosti Iy g7 = Io| 7 + I58(3)vF, dobija se trazena
jednakost.

(2) Primenom Jensenove nejednakosti na funkciju f(x) = —xlogx, za svaki A € «
vazi: E(f o u(A|F1)|F2) < f o E(u(A|lF1)|Fe) = f o u(A|F;). Integracijom prethodne
nejednakosti dobijamo [ fou(A|F1)du < [ fo p(A|Fz). Trazena nejednakost se dobija
iz prethodne sumiranjem po A € a.

(3) Lako se proverava da vazi u(T 1A|T-1F)(x) = u(A|F)(Tx) skoro svuda, pa
imamo

HT a7 7) = = [ 37 log T AT F)a)xr-a(e)di(a)
Aca

__ / " log w(AJF)(Tx) x a(T)du(x)

A€ca

_ / S~ log p(A[F) () x () dps(x)

Acx

= H(a|F).
(4) Kako je H(B|B(a)VF)>0iaV =0z a<f, iz (1) imamo

H(B|F) = H(aV |F) = H(a|F) + H(B|B() V F) = H(a|F).
(5) Ovo tvrdenje sledi iz (1), (2) i ¢injenice F C B(«) vV F. [

Specijalan slucaj tvrdenja (2) prethodne teoreme, za F = {), X }, dobijamo H (a|F) <
H(a).

Teorema. Neka su « i 3 prebrojive merljive particije sa konacnim entropijama. Tada
su sledeca tri tvrdenja medusobno ekvivalentna:

(1)alp

(2) H(aeV 3) = H(a) + H(D)

(3) H(a|B) = H(«)

Dokaz. Ekvivalentnost uslova (2) i (3) sledi direktno iz prethodne teoreme, deo (1).
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Dokazujemo da iz (1) sledi (3). Neka je a L (. Tada za sve A € o vazi u(A|B(3)) =
1(A) skoro svuda. Dakle I3 = I, skoro svuda, pa je i H(a|3) = H(c).

Dokazujemo da iz (3) sledi (1). Neka je H(«|B) = H(a). Tada vazi ) 4, (f(1(A)) —
Jx F(u(A|B(B)))dp) = 0, gde je f(x) = —xzlogz. Iz dokaza prethodne teoreme, deo (2),
zakljucujemo da su svi ¢lanovi ove sume nenegativni, Sto znaci da je, za sve A € a,

:Afwmmmwu

pu( AﬂB ,u(AﬂB)
=2 - #(B)

odnosno

—p(A) log u(A u(B).
Pretpostavimo da je 8 = {B1, Ba,... },i,zasve k = 1,2,..., Ay = u(Bx) i & = p(A|Bk) =
wA0BL) - Tada imamo da je (u(A), f(n(A)) = > Ae(&k, f(&k)). Povrsina ispod grafika

1(Bk)
funkcije f(z) je konveksna i tacka sa ruba te povrsi je predstavljena kao konveksna kom-

binacija tacaka koje su takode sa ruba. Medutim, to je moguée jedino ako su svi &

medusobno jednaki, Sto znaci da je % = u(A), za sve k, odnosno o 1 5.

Entropiju H(«) particije a, dakle, mozemo posmatrati kao srednju vrednost infor-
macije o ¢injenici kom skupu particije pripada posmatrana tacka. Stoga, za svaku tacku
x € X, prirodno je definisati informaciju o x u odnosu na particiju o kao:

Io(z) = —log p(Ai(x))

gde je A;(x) skup particije a koji sadrzi tacku x.
Iz nacina na koji smo definisali entropiju H(«) particije «, pojavljuje se i sledeca
mogucénost posmatranja entropije H(«) particije a:

mw=1ﬁ%mmmww=/umww

pa bi i odgovarajuca transformacija 1" zadovoljavala uslov:

HaVvT rav...vT " aq) = /IavT1av...VTn+1a(:v)du(:z;)
kada bi entropija predstavljala slede¢u grani¢nu vrednost:

H T-1 ooy Tt
h(a,T) = hy(o, T) = lim (aV vV )

n— 00 n

koja se, kada je u pitanju ergodic¢na transformacija 7', moze dobiti i posredstvom sledeceg
tvrdenja:

Shannon—-McMillan-Breiman—ova ergodicka teorema. (C. E. Shannon; B.
McMillan; L. Breiman) Neka ergodi¢na transformacija T : X — X ¢uva meru verovat-

nosnog prostora (X, B, i) i neka je a najvise prebrojiva particija sa konacénom entropijom
H(«a). Tada:

1
llm —Iav,,,vT—7L+la(x) — h(a,T)

n—oo M
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za skoro svaki x u odnosu na meru L.

Dokaz ove teoreme se moze na¢i u K. Petersen (1983).

Oslanjajuéi se na Kolmogorovljev rad (A. N. Kolmogorov (1958)) Sinai je definisao
novi koncept entropije (Y. Sinai (1959)) koji danas igra centralno mesto u teoriji dinamickih
sistema (R. Frigg (2004, 2006)).

Neka je data particija a = {Ay, ..., Ax} skupa X, H(«a) = — Zle w(A;) log(p(A;)) i
(X, B, 1, T) diskretan dinamicki sistem. Grani¢na vrednost

HaVvT tav..-vT " a)

n— 00 n

postoji na osnovu Shannon-McMillan—Breiman—ove ergodicke teoreme i Kolmogorov—Si-
nai—evu entropiju definiSemo kao

hT) = sgp H(a,T),

pri ¢emu je supremum po svim konac¢nim particijama c.
Efikasan i dobar metod za izraCunavanje entropije moze se bazirati i na sledeé¢em
tvrdenju:

Kolmogorov—Sinai—eva teorema. (A. N. Kolmogorov; Y. G. Sinai) Neka je T :
X — X invertibilna transformacija koja ¢uva meru verovatnosnog prostora (X, B, p) i neka
je A konacna podalgebra od B generisana nekom particijom « takva da je

+oo
\/ T"A=--vT AV VT 'TAVT'AVT'AV---VT"AV .- =B
k=—oc0
do na skupove mere nula. Tada: h(T) = h(a,T).
Pre dokaza ove teoreme, razmotri¢cemo neka tvrdenja koja se koriste u tom dokazu.
Lema 1. Za sve prebrojive merljive particije o i 3 vazi h(8,T) < h(a,T) + H(5|a).
Dokaz. Nekaje Byt = VT 18v--- VT " Hgiafl ' =avTlav...vTI~"q
zam=1,2,.... Tada za svaki m vazi:
H(Gy  ag ™) < H(Blag ™) + H(T ™' Blag ™) + -+ HT ™" plag ™)
< H(Bla)+ H(T BT a) + -+ HIT ™8T a)
= mH (f|a)
Takode imamo da je
H(By ") < H(By' ' Vag ™) =Hlag ™) + H(ByHag' ™) < H(ag' ™) + mH (Bla),
odakle sledi

h(B,T) = lim lH( 1) < lim lH(aB”_l)#—H(Ma):h(a,T)—l—H(ma).l:l

m—oo M m—oo M
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Lema 2. H(a|F) =0 ako i samo ako o C F do na skupove mere nula.

Dokaz. Ako je a C F, onda je u(A|F) = (E(xalF)) = xa skoro svuda za sve A € «,
pa je I, 7 = 0 skoro svuda.

Pretpostavimo da je H(«a|F) = 0. Tada je logap(A|F)u(A|F) = 0 skoro svuda, odakle
sledi da je p(A|F) = 0 ili u(A|F) = 1 skoro svuda. Dakle u(A|F) = xp, za neki B € F.
Zaklkjucujemo da je pu(B) = [ u(A|F)dp = p(A). Sa druge strane, u(ANB) = [ xadp =
S5 w(AlF)dp = [ xpdp = u(B). Dakle A = B do na skup mere nula, pa jei A C F do
na skupove mere nula.[]

Lema 3. Ako su By C By C ... pod—o—algebre o—algebre B, Box = VoL B, @ «
merljiva konacna particija, onda lim, ., H(«|B,) = H(a|B).

Dokaz. Prema teoremi o konvergenciji martingala vazi
1(AlBn) — n(A|Bx)
skoro svuda, za svaki A € a. Odatle sledi da

f(u(AlBn)) — f(1(AlBx))

vazi skoro svuda za sve A € a, gde je f(r) = —xlogz. Zatim, prema teoremi o konver-
genciji ogranicenih funkcija, na koju smo se pozivali, imamo da, za svaki A € «, vazi

/ F(u(AIBL))dp — / (Al
X X

Sumiranjem po kona¢nom broju A € «a prethodnog izraza dobijamo lim,, .. H(«|B,) =

H(a|Boo).O

Dokaz Kolmogorov-Sinai—eve teoreme. Dovoljno je dokazati da za proizvoljnu kona¢nu
particiju 8 prostora X vazi h(3,T) < h(a, T). Najpre, uvodimo oznake o, = Vi_ T *a
ia>, =V _B(T*a). Iz leme 1 i ¢injenice h(VP_, T *a,T) = h(a, T) imamo

k=—o0
R(B.T) < ha”,,,T) + H(Bla",) = h(a,T) + H(Bla" ),
zan =0,1,2,... Kako skoro svuda vazi 8 C o, iz lema 2 i 3 zaklju¢ujemo da vazi:

0= H(Bla%,) = lm H(Bla™,).

Trazena nejednakost se dobija kada pustimo da n tezi beskonaénosti u prvoj formuli.[]

Napomenimo da, ako je
+oo
\/ TF*A=TAVT1AV..-VT"AV...-=B
k=0

do na skupove mere nula, onda vazi h(T) = 0.
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Vrednost h(a,T') se moze posmatrati kao mera srednje neodredenosti po jedinici vre-
mena koju imamo kada istrazujemo koji ¢e element particije o sadrzti tacku x u sledé¢em
momentu, imajuéi u vidu njegovo ponasanje u prethodnom periodu. To bi, naravno, znacilo
da ako bismo particiju « izabrali proizvoljno, onda bi se moglo desiti da nemamo visok
stepen neodredenosti, tj. odgovor na pitanje kojim éelijama particije o pripadaju tacke
T72 ne bi nam morao doneti vie informacija od onih koje bismo dobili nagadanjem. Stoga
je entropija transformacije T' definisana kao maksimalna neodredenost po svim kona¢nim
particijama a.

Vrednost h(T') ¢e zato predstavljati srednju vrednost neodredenosti preslikavanja taca-
ka iz X transformacijom 7. Dakle, veli¢ina h(T) odrazava ’slu¢ajnost’ transformacije 7T,
odnosno stepen dezorganizacije prostora pod uticajem transformacije T'. Ocigledno, h(T')
jeste invarijanta izomorfizma T

U slucaju neprekidnog dinamickog sistema Kolmogorov—Sinai—eva entropija se definise
kao h(T;) = |t|h(Ty), t € R.

Particiji @ mozemo dati i drugaciju interpretaciju, posmatrajuci je kao skup mogucih
ishoda nekog eksperimenta. Vrednost H («/) je mera oc¢ekivane neodredenosti ishoda eksper-
imenta, ili koli¢ine informacija koje dobijamo izvodeéi eksperiment. U ovom sluc¢aju, parti-
cija aV 3 se moze interpretirati kao slozeni ekspeiment koji se sastoji iz simultane realizacije
eksperimenata o i 3. Tako se tH(aV T la V-V T7*"a) moze shvatiti kao srednja
koli¢ina informacija pri ponavljanju eksperimenta « k puta, dok bi h(«,T) predstavljala
srednju vrednost koli¢ine informacija dobijenih realizacijom eksperimenta a. Konacno,
h(T) jeste maksimum informacija koji se moze dobiti ponavljanjem bilo kog eksperimenta,
primenjujudi transformaciju 7T'.

Izracunavanje vrednosti hA(T) po definiciji nije uvek jednostavno. Medutim, ukoliko
postoji particija « za koju vazi jednakost h(T,«) = h(T), naravno h(T') se moze lako naéi
i to je slucaj kada T ima particiju koja generise o—algebru B.

U ovom delu rada se takode uglavnom bavimo kona¢nim particijama prostora X.

Za proizvoljnu particiju o koristimo oznaku aj, = Vi_ T “Fa. U slucéaju m = oo ili
n = 00, koristimo slede¢e oznake za o-algebre generisane particijama koje sadrze: af® =
> BT *a), aZl, = v ,B(T*a) i a=, = Vi __ B(T*a). Ove o-algebre mozemo

posmatrati kao proslost, budué¢nost ili celu istoriju eksperimenta .

Konacnu particiju a nazivamo generatorom u odnosu na transformaciju T ako je
= B skoro svuda.

U neposrednoj vezi sa razmatranom materijom je i slede¢a teorema koju navodimo
bez dokaza:

oo
— 00

(e

Krieger—ova teorema o generatorima. Ako je T ergodicna transformacija koja
¢uva meru na Lebesgue-ovom prostoru i h(T) < oo, onda T ima konacni generator.

Na kraju, razmotri¢emo i dva konkretna primera izracunavanja entropije.

Primer. (Entropija Bernoulli—jeve sheme) Neka je B(p1, ..., p,) Bernoulli-jeva shema
na alfabetu {aq,...,a,}. Neka su A; = {z|zryg = a;}, i = 1,2,...,n skupovi iz merljive
particije a. Kako je 07™A; = {z|z), = a;}, V=, B(0~"«) sadrzi sve skupove A;, pa je
samim tim jednak B do na skupove mere nula. Dakle, a je generator i vazi

h = — 1 1 -1 —m+1
(0) =h(a,0)= lim —H(aVo *aV---Vo Q).

m—oo M

33



Elementi particije a V o~ ta V o™ o su oblika A;; N o~ A, ---No ™M A,,. Kako
su particije a,0 v, ..., 0™ a nezavisne, iz ve¢ dokazane teoreme koja se odnosi na

nezavisne particije sledi

n
HaVveltaVv---Vo ™ a)=mH(a) = —mZpi log p;,
i=1

pa je srednja vrednost neodredenosti u smislu $ta ¢e se sledeée pojaviti u nizu h(o) =

— > iy pilogp;.

Dakle, sistem B( é, ;) ima entropiju log 2, a entropija sistema B(%, %) iznosi logs3, pa
ova dva sistema ne mogu biti izomorfna.A

Primer. (Entropija Markovljevog lanca) Neka je Markovljev lanac definisan matricom
A = (a;;) formata n x n, tj. Z?:o a;; =1, zasvaki i (1 <i<n), p=p(po,...,pn), takav
da je p; > 0, za svaki i (1 < i < mn), > p; =11ipA = p Neka je a particija iz
{z|zg = a;}, (1 < i < n). Proizvoljni ¢lan particije a Vo~ ta V.-V o ™a je oblika
{z|xo =i0,...,Tm = iy} 1 ima meru poa;yi, --- i, _,4,,, P& vazi

H(aVotav---Vo ™a)=
= Z f p’LOa/’Lo’Ll AR aim_lim)

= E Pi0@igiy - -+ Qi1 (@i iy, 108 Pi0Cigiy -+ - Qi iy + iy _yi, 108 i1,

20,--+50m
7;07--~,7:m71 im
- : : § : pioa‘ioil tee ai?n—2i7n—1 f(a'iTn—27:7n—1)
imflyim 7:07~~~7im72
= § f pZOa’ZO'Ll st aim72imfl) - z : pimfl f(allmfllm)
205 s%m—1 tm—1,tm

- = —Zpi log p; —mZPiCsz log a;.

Dakle, entropija Markovljevog lanca definisanog matricom A = (a;;) jeste

— Zpiaij 10g aij.A
,J
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