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1. U V O D

U ovom radu bavidemo se funkcionalnim jednac¢inama
na kﬁazigrupama, a u poslednjoj glavi i nekim'specijalnim

funkcionalnim jednac¢inama na grupcidima.
Prema [1] prvi radovi o funkcionalnim jednadinama su
[22] u kojima se treperenje Zica bpisuje'funkcionalnim jedna-

¢inom po nepoznatim funkcijama f, g i h:

I

© Ef(x +y) - Df(x = y) = g(x) h(y)

Sve do 20. veka, sem retkih izuzetaka, sve funkcional-
ne jednadine koje su razmatrane bile su definisane ili na po-
lju realnih (kompleksnih) brojeva ili u najboljem sludaju na
nekom skupu matrica. Postepeno funkcionalne jedna&ine "osva-
Jaju” své opStije strukture, podevii od ﬁulovih algebri preko
grupa, kvazigrupa i1 mreZa pa sve do grupoida i skupova bez

ikakve algebarske strukture.

Ny ok ARG
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Kvazigrupe, na kojima <Eemo preteﬁno resSavati funkcio-
-hnalne jednacine, uvela je 1935, godine R. Moufang u radu [35].
Medjutim, pojedini problemi vezani za kvazigrupe javljaju se

u matematidkoj literaturi znatno ranije. Cuveni problem 36
oficira postavljen je u radu [51], a Denes i Keedwell u [50]
navode da je slican problem objavljen jos 1723. godine. Svi ti
problemi su formulisani kao kombinatorni, uglavnom pomodcu 1a-
tinskih kvadrata. Latinski kvadrat je u stvari Kelijeva tabli-

ca konacéne kvazigrupe.



Zasnivanjem algebarske teorije kvazigrupa u veé po-
menutom radu R. ﬂoufang i [3] i [4] Alberta,'poéinje ispitiva-
nje tipifno algebarskih svojstava kvazigrupa. Ipak bilo je
potrebno da prodje joS vremena dok nije otkriveno da teorija
kvazigrupa pruZa dobre uslove za resavanje funkcionﬁlnih jed-

nac¢ina. Osnova. svih tih rezultata je slededa:

|

Teorema 1.1, (Belousov}. Ako cCetiri kvazigrupe

A, B, C i D na istom skupu S zadovoljavaju uoyétenu jednadinu

asocijativnosti:
A(x,B (y,z))= C(D (x,y), 2)
tada su sve one izotopne istoj grupi.

Radovima [24] i [36] postavljen je temelj teorije
n-arnih grupa a od 1964. godine sve c¢es$Sfe se u radovima sus-
rede i pojam n-arne kvazigrupe. Teoriji n—ag?ih operacija zna-
¢ajne prilOgé dali su Cupona i Trpenovski svojim radovima

[21], [87] kao i drugim. |

Pokazalo se da se mnogi problemi iz teorije redetki

i kona¢nih ggametrija mogu izraziti funkcionalnim jednadinama

- .
+

na kvazigrupama. Znacaj predmeta privukao je mnoge istraZivade

B

pa se vrlo brzo sa razmatranja pojedinih jedna¢ina preslo na
istovremeno reSavanje pojedinih klasa jednadina. Prvi radovi

tog tipa su [40],.[41], [11] itd.

Hosszd u radu [26] razmatra sistem jednadina u vezi

sa n—arnim grupama.



Posle pionirskog rada S. Predida u [37] i Jugoslo-
venski matematidari poéinju_dg daju &ve znaééjnije'priloge u
prouéavanjﬁ funkcionalnih jednac¢ina i sistema na kvazigrupa-
ma. Milic¢ u_[34] definige tzv, GD—qfupoide kojiLsu znatno
olakZali reSavanje funkcionalnih jednadina. Koristedéi upravo

GD-grupoide, B. Alimpié je u radovima [5], [6] i [7], redila

giroku klasu jednadina. J.'Uéanéje u [4Bj resavao pojedine
klase sistema jednacdina. Upravo;radovi B. Alimpié¢ i J.'Uéana

predstavljaju osnovu na koju sefnastavlja ovaj rad.

Belousov:i’Stojakovié susu [19] otvorili problem
reSavanja funkcionalnih jednad¢ina na infinitarnim kvazigru-
pama ali se mi u ovom radu ogranicCavamo na kvazigrupe kona-

Enih qrnosti.

Dalji prodor predstavljaju i radovi [16], [17],
[32], [33] ali tek radovima [27], [28] i [29}, problem re3a-
vanja sistema uravnoteZenih funkcionalnih jedna&ina na kva-

zigrupama raznih duZina, je reSen u potpunosti.

Tredéi deo ovog rada upravo je posvecen dokazivanju
i‘: f

.Qvog rezultafd{ﬁ%%i uopstava rezultate iz [3], [4], [s], [26],

-[32], [33], [40], [44], [46], [48] kao i mnoge druge.

Posle prve dve glave koje su uvodne i sadrZe defini-
cije i osnovne rezultate koji se dalje koriste, i trede, &iji
smo sadrZaj opisali, u Cetvrtoj glavi su dati primeri koris-

denja dobijenih rezultata.

U petoj glavi razmatraju se tzv. striktno kvadratne

funkcionalne jednadine na binarnim kvazigrupama i dato je



reSenja za jednu Siroku klasu takvih jedna&ina.

U poslednjoj glavi reSena je uop$tena jednadina
asocijativnosti za grupoide i dati primeri primene tog

rezultata,

Posebno bih'Eeleo da zahvalim S. PresSicdu i B.
Alimpi¢ na pomo¢i i podr8ci koju su mi pruZali u dosadaSnjem

radu.



2. OSNOVNA SVOJSTVA KVAZIGRUPA

N-arni grupoid (S, A)_nazivamo n-kvazigrupom ako za

sve 1 = 1,..., n va¥i:
Vxg Vxpoen¥ ls;{J'-_--JL\"f‘"‘"ﬁ't’r ""'&‘f{na 1 ¥p (A (Xpreeexp)=x4)

za n = 2 dobijamo binarnu kvazigrupu a za n = 1 permutaciju
skupa S.
ecS je jedinica; n-arnog grupoida A ako za sve

i=1,¢ee,n vazZi:

. & B ] -iile .=Xl
Ae, rerxlr e, s e) i

n-kvazigrupa sa jedinicom naziva se n-lupa. Za n = 2 dobijamo

A

binarnu lupu.

ﬁ-grupoid A je (i,j)-asocijativan ako_je}

. A(xl,...,xi_l , A(Xi"‘*'xn+i—l)’ Xn+i";"X2n—l)
. £33 & oy

¥
- B A}

]

A(xl,._.rxj_l ’ A(Xj,.-.,xn+j_l)r Xn+j!.;n!x2n_l)

A je n-polugrupa ako je (i,j)-asocijativna za sve
i,j =1,...,n. Ako je A n-polugrupa i n-kvazigrupa kaZemo da
je n-grupa.. Za n = 2 dobijamo poznate pojmove asocijativnosti,

polugrupe i grupe.

Za razliku od binarne grupe n-arna za n > 2 mo¥e i
da nema jedinica a moZe i da ih ima vi¥e. Neke posledice ove

razlike bice razmotrene kasnije.



Neka je A binarna kvazigrupa. Operacije _lA i A_l

definisane sa:

1

A{x,y) = 2z <=> A~ (x,2) =y <=> -lA(z,y) = X

nazivamo respektivno levom i desnom inverznom operacijom
operacije A. “la i a7t su takodje kvazigrupe. za operaciju

‘A* definisanu sa:

A* (x,y) = z <=> A(y,?) = 2

ka¥emo da je dualna operaciji A.

Kombinovanjem prethodnih postupaka moZemo dobiti
ukupno 6 kvazigrupa koje nazivamo parastrofima operacije A,

Svi parastrofi kvazigrupe A su i sami kvazigrupe.

- Ako je A n-arna kvazigrupa, oznalimo sa « permutaciju

(¢yr+0es0, ag) skupa {0,1,...,n}. Defini¥emo operaciju A% sa

a

A7 (Xyyee0sX.) = X <=> A(X: ,eeesX ) =X )
1 n 0 a4 o &5

Operacija A° jefkvaZigrupa i takodje je nazivamo parastrofom
‘kvazigrupe.fs U -ovom radu, bar kad su u pitanju n-kvazigrupe,

 koristiéemo samo parastrofe kod kojih je a, = 0,

0

za dva n-gripoida (S;R) i (S’,B) ka¥emo da su izotop-

ni ako postoje bijekcije fl""'fn'f ':'S' -+ § tako da je:

0

= ¢l |
B_(Xlra-.,xn) - fO' A (fl}{l;...,fnxn)

*) Parastrofija je ovde definisana drugacdije nego npr. u

[14] .



n+l-orku £ = (fl""’fn'fo) nazivamo izotopijom i piSemo
B = Af. Ako je f0 = ¢ fidentidko preslikavanije skupa S),izo-

topiju nazivamo glavnom a B glavnim izotopom grupoida A.

Ako je A n—kvazigrupaéi B n-grupoid izotopan sa

A tada je i B n-kvazigrupa.

Kombinuijudéi izotopiju i parastrofiju dobijamo pojam
izostrofije. U ovom radu uglavnom cfemo koristiti jedan uzi

pojam -~ pojam diizotopije. |
Za n~grupoide A i B kaZemo da su diizotopni ako pos-
toji permutacijaa= (a,,...,a_, 0) skupa {0,1,...,n} i izotopi-

ja f = (fl""‘fn' fo) tako da;je B = (Aa)f.

Navodimo neke poznate rezultate koje €emo u nastavku -

rada &esto koristiti.

Teorema 2.1, Svaka n-kvazigrupa je izotopna neko]

n-lupi.

Teorema 2.2, Ako je n-lupa izotopna negrupi sa je-

dinicom tada su one izomorfne.

_Tegfema,Z.B. Ako je grupoid sa jedinicom izotopan .

Hpolugrupi tada su oni izomorfni.

Neka je A n-grupoid, A(X;,...,x ) = X4

il'...-’ik' < n i al;.-.;an ES. DEfiniéemO:

—

A-' - .'. (X' r--.;x. ) =
- ¥k ll lk

= A(a ’---_;a- - ;X- ;a-- r---ra- I?X' : -;a.- .r."l.!'.'-l'._a. )
1 i, 1 i, 11+l . iy lr lk-..lk+l-ﬁ,.--§
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Operacija A, zavisi od izbora elemenata a,,;...,a_.
i,...d 1 n
1 k
Zato demo oznaku A, i koristiti .samo kada su elementi
ll‘.l k

ArreserBy unapred dati pa nema sumnje o kojoj se od mogudéih

operacija Ay i radi.
1.--- k
Operacija A, ; naziva se retraktom operacije A.
1... k .
Specijalno, unarni retrkti Ai nazivaju se i translacijama
1
grupoda A.

U ovom radu, ako drugalije ne bude receno, u formi-
ranju retrakta neke operacije, promenljive_xi, Y; e se uvek

zamenjivati elementom a, (i = 1,2,00.)

Neka je t neki term u kome se nijedna operacija ne
ponavl ja i neka se sve promenljive terma t nalaze medju
promenljivim XyreoerXpo za il,;.ii < n (i fiksirane

al,‘..,anf?S) definigemo til"‘ik

menom onih promenljivih X konstantom Qs kod kojih je

kao term dobijen iz t za-

i # il,...,ik. Time neke od operacija iz terma t zamenjujemo
njihovim retraktima pa i operacija izraZena pomocu t biva

zamenjena svojim retraktom izraZenim termom ti '
. | 21 b L 1 > & ® k

!11 P

Ako je data jednakost t=t’ u kojoj nema viSestrukog

ponavljanja operacija i pri demu se sve promenljive terma t

i t’ nalaze medju promenljivim XyreeosrX, i il,...,i < n,

' — f . . : .-'_
tada jednakost til"'ik t'il"'ik nazivamo 1;,...,31y

posledicom jednakosti t = t’.
Kod terma i jednakosti sa viSe tipova promenljivih

npr. X., Y-

; (1 < i,j < n) definisemo:

!



- ako je t term i ako su dati elementi al,...anes
tada je t_ term dobijen od t zamenom svake promenljive tipa

razliditog od x i indeksa i < n, odgovarajucim elementom a.

- jednakost t_ = t! nazivamo x-posledicom jednako-

sti t = t’.

Funkcionalna jednadina je jednakost u kojoj se jav-
ljaju i nepoznate funkcije. Sistem ﬁhnkcionalnih jednacina
(kratko: Sistem) je konjunkcijg konadéno mnogo funkcionalnih
jednacdina. E

Ako Je T sistem u komé se kao nepoznate funkcije
javljaju Fl,...,Fn.tada je resenje sistema T' na nekom skupu
S, konjunkéija formula Fl(x) =:R1(X),...,Fn(Y) = Rn(Y) takvih
da zamenom svih Fi u I' sa Ri (i =1,...,n), T postaje konjunk- |

cija identiteta na S. Ponekad cemo krace govoriti da Je n-torka

funkcija (Rl,...,Rn) resSenje sistema T .

l.‘

KaZemo da je formulama Fl(X) = tl(X,Pl,;;.,Pm),...,
Fl(y) = t° (Y,Pl,...,Pm) dato op&te reSenje sistema I na S,
ako za svaki izbor parametara Pl""'Pm iz odgovarajuéih sku-
ﬁpqva'dobijaﬁb*réﬁenje i ako se svako reSenje sistema T na S
.moze dobiti na takav nacin. Pritom parametri mogu biti ele~
menti réznih skupova, preslikavanja na S, specijalna preslika-

vanja kao 8to su permutacije na S 1ili izomorfizmi nekih struk-

tura, specijalne operacije na § i sliéno.

Funkcionalne jednacine, precizno definisane, su u
stvari atomske formule oblika t = t’ u predikatskom racunu

prvog reda. Radi jednostavnosti u radu nedemo insistirati
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na formalno-logiékoj "CistoCi" a posebno cemo se ogrediti

identifikovanjem pojedinih semantiék}h i sintaksnih pojmova;
npr. operaciije i operacijske promenljive. Do konfuzije ipak
ne bi trebalo da dodje jer demo najceSce raditi unutar nekog

unapred'datdg skupa.

Evo jedne definiciije kod koje bi zamena pojma opera-

cijske promenljive pojmom operacije, izazvala zbrku:

Définicija 2.4. Sistem funkcionalnih jednacdina T

je uopSten ako se svaka 0peracijska promenljiva javlija tacno
jednom u T. I

Ovakvi slucajevi bife srazmerno retki i uz izvestan
oprez sve zloupotrebe se mogu lako izbedi.

Nastavlijamo sa definicijama:

Definicija 2.5. Funkcionalna jednadina t = t’ je

uravnotefena ako se svaka promenlijiva iz t = t’ javlja tacno
po jednom u svakom od terma t,t’. Sistem I' je uravnoteZen ako

je svaka jednac¢ina sistema uravnoteZena.

~Definicija 2.6. Funkcionalna jednadina t = t’ je
: !ii . -‘r.li g )
striktno kvadratna ako se svaka promenljiva u t = t’ javlija

“tadno dva puta. Sistem I' je striktno kvadratan ako je svaka
-jJednadina sistema striktno kvadratna.

Definicija 2.7. E-sistem je sistem funkcionalnih jed-

nac¢ina oblika: tl = t2 = el = tm.-

U daljem radu ogranidavamo se na striktno kvadratne
funkcionalne jednacine (sisteme) koje piZemo u sledecem

obliku:
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- sve promenlijive su tipa x ili y i pritom nikoje
dve promenljive' . | _razliéitoq_tipa nemaju isti indeks
- promenliive tipa x se javlijaju po jednom.u svakomn

termu jednadine koja ih sadrzi

- promenljive tipa y se javljaju dva puta u jednom

od terma.jednaéine koja ih sadriZi.

Definicija 2.8. Neka je dat neki term t. Blok Je

svaki podterm terma t koji sadrii samo promenliive istog tipa.
zavisno od tipa promenljivih u hjemu, blok mozZe biti x-blok
ili y-blok. Ako se u termu t javlja 1 néka.konstanta a, uzi-
mamo da je i term koji se sastoji od te konstante blok.

Taj blok nazivamo praznim.

Definicija 2.9. Blok je zatvoren ako'je prazan ili

se svaka pfomenljiva u njemu javlja tadno dva puta. Blok je
otvoren ako .se svaka promenljiva u njemu jaﬁija ta¢éno jednom,

Blok oblika v, gde je v promenljiva, zovemo trivijalnim.,

i

Definicija 2.10. Ako je blok oblika A(...) tada

A nazivamo glavqom operacijom tog bloka. BAko je A(t’,B)(ili
13 Toogrdl

A (B,t” )) podterm terma t a B blok, tada A nazivamo veznom

“operacijom bloka B.

Uoblca]eno je da se termi prikazuiju svojim drvetima.
Posto je drvo uredjen skup (vidi [51] i [52] - to znac¢i da us-
_vajamo odredjeno uredjenje u skupu svih 0pera0135k1h i pred-
metnlh promenljivih (konstanti) toga terma., U tom uredjenju,

.predmetne promenljive (konstante) su maksimalni elementi,
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a glavna operacijska promenljiva terma je najmanji element.
Da ne bi doslo do konfuzije ne uzimamo u obzir terme kod
kojih se neka operacijska promenljiva javija vise puta, a u
sludaju terma u kojima se neka predmetna promenljiva, npr.
vy, javlja dva puta, unapred ¢emo oznaciti ta pojavljivanja
sa y' i y" i vodicemo raéuha oékom se pojavliivanju radi,

mada cemo najcesde pisati samoéy.

Definicija 2.11. Neka je t term, v promenljiva i A
operacijska promenljiva. Ako jé t = B (tl,...,tn), gde je B

0peracijska_promen1jiva a tl,...,tn termi, pri c¢emu se v (A)

javlja u termu tl; tada je ﬁ(tj = Bi G(tl) (A (t)

- i
;iA (t7)).
U svim ostalim slucdajevima je vit) = ¢ i A(t) = ¢.

Te druge moguénosti su: A(A(...)) = €i A(B(...)) = ¢

pri demu se u termu B(...) ne javlja operacija A.

Najces€e umesto v(t) i A(t) piSemo+samo v i A a
u sludaju da se u nekom termu promenljiva, npr. y, javija

dva puta definiSemo y’ i y" a ne vy.

Defiinicija 2.12. Neka je t term, v promenljiva a

‘A i B operacijske promenljive. Ako je t’ = A (tlr---rtn)

-

bodterm terma t 1. B (v) se javlja u termu tl, tada je

=1 E_l

AB = A, B (v = A;l- flfﬁ) - U svim ostalim sludajevima

je AB = ¢ i AV = €.
Ako se u termu t dva puta javlja promenlijiva vy,

umesto Ay piSemo Ay’ i Ay".



.13,

D2.11. i D2.12. se mogu primenjivati i u slucaju

da umesto operacija (operacijskih promenljivih) imamo retrak-
te tih operacija. Primena se moZe ilustrovati sledeéim pri-

merom: neka su X i Y operacije, retrakti ili prﬁmenljive koje

1, eeed

se javlijaju u podtermu tk terma B, : '(tl,...,tm).
| T | m

Tada je X (B k.

P | (! ..., 8™) = B, X (£%) a sasvim
m | | l]{ _

'je_sliéan i postupak pri odredj;vanju XY (t);;

!

" pefinicija 2.13. Jednadina t = t’ je jednacina prve

vrste ako su zadovolijeni sledeci uslovi:

- sve promenljive tipa x se u oba terma t,t’ javljaju

istim redom,

- promenljive tipa y i istog indeksa, javljaju se

neposredno jedna za drugom. e

¥
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3. SISTEMI URAVNOTEZENIH FUNKCIONALNIH
JEDNACINA NA KVAZIGRUPAMA

U tredem delu rada refavamo sisteme uravnoteZenih fun-
cionalnih jedna&ina na kvazigrupama (raznih duiina); .

Podinjemo sa najznaéajﬁijim primerom, uopStenom jedna-
dinom asocijativnosti od koje je i podelo re8avanje raznih
funkcionalnih jednadina na kvazigrupama. Teoremu 3.7 je prvi
dokazac Belousov a medju viée dokaza te teoreme jedan je i
S.B. Pre$ida [37], Cime je'poéelo istra?ivanje funkcionalnih
jednaéina na kvazigrupama u-Jugoslaviji.

Prelazak na najop3tiji sludaj je postepen, u tri ko-
raka. Prvo reSavamo sludaj kada je dat proiZvoljan nesvodljivi
uopiteni E-sistem, zatim uop3teni E-sistem, da bi na kraju
dali redenje sistema uravnoteZenih funkcionalnih jednad¢ina u
najops$tijem obliku. |

| Odigdhéﬁhtih pojmova do sada nije definisan jedino

-pojam nesvodljivog sistema funkcionalnih jednadina.

Definicija 3.1. ©Neka je I uopSteni sistem uravnoteze-

nih funkcionalnih jednadinaa & i B retrakti neke operacije

_(operacijske promenljive) tog sistema. A <> B(ij) ako posto-

je promenljive.xi reeerXy tako da Je:
1 m |
(1) AA (Aulul,...,Aumum).= BB (Bv1 vl,...,vaYm}

f T ad i AmAmaXina +T — $I aictama T 1 nri Semu e
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{xilfliirxim} = {ul;--frum} = {Vlftncfvm}-

Definicija 3.2. A <> B ako postoji jednacina gt=t-

sistema I' takva da je A <> B(ij).

Definicija'3.3; Relacija ~ je refleksivno i tranzi-

tivno zatvorenje relacije «-+ na skupu svih retrakta operacija
. 'i .
sistema T. -

Jasno je da je ~ ekvivalencija skupa svih retrakta
operacija sistema TI. Ako jJe A;m B za neke dve operacije

A iB sistema I' tada su A i B diizotopne operacije.

&

Definicija 3.4. m-arni retrakt A neke operacije koja

se javlja u jednadini t = t’ sistema T je lokalno nesvodljiv

ako za svaki izbor promenliiwvih X: ree-0Xy (pri Cemu je

1 m
{Xi j‘!i.,xi } =_ {ulfn--fum} = {Vl,n-.;vm}) Za kOji je
1 m '
til"'im = AA(Aulul,...,Aumpm)

postoji retrakt B neke operacije koja se javlija u termu t’

tako da vazi (l):

A 1 r-
!11 ‘-;ri!

Definicija 3.5. Retrakt A je nesvodljiv ako su svi

retrakti iz n-klase A~ retrakta A lokalno nesvodljivi.

Definicija 3.6. Sistem I' je mnesvodljiv ako su sve

_operacije sistema T nesvodljive.

Dokazujemo slededu teoremu Belousova [8] (videti

‘takodije [2]):
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' Teorema 3.7. OpS$te reSenje na skupu S, uopstene

jednadine asocijativnosti:
(2) A(le B(x2,x3)) = C(D(xl,xz),xa)

dato je sledeéim formulama:

A(x,y) = A X 'éAzy
v N A | ) |
| B(X,y) = A, (A,B;x ° A Byy)
(3) | @
C(x,y) = C X * Coy
e
D(x,y) = Cy (ClDlx . ClDZY)

gde je + proizvoljna grupa na S a Al'AZ'BrBZ'Cl'CZ'Dl i D2

permutacije (na S) za koje je:g

A, = 6Dy
- (4) A,B, = C;D,
AsB, = Cy

 DOKAZ: Prema dogovoru iz prethodne glave, unapred su datil

i a.fiiiz.8 tako da je:

a5 3

L3y

N

A(XIB(azras)) .  .C ;e

A* = 1% = Clx,a5)
Aox = A(aI,X) o -gzx =-C(D(aﬁ}a2),x)
le = B(x,a3) | : 'Dlx EID(X;aé)'
B,x = B(a,,x) | D,x = D(a,rx)

Lako se proverava da formule (3) uz uslove (4) 1
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ako je * grupa predstavljaju resenje jednacine (2). Dokazu-
jemo da je to resenje opste.
Navodimo redom 1,2-~, 1,3- i‘2,3—posledicu jednacine

__(2):

(5} A(x,,B,x,) = clp(xl,xz)
(6) . A(xl,B ) = C(D xl,x3)
(7) AzB(xz,x3) = C(D2 2,33)

Iz (5), (6) i (7) sledi da su A,B,C i D medjusobno
izotopne operacije. Jednakosti 14) se dobijaju kao 1-, 2- 1

3-posledica jednadine (2). DefiniZemo:

(8) . x - y=a@]'x, A}l y)

Zamenom lako dobijamo prvu jednakost iz (3). Koristedi (6),

(8) i (4) dobijamo:

C(Dx,xq) = A(X,,B,X ) = A. X, . A,ByX, = C.D.X,.. C

1 151 252%3 1”17 2%3

odakle se lako dobija trecda jednakost iz (3). Sliéno; za B 1D
je:
AB(XZrX ) ?C(

3 * a
Li "-.r%

Dyxysx3) = C Dixz 9¥3TASBIXS  BsB,Xy

1¥2) = Ayx, - A2Bix2i“C1D1X1 C102%5

I
1.

A(xl;B
odakle se lako dobijaju druga i ¢etvrta jednakost iz (3).

~ zZamenom operacija A,B,C 1 D u jedna&ini (2) pomocu

jednakosti- iz (3) dobijamo:

(9) A.x. - (A.B.x.

171 221%p 7 BB 2 X3) =CDyx; + CyDpxp) - Cyxy

Po3to su A,B,C i D kvazigrupe, za sve XqrX5rX eS postoje

3 .
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u,v,weS tako da je (uzimajuéi u obzir i formule (4)):

u = Alxl
v = A2B1x2
w = A232x3
(9) tada postaje:
u-(v'w)=(u'V)'W.

Prema (8) °* Jje kvazigrﬁpn& operacija a prema prethodnoj
formuli je'i grupa.
Naredne dve teoreme daju resenje jos dva karakteris-

tidna sludaja (videti [2] i [28]):

Teorema 3.8.0p3te refenje na skupu S, uopStene jedna-

4

¢ine medijalnosti (bisimetrije)§
(10) A(3(x)r%y) 1Clxg,%,)) = D(E(X),X3) /F(xp,%4))

dato je slededéim formulama:

| A(x,y) = Alx + Azy
B({x,y) = AII (Alle + Aley)
(11) ar Clxay) = By (ACyx + A Coy)
D(x,y) = D;x + D,y
E({x,y) = Dzl (DlElx'+ DlEzy)
F(x,y) = D;7 (D,F,x + D,F,y)
gde Jje + p;oizvoljna Abelova grupa na S a Al,Az,Bl,Bz,Cl,Cz,

D,/Dy/E{EF, 1 F, proizvoljne permutaC1je za kOJe vazil:

]
o
td

AlBl 171

A,B, = D,F

2Cy = D18y

(12)
A



.1.9 L B

DOKAZ:_NepOsredno se proverava da je formulama (11), uz
uslov da je + Abelova grupa i uslove (12), dato reZenie

jednacine (1l0). Dokazujemo da je reSenje op3te.
Uo&imo redom 1,2,4- ifl,3,4— posledicu jednacine
(10):

(B(Xlrx ) C2 4))_ D(E XlrF(erx ))

(13)
A(Byx),Cx3,%)) = D( E(x),%3) Fpx,))

Iz (13) sledi da su A,B,D,F i A,C,D,E medjusobno
izotopne operacije, pa posto je odnos izotopnosti tranziti-
van, bice svih Sest operacija medjusobno izotopno. Prema T 3.7

one su izotopne nekoj grupi i ako + definiSemo sa:
o IR RS
(14) X +y = A(Al.._.-._-.}f,Az | v)

lako se dokazuje da tada vaZe formule (11). Formile (12)
dobijamo kao 1l-, 2-, 3~ i 4-posledicu jedna®ine (10). Komuta-
tivnost grupe + dobijamo koristedi 2,3-posledicu:’ jedna&ine (10):

A(Bzxz, C1 3) = D(E2X3{ lez)

A 2 ;_Tfﬁzclx3 = PiEp¥y * DyF %,

“odakle kori“éenjem formula (12) i zamenom u = Alex2 i

W

v = A.C.X

2C1%, dobijamo:

u+v=v+ou
pa je + Abelova grupa.

Teorema, 3,9. OpSte re$enje na skupu S, sistema uopftene

ciklicéne asocijativnosti:

{15) A(xlrg(xzrx3)) = C(Xz,D(XB,KI)) = E(x3;F(xl;X2))‘
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dato je sledecim formulama:

i

A(x,v) Alx + Azy .

| _ =1
B(x,y) = A, (A,B,X +;A2B2y)
C(x,y) = Clx + Czy |
(16) : -1
| D(x,y) = 02 (C2Dlx + C2D2y)
E(x,y) = E,x + E,y

-1, | ’
F(x,y) }E.‘2 (E_;,_F1 x + EZFZY) -

gde je + proizvoljna Abelova grupa na S a AI'AZ'BPBZ’CI'CZ'

F. i F2 proizvoljnefpermutacije za koje je:

Dl'D2’El'E2' 1

A, = Cy

©
i
k=

(17) . AB. =C. = E

DOKAZ: Neposredno se proverava da je formulama (16), uz uslov
da je + Abelova grupa i uslove (17), dato re%enje sistema
(15). Dokazujemo da je to resSenje opste.

Definiéuéi operaciju + formulom (14) i koristedi

razne i,j*posledice sistema (15) ({i,j}l< {1,2,3}) dobijamo

[da je: Gl F oA
A(x,y) = A;x + A,y

Bx,y) = AT (AgByx + AB,y)

| C(x,y) = Coy + C,x :

(18) D(x,y) = C;l (C,D,y + ¢, )
E(x,y) = E,y + E.x

F(x,y) = E'l'(EZF X + B,F,y)

1
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Takodje, dobijamo i formule (17). Lako se dokazuje da Je

'+ grupa. Da bi dokazali komutativnost uodavamo 2,3-posle-

¥

‘dicu sistema (15):

Azlez + A2B2x3 = C2D1x3 + C_lx2 = E2F2x2 + Elx

'iz'prve jednakosti zamenom u = A,B,X, ivs= A2B2x3, koristecdi

jednakosti (17) dobijamo da je;

ua +v = v + 4

pa je + komutativna grupa. Korifdenjem te &injenice formule

{(18) lako dovodimo na oblik (16).

Sistem (15) 2znadajan je iz dva razloga. Prvo, on
pokazuje da nije jednostavnolnaéi potrebne i dovoljne uslove
da neka operacija datog sistema uravnoteZenih funkcionalnih
jednadina, bude izotopna Abelovoj grupi. Drugo, on nam ilu-
struje ¢injenicu da prelazak sa jednaéina’ni sisteme nije trivi-
jalan; Sistem (15) n]pi:'.,r ima za posledicu da su sve operacije
tog sistema izotopne Abelovoj grupi. @ . o |
Jednadina A(x,,B(x,,%;)) = C(x,,D(x,%;)) (ili bilo koje dve

preostale jednadcine sistema (15)) ima za posledicu da su

7 F :"_ ,i'l
!11. I ' O

‘operacije A,B,C i D izotopne grupi a ne nuzno Abelovoj grupi,
‘a to znadi da broj terma u E-sistemu sus$tinski utile na
oblik'opéteg_reéenja tog sistema.

'_Lﬁ-nastavku prelazimo sa pojedinadnih jednacina
_¥Esistema) na sisteme u opstijem obliku. .

Neka je I uravnoteZeni sistem funkcionalnih jednacina.

LEMA 3.10. 2a dati skup S, postoji resenje sistema T na

skupu S.
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DOKAZ: Na svakom nepraznom skupu S mogucde je definisati Abe-
lovu grupu +. Svaku n-arnu operaciju A sistema I definisa-

cemo sa:

(19) .A(xl,...,xn) = X, + ... + X

Svaki term sistema I tada postaje suma svojih proménljivih.
Kako s?i termi sadrZe iste promenliive i svaku tacno jedamput,
a posto vaZe asocijativni i komutativn i zakon operacije +,
bice formulama (i) dato jedno reéenje sistema I' na skupu S.

Neka je T nesvodljivi uopSteni E~sistem. On Je tada
oblika: t1 = hee = tz. Neka je dato neko resSenje sistema I na

nepraznom skupu S.

n

LEMA 3.11. Za svaku operaciju A sistema T, |A'|> £

DOKAZ: Neka je A oberacija iz terma t1 i XyreeesX takve pro-

| . : 1 ==
menljive da Je tl...n = AA(Axl

sti sistema T, u svakom termu tl (i = 2,...,£) postoji bar jed-

Xl""'AXan)‘ Zbog nesvodljivo-

na operacija B tako da je A <> B{ij). Sledi da je [Am[ > £,

LEMA 3.12. Ako. je A operacija arnosti vecde od 2 tada je

aY|] = L.

PR
DOKAZ: Neka je A operacija sistema T arnosti n > 2 i neka 3Jje
|A%f > £, U nekom od terma {ﬁf(i =1,...,2) postoje bar dve
operacije B, C iz A",
Uo&imo sve n-torke promenljivih za koje postoji opera-
cija Be A tako da se svake dve promenljive javljaju u razlici-
tim argumentima operacije B. Takve n-torke zovemo potpunim

. v 4
sistemima argumenata klase A .,
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7za svakl potpun sistem argumenata klase A%, n svakom
termu sistema I postoji tacno jedna operacija 1z A" takva
da se u svakom argumentu te operacije javlja talno Jedna promen -
ljiva iz potpunog sistema argumenata. {-torke takvih funkci-
ja.definisaﬁih istim potpunim sistemom argumenata nazivamo
£ 1 b4

snopovima klase A", za dva snopa (Al,...,A ) i (B ,...,B ")

kaZemo da su paralelni ako vazZi jedno od:

i. 1

- AT =B (1i=1,...,4)
- Ai je neuporediva sa Bi (i = 1,...,4)
~at <t i=1,..0,0
- AT > BT (4= 1,...,8)

PoEto term t- sadrZi bar dve operacije B 1 C iz klase
A" u klasi A" postoji vise od jednog snopa. Nije mogucde da
svi oni budu medijusobno paralelni i razliciti jJer sve operacije

iz tih snopova pripadaju istoj klasi A,

Dakle postoje bar dva neparalelna snopa (Ai,...,AE)
i (Bl,...,BK) i neka do "neparalelnost. dolazi u jednaéini
el = tz. Mogudi su slededi slucajevi:
(a) Al i Bl su nepuporedivi 1 Az = Bz. Tada postoje promen-
ljive UpreeesUpr Vigeen vV tako da je, ne gledajuci na

redosled argumenata u operacijama, koji je bez znacaja

kad je u pitanju relacija <=

r——

— 1 .1 1 1 1.1,.1 1 ~
EE(EA" A" (A uu,,...,A unun),EB B"(B'V,Vy,...,B vnvn))_
(20)
_ 2 2 211, .1 1 2_n_n,_n I
= A“AY (ACFF (Fi;fHJE‘vlvll,...JkE‘F G?uﬁ%ﬁ.“,FthnH
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Jednakost (20) predstavljamo slededom shemom:

u ] [ L ] u
1 n

N/ N\
\\\\E/// \\K ///

Posledica koju dcohijamo izborom promenljivih Wyrewe U 17V

. . 2 e L
pokazuije da je A" svodljiva operacija, suprotno pretposta-

vCi.
1, 1 L 2 2 ) .
(b) A~ i B~ su neuporedivi a A” 1 B~ uporedivi (npr.
A2 < Bz). Tada postoje promenljive Uqre-e sty Vl""’vn
tako da je:
Yy Y
.
u ... U V., eoe V 4
1 n 1 n ¥ Uoe e Uy
J/ N / \, | ’
/ \ , W //
/ 4 i /
l NI N
A B p2
. &k . U
- X p) n
\\\ P /
e N ! //f
E A
Posledica koju dobijamec izborom promenljivih Vyrlgrees Uy

nokazuie da Je 82 svodliiva operaciija suprotno pretpostavci.

- 5 o |
(c} Neka su 1 Al, Bl i A ,82 uporedivi ali dualno, npr. neka
je Al < Bl i Az > BQ. Tada postodi skup promenljivih
Vlu V2L)V3LJV4 = {xi R } tako da Je R E S I
1 2y —~1
~posledica jednacine t1 = t2 prikazana sledecom

ghemonm :
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3 V V2 V4
\\\ f
A /
\
V 1Y Az Vv
$ 2 1 - 3
. K\\\\\R /////
\\\\\\kgf////// Bz
) |
Pritom je |V,| = Vol 1 v, o= [vl[ + 1. Ako je V,# @ tada

izborom promenljivih v, u V2L){x} gde xeV dobijamo odgovarajudcu.

4 r

posledicu iz koje sledi svodljivost operaciija Al Sto je nemo-

= $ tada je V, = {x} pa imamo:

gude. Ako Je V 4

1

\/ \/
N e

Izborom promenljivih V,U{x} gde xev,, dobijamo odgovarajucu

3!

posledicu iz koje sledi svodljiivost operacije Al, suprotno

pretpostavci.

(d) Neka su Al i B uporedivi (npr. A’ < B') i neka je a° = B2,
Tada postcje promenljive Uyreee, 0y Vore s Vo tako da je:
Uy wee U 22 Vo My ?n
\/ Y
B] vz/;;;//vn | ul F ;;;//F
1 \\\\\\\,2
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posledica koju dobijamo izborom promenljivih w,,...,u 3. V_

pokazuije da je A2 svodljiva operacija, suprotno pretpostavci.

Po%to smo u svim sludajevima doZli do protivurecja sledi

da ne moZe biti }A&ﬁ»ﬁ pa je [AF[ = L.

LEMA 3.13. Za svaku klasu A ekvivalencije postoji kvazigrupa
L, takva da je svaka operacija B klase A diizotopna sa Ly i

diizotopija ima oblik:

——"

1X1"'"’BBan)

, X ) = E_l Li (BB

(21) B(xl,... "

v

DOKAZ: A = A" za neku operaciju A sistema T'. Iz L3.12. sledi
da je operaciija A sistema I binarna operacija ili A ima tacno
I elemenata.

(a) Neka je A n-arna operacija (n > 2) 1

LA(X ,..,,x&ﬂ = AA (Al 1f n

1
Neka je B ~ A. Tada Je B <= A.

ako je B = A tada Je:

o o==1 - -
A(Xl,...,xn) = A LA (&Alxl,-..,AAnxn)

gde je o = = (identicko preslikavanje skupa {1,...,n}).

aAko je B # A, za neke promenljive .u SRR iz jedna-

l;n.

%ine sistema I koja sadrZi A i B dobijamo da Jje:

=8 —— e T T e _
BB (Bulul,...,Bunun)—AA(Aulul,.,.,Aunun)
=1 oy, AT - T _ — e = =
= AR LA (Mlﬁulul P ,Mnﬂunun) -—LA (B,BlBulul yawn ,BBnBunun)
pa le
B{x X ) = E_l LB (BB. X BB x )
17777 "n A 1717 """ " n"n
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(b) Neka je A binarna operacija i:

LA(X

kx2) = AA (A A .x

Da 1 u drugom slucaju lema vaZi, dokazujemo indukcijom

1 Z m

po duzini najkradeg od nizova A = B ,B”,...,B = B kod kojih
je B «s BTt (r = 1,...,m-1).
Za m = 1, B = A pa imamo:
A ( X.) = 5_1 I,, {(AA.X.,AR. x%.)
Xyr=gl T 46 A 17510

Pretpostavimo da lema vazi za sve nizove sa manje

m-1

od m ¢lanova. Za C = B je:
C(x.,x,) = &1 1Y (Cc.x., Cc.x.)
1772 A 171 272
Iz B =B sledi da je B <+ C pa postoje promenljive X i Xj
tako da:
BE (Bx. X Bx.x.)=5C?(Cx.x Cx.x )=EE_1LYB(EC Cx x.ﬁiléi.x,)=
17177737 i1 7797 A 177474777277
= L\‘/-e (ﬁB Bx.x.,BB Bx.x.)
A 1774127797
Sledi da je za B = vyg
B(x,,X~) = éul LB (BB, x BB.X.)
1772 A 1717 272
pa jJe lema dokazana.
LEMA 3.14. Neka su B i C operacije i1z iste klase relacije ~
i iz istog terma t sistema T 1 neka je A = inf(B,C) u drvetu

terma t. Tada Jje A ~ B.

DOKAZ: Posto u termu t postoje dve operacije iz klase B%, bice

B 1 C binarne.
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Pretpostavimo da je A n-arna operacija i1 n > 2. Tada

v v - . .
klasa 2 ima tac¢no £ elemenata. Neka su xX. ,...,X. promenljive

1y T

iz nekog argumenta operacije A, Posto je sistem I nesvodljiv,

r‘U » % *
tada se u nekom argumentu svake operaciliie i1z A javljaju sve

promenljive Xy orees ¥y i samo one. Sledi da nije moguce da
1 k
bude B ~ C, suprotno pretpostavci.

Dakle mora biti i A binarna operacija. Definisimo niz

((A(p}, B(p}, C(p})) trojki operacija 1z istog terma

p=1l,...,r

sistema r, koji ima sledece osobine:

,I""l}

_%r:ArBr:Ercr:c

=D PR Y <o s (P} B(p+l), c Pl C(p+l)(p=l,_..

- A(p) < B(p), A{p) < C(p), B(p) L C(p) su neuporedivi
(p = 1,...,r—-1)

- nije istovremeno: alt) B(r), Alr) C(r); () r)

su neuporedivi,
Takav niz uvek postoji inacCe ne bi moglc da bude B v C.

Mogucdl su sledeci slucajevi:

h!
(a) A(r) > B(r’ Slucaj je illustrovan sledecom shemom:
v /F v W
\ / \‘\ /
D z 3 B
N/ \ /
. p{r=1) (X} -

(r-1) ~ _ (r)
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(b) A(r) = B(r). Trivijalan slucaj.
(c) A(r) 1 B(r) su neuporedivi.
v W
D\ z U vV W -
N/ L N/
— N () *~
" g (r=1) A p (T
/f// “\\K\\ //%////
A (r-1) E
Tada je A ~ A g e gETY L B,
{(d) A(r) > C(r). Analogno slucaju (a) dobijamo da je A ~n C sto

sa B ~ C daje A ~ B.

L

(r) _ C(r)_

(T
i
1

Trivijalan sludaj.
(L) A(r) 1 C(r) su neuporedivi. Analogno slucaju (¢} dobijamo

da Je A ~ C pa A v B.

() B'Y) = ¥
W Z U w \Y% 7
/ / //
\ / \ y
/ s /
“(r—l) ED/“ L
\\\\\ l‘ \
(r- p (T)
(r-1) (r)
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my 5T oo o ()
W Z
N
\\ f/// A C(r)
L (ee1) \ (7-1) . A (%)
xakﬂxxx R\NHKK ////
(r - 1) ~ g (1)
pa je A v A(r_l) > B(r) v B
(i) B(r) C(r) Analo ca L ] ]
> gno prethodnom slucaju, dobijamo da Je

A~ C pa je 1 A n B,

LEMA 3.15. ©Neka su A i C-operacije iz iste klase relacije v
i iz istog terma t© sistema I'. Neka Je A < B < C u drvetu terma

t. Tada je 1 A ~ B.

el hd " L ] rb L] el
DOKAZ: Po3to u termu t postoje dve operacije 1z klase A , Dbice

A 1 C binarne.
Pretpostavimo da je B n—-arna operacija i n > 2. Tada

g < .

klasa B ima tadno £ elemenata. Neka su Xy ae-er Xy promenljive
1 K

iz nekog argumenta operacije A. Post © je I' nesvodljiv sistem,

. . A . .
tada se u nekom argumentu svake operacije iz B javljaju sve
promenlijive x, ,...,x. 1 samo one. Sledi da nije moguce da

1 Tk
bude A ~ C, suprotno pretpostavci.

Dakle mora i B biti binarna operacija.

(A(P) piP)  ~(p) \ frodki

| P=l, ... ,X
operacija iz istog terma sistema T', kojl ima sledece osobine

DefinisSimo niz ; ,

-~ A" = A, B" =B, C' =¢C
_ AP Latptl) p (Pl ,p(PHl) C(p)f+c(p+l) (p=1,...,r=1)
_ A(p) . B(p)! B(p) . C(p) (p=1,...,r=1)

(r) (r) {r) (xr)

nije istovremeno A < B i B < C
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Takav niz uvek postoiji, inace ne bi meoglc da bude

A~ C. Mogudi su slededi sludajevis

{a) A(r) = B(r). Trivijalan sludaj.
() A(r) > B(r). Slucaj je istovetan sa slucajem (ai iz L3.14.
(c) A(r) iIB(r) su neuporedivi. Sludaj je istovetan sa sluca-
jem (c) i1z L3.14.
(d) Br) = (r)- Trivijalan siufaj. |
(e) B(r) > C(r). Analogno sludaju (b) dobijamo da je B A C
$to sa A v C daje A ~ B.
(f) B(r) i C(r) su neuporedivi. Analogno slucaju (¢} debijamo
da je B A~ C §to sa A ~ C daje A ~ B.
LEMA 3.16. Neka je A klasa ekvivalencija n Tada postoje pro-
takve da ii""’lk - posledica

) X, sigtema T,

menlijive x. ,...
i i

1 k
sistema T, sistem T,, ima sledece svojstvo: operacija A sistema

I javljaju se u I'y akko je AcA,

DOKAZ: Oznacimo sa V, skup onih promenliivih x. sistema T za

keje postoil neka operacija A iz A tako da je A < x, u uredje-
javlja operacija A.

nju odredjenom drvetom terma u kome se
U skupu V,u definisemo relaciju ekvivalencije =;:
X Ey4 Xj akko se za svaku operaciju A iz A, X4 i Xj javiiaju
U 1stom argumentu operacije A.
Neka su xil,...,xi promenljive iz Vyr pri Cemu je iz

svake klase ekvivalencije =, uzeta tacno jedna promenljiva. Do-

-

-posledica A sigstema I ima svolistvo da se

kazujemo da il""’ik

operaciija A sistema ! javlija u TA akko Je AcA.
tvrdjenje je o&igledno. Dokazujemo da

Ako je JAl= ¢

7
Ay

va¥i i za [A] >
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Neka Jje AeA. U svakom argumentu operaciije A Jjavlja se
bar jedna promenljiva iz V4 i pritom nikoje dve promenliive 1z

raznih argumenata operacije A nisu u relaciji = Sledl da

A L
ce se bar jedna od promenlijivih Xy veee Xy javiti u datom

| 1 k
argumentu operacije A, pa se operacija A (a ne neki njen retrakt)

javlija i u sistemu FA‘

Neka se operacijia A jJavlija u sistemu T4 i neka je AFA
Prema L3.14. 1 L3.15. mogucdi su sledec¢i sludajevi:
(a) Sve operacije klase A koje se javljaju u istom termu kao A&,

javljaiju se u jednom od argumenata operacije A.

Tada sve promenljive iz ostalih argumenata operacije
A ne pripadalu skupu Vpr guprotno definicijil sistema T4 -
(b) A se javlja u nekom argumentu neke operacije klase AL

Tada postoji maksimalna operacija iz klase A koja sadr-
i A u nekom svom argumentu i pritom, prema L3.15, A ne sadrzi
ni jednu operaciju klase A ni u jednom svom argumentu. Tada su
sve promenlijive koje sadrzi operacija A u svojim argumentima
elementi iste klase ekvivalencije =, (i ima ih bar dve) sto

protivuredi definiciji sistema e

(¢} A je neuporediva sa svim operacijama klase A ko3ji se javljaju
u istom termu kao A.
Tada nijedna promenljiva koja se javlija u argumentima
operacije A ne pripada skupu V,r suprotno definiciji sistema
FA'
U sva tri slucdaja smo dobili protivurefnosti, sto zna-

Ci da mora biti AcA C&ime je lema u potpunosti dokazana.
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LEMA 2.17. ©Neka je [ skup svih klasa ekvivalencije o~ . Tada

je:
(21) Ioewm» A Ty
Ae?f
DOKAZ: Lemu dokazujemo indukcijom po |I].
(a) Ako je |[I| = 1 tada Je Iy ba¥ I' pa lema trivijalno vazi.
(b} Pretpostavimo da lema vazi za sve sisteme koji imaiu manje

od m klasa ekvivalencije ~ . Neka Je T sistem koJi ima
tadno m klasa ekvivalencije ~ , tj. |I| = m.
Uoéimé neku maksimalnu operaciju 1 njenu xlasu Al,
Prema L3.14. i L3.15 postoje najmanje operacije iz klase Al u
svakom od terma tl,...,tE sistema T. Weka to budu redom operacil-

e Al,...,Aﬁ.

Oznakama:

£t = ¢t o(at(et,th)) d=l, .., 2)

i . ~
isticemo podterme,ATTl, 7Y u kojima se javliaju samo operacije
klase Al. Neka 3Jje xjavA . Sledede formule su posledice sistema T:
-l
(22) el ale, xo o= ... o=ttt afxox0)
‘E_

(23) AlAl (Tl, Tl) = = RR BRETQ, TQ)

L .1 ~—
(24) A Ap Alx.x. S AE AE Aix.x

1 33 Bp 3 3

L

Jednakost (23) 7Je FA a sistem (22), u oznaci T, sadrzi
1

sve operacije sistema T sem onih iz klase Al. zato sistem (22)
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ima m-1 klasu ekvivalencije ~ 1 klase su iste kao klase iz T

sem naravno klase Al. Jednakost klasa sledi iz =-ekvivalentno-—-
sti {u slucaju svih mogucih ekvivalencija z) svih promenlji-
vih VAl

Po indukciiskoej hipotezi je:

T <= A I
B
pa je zbog istovetnosti klasa,FB basg TS. Sledi da je:

g

(25) I <=> A I

Iz (23) i (24) dobijamo da je:

-1 —1 —

_X] ( pﬁ) (T T )
T 1 -1 1,1
pa o iz (22) zamenom Kj sa AX, (Ap Yy T AT {(x", Tt ) dobija:
J 1
. l A
tl(Al(Tl; T )) =...= tR (AQ(TE, TR))

a to je sistem T . Dakle

Sto sa (25) daje (21).

POSLEDICA 3.18. A ~ B akko iz T sledi da su A i B diizotopne
operacije.

DOKAZ: Ako Je A n B neposredno sledi da su A 1 B diizotopne.

Ako nije A ~ B tada se A ne javlja u TBm a B se ne

javlija u N



Posto je prema L3.17. T <=> A FA a sistemi TA su
A

nezavisni medjusobno, nije moguce da 1z T sledi diizotopnost.

Da su svi sistemi I' medjusobno nezavigni lako se uvi-
dja na sledeci nacin:

Uocimo preizveolijnu klasu AO i AEzAO. Neka Je svaka ope-

racija B # A definisana sa:

B(K,Y)ZX+Y

gde je + ciklid¢na grupa reda 4, i neka. je
A (le) :K*Y

gde Jje * Klajnova grupa. PoSto je [f»1, bice A neizotopna
ostalim operacilijama klase AO (u protivnom bi Klajnova grupa
bila izomortfna ciklicdnoj, prema T.2.3).

U tom slucdaju svi sistemi FA sem sistema FA su zado-
0

voljeni, pa je Ty nezavisan od ostalih sistema Ty sto Je 1
0

trebalc pokazati.

LEMA 3.19. Operacija LA je

B ——

(a) lupa sa jedinicom e = x! a

1 1
(b) grupa, ako Jje |A| > £

(c} Abelova grupa, ako iz T s sledi da nikakvom zamenor nekih

operacija dualnim, ne dobijamo sistem prve vrste.

DOKAZ: (a) Neka je operacija L, definisana kao u L3.13, sa:

I, ~1 =-1 -1 =-1
l,...,xn) = AA (A A ’An A xn)

Ly (x . -

pri cemu zamenl promenlijive Xj elementom a. odgovara zamena
J

promenl jive u. elementom b 1 gde je A neka operacija iz klase
A. Neka se A javlija u termu o (l<r<n) sistema , a promenlijiva

u, U k-tom argumentu operacije A. Ta da je za sve k=1l,...,n:

————— rm———



36.

8! 1a1 Xy ay gk bk AAk Aukbk
pa je za sve m (m = 1, . ,N)
Anl ﬁﬁl e = A_l ﬁ_l AA Au b = Au_ b
m m m m m m m
Sledi da je za sve i1 (1 < i1 < nj:
LA (e,...,e,xi,ef...,e) =
- - F . _l ~ . 7 - ,Au @) ) =
= AAkAulbl,. .,Aulhl bi—l’ A Ax.,Aui+l i+l
- En, ATT Ax, = x
i i i i

(b) Uodimo sve snopove klase A. Zbog |[A]l> £ postoje bar dva
snopa. Svi snopovi klase A ne mbgu biti paralelni jer sve ope-
racije 1z svih tih snopova pripadaju klasi A. Uodimo dva ne-
paralelna snopa (Al,,..,ﬁﬂ} i (Bl,...,BE). Mogucda su dva
slucaja:
(bl) u uodenim snopovima nema uporedivih parovya operacija koje
nisu jednake.

Sve operacilje u parovima su tada ili jednake ili neupo-

1 1 2

. : . L2 .
redive, npr. neka jJe A = B~ a A~ 1 B  su neuporedive. Tada pos-

toje promenljive Uy sls iy 1 Uy tako da je:
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. : “ . 1 2 . :
Ona posledica jednacine t° = t7 u kojoj nezamenjene konstanta-

ma ostaju samo promenlijive u, U, i Uy, ima sledec¢i oblik:

Hro— eee—— ———— R

1.1 ,.1 — e 1 i ey 2.2 .2 2
=EF,
(26) A A (A CC(Culul,Cuzuz),A u4u£_ (_lul,RB B (B u2u2,B u4u4n

Ako LA definisemo sa:

— —1 —-1

.1 1 1,-1 -1 1,-1 1 X.)
(27) LA (xl,xz) = A" A ((Al) A xl,(A2) A 2
bicCe zbog izotopnosti operaciia Al,C,E i Bz:
1 T T 1. 711 .
AT (x,y) = A Ly (A7 A} x, A A, Y)
Clx,y) = C * 1, (8c.x,CC.y)
“e¥l o= A 152y
E(x,y) = E % L, (EE.x,EE.v)
VXY A 140 BB Y
2 5 2.2 _2.2
B“(x,y) = B L, (B"Bix,B“BJy)

zamenjujuéi A',C,E i B® u (26), dobisamo:

—— i b—

f 7 t

Ly Ly (wpuysusus),uguy) = Ly (uju,, Ly (ufu,,uju,))

pa je LA zalsta grupa.

(b2) U nocenim snopovima postoiji bar jedan par uporedivih ope-

racija koje nisu jednake. Neka su to Al i Bl 1 neka Jje Al < Bl.

Takodje neka nije Az < Bz.

Moguc¢i su sledeci slucajevi:

- Az = Bz. Tada postoje promenlijive U, au, i Uy takve da



) 73 Yy 4o
\ / \/
\\ | //
N
u, Bl C UB
x\\ ;// N /K//
" NS
at B*
2 2 : . . | .
- A > B . Tada postoje promenliive Uy sU, 1oUg takve da je:
%2 Y3 1 u
/ 1 2
\/ '
\ / /
5 \
1 P
u, B A- /uq
| / \l\\,'\l f/,.
“ 2 1 o 2

.-"'I

. 2 . .
- A° neuporedivo sa BY. Tada postoje promenljive u;,u,,u,

i u tako da:

4
112 /1,'1,_4
\K /f
N/
;x e ! %9 Ha Y3
\ / v / \ ;/
\ / \ / -/
. 1 52 .

S N
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Ako stavimo da je U, = b4 dobijamo:

2 3 1 // 2
\ / \
U Bl A._\ 1_13
1 ff/// . //////”
~\\\\RRA1 ]
Sva tri slucaja moZemo obuhvatiti jednom shemom:
?2 U, u, u,
\\\ \ //
\_ 1 \\;
u B F u
. 3
\\\\\\ ////// \\\\\M
Al |2
koj0o] odgovara sledeca jednadina:
. 1.1 1 1.1.1,.1 1 _
(28) ATAT (A u,u,,A"B B (B uzuz{B u3u3)) =

= EE(EFF(Fulul, u2u2}, EuBuB)

Ako L, definisemo sa (27), lako se dokazuje da iz

(28) sledi da ije L, grupa, kao i1 u sludaju jednadine (26).

(¢} Pre svega mora biti |A] > £ pa je I, grupa. Ako je Ly

detinisana sa (27), prema L3.13, P3.18. i pretpostavci, bide:

Alx,y) = A1 L, (RA,x,AA,y)
Alx,y) = AT Ly (B, x,EA,y)

odakle odmah sledi da je L, = L t3j. da je grupa L, komutativna.
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Objedinjujudi L3.11-18 dobijamo slededu teoremu:

Teorema 3.20. Neka je I' {(uravnoteZeni) nesvodljivi

o L] » J?-' ¥ ] * Wy "
uopstenl E-sistem tlz...zt funkcionalnih jednac¢ina. Opste

resenje sistema I na skupu S, dato je sa:

- o ==1 _a ~ -
(29) A(xl,...,hn) = A LAm (Aﬁlxl,...,ﬁﬁnxn)
gde je:
(a) ;Am Je proizvoljna n-lupa akko je ]A%] = 9
(b) -;A% Je proizvolijna binarna grupa akko je ]Am[}ﬂ i

zamenom nekih operacija sistema I', njima dualnim operacijama,

dobijamo sistem prve vrste.

() To.n je proizvoljna binarna Abelova grupa akko nikakvom za-
A

menom nekih operacija sistema ', njima dualnim operacijama, ne

dobijamo sistem prve vrste.

3

(d) o je permutacija skupa {1,...,n; i to:

- jednoznac¢no odredjena u slucajevima (a) i (b) aE@fjé_
- [l » ' [ . ﬁull
vec data neka permutacija operacijJe iz klase A

—- proizvolina u slucdaju {c)

(e) ...,Al,...,An,...

su proizvoljlne permutacije na S za koje vazi:

za sve promenlijive X, sistema T.
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DOKAZ: Neka su date formule (29) pri Zemu su zadovoljeni
uslovi (a) - (e). Dokazujemo da je na taj nacin dato resenje

sistema T.
5 obzirom na L3.17. dovoljno je dokazati da Je formulama
(29), za AgA i uz uslove (a)-{e), gato redenje sistema e
Termi sistema FA su oblika:

ﬁB(...,C(...),...,F}E.lxi,... )

gde je B najmanja operacija klase A u tom termu, a D neka od
maksimalnih. Zamenjujudi B odgovarajudim diizotopom lupe Ly

dobijamo nov oblik terma:

8 = = _
LA (.-.!BBjC('.’)r.-'rDXiXi!'-‘) -
. B = Y - _
- le‘ (-.-ICC(;-.)n--fDXixi!‘l-)_ -
= 1% LY (...) X, X )
A -ir A & o @ f"lf i if'ii

Cznacimo 1i XX, sa u;, a s obzirom na (e), dobijamo
da se svi termi sistema T, izrazavaju pomocdu parastrofa opera-
cije Ly 1 promenljivih. Menjajudi redosled argumenata dobijamo

sistem T, izrazen isklijucdivo pomodu Ly 1 promenljivih.

pko je A= £ 1ili iz thne mozemo dobiti sistem prve
vrste, formule (29) ¢&ine resenije sistema Ty~ Jednom trivijalno

a drugi put zbog komutativnosti 1 asocijativnosti.

Neka je |A] » £ i iz FA' mofemo dobiti sistem prve
vrste. Tada je L, grupa. Sistem po L, dobijen iz r, je uravnote-
zen 1 da bi ga LA zadovoljavala, dovoljno je da se sve promen-
ljive u tom sistemu javljaju u svim termima istim redom.

Neka to nije slu&aj, tj. neka postoje promenljive x. i

X koje se u dva terma sistema javljaju u razlicitom poretku.
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poSto je L, grupa, mosemo sve ostale promenljive zamenilti

jedinicom grupe L, . Dobijamo posledicu oblika:

PosSto Dy moze biti proizvoljﬂa grupa, sledilo bi da
su sve grupe komutativne, 3to je netacno. zato moraju biti sve
promenljive u svim termima sistema T, izrazenog pomocu LA’

1 istom poretku. Zbgg asocijativnosti, grupa LA zadovoljava
zadati sistem jednadéina, Sto je trebalo pokazatil.

Obrnuto, ako je dato reSenje sigtema r, tada se prema
.3.13. nepoznate operacije izraZavaju formulama (29) za koje
prema L3.19 vaZe uslovi (a), (b) i {(c). Zadovoljenje uslova
(e} znadi da vaZfe sve i-posledice sistema T.

Uslov (d) je zadovoljen u slucajevima (a) 1 (c). Ako
u sluaju (b) ne bi vaZila jednoznatnost imalil bismo izotopiju
neke operacije njenoj dualnoj operaciji suprotno pretpostavci.

U slededem koraku zamenjujemo uopsSteni E-sistem

funkcionalnih jednadina ekvivalentnim nesvodljivim uopstenim

F-gistemom. U slededod lemi dokazujemo da je to uvek moguce.

LEMA 3.21. ©Neka je I (uravnoteZeni) uopsSteni E-sistem funkcio-

nalnih jednadina. Sistem T ekvivalentan je.sistemu I A T*

pri Cemu: - '~  se sastoji od jednakosti koje eksplicitno izra-
Javaju svodljive operacije sistema T pomocu nesvodlijivih retrak-
ta iste operacije - T* se dobija od I' zamenom svodljivih opera-

cija sistema T njihovim nesvodljivim retraktima, prema Jjednako-

stima iz T - T* je nesvodljivi uopsSteni E-sistem.
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DOKAZ: Neka Je A svodljiva n—-arna operacija sistema T pri Cemu
u I nema svodljivih operacija arnosti vwvece od n. Tada bar jed-
na operacija iz A, npr. B, mora biti lokalno svodljiva. Neka
e Vi (k=1,...,n) promenljiva iz k-tog argumenta operacije B.

Odgovarajuca posledica neke jednacine u kojoj se javlja B, je

oblika:
BB (By B ) = &c (<} m,
(30) ylylf'*': Ynyn T 4 eeaygT
i pritom se u bar nekom od T (i=1l,...,m) javlija vide od jedne

promenlijive Y1 (k = 1,...,n).

Neka se promenl-iive . C . 1
P J le,...,yr javlijaju u o i p > 1.

P
Imamo sledece posledice formule (30) (g = n-p+l):

CClT - BBr N (Byr Yy ""’Byr Yy )
1 p 1 71 P IS
E‘C(Cy Y T2 'rm)‘-“E_ﬁB (By . v By v )
r, r, | Sl...sq S,7°8] Sg Sq
pri Cemu je {rl,. , T} ra{sl,.. ,52} = {rl}. Takodije je:
BB By Y = CC, Cy %
r1 rl rl 1 rl rl
pa je:
- _ — 1 m
BB(Bylyl, ,Bynyn) = CC {(t, ;T ) =
- BB (By v By Cy -4 By ) =
— 7 L T ’ s -
Sy - sq S,78, r, ry quq
- -1..-1 ==-1 =
= BB (BYy . Vv ,...,By Cy C, ..Cl™ BB
S, Sq Sy78, r,y r, 1 C Iy oy
P
(BY, Yy r--+¢BY, Y. ) ,eeu, By, Y ) =
1 1 P P d d
- -1
= BB (By v _ ,...,B_ "B (By . Y, r.+-4BY_Y_ ),



Zamenjujudci Byiyi sa X, dobijamo:

(31) B(x

i pri tome Jje {rl:--

Tako smo B predstavili pomodu njegovih retrakta manie
duzine i pri tome su argumenti takvih retrakta ili promenlijive

111 term Bik Br . (...). Pritom term kojim izraZavamo B nije
1°°° |

jednoznacno odredjen ved zavisi od izbora promenljivih Yysre-or¥p:

—
—

Jednacina (31) &ini sistem T . Ako su B

1 S S ¢

1777 p
le...s nesvodliivi, (31) pripada sistemu r . U protivnom, posie
konaénoqmnogo koraka, svodljlve retrakte predstavljamo pomocu
nijihovih retrakta (pa takodje i retrakta operacije B) Jos manje
arncsti i tako dalje, sve dok ne dodjemoc do nesvodljivih retrak-
ta. Tada sistemu T pripada jednac¢ina (32), debijena iz (31),

kojom se B izrazava pomodu svojih nesvodliivih retrakta.

_ -1 -1
(32) B(xl,...,xn) = TR(BI'Bi BJ""‘Bj BK’XI""’XH)
gde su I, J,...,K neki nizovi indeksa i 1 < i, J < n.
Sistem Pf dobijamo iz T gzamenjujudi podterm B(Tl,...,Tn)
a T
' 1 S S r
B - & » = q L)
=1 Sq (T ,...,Ble (T 1,...,T | P | p). Pritom su
Yo...X
1 P
sistemi I 1 r? A T* ekvivalenti.

Ponavljajuci proceduru dobijamo niz ekvivalentnih sis-—
tema (I', AT.) od kojih svaki naredni ima ili manje svodljivih

operacija najvecde arncsti ili manju najvedu arnost. Kako u T ima
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kona&no mnogo operaciija 1 sve su konalne arnosti, posle konad-

no mnogo koraka dobicdemo sistem I A I'* ekvivalentan sa !.
Pritom ¢e sistem I'* biti nesvodljiv a svaka operacija

A sistema T bice {(u sistemu I ) izraZena pomodu svojih nesvod-

ljivih retrakta:

_ -1 -1
(33) A(Xl.\t.--;xn}—'Ta(BI;Bp BJ; - » q K l;--- n
gde su I,J,...,K nizovl indeksa i gde je svaki indeks unarnog

retrakta, zajednicki indeks retrakta ispred koga stoiji i nije-

govog prethodnika u termu TA'

Teorema 3.22. Neka je T (uravnoteZeni) uopsteni E-sis-

tem funkcionalnih jednadina. Neka je sistem T A T* dobijen od
' kxao u L3.21, pri ¢emu se [ sastoji od jednakosti (33} =za
svaku (svodljivu) operaciju A sistema I'. OpSte resenje sistema

' dato jJe sa:

oL g 1 |
— 1 : K - o~
(34) A(xl,.“,xn) ATA(LA;:” ’LA:;“”’LAi% , lxl' ,P\_Anx )

agde je, za svaki retrakt B iz (34):

(a) Lgn proizvoljna n-lupa akko je [B%| = 9

(b} Lgv proizvoljna binarna grupa ako je ]B%[>£ i zamenom nekih
operacija sistema I, njima dualnim operacijama, dobijamo sistem
prve vrste

(C)LB% proizvolijna binarna Abelova grupa akko nikakvom zamenomn

nekih operacija sistema T, njima dualnim operacijama ne dobijamo

sistem prve vrste
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(d) 8 je permutaciija skupa {1,...,m}, pri Cemu je m arnost

operacije B i1 B je jedna od permutacija « koje se Javljaju

Mf
u (34), i pri tome je:
- 8 jednoznaéno odredjena u slucajevima (a) 1 (b)
ako je data neka permutacija operacije iz klase B"
- proizvoljna u slucaju (c)
(e) ...,Al,...An ; .

su proizvoljne permutacije na S za koje vazi:

1)

7 (
X - — - & = = X ]
1 1

za sSve promenljive X sistema T.

DOKAZ: Neka je term T, (iz (33)) sledeceg oblika:

A

T(...} = AM(...,Xi,...,Aj AN(...),...)

pri demu je 3 jedini indeks koji se javlja u oba niza indeksa

M i N. Sledi da je:

Al r.e.0X ) =
-1 "M o ~ -1
= £ LA { P AA X ... ,AAJAj AN( ) pea.) =
M
-1 _*M o~ ——-1 _“n
= A T, (..,rpA_A_iXi; ;M LA (- ); ) —
- N
-—-1 %M - N
= A L ( AR X r Dy () ypensd
M N

Ostala tvrdienja teoreme direktno slede iz L3.21. 1
odgovarajucih tvrdjenja T.3.20.
Konac¢no, razmatramo uravnotefene funkcionalne jednacine

u najops$tijem slucaju.
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LEMA 3.23. Neka je T sistem uravnotezZenih funkcionalnih
jednacdina.Sistem I' ekvivalentan je silstemu r AT AT pri
cemu :

amaman

- I se sastoji od jednakosti koje eksplicitne izraZavaiju
svedljive operaciie sistema ¢ pomodu nesvodljivih retrakta iste

operacije

- T se sastoji od jednakosti operacija sistema T *,
kojih nema u I sa nekim retraktima operacija iz T
- T* se dobija od T zamenom svih svodljivih operacija

iz T, nijihovim nesvodliivim retraktima, koriscéenijem Jednakosti

—

b

i zamenom retrakta svaki put novom operacijom prema Jjednako-

stima T

- I'* je nesvodljivi sistem uopsStenih funkcionalnih jed-
nacina.
DOKAZ: Za svaku operaciju A, koja se u T Javlja vide od Jednom,

uvedimo novu operaciju B kojom zamenjuijemo A 1 jednom pojavliji-
vanju. Jednakost operacija A 1 B dodajemo tako dobijenom
sistemu.

Posle kona¢no mnogo koraka dobijamo uopsSteni sistem Ty

sa dodatim jednakostima T Pritom je:

1°

x

aAko je sistem I', svodljiv, transformiSemo ga u ekvi-

1

valentan nesvodljivi sistem na slededi nacin:

Iz svodlijivosti proizilazi da posteji bar jedna lokalno
svodljiva operacija B najvede arnosti. Ponavljajudéi postupak

L3.21. dobijamo:
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-1
1 n 51' .sq sl K .rl ..rp
(X pX ) e e e a X )
r, rp S,
pri Cemu je {r ,...,r }fﬁ{sl,. s ¥ = {k}.

= - . —_— * . *
(31) Cini sistem ye I'y Je Ty . T, dobijamo od 'y
zamenjujudi podterm B (T ,...,Tn) termom
B 1 -1 r r S
Sl 'Sq(T g ..er Brl. .rp (T l;qnn;T p)? fT q) pa

(a) Ako se B ne javlija u 52, ponavljamo postupak sa novom
lokalno svodljivom cperacijom, ako takva pestoji.
(b} Ako se B javlja u FZ i 1, to zna&i da se B javlja vise

puta u I'. Jednakostima F2 definisane su nove operacije jed-

nake sa B. Neka je C jedna od njih. Prema (31) bice:

r r
(35) Cxyreenrxy Syev--8y (X s...,B B (K reena®_ JaensXg )
q s 1"tp T p 9

DefinisSemo nove operacije D, E i F jednakostima:

(36) D{(X 7 eensXseoeae,X_ ) =B (x_ ,...X_ )
S5 Sq =N 'Sq S, Sq
(37) Ex = B, X
| k
(38) F(xr Peee X ) = B o (xr Pee e X )
1 P 1 P 1 P

ra dobijamo

IX) :D(X F“"fE F (X ,-..,X )f---fx )

C(xl,... N <
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*
Zamenjujudi u F2 podterm C(T;,...,Tn) termom

S, _1 X S B
D(T ~,...,E ~,...,T ®),...,7 9, dobijamo ry . T, jer,al

* — -—

3

dobijamo kad u fq jednakost operacija B i1 C zamenime jednako-

stima (36), (37) i (38). Pritom je Iy & T <=> r% f FB iu
sistemu T; A f3 A T* se ne javlja operacija C.

Postupak ponavl]jamo za sve operacije jednake sa B.

(c) Ako se B javlja u FZ ali ne iu T, to znaci da je B nova

operacija. Tada postojli operacija C, koja je prema f2 Jednaka
sa B i koja se javlja i u 52 i ur a za koju vaZi (35).

Iz (35) sledi:

(39) C -1
S.ee.;8 (X ,...,X_ =B (x_. ;+..,B, " Bx |, , X
1 q s, S 5 sl...sq S, Kk r,
(40) C . w1
Y. ...Y (x ...,X ) = B B B {x . X )
l e 7 F 7 I
D 1 rp k L, .Fp ry rp
— 7 -1 ’
(41) Cer = B Bk B Kr
1 1
pri cemu Jje {rl,. .,rp} a\ {sl,...,sq} = {k} i
r — r ]
Bx Br "'Br {x, a’ ress @ )
1 P g P
B" =B ...B (a’ , .., X,-c.,2a" )
X S 4 sq S Sq
i gde su aé a£ ; a; a’ odgovarajuce konstante
A p 171 Sq

oblika Cx.a..
i1

Iz (35}, koriscdenjem (39), {(40) i (41) dobijamo:

{(42) C(xz,...,x ) =C L (3¢ c,C (x X}y
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Pritom je (42) istog oblika kao (31).

Iz (42) dobijamo:

pa ako uvedemo nove operacije D, E i F sa:

(44) D% ,.e.ie,;Xseee,x_ ) =20 (X ;eeesX raeesX_ )
s, Sq Sl"'xq =N | Sq
(45) Ex = Ckx
(db6) FP(x_ ,...,x_ ) =2¢C (x
ry rp rl...rp Eyreesr X, )
&
sledi da je:
—1
(47) Ei(xl,.i..,xn) = D{XS R & F(xr rese s X, ),...,XS )
| 1 1 p g

U ovan slucaju dobijamo ry iz FE zamenjujudi podterm

B(T ,...,Tn) termom

5

r
see, T By, L 0, Gy Fg dobijamo iz 52

zamenjujuci jednakost operacija B i C formulama (44), (45) i

= - * — -
46} . Lako i ideti da 3 A = - ]
(46) ako je videti da je T I, A T2 <3>F3 A.F3 A P3T

o

U daljem, postupak iz (b) primenimo na sve operacije

jednake su C, ako takve postoije.

U oba sluCaja, (b} i (c¢), ceo postupak ponavliamo

sa novom lokalno svodljivom operacijom ako takva postoji.
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— - x

Na tai nadin dobidamo niz (. A T. A T.)Y.
] :] ( ] j j)j:l;z;'---

ekvivalentnih sistema od kKojih svaki naredni (sem eventualno
drugog) ima manje svodljivih operacija najvede arnosti, ili
maniju najvecu arnost.

Kao 1 u dokazu L3.21, posle konac¢nc mhogo koraka dobijamo

— — x
-

sistem I A T A T ekvivalentan sa T.

Pritom Je T* nesvodljiv i uopsten, svaka operacija A
sistema T je (u sistenu r~) izra¥ena pomocdu svoiih nesvodljivih
retrakta formulom (33), a svaka operacija sistema F*, koje
nema u sistemu I, Jednaka je nekom retraktu operacije iz T

i sve te jednakosti &ine sistem T.

Teorema 3.24, Neka je T uravnoteZeni sistem funkcio-

-— *
nalnih jednacdina. Neka jJe sistem T A T’ AT dobijen od T kao

At
—

u L.3.23, pri ¢emu se ' sastoji od jednakosti (33) za svaku

(svodljivu) operaciiju A sistema T'. OpSte resSenje sistema TI' dato

Jje sa:
{4 QL o
- S | K - ~

gde je, za svaki retrakt B 1z (34):

(a) LB% proizvoljna n—-lupa (koja zadovoljava (f)) akko se
*

u svakom termu sistema ' javlja najvise Jedna operacija
iz B
(b} LBm proizvoljna binarna grupa (koja zadovolijava (f)) akko
*
se u nekom termu sistema T' Javljaju bar dve operacije iz

*
rl" L] - L] L . L] L] ¥
B i zamenom nekih operacija sistema I' , nJima dualnim

operacijama, dobijamo sistem prve vrste
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(C) LBm proizvoljina binarna Abelova grupa (koja zadovoljava
®
(£)) akko nikakvom zamenom nekih coperacita sistema T

njima dualnim operacijama, ne dobijamo sistem prve vrste

(d) 8 Je permutacija skupa {1,...,m} pri Semu je m arnost
operacija B 1 £ Je jedna od permutaciia %y Koje se

Javljaju u (34) 1 pri tome je:

~ B jednoznacno odredjena u slulajevima (a) i (b)
ako je data neka permutacija operacije iz klase B

~ proizvoljna u slucaju (c)

(e) ...,Al,...,An,..

su preoizveljne permutacije na S za koije vaZi

za sve promenliive X, u svakoj od jednacina sistema T.

(£) vazi jednakost:

za svaku operaciju C koja se javlja u I' a ne javlja se u I i
svakl retrakt D neke operacije iz T, takve da se jednakost

'1;---rxk) = D(Xl,...,xk) javlia u sistemu T.

DOKAZ: Sledi iz L3.23. i T3.22.

Koristeci razne poznate &injenice teorije kvazigrupa,
uslovi (a}, (b) 1 (c¢) koji zavise od (f) mogu se preformulisati

tako da ne zavise od (f). Postupak je slededi.
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Ako su lupe LCH b L~ razlic¢ite, iz (48) sledi da

je:

_ el ~1=-1
L (Xl,...nﬁ{—-CD I,qJ (Dchl,C [Eka{: x

pa se Lcﬁmoﬁe eliminisati iz formula (34).

AKko su lupe Lcm i LDm jednake, tada Ije LDm diizo-

topna sama sebi:

1 vs -1 -1 = -1
CD LD%(X1“4¢;X ) = LD% (DD(ICZ ¥ -,DDH%{ xk)

Ako je Lcm lupa a LD% (Abelova) grupa (dualno) izo--
topna LC% , tada postoje a,b e S tako da vaZi jednc od:
——] —_—— ———
LC% (x,v} = CD = (DC L X + ab - DC L V)
Loy (%,y) = cot (bt v « ab - oc~t x)
gae Jje . LD% i

1 1
DD2X = D Dsz
Ako su {(Abelove) grupe Lcm i LDm jednake tada
postoji automorfizam ¢ grupe « (t3j. Lcm) i a,beS tako da vazi:

Cx = a - ¢5x - Db
(ICx = a * ¢Dx * b)
DC.x - é b

-}

-

P
il
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Uslovi (£f) zavise od konkretnog sistema I i ne mogu
se resiti u opStem obliku. Za dati sistem T, uslove (f) i
(a), (b}, {(c) mogude je svesti na jednostavne uslove u kojima

figurisu elementi iz S, razne permutacije, komponente diizoto-

pija 1 slicno.
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4. RAZNI PRIMERI URAVNOTEZENIH SISTEMA
FUNKCIONALNIH JEDNACINA

PRIMER 4.1. Neka je dat sistem T:

1)

A(leB(Y(X3’37’Z(X4*X5’X5)fxz)fxg})

I

I\I{Xlr}{SII{V(K(FerS} rxﬁrXB);Xv? ;Xz)) =

i

M{XSIU(xl,x7,K2,X4fR(X(x5,x3),xﬁ))),

Sistem (1) Jje uvopsSteni E-sistem oblika tlﬂt2=t3,

Svodljive operacije su U,V,W,Y,Z. Operaciju U predstavljamo

pomodu njenih nesvodljivih retrakta.

1,2,3,4,7 - posledica Jednacdine t3 = t2 jes

(2) M2U(31’X7’X21X4’R1X2333) = WlB(X1’I(V13(K1X4’X3)’X7’x2))
Iz 1,2-, 2,3,7- 1 3,4-posledice jednacine (2),dcbija-

Jjamo:

WlB(x,y) = M2U13(}:,I3 V)

IT(x,y,2) = ng M2U235(y,z,3122 V;l X}

Vg tkey) = I Wy M,U, 5 (KD X, Ry X, Y)
Koristedi jednakosti

M2U3 = W3I3

M2U5R1X2 = W3IEV3

dobijamo:
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dr—— L]

1 |
13 (% U3 U (y,2, 07U yg (0, ) )

(3) U(X,Ve2Z,0,V) U

Analogno dobijamo:

. _ . ...l
V(XIYIZ) - Vlz(}‘hfvz VEBfY;Z))
h -1 ,
Wix,y,2) le(wl W13(x,z},y}
Y (X z,a) = Y (YdlY {(x,2),y,u)
rd e 124 171 Tp3 s
Zix,v.2) = B.-(2°F 7. . (%,¥),2)
117 13Y91 A1 ‘\Rrdla

Te jednadine, zajedno sa (3) &ine sistem T .

*
Sistem ' je:

—_ -1

124°

1 -1

Wia (% TV (K(xy,xg) .V,

I

-1 -1
3 UpggiXgr¥y,Ug

I

M(XS,UIB(X , U U45(x4,R(X(x5,X3),x6)H))

1

Sistem (4) je nesvodlijiv a {A,B,wlz,w13,M,U13} ‘

.y ) s
booi {*13,Zl2,V12,K,V23,U45,R,X} su klase ekvi

(Y 540 1:Usg5

valencije
Koriidenjem sistema I dobijamc da je opdte resSenjie
sistema [ dato sa:

. — *
Alx,vY) A X ALY

Bix,y) = R;l(ﬁzﬁlx ® A282y}
Y{x, v, z,u):(AzBl) -1 T(A231Y4U,A281Yf{+A2B2Y32 ,A231Y2Y)

B ...l - . .
Z(xgyﬁﬂ—(&zBlYB) ((A281Y321X+A23122y)+A231Y323z)

W{x,y,z)=(wlx * W3z) * Wzy

\ = _lm T
T({x,v,2] WB L(W3I3Z,W3ilx, W312y}.
-1

(W I . V. X™W_ I . V.zZz+W_.I.V.V})

Vix,y,2)=(W;1,) 3LV XTRg L YV ZEWL LV
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_ -1 ,
K(x,y)=(W,I,V,) ~ (W I V. K x+W, I,V K y)

M{x,y) = ng * Mlx

U(x,¥,2,0,v)= ;1' (Mzle * T(M2U32,M2U4u+M2U5v,M2U2y))

B ~1
R(g,y)—(M2U5} (M2U5Rlx+M2U5R2y)

_ -1 |
X(X’Y)_(MzUSRl) (M2U5R1X1x+M2U5R1X2y)

gde su Al,...,xz proizvollne permutacije za koje vazZi:
Ay =Wy = MU
AEBIYQ = W3I3 = M2U3
AZBlYl = W311V3 = MZUSRlXQ
AzBlYSZl = WBIlVlKl = }{"*I2U‘,_1
A2B1Y322 = W311V1K2 = M2U5R1Xl
BoBytaly = Wil iV, = MyUgR,
AzBiZZ = W312 = M2U2
AZBZ = W2 = Ml

i gde Je * proizvoljna grupa, T proizvoljna ternarna lupa
a + proizvoljna binarna Abelova grupa na datom nepraznom skupu
S.

PRIMER 4.2. Neka je data slededa jednadina TI:
A(B(xlfxz),x3,C(x4,x5)):D(XI;A(Xz,XB,x4),x5)

Prema proceduri iz L3.23, T zamenjujemo sa:

A(B(xl,xz),XB;C(X4,X5))=D(xl,F(x2,X3,x4),XS)

F(xz,x3,x4)=A{x2,x3,x4)
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Cperacije A,D 1 F su svodljive:

B -1
Alx,y,2) = A12(X’A2 A23(y,z))

] B -1
D(x,y,Z)~D13(D1 Dlz(x,y),Z)

F(x,y,z)ﬁG(x,HﬁlK(y,z))

gde je G(x,y)=A;,(x,¥),H=R, , K(X,y)=R,,(x,Y).
r* Je:
A . (B(x.,%.) BotA.(x,,C( )) )=
12 (B Xo) By Ao Xy, LR, X)) )=
1

- -1

—

dok se T sastoji od jednakosti:

-1
13(Dl Dlz(x,y),z)

i

D(XIYFZ) D

a I od jednakosti:

G(XIY) — Alz (Xry)

H = AZ

* *
' 13Je Jednacina prve vrste 1 sve su operacije iz T

bl e Tt L] ] LY *
u istoj klasi ekvivalencije ~ . 0Opste resenje jednacdine T

dato Je sa:

A23{X,y) = B,yxX  AjY

~1
B(x,y) = Al (AlLBlX
-1

Cix,y) = A3 (ABCIX . A3C2y)

Dy (x,y} = Dyx * Dyy

Aley)

DIZ(X’Y) 1

|
L,
>4
o
DN
o
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G(x,y) = D2 (DZGIX . Dszy)
~ -1, -1 -1 _ -1

K{x,v) H(D2G2H ) (DZGZH K,x D,G,H sz)
gde Je:

AlBl = Dl

Ale = DZGI
(5) A. = D.G.H Tk

2 -7 272 |
~ -1
ABCl = D2G2H KZ
A3C2 = D3

Koristedi T dobijamo:

— [ 1 _hl “l
Glx = Alx ¢ b
o .=1 -1
sz = a ¢x + b
K.x = Azx a_ld_l
-1 X
Db.G,H "x = ¢ 8x ad
272 -1_.-1
KZX = § ~C . ABX

za neke auvtomorfizme ¢ 1 6 grupe i neke a,b,c,de. 8.

Iz (5) sledi da jec =a, d = b i da sud¢ i 06 tri-
vijalni automorfizmi grupe

Opste resSenje jednadine I' dato je sa:

il

A(X,¥,2Z) Alx - Azy . ABZ

B(x,y) = Ail(Alle a * Ayy)
Clx,y) = A;l(ABX . b - ALC,Y)
D(x,y,z) = Alle a Yy « b - A3C22
gde Je . proizvoljna grupa a Al,Az,AB,Bl i C2 proizvolijne

permutacije na S.
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PRIMER 4.3. OznacCimo sa Srl skup svih permutacija skupa

{1,...,n} . Pritom, kao i dosad, sa & oznacavamo identicku

permutaciju.

Neka je 7eS_ 1

(70 1)) (T g1y T (n-1)

" = 2" (A .. {A
n n \
(%, ) _l)‘- - “l'“')n 4
1 N rep(n) ‘Fq(n-1) = Ty (l) —°
1T1 TTn’
Sistem TI': t = ... = &t 77 (wkgsn za k = 1,...,n!) nazivamo

sistemom uop$tene polisimetrije za n-kvazigrupe.

Opi3te resSenje sistema T dato je sa:

I
A (x., , ¥ ) = L A, X
1 I =1 k 'k
(m,T r )
(6) 71 m _
A (Xl.!' - fxn) -
(m, X, e 1) I (m,r....x._4) {(m,x Y )
= (A0 ...A_ 1 m=17y =L Al ...A 1 1.3k ! "x
1 m k=1 "1 I
Za wgsn im=121,...,n"1 gde je + proizvoljna Abelova grupa
T (ﬂ'rl"'rﬂ)
a A, ., Ak : {ﬂgsn; k =1,...,n; m = 1,...,n—1)

proizvoljne permutacije na S, za koje vazi:

(Ufjl‘ “"jn_l)

(m,i,...1__ |
(7) AT ...A, L n-l) _ A9 . .a. akko
3 n 13 In
i, =3 _1 za sve k = 1, ol
it (k) o (k)

Dokaz ovog rezultata dat Je u [30]. Ovde dajemo samo

skicu dokaza.
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Dovoljno je da svi ternarni retrakti operacija iz t°
budu svodljivi, pa da i svi retrakti (sem binarnih) svih ope-
racija sistem I budu takodje svodljivi.

Svodliivost Aijk sledi iz il...1, jl...1,kn...n-posle~

dice jednadine t- = t", gde Jje m permutacija 213...n.
{Efrl"'rm)
Svodljivost Aijk (m < n-1) sledi iz
' . s a . - . * I " s » - -ﬁn' -] ' *V‘
Lyeeat il...1, r, . 1 1 Ly rmkn vosledice jednacdine
tg,= tw,r gde Je m permutacija 1...mm+2m+l m+3...n.
(e, r....r .
Svodljivost Aijk ! n-l sledi iz
Ly---To_q1 rl...rn_l?, Lo-wer k= 1 1...1i, I....13,1...1k-po-

sledice jednacine 5 = £, gde je ¢ permutaciija nl...n-1.

Svi binarni retrakti cperacija sistema T ' su diizotopni

t
retraktu A12'

Diizotopnost AS. i AY. sledi iz
17 12 |

iil...1, P{l...1- i 1il...1,23jl1l...l1-posledice jedna&ine

- tﬂ, gde Jje 7 permutaciija 213...n.

r-_t.-
i

(E,rl;...r )

- m £ .
. [ ] 'i [ ]
Diizotopnost Aij (m < n) i .Alz sledi 1z

r....r_il...1, rl...rmjl...l— 1 1...1,2...2-posledice jedna-

tﬂ, gde Je 7 permutacija m+1l 2...mlm+2...n.

(3¢
I—.J.-
-
{D
4
M
I

Neka je = permutacija 213...n.
11...1,121...1, 21...1, 221...l1-posledica jednaine tf = t”
pokazuje da je Aiz izotopna nekoj Abelovo grupi'+. Sledi da
su svl binarnil retrakti operacija sistema T izotopni* Abelovoj
grupli +. Iz T3.20. neposredno sledi da op3te redenje sistema

' ima oblik (6} uz uslove (7).
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PRIMER 4.4. Ako su u sistemu I iz P4.3. sve operacije jednake
medjusobno, taj sistem zovemo sistemom m-arne polisimetrije.

Opste resenje sistema n-arne polisimetrije dato je sa:

gde je + proizvoljna Abelova grupa, asS, a by (k=1,...,n)
proizvoljni uzajamno komutativni automorfizmi grupe +.
Deokaz, koji je dat u |{30|, je jednostavna posledica

rezultata iz P4.3.

PRIMER 4.5. ©Neka je T uravnoteZena funkcionalna jednadina

t t’ koja sadrzi samo jedan operaciiski simbol - . Sa *

[l

oznacavamo dualnu operaciju kvazigrupe -
t = t' je B-jednacdina (vidi [2@) ako je:

- bar jedan od terma t,t’ nije oblika xt, rtx za neku promenliji-
Vi X
- nerpostoje promenljive x i y takve da je xy podterm terma t
a xy 111 vyvx podterm terma t'
x 1y su razdvojeni u t ako se ni xy ni vyx ne
javlijaju u 1.
T = 1 Je trivijalna jednatina. Uzimamo da je trivijalna
1 svaka Jednacina doblijena iz 1t = 1 zamenom nekih podterma oblika
1 2 2, 1

T . T termom Tt T . t =t" Je skoro trivijalna jednadina

ako zamenom nekih . sa * dobijamo trivijalnu jednadinu.

Belousov je u [11] dokazao:
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Teorema 4.5.1. Kvazigrupa . Kkoja zadovolijava neku

B-jednacCinu izotopna je grupi.

Nedavno, Taylor je([46])dokazao opdtije tvrdjenje:

Teorema 4.5.2. Neka Je t = t’ uravnoteZena jedna-

¢ina sa svojstvom da t sadrZi podterm xv a da su x i 3%
razdvojeni u t’. Svaka kvazigrupa . koja zadovolija t = t’
mora biti izotopna grupi.

Ali postoje uravnoteZene jednadine kcje ne zadovolija-
vaju uslove T4.5.2. a kvazigrupa koja zadovolja tu jednaéinu
ipak mora biti izotopna grupi. X(yz - u) = (x - yzlu Jje

primer takve jednacdine.

Teorema 4.5.3. Kvazigrupa-, koja zadovoljava uravnote-

zenu jednacinu T koja nije skoro trivijalna, mora biti izotop-

na grupi.

DORAZ: Zamenom svih pojavljivanja operacije . novim, razli-

- ol S b A *
citim operacijama, dobijamo ucpsStenu uravnoteZenu jednadinu I .

Neka Je za svaku operaciju A iz F* [Am[ = 2, ti.
A~ B akko A +» B. Zamenjujuci eventualno neke od operaciia
A,B dualnima operacijama, dobijamo jednadinu u kojoj A i B
(A ili B*) imaju iste promenlijive u prvom {drugom) argumentu.
Ponavljanjem procedure dobijamo jednadinu,
koja zamenom operacija A(A*) operacijom - (*) postaje trivi-
jalna jednac¢ina. Jednacina T mora biti skoro trivijalna suprotno
pretpostavci.

*

q" ] - ]
| > 2 za bar jednu operaciju iz I' . Iz

Sledi da je |A

T3.20 sledi da - mora biti izotopna grupi.
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T4.5.3. uopsStava T4.5.2, jer nijedna skorc trivijalna

jednacina ne zadovoliava uslove T4.5. 2.

Iz naredne teoreme sledi da se T4.5.3. ne moZe uopdtiti
nalazenjem sire klase jednalina (na jeziku sa jednom binarnom
operacijom) a da svaka kvazigrupa koja zadovoljava neku jed-

nacinu iz te klase mora biti izotopna grupi.

Teorema 4.5.4. Postoji kvazigrupa koja zadovoljava
sve skoro trivijalne jednalCine a koja nije izotopna grupi .
DOKAZ: Svaka komutativna kvazigrupa zadovolijava svaku. skoro

trivijalnu jednadinu.

Kvazigrupa . data tablicom:

1 2 3 4 5 6
1 1 Z 3 4 5 o
212 1 6 5 3 4
3{3 6 1 2 4 &
414 5 2 1 6 3
505 3 4 6 1 2
5 i 6 4 5 3 2 1

Jje komutativna lupa sa jedinicom 1. Podto je (2.2) - 3 =

r

=1 3=3%4=2"6=2" (2" 3), - nije izomorfna

ni Jednoj grupi pa prema T2.3. nije ni izotopna.

U vezi sa T4.5.3. postavlja se sledec¢i problem:

PROBLEM 4:5.5.0pisati klasu uravnoteZenih jednadina koja ima

slededa svojstva:

- svaka kvazigrupa koja zadovoljava neku jednadinu iz klase
mora biti izotopna Abelovold grupi

- za svaku jednacinu izvan klase postoji kvazigrupa, neizo-

topna Abelovoj grupi, Koja zadovoljava tu jednadinu.
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5. STRIKTNO KVADRATNE FUNKCIONALNE JEDNACINE
NA KVAZIGRUPAMA

U ovom delu rada redavamo uopsStene striktno kvadra-
tne funkcicnalne jednacdine na binarnim kvazigrupama. Prema
D2.6 funkcionalna Jjednacina Je striktno kvadratna ako se sva-
ka promenlijiva u toj jednac¢ini javlja tacno dva puta.

Kao i u slucaju uravnoteZenih jednacdina, prvo resava-
mo nekoliko najjednostavnijih jednadina, cd kojih je najvaZz-
nija jednacina tranzitivnosti, a tek posle toga prelazimo na
opsSti slucaj.

Prethodno razmatramo pitanje zasto su medju funkcio-
nalnim jednadinama koje moZemo zvati kvadratnim, najznacajnije

bas uravnotezene i striktno kwvadratne.

Definicija 5.1. Funkcionalnu jednacdinu T t2 nazi-

vamo kvadratnom ako se svaka promenljiva u njo)] javlja najvise

dva puta.
Definicija 5.2. Neka su A i1 B dve kvazigrupe 1z
jednacine £l = tz. a <> B akko postoje i i 3 tako da
. 2 : < . - :
i,)-posledica tij = tij Jjednacine tl = t2, ima sledeca svoi-
stva:
-~ A i B se javljaju u jednadini £l = t2.
17 1]

- ako u jednacini tij ili tij postoiji y-blok, tada je on
jednak t%, ili t2 .(tj. u jednacdini t%. = t?- se ne javlija

v-blok oblika Q(y,y))



66.

., 2 . .
- ako jJje t%_ ili t7 . v-blok tada nijedna od operacija A,B

17 1]
nije glavna operacija tog bloka,

Definicija 5.3. Relacija ~ je tranzitivno zatvorenje
2

relacije +» , na skupu svih operacija iz jednacine tl = t

D5.2. postaje jasnija ako razmotrimo sve funkcicnal-

ne jednacdine sa najvife dve promenljive:

(1) P(y,,y;) = €

(2) A(Xl,xz) = B(xl,xz)

(3) P(y,,¥y) = Qly,,yy)

(4) P(x,,Q(y,,¥y)) = x4

(5) A(B(x,,Y,), Vo) = Xy

(6) Py, A(y,,Bly;,¥y,))) = e
(7) P(y,,Qly +R{¥,,¥5))) = ¢
(8) P(Q(y,,¥;)r Rlyy,vy)) = e
(9) P(A(Y,:Y5), By, y,)) = e

Par operaciija (A,B). je uvek u relaciji «» a parovi
(,p), (B,P), (P,Q), (P,R), (Q,R) nikad. Ako Jje A ~ B za neke
dve operaciije jednacine tl = t2, tada su A 1 B izostrofne ope-

racije.

Teorema 5.4. Kvadratna funkcionalna jednacina

tl = tz, koja nije ni uravnoteZena ni striktno kvadratna, 1ima

samo trivijalno resenje.

2 .. . 9 . .
DOKAZ: AkO t1 = t7 nije ni uravnoteZena ni striktno kvadratna,
tada postoiji promenljiva Xy koja se javlia samo u .Jednom

termu, npr. tl . l-posledica jednacine tl-= t2 je oblika:
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(10) X. X. = e

gde su operacije koje se vige puta ponavljaju, zamenjene

novim, tako da jednacina postane uopZtena. Iz (10) sledi da

je X, = ¥

1 1 e, pa jJje skup S, na kome su definisane operacije,

jednod&lan.

Nasuprot tome, vazi sledeca teorema:

Teorema 5.5, Neka je tl == t2 striktno kvadratna fun-

kcilonalna jednacdina i S ili beskonadan skup, ili konadan reda

il L v S oa l
2" Tada postoji resSenje jednadine &5 = tz_na skupu S.

DOKAZ: Na takvom skupu S postoji Bulova grupa (tj. grupa u

KoJoj vazi x + x = e). Neka je svaka operacija A jednacine
R 2 e
't =t definisana sa:
AlX,y) = x + vy

Posto su sve Bulove grupe komutativne, mo¥emo sve promenljive
poredjati po rastucim indeksima. Sve promenljive Yy Javlijaju
se dva puta jedna za drugom i moZemo ih izostaviti. Jednalina
koja preostaje sadrZi promenljive X; PO Jjednom sa svake strane

i u istom redosledu pa je tl = t2 zalsta identitet.

U naredne Cetiri teoreme dodajemo reSenje Jetiri

jednostavne striktno kvadratne funkcionalne jednacine.

Teorema 5.6. Opite reSenje funkcionalne jednadine (1),

na skupu S, datoc Je sa:

(11)  P(x,y) = L(P x; P,y)

gde je L proizvolijna lupa na skupu S, sa jedinicom e, a Pl i P

proizvoljne permutacije na S, za koje je:

2
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Il
(D

{12) L(Ple sz}

DOKAZ: Trivijalan.

Teorema 5.7. Opfte refenje funkcionalne jednacine

(2}, na skupu S, dato Je sa:

B(%,V) L(Alx, Azy)

(13)

|}

B{x,v) L(le, Bzy)

gde je L proizvoljna lupa na skupu 5, a Al, Ry, By i B,

proizvoljne permutacije na S5 za koje Je:

DOKAZ: Trivijalan.

Teorema 5.8. OpSte reSenje funkcionalne Jjednacine (3),

na skupu $§, dato je sa:

CA(x,y) = L(A%, AyY)
(15)

....l...
B(z{rY) Al . Jj—l(Aller A2Y)

gde je I proizvoljna lupa na skupu S, sa jedinicom e, a

Ay Ay, Bl i B, proizvoline permutacije na S za koje je:

(16) AlBl = £ L(AlBZK,Azx) = e

| t : ~1
DOKAZ: Neka je x, = B(xy,Y,). Tada Je Xy = B(X3rY2),

pa (5) postaje:

A(x3fyg) =  B(x )

)

odakle se vrlo lako dokazuje da je reSenje jednacCine (5)

bag oblika (15) uz uslove (16).



69.

Jednadine (1)}, (2) i (5) nazivamo trivijalnim/ striktno

Yvadratnim funkcionalnim jednacinama.

Teorema 5.9. Op3te redenje funkcionalne jednaline
tranzitivnosti:
(17) A(B lixlry?‘); C(Y21X3)) - D(Xlrx3)

na skupu §, dato Je sa:

A(x,y) = Alx . Azy
=1
(18) )

i

C{x,vy) A, (A,C,x - A,CoY)

D(x,v) D,x * D,y

gde je , proizvoljna grupa na skupu S, a AieA

2."
BI,B2C1,C2,D1' i D, proizvolijne permutaciie na S za koje je:
BBy = 9
(19 ) -
) A.B,x ¢ ACiX = e
Brla = &

i pri Cemu Je e jedinica grupe * .

. ~ . -1
DOKAZ: Neka je Xy = C(QE,XB)Q Tada Jje Xy = C (yz,xé)
2ko definisemo:

F(x,y)} = C L (x,y)
i zamenimo u (17), X4 Sa F(yz,x4}, debijamo:
(2) A(B{xl,yz); Xp) = DXy Fly,ex,))

Jednadina (20) Jje opSta jednalina asocijativnosti.
Koristedi T3.7, 1-, 2~ i 4-posledicu dednadine (2Q0) kao i

definiciju operacije F, dobijamc da je:
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=1 )
Clx,y) = Az (IAlex . Dzy)

gde je Ix = x*l u grupi ° .

Formule (18) su 1- , 2~ 1 3-posledica jednadine
(L7). Koristec¢i ih dobijamo da He

_ a1 .

Ponovo koristecdi T3,7., dobijamo i ostale formule iz

(18) .

LEMA 5,10, Neka Jje tl = t2 striktno kvadratna funkcional-

na Jjednacina i neka je A operacija koja se javlija u njoj.

fA%T = 1 akko je A glavna ili vezna operacija zatvorenog
bloka,

DOKAZ 2 (a) Neka je A glavna operacija zatvorenog bloka,

Sve 1,]J-posledice Jednaline tl = t2 u kojima se javlja opera-

cija A, predstavlijene su slededim shemama:

\/ - \/
. / /
N \/
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N x Yy 7y Y3 Y2
\ / “\\ /’(‘
\\ \ ;
N\ / \ ,/ /
B C B C
// -
> '
\ e \ /
- / '
A A
Y ‘{1
N/
7y Y1 Yy Yo y A
. $ ’)
R / /g
\.\ /f \ , s
A Q Q Y2
, N
e
\\\ / fj.f
p P

pri Cemu su predstavljeni samo termi sa jedne strane jedna-

kosti, Sa druge strane Je term e,

Sem navedenih, moguda je posledica data shemom:

Yq /3’1

AN
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Ni u jednom od ovih sedam slulajeva operacija A
nije u relaciji +<«-» sa nekom drugom operacijom, pa je
Av| = 1.
(b) Neka je A vezna operacija zatvorenog bloka. Sve 1,]~po-
sledice jednacine tl = t2 u kojima se javlija operacija A

date su slededim shemama s

Yo Yo
AN
v, ;Q/ ,37’\1 oy, Y Y,
ANY | N/ N
A\\ Yy P Q
d - | \A/
p

pri Cemu su predstavlieni samo termi sa jedne strane

jednakosti. Sa druge strane je term e.

Sem navedenih, moguda je i posledica data shemom:

)

A
P
\ -
\\ /
P

Ni u jednom od ova tri-sludaja, operacija A nije u re-

x5

laciji <+ sa nekom drugom operacijom, pa je IAN‘ = 1.
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(c) Neka A nije glavna ni vezna operacija nekog zatvorenog

loka. Tada je_A(t3,t4) podterm jednog od terma tl,tz

i nijedan od terma t3, t4 nije zatvoren blok. Ni term
A(tB,t4] nije zatvoren blok,., Sledi da wvazi bar jedna od

i,3-posledica predstavljenih slededim shemama:

Y Y
S
\N//f
Yy Yo Yy Y2 Yy A
/f’ g
AN N7 AN /
A Q Q Yy
“ ) :
\\\ -~ \\\\\\ f///fﬁf
N 7 .
P

pri cemu su predstavljeni samo termi sa jedne strane

%1 )
/ \ /
,-fx/ 4
e /
,/
)

jednakosti.

#q ¥y
y
\\\\\ y
| /
2

U svakom od ovih slucajeva je A «+ Q pa e
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.5.10, pockazuje da je resavanje striktno kvadratnih
funkcionalnih jednacina znatno sloZenije od reSavanija uravno-
teZenih:jednadina. Takodje, neki rezultati koji vaZe za ura-
vnoteZene jednaéiﬁe, npr. L3.16, ne vaZe za striktno kvadratne

jednacine bez izvesnih izmena.

Zzato u daljem razmatramo samo one striktno kvadratne
jednacine kod kojih su sve operacije u istoj relaciji ekviva-

lencije ~ . Za niih vaZi slededa *teorema:

Teorema 5.11. Neka je t1 = t2 netrivijalna uopstena

striktno kvadratna funkcionalna jednacdina, &ije sve operaciije
s

pripadaju istoj klasi ekvivalenciije N OpSte refenje jednadi-

t2 dato Je sa:

ne

(22) A(x,y) = A (EAlx o AA,Y)
gde je x oy =X -y 1li x oy =x * v = v * X i

(a) * Je proizvoljna grupa na S akko zamenom nekih operaciija
Jednacine tl = t2, njima dualnim operacijama, dobijamo

Jednadinu prve vrste

() °  Jje proizvoljna Abelova grupa na S akko nikakvom zamenom
nekih operaciia jednacine tl = t2r nijima dualnim operaci-
Jama, ne dobijamo jednacinu prve vrste

(c) u slucaju {(a), u zavisnosti od definicijé grupe * ,

tacno je odredijeno u kom sludaju o zamenjuje operaciju

° a u kom operaciju *; u sludaju (b) izbor je proizvoljan
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(d) nﬁun;g“iif Azf‘in

su proilzvoljne permutacije skupa S za koje va¥is

xI’'= X Y: O .yr = e
N 3 J
LI | L Wt g l 2 r S ]
za sve promenljlve.xi,yj jednacine t7 = t7, pri Cemu e

e Jedinica grupe - .

2 .
t netrivijalna, u

i

DOKAZ: (i) Po¥to je jednatina £
njoj se javlija bar tri razlidite promenliive. Prema L5.10
bar jedna od njih Je tipa x, Neka je to Xy .

Bar u jednom od terma tl,tz, npr. tl, Javljaju seiﬁve

promenljive. Neka Je tada A glavna operacija terma £l i

S DU |
(23) % y o= A(Al X, A, Y)

X, 8se nalazi u jednom argumentu operacije A, npr.

prvom., Mogudi su- slededi sludajevi:

(i7) u drugom argumentu operacije A javlja se bar jedna pro-
.. : 2
menlijiva tipa %, npr. X5 » JLly2=-posledica jednadine t1=t

predstavljena je shemom:

. bid
| hl 2 1
\ / . |
A

Ako postoji neka promenliiva tipa x koja se nalazi

w argumentima operacija A i B sa razliditim medju promenlijivim
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Pretpostavimo zato da sve promenljive tipa x, ako ih ima,
ulaze u isti arqument operacija A i B kao i neka od promenljivih
X1 r¥qa

Posto su sve operacije u isto]j klasi relacije " , mora
postojati bar jedna promenljiva tipa y. Nije moguce da se sve
promenljive tipa y nalaze u istom argumentu jedne od 0peracija

A,B. S obzirom na poloZaj promenljive y, moguda su da slucaja:

X | N/ \/
N // \B/
X 2\/3
DI X \\\B/f/ Y
\A/ \C,-/

U prvom sluc¢aju imamo jednadinu tranzitivnosti, pa je
prema T>,9. operacija definisana sa (23), grupa. U drugom
s . . . '_l
sluc¢aju iz Y, = D(XE;YB) 1L zamene y, sa D (xz,y4) opet

dobijamo jednalinu tranzitivnosti. Sledi da je - grupa,
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(1") u drugom argumentu operaciije A ne'javlja se ni Jjedna
promenljiva tipa x. Tada se u drugom argumentu operacije A
javlja bar jedna promenljiva koja se javlia i u prvom

arumentu operacije A, pa imamo siedecu shemu:

X J

1 ;2
\ /
\ /
Bf

Moguce je da se u prvom argumentu operacije A javlja
jos neka promenljiva tipa x. Pritom, ne mogu. se sve te pro-

menljive javiti u istom argumentu operacije B kao i x Jer tada

l!

ne bi A 1 B bile u relaciji ~ sa ostalim operacijama. Suprotan

slucaj je prikazan shemom:

?112 . XB

N

Xl /

» /
\R /
B

Zamenom Xy = C(yz,XB) dobijamo:
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\/
N

ra je prema T3.7, definisana sa (23), grupa.

Nije mogucde da u termu t1 ne postoiji ni jedna promenlji-
va sem %, i Yo jer tada A 1 B ne bi bile ekvivaleﬂtne' sa
ostalim operacijama.

Zato, ako u t1 nema drugih promenljivih tipa x sem
X,; mora pestojatli bar jos neka promenljiva tipa yv. Bar za neku

od niih, npr. Y3, mOTa vazitli jedan od sledecih sludajeva:

X

\ /
\ / ) \D/j

2
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Y Y q
. D
1 /
/
\ /
B Yy
o Y
\ 2
/f
A b4
1
X4 Y 3
,
\D/
\ /y :
B /y3
S
q y2
N\ /
\
A
%1
U prvom sludaju zamenom Xy = Bixl,yz) dobijamo:
*4 Y3 Yo Y3
\h .H'JJ;
\ \ /
C D
- , <4 Yy
| | // \ -~

& to je jednacdina tranzitivnosti pa sledi da je - definisana sa
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U drugom i trecem slucaju zamenom y, = D(y?,yg)

dobijamo jednalinu iz prvog slucaja, pa 3e -+ grupa.

U Cetvrtom sludaju zamenom x, = B(xl,y2) dobijamo
jedan od prethodnih slucajeva koJi takodje povliadi da Je
*  grupa.

Time smo pokazali da Jje glavna operacija bar jednog

od terma tl, t2 diizotopna grupi.

(1i) Operaciiu * definisali smo Jjednako5cu (23) pomocu glavne
operacije Jednog od terma tl,t2 1 vidéli smo da Jje ona grupa.
Dokazujemo da (22) vaZi za svaku operaciju A jednacine tl=t2.
Podto prema definiciji (23), (22) vazi.za jednu glavnu
operaciju jednog od terma tl,tz, a ~ je tranzitivno zatvorenje

simetridne relacije <+ , dovolino je dokazati da ako Jedna-

kost (22) wva?i za neku operaciju A i A «> B, tada i za B

va?i analogna jednakost. - ako je -
(24)  AA(Ax, X, BAx,¥,) = BB(BX X, Bx, %)
sludaj je dokazan u L3.13.
- ako Jje
TS = =T T oW
(25) AR (AB B(Bx, Xy BY~Ys)r AY3 yz) = XyX,
iz (22) sledi:
n : P AR BT I o
An,ABB (Bx xl,Byzyz) O AR,RAYSY, X %q

1 1

pa Je
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(26) Bx,vy) = E_l (ﬁle O B B2 V)
- ako je
o Txr? T, T — T
(27) BB(BAA(AXIXI, Ayzyz), By2 32) = Xy x,
sledi:
- e
B(B xlxl,Byzyz) = BA {Axlxl,Ayzyz)
el (B Tk, BT ) = AA_A o AA A v
BBy X1¥10BY5 Yol = XX 2 BYoY5
= T R 2 . TT ST
BB, B (B XyXqr By2 y2) = © ¥, ¥, v/
- -1 _ =-1
B((BB,) Z BY2 Yo) = B
T
alxl z 0 1 y2 Yo
= R — In !
B{x, Byzyz) = B (Ble 0 Iy, Y,)
— = Trwr U A — e T . — e ¥
- BBy By a0 Iyyyy,=eoly)y,=1Iy]y,
B(x,By"vy.) = _“l(BB X o BB. By )
VX 7 Y2 2 1° > Y2 _{2

pa konadno do
- ako je

(28)

pa posto je P

.

(29)

PP, PA A (Ay], AB B (Byy ylf BY%

bijamo (26).

kvazigrupa,

PP (Dy?

Yy Yqs PyI Yq)

bide

== e

Y9

) )

PP(Pylyl, PA A (Ay2 Yor AB B (Bylyl, By2 y2)))

= PP2Py

1 71
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Sto je analogno sa (25)

- ako je

- _ -
(30) PP(Pyl Yi+ PB B (By? Yo Yor BA A(Ayl Yy AY2 Yz))) = e
koristeci (29) dobidjamo:

PP2 PB B(BY] Y,, BA A(Ayl vy AYS Y,)) = PP, PyT v,
Sto je analogno sa (27)

- ako je

(31) Pp (PE A(RY] v, AV3Y,), PBB (Byly,, Byjy,)) = e

nije moguce da podterm P (...} ne sadrZi ni jednu promenlijivu
tipa x ili promenlijivu tipa y koja se javlja i van podterma
P(...), jer tada ne bi bilo A ~ P. U oba sluc¢aja bice prema

prethodnom:

P(x,y) =P (§P1x 0 EPZY)

pa iz (31) sledi

R T Cu N —
PP, PA Al(Ay; Y,, Ay,¥,) o PP, PB B(BylY,, Byz Yy) =

BB (Bylylr By; ¥p) = I y5y,015y] y,

T -7 —

Yy Y3 0¥ ¥y Te

—r | ppar _

Y2 Y2 O Yz YE = €

B(By, VY By2 v.) = ﬁﬁl(EB By ™ O BB ﬁ .
Yy Xyr PYa 1o BBy BY5 ¥y 1 Byy Yl

pa konadno dobijamo (26).
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(iii) Ako je 1 indeks promenljive tipa x, tada i-posledica

. v . 2 .
jednacine tl = t 1ima oblik:

Ako je 1 indeks promenliive tipa vy, tada i-posledisa jednacine

¢! = 2 ima oblik:
= T =~ .
AR (Ay.i Yir Ayi "Vi) = e

odakle zbog (22) sledi
_T -

Yiyi O —3;-;- 7, T €

ra Je time (d) u potpunosti dokazano.

(iv) operacija - Je grupa. Ako pretpostavimo da nikakvom
zamenom nekih operaciia njima dualnim operacijama, ne dobijamo
jednacinu prve vrste, tada postoje promenljive sa indeksima

i,] tako da je i,j-posledica jednog od sledeéih oblika:

XX, * Xlw. = x'"w e xix
1 1 J ] 77 i i
P T 13 T
— s T . T o T —
xiyi Yij Yiyi Yij e

- Koristeci jednakosti iz (d) dobijamo da je + Abelova
grupa., Obrnuto je trivijalno jer svaka Abelova grupa - zado-
voljava prethodne jednakosti (uz uslove (4)).

Time smo dokazali da vazi (a) i (b) a il(c) takodje

sledi,
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6. FUNKCIONALNA JEDNACINA UOPSTENE ASOCIJATIVNOSTI
NA GRUPOIDIMA

Mnogi matematicari su proucavali jednacinu asocijativ-
nosti u njenom opstem obliku ili u raznim posebnim slucajevima.
Medju ostalima i Su¥kevi& [45], Monfang [35], Aczél [1], [2],
Belousov [2], [8], [9], Hosszd [2], [26], Schauffler [43], sade
[39}, Kuczma [31]i drugi a od Jugoslovenskih matematidara
Devidé€ [23], Predid [37], Milié [34] i drugi. Najupefatlijiviiji
od svih tih rezultata je svakako opsSte resSenje uopStene jedna-

ine asocijativnosti u sluaju kvazigrupa (T3.7) ([2] , [8]).

Prema tom rezultatu, za koji je dato vise dokaza, medju
njima i1 jedan S. B. Presida, kvazigrupe koje zadovoljavaju
nopStenu jednacinu asocijativnosti su sve izotopl 1iste grupe.

I pored niza radova u vezi sa jednadinom asocijativ-
nosti i1 njoj bliskim jednacina, opsti slucaj, kada su ucCestvuijuce
operacije grupoidi, nije bioc resen. Glavni rezultat ove glave
je upravo nalaZenje opsSteg resSenja jednacine asocijativnosti
kada su ucestyvujuce operacije grupoidi.

Kao posledice, dati su kriterijum za svodljivost ter-
narnih opefacija i kriterijum za asocijativnost proizvolijne
operacije.

Dato je 1 viSe primera primene tih rezultata.
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Definicija 6.1. Za ternarnu operaciju T na skupu S,

kazemo da je svodljiva ako postoje binarne operacije A i B,

k)) ili T(XI;X2;X3) =

A(BIxg,x:), %) gde je fi,3,k} = {1,2,3}.

tako da vazi T(xl,xz,XB) = A(Xi,B(xj,x

I!

Definicija 6.2. Tir Ty 1 T su skupovi transla-

3

cija operacije T, definisani na slededi nadin:

T T igyz yes, ze3}
T, = {uxz xeS3, zeS}
Ty = {lxy ®xeS, veS}
gde Je pyzx = U, Y = Axyz = T(X,V,2).

Skup svih preslikavanja skupa S sebe oznadavamo sa

S
Definicija 6.3. Neka je a ekvivalencija skupa SZ.
(x,y,2) oy (u,v,w) <=> x =u A (Y,2)a(v,w)
(X,¥,2) az(u,v,w) <=> v = v A {z,x)a (w,u)
(X, Yr2) ﬂ3(UrVrW) <=> (X,y)a{a,v) A z = w
Definicija 6.4. Neka su «,8 1 y ekvivalencije skupa
82.

¢ DY =y vy
Efa,B8,v) = a,V B, V¥ Y 5
Sve relacilje Gor By Yar ¢ QY i E {(a,B,y) su

ekvivalenclje na 83‘
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Teorema 6.5. OpsSte resSenje uopStene jednacine asocija-

tivnosti:
(1) A{x,B(y,z)) = C(D{x,VY),2)
dato je slededim formulama:

A{x,y) = (fy) X
B(x,y) = P{xX,v)
(2) C(X,y) = (gx) vy
D{x,y) = Q{x,V¥)

gde su:

(1} P i1 Q proizvolini grupoidi na S

(ii} T proizvoljan ternarni grupoid za koji je:
kerP & kerQ < kerT
(iii) £:8 = T 1 g:S+ 1, proizvoljne funkcije za koje je:

(3) fP (x,y) = oy gQ(x,y) = A g

DOKAZ: (a) Za date P,Q,T,f i g, lako se proverava -da 7Jje
¢etvorka (A,B,C,D), definisana jednakostima (2}, resSenije jedna-
Ccine (l). Iz uslova (ii) sledi da postoje funkcije £ i g koje

zadovoljavaju uslov (3).

(b) Neka su A,B,C i1 D grupoidi koji zadovoljavaju
jednac¢inu (1}. Neka je P(x,y) = B({x,v), Q{x,y) = D(x,V), T(x,y,2) =
AGBEz)) X))y = Aalyx) 1 gx) vy = Clxyy). Iz Px,y) =

= P(u,v) sledi:
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B{x,y) = B(u,v)
A(z,B(x,v)) = A(z,B(u,v))
T(Z,X;Y) = T(Z,-U.;V)

pa (z2,X,y) kerT (z,u,v) za sve z.

Analogno, iz Q{x,v) = Q(u,v) sledi (x,v,2) kerT{(u,v,z) za

sve z.

Koristeli prethodne dve implikaciije i définiciju cperacije O
lako se dokazuje da vaZi uslov (ii).

Iz definicije funkcije f sledi da je:

(fP (x,y))z=A (2,B(xX,y)) = T{z,x,y) = Py Z

pa je fP({x,v) = e Slic¢no se dokazuje da vaZi i drugi uslov

1z {3).

Istim postupkom dokazujemo i slededu teoremu koja

daje kriterijum svodljivosti ternarne operaciije.

- Teorema 6.6. Ternarna operacija T Je svodlijiva akko

Je Iyl < Is| i1i [7,] < |s] 111 T3l = fsf.

DOKAZ: (a) Ako je T svedljiva operacija tada je npr.

T(x,v,2) = A(x,B(yv,2)) za neke binarne operacije A i B.
Sledi da mora vaZiti B(y,z) = B{u,v}) =»> pyz:: ° v -
Neposredna posledica tog usiova je da je |1,] < [B(S,8)| < [s].

Ako se T izraZava na neki drugi nadin pomodu A i B,
analognim postupkom dokazujemo da bar jedan od skupova Tyr Tor
T 4 ima m@nje ili isto elemenata kao S.-

(b) Neka jedan od skupova Tyr Tor T, npr. Tl_imé~manje 111

isto elemenata kao S. Defini&imo grupoid B tako da vaZi:
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(4) ")y # o => B(x,y) # B(u,v)

uv
1z ’T1] < [SI sledi da takav B postoji. Definisimo preslikava-
nje £ : B(S,8) » 1, sa f B(x,y) = P ey Tz uslova (4) sledi

da je fo dobro definisana 1 da je preslikavanije na. Neka Je A

proizvoljan grupoid ked koga je za sve yeB(S,3) A(x,y) =

)

= (foy)x. Sledi da je: T (x,v,2) = P yz b

A{x,B(v,z)) pa Je T svodljiva operaciija.

(fOB(y,Z))x =

(!

Postupak je analogan ako je |z,! < |g| ili

tyl < sl

Sledec¢a teorema daje kriterijum asocijativnosti

binarne operacije.

Teorema 6.7. Neka je A binarna operacija i neka

T{x,v,2) = B(x,A{y,z)).Tada, A je asocijativna coperacija akko je

9o = {(B(x,y),A XY)E X,y S} preslikavanje skupa A(S5,S) na

skup v, 1 pritom e (gox)y = A(x,y) za sve xeh(5,8).

3

DOKAZ: (a) Ako Je A aéocijativna operacija, prema T6.5, bice

preslikavanie, pa je i g_ = g [ A(S,S) preslikavanje.

g T 3 5

S

Takodle je zadovoljen 1 drugl uslov.

(b) Neka je g_ preslikavanje i (gox)yzﬁ(x;y) za sve
xeA(5,5). Neka je P(x,y) = Q{x,y) = A{x,y}). DokaZimo da vazi
usiov ({(ii). Pretpostavimo zato da Je (x,v,z) kerP o kerQ (u,v,w).

Tada je x = u 1 (y,z) kerP (v,w) ili (x,y) kerQ(u,v) i z = w.

U prvom sluc¢aju je x = u i P(y,z)=P(v,w) pa je 1

A(}frz) = A{v,w)}.
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Sledi.da je A(x,A(y,z)) = A(u,A(v,w)) ti. T(x,y,2) = T{u,v,w).

¥ drugom slucaiju je Q(x,y) = Q(u,v) tj. Al{x,y) =

Il

A(u,v) i z = w. PoSto je g_ preslikavanje bice 9B (%2,¥)

= gOR(H,V), ty. Axy = Ao Kako jJe z = w bide 1 kxyz = Auv W
tj' T(KrYrZ) = T(H;V;W).
Posto je u cbha slucaja T(x,v,z) = T{(u,v,w) t3J.

(%x,v:2) kerT (u,v,w), (ii} je dokazano.

[ (g x)y,r za xeh(S,5)
: 'A{x,v), za XeS\NA(S5,8)

Neka Je £:5 - Tg

2ko je xeA(5,5) Dbice (gx)yz(gox}y=A(x,y) a ako Je xeSNA(S,5)

bice (gxly = A§ y = A(x,y) pa je A(x,y) = (gx)y za& sve XeS.
Po definiciji je A(x,v) = (fy)x, A{x,v) = P(x,y) i1 Ax,y} =

= Q(x,y) pa je fetvorka (A,A,A,A) resenje jednacine (1) tj. A

je asocijativna operaciija.

T6.7. omogudava lako proveravanje asocijativnosti

konadnih binarnih operacija na sledeci nacin:

- za zadatu operaciju A definiSe se ternarna operacija

T(x,y,2) = Ax,Aly,2))
~ zZa sSvaxl veS formira se tabllca operacije Ty(x,z) = T(x,vV,2)
- ispituje se vazenje uslova:

(5) Alx,y) = Alu,v) => hxy = Ay

(a) ako prethodni usleov ne vazi, bar. za neke x,y,u,ves5, A

nije asocijativna operacija
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(b) ako uslov (5} wvazZzi, definiSe se funkciija go:A(S,S} > T,
sa gOA(x,y) = Axy
- definise se parcijalni grupoid Co:

Co(x,y) =_(gox)y za sve xeA(S,S8) 1 sve yeS

—. ako se tablice za A 1 Co poklapaju u delu gde 7Je CO

definisano, operacija A je asocijativna

Navedeni test asocijativnosti, za grupoid sa n ele-
menata, zahteva formiranije n+l1 tabklice dok poznati Lajtov
test {[54]) zahteva formiranje 2m tablica, gde je m bro]
elemenata nekog skupa generatora datog grupolida. Zbog toga,

ne moZe sewnapred recéi da je bilo koji od ova dva testa brii.

PRIMER 6.8. ©Neka su u jednadini (3} nepoznate operacije kvazi-

grupe. Prema T3.7. opéte redenje jednadine (1}, u tom slucaju

moze se dobiti u slededem obliku:

Alx,y) = Alx . Azy
=1
B(x,y) = A, (AZle " A2B2y)
(6) Cix,y) = Cix « Cuhy
-1
D(x,y) = C;7 (C;D;x . C;D,¥)
gde Je:
(7) + proizvoljna grupa i
(8) Al;A2,Bl,B2,Cl;C2,Dl,D2 prolzvoline permutacije na S za

koje Je:
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S
2,8, = CD,
A,B, = Gy

cilj nam je da pokaZemo da se opdte resenje (6}, ()
i (8), jednadine (1), =za slucaj kad su A,B,C 1 D kvazigrupe, moze

dobiti iz: opSteg resenja (2), (i), (ii) 1 (iii).

[t

Neka su p,g,reS, b = B(g,r), d = D(p,g) i e A{p,b).

Definisemc:

AX = (fb)x Azx = {(fx)p
le = P(x,r) Byx = P{g,x)
Cyx = (gx)r Cox = (gd)x
BD,x = Q{%,q) Dy = Q{p,x)
Tada Jje:

Alx:(fb)x=(fB(q,r)} xz(fP(q,r))x=pqrsz(x,q,r):lxqr =

= (g(qu))r=ClQ(xrq)=ClDlx

A.B X=A2P(x,r)=(fP(x,r))p=pxrp:T(p,x,r)=hpxr=(gQ(p,x))r =

271
= ClQ(er):chzx

A.B X=A2P(qu)=(fP(q,x)}p=D

272 XP=T(prqfx):kpqx=(g9(p;q))x =

d

= (gb(p,q) )x=(gd)x=CyX

pa Jje:

Alﬁchl A2B1=C1D2 A232:C2

Sem toga, iz (2} se lako dokazuje da su Al,A2,31,B7,
CyrCysDy i D, sve permutacije., Takodie je:



Ax,B,y)=(fB,y)x=(fP (y,r))x=p  x=T(x,y,r)=1_ r=(90Q(x,y))r=

= CIQ(x,y)=ClD(x,y)

(B (x,y))p=(fP (x fy))p=oxyp=T(pfx,y):kpxy=(quer))y=

AZB(x,y)

(gD, x) y=C (D%, y) ’

(fﬁzy)x=(fP(q,y)}Xﬂoqyx=T<xrq;y)=thy=(qQ(x;q)>y=(gD1X)y

Neka je: x » y = (fA;ly)AIl Xx. DObijamo da Je:

A(x,y)z(fy)xz(fAz Azy;ﬁl Alx:Alx . Azy
-1 B -1 -1 ~1 l B
C(x,y)= kgx}j—(ngDl J)ym(fBzy)Dl —(LAE AZBZy)A AlDl =
171 272 17171 2 1 2
B({x y)=A—lC(D X y):A“l (C.D.xX -~ y)~A (A * A B.Y)
7 - P 277 2 172 2 2717 272
D{x,y} = C“l Al(x,B y)zcwl (A, X « A.B.vy) = C“l(c D.x*C,.D,V)
o 1 T 1 1 2°17 1 ‘v1o1T M2

€to sa prethodno dokazanim jednakostima za permutacije.Al,Az,Bl
Bz’cl’CZ’Dl i D, daje opsSte reSenije Jjednacine ucopstene

asocijativnosti za kvazigrupe, v traZenom obliku, jer se lako

dokazuje da jJje . asocijativna operacija.

PRIMER 6.9. u radu [43] Saufler je dokazao slededu teoremu:

Teorema 6.9.1. S je skup 1 kome za svake dve kvazigru-

pe A 1 B postoje kvazigrupe C i D takve da je A(x,B(y,z))=

=C(D(x,vy),z) akko je |S| < 3.
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Dokazujemo analognu teoremu za grupoide.

Teorema 6.9.2. S Jje skup u kome za svaka dva grupo-

ida A i1 B postoje grupoidi C i D takvi da je A(x,B(y,z)) =
= C(D(x,y),z)) akko Jje 5 ili beskonacan ili jednodlan skup.
DOKAZ: Neka jJe T(x,v,z2) = 2{x;Bly,z)).

(a) Ako je S beskonacan ili jednoclan skup tada je ’T3l.i |82]=
= |8] pa je prema dokazu T.6.6. T(x,v,z)=C(D(x,v),z) za neke

grupoide C 1 D na S, pa je uslov teoreme ispunien.

(b) Neka jJe n > 1, S ='{al,,..,aﬁ}, Mix = g za 1 = 1,;3,;44e,0
Y -— - = —y =
sz X zZa X # & rds M2al Aoy M2a2 al’Nial a. Nix X
7za K ¥ al. Definisimo A(ai,aj} = Miaj i B(ai,aj) = Niaj.
Kako su svi N, (1 = 1,...,n) medjuscbno razlic¢iti i A =

e alai
; — “« I s . _ — .
M, N, N, bice !13[ > pa posto je Aazal M,N, M, # N; za

sve i=1,...,n bide |7 > n odakle prema dokazu T.6.6. sledi

7!
da se T ne moZe predstaviti u obliku C{(D(x,v),s) ma kakvi da
s grupoidi C 1 D.

Uz pomo¢ prethodnih tecrema lako se dokazuje da vazi

i sledeca:

Teorema 6.9.3. Neka je dat skup S 1 grupoidi A i B na

S. Funkcionalna jednacinac:
(9) A(X.rB(YIZ)) = C(D(X;Y);E)
je resiva po nepoznatim funkcijama ¢ 1 D akko je ‘T3l < |sl

gde je T(x,v,2) = A(x,B{y,2)).
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Ako je S beskonacan ili jednoclan skup, jednadina
(9) ima reSenje za ma kakve A i B,
Dokaz: Ako je Jjednadina (9) resSiva, njeno opste relenje je

dato sa:

C{x,y) = Kgx)y
(10)

{l

D{x,v) 0(x,vy)

gde je

(11) Q proizvoljan grupoid na S za koji je

lxy oAy, = Q.Y = Qu,v)

(12) g:S =T proizvoljina funkcija za koju je
gQ (XrY) - kxy

Takcdje vazi i:

POSLEDICA 6.9.4. Svaka ternarna operacija na beskonacnom

skupu je svodljiva.

PRIMER 6.10, Postupkom analognim onom iz dokaza T6.D5. dokazuje-

me da vazi i sledecda:

Teorema 6,10,1. ©Neka Jje dat sistem funkconalnih

jednacina:
(13)  A(x,B(y,z))=C(y,D(z,x))=E(z,F(xX,y))

ODpSte reSenje sistema (13) dato je sa:



A{x,y)
B(x,y)
C{x,y)
(14) D(x,Y]
BE{x,v)

FEXrY)

gde su:

(15 P,Q 1 R proizvoljni grupoidi na S.

Il

{l

H

)

95.

(fvy) x
P(x,V)

(gy)x

(16) T proizvoljan ternarni grupoid za koji je:

T (kexr?P,
(17)

P (X!Y)
(18) g0 (x,vy)

HR{x,V)

U slucaju

kerQ,kerR) C kerT

a—
—

i

1

£,9 1 h proizvoljne funkcije iz S u T

Py

8 VX

A
XY

da pretpostavimo da su

za koje je:

svi grupoidi A,B,C

i D kvazigrupe, ponavljanijem postupka iz primera 6.8. mozemo

dokazati da je u tom slucaju opSte reSenje sistema (13):

A{x,Y)
B{x,vy)
C(x,vy)
D(X,Y)

(19) E(KIY)

Fx,vy)

I}

i

it

H

Al X Azy

Agl (AB, x *« R,B,Y)
Czy;clx

cgl (C,D,y = CyDyx)
E,Y « E;X

Eglle EsFoY)
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gde je . proizvoljna Abelova grupa na S a AI,A2,BP32,C1§2,

Dl'Dz’Elez’Fl’F proizvoline parmutacije za koje vazi:

2

1 272 2 1

AzBl = CI = F2F2

A282 = CZD}*: E1
komutativnost grupe . se lako dobija iz (23) koriscenijem

jednakosti (19). Videti [28], primer 2,

PRIMER 6,11. Neka su u jednacini (1)} nepoznate oOperacije

_—— e T ———

G-grupcidi. Prema [341 G~grupold Je preslikavanije Sléi 82 > S,

Radi odredjenostl neka je:

Neznatnim izmenama dokaza T.6.6. dokazujemo da vazi:

Teorema 6.11l.1. OpsSte resSenje uopStene jednaline aso-

cijativnosti (L), na G-grupoidima, dato je formulama (2},
pri Cemu su:
(20) P:S, X Sy @ 84 i Q:S1 X 5, = 85 proizvolina preslii-

kavanja (G-grupoidi)
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(21) T:8; X S, ¥ 8§, > S proizvolino preslikavanje za

koje jer

kerP ot kerQ < kerT

S S

(22) f:S4 -5 ! i g:S3 > S 3 proizvoljne funkcije za
koje je

EP(x,y) = ooy

go(x,y) = A,
pri Semu-su pri definisanju 71 A, p izvrsena odgova-

Xy XY
rajuda odigledna prilagodjavanija.

Neka su A,B,C i DgD-grupocidi tj. neka za bilo koju
od tih operacija F, vaZi: jednatina F(x,y)=z ima bar jedno
re§enje po x (y) za ma kakve y,zeS) (videti [34D. Tada

var?i sledecda tecorema (Milié):

Teorema 6.11.2. Ako GD-grupoidi A,B,C i D zadovoljavaju

jednacinu (1) a A, i Cl su bijekcije za neke p,geS tada

ie opSte redenje jednaline (1) dato formulama (6), gde Je

. Pproizvoljna grupa fja S a A Byr By Cyrr Dysr Dy proiz-

lf

voljna preslikavanja a A, i C proizvoline permutacije skupa

1

S za koje je:

Dokaz da iz T6.11,1, sledi T6.11.2 je skoro isti kao
dokaz da T6.8. sledi iz T6.,5. Dokaz je lako prilagoditi

koristeci dokaz T; iz [34].
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