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Predgovor

U ovom radu opisana su asimptotska svojstva resenja diferencijalnih jednacina.
U veéem delu rada ispitivana su asimptotska svojstva resenja diferencijalnih jednacina
drugog reda. Razlog zbog koga su najvise posmatrane jednacine drugog reda je taj
Sto su mnogi fizicki problemi modelirani ovim jednac¢inama.

Rad se sastoji iz tri poglavlja.

U prvom poglavlju predstavljeni su uvodni pojmovi, koji ¢e se koristititi u kas-
nijim poglavljima.

U drugom poglavlju je izlozena kvalitativna teorija diferencijalnih jednacina.
Ovde su definisane nule resenja linearne diferencijalne jednacine drugog reda, ispi-
tivan je broj nula na odredenom intervalu i prikazane su veoma znacajne teoreme
iz ove oblasti. Prikazani su neki od kriterijuma oscilatornosti i neoscilatornosti
reSenja linearnih jednacina drugog reda, za pojedine jednacine je ispitana oscila-
tornost resenja. Takode, u ovom poglavlju je definisano neproduzivo resenje difer-
encijalne jednacine drugog reda, kao i periodi¢no resenje.

Tre¢e poglavlje, koje je najobimnije, sastoji se iz dva dela. U prvom delu su
posmatrane linearne diferencijalne jednacine drugog reda. Ispitivana je ograni¢enost
reSenja, oscilatornost resenja i asimptotsko ponasanje resenja pojedinih tipova ovih
jednacina. Ovde su prikazani kriterijumi oscilatornosti resenja koji obuhvataju
uslove koji podrazumevaju integralno usrednjenje koeficijenata tih jednacina.

U drugom delu ovog poglavlja posmatrana je jednacina Emden-Faulera (Emden-
Fowler)

d du
22 ) e — 0.
i (t dt) t°u 0

Ova jednacina modelira mnoge fizicke probleme. Javlja se u teoriji dinamike gasova
u astrofizici, mehanici fluida, nuklearnoj fizici itd. U ovom radu je ispitivano asimp-
totsko ponaSanje resenja ove jednacine u zavisnosti od znaka i parametara o i n.

Posebnu zahvalnost na pruzenoj pomoci i konsultacijama tokom pisanja rada,
dugujem svom mentoru, profesoru dr Julki D. Knezevi¢-Miljanovié.



1 Uvodni pojmovi

1.1 Diferencijalne jednacine drugog reda

Neka je F' funkcija definisana u oblasti V' C R"*2.
Definicija 1. Jednacinu
(1) F(tu, o' u", ..., u™) =0

u kojoj figurise bar jedan od izvoda nepoznate funkcije u = u(t), nazivamo obiéna
diferencijalna jednacina.

Red diferencijalne jednacine (1) je red najveceg izvoda koji u njoj figurise.

U ovom radu prikazana su svojstva resenja nekih tipova diferencijalnih jednac¢ina
drugog reda, jer su mnogi fizicki problemi modelirani ovim jednac¢inama. Specijalno,
za n = 2 jednacina (1) je oblika

(2) F(t,u,u',u") =0,

gde je F funkcija definisana u oblasti V' C R?, i ona predstavlja opstu diferencijalnu
jednacinu drugog reda. Kako u fizickim problemima nezavisno promenljiva ¢ ima
ulogu vremena, pretpostavi¢emo od sada pa nadalje da ¢ € [0, c0).

Definicija 2. Funkciju u = ¢(t), t € I, (I je neki interval) nazivamo resenjem
jednacine (2) ako vazi:

(1) ¢ € CO(D)

(2) viel: (£ ), ¢(t),¢" ) eV

(3) Vtel: F(t,o(t),¢(t),¢"(t)) =0.

Normalni oblik diferencijalne jednacine drugog reda je

(3) u' = f(t,u,u’),
gde je funkcija f definisana u oblasti G C R?.

Kosijev problem za jednac¢inu (3) glasi:
Nadi resenje u = ¢(t) jednacine (3) koje zadovoljava uslove

(4) ©(to) = uo, ¢'(to) = ug,

gde (to, uo, u;) € G. Kosijev problem (3), (4) ima jedinstveno resenje, ako postoji
okolina O(ty) tacke ty u kojoj se sva reSenja u = ¢(t) jednacine (3) sa pocCetnim
uslovom (4) poklapaju.

Oblast D C G nazivamo oblaséu egzistencije i jedinstvenosti reSenja jednacine
(3), ako za proizvoljnu tacku (¢, ug,uy) € D Kosijev zadatak (3),(4) ima jedin-
stveno resenje. ReSenje u = p(t), t € I jednaéine (3) nazivamo partikularnim
(singularnim) ako Kosijev zadatak (3), (4) ima (nema) jedinstveno resenje za svako
to € I. Grafik resenja v = u(t), ¢ € I jednacine (3) u oblasti G nazivamo integral-
nom krivom jednacine (3).



Teorema 1. (O egzistenciji i jedinstvenosti resenja) Neka je O(My) okolina tacke
My u kojoj su funkcije F, g—i, %, % neprekidne, F(My) =0 i gf,, (My) # 0. Tada
postoji jedinstveno resenje u = p(t) jednacine (2) koje zadovoljava pocetne uslove

o(to) = uo, ¢'(to) = uy.

Posmatrajmo sada homogenu linearnu diferencijalnu jedna¢inu drugog reda
(5) u” 4+ ay(t)u’ + ag(t)u = 0,
gde su a; 1 as realne neprekidne funkcije na I.

Neka su ¢1(t) i ¢a(t), t € I resenja jednacine (5). Determinantu

Y1 P2
Wi(t) = W, =
(0= Wione =| &

nazivamo determinantom Vronskog (ili vronskijan) od funkcija ¢; i ¢s.

Lema 1. Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:

(1) vtel: W(t)=0.

(2) dtg el W(to) = 0.

(1) Resenja p1(t), pa(t),t € I jednacine (5) su linearno zavisna.

Navedene su tri leme koje ¢e biti koriS¢ene kasnije.

Lema 2. (Gronwall-Bellman)Neka su funkcije u,v € C([a, b)), nenegativne, i neka
jge k > 0 proizvolyna konstanta. Tada ako vazi

v(t) < k+ /v(s)u(s)ds za svako t € [a, ]

a

onda je
Ju(s)ds
v(t) < keo za svako t € [a,b].

Kako je ovo jedna od osnovnih lema u teoriji diferencijalnih jednacina, iz tog
razloga ¢e ovde biti prikazan njen dokaz.

Dokaz. Oznacimo sa
t

V(t)=k+ /v(s)u(s)ds.
Tada je prema pretpostavci v(t) < V()i V(t) > k > 0 za svako t € [a, b]. Diferen-
cirajuci prethodnu nejednakost dobija se



kako je V' pozitivna funkcija, ako se obe strane nejednakosti podele sa V() i inte-
grale u granicama od a do ¢, dobija se

t
V(t
ln%ﬁ) S /u<t1)dt1.
Dakle,
u d u dt
o(t) < V(t) < Viayed "™ = ke "

sto je i trebalo pokazati.
O

Napomena 1. U slucaju kada je k = 0 takode ée vazZiti tvrdenje leme 2, a dokaz
se moze naci u knjizi [2).

Lema 3. Neka su uy @ us dva linearno nezavisna resenja jednacine
(6) v —a(t)u =0,
gde je a € C(I), za koje je vronskijan

Uy U2
uy Uy

W(t) = W(uy,ug) = =1

za svako t € 1. Tada opste reSenje nehomogene jednacine
u" — a(t)u = w(t),

gde je w € C(I), je
t

U = cruy + coug + /[ul(t)uz(tl) — uy (t1)us(t)|w(ty)dty,

to
gde su c1 i co konstante koje zavise od pocetnih uslova.

Lema 4. Ako je uy redenje jednacine (6), onda je

o0

dt
U = Uy —2,t20
u

1
t

drugo, linearno nezavisno resenje jednacine (6).



1.2 Sistemi diferencijalnih jednacina

Neka su funkcije f;(¢,uy, us, ..., u,), i =1,2,...,n definisane u oblasti G C R""!.
Normalni sistem diferencijalnih jednacina je sistem oblika

(7) w, = fi(t,ug, ug, ..., u,), i=1,2,... n.

Sistem (7) mozemo zapisati u vektorskom obliku

U' =F(tU)
gde je
Uy fit,U)
v=| 7|, Peu) = Fat.U)
4o fu(t,0)

Posebno znac¢ajan, i najvise izucen, je sistem linearnih diferencijalnih jednacina

(8) U' = A(t)U + B(t)
gde je
Cbu(t) alg(t) e aln(t) b1 (t)
A(t) _ agl:(t) a22(t) Ce agn(t) ’ B(t) _ bg(t)
an1(t) an2(t) ... apn(t) by (%)

Ukoliko su elementi matrice A neprekidne funkcije na intervalu 1 tada je A
neprekidna matrica na intervalu I.

Ako je A konstantna matrica reda n, pod normom matrice A podrazumevacemo

n

1A = ]

i.j=1

Ako je A(t), t € I funkcionalna matrica reda n, pod normom matrice A(t) po-
drazumevacemo

JA(®)] = max Y _ Jay (1))

ij=1



1.3 Veza izmedu diferencijalnih jednacina i sistema
diferencijalnih jednacina

Svaka diferencijalna jednacina n-tog reda u normalnom obliku

n) __ / n—1
u™ = f(t,u, .. uD)
smenama u; = u, us = u,...,u, = u™ V) svodi se na sistem diferencijalnih
jednacina
/
/
w, = f(t,ug, ug, ... uy).

Specijalno za n = 2, homogena linearna diferencijalna jedna¢ina drugog reda
' + ar(t)u + az(t)u =0

smenama u; = u, s = u' svodi se na sistem od dve linearne diferencijalne jednacine

=
I

Uz
uh = —aq (t)ug — as(t)uy.



2 Kvalitativna teorija diferencijalnih jednacina

Kako su mnogi fizicki problemi modelirani diferencijalnim jednacinama drugog
reda, to kvalitativna analiza ovih jednacina privla¢i veliku paznju autora koji se
bave teorijom obi¢nih diferencijalnih jedna¢ina. Do zakljuc¢aka u kvalitativnoj anal-
izi dolazi se, u opstem slucaju na osnovu analiza funkcija koje figurisu u samoj difer-
encijalnoj jednacini. Kvalitativna analiza nam daje informacije o nizu osobina inte-
gralnih krivih kao $to su ogranicenost, broj i polozaj nula, asimptote, ponasanje u
okolini singularnih tacaka i u beskonac¢nosti, oscilatornost, monotonost, itd. Drugim
reCima, u najjednostavinijim sluc¢ajevima, ona nam omogucava da nacrtamo pri-
blizan grafik reSenja, ne znajuéi analiticki izraz. Ova problematika je od posebnog
interesa kada jednacinu ne mozemo resiti jer je izraz za opsti integral toliko slozen
da se mora pristupiti posebnim metodama kvalitativne analize.

Oblast kvalitativne analize diferencijalnih jednacina se posebno intenzivno razvija
poslednjih tridesetak godina. Za to vreme razradene su nove metode ispitivanja i
dobijeni vazni i korisni rezultati. Ustanovljeni su kriterijumi oscilatornosti resenja
linearnih i nelinearnih diferencijalnih jednacina, dokazane teoreme o klasifikaciji
jednacina po oscilatornim svojstvima njihovih resenja, pronadeni uslovi za posto-
janje ili odsustvo singularnih, oscilatornih, ograni¢enih i monotonih reSenja, date
ocene reSenja u okolini beskonacno dalekih tacaka, asimptotske formule za resenja
dosta siroke klase linearnih i nelinearnih jednacina itd.

U ovom poglavlju bi¢e prikazana neka svojstva resenja diferencijalnih jedna-
¢ina drugog reda. Ispitiva¢emo broj nula i oscilatornost resenja nekih tipova lin-
earnih diferencijalnih jedna¢ina drugog reda, zatim, periodi¢nost i produzivost resenja.

2.1 Nule resenja linearnih diferencijalnih jednacina drugog
reda

U primenama se cesto javljaju oscilatorni fizicki sistemi kod kojih amplituda
oscilovanja i ucestanost promene rezima oscilovanja uticu na stabilnost sistema.
Linearne diferencijalne jedna¢ine drugog reda su najces¢e modeli ovakvih pojava,
pa je zato od interesa ispitati nule i oscilatornost resenja ovih jednacina. Ova raz-
matranja se mogu uopstiti na linearne diferencijalne jednacine viseg reda.

Posmatrajmo jednacinu
(9) u" +p(t)u’ +q(t)u =0,

gde su p(t) i ¢(t) neprekidne funkcije na nekom intervalu I.

Navedena jednacina se moze transformisati u jednac¢inu u kojoj nedostaje srednji
¢lan. Sledeca lema to omogucava.



: 1 . _%ftp(tl)dh
Lema 5. Neka je p € C'(I) i ¢ € C(I). Smenom u = ve "0

transformise u jednacinu

jednacina (9) se

1 p2
10 "4+lg—=p—=Jv=0.
( ) v [q 2p 4]U
Definicija 3. Nulama reSenja v = (t) diferencijalne jednacine (10) nazivaju se

koreni jednacine o(t) = 0.

Jasno je da je ty koren jednacine (9) ako i samo ako je koren jednacine (10).
Zato je dovoljno posmatrati samo nule resenja jednacine (10).
Od interesa je ispitati njihov broj i rastojanje medu njima. Trivijalno resenje ima
beskona¢no mnogo nula, pa ono nec¢e biti razmatrano.

Posmatrajmo jednacinu
(11) V' 4+ o(t)v =0 ,¢ € C(a,b).

Jednacina (10) je ovog oblika. Prirodno se javlja pitanje koliko nula moze imati
netrivijalno resenje jednacine (11) na kona¢nom intervalu I7

Lema 6. Svako netrivijalno resenje jednacine (11) na proizvoljnom segmentu |c, 8] C
(a,b) moze imati samo konacno mnogo nula.

Ovde su prikazane dve teoreme iz matematicke analize, koje ¢e biti koris¢ene u
dokazu sledeée leme. To su Bolcano-Vajerstrasova (Bolzano-Weierstrass) teorema i
Rolova (Rolle) teorema. Ovde su izlozene samo formulacije teorema, dok se njihovi
dokazi mogu naéi u [9].

Teorema 2. (Bolzano-Weierstrass) Svaki beskonacan ogranicen skup u R ima bar
jednu tacku nagomilavanja u R.

Teorema 3. (Rolle) Neka je funkcija f : o, B] — R neprekidna na segmentu [, (],
diferencijabilna u intervalu (o, B) i f(a) = f(B). Tada, u intervalu (o, B) postoji
tacka v takva da je f'(y) = 0.

Sada ¢e biti prikazan dokaz leme 6.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da proizvoljno netrivijalno resenje v = ¢(t) na
segmentu [a, f] ima prebrojivo mnogo nula 71, 7o, ... Ty, . ... Niz (7,) je ogranic¢en
jer je interval [«, 8] ograni¢en. Na osnovu Bolcano-Vajerstrasove teoreme postoji
najmanje jedna tacka nagomilavanja niza (7,). Mozemo je oznaciti sa 7*. Pa
postoji podniz (7,,) takav da 7, — 7" kada k& — oo. Kako je ¢(7,,) = 0 za
svako k € N i p € C?%(a,b) pa jei p(r*) = 0. Na osnovu Rolove teoreme znamo
da postoji tacka n,, € (Tn,_,,Tn,) takva da je ¢'(n,,) = 0. Kako n,, — 7" kada
k — oo, to ¢'(n,,,) — ¢'(7*) kada k — oo (jer je ¢' € C(a,b)). Prema tome,
o(t*) = ¢'(1*) = 0. Kako ove pocetne uslove zadovoljava i trivijalno resenje, na
osnovu teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti resenja (teorema 1) moze se zakljuciti
da je ¢(t) = 0 na (a,b). Ovo je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom da je
©(t) netrivijalno resenje.

m
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Stav 1. Neka je ¢ € C(a,b) i ¢(t) <0 za svako t € (a,b), tada svako netrivijalno
reSenje diferencijalne jednacine v" + ¢(t)v = 0 ima najvise jednu nulu na intervalu

(a,b).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da proizvoljno resenje ¢ € C?(a,b) ima vise od
jedne nule na (a,b). Neka su 7y i 7 dve susedne nule i neka vazi a < 75 < 7 < b.
Neka je, na primer, ¢(t) > 0 za svako t € (19, 71) (analogno se razmatra slucaj kada
je p(t) < 0 za svako t € (19,71)). Tada mora biti ¢'(79) > 01 ¢'(71) < 0, jer bi u
suprotnom reSenje bilo trivijalno.
Kako je

o' (t) = —d(t)p(t) > 0, za svako t € [rp, 71]

to funkcija ¢'(t) monotono ne opada na segmentu [y, 71]. Ovo je u kontradikeiji sa
tim da ¢'(79) > 01 ¢'(71) < 0. Odavde se moze zakljuciti da polazna pretpostavka
da resenje o(t) ima vise od jedne nule na intervalu (a, b) nije moguca.

O

Primer 1. Naci rastojanje izmedu dve susedne nule proizvoljnog netrivijalnog resenja
jednacine v" + mv = 0, gde je m pozitivna realna konstanta. Koliko nula se moZe
naéi na intervalu |a, b], a koliko na R?

Resenje ove jednacine moze se traziti u obliku v = e. Karakteristiéna jednacina
je A2 +m = 0, pa je opste resenje oblika v = ¢; cos /mt + ¢y sin y/mt. Opste resenje
ove jednacine se moze izraziti i u obliku v = asin(y/mt + ) gde su a i  konstante.

Nule resenja su t, = kz;%ﬁ, k=0,£1,£2,..., pa je rastojanje izmedu dve susedne

nule proizvoljnog partikularnog resenja \/Lm Prema tome, na segmentu [a, b] moze
se nadi [(b — a)‘/TE] ili [(b— a)‘/T"T‘] + 1 nula, gde je sa [z] oznacen ceo deo od z.
Proizvoljno partikularno resenje polazne jednac¢ine ima na R beskona¢no mnogo

nula.

Napomena 2. U slu¢aju kada je m = 0 imamo jednacinu v" = 0, pa je opste
resenje ove jednacine v = cit + co. Odavde se moze zakljuciti da proizvoljno par-
tikularno resenje ove jednacine moze imati najvise jednu nulu. Takode, za m < 0
proizvoljno partikularno resenje ove jednacine moze imati najvise jednu nulu (to se
moze zakljuciti na osnovu stava 1).

Prethodno razmatrani primer ukazuje na ideju: sto je m vece to je i broj nula
reSenja na konac¢nom intervalu veci. Sledeca teorema to i pokazuje.

Teorema 4. Neka su date jednacine
v + ¢1(t)vy =0

vy + ¢a(t)vg =0

gde su ¢1(t), po(t) € C(L), i za svakot € L: ¢1(t) < ¢o(t). Tada, izmedu dve susedne
nule resenja vi = v1(t) lezi najmange jedna nula resenja ve = vo(t).

11



Dokaz. Neka su 71 1 79 dve susedne nule resenja v; = vy(t). Na intervalu (7, 72)
funkcija v1(t) je istog znaka, na primer pozitivna. Pretpostavimo suprotno, da
funkcija vo(t) na (71, 7o) nema nula. Neka je na primer vy(t) > 0 za svako t € (11, 72).
Mnozenjem prve jednacine sa vy(t) i druge jednacine sa v;(t) i oduzimanjem druge
jednacine od prve jednacine, dobija se

viv2 — 01ty + (¢1(t) — @o(t))viv2 =0, t €L
tj.
(12) (Viva —vyv1) + (91 () — ¢a(t))viv2 =0, t €L
Posle integraljenja identiteta (12) u granicama od 71 do 72, dobijamo

T2

+ / (P1(t) — da(t))vr(t)va(t) dt =0

T1

T2

(Uivz - Uévl)

T1

tj.
(13) vy (T2)va(T2) — vh(T2)v1(T2) — Ui(ﬁ)w(ﬁ) + Ué(ﬁ)vl(ﬁ)

T2

+ [0~ apyestoy e =o.

T1

Kako je v1(71) = 0,v1(72) = 01ikako je v1(t) > 0 za svako t € (11, 72), to je v'(11) > 0
iv'(12) < 0. Takode, znamo da je va(t) > 01 ¢y (t) < ¢a(t) za svako t € I, pa je leva
strana jednakosti (13) negativna, $to je kontradikcija.

O

Posledica 1. Nule dva linearno nezavisna resenja jednacine
V' 4+ ¢(t)v =0, ¢ e C(I)

su naizmenicno rasporedene tj. izmedu dve susedne nule jednog resenja lezi strogo
jedna nula drugog resenja.

Dokaz. Nekasuwv; = vy(t) ivg = vy(t) dva linearno nezavisna resenja date jednacine.
Ova dva reSenja ne mogu imati zajednickih nula, jer ukoliko bi 7y bila zajednicka
nula resenja vy (t) i vo(t) tada bi

W(T()) = O

pa bi resenja vy () i vo(t) bila zavisna (na osnovu leme 1), a to je u kontradikciji
sa polaznom pretpostavkom. Neka su 71 1 7 dve uzastopne nule resenja v (t). Na
osnovu teoreme 4 (staviti da je ¢ (t) = ¢2(t) = ¢(t)) sledi da izmedu 7 i 72 lezi bar
jedna nula resenja vs(t). Kad bi ovih nula bilo dve, tada bi na osnovu teoreme 4,
izmedju njih lezala bar jedna nula resenja v;(t), Sto nije moguce.

O
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Teorema 5. (Sturm-ova teorema o uporedivanju) Neka su p(t),p'(t), o1(t), p2(t) €
C(la,b]), i za svako t € [a,b] vazi da je p(t) > 0 i ¢pa(t) > ¢1(t). Tada se izmedu dve
susedne nule proizvoljnog resenja vi(t) jednacine

(p(t)v})" + d1(t)vy =0

nalazi se bar jedna nula bilo kog resenja jednacine

(p(t)vh) + ¢da(t)vy = 0.

Dokaz. Neka su 71 i 7o dve susedne nule reSenja vy = vy(t). Na intervalu (7, )
funkcija v1(t) je istog znaka, na primer pozitivha. Pretpostavimo suprotno, da
funkcija vo(t) na (71, 72) nema nula. Neka je na primer, vo(t) > 0 za svako t €
(11, T2). Mnozenjem prve jednacine sa vy(t), a druge jednacine sa vy (t), i oduziman-
jem druge jednacine od prve jednacine, dobija se

va(p(t)vh) = vi(p(t)vh)” + (61(t) — da(t))vrva = 0
tj.
(14) (p(t)(viv2 — v115)) + (P1(t) — ¢2(t))vive = 0.
Posle integraljenja identiteta (14) u granicama od 7; do 73, dobija se

T2

+/%®—%@M@w@ﬁ:0

T1

T2

p(t)(vyve — vyv1)

T1
tj.

(15)  p(72) (V) (72)v2(72) = va(T2)vr(72)) — p(72) (Vi (T1)v2(T1) — va(T)vr(Ta))+

+ [[@1(t) = aa()m Bty dt = .
T1
Kako je v1(71) = 0,v1(72) = 01ikako je v1(t) > 0 za svako t € (11, 72), toje v'(11) > 0
i v'(m2) < 0. Takode, znamo da je va(t) > 01 ¢1(t) < ¢o(t) za svako t € [a, b], pa je
leva strana jednakosti (15) negativna, sto je kontradikcija.
O

Napomena 3. MozZe se primetiti da je teorema 4 specijalan slucaj teoreme 5 za
p(t) = 1.

Posledica 2. (Sturm-ova teorema o razdvajanju nula) Nule dva linearno nezavisna
resenja jednacine

(p()V') + o(t)v = 0,
gde sup,p', ¢ € C(la,b]) i p(t) > 0 za svako t € |a,b], medusobno se razdvajaju.

Dokaz se izvodi analogno kao dokaz posledice 1. Jedina razlika je u tome sto se
u dokazu posledice 2 primenjuje teorema 5 (dok se u dokazu posledice 1 primenjuje
teorema 4).
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2.2 Oscilatornost i neoscilatornost resenja linearnih
diferencijalnih jednacina drugog reda

Od posebnog interesa u oblasti kvalitativne analize diferencijalnih jednacina je
utvrdivanje kriterijuma oscilatornosti i neoscilatornosti resenja linearnih i nelin-
earnih jednacina, o ¢emu svedoci i veliki broj radova iz ove oblasti. Verovatno
najviSe proucavane diferencijalne jednacine drugog reda su linearna diferencijalna
jednacina

u’(t) + o(t)ult) =0

i nelinearna diferencijalna jednacina oblika
u'(t) £t°u" =0, n#1

koja je u literaturi poznata kao diferencijalna jednac¢ina Emden-Faulera (Emden-
Fowler), koja ¢e biti posmatrana u slede¢em poglavlju.
Nule resenja uzrokuju oscilatornost resenja jer u njima resenje menja znak.

Definicija 4. Netrivijalno resenje diferencijalne jednacine (11) je oscilatorno na
intervalu (a,b) ako ima beskonaéno mnogo nula na tom intervalu. U suprotnom,
resenje je meoscilatorno.

Od velike vaznosti je ispitivanje oscilatornosti resenja jednacine (11), $to se moze
posti¢i uz pomo¢ jednacine
(16) V" +m*v = 0.

Primer 2. Ispitati oscilatornost proizvoljnog resenja diferencijalne jednacine (16).
Koliko nula se moze na¢i na segmentu |a, b]?

Primenjujuéi postupak koriséen prilikom resavanja primera 1 moze se do¢i do
zakljucka da za m # 0 na segmentu [a, b] moze se naci [(b — a)Z] ili [(b —a)2] + 1

T
nula, gde je sa [z] oznacen ceo deo od z. Za m = 0 proizvoljno reSenje moze imati
najvise jednu nulu. Proizvoljno partikularno reSenje ima na R beskonacno mnogo

nula, pa se moze zakljuciti da je proizvoljno partikularno resenje oscilatorno na R.

Teorema 6. Neka su ¢1(t), p2(t) € C(a,b), i neka za svakot € (a,b) : ¢1(t) < ¢o(t).
Tada, ako su sva resenja jednacine

v+ d1(t)vr =0,
oscilatorna na intervalu (a,b), onda su sva redenja jednacine
vy + @2(t)v2 = 0
takode oscilatorna na intervalu (a,b).

Dokaz teoreme 6 se zasniva na direktnoj primeni teoreme 4.

Na osnovu teoreme 6 i primera 2 moze se do¢i do vrlo bitnog zakljucka. Ako je

(17) P(t) > m? >0,
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onda su sva reSenja jednacine (11) oscilatorna. Moze se pokazati na veoma vazan
i koristan nacin da je uslov (17) dovoljan uslov oscilatornosti resenja jednacine (11).

Pretpostavimo da postoji reSenje u > 0 za t > ty. Tada je
u' = —¢(t)u < 0.

Odavde se moze primetiti da je u’' strogo opadajuéa funkcija. Tada je ili ' > 0 za
t>t,iliu <0zat>t.

Razmotrimo prvo slu¢aj kada je v’ > 0 za t > t;. Tada je u monotono rastuca
funkcija za t >ty i vazi da je u > ¢y, ¢ > 0 za t > tq, pa je

u’ = —¢(t)u < —miei.
Posle integraljenja dobija se da je
W < —mPet — ey = —00

kada t — oo, $to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je u’ > 0.
Razmotrimo sada sluc¢aj kada je v’ < 0 za t > t;. Kako je u’ strogo opadajuca
funkcija, to je v’ < —c3, c3 > 0 za t > t;. Posle integraljenja dobija se da je

u < —czt —cyg - —00

kada t — oo, Sto je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom da je u > 0. Na ovaj
nac¢in je pokazano da je uslov (17) dovoljan uslov oscilatornosti resenja jednacine

(11).
Teorema 7. Neka su py(t), py(t), p2(t), p5(t), d1(t), d2(t) € C(a,b), i neka za svako
€ (a,b) vazi da je ¢po(t) > ¢1(t), p2(t) > pi(t) > 0. Tada, ako su sva reSenja
jednacine
(1)) + énlt)o =0
oscilatorna na intervalu (a,b), onda su sva redenja jednacine
(p2()0") + ¢a(t)v = 0
takode oscilatorna na intervalu (a,b).
Dokaz navedene teoreme se nalazi u knjizi [1].

Napomena 4. Teorema 6 je specijalan slucaj teoreme 7.

Primer 3. Dokazati da bilo koje resenje Beselove diferencijalne jednacine
(18) tu” +tu' + (#* —n*)u=0, t >0, n€R

je oscilatorno na intervalu (0, c0).
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Jednacina (18) se moze zapisati u obliku

n2

1

Primenom leme 5, jednacina (19) se moze transformisati u jednacinu

n?—1
v+ (1— v Lo = 0.

n2l :
Kako je za svako n € R funkcija ¢,(t) = 1 — —5* pozitivna na nekom inter-

valu (a,00), a > 0, to se na osnovu uslova (17) moze zakljuciti da su sva resenja
jednacine (19) oscilatorna na intervalu (0, 00).

Navedene su jos dve teoreme, koje pod odredenim uslovima obezbeduju oscila-
tornost (neoscilatornost) resenja jednacine (11).

Teorema 8. Ako je 0 < @(t) < g5, t € (b,00) tada su sva reSenja diferencijalne
jednacine

V' +o(t)v=0, ¢ € C(byo0), b>0
neoscilatorna na intervalu (b, 00).

Teorema 9. (Kneser) Ako postoji broj o > 0 takav da je ¢(t) > L2, t € (b, o0)
tada su sva resenja diferencijalne jednacine

V' 4+ ¢(t)v =0, ¢ € C(b,o0), b>0
oscilatorna na intervalu (b, 00).
Dokazi navedenih teorema mogu se naéi u knjizi [5].

U sledecoj glavi bi¢e prikazan drugaciji pristup u ispitivanju oscilatornosti resenja
diferencijalnih jednacina drugog reda.

2.3 Periodi¢nost resenja

Definicija 5. Za funkciju realne promenljive f : A — R kaZemo da je periodicna
ako postoji pozitivan broj T, takav da vazi

VMte A t+TeAi ft+T)=f(1)).

Najmangi pozitivan broj T (ako on postoji) za koji vazi navedena osobina, naziva se
osnovnim periodom funkcije f.

Za matricu P(t) kazemo da je periodi¢na matrica sa periodom 7" ako je
P(t+T) = P(t), gde je T realna nenula konstanta.

Primer 4. Linearna diferencijalna jednacina v' = a(t)v, gde je a(t) periodicna
T

funkcija perioda T i f a(t)dt = 0, ima sva periodicna resenja perioda T
0
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Opste resenje jednacine je oblika

t

Ja(t1)dt
v(t) = vped o
t+T t t+T t T t
J a(ti)dtr Ja(t)dt+ [ a(t1)dty Ja(ti)dir+ [ a(t)dt Ja(t1)di
v(t+T) = vge © = vged ¢ = vged 0 = yped = ou(t).

Moze se zakljuciti da je svako resenje polazne jednacine periodi¢no, perioda T.

Teorema 10. Neka je P(t) periodicna matrica perioda T, neprekidna za svako
t € R, tada resenje sistema

V'=Pt)V, V(0)=1
je oblika V = Q(t)ePt, gde je B konstantna matrica, a Q(t) ima period T.

Dokaz navedene teoreme se nalazi u knjizi [1].

U uvodnom poglavlju pokazano je da se svaka homogena linearna diferencijalna
jednacina drugog reda smenama moze svesti na sistem od dve linearne diferencijalne
jednacine. Koristeé¢i se ovom ¢injenicom i prethodnom teoremom moze se doci do
sledeceg rezultata:

Teorema 11. Sva resenja jednacine
V" 4+ o(t)v =0,
gde je ¢(t) neprekidna periodicna funkcija perioda w, su oblika
v=e"pi(t) + e 'pa(t)

gde su pi(t) i po(t) periodicne funkcije, osnovnog perioda 7, a p i o su konstante.

2.4 Produzivost resenja

U ovoj sekciji sva tvrdenja koja su navedena odnose se na diferencijalne jednacine
drugog reda u normalnom obliku. Naravno, navedena tvrdenja uz male korekcije
vaze za diferencijalne jednacine prvog reda i mogu se uopstiti i za diferencijalne
jednacine n—tog reda.

U teoriji diferencijalnih jednacina vazno je da reSenje bude definisano na sto
sirem skupu. Naves¢emo, kao primer, jednu diferencijalnu jednacinu prvog reda.
Jednacina

V' (t) =1+ 0%(2)

ima opSte resenje
v(t)=tg(t—c), ceR.
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Ovo resenje se ne moze produziti van intervla (¢ — 7,c+ 3).

Neka je G C R? oblast egzistencije i jedinstvenosti resenja diferencijalne jednacine

(20) v = f(t, v, ).
Neka suv = p(t), t € 1= (t1,t2) iv=1(t), t €J = (t],t}) resenja jednacine (20).

Definicija 6. Resenje v = p(t), t € I je produZenje resenja v = ¥ (t), t € J ako
je:

() ID>J

(2) Ytel: o(t)=y(t).

Definicija 7. Resenjev = ¢(t), t € I nazivamo neproduZivim, ako se svako njegovo
produzenje poklapa sa njim samim.

Ovde ¢e biti izlozena neka svojstva neproduzivih resenja.

Lema 7. Za svako (to,vo,v)) € G postoji neproduzivo resenje v = (t) jednacine
(20) koje zadovoljava uslove (ty) = vy 1 ¢'(to) = vj.

Dokaz. Posmatrajmo sva reSenja v = (t) jednacine (20) koja zadovoljavaju pocetne
uslove p(tg) = vo, ¢'(ty) = wv,. Svako od ovih resenja je definisano na nekom
otvorenom intervalu. Neka je L skup svih levih krajeva ovih intervala, a D skup
svih desnih krajeva ovih intervala. Neka je m = inf L a M = sup D.

Prvo je potrebno konstruisati resenje jednacine (20) v = ¥(t), t € (m, M), a
zatim pokazati da je ovo resenje neproduzivo.

Neka je t* pro1zvoljna tacka iz intervala (m, M). Tada, postoji neko resenje
jednacine (20) v = ¥(t), ¥(to) = vo, V(o) = Vg, definisano na nekom intervalu
(to,t1), takvo da t* € (t1,t2). Neka je ¢(t*) = Y(t*). Vrednost ¢(t*) ne zavisi od
izbora funkcije J(t), jer ukoliko bi @Zl (t) bilo neko drugo resenje jednacine (20),
definisano na nekom intervalu koji sadrzi ¢* i zadovoljava pocetne uslove 1, (to) =
vo, U.(to) = v}, tada bi se resenja 1(t) i 1 (t) poklapala na zajednickoj oblasti
definisanosti. Ovo vazi na osnovu teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti resenja.
Odavde se moze zakljuciti da je D(t*) = ¢ (t), tj. vrednost ¥ (t*) ne zavisi od
izbora funkcije v = ¢(¢). Funkcija v = ¥(t) je jednoznaéno odredena na (m, M),
zadovoljava pocetne uslove ©(ty) = vy, ¥'(ty) = v 1 resenje je jednacine (20), jer
se u okolini tacke t* poklapa sa nekim resenjem te jednacine.

Neka je v = ¢ (t), t € (t1,t2), U1(to) = vo, ¥i(ty) = v produzenje resenja
v=1(t), t € (m M), (ty) = vy, V'(to) = v}. Kako je ¢ (t) produzenje resenja
(), mora biti t; < m ity > M. Kako je m = inf L i M = sup D imamo da vazi
m <ty i M >ty. Odavde se zakljucuje da je m =ty i M = t,. Kako se produzenje
resenja 11 (t) poklapa sa njim samim, to je v = ¢(t), t € (m, M) neproduzivo
resenje.

]

Lema 8. Ako je v = ¢(t), ¢(ty) = vo, ¢'(to) = v} neproduzivo resenje jednacine
(20) i v = P(t), PY(to) = vo, V'(ty) = v, resenje jednacine (20), tada je v = @(t)
produzenge resenja v = h(t).
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Dokaz navedene leme moze se naéi u knjizi [4]. Navedena lema bice koris¢ena u
dokazu sledece leme.

Lema 9. Sva neproduziva resenja v = ¢(t) jednacine (20) koja zadovoljavaju
pocetne uslove p(ty) = vy, @' (to) = v} imaju istu oblast definisanosti na kojoj
se poklapaju.

Dokaz. Neka su v = ¢(t), t € (t1,t2) i v = (t), t € (t],t,) neproduziva resenja
jednacine (20) koja zadovoljavaju pocetne uslove ¢(tg) = ¥(ty) = vo, ¢'(tg) =
V' (ty) = v. Na osnovu leme 8 mozemo zakljuciti da vazi da je t; <t} ity > t), ali
vazi i da je t] <ty ith > ty. Odavde se moze zakljuciti da je t; =t} i to = t,,. Pa,
za svako t € (t1,t) @ @(t) = Y(t).

[

Izlozena je jos jedna teorema. Njen dokaz se takode moze naci u knjizi [4].

Teorema 12. Neka je w proizvoljni zatvoreni ograniceni skup koji se nalazi u G.
Neka je v = (t), t € (m, M) neproduzivo resenje jednacine (20). Tada postoje
brojevi t1 ity : m < t; <ty < M takvi da za t < ty it > ty tacka (t,o(t)) ne
pripada w.
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3 Asimptotska svojstva nekih tipova
diferencijalnih jednacina

3.1 Linearne diferencijalne jednacine drugog reda

Neka je I = [tg, 00), gde je tg > 0. Posmatra¢emo linearnu diferencijalnu jednacinu

drugog reda
d du
(21) E(k(t)%) +I(t)u=0

gdejel € C(I) i k € CY(I), k(t) # 0 za svako ¢t € I. Ovde ¢e biti ispitana neka
svojstva resenja jednacine (21), kao $to su ogranicenost, oscilatornost i asimptotsko
ponasanje reSenja. Neki rezultati su specijalni slucajevi teorema koje vaze za lin-
earne diferencijalne jednacine viseg reda. Jednacina (21) ima veliki fizicki znacaj,
pa je iz tog razloga predmet ogromnog istrazivanja.

3.1.1 Neke korisne transformacije

Jednacina (21) moze transformisati u jedna¢inu jednostavnijeg oblika
(22) — +a(t)u =0,
gde je a € C(I).

Jednacina (21) moze se zapisati u obliku:

v K@) L)
(23) u —i—mu +mu20.

Primenjujuéi lemu 5 na jednacinu (23), dobija se jednacina oblika

Lol 1d K G
“[@‘5@(2)‘71”—0'

Odavde mozemo zakljuciti da je dobijena jednacina oblika (22).

U mnogim slu¢ajevima lakse je diskutovati o diferencijalnim jednac¢inama prvog
reda nego drugog reda. Poznato je da linearna diferencijalna jednacina n—tog reda
se moze svesti na nelinearnu jednacinu (n — 1)—og reda, smenom % = v. U slucaju
kada je n = 2 rezultat je jednostavan.

f vdtq
Smenom u = €' jednacina (22) svodi se na Rikatijevu (Riccati) jednacinu

v+ v+ al(t) = 0.
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Namece se logi¢no pitanje, na koju linearnu diferencijalnu jedna¢inu drugog reda
moze se svesti Rikatijeva jednacina

(24) u' = a(t)u® +b(t)u + c(t)?

Ako su funkcije a E Cl(a,b),b,c € C(a,b),a(t) # 0 za svako t € (a,b), tada se
smenom u(t) = t)a t), gde je v(t) nova nepoznata funkcija, jednacina 24 trans-
formise u linearnu diferencijalnu jednac¢inu drugog reda oblika

(25) a(t)v” — [d'(t) + a(®)b(t)]v" + a®(t)c(t)v = 0.

Zaista, tada ¢e u/(t) = —”"(t)”(t)a(t)7(5;((?)52“(%)7al(t)”(t)”/(t) i zamenom u jednacinu
(24) dobijamo jednacinu (25).

3.1.2 Teoreme ogranicenosti

Posmatra¢emo jednacinu
(26) u" + (a® + ¢(t))u =0,

gde je ¢ € C(I) i ¢(t) — 0 kada t — oo. Ne umanjujuéi opstost, mozemo pret-
postaviti da je a = 1. Jednacina (26) postaje

(27) u" + (1+ ¢(t)u =0,
gde ¢(t) — 0 kada t — oo.
Prirodno se javlja pitanje veze izmedu resenja jednacine (27) i resenja jednacine
' +u=0.

Pokaza¢emo da veza postoji, ali da uslov ¢(t) — 0 kada t — oo nije dovoljan da
obezbedi ogranicenost za sva resenja jednacine (27).

Teorema 13. Sva resenja jednacine

(28) "+ (1+ o(t) + (t))u =
su ogranicena ako Vazi:

(a) ¢ € C(I) f|<b )|dt < oo
(b) ¥ e CYI) f|¢’ )|dt < 0o, ¥(t) — 0 kada t — oo.

Za dokaz navedene teoreme bic¢e nam potrebna sledeca teorema.
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Teorema 14. Ako su sva resenja jednacine
(29) u” + a(t)u =0,
gde je a € C(I), ogranicena, tada su sva resenja jednacine

u" + (a(t) + b(t))u =0,

o

gde b € C(I), takode ogranicena, ako vaZi [ |b(t)|dt < oo.
to

Dokaz teoreme 14 moze se naéi u knjizi [1]. Ovde je prikazan dokaz teoreme

(13).

Dokaz. Prvo ¢e biti pokazano da su sva reSenja jednacine

(30) u + (1+9Y(t)u=0
ogranicena ako vazi uslov () iz formulacije teoreme. Mnozeéi obe strane jednakosti
(30) sa u’, dobija se
u'u' + (1 +(t))uu' = 0.
Integraljenjem jednakosti u granicama od ¢y do ¢, dobija se
t
/(u"u' + ' + P (ty)uu')dt; =0
to
tj.
2 2
° + L + /w(tl)uu’dtl = ;.
2 2
to

Posle parcijalne integracije dobija se

u/2
7+21+¢ /w t1) dt1_02

Za dovoljno veliko ¢ (¢ > ¢ > to) vazice da je 1+ ¢(t) > 1. Tada je

2c

2 2 2 2 2
u” < + (t1)udty < 4lc ~|—2/ (t1)|udt —c—|—2/ (t1)|udt
_l—i—iﬂ(t) 1—|—¢ /w 1 ! |2’ WJ 1| ! 3 W 1| !

zat >t > tg. Zat >ty > ty na osnovu leme 2

t oo
2 [ 1Y/ (t1)|dta 2 [ ' (t1)ldta
u® < cge o < cgze o .

Odavde se moze zakljuciti da su sva resenja jednacine (30) ograni¢ena. Na osnovu
teoreme 14 sledi da su sva resenja jednacine (28) ogranicena.
O
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Posmatrajmo sada jednacinu
(31) u" +a(t)u =0,

gde a € C(I) i a(t) — oo kada t — oc.

Teorema 15. Ako a € CY(I) i a(t) — oo, kada t — oo, tada sva resenja jednacine
v +a(t)u=0
su ogranicena kada t — o0.

Dokaz. Mnozedi obe strane jednakosti (31) sa ', dobija se
u'u' + a(t)uu' = 0.

Integraljeéi jednakost u granicama od ty do t, dobija se

¢
/(u"u’ + a(t))uu')dt; =0

to

tj.
t
u/2

5 + /a(tl)uu’dtl =c.

to

Posle parcijalne integracije dobija se

o2 w2 w2
5 + a(t)? - / —da(t) = cs.

Tada vazi

t
2 2
oty < leal+ [ Gedalt) < Jeal + [ 2
to to
Na osnovu leme 2, za dovoljno veliko ¢, dobija se

b da(ty)

2
a(t)% < |02|€t0 a(ty)

< [eala(t).

Odavde se moze zakljuciti da je u? < 2|cy|.
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Jednacina v” + ¢(t)u = 0, gde je ¢(t) periodi¢na funkcija, perioda 7

Posmatrajmo sada jednacinu
(32) "+ ¢(t)u =0,

gde je ¢ € C(I), periodi¢na funkcija, perioda w. Najvazniji primer jednacine ovog
tipa je jednacina Mathieu-a

u” + (a+ beos2t)u = 0

koja se javlja u fizici. Takode, jednacina

u” + Z(an cosnt + b, sinnt) | u =0

n=0

je jednacina ovog tipa. Do nje je dosao Hil (Hill) prilikom proucavanja kretanja
meseca.
Na osnovu teoreme 10 je poznato da su sva resenja jednacine (32) oblika

v =e"pi(t) + e po(t),

gde su p;(t) i p2(t) periodicne funkcije osnovnog perioda m, i ne postoji jednostavan
metod za dobijanje konstanti p i o, za dato ¢(t).

Za jednacine ovog tipa postoji jednostavan kriterijum ograni¢enosti njihovih
reSenja.

Teorema 16. Ako je ¢ € C(I), periodicna funkcija, perioda 7 i ako vazi
(a) [o(t)dt >0, ¢(t) gde je funkcija koja nije identicki jednaka nuli
0

(b) Ofas(t)dt <4

onda su sva reSenja jednacine (32) ogranicena kada t — F00.

Dokaz teoreme 16 moze se naéi u knjizi [1].

3.1.3 Kriterijumi oscilatornosti resenja

U prethodnom poglavlju ispitivana je oscilatornost resenja nekih linearnih difer-
encijalnih jednacina drugog reda. Takode su prikazani neki kriterijumi oscilatornosti
i neoscilatornosti resenja ovih jednacina. U ovoj sekciji bi¢e prikazani neki kriter-
ijumi oscilatornosti resenja koji obuhvataju uslove koji podrazumevaju integralno
usrednjenje koeficijenata tih jednacina. Osnovna ideja je da se ovde prikazu ti
kriterijumi i objasni pojam integralnog usrednjenja. Iskazane su samo formulacije
kriterijuma, a ne i nac¢in na koji se do njih doslo. Prikazano je ukratko kako se
razvijala teorija oscilatornosti resenja ovih jednacina koji obuhvataju uslove koji po-
drazumevaju integralno usrednjenje koeficijenata tih jednacina. Treba napomenuti
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da je utvrdivanje kriterijuma oscilatornosti resenja linearnih i nelinearnih jednacina
koji podrazumevaju usrednjavanje koficijenata od posebnog znacaja, i da je to vrlo
aktuelna tema i danas.

U proucavanju oscilatornosti resenja linearnih i nelinearnih diferencijalnih jednacina
drugog reda, mnogi kriterijumi obuhvataju uslove koji podrazumevaju integralno
usrednjenje koeficijenata tih jednacina. Ti kriterijumi su motivisani Vintnerovim
(Wintner) kriterijumom oscilatornosti resenja linearne diferencijalne jednacine iz
1949. godine, da je uslov

t—o0 t

t s
1
(33) lim — /(b(T)dT ds = 00
to to

dovoljan uslov za oscilatornost resenja linearne diferencijalne jednacine
(34) u" + ¢(t)u = 0.
Vintnerov (Wintner) rezultat je nesto kasnije 1952. poboljsao Hartman (Hartman),
pokazavsi da se uslov (33) moze zameniti sa slede¢a dva slabija uslova
t s
1
liminf—/ /gb(T)dT ds > —o0
t—oo Tt
to to
t

s t s
1 1
liminf—/ /d)(T)dT ds < limsup—/ /¢(7‘)d7‘ ds.
t—oo t—oo T
to to

to to

Da bi pojam integralnog usrednjenja u teoriji oscilatornosti reSenja diferencijal-
nih jednacina bio pojasnjen, ovde ¢e biti izlozena opsSta Sema metode integralnog
usrednjenja za sistem diferencijalnih jednacina. Taj metod je razvijen pocetkom
Sezdesetih godina proslog veka i nasao je Siroku primenu ne samo u teoriji os-
cilacija, ve¢ i u mnogim granama fizike, a posebno u oblasti nebeske mehanike i
automatske regulacije. Osnovna ideja metode usrednjenja je da reSenje polaznog sis-
tema aproksimiramo resenjem sistema za koji ve¢ imamo poznate metode resavanja
ili reSenjem sistema koje mozemo kvalitativno lakse analizirati.

Opsta Sema metode usrednjenja za sistem diferencijalnih jednacina

Posmatrajmo sistem

(35) U' =¢eF(t,U),

gde je U n-dimenzionalni vektor, € > 0 mali parametar i funkcija F'(¢, U) definisana
u oblasti II = {(t,U)| U € Q, @ C R"}. Sistemu (35) pridruzujemo sistem

(36) ' =eky(§)
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gde je

(37) Fo(U) = Jim — / F(t, U)dt

Sistem (36) se naziva odgovarajuéi usrednjeni sistem polaznog sistema (35). Vazi
sledeca teorema o bliskosti resenja sistema (35) i (36) na kona¢nom intervalu:

Teorema 17. (Larionov-Filatov) Ako vazi:

1) funkcija F(t,U) je neprekidna po t uw oblasti I1 i zadovoljava Lipsicov uslov po
promenljivo; U u toj oblasti,

2) u svakoj tacki oblasti Q) postoji granicna vrednost (37),

3) resenje & = &(t), £(0) = U(0) € Q sistema (36) je definisano za svako t > 0 i
lezi u nekoj okolini K(0,0) C Q,

4) funkcija Fy(U) zadovoljava LipSicov uslov na Q, pri cemu na svakom konacénom
segmentu [t1,ts] duZ integralne krive £(t) vazi nejednakost:

/Fo(f(t))dt < M(ty —t1), M = const.

t1

Tada za svako v > 0 i L > 0 postoji g, tako da za € < ey na segmentu [0, Le ']
vazi nejednakost

U () = €@ < v.

Ocigledno da su ovde nadeni uslovi pod kojima je razlika izmedu tacnog resenja
i njegovog asimptotski pribliznog, pri dovoljno malim vrednostima parametra do-
voljno mala, na koliko hoé¢emo velikom, ali kona¢nom intervalu.

Sada se moze primetiti da u Vintnerovom (Wintner) uslovu (33) izraz na levoj
strani jednakosti zapravo podrazumeva integralno usrednjenje funkcije Q(s) = [ ¢(7)dr.

Problem nalazenja kriterijuma oscilatornosti resenja nelinearnih diferencij alnihojedna—
¢ina koji podrazumevaju integralno usrednjenje koeficijenata tih jednacina, je privukao
paznju velikog broja autora. O tome svedoci veliki broj radova sa ovakvom prob-
lematikom. Kamenev (Kamenev) je 1978. koristeéi po prvi put tezinsko usred-
njenje, uopstio Vintnerov (Wintner) kriterijum, pokazavsi da su resenja linearne
diferencijalne jednacine (34) oscilatorna ako vazi

¢
1
lim sup 7 /(t — 5)P¢(s)ds = oo
0

t—o00

za neko f > 1, i taj kriterijum je kao i Vintnerov (Wintner) posluzio kao temelj
u procesu dobijanja kriterijuma oscilatornosti resenja za razne tipove nelinearnih
diferencijalnih jednacina. Filos (Philos) je generalizovao taj rezultat Kameneva
(Kamenev) uvode¢i tezinsku funkciju o € C*([ty,00)) i pokazavsi da je uslov

limm sup t% /(t—S)”_?’ [(t —5)%0(s)¢(s) — = 1)9(5)4;(5 e )| ds = o0
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za neki prirodan broj n > 3 dovoljan uslov za oscilatornost resenja linearne jednacine

(34).

Poslednjih tridesetak godina, od posebnog interesa je utvrdivanje kriterijuma
oscilatornosti resenja linearnih i nelinearnih diferencijalnih jednacina koji podrazu-
mevaju tezinsko usrednjenje koeficijenata tih jednacina i koji su motivisani kriteri-
jumom Kameneva (Kamenev) za linearnu diferencijalnu jednacinu, da je uslov

¢
1
lim sup 7 /(t —5)P¢(s)ds = oo
0

t—o00

za neko 8 > 1, dovoljan uslov za oscilatornost resenja jednacine
u" + op(t)u =0, t>to.

Kao tezinska funkcija najcesée je koriS¢ena pozitivna, neprekidno diferencija-
bilna funkcija o takva da je ¢’ nenegativna i opadajuca funkcija i funkcija (t — s)®
za [3 prirodan ili realan broj veéi od jedinice ili proizvod ovih funkcija. Na primer
svaka od sledec¢ih funkcija p zadovoljava navedene uslove:

(1) o(t) =17, Be[0,1], t >t
(2) o(t) =log’t, B >0, t >ty gde je ty > maz{l,e’ 1}
(3) o(t) =t?log”t, B € (0,1), t>ty, gde je to > max{l, eﬁ_%}.

Namece se pitanje da li se kao tezinska funkcija moze koristiti funkcija iz Sire
familije funkcija. Filos (Philos) je 1989. prvi put koristio familiju parametarskih
funkcija u metodi integralnog usrednjenja. Danas aktuelni pristup u dobijanju
kriterijuma oscilatornosti resenja jeste koris¢éenjem klase parametarskih funkcija
kao tezinskih funkcija u metodi usrednjenja.

3.1.4 Asimptotsko ponasanje resenja jednacine u” — (1 + ¢(¢))u =0

Posmatra¢emo jednacinu
(38) u” = (L+6(t))u=0,
gde je ¢ € C(I), cija je teorija jednostavnija i kompletnija od teorije jednacine

u" + (1+ ¢(t)u =0.

Pod pretpostavkom da ¢(t) — 0 kada t — oo, bi¢e pokazano da postoje dva linearno
nezavisna resenja jednacine (38) u; i ug za koja vazi

kada ¢t — oo.
U dokazu ovog rezultata bice koriS¢en veoma interesantan i koristan metod.
Prvo ¢e biti pokazano da postoji resenje u; za koje vazi da Z—i — 1 kada t — o0, a
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zatim ce se koris¢enjem leme 4 do¢i do drugog linearno nezavisnog resenja jednacine
/
(38), i bi¢e pokazano da za njega vazi da Z—z — —1 kada t — oo.

Neka je t; dovoljno veliko, tako da vazi da je 1 + ¢(t) > 1 —czat > t; > to.
Neka je u resenje jednacine (38) za koje vazi u/(t;) =21 u(ty) = 1. Neka je v = %,
tada v zadovoljava Rikatijevu jednacinu

Vv = (1+¢(t) =0, v(t) =2

Posmatrajmo sliku 1.

Slika 1:

Kako je v/ = 1+ ¢(t) — v?, moZe se primetiti da je v/(t;) < 0 i v opada ”"dok ne
presece krivu” w = /1 4 ¢(t). U presecnoj tacki P, v dostize minimum, i po¢inje da
raste, sve "dok ponovo ne presece ovu krivu”. U sledecoj presecnoj tacki v dostize
maksimum, i opet pocne da opada, i tako se ponavlja. Kako se minimum i mak-
simum funkcije v nalaze izmedu minimuma i maksimuma funkcije w = /1 + ¢(t)
moze se zakljuciti da v — 1 kada ¢t — oo, tj. % — 1 kada t — oo. Posmatran je
bio slucaj kada 1 + ¢(t) osciluje kada t — oo, slucaj kada 1 + ¢(¢) ne osciluje kada
t — oo je jos jednostavniji.

Pokazana je egzistencija resenja u jednacine (38) za koje vazi % — 1 kada
t — o0o. Kako je u > 179 za t > ¢, to funkcija

postoji, i na osnovu leme 4 sledi da ¢e w biti drugo linearno nezavisno resenje
jednacine (38). Kako bi bilo pokazano da je % — —1 potrebna je sledeca lema.

Lema 10. Ako lim;_, 5_8 =a, f(t),9(t) — 0 kada t — oo i neka je ¢ istog
znaka za t > tg. Onda
0

t—glo@ -
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Dokaz leme 10 moze se naéi u knjizi [1].

Vazi da je

1 2 o
2 3
lim *— = lim 4 =2lim — =2
t—o00 dt —00 ——5 t—oo U
f at u
u2
t
moze se zakljuciti da
w/
— — -1
w

kada t — oo.

Pokazano je u poglavlju uvodni pojmovi da se linearna diferencijalna jednacina
drugog reda moze pomoc¢u odredenih smena svesti na sistem od dve linearne diferen-
cijalne jednacine. Jednacina (38) transformise se u sistem diferencijalnih jednacina

Koris¢enjem ove transformacije i teorema koje vaze za odgovarajuce sisteme
diferencijalnih jednac¢ina moze se doc¢i do nekih asimptotskih rezultata. Dokazi
teorema vezani za sisteme linearnih diferencijalnih jednacina koje ¢e ovde biti for-
mulisane nalaze se u knjizi [1].

Teorema 18. Ako sistem diferencijalnih jednacina

au
(39) o (A+ B(t))U
zadovoljava uslove:
(a) A je konstantna matrica sa razlicitim sopstvenim vrednostima,

(b) BeC®I), ||B|| — 0 kada t — oo,

onda resenje uy koje odgovara sopstvenoj vrednosti A\, zadovoljava nejednakosti
Re(\)t—da [ || B|dt Re(\)t+ds | || Bl|dt
to to

cpe < ug]| < cre

za t > ty, gde su cq,co,dy @ dy pozitivne konstante.

Stavise, ako su sopstvene vrednosti matrice A realne i razlicite, i ako je [ ||B||dt <

to
o0, tada postoji n resenja uy, Us, . ..u, takva da
up = (¢ + o(1))

kada t — 0o, gde je ¢ konstantni vektor.
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U slucaju jednacine (38) tj. sistema na koji se svodi jednacina (38)

= (28) 5 () 8)

i ispunjeni su uslovi teoreme 18, jer su sopstvene vrednosti matrice A realne i ra-
zlicite (A =1, o =—1)1||B|| = maﬂx|¢(t)\ — 0 kada t — oo.

te
Na osnovu teoreme 18 moze se doc¢i do vaznog asimptotskog rezultata za jednacinu
(38) :

Postoje dva resenja u i us jednacine (38) takva da

t t
t—dz [ |¢(t1)|dt t+da [ |p(t1)|dt1
e to <u <e to

t t
—t—da [ |¢(t1)|dt1 —t+dy [ |$(t1)]dtr
io io

e <uy <e

Ako je jos ispunjeno da [ |¢(t)|dt < oo, na osnovu teoreme 18 sledi da postoje dva
to
reSenja uq i ug takva da

U,lf\-’et

Uy ~ et

kada t — oo.

Teorema 19. Neka za sistem diferencijalnih jednacina

(10) T~ (At () + B

vazi:
(a) A je konstantna matrica sa razlicitim sopstvenim vrednostima \;

(b) BeC), [|B]dt < oc

to

% d
() peCD), ¢ =0 kadat—o0i [ ||d—;b||dt < 00

to
(d) sopstvene vrednosti \;(t) matrice A+ ¢(t) imaju razlicite realne delove ili zado-
voljavaju jedan od uslova:

(1) limsup,_, | ftRe()\i(t) — \j(t))dt] < o0

(2) limt_,oojRe()\i(t) — A;(t))dt = oo, jRe(Ai(t) —Ai(t)dt > —c zat >t
(3) limHoojRe()\i(t) — Aj(t))dt = —o0, ftRe()\i(t) —Aj(t)dt <czat>t.

Tada postoji n linearno nezavisnih resenja sistema, takvih da za t — 0o vazi

f}\k(tl)dtl
ug(t) = € (cr +o(1))

gde je cp konstantni, nenula vektor.
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Ako vazi da je f |¢/(t)|dt < oo, tada na osnovu teoreme 19 dolazimo do sledeéeg

asimptotskog rezultata
Postoje dva linearno nezavisna resenja u; i us jednacine (38) za koje vazi:

f /1+o(t)dt

Uy ~ o
t

— [/ 1+¢(t)dt
Uy ~ e 10

kada t — oo.

Posmatrajmo jednacinu oblika
(41) u" = (1+ ¢(t)u =0,

gde ¢ € C(I) f|q§’ )|dt = 001f¢2 t)dt < oo.

Postoji c1tava klasa linearmh diferencijalnih jednacina drugog reda koje nisu
obuhvacene prethodnom analizom. Jednostavan primer jednacine ovog tipa je

jednacina
t
o= (145 u=o.

Kako je f |“nt|dt = 00, nije ispunjen uslov za primenu teoreme 18, a kako je

f \%SlTnt]dt = oo nije ispunjen ni uslov za primenu teoreme 19. Pokazimo da je

f|smt|dt:

Kako vazi | sint| > sin?t to je

sin t sin? t 1 — cos 2t
t |t 2t
Kako [ % divergira a f 2Lt konvergira, sledi da f $2t|dt = oo. Slitno se
to to

pokazuje i divergencija integrala f |ESI?t |dt.
to
Za ovakve tipove jednacina vazi slede¢i asimptotski rezultat:

Teorema 20. Ako je ¢ € C(I) i ako vazi:
(a) gb()—>0 kada t — oo,

fgb2 t)dt < o0,

onda postoje dva linearno nezavisna resenja jednacine (41) koja imaju asimptotske
forme:

t
t+1 [ ¢(t)dt+o(1)
U, =e o
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t
—t—1 [ ¢(t)dt+o(1)
Uy =€ ‘o .

Dokaz ove teoreme zahteva mnoga izvodenja i moze se naéi u knjizi [1].

3.1.5 Asimptotsko ponasanje resenja jednacine u” + (1 + ¢(t))u =0

Posmatrajmo jednacinu oblika
(42) u" + (14 ¢(t))u =0,
gde je ¢ € C(I) 1 ¢(t) — 0 kada t — oc.

Teorija za ovu jednacinu je dosta komplikovanija od teorije za jednacinu
u' — (14 6(t))u =0,

zbog oscilatornosti resenja jednacine. Iz tog razloga, ovde ¢e biti prikazani samo
asimptotski rezultati a ne i nac¢in na koji se doslo do njih.
Ne postoje analogne teoreme zasnovane na ispitivanju asimptotskog ponasanja %

Asimptotski rezultati:

1. Ako vazi da je [|¢(t)|dt < oo, tada postoje dva linearno nezavisna resenja
to
jednacine (42), takva da je
uy = sint(1 + o(1))
uy = cost(1l+ o(1))
kada t — oo.
2. Ako vazi da je [|¢/(t)|dt < oo, tada postoje dva linearno nezavisna resenja

to

jednacine (42), takva da je

i‘ft‘\/l-‘rqﬁ(tl)dh

up =e' (14 0(1))
~i [ /Tretd
up =e ‘o (14 0(1))

kada t — oo.

[e.e]
3. Ako vazi da je [ ¢*(t)dt < oo, tada postoje dva linearno nezavisna resenja
to

jednacine (42), takva da je

it+i ftqb(tl)dtl
up=e ' (14 0(1))

—it—% f¢(t1)dt1
Uy =e o (14 0(1))

kada t — oo.
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3.2 Emden-Faulerova jednacina

Posmatra¢emo jednacinu oblika

d du
—_ pP__ Tu" =
(43) " (t dt) + 70" = 0.

Jednacina ovog oblika je po prvi put privukla paznju Emdena (Emden), krajem XIX
veka, u prvim teorijama dinamike gasova u astrofizici, dok se tridesetih godina ovog
veka pojavljuje u radovima Fermija (Fermi) i Tomasa (Thomas) u proucavanju dis-
tribucije elektrona u teskom atomu. Jednacina tipa Emden-Fauler (Emden-Fowler)
se takode pojavljuje u proucavanju mehanike fluida, relativisticke mehanike, nuk-
learne fizike, kao i u proucavanju hemijskih reakcija sistema.

Posmatra¢emo samo proper reSenja jednacine (43). Proper resenje je ono resenje
koje je realno i neprekidno za t > t,.

Jednacina (43) smenama se moze svesti na jednacine jednostavnijeg oblika:

Akojep>1,nekajes= (p— 1)1 u=(p— 1)<P5>J(;El>§. Tada jednacina
(43) ima oblik
d2
SV s = 0

ds?

gdejealz%f—(n—i—iﬁ).

Akoje p < 1,nekajes=(1—p) =7 u=(1- p)7<1fz>+<2*1>v. Tada jednacina
(43) ima oblik
d*v o
E + 520" =0
o+

gde je o9 = -

Ako je p =1, neka je s = Int. Tada jednacina (43) ima oblik

d*u
(o+1)s, n __
I +e u" = 0.
Posmatrajmo jednacinu
d2u o, n

Potrazimo reSenje ove jednacine u obliku u = ¢t¥, gde su ¢ i w konstante. Zamenom
u = ct* u jednac¢inu (44) dobijamo

cw(w — 1)t972 £ 7" = 0
.
clw(w — D2 £ 17¢9") = 0.

Da bi u = ct* bilo netrivijalno resenje jednacine (44) potrebno je da vazi

w—2=0c+wn, ww-1)x" =0
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tj. potrebno je da

(45) w:_0+2 C:( (a+2)(a+n+1)>nill

(n—1)?

n—1’

Kada je n = 1 jednacina (44) je linearna diferencijalna jednacina drugog reda,
a ovakve jednacine su bile posmatrane u prethodnoj sekciji. Zato ¢e ovde biti
podrazumevano da je n > 1.

Primetimo da u opstem slucaju realna resenja jednacine

u//_to'u’l’l/ — 0

koja trazimo u obliku u = ct* (gde za ¢ i w vazi (45)), postojace jedino ukoliko je
(0+2)(c+n+1)>0.

Kako ¢e biti posmatrana samo realna neprekidna resenja, priroda broja n imace
znacajan uticaj na moguce tipove reSenja. Jasno je, da u opstem slucaju, zbog
pojave ¢lana u", proper reSenja moraju biti pozitivna. Za izvesne vrednosti broja
n, u moze uzimati i negativne vrednosti, ukoliko je n = § gde je ¢ neparan broj.

MozZemo primetiti da za jednacine gde su negativne vrednosti za u dopustive, vazi

da je ili u™ pozitivno ili da je (—u)" = —u™.

U daljem radu bi¢e podrazumevano da je n "neparan” ukoliko je n = § gde su
p i g oba neparna, i da je n "paran” ukoliko je ¢ paran.

Jednaéina (44) prvo ¢e biti razmatrana u zavisnosti od znaka, a zatim i od
vrednosti o 1 n.

3.2.1 Jednaéina v” —t°u" = 0.

Posmatra¢emo jednacinu
(46) " —t7u" = 0.

U zavisnosti od vrednosti parametara o i n razlikova¢emo slucajeve:

1. Jednacina v’ —t°u" =0, c+n+1<0.

Teorema 21. Ako je o +n+ 1 <0, onda sva pozitivna proper reSenja jednacine
u// _ taun — 0

imaju jednu od asimptotskih forma:

- ((a+2)(a+n+1))"i1t_o+2

(n—1)2 "

il +n+2
n4oTnN
art

(c4+n+1)(c+n+2)

u~ art+as+ (14 0(1))
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ili .
n4o
ast

u~a2+(1+0(1))(0+1)(0+2>

kada t — oo, gde su ay i as konstante.

Za dokaz navedene teoreme potrebne su sledeca lema i teorema. Njihovi dokazi
mogu se naéi u knjizi [1].

Teorema 22. Bilo koje reSenje jednacine

du  P(u,t)

dt— Q(u,t)

neprekidno za t > ty, koje je monotono, zajedno sa svim svojim izvodima, zadovol-
java jednu od sledece dve relacije

u ~ at’el’®

1
c

u ~ at’(logt)
kada t — oo, gde je P(t) polinom po t i c je ceo broj.

Lema 11. Ako u — oo, i ako je u' > 0 kada t — oo, tada

za t > tg, za neko € > 0, osim moZda na odredenim intervalima konacne duzine koji
zavise od €.

Sada ¢e biti prikazan dokaz teoreme 21.

Dokaz. Kako je u” = t7u™ > 0 za svako t € [tg,00), to > 0, sledi da je v’ strogo
rastuca funkcija na intervalu [¢g, c0). Odatle, v’ moze imati najvise jednu nulu na
[to, 00), odnosno funkcija u moze imati najvise jednu ekstremnu vrednost na inter-
valu [tg,00) (i ta ekstremna vrednost mora biti minimum, jer je v” > 0). Dakle,
postoji t; > ty tako da je u monotona funkcija na intervalu [t1, 00).

Mogu nastupiti sledeca tri slucaja kada t — oo :

(1) v =0

(2) v —=a#0

(3) v — 0.

Razmotrimo prvi slucaj.

Ako v’ — 0 kada t — oo i kako je ' monotono rastucéa funkcija tada sledi da v’ <
0, pa je u opadajuca funkcija. Kako u opada i u > 0 odavde se moze zakljuciti da
je lim; o u(t) konacan. Pokaza¢emo da lim;,o u(t) # 0. Pretpostavimo suprotno,
da lim;, u(t) = 0. Tada bi lim o u(t) = limy_,o u/'(t) = 0. Iz ovoga se moze
zakljuciti da je

(47) u'(t) = — / u"dty = — / tTu"dty

t t
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o o [e.o]

u(t) = —/u’dtl —/ /t‘fu"dtl dt.

t t t

Kako je lim; o, u(t) = 0 to za dovoljno malo § < 1 postoji t» takvo da je

oo o0 o0 oo

5:u(t2):/ /t‘l’u”dtl dtgd”/ /t‘{dtl dt.

to t to t

Odavde se moze zakljuciti da lim;_, u(t) # 0.

Neka je u(co) = ag # 0. Tada u(t) = az + o(1) kada t — co. Kako je 0 +2 < 0,
tada iz (47) sledi da je

00 0o
o+1 ta—i—l

u'(t) = —aS/t‘l’dtl +o(1) /t‘l’dtl = aga 1 +o(1)

t t

o+ 1

Integralje¢i jednakost u granicama od ¢ do oo, dobija se

o0 o0

/ ag o+1 tclr+1
p— f— p— 1
u(00) — u(t) /u (tdt = — /tl dty + of )/ L,

t t t

a odavde je
t‘7+2 ta+2 anta+2
+o(1 =as+
(0 +1)(0+2) of )(a+1>(o—+2) 2T T D)o +2)

(1+0(1))

u(t) = ag + aj

kada t — oo.

Razmotrimo slucaj 2.

Ako v — a; # 0, tada u ~ a;t kada t — oo. Kako je

o0

/ Wty = 1 (00) — (1) = ay — (1)

t

to je
o (e.9]

u'(t) =a; — /u"dtl =a, — /t‘l’u”dtl.

t t

Kako je o +n+1 < 0, kada t — oo vazi

i o+n+1
= 7 "dt, = T— 1)).
o= [ 67+ o)ty = 0y + S (14 o(1)
t
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Integraljenjem se dobija da je

nyo+n+2
ay't

(c+n+1)(c+n+2)

u(t) = a1t + ag + (14 o0(1)).

U trec¢em slucaju dolazi se do asimptotske forme resenja:

- ()

U dokazu se koriste lema 11 i teorema 22. Ovaj slucaj je komplikovaniji od prethodna
dva, stoga on ovde nije razmatran. Dokaz treceg slucaja moze se naéi u knjizi [1].

]

2. Jednacina v”" —t°u" =0, 0 +2<0<o+n-+1.

Teorema 23. Ako je 0 +2 < 0 < o+ n+ 1, onda svako pozitivno proper resenje
jednacine

u// _ ta'un — 0
ima asimptotsku formu

anta+2
u:a+(a+1)(0+2)(1+0(1))

kada t — o0.

Dokaz. Kako je u” = t7u™ > 0 za svako t € [tg,00), to > 0, sledi da je v’ strogo
rastuca funkcija na intervalu [tg, 00). Odatle, v’ moze imati najvise jednu nulu na
[to, 00), odnosno funkcija u moze imati najvise jednu ekstremnu vrednost na inter-
valu [tg,00) (i ta ekstremna vrednost mora biti minimum, jer je v” > 0). Dakle,
postoji t; > ty tako da je u monotona funkcija na intervalu [t;, 00).

Mogu nastupiti sledeca tri slucaja kada t — oo :

(1) v/ —0

(2) W —a#0

(3) v — 0.

Razmotrimo prvi slucaj.

Ako v’ — 0 i kako je ' monotono rastuéa funkcija tada sledi da v < 0, pa
je u opadajuca funkcija. Kako u opada i u > 0 odavde se moze zakljuciti da je
lim; . u(t) konac¢an. Pokazademo da lim; ., u(t) # 0. Pretpostavimo suprotno,
da limy o u(t) = 0. Tada bi limy_,o u(t) = limy,o @/ (t) = 0. Iz ovoga se moze
zakljuciti da je

(48) u'(t) = — / u"dty = — / tJu"dty

t t
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o o [e.o]

u(t) = —/u’dtl —/ /t‘fu"dtl dt.

t t t

Kako je limy_, u(t) = 0 to za dovoljno malo § < 1 postoji t5 takvo da je

oo [e.9] o0 oo

5—u(t2)—/ /t‘l’u”dtl dtgd”/ /t‘l’dtl dt.

to t to t

Odavde se moze zakljuciti da je lim;_, u(t) # 0.

Neka je u(oco) = ag # 0, tada u(t) = as + o(1) kada t — co. Kako je 0 +2 < 0,
tada iz (48) dobija se da je

00 00
o+1 to—l—l

u'(t) = —ag/t‘fdtl +o(1) /t‘fdtl = a;a 1 +o(1)

t t

o+ 1

Integrale¢i jednakost u granicama od ¢ do oo, dobija se

= an x oS t0'+1
—u(t) = "(t)dt; = —2 9t dt 1/1 dt
u(o0) — ult) = [ w(tyits = 25 [5at +o1) [ e
t t t
a odavde je
ta+2 ta+2 anto'+2
u(t) = ag + al +o(1) = a9+ 2 (14 0(1))

(c+1)(0c+2) (c+1)(0+2) (c+1)(o+2)

kada t — oo.

Razmotrimo drugi slucaj.

Pokazimo da je ovaj slucaj nemogué. Ako v’ — a # 0 kada t — oo, tada u ~ at
kada t — oco. Iz jednacine (46) imamo da je

u” > aftot"

za a > a; > 01t >t;. Posle integraljenja dobija se da je
anta—l—n—H
>t 5
oc+n+1

kada t — oo, a ovo je u kontradikciji sa v’ — a # 0.

Razmotrimo treci slucaj.

Pokazacemo da je i ovaj slu¢aj nemogué. Ako u' — oo kada t — oo, tada je
uw > a, za neko a > 0 i dovoljno veliko ¢. Tada je u > at. Iz jednacine (46) dobija
se da je

u// Z antcr—l-n
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pa je
u Gy ——— — C
- 10'—|—7L+1 1 =

za neko b > 0. Odavde se dobija da je

U > tb+1
za neko b > 0 kada t — oco. Nastavljajuci ovako, dobija se da je

u>tN
za svako N kada t — 0o. Za dovoljno veliko ¢ iz jednacine (46) sledi
(49) u =t7u" > utte >0
kada t — o0o. Ako je v/ negativno, u je opadajuéa funkcija i ima konacan limes kada
t — 00. Pretpostavimo suprotno, da je u’ pozitivno. Tada iz (49) vazi da je

W > ulte

Posle integraljenja dobija se da je

u/2 > 02u2+e

kada t — oo, tj.
U > cqult

kada t — oo. Ali ovo nije moguce jer je u kontradikciji sa lemom 11.

3. Jednacina v —tu" =0, 0+2<0, o+n+1=0.

Teorema 24. Ako jec+2 <0, c+n+1=0, onda svako pozitivno proper resenje
jednacine

u// _ taun — 0
ima asimptotsku formu

anta+2
u=a+ (a+1)(0+2)(1+0<1))

kada t — o0.

Dokaz. Kako je u” = t7u™ > 0 za svako t € [tg,00), to > 0, sledi da je u' strogo
rastuca funkcija na intervalu [tg, 00). Odatle, v’ moze imati najvise jednu nulu na
[to, 00), odnosno funkcija u moze imati najvise jednu ekstremnu vrednost na inter-
valu [tg,00) (i ta ekstremna vrednost mora biti minimum, jer je v” > 0). Dakle,
postoji t; > ty tako da je u monotona funkcija na intervalu [t;, 0o).

Mogu nastupiti sledeca tri slucaja kada t — oo :

(1) ' =0
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(2) v/ —a#0
(3) v — 0.

Razmotrimo prvi slucaj.

Prvi slucaj, putem kojeg se i dolazi do asimptotske forme resenja jednacine (46),
dokazuje se na isti nacin kao 1. slucaj u dokazu teoreme 21.

Razmotrimo drugi slucaj.

Ako u' — a # 0 kada t — oo, tada u ~ at kada t — co. Iz jednacine (46) dobija
se da je
u’ > a7t = aft!

za a > a; > 01t > t;. Posle integraljenja dobija se
u >allnt — ¢ — o0
kada t — 00, a ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom da u' — a # 0.

Razmotrimo treci slucaj.

Uvedimo smenu u = vt. Posle uvodenja smene jednacina (46) postaje
t" + 20 — 7" =0
tj.
20" 4+ 2t — 0™ = 0.
Uvedimo jos jednu smenu t = e°. Tada je

dv _dvds B dv
dt  dsdt  ds

v d*v (ds 2 N dvd®s  (d*v du
a? ~ds2 \dt) " dsdr  \ds? ds)°©

pa se dobija da je

—S

d*v N dv 0

— 4+ — =" =0.

ds®>  ds

Kako je v > 0, sva resenja moraju biti monotona na nekom intervalu [t;, o).

Primenom teoreme 22, moze se pokazati da je slucaj v — oo kada ¢ — 0o nemoguc.
Odavde se moze zakljuciti da v mora imati konacan limes. Na osnovu jednacine

d*v N dv 0

— 4+ ——=20"=0.

ds?  ds
moze se zakljuciti da v — 0. Ako v — 0, tada v ~ c;e™%, kada s — oo, gde je ¢; # 0.
Odavde sledi da je

u=vt~c

kada t — 0o. A ovo je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.
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4. Jednacina u” —t°u" =0, 0+ 2=0.

Teorema 25. Svako pozitivno proper resenje jednacine

(50) " —u" =0

1
Int \ 1
UN
n—1

Dokaz. Uvodenjem smene t = e*, jednacina (50) postaje

ima astmptotsku formu

kada t — 0.

(51) u" —u —u"=0.

Kako je u > 0, svako reSenje je monotono na nekom intervalu [s;,00). Odavde se
moze zakljuciti da v moze teziti nuli, nekoj nenula konstanti ili beskonac¢nosti kada
s — 00. Iz jednacine (51) moze se zakljuciti da ukoliko u tezi ka kona¢noj vrednosti,
ta vrednost mora biti 0. Primenom teoreme 22 mozemo pokazati da u ne tezi ka
beskonacnosti. Ostaje jos da ispitamo sluc¢aj u — 0 kada s — oo.
Uvedimo smenu v’ = p. Jednacina (51) posle uvodenja smene je oblika
dp n
— —p—u"=0
p du p

a zatim uzmimo da je u = % Primenom teoreme 22 moze se doc¢i do asimptotske

forme resenja polazne jednacine.
O

5. Jednacina u” — t°u" =0, o0+2 > 0.

Teorema 26. Ako je o + 2 > 0, onda je svako pozitivno proper resenje jednacine
u// _ taun — 0

ima asimptotsku formu
o+2
U~ ¢t n-l

kada t — 0.

Dokaz teoreme 26 moze se naéi u knjizi [1].
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3.2.2 Jednacina u” +t°u™ = 0.

Posmatrajmo jednacinu
(52) ' +t7u" = 0.

U zavisnosti od vrednosti parametara o i n razlikovacemo slucajeve:

1. Jednaéina v”" +t°u" =0, o0 +n+1<0, n ”’neparno”.

Teorema 27. Proper resenja jednacine
u// + taun — O
imaju jednu od asimptotskih forma

68t0+2
(c+1)(oc+2)

(1+0(1))

U = Cy —

U ~ cgt

kada t — oo, ako je o +n+1 <0.

Dokaz. Mnozenjem obe strane jednakosti (52) sa ', dobija se
u'u” +t7u"u = 0.
Integralje¢i jednakost u granicama od 1 do t, dobija se

t
12

u? + /tj’u”u'dtl =c.

1

Posle parcijalne integracije dobija se

t
12 o, n+1 n+1
U tu U
— + —O'/tclfl dt1:CQ.

2 n-+1 n+1
1

Kako je n + 1 parno, to je u"*' > 0, i kako je o < 0, vai:
(1) u? <3
(2) toumtt < ¢y,
Odavde sledi da
lu| = Ot~ #7).

Integraljeci jednacinu (52) u granicama od 1 do ¢, dobija se

¢
u' + /t‘fu”dtl = C5.

1
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Kako je

t t t
/ t7u"dt, = O / t7, "dt, | =0 / trH dty
1 1 1

1 kako je %5 < —1, to integral konvergira. Odavde sledi da u' — cg kada t — oo.

Ako je ¢g # 0, tada u ~ cgt kada t — oo.
Razmotrimo sada slucaj v — 0 kada ¢t — oo. Integraljeéi jednacinu (52) u
granicama od t do oo, dobija se

w(oo) —u(t) = [ i =~ [ gura
t t
tj.
u'(t) = / t7udt, .
t
Pa je
u'(t) =0 /tf{tlwdtl =0 /tf“dtl -0 ({’Iﬁl).

t t

Ako je c+n+1 < —(n+1) tada se moze zakljuciti da u — ¢; kada t — oo. Ukoliko
ovo ne vazi, tada je u = O(t'7°) za neko € > 0. Odatle se dobija da je

oo [e.9] o0

u'=0 / tfutdt, | = O / 7ty "edty | = O / t7rTredly | = O (t7rE)

t t t

Moze se nastaviti ovako, sve dok eksponent ne bude manji od -1. Odavde sledi
da u — ¢7 kada t — 0o. Moze se pokazati kao u dokazu teoreme 21 da ta konstanta
nije nula.

Neka je u(oo) = ¢7 # 0 tada u(t) = ¢z + o(1) kada t — oo. Kako je 0 +2 < 0,
tada iz (52) sledi da je

[e.e] [e.e] [e.e] o0

u'(t) = /tf{u"dtl = /t;’(c7+o(1))“dt1 = c?/ti’dt1+o(1)/tffdt1 =ct

t t t t

to‘+1

o+

Integraljeéi jednakost dobija se
C?ta+2
(c+1)(o+2)

u(t) = cg —

(1+0(1))

kada t — oo, Sto je i trebalo pokazati.
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2. Jednacina v” +t°u™ =0, o +2 >0, n ”neparno”.

Teorema 28. Ako je 0 +2 > 0, n "neparno”, onda ne postoji monotono resenje
jednacine

' +t7u" = 0.
Dokaz. Razmotrimo prvo slucaj kada je 0 +2 = 0. Pretpostavimo da je «© monotono

rastuca funkcija, takva da v — [ > 0 kada t — oo, gde je | kona¢na vrednost ili
beskonac¢nost. Uvedimo smenu ¢ = e*, tada je

du _duds _du,
dt  dsdt ds

P*u d*u (ds 2 n dud’s  (d*u Cdu)

a2~ ds? \ st dsdi?  \ds?2 ds)°

zamenom u polaznu jednac¢inu dobija se

—S

(53) v —u +u"=0.

Iz jednacine (53) moze se primetiti da ukoliko u tezi ka kona¢noj graniénoj vrednosti
kada t — oo, ta vrednost mora biti 0. Primenom teoreme 22 moze se pokazati da
je slucaj u — oo kada t — oo nemogué¢. Razmotrimo slucaj v — 0 kada ¢t — oo.
Uvedimo smenu p = «'. Tada jednacina (53) postaje

d
p—p —p+u"=0.
du
Uvedimo smenu v = % Primenom teoreme 22, pokazuje se da je i ovaj slucaj

nemogu¢. Na ovaj nacin je pokazano da u slucaju kada je o + 2 = 0, polazna
jednac¢ina nema monotonih resenja.

Razmotrimo sada slucaj kada je o +2 > 0.

Pretpostavimo da je u monotono rastuc¢a funkcija. Uvedimo smenu t = e°. Za-
menom u polaznu jednacinu dobija se da je

u = + 6(U+2)tun — 0’

odakle se moze primetiti da v moze imati limes 0 ili beskona¢no, kada ¢t — oo.
Posmatrajmo prvo sluc¢aj u — oo kada t — oco. Za t >ty > ty, iz polazne jednacine
vazi da je
(54) u" < —t7
Posle integraljenja dobija se
ta—i—l
+1

Ukoliko je o + 1 > 0 dobijena je kontradikcija jer je v’ > 0 za t > 0. Ukoliko je
o + 1 < 0 integraljeéi nejednakost (54) u granicama od ¢ do oo, dobija se da je

u < e — (<ep—Int, o+1=0).
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Integralje¢i sada u granicama od ¢, do ¢, dobija se
_t¢7+2

O e ICE)

_’_CQZta, e > 0.

Zamenom ovog rezultata u polaznu jednacinu sledi
u// < _ta—l-ns

i ponavljajuéi proces sve dok 1+ o + ne > 0, dobija se da je v’ < 0 za dovoljno
veliko ¢, sto je u kontradikeiji sa u’ > 0 za t > 0.

Razmotrimo sada slucaj kada je v opadajuca funkcija i u > 0. Tada v’ — 0 kada
t — oo. Integraljeéi polaznu jednacinu u granicama od t do oo, dobija se

oo

zmm—w@:—/ﬁw%

t

tj.

o0

u'(t) = /t‘l’u”dtl > 0
t

Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je u monotono opadajuca funkcija. Kako

je n neparan, slucaj kada je u > 0 je ekvivalentan slucaju kada je u < 0.
O

3. Jednaéina v" +t°u" =0, 0 +2<0<oc+n+1, 20 +n+3<0.

Teorema 29. Akojeoc+2<0<o+n+11iako je20+n+3 <0, ineka jen
"neparan”, onda svako proper resenja jednacine

u// + ta'un — O
ima jednu od asimptotskih formi:
u~ ct®

ili
T2 (1+ o(1))

u=c —
CECES)
kada t — oo.
Dokaz. Uvedimo smenu u = ct“v, gde su w i ¢ birani tako da ct“ bude reSenje
1
jednacine (52). Tadajew = =22 i ¢ = (—%) " Kako je v/ = cwtv o+
ctv’,

v = cw(w — 1)t 20 + 2cwt* "1’ + ct“v” zamenom u jednacinu (52) dobija se

(55) 20" 4 2wtv’ + w(w — 1)(v — ™) = 0.
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Uvedimo sada smenu t = €®, tada je

—S

dv _dvds _dv
At dsdt  ds’

Fo_du (AN dvs (B vy L,
dt2  ds? \ dt ds dt2  \ds? ds

i zamenom u jednacinu (55) dobija se

(56) V' 4+ (2w — 1)V +w(w—1)(v —0") =0,
gde su
2 2 1
1= 2TEPES oy = CFDeEnE )
n—1 (n—1)2

Zapisimo jednacinu (56) u obliku
(57) V' +av —blv—1v")=0, a>0, b>0
gdejea=2w—-11b=w(l—w).

Mnozenjem obe strane jednakosti (57) sa v’ a zatim i integraljenjem jednakosti
u granicama od ty do t, dobija se

¢
2 n+1 2
(58) %—i—a/vads—i-b(v —U—):cl.

n+1 2

to

Odavde sledi da je |v| ogranicena kada s — oco. Odatle je

V"? < o0

[e.o]

/v’2ds < 0.

to

Iz (57) moze se zakljuciti da je |v”| ograni¢ena kada s — o0o. Pokaza¢emo da uslov
da je |[v"] ogranicena kada s — oo implicira da v — 0 kada s — oo. To ¢e biti
pokazano kontradikcijom. Neka je kao na slici 2.

Slika 2:
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[tok, toxs1] n—ti interval gde je v > a. Kako je

oo
o0

a® Y (tops1 — tor) < /v’2d5 < 00

n=1 to

odatle sledi da je tor 11 —tor, — 0 kada k — oo. Sli¢no, ukoliko posmatramo intervale
[S2k, Ssk+1) Da kojima vazi da je v' > § dobija se da sy — sop — 0 kada k — oo.
Na intervalu [so, tox], nagib tetive koja spaja P i Q je

a— 2

m=——->=>—=0"(0), soq <0<ty
lok, — Sok
Odavde se dobija da je

lim sup v”(#) = oo
S$—00

sto je u kontradikeiji sa ograni¢enoséu [v”|. Moze se zakljuciti da v" — 0 kada
5 — 00. ,
Kako je [v"%ds < oo iz (58) dobija se da je

to
,Un+1 U2
lim —— ] =0
ssoo \n+1 2

,,,n+l ,,,2

Odavde sledi da v — r kada s — o0, paje T3 — 5 — ¢, = 0. Ali za r mora takode

vaziti da je r™ —r = 0 iz (57), odakle se moze zakljuciti da je r = 0 ili r = 1.

Ako je r =1 tada v — 1 kada s — oo, pa u ~ ct* kada t — oo.

Ako jer = 0tadav — 01iv — 0 kada s — oo. Linearni deo jednacine (57)
je v 4+ av’ — bv = 0. Odgovarajuca karakteristicna jednacina ima korene —w < 0 i
—w + 1 > 0. Odavde sledi da ukoliko v — 01 v — 0 kada s — oo, tada v ~ cze™**
kada s — oco. Kako je u = ce*v ~ ¢4 kada t — 00, to je u = ¢4 + o(1) kada t — oc.
Kako je
W (00) -l (t) = / ddt,
t

onda je
o0 [o.¢]

u'(t) = —/u"dt1 = /t‘fu”dtl.
t t
Kada t — oo vazi da je
u'(t) = cZ/t‘l’dtl +o(1) /t‘{dtl = —cy

t t

to‘—l—l ta—l—l
+ o(1)

o+1 o+ 1

Integralje¢i poslednju jednakost u granicama od t do oo, dobija se

[e.e]

oS to‘—i—l s tO’—'—l
u(oo) —u(t) = /u'dt = —CZ/ 1+ 1dt1 + 0(1)/ L__dt,
o

o+1

t t t
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tj.
CZtJ-ﬁ-Q

B (c+1)(oc+2)

(1+0(1))

kada t — oo.

4. Jednacina v" +t°u" =0, 0 +2<0<oc+n+1, 20 +n+3>0.

Uvodenjem smena u = ct“v, a zatim ¢ = e° i njihovom zamenom u jednacinu
(kao u dokazu teoreme 29)
u// + taun — O
dobija se jednacina

(59) "+ (2w — 1) +w(w —1)(v —o") = 0.

Kako je 20 +n+3 > 0, neka je b = —(2w — 1) = 223 > 0 j ¢ = —w(w — 1) =

1
_% > 0, tada jednacina (59) postaje

(60) V' =+ (" —v) =0, b>0, ¢>0.
Naves¢emo neke rezultate do kojih se dolazi posmatranjem ponaSanja reSenja
jednacine (60). Dokazi slede¢ih lema mogu se naéi u knjizi [1].

Lema 12. Nema drugih proper resenja osim v(s) = +1 takvih da je ili v(s) > 1 za
s > sg ili v(s) < —1 za s > sg. Stavise, ne postoje resenja takva da v(s) tezi ka 1
odozdo ili ka -1 odozgo.

Lema 13. Ako je —1 <v <1 iv # %1 tada

o+ 2
n—1

ve~cee Yt w=

kada s — 0.

Lema 14. Ako v(s) nije gore navedenog oblika ili oblika v(s) = 1 tada, kada s — oo
v(s) sece v(s) = +1 beskonacno cesto i limsup,_, . |v| = co.

Lema 15. Neka su {s,} tacke preseka resenja jednacine (60) i v(s) = 0. Tada,
Sp+1 — sp — 0 kada p — oo.

Posle vra¢anja smene t = e° dobija se da t’éi — 1 kada p — oo. Stavise,
P

prethodni rezultat vazice i u slucaju kada je o + 2 > 0.
5. Jednacina v’ +t°u" =0, o+ 2 > 0.

Lema 16. 2 — 1 kada p — .

tp
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3.2.3 Jednaéina v’ + eMu” =0

Metode koje su koris¢ene prilikom dobijanja asimptotskih rezultata za jednacinu
u Et%u" =0
mogu se iskoristiti sa dobijanje asimptotskih rezultata za jednacinu
u” £ eMu" = 0.
Prvo treba posmatrati jednacinu
u” —eMu" = 0.

Resenje ove jednacine moze se traziti u obliku u = ce*’. Iz zahteva da ovo reSenje
bude netrivijalno resenje navedene jednacine, potrebno je da

w=A+wn, cw?+c"=0
t.
A 2

C = wn-1,

W= — ,
n—1

Kao sto je ve¢ receno, primenom metoda koji smo ranije koristili mozemo doé¢i do
odgrovaraju¢ih asimptotskih oblika resenja, ali to ovde nije prikazano.
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4 Zakljucak

U ovom radu su predstavljena svojstva resenja nekih tipova diferencijalnih jedna-
¢ina drugog reda. U poglavlju Kvalitativna teorija diferencijalnih jednacina razma-
trane su nule reSenja, oscilatornost resenja, kriterijumi oscilatornosti i neoscila-
tornosti reSenja, neproduziva i periodicna resenja diferencijalnih jednacina. Ideja je
bila da se u ovom poglavlju ¢italac, koji je savladao sadrzaj diferencijalnih jednacina
najvise na nivou osnovnih studija, ukratko upozna sa svojstvima reSenja, kako bi
lakse pratio izlozenu materiju.

U poglavlju Asimptotska svojstva reSenja diferencijalnih jednacina najpre su
ispitivani uslovi ograni¢enosti i oscilatornosti resenja, a zatim i asimptotsko ponasanje
reSenja linearnih diferencijalnih jednacina drugog reda. Prilikom proucavanja asimp-
totskog ponaSanja reSenja vaznu ulogu ima oscilatornost reSenja, jer oscilatorno
ponasanje reSenja u znatnoj meri otezava ispitivanje asimptotike resenja.

Poslednjih dvadeset godina od posebnog interesa je utvrdivanje kriterijuma
oscilatornosti resenja linearnih i nelinearnih diferencijalnih jednac¢ina koji obuh-
vataju uslove koji podrazumevaju integralno i tezinsko usrednjenje koeficijenata
tih jednacina. Ovde su objasSnjeni pojmovi integralnog i tezinskog usrednjenja i
prikazani su neki kriterijumi. Dalji rad bi se mogao odnositi na ovu problematiku.

Takode, u poglavlju Asimptotska svojstva resenja diferencijalnih jednacina, ispi-
tivano je asimptotsko ponasanje resenja jednacine koja predstavlja specijalan slucaj
jednacine Emden-Faulera (Emden-Fowler):

u” +t7u" = 0.
Inace, opsti slucaj jednacine Emden-Faulera je jednacina:
u" £ q(t)u" = 0.
Kasnije, kao prirodno uopstenje jednac¢ine Emden-Faulera pojavila se jednacina
u+qt) f(ult)) =0, t =ty >0,
gde je g € C([tg,00)), f € C(R)NCHR\{0}) i zadovoljava uslove
uf(u) >0 1 f'(u) >0 zasvako u # 0.

Jednacina ovog oblika se u literaturi ¢esto naziva uopstena diferencijalna jednacina
Emden-Faulera. Dalji rad bi se mogao odnositi na ispitivanje oscilatornosti resenja
i asimptotsko ponasanje resenja uopstene jednacine Emden-Faulera.
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