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O matricama nad komutativnim prstenima

UVOD

ReSavanje sistema linearnih jednacina spada u jedan od osnovnih i Siroko primenjivih zadataka
linearne algebre. Standardni problem da se utvrdi da li postoji skup reSenja se najcesSce svodi na
diskusiju ranga matrice koeficijenata sistema, 1 naravno zavisi od samih jednacina tj. komponenata
matrice, ali takode 1 od dostupnih vrednosti, tj. da li se radi o celim brojevima, realnim brojevima,
1 slicno. Iako se u takvim, Skolskim zadacima uglavnom podrazumeva da sistem reSavamo nad
nekim poljem, sasvim je medutim jasno da moZemo posmatrati reSavanje sistema i1 nad prstenom
celih brojeva na primer, ili prstenom ostataka po nekom modulu. Takode, postoji mnogo situacija
kada komponente matrice nisu elementi polja, ve¢ to mogu biti polinomi sa konacnim brojem

neodredenth, ili elementi bilo kog komutativnog prstena uopste.

Tema ovog rada se upravo odnosi na osobenosti operacija sa matricama ¢ije su komponente
elementi nekog komutativnog prstena, sto dalje vodi do zanimljivih posledica ukoliko resavanje
sistema linearnih jednacina posmatramo nad komutativnim prstenima. Cilj je bio kako da se ukaze
na znacajne ¢injenice u vezi sa algebrom komutativnih prstena uopste, njihovih ideala 1 modula
nad tim prstenima, tako 1 da se jasno istaknu razlike u odnosu na klasi¢ni slu¢aj kada se ovi zadaci
reSavaju nad poljem. Dokazi tvrdenja su kad god je bilo moguce izvodeni sa tacke gledista
matricnog racuna, kako bi se izveli i1 zakljucci u vezi samih operacija nad matricama. Namera je,
takode, bila da se tekst lako nadoveze na elementarna predznanja iz linearne algebre, pa je

naveden veliki broj detaljno razradenih primera.
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§1 PRSTENI

Prsten (K,+, - ) je algebarska struktura sa dve binarne operacije za koje vazi:
P1) (K,+) je komutativna grupa,
P2) (X, + ) je monoid,
P3) druga operacija je distributivna u odnosu na prvu, (a+b) -c =a-c+b-c
c-(at+b) =c-a+a-b, za svako a,b,cek.

Same operacije prstena obicno obelezavamo sa + 1 - ( tim redom) 1 nazivamo sabiranjem 1
mnozenjem. Neutral aditivne grupe (K,+) nazivamo nulom samog prstena i obelezavamo sa 0,
dok multiplikativni neutral nazivamo jedinicom u prstenu i1 obeleZavamo sa 1, pri ¢emu
podrazumevamo da je 1#0. Stoga prsten K sadrzi bar dva razli¢ita elementa.

Skup svih ne-nula elemenata prstena K obeleZavaéemo sa K*=K 0.

Za element xeK kazemo da je levi delitelj nule u tom prstenu ako za bar jedno ye K* vazi xy =0,
odnosno desni delitelj nule ako vazi yx = 0. Oznaci¢emo sa Z(K) skup elemenata prstena K koji su
ili levi ili desni delitelji nule u tom prstenu. Element xeK koji nije ni levi niti desni delitelj nule u
tom prstenu nazivamo regularnim. Dakle, skup Reg(K) = K\Z(K) je skup regularnih elemenata

prstena K. Naravno, sama nula prstena je delitelj nule, jer je 0-1=0 , 1#0. Dakle, 0€Z(K), dok za
preostale delitelje nule u tom prstenu kazemo da su pravi. Jedinica je regularni element u prstenu
K, tj. 1eReg(K).

Ako je mnozenje u prstenu komutativno tada kazemo da je sam prsten komutativan. Komutativne
prstene ¢emo nadalje uvek obelezavati sa R. Kod komutativnih prstena levi delitelji nule su
istovremeno 1 desni, pa ¢emo sa Z(R) obelezavati skup delitelja nule prstena R. Komutativne
prstene koji nemaju pravih delitelja nule nazivamo oblastima celih ili domenima. Drugim
reCima, oblast celih je svaki komutativan prsten R, sa bar dva elementa, u kome vazi
ab=0 < a=0v b=0 za svako a,beR

tj. u kome su svi ne-nula elementi 1 regularni. Tipicni predstavnici takvih prstena su: skup celih
brojeva Z, zatim proizvoljno polje F' ( kao komutativan prsten u kome jedino nula nema inverz),
na primer, polje racionalnih brojeva Q, kao i prsten polinoma F[X|, ..., X,] sa koeficijentima iz
bilo kog polja F.

S druge strane, skup M>(R) svih kvadratnih matrica reda 2, na primer, sa komponentama iz datog
prstena R, je 1 sam jedan prsten u odnosu na operacije sabiranja i mnoZenja matrica. Zovemo ga i
prstenom matrica reda 2 nad prstenom R. Njegova nula je nula-matrica O, a jedinica jedini¢na

matrica E,
0 0 . 1 0
0= 1 E=
0 0 0 1.

Ali, prsten M>(R) nije komutativan, jer mnoZenje matrica u opStem slucaju nije komutativno.
Takode, u ovom prstenu proizvod dve matrica 4 1 B moze da bude nula, a da to nisu ni 4 ni B, pa
ovaj prsten nije oblast celih.
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Primer 1.

Neka su date matrice 4, B eMy(Z),

0 0
Njihov proizvod je AB = {0 }

Jasno, date matrice 4 1 B su delioci nule u posmatranom prstenu kvadratnih matrica reda 2 nad
prstenom celih brojeva Z.

Uopste, razmotrimo sledec¢i

Primer 2. Ako je R komutativan prsten, tada je matrica A4 delitelj nule u prstenu M, (R) kvadratnih matrica

=)

(<)

ako 1 samo ako je njena determinanta delitelj nule u prstenu R.
Ako je matrica A delitelj nule onda postoji bar jedna ne-nula matrica B takva da je AB=0.

Zaista, ako su matrice 4,BeM,(R), B#0, na primer

IS M

. ax+by au+bv . . . .
onda je AB = paje relacija A B=0 ekvivalentna uslovima
px + qy pu + qv
ax+by=0 i au+bv=0 u prstenu R
px+qy=0 pu+qv=0 (*)

Za reSenja prvog sistema vazi A-x=A,, Ay=A, , adrugog A-u=A,, A-v=A,,
gde je A =detd= aq - bp determinanta matrice 4, dok su determinante

b
J =0, itakode, Ay=A,=A,=0.

Dakle, mora bitii Awx =0, Ay =0, Au=0, Av=0. (*x)

Medutim, kako je matrica B#0 to je bar neki od x, y, u, v # (. Samim tim, ako je AB=0 za bar
jednu matricu B#0, tada je i A*A= 0 za bar jedno A#0 u prstenu R, tj. A je delitelj nule u R.
Obratno, ako je A*A= 0 za bar jedno A= 0 iz R, bice (ag-bp):A= 0 tj. agA - bpA= 0 pa uslovi (*)
vaze za npr. x= g, y= -pA, u = -bA, v=al.

Pri tom, ako je gA = pA = bA =aA =0tada (**) vaziizax =y =u =v = A # () pa bar u jednom
od tih slu¢ajeva mora biti AB=0 i B=0.

Dakle, matrica A4 je delitelj nule u prstenu M, (R) ako 1 samo ako je njena determinanta

A = detA delitelj nule u samom prstenu R.

Dakle, ako je, na primer, prsten R prsten celih brojeva Z, onda je matrica A eM;(Z) regularna ako 1
samo ako je det4 # 0, jer je nula jedini neregularan element u Z.

Ako je, opet, R =Z¢ prsten ostataka po modulu 6, matrica A€M, (Z¢) Ce biti regularna ako 1 samo
ako je det4 # 0, 2, 3, 4.
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Za element xeK kaZzemo da je inverzibilan u prstenu K ako je xy = yx = 1 za neki yek.

Ako sa U(K) oznafimo skup svih inverzibilnih elemenata prstena K, onda je (U(K), ) grupa
sadrzana u K*.

Za dva elementa a i b komutativnog prstena R kazemo da su ekvivalentni ili pridruZeni u tom
prstenu, 1 oznaCavamo a ~ b, ako se moZe napisati b=Aa, za neki A€ U(R). Primetimo da je ~
jedna relacija ekvivalencije u prstenu R

(a) a ~azasve a eR, jerje a=1-a, 1eU(R) (refleksivnost ),

(b) Zasvea,b eR,a~b< b ~a,jer je b=Aa < a=A"b (simetri¢nost ), i sli¢no

(c) Zasvea,b,c €R,akoje a~b ib ~c,ondajea~ c (tranzitivnost). Zaista, ako

je b=Aaic=ub, za A, ucU(R), onda je c=pla tj.a~c.

Na primer, m ~ n u skupu celih brojeva Z znac¢ida je m = n ili m = -n jer je skup inverzibilnih

elemenata U(Z) =11, -1t.



O matricama nad komutativnim prstenima

IDEALI PRSTENA

Svaki neprazan podskup U datog prstena (K,+, ) koji zadovoljava uslove

I1) (U,*) je podgrupa grupe (K, +), i

12) aeK, ueU = auclU
nazivamo levim idealom prstena K.
Sli¢no, svaku aditivnu podgrupu (U,+) grupe (K,+) prstena (K, +, *) zatvorenu za desno mnoZenje
tj. u kojoj je

aeK, ueU = uaclU

nazivamo desnim idealom prstena K.
Obostrani ideal, ili naprosto ideal je svaki podskup U u prstenu K koji je istovremeno 1 levi 1
desni ideal u tom prstenu tj. za koji vazi

acK, uelU = au, waclU
Ukoliko je sam prsten K komutativan, tada se njegovi levi, desni i1 obostrani ideali podudaraju.
Nula-ideal prstena je onaj koji je sastavljen samo od aditivno-neutralnog ¢lana, dok je jedini¢ni
ideal onaj koji se podudara sa samim prstenom, naime iz drugog uslova ideala upravo sledi da je
tuileU ako 1 samo ako je U=K.

Primer 3. Za clement a komutativnog prstena R kazemo da je nilpotentan ako je ¢"=0 za bar jedan
neN. Skup Nil(R) svih nilpotentnih elemenata komutativnog prstena R predstavlja jedan ideal
tog prstena koji nazivamo i njegovim nilradikalom.

Nil(R) ={xeR | (@neN) x"=0}
1) Dokazimo najpre da je (NVi/(R),*) podgrupa grupe (R,+).
Neka su elementi x,yeNil(R). Tada postoje prirodni brojevi m i n takvi da je x"=0 i )""=0.

Kk . (+)m+n:mz+n m+n m+n—k' k_o N N
akoje (x+y P& Y. =0, zam+neN,
k=1 0 ;0
sledi da element x+y pripada skupu Nil(R).
Naime, ako je k<n biée m+n-k>m, pa je tada x""* =0, a ako je k>n onda je *=0.
Nula prstena R je takode i nula grupe (Nil(R),+), jer 0"=0 za VneN, otuda je 0eNil(R).
Opozit elementa xeNil(R) je element —x. Zaista, (-x)"= (-1)"x"= (-1)"+0 = 0, pa -xeNil(R).
2) Dokazimo i da za svako aeR, xeNil(R) = ax, xae Nil(R).
Neka je xeNil(R). To znadi da postoji meN takav da je x"=0.
Najpre, vazi da je ax = xa jer je prsten R komutativan.
Kako je (ax)" = a"x" =a™+0= 0, to znadéi da i element ax pripada skupu Nil(R).
Dakle nilradikal prstena R jeste i jedan ideal tog prstena.

Ako su X 1 Y podskupovi nekog ve€eg skupa I, kazemo da je X pravi podskup skupa Y, 1 piSemo
Xc Y, ako 1 samo ako je Xc Y1 X # Y. Isto tako, za ideal U kazemo da je pravi ideal prstena K
ako je Uc K. Dakle, 10t je pravi ideal prstena K, dok sam K to nije.

Za sam prsten K kazemo da je prost ako nije trivijalan 1 ako nema pravih ideala. Jasno je da to
svojstvo imaju npr. svako polje ili telo.
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Primer 4. Neka je K = M,(Z) skup kvadratnih matrica formata 2x2 sa komponentama iz skupa celih
brojeva Z. Kada se operacije nad matricama sa racionalnim komponentama iz M, (QQ) ogranice
na celobrojne komponente, jasno je da (K,+, *) predstavlja jedan nekomutativni prsten.
Takode,

0 0
a) Skup U={ y}

x x,yeZ¢ je pravi desni ideal prstena K.

Zaista, za svake dve matrice 4, BeU 1 njihov zbir A+B pripada skupu U, a za proizvoljnu
matricu 7€k, proizvod AT takode pripada skupu U.

Neka je T = {a

ﬂ, a,b,c,deZ, tada je

0 Olla b 0 0
= eU.
x yllc d xa+yc xb+ yd

) x 0
b) Sli¢no, skup V= { }
y 0

C

x,yeZt je pravi levi ideal prstena K.

I ovde za svake dve matrice 4, BeV vazi da i njihov zbir A+B pripada skupu ¥, kao i da za
proizvoljnu matricu TeK, proizvod TA pripada skupu V.

a

b
Neka je T={ d} a,b,c,deZ, tada

a b x0:ax+by OeV.
c dily O cx+dy 0

x,3,z,¢ su parni celi brojevit je takode pravi ideal u K.

C

¢) Skup W= {x y}
t z

Naime, komponente koje nastaju kao zbir ili proizvod parnih komponenata u matricama
bice takode parni brojevi.

Ako je prsten R komutativan, to svojstvo ima 1 svaki od skupova

aR =1 ap |peR r, gde aeR.
Ovakve skupove zovemo glavnim idealima prstena R. Takode kazemo da je ideal aR generisan
elementom a€R pri Cemu se Cesto koristi oznaka (@) = aR. Posebno je OR = 10t nula-ideal tj.
trivijalni ideal koji je sastavljen samo od aditivnog neutrala, dok je 1R = R jedini¢ni ideal koji se
podudara sa samim prstenom. PoSto je 0 # 1, prsten R uvek sadrzi bar dva ideala, 10t iR.

Neka je, sada, R bilo koji komutativan domen 1 elementi @,beR. Za element a #0 kazemo da deli
element b u prstenu R, 1 piSemo a | b, ako je b = aq za bar jedno, a time 1 ta¢no jedno geR. To
upravo znaci da je tada beaR, pa je zato 1

alb < bR c 4R, gde je aR={ax|xeR?t glavni ideal prstena R.

Ovako definisana relacija deljivosti, |, je ocigledno refleksivna i tranzitivna, ali ne mora biti 1
antisimetri¢na tj. ovde je za svaka dva elementa a,beR
a|b/\b|a<:>b=aq/\a=bp
pa je a = aqp, a kako je R oblast celih, element a#0 je regularan, te je pg = 1, odakle sledi da je
element p inverzibilan, pe U(R). Dakle, elementi a 1 b su pridruzeni, a ~ b, u prstenu R, pa vazi
albablae a~b< aR=hR.
Posebno, svaki element iz R deli 0, a ako 0| yonda je y =0.
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Za komutativan prsten R kazemo da je glavni ili glavnoidealski ako su svi ideali u tom prstenu
glavni, tj. ako je svaki ideal U = xR za neki xe U. Drugim re€ima, prsten R je glavnoidealski ako je
svaki njegov ideal generisan (odreden) jednim uoCenim elementom. Na primer, prsten celih
brojeva (Z, +, *) je glavnoidealski jer su svi njegovi ideali generisani pojedinim celim brojevima,
tj. oblika kZ za neki ceo broj k. Posebno, sam prsten Z je generisan jedinicom.

Glavnoidealski prsten koji je 1 oblast celih ( domen) nazivamo glavnoidealskim domenom.

Pored pomenutog prstena celih brojeva Z, i prsten polinoma F[X]| nad bilo kojim poljem F je

jedan glavnoidealski domen. Razmotrimo ovu tvrdnju u slede¢em primeru

Primer 5. Neka je Uc K bilo koji ideal u prstenu polinoma K=F[X] nad poljem F. Tada je ili

- U=10t =0-K $to je trivijalan slucaj, ili je
- U#10¢ pa postoji neki ne-nula polinom peU. Samim tim, postoji i polinom najmanjeg
stepena be U, b=0. Kako je U jedan ideal, to je bae U za svaki aeK, pa je otuda

bKcU (D
Uocimo sada bilo koji element pe U. Kako je svakako peK =F[X|, moZe se zapisati u obliku
p = bg+r, gde je r polinom manjeg stepena od b, d°r < d°b. Odatle je » = p—bq, parelU, jer
je (U+) podgrupa grupe (K,t). Medutim, to se protivi pretpostavci da je b polinom
najmanjeg stepena u idealu U, pa zato mora biti » = 0. Dakle, p=bq, geK, §to znaci da je

Uc bk 2)
Sada, iz relacija (1) i (2) sledi da je U = bK, drugim rec¢ima proizvoljni ideal U je i glavni
ideal u prstenu K. Dakle, svi ideali u prstenu polinoma F[X] nad bilo kojim poljem F jesu
glavni, pa je prsten F[X] glavnoidealski.

|

Naravno, komutativan prsten R moze biti glavnoidealski i1 ako nije domen. Na primer, domen Z je

glavnoidealski, dok ¢e glavnoidealski prsten Z/nZ biti 1 domen jedino ako je »n prost broj.

Neka je skup U ideal prstena (K,+, ). Koli¢nicki skup

K/U= a+U| aeK?t
koji je pri tom komutativna grupa u odnosu na operaciju (a+U) + (b+U) = (a+b) + U 1 monoid u
odnosu na (a+U)-(b+U) = ab + U, nazivamo Koliéni¢kim prstenom prstena K po idealu U.
Nula ovog prstena je upravo sam ideal U = 0+U, a jedinica 1+U.
Prsten K/U nema pravih delitelja nule ako i samo ako je relacija (a+U)-(b+U) = 0 + U moguca
jedino za a+U =U ili b+U =U, odnosno ako 1 samo ako abeU = acU v beU.
S tim u vezi, za ideal U prstena K kazemo da je prost ako je U= K 1 ako za svako a,beK vazi
abeU = acU v bel.

Primer 6. U prstenu celih brojeva (Z, +, *) skup sadrzalaca broja 3 je jedan ideal. Zaista ovaj prsten je

komutativan, zbir dva sadrzaoca broja 3 je i sam deljiv sa 3, i ako se neki sadrzalac broja 3
pomnozi bilo kojim celim brojem dobiée se ponovo broj deljiv sa 3.

Dakle, ideal 37 =143k |keZt je glavni jer je generisan jednim elementom, 3 €Z, a pored toga

je 1 jedan prost ideal, jer ako je proizvod dva broja deljiv sa 3 tada je bar jedan od tih brojeva
sadrzalac broja 3.

Nasuprot tome, ideal sadrzalaca broja 4 nece biti prost ideal, jer je 4= 2-2 i broj 4 je ¢lan tog
ideala dok broj 2 to nije.
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Ideal U prstena K nazivamo maksimalnim ako je pravi ideal koji nije sadrZan ni u jednom
drugom pravom idealu prstena K.

Posebno, bilo koji komutativan ne-nula prsten R sa jedinicom ima bar jedan maksimalan ideal
(Krullova' teorema). Dokaz ove teoreme se oslanja na Zornovu® lemu ( Ako svaki lanac u
nepraznom i uredenom skupu A ima gornju granicu, onda 1 sam skup 4 ima maksimalni element.)

Primer 7. Razmotrimo dokaz Krullove teroeme:
Oznacimo sa I skup koji se sastoji od svih pravih (dvostranih) ideala u prstenu R, koji je
neprazan posto sadrzi bar trivijalni ideal 10t Ovaj skup je parcijalno ureden relacijom “biti
podskup”, (I, ). Pokazimo da postoji maksimalan element u skupu 3. Sam ideal R ne
razmatramo, jer su maksimalni ideali po definiciji razliciti od R.
Neka je T jedan lanac, tj. potpuno ureden podskup skupa J. Pokazimo da T ima gornju
granicu, odnosno da postoji ideal koji je vec¢i od svih ostalih ¢lanova u T, ali jo§ uvek manji od
samog R, jer ina¢e ne bi mogao biti u skupu 3.
Oznac¢imo sa 2 uniju svih ideala u skupu 7' i pokazimo najpre da je 2 jedan ideal.
Ako su a i b elementi iz [, onda postoje dva ideala Ji1 K €T takva da je aeJ i beK. Posto je
skup T potpuno ureden, mora biti JcK ili KcJ. U prvom slucaju oba elementa a i b
pripadaju idealu K, pa stoga i njihova suma a+b pripada idealu K takode, §to pokazuje da je
atbel .
U drugom slucaju, oba elementa a i b pripadaju idealu J, pa slicno zakljucujemo da a+be2l .
Nadalje, ako je reR, onda element ar pripada idealu J, pa sledi da are2l . I sli¢no, brefl .
Ovim smo pokazali da je unija 2 svih ideala u skupu 7' takode jedan ideal u prstenu R.
Konac¢no, proverimo da li je ideal 2 manji od R. Ako bi 2 bio jednak prstenu R onda bi
morao da sadrzi jedinicu, a s druge strane, ako 12l i ako je r€R proizvoljan element, onda je
r +1=r takode element ideala, pa je taj ideal jednak sa R. Znaci, kada bi ideal 2l bio jednak sa
R onda bi on sadrzao jedinicu, $to znaci da bi tada neki od ideala, ¢lanova skupa 7, sadrzao
jedinicu i zbog toga bi i sam bio jednak prstenu R, ali u tom slucaju on ne bi bio pravi ideal
kako smo na pocetku pretpostavili.
Ovo nam upravo omogucava primenu Zornove leme, na osnovu koje sledi da je maksimalni

element skupa 3, ujedno i maksimalni ideal prstena R.
|

Dakle, u slucaju komutativnog prstena R, element xeR nije inverzibilan ako 1 samo ako je sadrzan
u nekom maksimalnom idealu prstena R. Naime, ako bi maksimalni ideal U sadrzao inverzibilni
element yeR, onda bi sadrzao i proizvod y'y=1, za inverz y’eR, jer je U ideal, a to zna¢i da bi
tada sadrzao 1 jedinicu, odnosno podudarao bi se sa samim prstenom R, $to je u suprotnosti sa
tvrdnjom da je U maksimalan. Obratno, ako element xeR nije inverzibilan, onda on generiSe pravi
ideal xR, jer ne sadrzi jedinicu, pa je tada ideal xR sadrzan u nekom maksimalnom idealu prstena
R. Drugim rec¢ima, maksimalni ideali prstena ne sadrze jedinicu (multiplikativni neutral ) tog
prstena niti njegove inverzibilne elemente.

Svakako, vazan primer ideala proizvoljnog prstena K je njegov Jacobsonov’ radikal J(K).

Oznacimo sa L(K) skup svih pravih levih ideala prstena K. To je neprazan skup, jer je 10 rc L(K).
Mozemo urediti elemente skupa L(K) relacijom poretka ,,biti podskup®, < . Na osnovu Zornove
leme, skup L(K) ima maksimalan element, neka je to levi ideal UeL(K). Dakle, ako je BeL(K)

! Wolfgang Krull (1899 —1971.god.), nemacki matematicar
2 Max August Zorn (1906 — 1993.god.), nemacki matematicar
* Nathan Jacobson ( 1910 - 1999.god.), ameri¢ki matemati¢ar
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levi ideal prstena K i1 UcB, onda je U=B jer je ideal U maksimalan u L(K) s obzirom na relaciju
parcijalnog uredenja . Presek svih maksimalnih levih ideala prstena K nazivamo Jacobsonovim
radikalom prstena K i oznacavamo sa

J(K)= ~{ UeL(K) | U je maksimalan levi ideal?.

Analogno, Jacobsonov radikal prstena bi mogli definisati 1 kao presek svih maksimalnih desnih
ideala u tom prstenu. Ukoliko je prsten R komutativan, onda se skup svih levih ideala prstena R
poklapa sa skupom svih desnih ideala, odnosno sa skupom svih ideala tog prstena, pa je
Jacobsonov radikal J(R) komutativnog prstena R naprosto presek svih njegovih maksimalnih
ideala. Jasno je da je, kao takav, Jacobsonov radikal prstena 1 sam jedan pravi ideal u tom prstenu.

Navedimo sada tvrdenja koja blize odreduju elemente Jacobsonovog radikala prstena.

Tvrdenje 1. Jacobsonov radikal J(K) prstena K je skup svih elemenata reK sa svojstvom da je
element 1- k7 inverzibilan sleva u prstenu K, za svaki ke K.

Dokaz: Neka su reJ(K), keK. Razmotrimo levi ideal K(1- kr).
Ako je K(1- kr) = K, onda 1€K(1- kr), pa je y(1- kr) = 1 za neki yeK, odnosno element
1- kr je inverzibilan sleva.
Ako je K(1- kr) # K, onda je ideal K(1- kr) sadrzan u nekom pravom maksimalnom levom
idealu U. Tada je 1- kreU pa kako je kreJ(K) — U, zaklju¢ujemo da mora biti 1€U,
medutim to bi znacilo da je U=K, a to je kontradikcija.
Neka je sada element 1- &k inverzibilan sleva za svaki keK. Ako r¢J(K), onda postoji pravi
maksimalni levi ideal V takav da reV, pa je otuda Kr +V=K, odnosno kr +j = 1, pa za
element jeV, j =1- kr ispada da nije inverzibilan jer pripada pravom maksimalnom idealu

V, a to je kontradikcija, pa element reJ(K).
[

Odgovaraju¢a racunska predstava kada govorimo o Jacobsonovom radikalu prstena je
kvaziregularnost.

Da bismo uveli pojam kvaziregularnog elementa u prstenu K, defini§imo najpre novu operaciju o

za proizvoljna dva elementa x,y€K na slede¢i nacin
def
Xoy =Xx+y—xy.

Operacija o definiSe preslikavanje o: KxK—K dato sa o: (x,y) =xoy.

Primer 8. PokaZimo da je struktura (K,o,0) jedan asocijativni monoid u odnosu na operaciju o .

Zaista, kako je (K, +, - ) prsten u odnosu na sabiranje i mnozenje, to za bilo koje x,yeK
i element xoy pripada skupu K, jer
Xoy=x+y—xy;
—_——
ek ek
Zasvex,y,zeK vazi xo(yoz) =xo(y+z-yz)=x+y+tz—yz-x(y+tz-yz) =
=xtytz—yz—xy—-xz+txyz=
=xty-xytz-(xty-xyz=
= (x2y) +z— (x))z = (xop)oz,
tj. operacija o je asocijativna.
Neka je 0eK nula u prstenu K. Tada je Oox =0+ x—-0-x=x=x +0—x-0 = x00,
pa sledi da je 0 ujedno i neutral u monoidu (K,°).
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Neka je K dati prsten. Za element xeK kazemo da je kvaziregularan sleva ako je element
yox=0 za neki yeK, tj. ako ima levi inverz u monoidu (K,-,0). Takav element yeK nazivamo
levim Kkvazi-inverzom elementa x u prstenu K. Slicno, za element xeK kazemo da je
kvaziregularan zdesna ako je xoz = 0 za neki zeK, koji nazivamo desnim kvazi-inverzom od x.
Element xeK je kvaziregularan u prstenu K ako je kvaziregularan i sleva 1 zdesna u tom prstenu.

Sa ovim u vezi, za levi ( desni ) ideal U kazemo da kvaziregularan ako je svaki element tog
ideala kvaziregularan sleva ( odnosno, zdesna).

Primer 9. Neka je K proizvoljan prsten. Pokazimo da je element zeK kvaziregularan ako i samo ako je

Lema 1.

zoy = yoz = () za neki yekK.
Po definiciji, element zeK je kvaziregularan u prstenu K ako je kvaziregularan i sleva i zdesna
u tom prstenu. Dakle, zox = 0 za neki xeK, i yoz = 0 za neki yeK.
Posto je operacija o asocijativna, vazi y = yo0 = yo(zox) = (yoz)ox = Qox = x.
Znaci y = x, odnosno zey = 0 = yoz, pa mozemo rec¢i da su kvaziregularni elementi u prstenu
K upravo oni elementi koji su inverzibilni u monoidu (X, - ,0).

]

Neka je K prsten.

1) Element xeK je kvaziregularan sleva (zdesna) ako 1 samo ako je element 1-x

inverzibilan sleva (zdesna) u prstenu K.

2) Element xeK je kvaziregularan ako 1 samo ako je element 1- x inverzibilan u prstenu K.
3) Ako je levi ( ili desni) ideal U prstena K kvaziregularan, onda je svaki element tog

Dokaz:

ideala kvaziregularan.

1) (=) Neka je element xeK kvaziregularan sleva u prstenu K. Tada je yox = 0 za neki yeKk,

2)

3)

ti. y+x—yx=0.Dakle, I+ y+x—xy=1,0dnosno 1 —y—x+xy=1,paje (1-p)(1—-x)=1
$to upravo znaci da je element 1 — x inverzibilan sleva u prstenu K.

(<) Obratno, pretpostavimo da je element 1 — x inverzibilan sleva u prstenu K, tj. da postoji
neko zeK za koje je z(1 —x) = 1. Neka je z= 1 — y, za neki element yeK. Tada je

(1 =»)(1 —x) =1, §to je ekvivalentno sa y + x — yx = 0 tj. yox = 0, pa je stoga element xe K
kvaziregularan sleva.

Sli¢no se dokazuje i da je element xeK kvaziregularan zdesna u prstenu K ako i samo ako je
element 1 — x inverzibilan zdesna u tom prstenu.

Dokaz sledi iz prethodnog dokaza tvrdenja (1) ove leme,

Neka je U kvaziregularni levi ideal u prstenu K i neka je ueU element tog ideala. Tada je
element u kvaziregularan sleva po definiciji, pa vazi you =0 =y + u — yu za neki yeK. Posto
je U levi ideal u prstenu K, iz relacije y + u — yu = 0 sledi da yeU. To sada znaéi da je i
element y kvaziregularan sleva, pa je zey = 0, za neki zeK. Sada mozemo ponovo upotrebiti
asocijativnost i pokazati da je z = u. Zaista, z = zo0 = zo(you) = (zoy)ou = 0ou = u. Dakle,

uoy = you = (), pa svaki element ue U jeste kvaziregularan.

Sli¢no se dokazuje i da je svaki element kvaziregularnog desnog ideala kvaziregularan.
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Primer 10. Neka je K proizvoljan prsten. Pokazimo da je svaki nilpotentni element prstena K
kvaziregularan.
Najpre, podsetimo se, za element xeK kazemo da je nilpotentan u prstenu K ako je x"=0 za
bar jedan neN. Dakle, neka je element xeK nilpotentan. Podimo od faktorizacije
1-X"=(1-x)(1+x+.. +x").
Ako uvedemo smenu 1+ x+ .. +x"' = yeK i uzmemo u obzir da je x"=0, onda je (1- x)-y =1,
$to znaci da je element 1- x inverzibilan u prstenu K. Na osnovu leme 1 (2) to upravo znaci

da je element xeK kvaziregularan u prstenu K.
[

Ve¢ smo napomenuli da je kvaziregularnost pogodan koncept za raunsko odredivanje
Jacobsonovog radikala prstena. Konkretno, svaki element Jakobsnovog radikala prstena je
kvaziregularan, dok s druge strane, ne mora svaki kvaziregularni element u prstenu pripadati
Jacobsnovom radikalu. Vazi slede¢a

Teorema 1. Neka je K prsten.
1) Jacobsonov radikal J(K) prstena K je kvaziregularni levi ideal koji sadrzi svaki
kvaziregularni levi ideal u K.
2) Jacobsonov radikal J(K) prstena K je skup
J(K) = { zeK | Kz je kvaziregularan levi ideal}.

Dokaz: 1) Neka je zeJ(K). Pretpostavimo da element z nije kvaziregularan sleva. Tada, prema lemi 1
sledi da 1- z nije inverzibilan sleva u prstenu K, a to, ekvivalentno, znaci da je skup K(1- z)
pravi levi ideal u prstenu K. Prema Zornovoj lemi, postoji maksimalni levi ideal U prstena K
takav da je K(1- z) < U, pa posto tada 1- zeU i1 zeJ(K) c U jer je J(K) presek svih
maksimalnih levih ideala, to bi znaCilo da i 1€U §to je nemoguce, pa zakljuéujemo da
element z mora biti kvaziregularan sleva, a kako je to proizvoljno izabran element skupa
J(K), sledi da je i sam Jacobsonov radikal J(K) prstena K jedan kvaziregularan levi ideal u K.
Neka je sada B proizvoljan kvaziregularni levi ideal u prstenu K. Pretpostavimo da se on ne
sadrzi u Jacobsonovom radikalu prstena, J(K). Neka je U maksimalni levi ideal prstena K
takav da B nije sadrzano u U. Posto je ideal U maksimalan i U < U+B, bice U+B =K. To
prakti¢no znaci da je z+b =1 za neke ze U 1 beB. Kako je ideal B kvaziregularan levi ideal to
je element beB kvaziregularan, pa je stoga z = 1— b inverzibilan sleva u prstenu K prema
lemi 1. Ako je yz =1 za neki yeK, onda posSto yze U jer je U levi ideal u K, sledida 1eU a to
nije moguce. Zakljuujemo zato da je B < J(K).

2) Najpre, inkluzija sleva na desno sledi direktno iz tvrdenja (1) ove teoreme.
Pretpostavimo sada da je zeK i da je Kz kvaziregularan levi ideal. Tada je na osnovu

tvrdenja (1) ove teoreme Kz < J(K). Posebno, takav element z pripada Jacobsonovom
radikalu J(K).
[

Kao §to smo napomenuli, Jacobsonov radikal J(R) komutativnog prstena R je presek svih njegovih
maksimalnih ideala. Pri tome, iz Zornove leme proisti¢e da element xeR nije inverzibilan ako 1
samo ako je sadrzan u nekom maksimalnom idealu prstena R. Sada na osnovu teoreme 1(2) vazi
da element zeJ(R) ako isamo ako je element yz kvaziregularan sleva za sve yeR tj. ako i samo
ako je 1-yz inverzibilan element u prstenu R, 1-yze U(R), za sve yeR.

Konac¢no, s obzirom na ranija razmatranja, mozemo dati slede¢u karakterizaciju Jacobsonovog
radikala komutativnog prstena.
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Posledica 1: Neka je R komutativan prsten.
1) Jacobsonov radikal J(R) prstena R je presek svih maksimalnih ideala tog prstena
J(R) =n{ U | U je maksimalni ideal u prstenu R }.
2) Jacobsonov radikal J(R) prstena R je skup
J(R)={zeR|1-yz eU(R) za sve yeR}. n

Navesc¢emo jo$§ jedno tvrdenje u vezi sa Jacobsonovim radikalom prstena, ali uvedimo najpre
pojmove dekomopozicije ( razlaganja ) prstena i elementa.

Neka je K prsten. Element eeK nazivamo idempotentnim u prstenu K ako je &’ = e.
Prsten K, koji sadrzi idempotentni element e, mozemo predstaviti kao direktnu sumu potprstena s
obzirom na dati idempotentni element e. Takvo predstavljanje ( razlaganje) prstena poznato je kao
Peirceova’ dekompozicija prstena. Postoje leva, desna i dvostrana Peirceova dekompozicija
prstena, koje su definisane sa

K=Ke+K(1-¢) leva dekompozicija

K=eK+ (1-¢)K desna dekompozicija

K =eKe + eK(1- e) + (1- e)Ke +(1- e)K(1- e) dvostrana

Zaista, ako bi razmotrili, na primer, element koji pripada i1 potprstenu Ke 1 potprstenu K(1- e),
onda bi on bio oblika xeeKe, za xeK, a takode 1 xe =y(1-e)eK(1-e), yeK. Medutim, mnozenjem
jednakosti
xe =y(1-e)
sa desne strane idempotentnim elementom e K dobijamo
xe’ = y(1-e)-e =-0 =0 , dakle xe = 0.

Drugim recima, presek skupova Ke m K(1- e) je trivijalan, odnosno suma jeste direktna.

Ako prsten K nema neutral, onda se po definiciji stavlja da je
K(1-e)={ x - xe | xek},
(1-e)Ke = { xe - exe | xek}, i
(1-e)K(1- e) = { x — ex —xe + exe | xek}.

Skupovi (1- e)K 1 eK(1- e) se definiSu analogno.
S tim u vezi, za svaki element xeK postoje leva, desna i dvostrana Pirsova dekompozicija
elementa s obzirom na idempotentni element eeKk, tj. svaki xeK se moze razloZiti na neki od
sledeca tri na¢ina
x =Xxe + (x — xe) leva dekompozicija,
x =ex + (x—ex) desna dekompozicija, ili
x =exe + ex(I - e)+(1 — e)xe +(1 — e)x(l — e) dvostrana

Svaki od navedenih naCina zapisa elementa xeK se lako proverava mnoZenjem sa desne strane
jednakosti.

Dakle, ako je K prsten sa idempotentnim elementom ecK, e’=e, onda je i eKe takode prsten sa
neutralom e. Dalje, prsten eKe ima svoj Jacobsonov radikal J(eKe) koji je 1 jedan ideal u tom
prstenu. S druge strane, jasno je da je skup eJ(K)e takode ideal u prstenu eKe. Sledeca lema govori
da su ova dva ideala jednaka u prstenu eKe.

* Benjamin Peirce (1809 -1880.god.), ameri¢ki matemati¢ar

13



O matricama nad komutativnim prstenima

Lema 2. Neka je K prsten 1 eeK njegov idempotentni element. Tada za Jacobsonov radikal
prstena eKe vazi J(eKe) = eJ(K)e.

Dokaz: Dokazimo najpre da je eJ(K)e cJ(eKe).
Pretpostavimo da element xeJ(K). Posto je J(K) presek svih maksimalnih levih ( ili, analogno,
desnih) ideala u prstenu K, dakle i sam jedan levi ideal u prstenu K, jasno je da tada i exeJ(K).
Medutim, to znaci da je element ex kvaziregularan sleva u prstenu K, odnosno da je 1- ex
inverzibilan sleva tj. da je
y(1-ex) =1, zaneki yeK
Mnozenjem ove jednakosti sleva i zdesna sa e dobijamo
ey(l-ex)ye=el-e
odnosno, posto je ¢’=e, ey(l-ex)e=e
(eye)(e-exe)=e

a kako je e neutral u prstenu eKe, ova poslednja jednakost znaci da je element e¢ — exe
inverzibilan sleva, a to dalje znaci da je exe kvaziregularan sleva u prstenu eKe. Sli¢no se
pokazuje da je element exe kvaziregularan i zdesna, pa kako je, dakle, proizvoljan element
exeeel(K)e kvaziregularan, zakljuCujemo da je i sam ideal eJ(K)e kvaziregularan. Prema
teoremi 1(1) Jacobsonov radikal J(eKe) prstena eKe sadrzi sve kvaziregularne ideale tog prstena,
pa je zato eJ(K)e < J(eKe).
Dokazimo sada i da je J(eKe)  eJ(K)e.
Neka je zeJ(eKe) 1 neka je aeK proizvoljni element. Element ¢ mozemo predstaviti razlozenog
po dvostranoj Peirceovoj dekompoziciji na sledeé¢i nacin

a =-eae tea(l-e) + (1- e)ae + (1- e)a(l- e).
Sada je za = zeae + zea(l- e) + z(1- e)ae + z(1- e)a(l- e)
ali kako je z(1- ) = 0 jer zeeKe
imamo da je za = zeae + zea(1l- e).
Kako je zeJ(eKe), a Jacobsonov radikal J(eKe) je jedan ideal u prstenu eKe, onda je i
zeae €J(eKe). To znaci da je element zeae kvaziregularan u prstenu eKe, odnosno da postoji
element z’ceKe koji je kvazi-inverz elementa zeae. Dakle,
zeaeoz’ = z’ozeae = 0, u prstenu eKe.
Posto je eKe < K, onda prethodna relacija vazi i u prstenu K, tj. element zeae je kvaziregularan i
u prstenu K. Dakle, po definiciji operacije o vazi

zacz’ = [zeae — zea(1- e)]oz’ = zeae + zea(l- e) +z’— (zeae + zea(l- e))z’ =
= zeaeoz’ + zea(1- e) —zea(1- e)z’ = zea(l- e)
jer je, kao §to smo videli, zeaeoz’ = 0 1 zea(l- e)z’ =0 jer z’ceKe.
Dakle,
zaez’ = zea(1- e) *)
Element zea(1- e) je, medutim, nilpotentan stepena n < 2 jer je zeeKe, pa na osnovu jednakosti
(*) element zacz’ kvaziregularan. Kako je rezultat operacije o nad dva kvaziregularna zdesna
elementa takode element kvaziregularan zdesna, to je
za = zao0 = zao(z ozeae) = (za-z’)o(zeae)

pa je i element za kvaziregularan zdesna. Dakle, upravo smo pokazali da je za proizvoljan
zeJ(eKe) 1 element za kvaziregularan zdesna u prstenu K, za bilo koje aek, pa je J(eKe)
kvaziregularan ideal u K. Na osnovu teoreme 1 (1) vazi da je J(eKe) <J(K).
Sada je eKenU = eUe za bilo koji ideal U prstena K. Zbog toga je
J(eKe) < eKe NJ(K) = eJ(K)e, odnosno J(eKe)  eJ(K)e, pa je zato J(eKe) = eJ(K)e.
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MODULI NAD KOMUTATIVNIM PRSTENIMA

Modul (M, +, *) nad komutativnim prstenom R je algebarska struktura sa jednom binarnom
operacijom (u, v) = u+v u skupu M, i jednom spoljnom operacijom (o, u) - o-u, aeR, ueM
koje zadovoljavaju uslove:

MI1) (M, +) je komutativna grupa,

M2) oa(utv)=o-u+ o,

M3) (atB)u=au+ P,

M4) - o(Bu) = (ap)-u,

MS5) lu=u.
Operacije modula M nad prstenom R obi¢no obelezavamo sa + 1 * 1 nazivamo sabiranjem 1
mnozenjem skalarima, a elemente samog prstena R skalarima u tom modulu M.

Neka je M jedan R-modul, i neka je ['= img| oAt podskup u M.
Uvedimo sada osnovne pojmove koji se odnose na bazu R-modula:

- Skup I" je gemeratrisa R-modula M ako svaki element meM moZemo predstaviti kao
kona¢nu linearnu kombinaciju elemenata iz /. Elemente generatrise I nazivamo
generatorima modula M. Dakle, I je generatrisa modula M ako se svaki element me M moze
predstaviti kao kombinacija m = x;meyq) + Xomep) + ...+ Xumep,) konaCno mnogo elemenata
Me(1), Meg2), ..., Mamy€l” 1skalara x; x,..., x,€R . Pri tom, to Sto je skup I generatrisa modula
M ne mora da znaci da postoji samo jedan nacin da se element meM izrazi kao linearna
kombinacija generatora iz generatrise /.

- Za konacan podskup %maﬂ), Ma), .., ma(,,ﬁ razli¢itih elemenata skupa " kaZzemo da je
linearno nezavisan nad prstenom R ako je relacija ximgu) + Xomep) + ... Xufigm = 0 za
proizvoljne skalare x;e R moguca jedino kada je x; =x,=... =x,=0.

- Sam skup I je linearno nezavisan nad prstenom R ako je svaki konacan podskup razli¢itih
elemenata skupa I linearno nezavisan nad R.

- Skup I je baza R-modula M ako je generatrisa tog modula i ako je linearno nezavisan nad
prstenom R. U tom slucaju se svaki ne-nula element meM mozZe na jedinstven nacin
predstaviti kao linearna kombinacija elemenata iz I. Drugim refima, postoje jednoznacno
odredeni indeksi «), ap), ..., ameA 1 jedinstveni ne-nula skalari x; x;..., x,€R takvi da se
svaki element meM moze izraziti kao m = xmeym) + Xomep) + ...+ XuMgm) . Naravno, i

element m=0 se moZe zapisati kao m=0-m,, za bilo koji a€A.

- Modul M je slobodan R-modul ako ima bar jednu bazu, tj. bar jednu linearno nezavisnu
generatrisu. Dakle, 1 nula-modul 10t je jedan slobodan R-modul sa praznim skupom & kao
bazom. Naravno, postoje i moduli koji nisu slobodni. Takav je, na primer, svaki od modula Z
nad prstenom celih brojeva Z. Naime, u njemu je ku=0 za svako u€Z, pa on nema pravih
linearno nezavisnih podskupova.
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- Za R-modul M kazemo da je konac¢nog tipa ili kona¢no generisan ako ima konac¢nu
generatrisu [ = {my, ma, ..., myt. To Jo$ ne mora znaciti da je generatrisa I 1 baza.

- Broj elemenata baze nazivamo i1 dimenzijom ili rangom uocenog slobodnog modula M. Pri
tom, ako slobodan R-modul ima bar jednu konaCnu generatrisu, onda su sve njegove
generatrise konacne i imaju isti broj elemenata. Dokaz ove tvrdnje, kao 1 nastavak razmatranja
o rangu modula navode se u poslednjem poglavlju ovog teksta.

Primer 11. a) Za svaki komutativan prsten R i svaki prirodan broj n, skup svih uredenih n-torki
R'=3(x;, X200, %) | X1 X5..., X,€R P
je jedan R-modul u odnosu na sabiranje i mnozenje skalarom
( a a ..., an) + ( b[) bg, ceey bn) = (611+b1, a2+b2, ceey a,,+bn) 5
o(a; a;..., a,) = (aa;, oa;..., oa,).
Ovaj modul nazivamo koordinatnim R-modulom. Njegova nula je n-torka (0, 0,....,0),
gde je 0=0z. Modul R" je slobodan i kona¢no generisan R-modul svojom kanonskom
bazom £=1 &, &,..., &1 koju ¢ine n-torke &= (1,0,...,0), &= (0,1,...,0), ..., &= (0,0,...,1).
Stoga je jasno da je rang ovog modula 7(R") = n.
Posebno, za n = 1, sam prsten R je modul nad samim sobom, pri ¢emu se jednorka (x;)
poistovecuje sa elementom x; prstena, tj. R'=R.

b) Svaki komutativan prsten R je modul nad bilo kojim njegovim potprstenom L, u kome u+v

1 oru imaju ista znacCenja kao 1 u samom prstenu R. Tu posebno moze biti i R=L, pa je
sam prsten R 1 jedan R-modul sa skupom {1} kao bazom, kao §to smo ve¢ napomenuli.

Neka je M modul nad komutativnim prstenom R.

Skup Ann(m) = {xeR | xm=0t naziva se anulatorom uocenog elementa meM. Sli¢no, skup
Ann(M) = {xeR | xm=0 za sve meM? naziva se anulatorom modula M. Oba pomenuta skupa, 1
Ann(m) 1 Ann(M), su ideali prstena R, pri cemu je Ann(M) = m%Ann(m) | meMt. Naravno, ako je
M jedan slobodan ne-nula R-modul onda je Ann(M) =30¢.

Primer 12. Neka je meM fiksiran element R-modula M. DokaZimo da je anulator Ann(m)=3 xeR | xm=0+t
tog elementa i jedan (dvostrani) ideal u prstenu R.
Neka su a,be Ann(m) proizvoljni elementi. To znaci da je am=0 1 bm=0. Kako su a,beR,
meM, to prema uslovu M3) modula vazi

(atbym=am+bm=0+0=0, pajeiatbeAdnn(m).
Nula prstena R takode pripada anulatoru, naime Og'm = Oy, pa je 0€A4nn(m), kao i opozit
elementa aeAnn(m), jer (-a)-m = (-1)-am = -1-0 = 0, dakle -a€Ann(m). Ovim smo pokazali da
(Ann(m),+) jeste jedna podgrupa grupe (R,+).
Neka je sada reR, ac Ann(m). Tada prema uslovu M4) vazi
(ar)m =(ra) -m =r-(am)=r-0=0, paielementi ar,racAnn(m).

Naravno, ar = ra jer je prsten R komutativan. Dakle, Ann(m) = {xeR | xm=0t jeste jedan
dvostrani ideal prstena R.

Za element xeR kazemo da je delitelj nule u R-modulu M ako postoji ne-nula element meM
takav da vazi xm=0. Ako oznac¢imo skup delitelja nule modula M sa Z(M) jasno je da tada vazi
Z(M) = 3 Ann(m) | meM\30¢ .
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O matricama nad komutativnim prstenima

Sistem elemenata R-modula M moze biti linearno zavisan 1 u slu¢aju kada ni jedan od njih nije
linearna kombinacija preostalih. Stavise, u modulu ne mora da vazi da je au =0 < a=0 v u=0.

S tim u vezi, za element ueM kaZemo da je torzioni ako je au = 0 za bar jedno a #0 iz prstena R.
U suprotnom, taj element je torziono slobodan. Za sam modul M kaZemo da je torzioni ako su to i
svi njegovi elementi.

Za modul N nad prstenom skalara K kazemo da je podmodul datog R-modula M ako su njegove
operacije podoperacije odgovaraju¢ih operacija samog tog modula M. To posebno znaci da je
NcM 1 da ovi moduli imaju isti prsten skalara K=R, kao 1 da za svako m,neM vazi

1) mneN = m+n €N,

2) oeR, meN = a'm eN.

Privedimo ovu oblast kraju uvodenjem osnovnih pojmova koji se ti€u homomorfizama R-modula.

Neka su M 1 N dva modula nad nad komutativnim prstenom R.

- Za preslikavanje f: M — N kazemo da je jedan homomorfizam modula M u modul N nad
istim prstenom skalara R, ako je saglasno sa parovima njihovih odgovaraju¢ih operacija, tj. ako
za svako mneM 1 a.eR vazi

H1) f(m +n)=fim)+fn),
H2) f(oem)=af(m).

Skup svih homomorfizama R-modula M u N oznaCavac¢emo sa Hom (M, N).

- Bijektivne (1-1 1 NA) homomorfizme nazivamo izomorfizmima. S tim u vezi, za neki R-modul
M ¢emo reci da je izomorfan R-modulu N, 1 pisati M =N, ako postoji bar jedan izomorfizam
f: M — N. Ovako definisana relacija = je i jedna ekvivalencija u klasi svih modula nad istim
prstenom R.

- Ako je feHom (M, N) onda skup Ker( ) ={meM | f{m) = 0} nazivamo jezgrom
homomortfizma f.

- Slika homomorfizma feHom (M, N) je skup Im(f) = {neN | n = f(m), za neki me M}.

Jezgro Ker( f) svakog homomorfizma jfeHom (M, N) je i jedan R-podmodul modula M.

Naravno, fje injektivno (1-1) preslikavanje ako i samo ako je Ker( /) = {0}.
Sli¢no, slika Im( /) svakog homomorfizma feHom (M, N) je uvek R-podmodul modula N.

Preslikavanje f je surjektivno (NA) ako isamo ako je Im( f)=N.

17



O matricama nad komutativnim prstenima

§2 MATRICE NAD KOMUTATIVNIM PRSTENIMA

Neka je M,«n(R) skup svih matrica formata mxn sa komponentama iz komutativnog prstena R.
Skup M,«n(R) je 1 jedan R-modul u odnosu na operacije sabiranja matrica 1 mnozenja matrica
skalarima. Naime, ako su matrice 4, BeM,x,(R) 1 aeR onda su 1 matrice 4+B 1 ad takode
formata mxn 1 odredene su sa

[a+B], (4] +), 0[] =l

gde [A]l.j predstavlja (i,j)-tu komponentu matrice 4, tj komponentu u i-toj vrsti i j-toj koloni

matrice A. Nula u ovom modulu je upravo nula-matrica O ¢ije su sva komponente nula.

Oznacimo sa Ej; matricu 1z M,,.,(R) Cije su sve komponente 0, osim $to je (i,j)-ta komponenta
jednaka 1 za svako i=1, 2, ... mi j=1,2, .., n
1,ako (p,q)=(i,j )
[Eij} = P9/ (. ‘]_), za indekse p= 1,....,m, g= 1,...,n
pq 0,ako (p,q) # (i, j)

Ovakvu matricu E; nazivamo (i,j)-tom moni¢nom matricom formata mxn. Familija ovakvih
matrica I ={ Eij| 1<i<m, I<j<n} je 1 linearno nezavisna generatrisa tj. baza R-modula M,,,(R).
Drugim recima, svaka matrica A € M,,«,(R) se moZe zapisati kao

A=3 3[4 E;.

i=1 j=1
Zbog toga je skup M,«,(R) jedan kona¢no generisan slobodan modul ranga mn.

U narednim razmatranjima koristicemo sve pojmove i teoreme koji vaze u klasi¢noj linearnoj
algebri 1 teoriji matrica nad poljem F, a koji nastavljaju da vaze i ukoliko se polje F' zameni
komutativnim prstenom R. Naravno, s tim razlogom neemo govoriti o vektorskom prostoru, ve¢
o modulu M,.,(R) nad komutativnim prstenom R. Ipak, pored mnogih tvrdenja koja ostaju na
snazi, postoje 1 izvesne razlike, na koje vredi obratiti paznju. U osnovi tih razlika je ¢injenica da
prsten moze imati i ne-nula elemenata koji nemaju inverz, kao i pravih delitelja nule.

Primer 13: Skup M, (R) svih kvadratnih matrica reda 2 nad komutativnim prstenom R je, kao §to smo veé
rekli, jedan R-modul u odnosu na operacije sabiranja matrica (4, B) > A + B 1 mnoZenja
matrica skalarom (o, 4) = o-A.
Ako je R = Zs prsten ostataka po modulu 6 i ako je, na primer, matrica

30
A=3E=
o

waenfy S

u prstenu Z, iako je 12 # 0 u prstenu Zg i A # 0 u samom modulu M, (R).

tada je 2:4 =0, jer je
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Podsetimo se, za pocetak, nekih osnovnih teorema koje se ticu blok-mnozenja matrica, a koje
ostaju da vaZe 1u slu¢aju modula M,«,(R).

Neka je matrica A eM,,n(R).

Matricu 4 formata mxn mozemo na proizvoljne nacine podeliti na podmatrice. Tako se, na primer,
1 sami elementi matrice se mogu smatrati za podmatrice formata /x/, zatim vrste za podmatrice
formata /xn ( ili duZine n), a kolone za podmatrice formata mx/. Uopste, za neku matricu B = [b,s]
domena /xJ kaZzemo da je podmatrica matrice 4 = [a,,] domena PxQ ako je IcP, JcQ 1a, = by,
za svako rel, seJ. Takode, matrice Cesto odredujemo 1 tako S$to, u odgovarajuim tabli¢nim
zapisima, razdvojimo vertikalnim, odnosno horizontalnim linijama neke od njihovih kolona,
odnosno vrsta. Na taj nacin dobijamo tzv. blok-podelu ( particiju ) date matrice 4. Naravno,
razliite particije su samo razliCiti naini zapisa matrice A koji nam mogu olaksati neka
izraCunavanja nad matricama.

Kao $to smo rekli, za fiksirano i < m restrikcija matrice 4 na podskupu {(i, 1), (i, 2), ..., (i, n)}
skupa mxn je jedna vrsta-matrica duzine n
A =lay ap .. a].

Ovako definisanu matricu 4;_,€ M«,(R) nazivamo i-tom vrstom ili i-vrstom matrice 4.

Sli¢no se definiSe i njena j-ta kolona Ay ;e M, (R), kao restrikcija matrice 4 na skupu

L), (2 ) s (m, )}

a]j
asy;
_ ]
Ayi=] .

a

mj |

Samu tu kolonu obi¢no poistovecujemo sa m-torkom njenih komponenata A4y;=(a;;, ayj, ..., am)).
Uvedimo oznaku R" = M,,«;(R). Kao $to smo videli u primeru 11.a), R" je jedan slobodan
R-modul koji ¢ine sve kolona-matrice formata m.
Za skup M., (R) svih vrsta-matrica formata » neCemo uvoditi neku posebnu oznaku.
Dakle, ako matrica A € M,«,(R), onda su njene kolona-podmatrice 44;€ R" ,za j =1, 2, .., n,
a vrsta-podmatrice 4, ,eMy(R), za i =1, 2, ..., m.
S tim u vezi, 1 samu matricu 4 mozemo shvatiti kao sistem njenih vrsta
AI—)
Ay

== (A]_),Az_),.,A

)

A

m—>

Ovakvu podelu matrice 4 nazivamo njenom particijom po vrstama.
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Na isti na¢in moZemo odrediti 1 particiju matrice 4 po kolonama
A=[Ay] Ay| o |4y, ]= (Aw’ Apy; ij :
Ako je AeMyn(R) 1 BeEM,»»(R) , onda je proizvod matrica 4 1 B matrica ABeM,,.,(R) definisana
sa
[AB];; = ZZZI [A]u[ Bl zasve i=1, 2, .., mi j=1,2, ..., p.

Takode, ukoliko su A=[A4,x] 1 B=[Bis] blok-podele datih matrica 4 1 B, odredivanje proizvoda
matrica 4 1 B moZe se izvesti 1 kao odredivanje proizvoda i1 zbirova njihovih odgovarajucih
blokova, naravno uz uslov da su particije matrica 4 1 B takve da su blokovi odgovarajucih formata
tj. da su operacije koje zelimo da izvrSimo definisane.

Teorema 2: Neka su A€M, (R) 1 BeM,,(R) matrice nad komutativnim prstenom R i neka su

App | Ap Ay B;; | Bj; By,

Ay | Az Ay B B B
e : , B :21 22 2
| A | A2 A | By | By By

blok-podele tih matrica takve da je svako 4;; podmatrica formata m;xn; 1 B; podmatrica
formata nxp; , gde je m;+ my+...+ m;=m, n;+ n+..+m=n i p;+ p,+..+ p=p. Za svako
i=1,2, ..,rij=1 2 ..t proizvod AB je takode jedna blok-podela matrice AB, pri ¢emu je
svaki blok C; suma proizvoda odgovaraju¢ih blokova 4,, i B;; matrica 4 i B,

Cl'j :ZE:I Aiquj.

CII C12 Clt
¢ =| 2 ) o
Cr] CrZ Crt

Navedimo nekoliko specijalnih slu¢ajeva u kojima je primena teoreme 2 posebno prakticna.

Primer 14. Akoje AeM,.,(R)i&=(x} X, ..., x,)'eR" jedna kolona-matrica, tj. €M, (R), onda vazi
A =x1A) 1402+ ... T x,A00.

Zaista,
aj; ap ccoap, || M apXptapx;+-t+ap,x,
yp Az o ag || %2 ypX;+azx;+---+tayx,
A =] ; . Jl = . =

Apy A2 A Xn AppXp+ QpoXy -+ ay, X,
ajp ap A
ajp az; on

=X, +Xx;| U [+t

Ay A2 Ay

Za proizvoljnu matricu 4e€M,,.,(R) oznatimo sa CS(4) = { 4| £EeR"} podmodul modula R”
generisan kolonama matrice 4. Ovako definisan R-modul CS(4) nazivamo prostorom kolona
matrice A.
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Primer 15. Neka su date matrice 4 €M,x,(R) 1 BeEM,,(R). Ako matricu B shvatimo kao sistem njenih

kolona tj. kao njen blok-zapis B = [By,| By, | ... B,,] formata /xp , onda je
AB = (4By| ABy,| ...| 4By,).
Primenimo teoremu 1:

ap Ay - 4y, b[] b[z blp
ajyg ayy -+ 4y b b22 b2
AB= . . _n 21 P =
am1 am2 ces amn bnl an b}’lp
a11b11+a12b21+...+a1nbn1 a11b12+a]2b22+...+alnbn2 a]]b]p+a12b2p+...+a]nbnp
a21b11+a22b21+...+a2nbn1 a2]b]2+a22b22+...+aznbn2 021b1p+a22b2p+...+aznbnp
amlb” +am2b21 +...+amnbn1 amlblz + am2b22 +...+amnbn2 amlblp + am2b2p +... +amnbnp
a; a;, - ap, b” a; ap oap, b12 ap; a;, -oap, b]p_
|| 921 G o Apy by ay ap oA || bn||..||ey axn - ay b,
LL9m1 @m2 " A bnl Ani  Am2 Ann me Ani Am2 An bmp_
=| 4By,| 4By,| .. |4B
L 1 2 ip

Mozemo primetiti da je svaka kolona matrice AB ustvari jedna linearna kombinacija kolona
matrice A sa skalarima iz odgovarajuce kolone matrice B.
Kona¢no, mozemo zakljuciti da je CS(4B) < CS(4) .

Takode, ukoliko matricu 4 podelimo u vrste, ponovo ¢e vaziti odgovarajuca tvrdenja:

Primer 16. Ako je AeM,.,(R) i8=(x}, X, ..., X )EMn(R), jedna vrsta-matrica, onda vazi

A =xA15+ x40+ ... F XAy .

ajp ap o apy
6A=[x1 X, e xm] a:21 a:22 a?n _

An1  Am2 Dinn
z[xla”+x2a21+---+xmam1 | xjapy+xpap 4+ Xy || x,a,n+x2a2n+---+xmamn]:
:[xlall ‘ X142 ‘ ‘ xlaln]+[x21a21 ‘ Xodz2 ‘ ‘ xzazn]+"‘+[xmam1 ‘ X2 ‘ ‘ xmamn]:

=x 4, A, A Ax, A,

Za proizvoljnu matricu 4€M,,(R) oznati¢emo sa RS(4) = { 84 | 8eR"} podmodul modula
M;.m(R) generisan vrstama matrice 4, koji nazivamo prostorom vrsta matrice 4.
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Primer 17. Neka su 4eM,,(R) i BEM,,.,(R). Ako matricu 4 zapisemo u blok-podeli po njenim vrstama

A=[A415 ;42 ...

; A,,-] onda vazi

AB=[A4,5B ;A4;,B ;... ; AynsB]
ajp A o ap || by by b]p
4B = a.ZI a?z a?i’l b21 b22 bzp _
App Az = Gy || by b,y o by,

a;iby;+apby +.+apb,,;

ayiby, +ag by, +.+ag,b,,

a”blp +a,2b2p +...+a,nbnp

ayby+asby +...+ayb,,

ayibyy +aybyy+.+ayb,,

a21b1p +a22b2p +...+a2nbnp

Ay by +a, b+ .. +a

mnbnl

Apbpy + a0, + . +a,,b,,

by by by |
las; s, a, & bfz bfp
bup by byp |
by by o by
[a21 as; ) b?] b?z b?p :ﬁ;
_ P . 2
- by by o by || :
A4, B
by bis by,
fows e - an] |
by bz b ||

Ay 1bpy + by, + .+ ay, by,

=(4,,B;4, ,B;..; A4, _,B)

Dakle, svaka vrsta matrice 4B predstavlja 1 jednu linearnu kombinaciju vrsta matrice B sa
skalarima iz odgovarajuce vrste matrice 4. Takode je RS(4B) < RS(B) za matrice 4 eM,,x,(R) 1

BeM,,,(R).
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Razmotrimo sada osobine mnozenja moni¢nih matrica
[E] _ 1, ako (p.q) =(i,])
Y dpq 0, ako (p,q) # (i, )

Odranije smo uveli oznaku I"={ Elj| 1<1i, j <n } za skup svih moni¢nih matrica reda n, koji je
ujedno 1 baza R-modula M,(R).

, zaindekse p, g =1,...,n

Primer 18. Proizvod dve moni¢ne matrice je moni¢na matrica

E;, ako j=k
EEkl { il J

zasve i, j, k1=1..,n
0, ako j#k

Primer 19.  Ako je matrica A=[a;]€M,(R), onda za sve p,q = I, ... ,n vazi

0 0 0 0 0]
djp Qv dppeet 4y 0
(121 (122 cee azp... a2n . . : n n n
AEP‘IZ : : : : o 0 IP‘I"'O :ZLZa EUqu Z lqu_
. . . . . . i=1 =] i=1
Gt n2 =0 G G |l o0 0() .0
0 0 a, O 0
0 0 a,, O 0
= '2P ' 2[0 0 Ai 0“0}
: : p
0 0 a, O 0 |
§ Ovde 4y, predstavlja g-tu kolonu
S matrice AE;;, koja je ustvari
i jednaka p-toj koloni matrice 4.
Primer 20. Za matricu A=[a;]eM,(R)isve p,gq =1, ... ,nvazii
_ la;; a;, - a;,]
00 0 - 0 ..ol %2~ In
S . || 921 422+ dpg
T ’ ’ ' n n n( n
E,A={0 0 0 - 1,0 a4 d e a =Epq ZZ Z[Zay rq J
Do . : ql g2 qn i=1 j=1 j=1\li=l
0 0 0 -0f :
- 91 Gp2 o Ay |
[0 0 0] |0
0 0 0 0
i LV
- z agky=|aq 4 Agn | =| 4 - p-tavrsta
= 0 0 0 0
: : . Ovde Aqﬂ predstavlja p-tu vrstu
0 0 . 0 0_ martrice quA koja je, ujedno,

jednaka g-toj vrsti matrice 4.
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Primer 21. Ako je A=[a;]eM,(R), onda za sve ks,p,q =1, ... ,n vazi E,AE, = ay,E, .

Zaista,
300 0 (.”_0“'0“1,)0'0_
n o : o 0 ay 0 0
EAEp = Ep Y apEig=|i 1 0 - 10 | o =
i=1 . . . . . . .
0 : :
0 --- 0
10 0 -+ 0---0 ...()J_O 0 np i
00 0 - 0 0]
) :
:zaipEksEiq: T | B Ay, -0 |-k ~1ta vrstazaspEkq
i=1 . .
i 0--0 -0
3
3
£
‘i Dakle, ExAE,, je kvadratna matrica reda 7 koja ima

samo (k,q)-tu komponentu jednaku ag,, dok su joj
ostale komponente nula.

Za matricu A=[a;j]e M,n(R) kazemo da je dijagonalna ako je a; = 0 za svako i#j. Dijagonalna
matrica ne mora da bude kvadratna, naime razlikova¢emo sledece slucaje

1) ako je m < n, dijagonalna matrica ce 2) odnosno, ako je m =>n, onda je
biti oblika
d 0 .. 00-0 (d;, 0 .. 0]
) 0 d, ... 00---0 0 d, .. 0
Diag(d,,---,d,) = : : S . .
0 0 .. d.0---0 Diag(d i) 0 0 .. d,
1a y,dy) =
s 0 0 ..
0
10 0 . 0 |
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DETERMINANTE

Neka je A= [a;]e M,(R) proizvoljna kvadratna matrica reda » nad komutativnim prstenom R.
a;; ... q
A=| :

anl a,m

Preslikavanje det: M, (R) — R kojim se matrici 4 pridruzuje skalar detd R definisan sa

detA = z SgnG alclazcz. ....ancn
GeS,

naziva se determinanta matrice 4. U zapisu determinante ¢esto koristimo i oznaku

ap;r ... aln
A =detd =
anl a,m
Skup S, ozne€ava skup svih permutacija skupa {1, 2, ... , n}, dok je sgnc = 1 ili sgnc = -1 znak

permutacije 6. U opStem slucaju, navedena suma ide preko svih n/ permutacija skupa S, tj. ima n/
sabiraka.

Neka je AeM,xn(R) 1neka je I< k < min{m, n}. Minor reda k matrice 4 je determinanta njene
kvadratne podmatrice formata kxk. Ako podmatricu formata kxk formiramo izborom £ vrsta

(i, ..., ix) 1k kolona (j,, ..., jr ) matrice A4, onda nam oznaka za minor A( is, ..., ik, ji, ... , Jk)
precizno ukazuje pomocu kojih vrsta i1 kolona smo formirali podmatricu ¢iju determinantu
odredujemo. Naravno, ovde je /< ;< ..< i< m, I<j;<..<jr < n, §to govori da data matrica A4
moze imati minore reda /x/, 2x2,... , rxr, gde je r = min{m, n}. Uz to, pod minorom reda k=0
podrazumevamo samu jedinicu prstena R.

Primer 22. Neka je data matrica AeM;.(7Z) ,
1 2 3 -4
A= .
1 0 5 -1
) ) 2 -4
Tada je A(1;2) = 2, a A(2;4) =-1, dok je, na primer, A(1,2;2,4) =det 0 =-2.

Neka je sada AeM,(R) kvadratna matrica.

Minor (n-1)-og reda dobijen izostavljanjem i-te vrste 1 j-te kolone matrice 4 obelezavacemo sa
MiA),gdesuij=1,..,n.

Za fiksirano (i, j) skalar 4;; = (-1)i+j M;; nazivamo (i,j)-tim kofaktorom matrice 4, ili kofaktorom
njene (ij)-te komponente. Dakle, 4, = (-I)Hj ACL, oy iy yny I, oy j, oyn),gdesuiij
izostavljena vrsta, odnosno kolona matrice 4. Jasno je da se kofaktor 4; 1 minor M;; matrice 4
mogu razlikovati samo u znaku.

Adjungovana matrica ( adjunkt ) uoCene matrice 4, u oznaci adj4, je transponovana matrica

matrice kofaktora 4;; matrice 4. Dakle, [adj4];; = 4;; , odnosno
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U opstem slucaju vrednost determinante izraunavamo metodom razvijanja determinante po

elementima bilo koje vrste ili kolone. Ovaj razvoj determinante nazivamo Laplaceovim® razvojem.

Sustina metode sastoji se u tome da se izraCunavanje vrednosti determinante n-tog reda svodi na
izracunavanje vrednosti n determinanata (n-/)-og reda, determinante (n-/)-og reda opet svodimo
na izracunavanje determinanti (n-2)-og reda, i postupak ponavljamo sve dok ne dodemo do
determinanti drugog reda.

Pre nego §to navedemo teoremu, uvedimo i pojam Kroneckerove® delta funkcije

I,i=j
51]‘ = { 0. i% ]
, 1# ]
Teorema 3. ( Laplaceov razvoj determinante )
Ako je 4 = [aj]leM,(R) , vazi
(1) z . a;jAy; = 6y detd, zasve i k=1, .., n

(2) 21:1 alelk = 5jkdetA , Za SVE j, k:], ., n

Drugim rec¢ima, determinanta je jednaka zbiru proizvoda elemenata ma koje vrste ( odnosno
kolone) 1 odgovaraju¢ih kofaktora tj. vazi

detd = a;;4;; + aj Ay +++-+a;, 4, Zk \QixAig »za i =1, 2, ..., n(razvoj po elementima i-te vrste )
1, sli¢no

detd = aleIj +a2jA2J +- +anJAnJ ZE=1 aijkj ,za j=1,2, ..., n(razvoj po elementima j-te kolone )
I ukratko, kao posledicu Laplaceove formule za razvoj determinante, mozemo zapisati da je

A-adj4 = adj4-A = det4-E, (*)

gde je E, jedini¢na matrica reda n. Zaista, za A e M,(R), imamo

a11 a12 e a1n A11 A21 e An] detA 0 0
a a a A A A 1 0 detd .. 0

A-adid=| 0 TP S =l Yayay = L . |=detd-E
a,; a,, - a,, | A4, A, A4, 0 0 ... detd

jer je i 4 {detA’ k=
Ay = -
| I 0, k#i

Naime, z aj;A; je determinanta matrice koja nastaje iz matrice 4 zamenom A-te vrste njenom
j=1
i-tom vrstom, pa u slu€aju k= i ta matrica bi imala dve jednake vrste 1 njena determinanta je 0.

> Pierre —Simon Marquis de Laplace ( 1749 -1827.god.), francuski matemati&ar i astronom
% Leopold Kronecker ( 1823 -1891.god.), nemacki matemati¢ar
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Posebno, ako skalar A=det4 u relaciji (*) ima inverz u prstenu R, onda mnoZenjem relacije sa A™
odmah sledi da je 1 sama matrica 4 inverzibilna u prstenu M,(R), kao 1 da vazi
At L adj4
det4
Posledica 2: Matrica 4 je inverzibilna u prstenu M,(R) ako 1 samo ako njena determinanta ima
inverz u prstenu R.

Dokaz: (=) Pretpostavimo da je matrica A inverzibilna u prstenu M,(R), AcU(M,(R)). Tada postoji

matrica BeM,(R), takva da je AB = BA = E. Sada je

1 = detE = det4dB = detA-detB
a to upravo znaci da je det4 inverzibilan skalar u prstenu R, det4€ U(R).
(<) Obratno, ako je detd € U(R), onda iz relacije (*), deljenjem sa inverzom (detA)™ sledi
A-[(detd)'adjd] = [(detd) 'adjd]'A =E
pa je zato matrica 4 inverzibilna u prstenu M,(R), a njen inverz je upravo
A= (detd)'adjA.
|

U dokazu smo koristili multiplikativno svojstvo determinante, da je detdB = detA-detB S$to je
posledica ¢injenice da je determinanta viSelinearno preslikavanje u odnosu na svoje vrste,
odnosno kolone.

Konac¢no, vazno je da primetimo da za razliku od matrica koje su definisane nad poljem F, kada je
matrica A inverzibilna ako i1 samo ako je njena determinanta razli¢ita od nule u tom polju, det4=0,
kod matrica definisanih nad komutativnim prstenom vise ne mozemo zakljucivati na taj nacin. Jer,

nula je jedini element polja koji nema inverz, pa ako je det4#0 to upravo znaci da je skalar det4
inverzibilan u polju F. S druge strane, ako govorimo o matricama definisanim nad prstenom celih

brojeva Z, na primer, tu je skup inverzibilnih elemenata dvo¢lan, U(Z) =41, -1t, pa da bi matrica
A bila inverzibilna u M,(Z), na osnovu navedene posledice, potrebno je da njena determinanta
bude jednaka 1 ili-1.

Primer 23: Neka je data matrica AeMx(7Z) ,

2 3
A= .
4 7
Determinanta je detd = 2, a broj 2 nije inverzibilan u prstenu Z, pa prema prethodno
navedenoj posledici 2, data matrica 4 nije inverzibilna u M,(Z).

Zaista, ukoliko bismo matricu 4 posmatrali nad poljem racionalnih brojeva, na primer,
AeM,(Q), tada bi determinanta det4 = 2 bila inverzibilan element u @, pa bi odgovarajuca

PR | A
204 1)

Uvedimo oznaku GL(#n,R) za skup svih inverzibilnih matrica modula M,(R) nad komutativnim
prstenom R. Dakle, GL(n,R) = U(M,(R)), pa je GL(n,R) 1 jedna grupa u odnosu na mnozenje
matrica. Zovemo je linearnom grupom stepena n nad prstenom R. Neutral u ovoj grupi je
jedini¢na matrica £ = E,, a iz navedene posledice 2 sledi i da je

inverzna matrica bila

GL(n,R) = {AeM,(R) | det4 cUR)}.
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§3 IDEALI U PRSTENU M,(R)

Neka je U ideal komutativnog prstena R. Skup kvadratnih matrica reda n sa komponentama iz U,

M,U)={ Ade MyR) | [AljeUzasveij=1,..n}

je tada takode jedan (dvostrani) ideal u M,(R). Stavise, svaki ideal prstena M,(R) je ovog tipa,
odnosno vazi sledeca

Teorema 4: Neka je P ideal prstena M,(R). Tada je P = M,(U) za jedinstveni ideal U prstena R.

Dokaz:

1)

2)

3)

Neka je skup U= { reR| r je komponenta neke od matrica ideala P}.

Dokazacemo najpre da je ovako definisan skup U i jedan ideal komutativnog prstena R, zatim da
je upravo P = M,(U), i kona¢no jedinstvenost ideala U.

Najpre, jasno je da 0eU jer je P ideal, pa je nula-matrica Oc P. Neka su sada a 1 b proizvoljni
elementi skupa U, a,beU. Tada postoje dve matrice 4 1 B ideala P takve da je clement «
komponenta matrice 4, a element b5 komponenta u B, na primer a =[4],, 1 b =[B]y, gde su
indeksi kp,s,q =1, ..., n. Ako je Ey, i,j = 1, ..., n, odgovaraju¢a moni¢na matrica, onda svaku od
komponenata a i b mozemo izrazitiikao a=[A4E,]i,, odnosno b =[ExB],.

Posto je Pideal u M,(R), sledi da AE,, + EB € P.

Dakle, a +b=[AE,, + EBli, € U, pa zakljuCujemo da (U, +) jeste aditivna podgrupa u R.

Neka je, dalje reR, acU. Tada je a = [A4]y, komponenta neke matrice A€ P, za indekse

p.q =1, ..., n. Ako je Diag(r,..., ) e M,(R) dijagonalna matrica, onda je Diag(r,..., r)Ae€ P jer je P
ideal u M, (R), pa sledi da je (k,p)-ta komponenta ra = [Diag(r.,..., r)A]i,€U.

Ovim smo pokazali da skup U jeste jedan ideal u prstenu R.

Kako je U skup svih komponenata matrica ideala P jasno je da je P < M, (U). Dokazimo da vazi i
obratno. Neka je A€M, (U). Tada su sve njene komponente a;€U, za i,j =1,..., n, 1 vazi

Y| =Z?:12?:lal-jEl-j .

Posto svaka komponenta a;€ U, ako fiksiramo neke odredene indekse i,j, sledi da postoji matrica
BeP takva da je a; njena (p,q)-ta komponenta a;= [B],, , p,g= 1,...,n. Ovo upravo znaci da

a;E;= [BlpgEs= EBE, € P,
pa posto je matrica 4 suma matrica oblika a;E;; , mozemo zakljuciti da 4€P, odnosno da je i
M,(U) < P. Time smo pokazali da je P=M,(U), drugim re¢ima, da je svaki ideal prstena M,(R)
ustvari oblika M, (U), gde je U jedan ideal u komutativnom prstenu R.
Konac¢no, ako postoji i neki ideal J takav da je P = M,(J), jasno je da tada JcU.
Neka je sada aeU. Tada je a= [B],, , za neku matricu B iz ideala P i neke indekse p,ge{/,... , n}.
Takode je, na primer, aE;; = E;,BE, € P = M,(J), pa komponenta aeJ, a time je i UcJ, pa

mozemo zakljuciti da je U=Jt]. da je ovako definisan ideal U jedinstven.
[

Prethodna teorema ukazuje da postoji 1-1 pridruzivanje izmedu ideala komutativnog prstena R i
ideala prstena matrica M,(R). Preciznije, preslikavanje U — M, (U) je 1 jedna bijekcija skupa L(R)
svih ideala prstena R na skup L(M,(R)) svih ideala prstena M,(R). To preslikavanje, pri tom, uva
poredak, presek, sumu i proizvod ideala iz L(R) medu idealima u L(M,(R)), odnosno vazi sledece
tvrdenje.
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Tvrdenje 2. Neka su U; 1 U, dva ideala komutativnog prstena R, U;,U,€eL(R).
1) Ako je U;c U, u L(R), onda je M, (U;) c M,(U,) ;
2) My(U;nUs) = My(Uy) N My(Us);
3) M(U;+U,) = M, (U;) + M,(U,);
4) M,(U,U;) = My(UY) My(U>).

Ako je prsten R pri tome 1 polje, R=F, onda je skup njegovih ideala L(F)={{0}, F}, jer su polja,
kao S§to smo rekli prosti prsteni, tj. nemaju pravih ideala. Teorema 4 sada ima za posledicu da je
skup ideala L(M,(F)) ={{0}, M,(F)}, $to nas dalje vodi zakljuku da je i prsten kvadratnih matrica
M, (F) nad poljem F' takode prost prsten.

Posledica 3: Ako je F polje, onda je prsten matrica M,(F) nad tim poljem prost. =

Prsten M,,(R) nad komutativnim prstenom R, medutim, ima visSe pravih levih ( ili desnih ) ideala.
Ako je, na primer, AeM,(R)" ne-nula matrica ¢ija je determinanta det4=0, onda je M,(R)A pravi
levi ideal, a AM,(R) pravi desni ideal u prstenu M,(R). Naime, determinanta matrice 4 u tom
slu¢aju nije inverzibilna u prstenu R, pa zato 1 sama matrica 4 nema inverz u prstenu M,(R), a
svaki element prstena koji nema inverz generiSe i jedan pravi ideal u tom prstenu.

Teorema 4 nam sada moze pomo¢i da odredimo Jacobsonov radikal prstena matrica M,(R).
U dokazu sledece teoreme koristi¢emo ranije dokazanu lemu 2§1, koja govori da za Jacobsonov
radikal prstena eKe, gde je eeK idempotentni element, vazi J(eKe) = eJ(K)e.

Teorema 5. Za bilo koji komutativan prsten R vazi da je J(M,(R)) = M,(J(R)).

Dokaz: Odranije znamo da je Jacobsonov radikal prstena i jedan ideal u tom prstenu, pa je tako i
J(M,(R)) ideal u prstenu M, (R). Na osnovu teoreme 4, to znaci da je J(M,(R))=M,(U) za neki
(jedinstveni) ideal U prstena R. Pokazimo da je U=J(R).

Uoc¢imo moni¢nu matricu £;; koja je i1 jedan idempotentni element prstena M,(R), jer je
E,;;’=E,;. Prema pomenutoj lemi 2, vazi da je

EiiMn(U)Eii = EHJ(Mn(R))EH = J(EiiMn(R)EH) (**)
Prsten E;;M,(R)E;; sadrzi matrice oblika rE;; , reR, jer je za proizvoljnu matricu
A=[a;]eM,(R), proizvod E;AE;; = a;E;;, pajesa rE;; — r odreden i jedan izomorfizam
prstena E; M, (R)E;; ={rE;; | reR} u prsten R. To preslikavanje, takode, prevodi i prsten
Ei M, (U)E;; uideal U, kao i Jacobsonov radikal J(E;;M,(R)E;;) uJ(R). Sada, na osnovu (**)
mozemo zakljuciti da je U = J(R)
]

Pretpostavimo da je R= F[X] prsten polinoma sa koeficijentima iz polja F. Ovaj prsten je, kao §to
znamo, 1 jedan glavnoidealski domen, pa je njegov Jacobsonov ideal J(R) glavni ideal generisan sa
X. Teorema 5 nam sada ukazuje da je Jacobsonov radikal prstena matrica M, (F|X]) ustvari skup

JM(F[X])) = { A=[ajleM,(F[X]) | X|ajzasve ij=1,...,n }.
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§4 RANG MATRICE

Neka je AeM,«i(R) proizvoljna matrica formata mxn sa komponentama iz komutativnog prstena
R. Ideal prstena R generisan svim minorima reda ¢ matrice 4 oznacavacemo sa I; (A), za svako
t=1, .., r=min{m, n}. Dakle, potrebno je izraCunati determinante svih #x¢ podmatrica matrice
A, pa odrediti /;(4) kao ideal prstena R generisan ovim determinantama. Prema teoremi 3, o
Laplaceovom razvoju determinante, determinanta kvadratne matrice formata #x¢ se izraCunava
kao linearna kombinacija njenih minora reda ¢-/, pa otuda zaklju¢ujemo da svaki minor reda ¢+1/
matrice 4 lezi u idealu /;(4) generisanom minorima reda ¢ te matrice, odnosno moZzemo reci da
ovi ideali formiraju jedan opadajuci lanac u prstenu R:

L(4) clr () ... cIr (4) €I (4) R,
Prosirimo definiciju ideala /; (4) za sve vrednosti t€Z na slede¢i na¢in
0%, ako je > mini{m,
1y (01 akoe 1> minnn)
R, akoje t<0

tako da sada vazi

{0}=1+1(4) 1 (A) <... <11 (4) S 1p(4) = R.

Lema 3. Nekaje BeM,.,(R) 1 CeMy,(R). Tada je I; (BC) c1,(B) N 1;(C), za sve teZ.

Dokaz: U trivijalnim slu¢ajevima, za ¢t <0 vazi [, (BC) = I,(B) = I,(C) =R jer je R < RNR, odnosno,
za t > min{m, n} vazi I, (BC) = {0}c I, (B) N I,(C), §to odgovara tvrdenju leme.
Pretpostavimo, zato, da je / < ¢ < min{m, n}.
Podelicemo dokaz ove leme na dokaze tri tvrdnje, od kojih svaka ima i pojedinacni znacaj i
primenu.

Tvrdnja I: [,(BC) < I,(C).
Da bismo dokazali ovu tvrdnju zapi§imo matricu C podeljenu u particije po kolonama
C=(0,] &5 +9,)-

Na osnovu primera 15, o blok-mnozenju matrica, imamo da vazi

BC =( B3,| BS,|-++| B3, )-
Neka je A minor reda ¢x¢ matrice BC, koji je generator ideala [, (BC). Pretpostavimo da minor A
¢ine kolone j; < j, <... <j; matrice BC. Posto je ;(( 5| 92| ... | 6)) < L,(C) i
Ae I,((BY; | BOyz| ... | Boy) = L (B( 9] 62| ... | 6¢)), dovoljno je pokazati da vazi
L(B( 61| 62| ...| 60) < L(( 61| O2] ... | 6)). Drugim re€ima, pri dokazu da je A€ I, (C) moZemo,
bez gubitka na opstosti, smatrati da je t = n <m. Stoga je A = A( iy, ..., iy, 1, ..., n) za neki izbor
vrsta sa indeksima iy, ..., i,, gdeje I <i;<i;<... <i, <m.
Neka je B = [b;] €M,,(R). Tada, na osnovu primera 17, imamo da je

(BC), , = Zﬁ;l b;C,_,,zasve i=1, .. m.
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Imajuéi u vidu da je determinanta viSelinearno preslikavanje u odnosu na svoje vrste, vazi
A =A(ip ., in, 1, ..., n) = det ((BO)i;s. . (BC)iys)) =
_ p .....\'P —
- det((z_]:l bl,jCj 5" '9Zj:1 blnjCj —))) -
p
= D Cy.ydet((C, ,...C, )
1 n 1 n

Oy ee,0l, =1

gde su cqs, .. an €R razliCite konstante u razvoju determinante. Sumiranje se vrsi po indeksima

a, ..., a,, pri ¢emu za svaki i = /, .., n, indeks o; uzima vrednosti od 1 do p. Za svaki izbor
indeksa «a;, ..., o, , vazidet( Cy; ... ; Conss) € I,(C). Sve ove determinante su jednake nuli ako je
n > p. U svakom slucaju je A( iy, ..., i,,; 1, ..., n) € I,(C). Kako je determinanta A proizvoljni

generator ideala /, (BC), mozemo zakljuéiti da je I, (BC) < I,(C).
Tvrdnja II: 7,(4) =1,(4") za svaki teZ.

.. . ... . . . T .
Ovo je jasno iz definicije. Naime, poznato je da je detd” = detd, odnosno da su odgovarajuci
minori matrice 4 1 njene transponovane matrice A jednaki, pa su otuda jednaki i ideali generisani
tim minorima.

Tvrdnja IIl: 7,(BC) < I,(B) za svaki teZ.
Neka je t€Z. Na osnovu tvrdnji I i II, imamo 7, (BC) = I,((BC)") = 1,(B'C") < I,(B") = I,(B).
Sada, o€igledno, tvrdenje leme proistice iz tvrdnji I i I11.

Najvaznija posledica prethodne leme je sledece tvrdenje

Posledica 4: Neka je 4eM,,.,(R) proizvoljna matrica, 1 PeGL(m, R) 1 QeGL(n, R) inverzibilne
matrice. Tada je I; (PAQ) = I;(4), za svaki teZ.

Dokaz:  Najpre, prema lemi 3, vazi I, (PA) < I,(A), a kako je I, (A) = I,(P"'(PA)) < I,(PA), imamo da vazi
1,(PA) = I,(A), za svaki teZ.

Sli¢no, kako je I, (PAQ) c I,(PA), i takode I,(PA) = I,((PAQ)-Q"') c I,(PAQ) , sledi da je
I,(PA) = I,(PAQ). Konac¢no, I, (PAQ) = I,(PA) = I;(A).

Neka je A €M,,«n(R) proizvoljna matrica.
Razmotrimo lanac ideala generisanih minorima matrice A u prstenu R

{0} =Ls(4) €1 (4) <... < 1i(4) < Io(4) =R.
Ukoliko odredimo anulatore svakog od ovih ideala, ponovo ¢emo dobiti rastuci lanac ideala
{0} =Anny(R) c Anny(11(4)) S Annp(Ix(A) ... S Anng(l. (A)) = Anny({0}) = R.
Pri tom, ako je Anny(I; (4)) # {0}, onda je 1 Anny(I; (A)) # {0} za svaki k >t , jer je tada ideal
Ii(A) < 1,(A), pa je anulator Anny(1; (A)) < Anny(Ii (4)).
Sada mozemo definisati rang matrice A € M,,«,(R) kao red maksimalnog minora matrice 4, za koji
je anulator ideala generisanog minorima tog reda trivijalan. Dakle, rang matrice 4€M,x,(R) je
broj
r(4) = max{ t| Anny(1; (A)) = {0} }.

Navedimo neka osnovna svojstva koja ovako definisan rang matrice poseduje:
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Tvrdenje 3. Za rang proizvoljne matrice A € M,,«,(R) vaze sledece tvrdnje
1) 0<r(4) <min{m, n}.
2) r(4) = r").
3) r(4) = r(PAQ) za sve inverzibilne matrice Pe GL(m, R) 1 Q€GL(n, R).
4) r(4) = 0 ako 1 samo ako je Anny(1;(4)) = {0}.
5) Ako je m = n, onda je r(4) < n ako 1 samo ako je det4€Z(R), tj. ako je detd
delitelj nule u prstenu R.

Dokaz : 1) Zaista, kako je Iy(4) = R i Ann,(R) = {0}, jasno je da je r(4) > 0. S druge strane, ako je
t > min{m, n}, onda je I, (4) = {0}, a posto je Ann,({0}) = R, otuda je i r(4) < min{m, nj}.
Dakle, 0 < r(4) < min{m, n}.

2) Tvrdenje da je r(4) = r(4") odigledno sledi iz tvrdnje II prethodne leme 3, da je I(4") = I,(4)
za svaki teZ.

3) Na osnovu prethodno navedene posledice 4 takode ocigledno sledi da je r(4) = r(PAQ) za
svaku matricu 4eM,.,(R) 1 sve inverzibilne matrice PeGL(m,R) i QeGL(n,R). Drugim
re¢ima, ekvivalentne matrice imaju isti rang.

4) Tvrdenje direktno sledi iz definicije ranga, za slucaj # < 0. Naime, ako je Ann,(1;(4)) # {0}, to s

obzirom da anulatori ideala obrazuju rastu¢i lanac Ann,(Iy(A)) < Ann,(1;(4)), pri ¢emu je
Iy(4)=R i Anny(R) = {0}, sledi da je Ann,(1; (4)) = {0} jedino za ¢ = 0 tj. kada je r(4) = 0.

5) Ukoliko je (4) < n, to prema definiciji ranga matrice znaci da je anulator Ann(1,(4)) # {0},
odnosno da postoji ne-nula element xeR takav da je x -m = 0 za svaki mel,(4). Kako je ideal
1,(4) generisan minorom reda n tj. samom determinantom detA, to je m = k-det4 za neko keR,
odnosno y-detd = 0 za y = xk, §to znaci da je detd €Z(R).

Obratno, ako je determinanta matrice formata nxn delitelj nule u prstenu R, to znaci da postoji

bar jedan ne-nula element xeR takav da je x-detd = 0, a takav element pripada anulatoru
xeAnn,(I,(4)), pa je Anny(l,(4)) # {0}, odakle prema definiciji sledi da » nije red maksimalnog

minora za koji je anulator ideala generisanog tim minorom trivijalan, odnosno da rang r(4) # n,
pa je r(4) <n prema tvrdenju 3(1).

|
Neka je A= [a;]eM«n(R). Na osnovu tacke (4) prethodnog tvrdenja, sledi da je r(4) = 0 ako 1
samo ako postoji ne-nula element xeR takav da je xa;; =0 za sve indekse i =1,..., m, j =1,...,n.
Specijalno, za razliku od klasi¢nog slu¢aja kada je R polje, ovo znaci da u sluc¢aju komutativnog
prstena 1 ne-nula matrica moZe imati rang jednak nuli.

Razmotrimo ove zakljucke na slede¢em primeru.

Primer 24. Neka je R =7Z,=1{0, 1,2, 3, 4, 5} prsten ostataka po modulu 6.
. 2 2
1) Neka je A:{O 2}61\42(26).

Kako je determinanta detd = 22 - 0-2 = 4e Z(R) tj. 4 je delitelj nule u prstenu Zs , na osnovu
tacke (5) prethodnog tvrdenja mozemo ocekivati da je r(4) < 2.

Matrica 4 je, o¢igledno, ne-nula matrica, ali je svaka njena komponenta delitelj nule u prstenu

R = Zg 1 postoji ne-nula element 3eZ¢ takav da jei13-0 =01 3-2 =0 u prstenu Ze, pa kao §to
smo rekli, na osnovu tacke (4) prethodnog tvrdenja sledi da je rang matrice A4 jednak nuli.
Zaista, kako je detd = 4, to je ideal generisan minorom reda 2 jednak />(4) = 4R pa je njegov
anulator Ann(4R) = 3R #{0}. S druge strane, ideal /;,(4) = 2R, pa je i njegov anulator

Ann(2R) = 3R #{0}. Dakle, na osnovu tacke (4) prethodnog tvrdenja, »(4) = 0.
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. 2.0
2) Nekaje B:{O 3}61\42(26).

Matrica B je, ponovo, ne-nula matrica &ija je svaka komponenta delitelj nule u prstenu R = Zs,

ali ne postoji ne-nula element xeZ¢ takav da je xb; = 0 za sve i,j, tj. rang matrice B nece biti

nula. Posto je, medutim, detB = 2-3 - 0 = 0 u Z¢, na osnovu tacke (5) prethodnog tvrdenja sledi

da je r(B)< 2. Da bi proverili da li je rang zaista jednak 1 odredicemo anulator ideala /;(B).
Kako su odgovaraju¢i minori jednaki 3, 0 i 2, njima je generisan ideal
I;(B) =2R + 3R =R, pa je njegov anulator Ann(R) = {0}, odnosno rang matrice B je »(B) = 1.

. 1 2
3) Neka je C:{3 S}GMz(Z@.

Kako determinanta detC = 1-5 - 3-2 =5 — 0 = 5 nije delitelj nule u Z¢, na osnovu tacke (5)
prethodnog tvrdenja ¢e biti #(C) = 2, ali proverimo to i po definiciji. Kako je, naime, ideal
L(C)=5R njegov anulator ¢e biti Ann(5R) = {0} pa je zaista r(C)= 2, te nema potrebe da
razmatramo ideal /;,(C).

UkaZimo sada na odnos ranga matrice sa komponentama iz komutativnog prstena R, definisanog
na upravo izloZeni nacin, 1 ranga matrice sa komponentama iz nekog polja F, definisanog na
klasi¢an nacin. Kao §to je poznato, rang rx(A) matrice A€M,«,(F), gde je F polje, se u linearnoj
algebri definiSe kao najveci broj linearno nezavisnih vrsta ( kolona) matrice 4. Drugim re€ima,
rang r(4) je najveci ceo broj ¢ za koji matrica 4 sadrzi podmatricu formata ¢x¢ Cija je
determinanta razli¢ita od nule. S druge strane, ako primenimo definiciju da je rang matrice

r(4) = max{ t | Ann(I; (4)) = {0} }, imaju¢i pritom u vidu da je F polje, vazi¢e da je anulator
Ann(I; (4)) = {0} ako i samo ako je I; (4) # {0}. To nas ponovo dovodi do zakljucka da je rang
r(A) najveci ceo broj ¢ za koji matrica 4 sadrZi £xt podmatricu ¢ija je determinanta koja generiSe
I;(A4) razli¢ita od nule, odnosno da je rx(4) = r(4) u sluaju kada su komponente matrice 4
elementi polja F.

Pretpostavimo sada da je R oblast celih sa poljem razlomaka F. Neka je A€M, (R). Kako je
RCcF, bice 1 Myun(R) <M yn(F), pa moZzemo matricu 4 smatrati 1 za matricu nad poljem F, tj. da
AeM,uxn(F). Posto je R oblast celih, Anny(1; (4)) = {0} ako 1 samo ako je I; (4) # {0}, pa je

r(A) = max{ ¢ | matrica 4 poseduje ne-nula minor reda ¢ }, a taj rang je potpuno isti za slucaj kada
je matrica A€M,,«,(R) kao 1 u sluCaju 4eM,,.,(F). Dakle, ako je prsten R oblast celih sa poljem
razlomaka F, ponovo vazida je r(4) = rp(4).

Ukoliko je, medutim, R komutativan prsten sa pravim deliteljima nule moze se, kao $to smo videli,
dogoditi da su minori koji generiSu ideal /; (4) razli¢iti od nule, ali su pravi delitelji nule u prstenu
R, pa je tada anulator Anny(l; (4)) # {0}, $to prema definiciji znaCi da je rang r(4) # t. Dakle,
klasi¢na definicija da je rang matrice najveci ceo broj ¢ za koji matrica 4 sadrzi ¢xt¢ podmatricu
¢ija je determinanta razli¢ita od nule, u slu¢aju komutativnog prstena sa pravim deliteljima nule
nije odgovarajuca.

Lema 4. Neka je BeM,,(R) 1 CeM,u(R). Tada je r(BC) < min{r(B), r(C)}.

Dokaz: Dokazimo najpre da je r(BC) <r(C).
Na osnovu leme 3, vazidaje R 2 1;(C) 2 1»(C) = ... kaoi R 2 [;(BC) 2 I(BC) o ...
Anulatori ovih ideala formiraju rastuci lanac ideala u R
{0} < Ann(1)(C)) c Ann(I,(C) < ..., odnosno {0} < Ann,(I;(BC)) < Ann(I,(BC) < ...
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Pretpostavimo sada da je 7(C) = q. Tada je Ann, (1, (C)) = {0}. S druge strane, to znaci da je
Ann (144 (C)) # {0}, za sve k > 0. Kako je, prema lemi 3, I;+x (BC) < I+ (C), to je

Ann (1441 (C)) < Anny(I4+ (BC)), pa mozemo zakljuciti da je Ann (I,+ (BC)) # {0}, za svaki

k> 0. Otuda, vazi da je »(BC) < g tj. (BC) < r(C).

Sli¢no se pokazuje i da je #(BC) < r(B), §to upravo znaci da je r(BC) < min{r(B), r(C)}.

Primer 25. Neka je matrica 4€M,,.,(R) i neka je O nula-matrica formata mxp. Pokazimo da je
L(A4] 0) = I(4) za svaki teZ.
Posmatrajmo matrice
i 42 4y a ap a0 0
A=) 3 i A|o= :
A1 A2 " Ay R R 0 m x(n+ p)
Neka je A minor reda ¢ matrice 4 koji je generator ideala 7, (4), gde je I <t <min{m, n}. Svaki
takav minor je istovremeno sadrzan u matrici A | 0, pa je istovremeno i generator ideala
1A | 0), otuda je 1 sam ideal /,(4) < I,(4 | 0) za svako ¢. S druge strane, matrica 4 |0 se sastoji
upravo od kolona matrice 4 dopunjenih nula-kolonama. Neki njeni minori reda ¢ jesu jednaki
nuli, ali je svaki ne-nula minor reda ¢ matrice A o sadinjen upravo od vrsta i kolona koje
poticu iz matrice 4, pa otuda vazi da je ideal /(4 | 0)c I,(A), drugim recima vazi
L(4] 0)= I(4) za svaki teZ.

Sada moZemo zakljuciti da su i rangovi matrica 4 i 4 | O takode jednaki, r(4 | 0) =r(A).
Primer 26. Necka je matrica AeM,.,(R) i neka je O nula-matrica formata pxn. Sli¢no prethodnom
primeru, vazi da je ideal I,(Aj generisan #x¢ minorima proSirene matrice g jednak idealu
o

I; (A) matrice A. Zaista, razmotrimo matrice

aj; 4 o dpy
apyp Gpy - dyy
ap; 4ap A : : :
A= . A4 _
1 6_ Ay Apo 0 Ay
A Ao 0 Ay 0 0 0
|0 0 - 0

. . . .. .. A . y . A
Svaki ne-nula minor reda ¢ matrice 4 sadrzan je i u matrici 0’ 1 obratno, posto se matrica —

sastoji upravo od vrsta matrice 4 dopunjenih nula—vrstama, onda je svaki ne-nula minor reda ¢

matrice A takode sadrzan u matrici 4. To znaci da su i odgovarajuci ideali jednaki,
o

I,(Aj =1;(A) , a time irangovi »(4) = r(Aj.
o o

Navedimo kao ilustraciju postupka odredivanja ranga matrice i slede¢a dva primera.
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Primer 27. Neka je R = Z;, prsten ostataka po modulu 30. To je komutativan prsten sa pravim
deliteljima nule. Ako nad ovim prstenom razmotrimo matrice
A{z 0 —3} i B{z -3}
1 1 1 1 1
uocicemo da su u njima svake dve kolone linearno zavisne.
Zaista, pokazuje se da je relacija

a|:2:|+ﬂ|:0:| - {O} , za skalare o,  €R
1 1 0

moguca za npr. o= =15, §to znaci da su prve dve kolone matrice 4 linearno zavisne.
Sli¢no, relacija nad prvom i trecom kolonom
1{2} n 5{3} - {O} , jemoguca za y=18,6=12
1 1 0
dok je relacija nad drugom i trecom kolonom

”{0} ) {3} - {O} moguca za vrednosti skalara =20, A=10.
1 1 0

Dakle svake dve kolone matrice 4 su linearno zavisne.

Dalje, relacija
a 2 b 31_|°],zaq ber
1 1 0

nad kolonama matrice B je moguca za npr. a=3 i b=2, pa su i one linearno zavisne nad
prstenom Z, .

U matrici 4 su vrste linearno nezavisne, a svaki od minora reda 2 je delitelj nule u prstenu Z,,

(2,315). Ideal generisan tim minorima je />(4) = 2R + 3R + 5R = R pa je njegov anulator
Ann(R) = {0}, odnosno rang matrice je r(4) = 2.
Zaista, relacija
al2 0 3]+B[1 1 1]=[0 0 0], zaskalare o, S €R
tj. sistem uslova

200+ =0
20 =0
£=0 = < a=0
3a=0
SBa+p£=0

je jedino mogu¢ za =0 1 =0, tj. vrste matrice 4 su linearno nezavisne.
U matrici B su, s druge strane, 1 vrste linearno zavisne. Relacija

a[2 -3]+b[1 1]=[0 0] zaaq beR
moguca je za npr. a=2 i b=6. Njena determinanta je razli¢ita od nule, detB = 5, ali je pravi

delitelj nule u Z,, tako da je r(B) < 2 prema tvrdenju 3(5). Kako je, dalje, ideal /;(B) =R,
njegov anulator je Ann(1;(B))={0} pa je rang matrice r(B) = 1.
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Primer 28. Neka je sada R = Z,, prsten ostataka po modulu 12, takode komutativan prsten sa pravim
deliteljima nule ( 2, 3, 4, 6, 8, 91 10). Razmotrimo matrice

5 2 235 1 4 2 7
A:LJ B=|2 0 2 i C=/21 8 2
2 4 6 30 3 4

Najpre, detd=-8=4€Z(R) pa je r(4) < 2 na osnovu tvrdenja 3(5), ali kako je /;(4)=2R i
njegov anulator Ann(l;(B)) =6 R={0}, sledi da je r(4)=0.

Dalje, posmatrajmo matricu B, tu je detB=0 pa je rang »(B) < 3, minori reda 2 ovde su -8 (tj. 4
u prstenu Z,), -4=8, 8, -2=10, -10=2, 2, 6, -6=6 i -6, pa je njima generisan ideal

I(4) = 2R ¢iji je anulator Ann(l,(B)) =6 R={0}, tako da je konacno I;(B) = R, odnosno rang
matrice je r(B) = 1.

Na kraju, minori reda 3 matrice C su -3 (tj. 9 u prstenu Z,), 4,-1=11 1 9, pa je njima
generisan ideal [3(B)=R, tj. Ann(I3(C))={0}, §to znaci da je r(C) = 3.
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§5 SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

U ovom poglavlju ¢emo navesti osnovne teoreme koje se tiu reSavanja sistema linearnih
jednacina nad komutativnim prstenom R.

Razmotrimo slede¢i sistem od m linearnih jednacina sa n nepoznatih x;, ..., x,
apiXg +a12x2 + .- +a1nxn = b[

a21x1+a22x2 +"'+a2nxn :bz

AppXp+apyrXy ++a,,xX, = bm

gde su koeficijenti a;; 1 slobodni ¢lanovi by, ..., b, u ovim jednainama elementi komutativnog
prstena R. Ovaj sistem jednacina se, ekvivalentno, moZe zapisati u matricnom obliku kao

AX=B
gde je A = [a;]e M yxn(R) matrica koeficijenata, X = [x,, ..., x2]" €(R[xy, ..., x,])" kolona nepoznatih
i B=[by, ..., bu ] €R" kolona slobodnih &lanova.
Navedeni sistem jedna¢ina ima re$enje ( u R") ako postoji n-torka EeR" takva da je A = B.
Ako su svi slobodni ¢lanovi b; = 0 tj. ako je B = 0, za sistem jedna¢ina 4X = 0 kazemo da je
homogen. Homogeni sistem jednacina uvek ima bar jedno, trivijalno redenje E=0=(0, .., 0)'eR".
Resenje £ R" nazivamo netrivijalnim reSenjem homogenog sistema jednac¢ina AX = 0 ako je ££0
145 =0.

Navedimo sada poznatu McCoyovu’ teoremu koja pruza potreban i dovoljan uslov da homogeni
sistem jednacina ima netrivijalno resenje.

Teorema 6. Neka je A€M,,.,(R). Homogeni sistem linearnih jedna¢ina 4AX = 0 ima netrivijalno
reSenje ako 1 samo ako je rang matrice 4 manji od broja nepoznatih, r(4) < n.

Dokaz: (=) Pretpostavimo da sistem 4AX = 0 ima netrivijalno reSenje £eR". Posto je £#0, bar neka
koordinata n-torke E=(§, ..., &,) nije nula, na primer &,=0.
Ako je broj jedna¢ina manji od broja nepoznatih, m < n, onda na osnovu tvrdenja 3(1) sledi da je

;(A) < mln'{m, nyj=m< . a; a, - a,

retpostavimo, zato, da je m >n. ! ! !

Neka je A = A( iy, ..., iy, 1, ..., n) minor reda nxn matrice A. a;; a5, - 4,

Tada postoji permutaciona® matrica PeGl(m,R) takva da su vrste PA— ; ; ;

is, ..., I, matrice 4 na mestu prvih n vrsta matrice PA, -

tj. vazi (PA); = Aj15, (PA) s = Aizsy oo, (PA)us =Ajns 4 Gy v Gy
%

7 Neal McCoy ( 1904 — 2001.god. ), americki matematicar
¥ Za matricu AeM,(R) kazemo da je permutaciona ako se moze dobiti iz jedini¢ne matrice E permutovanjem njenih kolona.
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Oznac¢imo podmatricu koja odgovara minoru A sa D

Sadaje A=detD=A(iy, ..., i,, 1, ..., n). Kako je 4§ =0 to je i D§ =0

a1 42 Ain
0 a 4 takode, pa vazi A§ = (AE,)E = (adjD-D)§ = adjD-(DE) = 0 jer je, kao $to
2 1 .z 2 .z . .o . v .
D=|" b o je odranije poznato, adjD-D = detD-E,. Ovo konkretno znaci da je
A= 0, odnosno, posto je A= A( iy, ..., i,, 1, ..., n) proizvoljan minor
4 42 ' 4| reda n matrice 4, tj. Ael,(4), mozemo zakljuCiti da je Exednn, (I, (4)),

tj. posto je &0, znaci da Ann (1,(4))# 0, pa je r(4) < n.

(«<=) Obratno, pretpostavimo da je r(4) =r < n.
Ako je rang matrice koeficijenata jednak broju jednacina sistema, » =m, mozemo dati sistem dopuniti
jednacinama koje imaju koeficijente nula, tako da on dobija slede¢i oblik

ayjp Ayt Ay || X
dpp A2 v dpp || X2 0
Ani A2 A =
0 0 0
| 0 0 - 0 |x,] [0O]

Ocigledno, svako ne-nula resenje £€R" ovog sistema bice istovremeno netrivijalno resenje polaznog
sistema 4X = 0. Kako je, za svako teZ, ideal I;,(4) generisan minorima reda ¢ matrice A jednak idealu

I,(Aj prosirene matrice % , gde je O nula-matrica formata pxn, sledi da su i rangovi r(4) = r(Aj.
o o

Dakle, mozZemo pretpostaviti da je » < min{m, n}, jer se dati sistem ako je potrebno moze, kao §to smo
videli, prosiriti nula-jednacinama.

Kako je r(4) = r, ideal Ann(I,+; (4)) # {0} pa postoji neki ne-nula element a eAnn (I,+1(A)).

Ako jerang = 0, tada acAnn,(1;,(4)), paje & = (a, a, ..., a)eR" netrivijalno resenje sistema 4X = 0.
Kona¢no, mozemo pretpostaviti da je 1 < <min{m, n}.

Iz r(A) = r, po definiciji, sledi da je ideal Ann,(1-(4)) = {0}. To, konkretno, znaci da postoji minor

A(Ciy, ..., i, J1, ..., j-) reda r matrice A takav da a*A( iy, ..., i, ji, ..., j,) # 0. MoZemo pomnoZiti
matricu 4 odgovaraju¢im permutacionim matricama PeGL(m,R) i QeGL(n,R) sa leve i desne strane,
tako da vrste iy, ..., i, 1 kolone j;, ..., j, matrice A u novoj matrici PAQ budu na mestu prvih » vrsta i r

kolona. Ozna¢imo odgovarajucu rxr» podmatricu matrice PAQ sa C

*

C
PAQ::{* *}gdqukmLﬂU i detC=A(is oo, iy jiy o jr).

Pretpostavimo da jedna¢ina (PAQ)X=0 ima netrivijalno reSenje BeR" . PoSto su matrice P i Q
inverzibilne, ovde je £ = OB # 0 1 4§ = 0. Dakle, jednacina 4X = 0 ¢e imati netrivijalno reSenje.
Kako je, prema posledici leme 3, [(PAQ)=1(A), za svaki teZ, dovoljno je dokazati da jednadina

(PAQ)X=0 ima netrivijalno resenje. Drugim recima, ako je potrebno da umesto matrice 4 posmatramo
matricu PAQ, mozemo takode, bez gubitka na opstosti, pretpostaviti da je

ACipy ) ivi i s ) =ACL o 75 1o 7).

NekajeA=A(1, .., r,; 1, ..,r).Tadajei

38



O matricama nad komutativnim prstenima

C|* ag a
A=| 51| za matricu C=| :
app o Ay
pri ¢emu je A = detD i, takode, aA # 0.
Neka je
ay o A Arrt1
C': EM(r+1)(R).
a o Ay Arpt g
Aryir " Gerpr Qpigrtd
Oznacimo sa dj = C’(.+;); kofaktor (r+1,/)-te komponente matrice C’, za sve j = I, ..., r+1.
Dakle, d;, ..., dy+; su kofaktori poslednje vrste matrice C’. Na osnovu Laplasovog razvoja
determinante imamo da je
r+l

zar+]j d/ = det C' (S IV+I(A)
=

Neka je &= (ady, ..., ady+1, 0, ..., 0)' € R" . Kako je a d.+;=aA # 0, vazi da je & # 0. PokaZzimo da je
& resenje jednacine AX = 0.

. . . r+1 . .
Posto je A€ = 0 ako i1 samo ako je zjzlaij(adj) =0 zasvei = I,..., m, potrebno je da razmotrimo
sledec¢a dva slucaja:
Pretpostavimo, prvo, da je /<i <r. Tada, prema teoremi 3(1) o Laplaceovom razvoju determinante,
vazi

r+1 r+l

D ay(ad;)=a () a;d;)=0.
j=1 j=1

Pretpostavimo, sada, da je i >r+1. Vazi da je

ajp Ay
r+l : :
Zaij(adj)zadet eal, ;(4)=0.
j=1 L B oy

iy v Gipyg

U svakom slucaju je AE = 0, tj EeR" je netrivijalno reSenje sistema AX = 0.

Posledica 5: Svaki homogeni sistem linearnih jednacina ima netrivijalno reSenje ako je broj
jednacina tog sistema manji od broja nepoznatih.

Dokaz: Neka je AX = 0 matri¢ni zapis sistema linearnih jedna¢ina u kome je broj jedna¢ina manji od
broja napoznatih. Ako je matrica koeficijenata 4eM,.,(R), to znaci da je m < n. Na osnovu
tvrdenja 3(1) o rangu matrice, vazi da je r(4) < min{m,n}= m < n, pa prema prethodnoj teoremi,
sistem AX = 0 ima netrivijalno reSenje.

[

Pored upravo navedene posledice, postoji joS niz ¢esto primenjivanih tvrdenja ¢iji dokazi direktno
slede iz McCoyove teoreme. Ovu teoremu, takode, moZzemo primeniti u razmatranju baza kona¢no
generisanog slobodnog R-modula. Sledeca teorema nam daje uslove za definiciju ranga slobodnog
R-modula.
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Teorema 7. Neka je M kona¢no generisani modul nad komutativnim prstenom R. Neka je

Dokaz:

{my, ..., mi} skup elemenata modula M koji su linearno nezavisni nad R 1 neka je
{p1, ..., pn} skup generatora modula M. Tada je k£ <n. Posebno, ako je kK = n, onda je
skup {pj, ..., p} baza R-modula M.

Kako je skup {p, ..., p.} jedna generatrisa modula M, znaci da postoje skalari a;;eR takvi da je

n
m; = zi:l QjiPi,zaj =1, .., k. ZapiS§imo elemente a;; kao matricu 4 = (a;)e M. (R).
Ako je k > n, na osnovu prethodne posledice sledi da sistem 4X = 0 ima netrivijalno reSenje,
&= (ry, ..., r) R Ali tada je

k n n k n
2 rm =20 (Z al.'ipiJ =2 (z] a;r; in = Z;, 0)p; =0 ()
j= i=

j=1 j=1 i=1

Kako su medutim, elementi {m,, ..., m;} linearno nezavisni, iz prethodne jednakosti sledi da je
r;=..=r.= 0, a to je nemogucée posto je reSenje & netrivijalno, Sto znaci da bi bar jedna od
komponenata 7, ..., 7, morala biti razli¢ita od nule.

Dakle, vazi da je k <n iprvi deo teoreme smo ovim dokazali.

Neka je sada & = n. Drugim recima, pretpostavimo da modul M sadrZi n elemenata m;, ..., m, koji
su linearno nezavisni nad prstenom R i da, takode, sadrzi n elemenata p,, ..., p, koji su generatori
tog modula. Dokaza¢emo da su, u tom slucaju, i elementi p;, ..., p, linearno nezavisni nad
prstenom R i da time Cine i jednu bazu R-modula M.

Neka je, ponovo, m; = Z?:l a;p;, sadaza j=1,..n i neka je A= (a;)eMy(R).
1z jednakosti (*) sledi da homogeni sistem AX = 0 nece imati netrivijalno reSenje, pa na osnovu
McCoyove teoreme sledi da je r(4) = n.
Predimo sada na potpuni prsten razlomaka Q(R) prstena R, gde je

O(R) = {x/y | x,yeR i element y je regularan}.
Prsten R se sada poklapa sa potprstenom {x/1| xeR}cQ(R), pajei AeMy(R) < M,(QO(R)).
Kako je r(4) = n, na osnovu tvrdenja 3(5), o rangu matrice, sledi da je detA regularan element u
prstenu R, tj. detdAeU(Q(R)), Sto prema posledici teoreme 3, o Laplaceovom razvoju
determinante, znaci da je matrica 4 inverzibilna u M, (Q(R)). Oznadimo inverznu matricu matrice
A'sa B=(b,)eM(O(R)).
Pretpostavimo da je y;p;+ ypo+ ...+ yp. =0 za neki &= (y,, ..., y,) €R".

Neka je ¢; = 22:1 Vibjg zaj=1, .., n.
Tada je (cy, ..., ¢x)' = BE € (O(R))". Posto je AB = E u M,,(Q(R)), imamo da je

n n n n n
Z c;mj= Z €j (Z “z’jpij = Z {Z aijch p;i= Z( al;;(Z J’kb_/kn p;i =
=1 =1 -1 io1\ =1 io1j=1 k=1

n n n n n n
= [Zyk( aijbjkDpi=Z(Zyk5ikjpi=zyipi=0
i=1\ k=1 i=1 i=1 k=1 i=1

Svaki konacan broj elemenata iz Q(R) ima zajednicki imenilac, pa postoji regularni element
xeR takav da su xc; ..., xc,€R. Iz prethodne jednakosti sledi da je

Z?:l(xcj) m; =0

pa kako su m;, ..., m, linearno nezavisni nad prstenom R, mozemo zakljuciti da je
xc;=...=xc,= 0. Element xeR je regularan, pa time i inverzibilan u Q(R). Otuda zaklju¢ujemo da
je ¢;=...=c¢,= 0. Posto je, opet, matrica B inverzibilna, imamo da je § =0. Dakle, y; =...=y, =0,

pa sledi da su generatori p;, ..., p, linearno nezavisni nad prstenom R, tj. da je skup {p,, ..., p,}
jedna baza R-modula M.
[
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Posledica 6: Ako su R-moduli R" i R” izomorfni, R" =R", onda je n = m.

Dokaz: Neka je n: R" ->R" izomorfizam R-modula R" u modul R" i neka je € = {&,, ..., &,} kanonska baza
modula R". Dakle &= (1, 0, ..., 0)', &=(0, 1, ..., 0)", ..., £=(0, 0, ..., 1)" umodulu R". Posto je n
izomorfizam, slike 7)(g)), ..., n(&,) su takode linearno nezavisne u modulu R". Kanonska baza
modula R" sadrZi m vektora, pa na osnovu teoreme 7 sledi da je n < m. Ako zamenimo uloge

modula R" i R" uovom dobijamo da je i m <n, pa je otuda n = m.
[

Prema tome, ako je M konacno generisan slobodan modul nad komutativnim prstenom R, onda
sve njegove baze imaju isti broj elemenata. Ovo je analogno slucaju kona¢no-dimenzionog
vektorskog prostora V' nad poljem F, gde takode vazi da sve njegove generatrise imaju isti broj
elemenata 1 taj broj se naziva dimenzijom vektorskog prostora V, dim(V). Sada, broj elemenata
baze konacno generisanog slobodnog R-modula M nazivamo rangom tog modula, u oznaci n(M).
Tako je, na primer, #(R") = n dok je r(M,x,(R)) = mn. Ako bi prsten R bio i polje, onda bi
dimenzija kona¢no-dimenzionog vektorskog prostora V' nad tim poljem R bila upravo jednaka
ovako definisanom rangu, dim(V) = r(V).

Posledica 7: Neka su matrice P, QeM,,«,(R) takve da su prostori kolona tih matrica jednaki u
modulu R”, CS(P) = CS(Q). Ako su kolone matrice P linearno nezavisne u R",
onda postoji inverzibilna matrica Se GL(n,R), takva da je P = OS.

Dokaz: NekasuP= (6| 6|...|6,)i1 0= (A;| A2]... | An) particije po kolonama matrica P i Q. Tada je
RO/ tRO;+ ... RS, = CS(P) = CS(Q) = RA; tRA; + ... +RA,. Kako su kolone &;, O, ..., §, linearno
nezavisne, skup {0;, &, ..., J,} je baza R-modula CS(P). To znadi da je, na osnovu teoreme 7, i

skup {A;, A, ..., A, } jedna baza modula CS(P). Neka je J; = z Vij ] zai=1, .. n, ineka je
A = ZJ ltljé ;takode za i =1, ..., n, gde su vj; i t;; skalari iz komutativnog prstena R. Neka su

V=(vyj 1 T=(t;) matrice iz M,(R).

Kako je

0; = Z"u J ZVU(Z kak] Z Zvy Jk
=1 k=1{_j=1
n .
mozemo zakljuciti da je ijlvijtjk =0t paje zbogtoga VT = E.

Posebno, V'eGL(n, R) i TV =E.
Neka je S = V. Tada je SeGL(n, R), pa na osnovu primera 14 i 15, o blok-mnoZenju matrica,
sledi da je

QSZ[QSM‘ QS¢2‘ ‘QS%] Z Jl J

J=1

=

n
z]n]:

J=1

jnt :(51|52|”'|5n):P

n
= 2 virdy
=
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Pretpostavka da su kolone matrice P linearno nezavisne u R” je klju¢na u tvrdenju prethodne
posledice 1 ne moze se izostaviti ¢ak ni u sluCaju 1x1 matrica tj. skalara iz prstena R. Neka su,
naime, dati skalari a,beR 1 neka je element a regularan u prstenu R. Uvedimo oznake za matrice,
P=(a) 1 OQ=(b). Tada su kolone matrice P linearno nezavisne u prstenu R. Pretpostavimo da su
prostori kolona tih matrica jednaki, CS(P) = CS(Q), Sto ustvari znaci da je Ra = Rb. Sada, na
osnovu posledice 7, sledi da postoji inverzibilan element ueU(R), takav da je a = bu.

Dakle, ako je Ra = Rb 1 ako je pri tom element a regularan, onda su a 1 b pridruzeni elementi u
prstenu R, a~b.

Posledica 7 nas, dalje, dovodi do sledeCeg tvrdenja, koje daje interesantnu karakterizaciju
inverzibilnih matrica u modulu M, (R).

Posledica 8: Nekaje P=( ;| 621 ... | o )eM,(R). Matrica P je inverzibilna ako 1 samo ako je
skup njenih kolona {&;| 6| ... | 8, } jedna baza R-modula R" .

Dokaz: (=) Pretpostavimo da je je skup {&;| & | ... | &, } jedna baza R-modula R" . Kolone jedini¢ne
matrice E ¢ine kanonsku bazu ovog prostora, = (1, 0, ..., 0)" ,..., &=(0, 0, ..., 1)". Stoga, na
osnovu posledice 7, vazi P = ES, za neku inverzibilnu matricu SeGL(n, R), §to posebno
znaci da je i PeGL(n, R).

(«<=) Obratno, pretpostavimo da je matrica P inverzibilna, P=( &;| 6| ... | 6,) € GL(n, R). Tada
jedna¢ina PX = A ima jedinstveno resenje P'A = (y,, ..., y,)" za svaki AeR" . Otuda je
y16;+ ...+ 1,6, = A. Posebno, skup {6, ,, ..., 6,} je generatrisa R-modula R". Pretpostavimo
dajez; 8+ ..+ 2,8,=0uR".Nekaje E=(z), ..., z,) € R". Tada vazida je PE=0i
£=P'(PE)=P'0=0.Dakle, z; =z, = ... =z,=0, pa su kolone &, &, ..., &, linearno

nezavisne nad prstenom R. Otuda je skup {5;, &, ..., 5,} jedna baza R-modula R".
[

Razmotrimo sada reSavanje nehomogenog sistema od m jednacina sa n nepoznatih

a”x1+a12x2+---+a1nxn :bl

a21x1+a22x2+---+a2nxn :bz

A X)Xy + o+ Ay Xy = bm
nad komutativnim prstenom R.
Ovaj sistem se, kao §to smo rekli, moze posmatrati i u ekvivalentnom obliku, kao matri¢na
JjednaCina AX=B sa matricom koeficijenata A=[a;;]€ M,xn(R), kolonom nepoznatih X=[x;...., X"
i kolonom B =[by, ..., b]" slobodnih &lanova od kojih je bar jedan razli¢it od nule, b;# 0 za
i=1,..,m.

Za odredivanje jedinstvenog reSenja sistema AX = B u slucaju kada je broj jednacCina sistema
jednak broju nepoznatih, &esto je se oslanjamo na poznato Cramerovo’ pravilo. ReSenje se
odreduje preko determinante matrice koeficijenata A 1 tzv. karakteristicnih determinanti koje se
dobijaju zamenom odgovarajuce kolone matrice 4 kolonom slobodnih ¢lanova B.

? Gabriel Cramer ( 1704 — 1752.god. ), §vajcarski matematicar
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Teorema 8. ( Cramerovo pravilo )
Neka je 4eM,(R) matrica sa inverzibilnom determinantom u prstenu R, detdU(R). Tada
jednagina AX=B ima jedinstveno reSenje £E=(y,, ..., v,)' za svako B=[by, ..., b,]" €R", pri emu
je
apjp o Qrj_1byArjer Ay
y; = (detd) ' det N i |, za sve j=1,..n.

ap; " anjflbn Ay j+l nn

Dokaz: Neka je &= (3, ..., y,)' €R" n-torka &ije su komponente y; definisane na navedeni na¢in. Na osnovu
teoreme 3, o Laplaceovom razvoju determinante, za svaku od komponenata y; vazi da je
ajp v Apjpb;8rjep o Apy i
detd -y, =det| : N : =ZbiAl~j
Ay Agjgby gy e Ay |
gde je Aij kofaktor (ij)-te komponente matrice 4. Dakle, imamo da vazi

B n
ZAiIbi
Vi i=1
detd-| : |= : =adj4-B
Yn L

Z Ainb j
Li=1 i
Kako je detd-E,.= adj4-A, na osnovu prethodne jednakosti sledi da je adj4-[4E] = adj4-B,

a posto je adjungovana matrica adjd inverzibilna, sa inverzom (det4) "4, sledi da je A& = B.
Dokazimo sada da je ovako odredeno resenje E€R” jedinstveno.

Pretpostavimo da je i n-torka &’ eR" reSenje jednaCine AX = B. Tada je A’ = A = B, pa otuda
sledi da je A(€ - £’) = 0, a kako je matrica 4 inverzibilna, to znaci da je & - £’= 0, tj. £ = &’. Dakle,
reSenje EeR” je jedinstveno reSenje jednacine AX = B.

Dakle, ako je matrica AeM,(R) inverzibilna, sistem AX = B, od n jednacina sa n nepoznatih, ¢e
imati jedinstveno resenje za svaku kolonu slobodnih ¢lanova BeR". Sama formula za odredivanje
tog resSenja po Cramerovom pravilu je, medutim, dosta nepodesna za prakti¢nu primenu u slucaju
sistema sa ve¢im brojem jednacina i nepoznatih tj. kada je potrebno izraCunavati determinante
veceg formata, pa se tada koristi Gausov algoritam ili neki drugi metod.

Primer 29. Neka je R = Z, prsten ostataka po modulu 4. Odredimo sva re$enja sistema jednacina

AX = B gde je
111 1
A=|2 1 2|eMyR) i B=|2|eR’
102 3

Kako je, najpre, detd = 3eU(R), ovaj sistem jednacina ¢e, prema prethodnoj teoremi imati
jedinstveno resenje & = (v, v2, ¥3)', za koje vazi yi=(detd)'A,, za i=1,2,3. Kako su
karakteristi¢ne determinante

111 111 111
Ayp=2 1 2/=1, Ap,=2 2 2/=0, Ay;=]2 1 2[=2,
302 1 3 2 1 0 3

to je reSenje sistema & = (3, 0, 2) u prstenu Z,.
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Za sistem linearnih jednacina kazemo da je nemogué ( nesaglasan ) ako nema resenja, odnosno
da je neodreden ako ima viSe reSenja. Cramerovo pravilo moze utvrditi da li je sistem jednacina
nemoguc¢ ili neodreden u slucaju kada reSavanje sistema posmatramo nad poljem. Naime, u oba
slucaja matrica koeficijenata sistema nije inverzibilna tj. njena determinanta je jednaka nuli, pa
ukoliko je bar jedna od karakteristi¢nih determinanti razli¢ita od nule sistem je nemogu¢, a ako su
sve karakteristicne determinante sistema jednake nuli sistem je neodreden i zahteva detaljnija
razmatranja za koja nam Cramerovo pravilo ne obezbeduje odgovor.

Ako, medutim, reSavanje sistema linearnih jedna¢ina posmatramo nad komutativnim prstenom,
vide¢emo da se u slucaju kada determinanta matrice sistema nije inverzibilna ipak moze dogoditi
da sistem jednacina ima jedinstveno resenje, ali takode 1 da mozZe imati viSe reSenja, ili pak biti

nemoguc.

Razmotrimo sledece primere.

Primer 30.

Primer 31.

Neka je R = Z, prsten ostataka po modulu 21. Posmatrajmo sistem jednacina AX = B gde je

322 6
A=|2 3 2|eMyR) i B=|4|eR’
223 4

Determinanta A=det4=7 nije inverzibilna u prstenu R=7,,, odnosno matrica 4 nije

inverzibilna u Mj3(R), dok su karakteristicne determinante Ay,= 14 1 Ax,= Ay;= 0, pa za
reSenja sistema vazi
Ax; =14, Ax,=0, Ax;=0,
odnosno Tx;=14, Tx;=0, 7x3=0.

Resenja prve jednacine su, na primer, x; = 2; 5; 8; itd., dok reSenja druge i trece mogu biti
3; 6;9; itd. Dakle, ovaj sistem jednacina ima viSe reSenja u prstenu Z,,.

Uzmimo da je u prethodnom primeru kolona slobodnih ¢lanova
1

B=|0|eR’.
0
Ponovo je A=det4=7, ali karakteristicne determinante su Ay, =35 i Ay,= Ay;=-2=19u
prstenu Z,,, pa vazi
Ax; =5, Ax;=19, Ax;=19,
odnosno Tx;=5 Tx;=19, 7x3=19.

Ove jednacine nemaju reSenja u prstenu Z,;, odnosno sistem jednacina AX = B sada nema

reSenja.
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Primer 32: Ukoliko sada isti sistem razmotrimo nad prstenom celih brojeva, videtemo da on ima
jedinstveno reSenje. Resimo, dakle, sistem jednacina 4X = B gde je

322 6
A=|2 3 2|eMyR) i B=|4|eR’
223 4

nad prstenom R=7.
Determinanta A=det4=7 nije inverzibilna u prstenu celih brojeva, a kako su karakteristicne
determinante Ay,= 14 i Ay,= Ax,= 0, za reSenja sistema vazi
Ax; =14, Ax,=0, Ax;=0,
odnosno Tx;=14, Tx;=0, Tx3=0,

paje £=(2,0,0) reSenje sistema u prstenu Z.

Dakle, ukoliko sistem linearnih jednaina reSavamo nad komutativnim prstenom, u slucaju kada
determinanta matrice sistema nije inverzibilna, a pri tom deli sve karakteristicne determinante,
sistem moze imati jedno ili viSe reSenja. Ukoliko pak, determinanta matrice sistema nije
inverzibilna, a pri tome bar jedna od karakteristicnih determinanti nije deljiva njome, sistem
jednacina ne¢e imati reSenja tj. bice nemoguc.

Naredna teorema daje potreban uslov da sistem od m jednacina sa n nepoznatih AX = B, za svaku
matricu 4 €M,,.,(R) isvaku kolonu BeR", ima reSenje.

Teorema 9. Neka je matrica 4 € M,«,(R) takva da sistem jedna¢ina AX = B ima reSenje.
Tada je 1,(4 /B) = 1/(A) za svako teZ.

Dokaz: Ako je m > n, mozemo u dati sistem jednaina AX = B uvesti nove promenljive X,:, ..., X,, sa
koeficijentima nula i tako pre¢i na sistem 4 X’ = B gde je
ajp app a4 00 01X by
A1 Am2 " App 0 - 0 Xm bm
A X' B

Tada je &= (y), ..., y) €R" refenje sistema AX = B ako i samo ako je &’ = (v, ..., Y O...., 0) €R"
reSenje sistema 4°X’ = B. Prema primeru 25, o rangu matrice, vazi da je [,(4 / 0) = I,(4) za svaki
teZ, tj. vazi jednakost ideala [,(4) = I,(4°), iz ega dalje sledi da je /,(4 /B) =14 ’/B), za sve

teZ . Dakle, ako je I,(A’/B) = [(A4’), za sve teZ, onda je i I(A /B) = I(4), za sve teZ. Poenta

ovoga je da zbog mogucnosti prelaska na sistem 4°X’ = B ako je potrebno, bez gubitka na
opstosti, uvek mozemo pretpostavljati da vazi m <n.
Posto i matrica A i proSirena matrica A4 /B imaju po m vrsta, u slu¢aju da je ¢ > min{m, n} vazi da
1(A4) = 1,(4 /B) = {0}. Dakle, moZemo pretpostaviti da je /<t <m = min{m, n}. Iz same definicije
ideala sledi da je /, (4) < I, (4 /B) za bilo koje ¢, pa je potrebno samo dokazati da vazi i
1A /B)gI,(A). Ocigledno je, najpre, da je svaki minor reda ¢ matrice 4 /B koji ne ukljucuje
kolonu B, sadrZan u idealu /,(4). Stoga ¢emo razmatrati samo one minore reda ¢ matrice 4 /B koji
sadrze kolonu B. Takvi minori su oblika A( iy, ..., it j, ..., jr-1, n+1), gde su indeksi
1<i;<..<i;<mil <j,<... <j.; <m. Zelimo da pokaZzemo da

ACig, oo 0t J1 oon s e, nT1)EL(A).
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Fiksirajmo indekse / <i;<... <i; <m 11 <j,;<... <j,; <m, i razmotrimo minor
ACig, oo, Bt Jo oo s jr, R e I(A /B). Neka je & = (x,, ..., x,)' €R"reSenje sistema AX = B.
Prema primeru 14, o blok-mnozenju matrica, 4£=B je proizvod oblika

xi A1 tAL,+ .+ x,A =B
odnosno, vazi da je

iy iy | Xain o Xy
a. - a. - xXa; ;+--+Xx,a;
. .. . _ irj; iri i1 1%iy1 n“in |
ACip, oo 0, 0 jgs oo Jyogo n 1) =det ; : : =
| Gy, g, | Xt T X4, |
G, ik
n a. - cee a. a:
i,j i J._,»%ik
=Y xpdet| e e 1L(A)
k=1
L g, g%k

Dakle, teorema 9 daje potreban uslov da sistem od m jednaCina sa n nepoznatih, AX = B ima
reSenje za svaku matricu 4€M,,.,(R) 1 svaku kolonu BeR". Naravno, ako su ideali generisani
minorima reda ¢ matrica 4 /B i 4 jednaki, /(4 /B) = I(A), za svako t€Z, onda su i rangovi tih
matrica jednaki, (4 /B) = r(4). Ukoliko je R polje, tada moZemo zakljuciti da je BeCS(4), Sto
povlaci da sistem AX = B ima reSenje, drugim re¢ima, u slucaju kada je R polje uslov da je

1A /B) = I{(A), za svako teZ, je 1 dovoljan, dok u opstem slucaju, kada je R komutativan prsten to

ne mora biti.

Naredna teorema, medutim, daje dovoljan uslov da sistem jednaCina AX = B ima reSenje.
Pretpostavicemo da je B=0 tj. da je sistem nehomogeni. Takode, kao §to je istaknuto na pocetku
dokaza teoreme 9, uvek mozemo napraviti i pretpostavku da je m < n, tj. da broj jednacina nije
veci od broja nepoznatih u sistemu. U ovom slu¢aju ¢emo sa /,,(4 /B)* oznacavati ideal u prstenu
R koji je generisan svim minorima reda m proSirene matrice 4 /B koji sadrze kolonu B. Dakle,
Ln(A4 /B)* je ideal u R koji generiSe skup minora oblika

CACL o mi o jmn n D) 1<ji <. <jni<n}.

Teorema 10. Neka je matrica A €M,,«,(R) takva da je m <n 1 da je rang r(4) = m 1 neka je kolona
BeR". Ako postoji ideal U u prstenu R i regularan element zeR takav da je
Ul,(A /B) "c Rz < Ul,(4), onda sistem jedna&ina AX = B ima resenje.

Dokaz: Kako je r(4) = m, to prema definiciji ranga, znaci da je Ann ,(I,,(4)) = {0}, odnosno da je
I,(A) # {0}, tj. da postoji bar jedan ne-nula minor reda m matrice 4. Pretpostavimo da je
ACL, ..., m;j, ..., jm) taj ne-nula minor matrice 4, gde je I <j; <... <j, < n. Posmatrajmo
slede¢u mxm podmatricu matrice A

a]j] e aljm

A=

pj, = Ay,
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Determinanta matrice A je tada upravo det A=A#0ivazida je

b; ] b, by
Al P |=detd| ' |=Aadjd| : (1
bm_ bm bm
Kako je
— -— B m _ T
b1 Z bj Aj]
=1 5
adj 4|  |= @
m p—
b ) bjdjm
L Pm1 | =1 ]
gde su A ji kofaktori matrice A . Ako uvedemo oznaku
ol S
j A
i=1
= e R"
m —
c ij Ajm
L "md | =1 ]
onda vazi da je
m al]/ “en b[ “en aljm
¢ =Y b;Adji=det| : €l,(A4|B),zasvei=1..m
= Amj, by, Amj
Sada, na osnovu jednakosti (1) i (2) sledi da je
b, arj, 4y, || e
NEEEE ) -,
bm Apj, 7 Amj, Cm

drugim re¢ima, da je
m
Ab=%a; ¢,> zasvei=1 .., m
u=I1
. * . e
Uvedimo oznake yj, ..., y, za skalare y, € I,,(4 /B) ,zasvev =1, .., n, naslede¢i nacin

{0, ako je ve {L..n )\ {ji,corji}
Yy = . . .
ci,akoje v=j, zai=1..m

Primetimo da je tada takode vazi i
n
Zaiv Yy =AYyt ta; yy=a;ci+.+a;; c, =Ab;, zasvei=1..m:-
v=1

n
Sada smo upravo pokazali da je Ab, = zaivyv ,zasvei=1, .. m,
v=I
gde su skalari y;, ..., y, € 1,(4 /B)*. Ovo se sumiranje moze izvrSiti za svaki ne-nula minor reda m
matrice 4. Uvedimo oznake Ay, ...,A, za takve, ne-nula minore reda m matrice 4. Tada za svaki
k=1, ..., p postoje skalari { y;,€R lv=1..n rc 1,4 /B)* takvi da je

n
Agbi = 4y, za svei=1..,m. 3)
v=1
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Kako je po pretpostavei Ul (4 /B) ‘c Rz < Ul,(4), i kako minori A, ...,Ap generiSu ideal 7,,(4), to
sledi da je

p
z= quAk, za neke g;,..., ¢, €U
k=1
Sada, na osnovu jednakosti (3), sledi da

P n p n p
D @i = 2,k (Q @) = D dkAib; =zb;, za sve i=1,..m
k=1v=I k=1 v=1 k=1

pa je stoga

n p
Zaiv(quykv)zzb,-, zasve i=1..m_ (4
v=l k=1

Kako je

p
quykv eUl,(A| B)*g Rz zasvaki v=1, .., n
k=1

b

p
to vazi da je z 9k Vi =hZ, zaneki r, eR. zjednakosti (4) sada sledi da je
k=1

n
z-(Zaier) =zb, zasve i=1, .., m.
v=]
Posto je element z regularan u prstenu R, to znaci da je
n
Zaivrv =b,zasvei=1..m
v=l

pajeotuda &= (r, ..., r,) "€R" redenje sistema jednacina AX = B.

Pretpostavimo da je 1,,(A) = R. Tada je r(4) = m, pa za svaku kolonu BeR" vazi da je

RI,,(A4 /B) " R-1 € RI,,(4), a kako je 1 regularan element prstena R, to na osnovu teoreme 10 sledi
da sistem AX = B ima reSenje. Time smo dokazali sledece tvrdenje.

Posledica 9. Neka je AeM,,.,(R) matrica takva da je I,(4) = R. Tada za svaku kolonu BeR"
sistem jednacina AX = B ima reSenje.
|

Tvrdenja u ovom poglavlju se mogu primeniti na razmatranja koja se odnose na linearna
preslikavanjima medu slobodnim R-modulima.

Neka je A€M, (R). Matrica A indukuje jedan homomorfizam R-modula R" u modul R",

- R —R" , dat sa uy(§) = AE. McCoyova teorema 6 i upravo dokazana posledica 9 nas dovode
do sledece teoreme.
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Teorema 11. Neka je 4€M,x,(R) ineka je py: R" —R" homomorfizam R-modula dat sa
14a(€) = AE. Tada vaze sledeca tvrdenja:
1) Neka je n >m. Preslikavanje 4 je surjektivno ako i samo ako je ideal 7,,(4) = R.
2) Neka je n <m. Preslikavanje pa je injektivno ako 1 samo ako je Ann ,(1,(4)) ={0}.

Dokaz: Najpre, ako je n < m, preslikavanje 1, ne moze biti surjektivno prema teoremi 7. Ako je, s druge
strane, n > m, preslikavanje py iz istog razloga ne moze biti injektivno. Razmotrimo zato
tvrdenja 11 2.

1) Pretpostavimo da je n >m. Ako je I,,(4) = R onda na osnovu posledice 9 sledi da sistem jedna¢ina
AX = B ima reSenje za svako BeR". Ovo upravo znaéi da je preslikavanje 1, surjektivno, tj. da je
modul R" slika homomorfizma ti.

Pretpostavimo obratno, da je preslikavanje t4 surjektivno. Oznacimo sa &= {¢g, ..., &,} kanonsku
bazu modula R”, gde je &= (1, 0, ..., 0)", &= (0, 1, ..., 0)", ..., &= (0, 0, ..., 1)" . Tada sistem
jednacina AX = & ima resenje jer je uy surjektivno. Naime, prema teoremi 9 sledi da je

I, A4) = Im(A| &). JednaCina AX = &, takode ima reSenje Ee R" jer je uy surjektivno. Tada

mozemo zapisati da je (4 | &)Y =& zamatricu ¥ = ((é)j To konkretno znaci da jedna¢ina

(A| &)X = & 1ima reSenje, §to opet prema teoremi 9 znaci da je [,(4 | &) = 1.4 | & | &).
Nastavimo li dalje na isti nacin, dolazimo do zakljucka da je
L) =L(Ale)=1(4lel. | &) =R

2) Preslikavanje g4 nece biti injektivno onda i samo onda kada sistem jednacina AX = 0 ima
netrivijalno reSenje e R". Prema McCoyovoj teoremi, homogeni sistem AX = 0 ima netrivijalno
reSenje onda i samo onda kada je rang matrice koeficijenata r(4) < n, §to po definiciji znaci da je
anulator Ann ,(1,(4)) #{0}.

|
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