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Glava 1

Uvod

NP-kompletni problemi zauzimaju posebno mesto u ra¢unarstvu. Oni pred-
stavljaju teske probleme odlu¢ivanja (za ¢ije resavanje nije poznat efikasan al-
goritam) i medusobno su svodivi u polinomijalnom vremenu.

U NP-kompletne probleme spadaju mnogi problemi od prakti¢nog znacaja,
kao §to su razni problemi pokrivanja, particionisanja, planiranja i rasporedivanja.
Veoma je bitno da se za njihovo resavanje nadu $to brza resenja. Jedan od na-
jizucavanijih NP-kompletnih problema — SAT problem tu igra vrlo znacajnu
ulogu, jer poslednjih decenija razvijene su veoma efikasne implementacije za nje-
govo resavanje. Kako je SAT NP-kompletan problem, moguce je izvrsiti njegovo
svodenje na bilo koji drugi NP-kompletan problem u polinomijalnom vremenu,
a i obratno. Na primer, problem klike, problem Hamiltonovog ciklusa i drugi
se mogu svesti na SAT problem. Ovo omoguéava da se SAT resavadi koriste
kao univerzalni alat, npr. ukoliko ne postoji specijalizovani resava¢ za neki
problem, kao $to je problem usmerenog Hamiltonovog cilklusa (u daljem tek-
stu — UHC). Prakti¢no svi reSavaci za problem Hamiltonovog ciklusa resavaju
neusmerenu varijantu problema (u daljem tekstu — NHC). Pored toga, mod-
erni SAT reSavaci imaju primene u mnogim oblastima i uspesno resavaju i in-
stance od nekoliko miliona klauza. Ipak, neke instance problema SAT ostaju
preteske za SAT resavace. Pitanje je da li neke od njih mogu efikasnije da se
reSe svodenjem na neki drugi NP-kompletan problem, upotrebom odgovarujeceg
reSavaca. Takode, interesantno pitanje je da li moderni SAT resavac¢i mogu biti
efikasniji za reSavanje nekih instanci drugih NP-kompletnih problema od speci-
jalizovanih reSavaca. Interesantno je ispitati i da li najteze instance jednog
problema (u nekom skupu) ostaju najteze i nakon svodenja na neki drugi prob-
lem.
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Glava 2

NP-kompletnost i
polinomijalna svodenja

U resavanju problema, u rac¢unarstvu se tezi efikasnijim (u smislu vremena
i memorijskog prostora) algoritmima za njihovo resavanje. Medutim, za neke
probleme nisu pronadena elegantna i efikasna resenja, Stavise postoje razlozi za
verovanje da efikasna resenja i ne postoje za te probleme. U nastavku ¢e prvo
biti izlozene klase slozenosti, a zatim pojam NP-kompletnosti [7, [§].

2.1 Klase slozenosti

Efikasnost algoritma se moze meriti brojem koraka (vremenska slozenost) i
npr. brojem bitova (memorijska ili prostorna slozenost) potrebnih za izvrenje
algoritma u funkciji veli¢ine ulaza. Medutim, kako izvrsavanje algoritma moze
varirati u zavisnosti od instance do instance problema, potreban je nekakav
nacin da mere efikasnosti budu nezavisne od specificnosti instanci. Mogla bi se
vrsiti procena najboljeg, proseénog i najgoreg slucaja. Ocena najboljeg slucaja
retko kada predstavlja dobru meru efikasnosti algoritma, pa se nikada i ne ko-
risti. Ocena prosecnog sluc¢aja kao ocenu koristi prosecan broj koraka u algo-
ritmu i u nekim situacijama je pozeljna, medutim cesto zahteva vrlo slozena
izracunavanja, te se stoga retko primenjuje. Preostaje ocena najgoreg slucaja,
koja predstavlja najveéi broj koraka ili memorijski prostor potreban za neko
izvrSavanje algoritma. Ocena najgoreg slucaja daje gornju granicu kao meru
slozenosti algoritma i jednostavna je za izracunati (u odnosu na ocenu prosecnog
slucaja). Za izrazavanje asimptotskog ponasanja gornje granice sloZenosti koristi
se tzv. ”veliko O notacija”. Ako postoji konstanta ¢ i prirodni broj ngy takvi da
za pozitivne funkcije f i g nad domenom prirodnih brojeva vazi: f(n) < c-g(n)
za sve vrednosti n veée od ng pise se f = O(g) i ¢ita se ”f je veliko O od g”.
"veliko O notacija” predstavlja klasu funkcija koje imaju istu gornju granicu.
Za izrazavanje asimptotskog ponasanja donje granice slozenosti koristi se tzv.
”omega” notacija. Ako postoji pozitivna konstanta c i prirodan broj n, takva
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da za funkcije f i g vazi: f(n) = ¢- g(n), za svako n > n,, onda se kaze da je
funkcija g(n) asimptotska donja granica funkcije f(n) i pise se f(n) = Q(g(n)).
Za funkcije f i g se kaze da imaju iste asimptotske brzine rasta, ukoliko istovre-
meno vazi i f = O(g(n)) i f = Q(g(n)), sto se oznacava f(n) = O(g(n)).

Problem se naziva resivim, ukoliko postoji efikasan algoritam za njegovo
reSavanje. Za algoritam se kaze da je efikasan ili polinomijalan, ukoliko je njegova
vremenska slozenost O(P(n)), gde je P(n) polinom od veli¢ine problema. Klasa
svih problema koji se mogu resiti efikasnim (tj. polinomijalnim) algoritmom se
oznacava sa P.

2.2 Polinomijalna svodenja

Problemi odlu¢ivanja su problemi za ¢iju svaku instancu se ocekuje odgovor
DA ili NE. Veéina problema se moze relativno jednostavno izraziti pomocéu prob-
lema odluc¢ivanja. Svaki problem odlu¢ivanja se moze razmatrati kao problem
prepoznavanja jezika. Neka je skup U skup svih moguéih ulaza za problem
odlucivanja, a L C U skup svih ulaza za koje je reSenje problema DA. Za L
se tada kaze da je jezik koji odgovara problemu. Problem odlu¢ivanja je onda
problem utvrdivanja da li ulaz pripada jeziku L.

Neka su Ly i Lo dva jezika, takvi da Ly C Uy i Ly C Us. Kaze se da je Ly
polinomijalno svodljiv na Ly, ako postoji polinomijalni algoritam koji dati ulaz
uy € Uy prevodi u ulaz us € Us, tako da vazi u; € Ly akko us € Lo Ako je jezik
L1 polinomijalno svodljiv na jezik Lo i ako postoji polinomijalni algoritam za
prepoznavanje Lo, onda postoji i polinomijalni algoritam za prepoznavanje L.
Algoritam se dobija primenom algoritma svodenja jezika L; na Lo i primenom
algoritma za prepoznavanje jezika Lo na izlaz dobijen iz algoritma svodenja.
Relacija polinomijalne svodljivosti nije simetri¢na, jer definicija polinomijalne
svodljivosti zahteva samo da se proizvoljan ulaz za L; transformise u ulaz za
Lo, dok obrnuto ne mora da vazi. Moze se smatrati da je problem na koji se
vrsi svodenje tezi ili iste tezine. Takode, relacija polinomijalne svodljivosti je
tranzitivna.

Za dva jezika L1 i Lo se kaze da su polinomijalno ekvivalentni, ako je svaki
od njih polinomijalno svodljiv na drugi. Relacija polinomijalne ekvivalencije
je od velikog znacaja za probleme koji nisu u klasi P, jer prakti¢no oznacava
probleme jednake tezine.

2.3 Klasa NP

Klasa NP se neformalno definise pomoc¢u pojma nedeterministickog algo-
ritma, koji se sastoji iz dve faze:

1. Faza pogadanja — na neki nacin se bira struktura S, u odnosu na dati
ulaz u.
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2. Faza provere — za ulaz u i strukturu S, daje odgovor DA ili NE (ili se
izavrSava beskona¢no dugo).

Za nedeterministicki algoritam se kaze da ”reSava” problem odlucivanja II, ako
su za proizvoljni ulaz v € Uy ispunjena sledec¢a dva uslova:

1. Ako v € Ly, onda postoji takva struktura S, takva da faza provere za
pogadenu strukturu S i ulaz u zavrsava odgovorom DA.

2. Ako u ¢ Ly, onda ne postoji struktura S ¢ijim bi se pogadanjem faza
provere za strukturu S i ulaz u zavrsila odgovorom DA.

Za nedeterministicki algoritam se kaze da se ”izvrSava u polinomijalnom vre-
menu”, ako postoji polinom p takav da za svaki ulaz u € Ly postoji pogadanje
strukture S takvo da se faza provere algoritma zavrsava odgovorom DA za vreme
p(Jul), gde |u| oznacava veli¢inu ulaza u. Klasa NP je klasa svih problema
odlucivanja koji pri pogodnom kodiranju mogu biti reSeni nedeterministickim
algoritmom za polinomijalno vreme (eng. NP — nondeterministic polynomial
). Cini se da su nedeterministicki polinomijalni algoritmi moéniji od deter-
ministickih polinomijalnih, medutim nikome do sad to nije poslo za rukom da
dokaze ili opovrgne. Da bi se to pokazalo potrebno je pronaci neki problem iz
NP koji nije u P. Da bi se pokazalo da su klase P i NP jednake potrebno je
pokazati se svaki problem iz klase NP moze resiti deterministickim algoritmom
polinomijalne vremenske slozenosti. Problem odnosa klasa P i NP je jedan od
znacajnijih u ra¢unarstvu i poznat je kao problem ” P = NP?”.

2.4 NP-kompletnost

Medu problemima koji se nalaze u klasi NP mogu se izdvojiti "najtezi”
problemi. se kaze da je NP-teZak ukoliko se svaki problem Y koji pripada
klasi NP moze svesti na X u polinomijalnom vremenu. Ako se za bilo koji
NP-tezak problem dokaze da je u P, to bi znacilo da je P = NP. Za prob-
lem X se kaze da je NP-kompletan ako X pripada klasi NP i ako je X NP-
tezak. Definicija NP-kompletnosti ne daje jednostavan nacin za utvrdivanje
da li problem pripada NP-kompletnim problemima. NP-tezak dolazi se do ob-
lika definicije koji je laksi za primenu, medutim zahteva da bude poznat bar
jedan NP-kompletan problem. Problem zadovoljivosti iskazne formule — SAT
(eng. satisfiability) je prvi problem za koji je dokazano da je NP-kompletan.
Taj dokaz spada medu najznacajnije rezultate teorijskog racunarstva i prvi ga
je izveo Kuk 1971. godine [I], a nezavisno od njega i Levin [4]. Ubrzo zatim
je za veliki broj drugih problema dokazano da su NP-kompletni, npr. problem
3-SAT, problem Hamiltonovog ciklusa, problem klika, problem bojenja grafa,
problem celobrojnog (0— 1) programiranja, problem pokrivanja ¢vorova i mnogi
drugi [2].
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SAT problem i resavaci za
SAT problem

U okviru ove glave su ukratko izlozeni osnovni pojmovi iskazne logike, SAT
problem, kao i pregled razli¢itih postojeéih SAT resavaca i njihovih karakteris-
tika.

3.1 Kratak uvod u iskaznu logiku

U iskaznoj logici korisite se promenljive da bi predstavile iskaze, koji se
mogu kombinovati u slozenije iskaze. Postoje tri aspekta iskazne logike: sin-
taksa, semantika i deduktivni sistemi. U nastavku ¢e ukratko biti izlozene samo
sintaksa i semantika[7]. Naime, SAT problem je zadat u terminima semantike i
u njegovom resavanju se obi¢no ne koriste deduktivne metode.

3.1.1 Sintaksa iskazne logike

Sintaksa iskazne logike opisuje jezik iskazne logike, tj. na koji nacin se formi-
raju sintaksno ispravne iskazne formule.
Azbuku iskazne logike ¥ ¢ine:

e prebrojiv skup iskaznih slova P;

e skup logickih veznika {A,V,,=,<}, gde je - unarni veznik, a ostali su
binarni;

e skup logickih konstanti {T, L};
e skup pomoénih simbola {(,)}.

Skup iskaznih formula nad skupom iskaznih slova P je najmanji podskup
skupa svih re¢i nad azbukom ¥ takav da vazi:
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e iskazna slova i logicke konstante su iskazne formule;

e ako su A i B iskazne formule onda su to i: (=A), (A A B),(AV B),
(A= B),(A< B).

Iskazna slova se nazivaju i iskaznim promenljivim. Iskazna slova i logicke
konstante se nazivaju atomickim iskaznim formulama, a atomicka formula ili
njena negacija se naziva literal. Disjunkcija literala se naziva klauza.

Za iskaznu formulu se kaze da je u konjunktivnoj normalnoj formi (KNF) ako
je oblika: AjAAsA. .. AA, gde je svaka od formula A;(1 <4 < n) klauza. Sli¢no,
za iskaznu formulu se kaze da je u disjunktivnoj normalnoj formi (DNF) ako je
oblika: A1 V Ay V...V A, gde je svaka od formula A; (1 < ¢ < n) konjunkcija
literala. Za svaku iskaznu formula postoji logicki ekvivalentna iskazna formula
u KNF (odnosno u DNF). KNF je od posebnog znacaja, jer veé¢ina modernih
SAT resavaca prima kao ulaz formule u KNF.

3.1.2 Semantika iskazne logike

Semantika iskazne logike govori o znacenju formula.

Funkcije v : P +— {0,1} se nazivaju valuacijama, a skup {0,1} domenom
valuacije. Kao domen valuacije se moze upotrebiti i bilo koji drugi dvoclani
skup. Svaka valuacija v definiSe funkciju interpretacije I,,, koja preslikava skup
iskaznih formula u skup {0,1}. Funkcija interpretacije se definiSe na sledeéi
nacin:

o I, p)

v(p), za svako iskazno slovo p € P;
T)=1;

o ]

<

o ]/

<

(

(

(L) =

o I,(-A) =1 ako je I,(A) = 0, i I,(~A) = 0, ako je I,(4) = 1;
(A
(
(

o I,(ANB)=1akojeI,(A)=11iI,(B) =1; I,(AA B) =0 inace;
o [,(AV B)=0akoje I,(A) =01iI,(B) =0; [,(AV B) =1 inace;

e [,(A=B)=0akoje I,(A) =1iI,(B) =0; I,(A = B) =1 inace;
e [, (A& B)=1akoje I,(A) = I,(B); I,(A < B) =0 inace;

Za formulu A kazemo da je tacna u valuaciji v ukoliko je I,(A) = 1, a
za valuaciju v se tada kaze da je zadovoljavajuéa za formulu A. Ukoliko je
I,(A) = 0, onda kazemo da je formula A netacna u valuaciji v.

Za formulu se kaze da je zadovoljiva ukoliko postoji valuacija koja je za
nju zadovoljavajuca. Ukoliko je svaka valuacija zadovoljavajuca za iskaznu for-
mulu onda se za tu formulu kaze da je tautologija. Formula je kontradikcija (ili
nezadovoljiva) ukoliko za nju ne postoji zadovoljavajuca valuacija.

Primer 1. Formula AV —A je tautologija, formula A N —A je kontradikcija, a
formula A = B je zadovoljiva.
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3.2 SAT problem

Problem ispitivanja zadovoljivosti iskazne formule, se naziva SAT prob-
lem (od eng. satisfiability). SAT problem je veoma tezak problem u pogledu
izracunljivosti, jer nije poznat efikasan (tj. polinomijalan) algoritam za nje-
govo resavanje. Stavise, SAT problem je prvi problem za koji je dokazano da
je NP-kompletan. To je dokazao Kuk 1971. godine [I]. Ruski nau¢nik Levin je
nezavisno dosao do istog otkri¢a razmatrajuéi univerzalne probleme pretrage u
svom radu [4], pa se to tvrdenje jo$ naziva i Kuk-Levinova teorema.

Pored velikog znacaja za teorijsko rac¢unarstvo, SAT problem ima jako siroku
prakti¢nu primenu, zbog velikog broja efikasnih resavac¢a. Razni teski problemi
se kodiraju u vidu iskaznih formula, koje se potom resavaju SAT reSava¢ima.
Ovaj pristup je posebno vazan za probleme za koje ne postoje efikasna specijal-
izovana resenja. Neke od primena SAT problema su verifikacija logickih kola i
reSavanje raznih problema planiranja.

3.3 SAT resavaci

SAT reSavaci su implementacije raznih metoda i algoritama za reSavanje
SAT problema. Postoje npr. DPLL zasnovani, stohasticki, ne-KNF i drugi SAT
resavaci. DPLL zasnovani resavaci se jos nazivaju i CDCL (eng. conflict driven
clause learning) reSavacima.

Kompletni SAT resavaci mogu utvrditi da li je formula zadovoljiva ili nezado-
voljiva, dok stohasticki ¢esto mogu brze utvrditi da je formula zadovoljiva, ali
ne mogu dati odgovor ukoliko je ona nezadovoljiva. Stohasticki resavaci upotre-
bljavaju pristupe kao $to je gramziva lokalna pretraga. Ideja gramzive lokalne
pretrage je da se bira slucajna valuacija kao trenutna i onda se razmatraju sve
valuacije koje se za jednu promenljivu razlikuju od trenutne. Kao novu trenutnu
valuaciju bira se ona koja zadovoljava najveéi broj klauza.

Veéina kompletnih SAT resavaca je zasnovana na DPLL (Dejvis-Patnam-
Logman-Lovland) proceduri [13]. Klasitna DPLL procedura kao ulaz prima
formulu u KNF, u vidu multiskupa (tj. u prakti¢noj implementaciji u vidu
liste) klauzaﬂ Kao izlaz daje odgovor DA ukoliko je formula zadovoljiva, a inace
daje odgovor NE. Moderni CDCL resavaéi koriste verziju DPLL procedure koja
umesto da prosleduje i menja formulu (tj. multiskup klauza), prosleduje i menja
valuaciju. Ova izmena omogucuje mnogo efikasniji rad procedure, narocito u
slucaju iskaznih formula koje sadrze veliki broj klauza [18].

Moderni SAT reSavaci koriste tzv. trag (eng. trail) — listu promenljivih
koja predstavlja parcijalnu valuaciju formule (promenljive u listi imaju dodel-
jene vrednosti, dok preostale promenljive nemaju dodeljene vrednosti). Kada je
svakoj promenljivoj formule dodeljena vrednost, za valuaciju se kaze da je to-
talna valuacija. Primena split pravila DPLL algoritma se naziva odlukom, jer se

I DIMACS format, koji se najcesée koristi za formule u KNF je opisan u okviru glave 9 —
Dodatak
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function DPLL (v : valuacija): (DA,NE)
begin
if F je netaCno u valuaciji v then return NE
else if v je totalna valuacija formule F then return DA
else if postoji jedinicna klauza (IV 1V ...V [ u F t.d.
I,I ¢ v, l1,...,lx € v) then return DPLL(v U {l})
else begin
izaberi literal [ t.d. l€ F, l,I¢ v
if DPLL(vU {l} )=DA then return DA
else return DPLL(v U {I})
end
end

Slika 3.1: Pseudo kod modifikovane DPLL procedure koja prosleduje valuaciju,
a ne formulu

u tom trenutku bira nova promenljiva koja ¢e biti dodata u listu, tj. bice joj do-
deljena vrednost u parcijalnoj valuaciji. Osim izbora promenljive koja se dodaje
parcijalnoj valuaciji, potrebno je odabrati i njenu vrednost tj. polaritet. Pri-
menom pravila wunit propagation se vrednost nekog literala dodeljuje na osnovu
vrednosti koje se nalaze u valuaciji, pa se takav zakljucak naziva implikacijom.
Ukoliko se javi situacija da jedna promenljiva ima implicirane razli¢ite vred-
nosti onda ona proizvodi konflikt. Konflikt oznacava da je u nekom trenutku
napravljena pogre$na odluka, onda se moze naéi razlog, u vidu klauze, zbog
kog je do konflikta doslo i tom klauzom prosiriti pocetni skup klauza kako bi se
sprecilo ponovno ispitivanje tog potprostora pretrage. Takve klauze se nazivaju
naucene klauze. Kada se detektuje konflikt, u resavanju se vrsi skok unazad
(eng. backjump) do poslednje odluke koja je dodelila vrednost promenljivoj koja
ucestvuje u konfliktu. Ovo je moguée izvesti jer sve dodele vrednosti posle te
odluke su implicirane upravo tom odlukom. Posle nekog vremena broj naucenih
klauza moze znatno usporiti rad reSavaca, pa je pozeljno da neke klauze (npr.
one koje se dugo nisu koristile) budu obrisane. Ovaj postupak se naziva zabo-
ravljanje. Resava¢ moze i da posle izvesnog vremena krene pretragu od pocetka
(pri tome zadrzavajuéi naucene klauze, kako se ne bi vratio u isti deo prostora
pretrage) sa ocekivanjem da se reSenje ne nalazi u delu prostora pretrage koji
je ispitivao. Ovaj postupak se naziva kretanje iznova (eng. restart). Medutim,
kako se ne bi narusila kompletnost pretrage, neki resavaci sto duze rade sve rede
¢e se vrsiti zapocinjanje iznova.

Informacije o trenutno najboljim SAT reSava¢ima se mogu pronaéi na adresi
oragnizacije za takmicenja SAT reSavaca ﬂ Medu poznatijim resavacima su
2Chaff P| Minisaff?] SATzillaff] claspf]i drugi.

%http://www.satcompetition.org/
3www.princeton.edu/~chaff/zchaff.html
4yww.minisat.se/MiniSat.html
Swww.cs.ubc.ca/labs/beta/Projects/SATzilla/
Swww . cs.uni-potsdam.de/clasp/
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www.minisat.se/MiniSat.html
www.cs.ubc.ca/labs/beta/Projects/SATzilla/
www.cs.uni-potsdam.de/clasp/

Glava 4

Problem Klika 1 reSavaci za
problem Klika

U ovoj glavi bi¢e ukratko izloZeni osnovni pojmovi teorije grafova, zatim
problem k-klike i resavaé¢ za problem k-klike [§].

4.1 Osnovni pojmovi teorije grafova

Uredeni par G = (V, E) se naziva grafom, gde je V. = {vy, v, ...,v,} skup
¢vorova, a E C V x V skup grana. Broj ¢vorova grafa se smatra veli¢inom
grafa. Graf moze biti usmeren ili neusmeren, u zavisnosti od toga da li je bitan
redosled évorova grana, odnosno da li vazi (v;,v;) € E <= (v;,v;) € E za
svaku granu (v;,v,) € E, ukoliko vazi — graf je neusmeren, a u suprotnom je
usmeren. Cvorovi grafa se najéesée ilustruju krugovima, a grane linijama koje
povezuju odgovarajuc¢e ¢vorove. Usmerene grane imaju strelicu u pravcu ¢vora
u koji ulaze.

Za granu e = (v;,v;) se kaze da je susedna ili incidentna ¢vorovima v; i v,,
a za Cvorove v; i v; da su susedni. Broj grana susednih jednom ¢voru se naziva
stepenom tog ¢vora. Kod usmerenih grafova razlikuju se wlazni i izlazni stepen
¢vora, odnosno broj grana koje ulaze, tj. izlaze iz datog ¢vora.

Put u grafu je niz susednih ¢vorova povezanih granama. Za put kazemo da je
prost ukoliko se nijedan ¢vor ne ponavlja duz njega. Ciklus ¢ini prost put i grana
koja povezuje poslednji i prvi ¢vor tog puta. Neusmereni graf je kompletan ili
kompletno povezan ako postoji grana izmedu svaka dva ¢vora u grafu. Za graf
G' = (V', E’) kaze se da je podgraf grafa G = (V,E), ako je V' C Vi EF' CE.
Za graf G' = (V' E') se kaze da je podgraf grafa G indukovan skupom cvorova
V7’ ukoliko je V! C Vi E' = EN (V' x V’). Granama grafa se mogu pridruziti
vrednosti koje se nazivaju teZine (eng. weights), a takav graf se naziva teZinskim
grafom (eng. weighted graph). Klika je kompletno povezan podgraf, ili skup
¢vorova takav da su svi medusobno susedni. Klika veli¢ine k se naziva k-klika.
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Primer 2. Neusmereni graf na slici 8.1 ¢ini skup évorova V.= {Vi,vq,v3,v4}
i skup grana E = {e1,ea,e3,e4,e5}. Na primer, za granu e; se kaZe da je
susedna ¢vorovima vy 1 vVa. Za ¢vorove vy 1 ve se takode kaZe da su susedni. Niz
¢vorova i grana — < Vg, €1,V1, €5, U3, €4,V4 > Cing put u grafu. Dok zatvoreni
put < vg,e1,v1,€,Vy,€3,VU3, €4,V > Cini ciklus u prikazanom grafu. U datom
grafu se mogu videti dve klike velicine 8 i to su: vi,vs,v3 @ V1,03, V4.

€1 €2

Qﬁ_} €5 I'D

€4 €3

Slika 4.1: Jednostavan graf

4.2 Problem Klika

Problem klika je znacajan grafovski problem. Neka je dat neusmereni graf
G, problem klika ili problem k-klike je problem utvrdivanja da li u grafu G
postoji kompletan podgraf G’ veli¢ine bar k. Dakle, problem klika je problem
odlu¢ivanja i pripada NP-kompletnim problemima [2]. Kako klika veli¢ine k
sadrzi k klika velicine £ — 1, uvodi se pojam maksimalne klike. Maksimalna
klika je ona koja nije deo nijedne druge klike. Problem maksimalne klike je
NP-tezak problem, jer ako se moze resiti problem maksimalne klike grafa, onda
se zna i reSenje problema k-klike. Ukoliko je veli¢ine maksimalne klike veca ili
jednaka broju k, onda postoji k-klika u grafu, a u suprotnom ne postoji.

Primer 3. Na narednoj slici prikazan je graf sa est ¢vorova, crvenom bojom
prikazane su grane klike velicine 4 u tom grafu. MoZemo primetiti da se klika
velicine 4 (koju éine cvorovi 2,8,4,6) sastoji od 4 klike velicine 3, ali i da ne pos-
toji klika velicine 5 koja je sadrzi te je ona ujedno i maksimalna klika u datom
grafu, medutim ne i jedina. Klike velicine 3 koje ¢ine c¢vorovi 1,4,2 1 4,5,6 su
takode maksimalne u ovom grafu.
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Slika 4.2: Graf koji sadrzi 4-kliku.

4.3 Resavaci za problem Klika

Moze se pronadi svega nekoliko resavaca za problem klike. Cliquer E| koristi
egzaktni algoritam grananja sa ogranicavanjem (odsecanjem), za pronalazenje
maksimalne klike i pojednostavljene verzije algoritma za lakSe probleme, kao sto
je klika odredene velicine [9]. Pretpostavlja se nekakav poredak medu ¢vorovima,
V = vi,v9,...,v,. Razmatraju se podgrafovi indukovani skupovima ¢vorova
S; = v1,v9,...,v;. Funkcija c(i) se definiSe kao veli¢ina maksimalne klike u
podgrafu indukovanom skupom S;. Moze se primetiti da je ¢(i + 1) jednako
ili ¢(d) ili c(i) + 1, pri cemu ¢(i + 1) = ¢(i) + 1 ako i samo ako u podgrafu
indukovanom sa S; 11 postoji maksimalna klika veli¢ine ¢(i) + 1 i njoj pripada
¢vor v;41. Dakle, kada se racuna c(i + 1) i trazi se maksimalna klika te veli¢ine,
krec¢e se od klike W koju ¢ini samo &vor v;4; i ona se prosiruje ¢vorovima v;
gde je j < i, ukoliko su ispunjeni uslovi. Moze se vrsiti odsecanje prilikom pre-
trage ukoliko vazi: |W| + ¢(j) < ¢(i). Ako se j bira kao najveéi nerazmotreni
indeks koji se ne nalazi u W i uslov odescanja je ispunjen, to znac¢i da ne postoji
klika veli¢ine ¢(i) + 1. Pronalazak klike veli¢ine ¢(i) 4+ 1 takode vodi odsecanju.
Rekonstrukcija jedne maksimalne klike u grafu je jednostavna kada je poznat niz
vrednosti ¢(1),¢(2),...,c(n). Kako ¢vor v; pripada maksimalnoj kliki ukoliko
¢(i) # c(i — 1), onda se samo jednim prolazom kroz niz vrednosti moze odrediti
maksimalna klika. U sluc¢aju da se trazi klika velicine k, algoritam ¢e prestati
sa radom u onom trenutku kada za neko i bude vazilo ¢(i) = k.

Cliquer prima ulaz u DIMACS formatu za grafove E Resava problem maksi-
malne klike, kao i problem pronalazenja klike ¢ija veli¢ina pripada nekom in-
tervalu. Takode, moze da reSava analogne probleme na tezinskim grafovima,
pronalazeéi najtezu maksimalnu kliku i sl. Za sve probleme ima opciju vrac¢anja
svih mogué¢ih reSenja. Kako vreme izvrSavanja algoritma zavisi od redosleda
¢vorova, Cliquer nudi nekoliko strategija za definisanje poretka nad ¢vorovima
kao $to su slucajni poredak ili prema rastu¢em stepenu ¢vorova. Postoji jos

Ihttp://users.tkk.fi/pat/cliquer.html
20pis DIMACS formata za iskazne formule i grafove se nalazi u okviru glave 9 — Dodatak
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nekoliko resavaca, medu kojima su Solver [[]i clique [ koji su implementirani u
programskom jeziku Java. Resava¢ clique implementira isti algoritam koji koristi
reSavac Cliquer. Resava¢ Solver zapravo implementira algoritam za pronalazenje
maksimalnog nezavisnog skupa (koji odgovara pronalazenju maksimalne klike
u komplementarnom grafu, koji se dobija uklanjanjem postojecih grana i doda-
vanjem nepostoje¢ih grana polaznog grafa) [16].

3www.vinnica.ua/~aplot/solver.html
4wwu . gitorious.org/mo-projects/clique


www.vinnica.ua/~aplot/solver.html
www.gitorious.org/mo-projects/clique

Glava 5

Problem Hamiltonovog
ciklusa i1 resavaci za
problem Hamiltonovog
ciklusa

U ovoj glavi bice izlozeni problem Hamiltonovog ciklusa i resavaci za problem
Hamiltonovog ciklusa.

5.1 Problem Hamiltonovog ciklusa

Neka je dat graf G=(V,E). Hamiltonov ciklus predstavlja zatvoren put (cik-
lus) kroz graf takav da je svaki ¢vor grafa sarzan tac¢no jednom. Postoje ra-
zlicite formulacije problema, u zavisnosti od toga da li je re¢ o usmerenom ili
neusmerenom grafu. Postoji i optimizaciona varijanta ovog problema: uko-
liko je zadat tezinski graf, trazi se najjeftiniji Hamiltonov ciklus i ovaj problem
je poznat kao problem trgovackog putnika. Za razliku od klasi¢nog problema
Hamiltonovog ciklusa, kod problema trgovackog putnika Cesto se pretpostavlja
da je graf potpun, tj. da postoji grana izmedu svaka dva ¢vora grafa. Dodatno
se razlikuju simetri¢an i asimetrican problem trgovackog putnika, u zavisnosti
od toga da li se tezine grane (i,j) i (j,i) razlikuju ili ne za svaku granu (i,j) iz
grafa. Problem Hamiltonovog ciklusa se trivijalno svodi na problem trgovackog
putnika, dodeljivanjem tezine 0, ukoliko grana postoji u grafu ili tezine 1 ukoliko
grana ne postoji. U tekstu se skracenicom NHC oznacava problem Hamiltonovog
ciklusa u neusmerenom grafu, a problem Hamiltonovog ciklusa u usmerenom
grafu se oznacava skra¢enicom UHC.
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5.2 ResSavaci za problem Hamiltonovog ciklusa

Postoje mnogi resavaéi za problem Hamiltonovog ciklusa, kao i za problem tr-
govackog putnika. Postoji veliki broj raspolozivih implementacijaﬂ za reSavanje
problema trgovackog putnika, Hamiltonovog ciklusa i varijanti, medu kojima se
mogu nadéi egzaktni, heuristicki i drugi resavaci.

HamCyclesE| je resavac koji predstavlja implementaciju algoritma zasnovanog
na metodi vise puteva (eng. multi-path method) [5]. U nastavku sledi kratak opis
ideje algoritma.

Neka je dat graf G = (V, E), pri éemu je broj évorova u grafu G, n = |V], a
broj grana m = |E|. Kako Hamiltonov ciklus mora da sadrzi svaki ¢vor u grafu
to zna¢i da on mora sadrzati n grana tog grafa. Dakle, metod grube sile za
reSavanje problema Hamiltonovog ciklusa bi bio odabir n grana od postojec¢ih
m na sve moguce nacine dok se ne nade upravo Hamiltonov ciklus ili se iscrpi
sve moguénosti. Takav pristup bi se mogao izvesti pretragom sa vra¢anjem
(eng. backtracking). Medutim, moze se primetiti da n grana Hamiltonovog
ciklusa zapravo predstavljaju n parova susednih grana, tako da kada se od-
abere jedna grana da pripada ciklusu, za narednu je dovoljno razmatrati grane
koje su incidentne sa njom. Ako se prostor pretrage razmatra kao stablo, ovim
zapazanjem se broj grananja u svakom ¢voru stabla smanjuje na stepen trenutno
dostignutog ¢vora, umesto m —k (gde je k broj ve¢ odabranih grana) koliko bi ih
bilo u pristupu grube sile. Stavie, umesto da se izvodi pretraga sa povratkom u
prostoru grana, ona se moze vrsiti u prostoru évorova. Cvorovi koji se biraju se
nazivaju tackama spajanja (eng. anchor points). Kada se odabere jedna tacka
spajanja, naredna se bira medu njoj susednim ¢vorovima. Kada se izvrsi odabir
n tacaka spajanja, potrebno je izvrsiti proveru da li je zaista re¢ o Hamiltonovom
ciklusu. Sledeée zapazanje koje vodi poboljSanju jeste da unutar ciklusa svaki
¢vor je stepena 2. Od svih grana koje su susedne ¢vorovima u ciklusu samo
dve se smeju iskoristiti. Definise se segment kao put u grafu, takav da se ne
preklapa i ne deli krajnje ¢vorove sa drugim segmentima. Neka je data unija
segmenata S u grafu G. Mogu se definisati dva skupa ¢évorova — V;,(.S) skup
unutrasnjih ¢évorova (Ciji stepen ¢vora je 2 unutar S) i V., (S) skup krajnjih
¢vorova segmenata (¢iji stepen ¢vora je 1 unutar S). Prilikom odabira narednog
¢vora dovoljno je razmatrati skup V' \ V;,. Ideja je da se prosiruju postojeéi
segmenti sve do trenutka kada moraju medusobno da se spoje, kako bi formirali
jedinstven ciklus. Provera da li je re¢ o Hamiltonovom ciklusu je trivijalana i
svodi se na proveru da li je duzina dobijenog ciklusa bas n, jer se ostala svojstva
Hamiltonovog ciklusa induktivno odrzavaju.

Concorde TSPEL koji se smatra najboljim resavacem za problem trgovackog
putnika, koristi linearno programiranje za pronalazenje optimalne cene ciklusa,
a zatim vrsi pretragu kroz graf dok ne nade ciklus sa bas tom tezinom. Iako
je lako prevesti problem Hamiltonovog ciklusa u problem trgovackog putnika,
problem je sto je Concorde TSP resava¢ za simetrican problem trgovackog put-

lwww.or.deis.unibo.it/resesarch_pages/tspsoft.html

Zhttp://bkocay.cs.umanitoba.ca/gkg/download. html
Shttp://www.tsp.gatech.edu/concorde.html
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nika. Postoji na¢in da se asimetrican problem trgovackog putnika prevede na
simetri¢an, po cenu dupliranja broja ¢vorova [10]. Medutim, to ne resava prob-
lem pretpostavke o postojanju svih grana u grafuﬁ

Zanimljivo je da postoji algoritam (¢ija efikasnost se moze porediti sa veé
postojeéim resenjima) za resanje UHC problema koji je implementiran pomoc¢u
SAT reSavaca. Zasniva se na svodenju UHC problema na problem pridruzivanja
koji se potom resava SAT resavacem[].

4Da bi se prevazisao problem, granama koje ne postoje u grafu potrebno je pridruziti tezine
nekoliko redova veli¢ine vece u odnosu na tezine pridruzene postoje¢im granama. Medutim,
tako dobijene instance Concorde TSP ne moze egzaktno da reSi, jer ne uspeva da pronade
bazno resenje dualnog problema.
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Glava 6

Svodenje problema

U narednoj glavi ¢e biti izlozeno nekoliko polinomijalnih svodenja, jednog
NP-kompletnog na drugi.

6.1 Svodenje SAT problema na Klika problem

Algoritam opisan u nastavku izlozio je Karp 1972. godine [2, [§]. Da bi
se izvrsilo svodenje SAT problema na Klika problem, za svako pojavljivanje
literala u formuli ¢ija zadovoljivost se ispituje, kreira se ¢vor grafa, oznacava
se tim literalom i oznakom klauze u kojoj se nalazio. Granama se spajuju svi
¢vorovi koji ne pripadaju istoj klauzi i ¢iji literali ne predstavljaju negaciju onog
drugog. Dobijeni graf ce sadrzati kliku veli¢ine broja klauza pocetne formule
ako i samo ako je pocetna formula bila zadovoljiva. Da bismo dobili valuaciju
koja zadovoljava pocetnu formulu, dovoljno je procitati literale ¢vorova koji se
nalaze u kliki veli¢ine k. Sve promenljive koje se ne nalaze u literalima ¢vorova
mogu imati prozvoljnu vrednost.

Teorema 1. U grafu G dobijenom svodenjem iskazne formule F od k klauza
nad n iskaznih promenljivih u KNF postoji k-klika ako i samo ako je pocetna
formula zadovoljiva.

Dokaz. Pretpostavimo da je v dobro formirana zadovoljavajuéa valuacija iskazne
formule F. Formula F' ima oblik A;.,.. Ci, gde su C; klauze. Potrebno je
pokazati da postoji klika veli¢ine bar k u grafu G. U grafu G koji se dobija
svodenjem formule F', svaki ¢vor je pridruzen ta¢no jednom literalu formule. Svi
¢vorovi koji predstavljaju literale iz razlicitih klauza su susedni, osim ukoliko
predstavljaju iskaznu promenljivu i njenu negaciju. Kako je v zadovoljavajucéa
valuacija formule F', ona zadovoljava svaku od klauza C;,1 < i < k, §to znadi
da u svakoj klauzi postoji po bar jedan literal kome je dodeljena vrednost 1.
Medu tim literalima se ne mogu javiti iskazna promenljiva i njena negacija,
jer je valuacija v dobro formirana, tj. dodeljuje ta¢no jednu vrednost svakoj
iskaznoj promenljivoj. Dakle, k ¢vorova koji odgovaraju tim literalima su svaki
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sa svakim medusobno susedni, jer pripadaju razli¢itim klauzama, a ne pred-
stavljaju iskaznu promenljivu i njenu negaciju. Dakle, u grafu G postoji klika
veli¢ine bar k.

Pretpostavimo da u grafu G dobijenom svodenjem formule F' postoji klika
velicine k. Tih k ¢vorova klike mora predstavljati literale iz razli¢itih klauza,
jer izmedu bilo koja dva ¢vora koji predstavljaju literale iste klauze ne postoji
grana, pa ne mogu pripadati kliki bilo koje veli¢ine. Ako se literalima koji su
priduzeni ¢vorovima klike dodeli istinitosna vrednost 1, onda oni predstavljaju
dobro formiranu valuaciju, jer se medu njima ne mogu naéi iskazna promenljiva
i njena negacija. Kako nijedan par literala ne pripada istoj klauzi, zaklju¢ujemo
da moraju pripadati k razli¢itih klauza, pa svaka klauza formule sadrzi literal
koji ima vrednost 1, te je dobijena valuacija zadovoljavaju¢a za formulu F.
Dakle, iskazna formula F je zadovoljiva.

O

Primer 4. Razmotrimo opisano svodenje na primeru formule:
(AVB)AN(=BVC)A(mAV(O).

Na slici 5.1 se vidi kako izgleda graf dobijen svodenjem. MozZe se uociti da on
ima 3 klike velicine 3 i da svaka od njih odgovara bar jednoj valuaciji. Klika
A,C,C daje dve zadovoljavajuce valuacije pocetne formule: A, B,C i A,-B,C.

Cy

Slika 6.1: Graf dobijen svodenjem polazne formule

6.2 Svodenje problema Klika na SAT problem

U nastavku ée biti opisano svodenje ¢iji su autori Iwama i Miyazaki [3]. Neka
je dat graf G = (V, E), gde je V = vy, v, ...v,. Cilj je konstruisati formulu u
KNF takvu da ona bude zadovoljiva akko u datom grafu postoji klika veli¢ine
k.

Neka su ¢vorovi grafa oznaceni brojevima od 0 do n — 1. Za binarni zapis
indeksa svakog od ¢vorova potrebno je N = logn bita, odnosno sa N bina-
rnih promenljivih moze se predstaviti jedan ¢vor grafa. Za predstavljanje klike
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veli¢ine k potrebno je k ¢vorova, dakle k- N promenljivih (organizovanih npr.
kao dvodimenziona matrica X = [z, ,],7=0,1,...,k—1, j=0,1,...,N —1). Sa
X, se oznacava niz od N binarnih promenljivih koje sadrze oznaku i-tog ¢vora
klike, dok se sa [X;] predstavlja vrednost smestena u niz X;. Cilj svodenja je
konstrukcija takve formule da se posle resavanja u tih k- N promenljivih nalaze
oznake k ¢vorova klike. Posto neke od vrednosti koje se mogu zapisati sa N bita
mogu biti veée od broja ¢vorova u grafu, neophodno je konstruisati klauze ¢ija
¢e vrednost biti 0 ukoliko je vrednost smestena u N promenljivih veéa od n (tj.
n — 1 jer ¢ée SAT resava¢ vratiti vrednosti u intervalu od 0 do n — 1). Kako se
trazi klika veli¢ine k, onda je potrebno obezbediti da su sve vrednosti smestene u
vektore koje identifikuju ¢vorove razli¢ite (inace se dobija klika manja od k). Jos
je potrebno spreciti da se u kliki (dakle u bilo kom paru vektora promenljivih)
javi par identifikatora ¢vorova koji nisu susedni u grafu.

Svodenje Cine sledeéi koraci:

1. Za svako ¢ = 0,1,....,k — 1, konstruisati klauze ¢ija vrednost postaje 0
ukoliko je [X;] > n — 1.

2. Zasvakoijtd. 0 <1 < j < k—1, konstruisati klauze ¢ija vrednost postaje
0 ukoliko je [X;] = [X}].

3. Za svaka dva nesusedna Cvora v,,v4, 0 < p < ¢ < n —1, 1 za svaki par
1,7, 0 <1 < j <k — 1 konstruisati klauze ¢ija vrednost postaje 0 ukoliko
vazi [X;] = p A [X;] = ¢, odnosno [X;] =g A [X;]=p

Bitan element svodenja su klauze koje namecu gore opisana ograni¢enja. Neka
C = VOSiSN—l l; je proizvoljna klauza od N literala . Klauza C' se evaluira kao
0, ako svaki literal /;, (0 <4 < N — 1)(u odnosu na valuaciju v) ima vrednost
0. Za izrazavanje uslova algoritma, potrebne se klauze koje se evaluiraju kao 0
za neku odredenu vrednost t predstavljenu nizom promenljivih g, 1, ..., TN_1
(radi jednostavnosti izostavlja se oznaka vrste). Neka je sa t[i], (0 <i < N —1)
oznacena vrednost i-tog bita u binarnoj reprezentaciji vrednosti ¢, gde pozicija
0 oznacava bit najvece tezine, a pozicija N — 1 bit najmanje tezine. Potrebno
je za svakoj promenljivoj pridruziti literal tako klauza koju ¢ine ti literali ima
zeljena svojstva. Pridruzivanje treba obaviti na sledeé¢i nacin:

- xz;, ako t[i]=0 .
ll_{ﬁ% ako t[i] =1 ,0<i<N-—1.

Klauza oznacena sa C([x1,22,...,2y-1] = t) 1 koju ¢ine literali I; kojima je
vrednost pridruzena na opisani nacin, evaluira se kao nula ako niz promenljivih
Zo,T1,...,TN_1 predstavlja binarni zapis vrednosti t. Kada se zna konstrukcija
ovih klauza sve ostale klauze koje se koriste u svodenju se mogu lako dobiti.
Ograni¢enja koraka 1 nad nizom promenljivih X; = z; 0,2 1,...,2inv-1, (0 <
i < k—1) mogu opisati nizom klauza (koje se vezuju u KNF). Za svaku vrednost
t, takvu da je n <t < 2V — 1, formuli se doda klauza C([X;] = t). Ogranicenja
iz koraka 2 nad dva niza promenljivih X; i X, se generisu za svaku vrednost
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t, (0 <t <n-—1). Formuli se dodaje klauza oblika:
(C(Xx] =) ve(Xx;) =1).

Ogranicenja koraka 3 se generiSu za oznake nesusednih ¢vorova p i ¢, nad dva
niza promenljivih X; i X;. Formuli se dodaju ogranicenja oblika:

(C([Xil =p) v C([X;] = ).

Teorema 2. Algoritam svodenja problema klike na SAT problem je korektan.

Dokaz. Cilj je dokazati da je dobijena formula zadovoljiva ako i samo ako polazni
graf sadrzi k-kliku.

Ako pretpostavimo da u grafu postoji k-klika, to znaci da postoji k razlicitih
oznaka ¢vorova koje se mogu smestiti u vektore X;, (0 < i < n — 1) pri tome
zadovoljavajudi sva ograni¢enja dobijene formule. Tih k oznaka bi predstavljale
postojece ¢vorove i bile bi medusobno razlicite. Kako one ¢ine kliku ne bi
bile podlozne uslovima generisanim u koraku 3, dakle, dobijena formula bi bila
zadovoljiva.

Ako pretpostavimo da u grafu ne postoji k-klika, najvise k — 1 razlicitih
oznaka Gvorova se moze smestiti u vektore X;, (0 < i < n — 1) tako da ne
naruavaju uslove formule. Ali k-ta vrednost bi morala da predstavlja ili nepos-
tojeéi ¢vor (narusavajuéi uslove iz koraka 1) ili neki od k — 1 veé odabranih
¢vorova (narusavajuéi uslove iz koraka 2) ili neki ¢vor koji sa preostalih k — 1
¢vorova ne ¢ini k-kliku, §to znaci da bar sa jednim od k—1 ¢vorova nije susedan,
pa postoji ogranicenje dodato u koraku 3 koje je naruseno. Dakle, formula do-
bijena svodenjem bi bila nezadovoljiva.

Ako pretpostavimo da je dobijena formula zadovoljiva, to zna¢i da pos-
toji zadovoljavaju¢a valuacija koja predstavlja k oznaka postoje¢ih ¢vorova
grafa (prema ograniGenjima iz koraka 1). Te oznake su sve razli¢ite (prema
ograni¢enjima iz koraka 2) i svaki par oznaka predstavlja susedne ¢vorove (prema
ograni¢enjima iz koraka 3). Dakle, tih k oznaka predstavljaju k-kliku polaznog
grafa.

Ako pretpostavimo da formula nije zadovoljiva, zna¢i da ne postoji k ra-
zlicitih oznaka koje predstavljaju postojece ¢vorove grafa koji su svi medusobno
susedni. Dakle, graf ne sadrzi k-kliku.

Dakle, dobijena formula je zadovoljiva ako i samo ako polazni graf sadrzi
k-kliku.

O

U nastavku su izlozeni neki detalji vezani za implementaciju pojedinacnih
koraka.

Za implementaciju koraka 1 potreban je algoritam za konstrusanje klauza
¢ija vrednost postaje 0 ukoliko je vrednost niza [log, n] promenljivih veéa ili
jednaka od n, koji je opisan u nastavku. Ukoliko je n = 2*, za neko k, onda
je [logon] = logyn i nema potrebe za ogranicavajuéim klauzama, jer su sve
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vrednosti koje se mogu zapisati dozvoljene. Ideja je da se prode kroz binaran
zapis vrednosti n od bita najvecée tezine ka bitu najmanje tezine i da se formuli
dodaju klauze koje ¢e se evaluirati kao nula za $to veéi raspon vrednosti ve¢ih
ili jednakih od n. Kretanjem kroz binaran zapis fiksirane vrednosti n (pocevsi
od najznacajnijeg bita i trenutne klauze, koja je na pocetku prazna), za raz-
matrani bit se dodaje novi literal - negirana promenljiva koja odgovara bitu
koji se razmatra. Ukoliko je bit koji se razmatra jednak 1, prelazi se na sledeéi
najznacajniji bit. Ukoliko je bit koji se razmatra 0, zatvara se trenutna klauza i
zapocinje nova i to tako sto za sve ve¢ posmatrane bitove (uklju¢ujuéi i trenutni)
dodaje literal i to ako je vrednost bita 1 dodaje se negirana promenljiva koja
odgovara tom bitu, inace se dodaje promenljiva koja odgovara tom bitu (bez
negiranja). Kada se obrade svi veé razmatrani bitovi tek onda se prelazi na
slede¢i najznacajniji bit. Kada se obradi bit najmanje znacajnosti zatvara se
trenutna klauza.

Primer 5. Neka je dat niz promenljivih x3xox1xg, cilj je da formula bude
nezadovoljiva ukoliko one predstavljaju vrednost veéu ili jednaku 9. Algoritam
daje sledecu formulu u KNF:

(mxs V ~we) — evaluira se kao nula za sve vrednosti veée od 11
(mx3 Ve V1) — evaluira se kao nula za vrednosti 10 i 11

(mx3 V ao VaszV —xg) —evaluira se kao nula za vrednost 9

Postoji vise nac¢ina da se konstruisu klauze koje ¢e uciniti formulu nezado-
voljivom ukoliko dva niza promenljivih (duzine N) sadrze iste vrednosti. Jed-
nostavan pristup je da se za svaku od moguéih vrednosti 0,1,...,2Y —11i za
svaki par pozicija u kliki napravi klauza ¢ija vrednost postaje 0 ukoliko oba
niza promenljivih imaju bas tu vrednost. Ovo reSenje je eksponencijalne vre-
menske slozenosti u odnosu na broj promenljivih u jednoj vrsti, ali na nivou
celog algoritma svodenja vremenska slozenost je O(k? - n). Moze se primetiti
da klauze iz koraka 1 dozvoljavaju samo n vrednosti (umesto 2flog, "]). Broj
generisanih klauza se moze smanjiti na n ignorisanjem veé zabranjenih vred-
nosti, tako da je ovaj korak svodenja polinomijalarﬂ Drugi nacin na koji bi se
ovo moglo izvesti je upotrebom Cajtin kodiranja (eng. Tseitin encoding) koje se
upotrebljava da se izbegne eksponencijalna eksplozija prilikom svodenja formula
u KNF[14]. U nastavku ¢e biti detaljnije razmotren ovaj pristup. Neka su data
dva niza promenljivih xny_1,...,21,Z0 1 YN_1,---,Y1,Yo. Potrebno je da vred-
nost klauze bude 0, ukoliko nizovi promenljivih sadrze iste vrednosti. Odnosno,
potrebna je logicka funkcija ¢iji je izlaz 0, ako odgovarajuéi parovi promenljivih
(zi,9:), (0 <4 < N —1) sadrze iste vrednosti. Ako se razmatraju dva niza

1Slozenost ovog koraka algoritma je O(k? - n) i bez tog zapazanja, jer je O(k2 - 208271y y
najgorem slucaju O(k? - 211082 1) = O(2. k2 - 21°82 ™) 5to je posle zanemarivanja multiplika-
tivne konstante O(k?-n). Kako je k < n, O(k%-n) = O(n3), pa je ovaj korak je polinomijalane
vremenske slozenosti u odnosu na veli¢inu ulaza svodenja
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duzine 1, cilj je eksluzivna disjunkcija dva bita (odnosno XOR funkcija), koja
se moze predstaviti pomocu veznika konjunkcije i disjunkcije na sledeéi nacin:
xi wor y; = (w3 A =yi) V(225 Ayi).

Ovde je problem u tome $to formula treba da bude u KNF tako da svi A
veznici moraju da budu ”iznad” V veznika. ReSenje je sledece: ako se uvede nova
promenljiva z sa sledeéim ogranicenjima: (—zVx)A(-zVy)A(zV-zV-y) tada
nova promenljiva z ima istu vrednost kao z Ay, a uvedena ogranic¢enja su u KNF
i mogu se jednostavno dodati u formulu. Formula (—=zVx)A(=2Vy)A(zV-zV-y)
je u stvari KNF formule z < x A y.

U ovom pristupu, je dakle, za opisivanje XOR funkcije nad nizom bitova
duzine N potrebno 2- N novih promenljivih i 3-2- N 41 klauza. Sa 3-2- N klauza
se dodeljuju vrednosti novouvedenim promenljivim, jos je na kraju potrebno
napraviti jednu klauzu u kojoj se javljaju sve novouvedene promenljive, ¢ime
ona efektivno sluzi kao indikator da li su vektori koji se porede isti ili razlic¢iti .

Kako se u algoritmu ovaj korak izvrsava za svaki par vrsta promenljivih, tj.
w puta, onda je na nivou celog svodenja potrebno dodatnih k-(k—1)-[log n ]
promenljivih. Svodenje koje koristi jednostavnu verziju ovog koraka, generise
formulu nad k- [logn] promenljivih, tako da modifikovano svodenje Cajtinovim
kodiranjem daje formulu nad k?-[log n] promenljivih. Nemodifikovano svodenje
u drugom koraku generise O(k?-n) klauza, dok se u istom koraku modifikovanog
svodenju generise O(k? - logn) klauza. Za dovoljno velike instance moglo bi se
ustedeti na broju klauza, po cenu dodatnih promenljivih.

Primer 6. Razmatra se svodenje na primeru dva grafa velicine 3 u kojima se
trazi klika velicine 3. Jedan graf sadrzi, a drugi ne sadrzi 3-kliku, tako da bi se
wocile sli¢nosti i razlike u formulama dobijenim svodenjem. Broj ¢vorova je n =
3, a broj promenljivih potreban za predstavljanje jednog ¢vora N = [logyn] = 2.
Kako se trazi 3-klika, formula ée imati k- N promenljivih, $to je u ovom slucaju
6.

Neka su te promenljive oznacene sa x11,%12,T21, 22, L31,T32, & SG X; =
(xih xi2)7 (7’ = 17273)'X3 = T31T32

Slika 6.2: Graf koji sadrzi 3-kliku (levo) i graf koji ne sadrzi 3-kliku (desno)

Prvo se generisu klauze koje ée obezbediti da vrednosti smestene u X;, (i =
1,2,3) ne budu vede od n—1 = 2. Dobijaju se sledeée tri klauze: (—x11V —x12),
(mx91 Vxag) i (ma31 Vxse). MoZe se primetiti da svaka od klauza ima vrednost
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nula ukoliko je [X;] = 3 ( za odgovarajuée i). Dalje se generisu klauze koje ée
obezbediti da je re¢ o 8 razli¢ita ¢vora:

(11 V 212 V T21 V Z92) — dobija vrednost 0 kada su [X1] i [X3] jednake 0
(z11 V —x12 V 91 V "x92) — dobija vrednost 0 kada su [X1] i [Xs2] jednake 1
(mx11 V 212 V w91 V 92) — dobija vrednost 0 kada su [X1] i [X2] jednake 2

Slicne klauze se generisu za ostale parove vektora: X1, Xs i Xo, X3. MoZe se
primetiti da nije potrebno generisati klauze ukoliko vektori sadrZe vrednost 3,
jer nije moguée da se ona javi u bilo kom vektoru vrednosti X;, (i = 1,2,3)
usled klauza generisanih w prvom koraku algoritma. U trecem koraku algoritma
nastaju razlike u formulama dobijenim svodenjem grafova na slikama. Levi graf
sa slike nema nesusednih évorova, pa stoga nece imati dodatnih klauza u formuli.
Za desni graf ¢e biti generisane klauze sledeceg oblika:

(211 V 2212 V 291 V X22) — dobija vrednost 0 kada je [X1]) =1 i [X2] =2
(mx11 V 212 V Ta1 V 1xag) — dobija vrednost 0 kada je [X1] =2 i [Xa] =1

Dakle, prethodne dve klauze obezbeduju da je formula nezadovoljiva ako se ne-
susedni cvorovi 1 i 2 jave u kliki na pozicijama 1 i 2. Klauze istog oblika se
generisu i za preostale kombinacije pozicija u kliki: 1,3 ¢ 2, 3.

Primer 7. Klauze koje su generisane u drugom koraku algoritma svodenja u
primeru 6 se mogu zameniti klauzama koje koriste Tseitin kodiranje.

Definisu se sledece promenljive: l; j1 < ;1 A %51, dij1 € "Ti1 AZj1,
li,jg & T2 A Tj 2, di7j,2 < T2 A 33]'72,(0 < i,j < k- 1) Sada se uslov
xi 4 xor x5 moZe zapisati kao l; j Vd; i, zal <t <2, aceo uslov [ X;] # [X] se
moZe predstaviti kao l; 1V d; j1 Vi j2Vd; j2. Potrebno je jos dodati klauze koje
ée definisanim promenljivama dodeliti bas vrednosti odgovarajucih konjunkcija.
Dakle, skup klauza koji bi kodirao uslov [X;] # [X;], (0 < i < j < 2) je:

“lija Vi)
~lijaVowa)
lijaV—xiaVa;1) — ove 3 klauze ogranicavaju vrednost l; ;1 na (x1,1 A—%21)

—d; iV Ti)

d; j1VT; 1V 1) — ove 3 klauze ogranicavaju vrednost d; ;1 na (—x1,1A221)
“lij2 V @iz2)
“lij2 V 0j2)

(
(
(
(
(=dija Vzja)
(
(
(
(

LijoV—x;2Vaxja) — ove 3 klauze ogranicavaju vrednost l; j o na (z;1 A—xj1)
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—d; 2V Ti2)
—d; j2V Tj2)

d; joVxioV—x,2) — ove 3 klauze ograni¢avaju vrednost d; j 2 na (—x;2 Ax;2)

(
(
(
(lija V251V j2Vd;j2) — klauza ima vrednost (x; 1 xor x;1)V (T2 xor j2)
Pri cemu, 1 1, lij2, dij1, dij2, (0 <1i < j < 2) predstavljaju novouvedene
promenljive i njih bi u kompletnom primeru bilo w -2-N =12. Ovaj nacin
kodiranja uslova koristi w -(2-3-N +1) = 37 klauza, dok jednostavan
nacin koristi W =9 klauza, tako da na ovako malom primeru nema svrhe

koristiti Cagtin kodiranje. Medutim, u zavisnosti od veli¢ine klike koja se trazi
Cajtin kodiranje moZe dati mangi broj klauza, po cenu veceg broja promenljivih.

6.3 Svodenje SAT problema na UHC problem

U ovom delu bic¢e izlozen algoritam svodenja na osnovu pristupa u knjizi ” Al-
gorithm Design” [I1]. Ulaz algoritma je iskazna formula u KNF sa n promenljivih
i m klauza, a izlaz je usmereni graf u kome ce se traziti Hamiltonov ciklus. Na-
jpre je potrebno osmisliti grafovsku strukturu koja odgovara svim valuacijama,
pa je potom ograniciti na takav nacin da samo zadovoljavajuée valuacije daju
usmeren Hamiltonov ciklus. Svaka promenljiva u iskaznoj formuli moze imati
dve vrednosti, 1 i 0 (tacno i netacno). Svakoj promenljivoj ¢e biti pridruzen
niz ¢vorova, povezanih u oba smera. Ideja je da ako se niz ¢vorova obilazi sa
leva na desno promenljiva koja je predstavljena tim nizom ima dodeljenu vred-
nost 1, ili ako se obilazi sa desna na levo ima dodeljenu vrednost 0. Za svaku
iskaznu promenljivu u formuli konstruiSe se takav niz ulanc¢anih ¢vorova. Kako
su vrednosti dodeljene promenljivama medusobno nezavisne, krajevi lanaca se
povezuju na sve moguée nacine. Dovoljno je da svaki lanac (osim prvog i posled-
njeg) budu povezani sa dva druga lanca. Lanac ¢vorova se povezuje sa narednim
dodavanjem grana od krajnjih ¢vorova do krajnjih ¢vorova narednog lanca. Do-
daju se grane koje povezuju iste krajeve lanaca, levi sa levim i desni sa desnim,
ali i suprotne krajeve, levi sa desnim i desni sa levim. Struktura koja je do sada
izlozena ne moze sadrzati Hamiltonov ciklus i zato se dodaju jos dva Cvora,
izvor i odrediste. Izvorni ¢vor se povezuje granama ka krajnjim ¢vorovima pr-
vog lanca, dok se odredisni ¢vor povezuje granama od krajeva poslednjeg lanca.
Sada u grafu postoji 2" Hamiltonovih puteva, koji po¢inju u izvornom &évoru,
a zavrsavaju se u odrediSnom ¢voru. Svaki Hamiltonov put predstavlja jednu
mogucu valuaciju promenljivih. Da bi se dobili Hamiltonovi ciklusi dodaje se
jedna grana od odrediSta ka izvoru, ¢ime se dobija grafovska struktura u ko-
joj svaki Hamiltonov ciklus odgovara jednoj valuaciji. Valuacije su odredene
smerom kojim Hamiltonov ciklus prolazi kroz svaki od lanaca ¢vorova koji pred-
stavljaju promenljive.

Kako postoji osnova za graf, potrebno je razmotriti kako se moze povezati
zadovoljivost pocetne formule sa egzistencijom Hamiltonovog ciklusa u konstru-
isanom grafu. Formula u KNF je zadovoljiva ukoliko je svaka od njenih klauza
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Slika 6.3: Grafovska struktura koja sadrzi 2" Hamiltonovih ciklusa

tacna u nekoj valuaciji, a klauza je ta¢na u nekoj valuaciji ako sadrzi bar jedan
literal ¢ija je istinitosna vrednost ta¢no. Svakoj klauzi bi¢e pridruzen novi ¢vor
u grafu. Ukoliko se ¢vorovi koji predstavljaju klauze ne povezu sa ostatkom
grafovske strukture u grafu ne postoji Hamiltonov ciklus. Cvorove koji pred-
stavljaju klauze ¢e biti povezani sa lancima koji predstavljaju promenljive, ali
samo sa onim lancima koji predstavljaju promenljive koje ta klauza sadrzi.
Povezivanje tih ¢vorova sa lancima koji predstavljaju promenljive se vrsi na
slededi nacin: ako klauza sadrzi promenljivu koja se u njoj javlja bez negacije,
onda se ona ulancava u smeru koji odgovara dodeli vrednosti 1 toj promenljivoj
("u smeru ta¢no”), a ukoliko se promenljiva u klauzi javlja negirana, onda se
ulanc¢ava u smeru koji odgovara dodeli vrednosti 0 toj promenljivoj ("u smeru
neta¢no”). Da bi se lanac ¢vorova koji predstavlja promenljivu mogao povezati
sa svakim ¢vorom koji predstavlja klauzu, potrebno je da se lanac sastoji od bar
m + 1 &vorova, ne racunajuéi krajnje ¢vorove koji povezuju lance. Medutim to
nije dovoljno dobro, jer se moze desiti da ciklus dode do ¢vora koji predstavlja
klauzu iz jednog lanca, a da nastavi kroz drugi lanac i da se dobije Hamiltonov
ciklus. Da bi se to izbeglo, potrebno je da izmedu svaka dva para ¢vorova koji
treba da se povezu sa ¢vorom koji predstavlja klauzu postoji bar jedan ¢vor koji
koji je povezan samo sa susednim ¢vorovima u tom lancu. Tako da ée se svaki
lanac sastojati od 3-m+ 3 ¢vora. Promenljivoj je dodeljena vrednost 1, ukoliko
se lanac (ako je predstavljen u polozaju kao na slici 6.3) obilazi sa levog kraja
ka desnom, a vrednost 0 ukoliko se obilazi sa desnog kraja ka levom. U skladu
sa time, posmatrajuéi sa leva na desno ¢vorovi unutar lanca se oznacavaju bro-
jevima 1,2,...,3 - m 4 3. Cvor koji predstavlja i-tu klauzu se moze povezati
samo sa ¢vorovima oznacenim brojevima 3-4 1 3.7+ 1. Ukoliko se u i-toj klauzi
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nalazi literal koji predstavlja iskazno slovo, u odgovaraju¢em lancu se dodaju
usmerene grane od ¢vora 3- do ¢vora koji predstavlja i-tu klauzu i od ¢vora
koji predstavlja i-tu klauzu do ¢vora 3 -7 + 1. Ukoliko se u i-toj klauzi nalazi
literal koji predstavlja negirano iskazno slovo, u odgovaraju¢em lancu dodaju
se usmerene grane od ¢vora 3 - + 1 do ¢vora koji predstavlja i-tu klauzu i od
¢vora koji predstavlja i-tu klauzu do ¢vora 3 -i. U ovako dobijenom grafu pos-
toji usmeren Hamiltonov ciklus ako i samo ako je polazna formula zadovoljiva.
Zadovoljavajuc¢a valuacija se moze dobiti utvrdivanjem smera obilaska svakog
od lanaca ¢vorova.

Teorema 3. U grafu G dobijenom svodenjem pocetne formule F postoji Hamilto-
nov ciklus h ako i samo ako je formula F zadovoljiva

Dokaz. Pretpostavimo da postoji zadovoljavajuca valuacija v pocetne formule
F. Onda postoji ciklus h kroz graf G koji za svako iskazno slovo ¢ formule F'
prolazi kroz lanac P, (koji je pridruzen izkaznom slovu ¢). Lanac P, se obilazi
u smeru sa leva na desno ako promenljiva ¢ ima vrednost 1 u valuaciji v, a
u smeru sa desna na levo ukoliko promenljiva ima vrednost 0 u valuaciji v.
Za svaku klauzu C; koja je zadovoljena valuacijom v, postoji bar jedan lanac
¢vorova P, iz kog postoji grana do ¢vora koja predstavlja klauzu C; u pravcu
kojim ciklus h prolazi kroz lanac P, i postoji grana kojom ciklus h moze nastaviti
kretanje duz lanca P, u ispravnom pravcu (ne preskoéivsi pri tome nijedan ¢vor
lanca P,). Kako je u valuaciji v svaka klauza formule F zadovoljena, to znaci da
ciklus h prolazi kroz sve ¢vorove koje predstavljaju klauze, a samim tim i sve
¢vorove grafa (jer je ocigledno iz konstrukcije da svaka valuacija definise ciklus
koji prolazi tatno jednom kroz sve ¢vorove koji ne predstavljaju klauze u grafu
G). Dakle, moze se zakljuciti da je h Hamiltonov ciklus grafa G.
Pretpostavimo da postoji Hamiltonov ciklus h u grafu G. Ukoliko Hamiltonov
ciklus h posecuje ¢vor koji predstavlja klauzu C; prilikom obilaska lanca P, u
smeru sa leva na desno, onda ¢vor koji predstavlja klauzu C; mora biti posecen
granom iz ¢vora 3-4 u lancu P, i mora biti napuSten granom ka ¢voru 3-i+1u
lancu F,. U suprotnom, ¢vor 3 -4+ 2 u lancu P, ima samo jednog neposeé¢enog
suseda, pa ciklus h ne moze posetiti ¢vor 3-14+2 , a da pritom ostane Hamiltonov
ciklus. Sli¢no, ukoliko Hamiltonov ciklus h posecuje ¢vor koji predstavlja klauzu
C; prilikom obilaska lanca P, u smeru sa desna na levo, onda ¢vor koji pred-
stavlja klauzu C; mora biti pose¢en granom iz ¢vora 3 -4+ 1 u lancu P, i mora
biti napusten granom ka ¢voru 3 -4 u lancu F,. U suprotnom, ¢vor 3-i —1u
lancu P, ima samo jednog neposecenog suseda, pa ciklus h ne moze posetiti ¢vor
3-i—1, a da pritom ostane Hamiltonov ciklus. Kako svaki ¢vor koji predstavlja
klauzu u grafu G i koji se nalazi u Hamiltonovom ciklusu h, mora biti susedan
paru medusobno susednih ¢vora na nekom lancu P, pa se Hamiltonov ciklus h
moze modifikovati na sledeéi nacin. Neka je svaki ¢vor koji predstavlja klauzu
Ci, (1 <i < m), dosegnut u ciklusu h granom iz ¢vora [; na nekom putu P, i
napusten granom ka ¢voru k; na putu F,,. Hamiltonov ciklus h se moze skratiti,
zamenom ¢vora koji predstavlja klauzu C;, (1 <4 < m) i njemu susednih grana
u ciklusu, usmerenom granom (I;, k;). Za svako 1 < ¢ < m, ta grana mora pos-
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Slika 6.4: Graf koji sadrzi samo dva Hamiltonova ciklusa

tojati u grafu G i pripadati putu P,,. Ovom transformacijom se dobija ciklus
h' koji prolazi kroz osnovu grafa G, koja odgovara svim moguéim valuacijama
n promenljivih. Utvrdivanjem smera obilaska svakog od puteva P;, 1 < i < n
ciklusom h’ dobija se zadovoljavajucéa valuacija formule F. O

Primer 8. Na slici 5.4 se vidi graf dobijen svodenjem sledece iskazne formule u
KNF: (pVg)A(—pV—q). Sa Cy oznacen je évor koji predstavlja klauzu (pVq), a sa
Cy ¢vor koji predstavlja klauzu (—pV —q). Literali kojima su oznaceni ¢vorovi na
krajevima lanaca (koji predstavijaju promenljive) predstavijaju literal koji dobija
vrednost 1 ukoliko se u lanac ulazi preko tog ¢vora. U dobijenom grafu postoje
samo dva Hamiltonova ciklusa: < sre,p,...,Cy,...,—p,—q,...,Co,...,q,dst,
sre> i <src,mp,...,Co,....p,q,...,C1,...,0q,dst,src>

6.4 Svodenje UHC problema na NHC problem

Kako svi dostupni reSavaci za problem Hamiltonovog ciklusa zapravo resavaju
neusmerenu varijantu problema, da bi se sprovelo resavanje SAT problema
svodenjem na problem Hamiltonovog ciklusa, neophodno je izvr§iti svodenje
UHC problema na NHC problem.

Ulaz algoritma je usmereni graf G = (V,E), a izlaz je neusmereni graf
G' = (V' E') koji sadrzi neusmereni Hamiltonov ciklus akko polazni graf sadrzi
usmereni Hamiltonov ciklus.
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Svakom ¢voru v polaznog grafa pridruzuju se tri ¢vora u novom grafu,
Vu, Vs, Vs, KOJi se nazivaju ulazni, sredisnji i izlazni. SrediSnji ¢vor vg se povezuje
samo sa svojim ulaznim i izlaznim ¢vorovima v, i v;. Ideja je da se sve usmerene
grane koje izlaze iz ¢vora v preslikaju u neusmerene grane incidentne ¢voru v;, a
sve usmerene grane koje ulaze u ¢vor v preslikaju u neusmerene grane incidentne
¢voru v,. Ovako konstruisan graf ¢e sadrzati Hamiltonov ciklus akko je polazni
graf sadrzi usmeren Hamiltonov ciklus. SrediSnji ¢vor u svakoj trojci sluzi da
obezbedi postovanje smera, odnosno da do svakog ¢vora ciklus mora doéi us-
merenom granom koja se u njemu zavrsava, a nastaviti usmerenom granom koja
u njemu pocinje.

Primer 9. Na narednoj slici crvenom bojom je oznacen Hamiltonov ciklus, u
usmerenom grafu sa leve strane i konstruisanom neusmerenom grafu sa desne.

Slika 6.5: Graf koji sadrzi usmeren Hamiltonov ciklus (levo) i neusmereni graf
dobijen njegovim svodenjem (desno)

6.5 Svodenje NHC problema na SAT problem

Algoritam opisan u nastavku su izlozili Iwama i Miyazaki 1994. godine [3].
Ulaz algoritma je graf G = (V,E), sa n ¢vorova, oznacenih brojevima od
0,1,...,n — 1, aizlaz je iskazna formula u KNF koja je zadovoljiva ako i samo
ako pocetni graf sadrzi Hamiltonov ciklus.

Hamiltonov ciklus predstavlja niz susednih ¢vorova grafa, takvih da se ni-
jedan ne ponovi i svaki javi bar jednom. Kao kod svodenja problema k-klike,
potrebno je [logn] binarnih promenljivih za predstavljanje jednog ¢vora, a
za predstavljanje celog ciklusa n - [logn]. Potrebno je obezbediti da svaka
vrednost zapisana u vektoru binarnih promenljivih koje predstavljaju oznaku
¢vora bude postojeta u grafu i da se nijedna oznaka ¢vora ne ponovi duz cik-
lusa. Dodatno, potrebno je obezbediti da ukoliko izmedu dva ¢vora ne postoji
grana onda se oni ne mogu nalaziti na susednim pozicijama u ciklusu (gde se
smatra sa su prva i poslednja pozicija u ovoj reprezentaciji takode susedne).
Dakle, koristi se dvodimenzioni niz binarnih promenljivih, X = [z;;], i =
0,1,...n—1,j7 = 0,1,...,N — 1), gde je N = [logn|. U nastavku, sa X;
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oznacava se niz promenljivih koje sadrze identifikator i-tog ¢vora ciklusa, a sa
[X;] vrednost koja je smestena u nizu promenljivih X;, za ¢ = 0,1,...,n — 1.
Tehnike konstrukcija klauza su iste kao kod svodenja problema k-klike na SAT
problem, pa im se ovde neée poseveéivati dodatna paznja.

Algoritam ¢ine sledeéi koraci:

1. Zasvako¢ = 0,1,...,n—1 konstruisati klauze koje su nezadovoljive ukoliko
je[Xi]>n

2. Za svaki par pozicija u ciklusu 0 < ¢ < j < n — 1 konstruisati klauze koje
su nezadovoljive ukoliko je [X;] = [X}]

3. Za svaki par ¢vorova vg,v; € V i (vg,v) ¢ E 1 za svaki par susednih
pozicija ¢,j u ciklusu konstruisati klauze koje nisu zadovoljive ukoliko
[Xi] = kA [X;] = [. Ukoliko je re¢ o problemu neusmerenog Hamiltonovog
ciklusa onda se uz veé¢ navedene klauze dodaju i klauze koje nisu zado-
voljive ukoliko [X;] =1 A [X;] = k.

Algoritam se moze modifikovati kako bi se ustedelo na promenljivima potreb-
nim za zapis jednog ¢vora, tako $to bi se odabrao neki ¢vor da bude poslednji u
ciklusu (Sto ne skodi je svaki se mora naéi u ciklusu), ali po cenu dodavanja skupa
klauza koje obezbeduju povezanost [Xg] i [X,,—2] ¢vora sa fiksiranim ¢vorom.

Teorema 4. Algoritam svodenja problema Hamiltonovog ciklusa na SAT prob-
lem je korektan.

Dokaz. Cilj je dokazati da je dobijena formula zadovoljiva ako i samo ako polazni
graf sadrzi Hamiltonov ciklus.

Ako pretpostavimo da u grafu postoji Hamiltonov ciklus, to znaci da postoji
k razlicitih oznaka évorova koje se mogu smestiti u vektore X;, (0 <i<n—1)
pri tome zadovoljavajuéi sva ogranicenja dobijene formule. Tih k oznaka bi
predstavljale postojecée ¢vorove i bile bi medusobno razlicite. Kako one ¢ine
Hamiltonov ciklus ne bi bile podlozne uslovima generisanim u koraku 3, dakle,
dobijena formula bi bila zadovoljiva.

Ako pretpostavimo da je dobijena formula zadovoljiva, to zna¢i da pos-
toji zadovoljavaju¢a valuacija koja predstavlja k oznaka postoje¢ih ¢vorova
grafa (prema ograniCenjima iz koraka 1). Te oznake su sve razlicite (prema
ograni¢enjima iz koraka 2) i svaki susedni par oznaka predstavlja susedne évorove
(prema ogranic¢enjima iz koraka 3). Dakle, tih k oznaka predstavljaju Hamiltonov
ciklus.

Dakle, dobijena formula je zadovoljiva ako i samo ako polazni graf sadrzi
Hamiltonov ciklus.

O

Primer 10. Neka je dat graf kakav je prikazan na slici 6.6. Graf ¢ini n =
4 c¢vora, za predstavljanje njihovih oznaka bice potrebno N = 2 promenljive.
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Promenljive éemo organizovati u matricu X = (xi,j), 1<i<41<j<
2). Koristice se oznaka X; za niz promenljivih (x;1, ®i2), sa [X;] ée biti
oznacena vrednost smestena u nizu X; MoZe se primetiti se u koraku 1 algo-
ritma nece generisati klauza koje ogranicavaju vrednosti smestene u nizove X;,
jer su potrebne sve vrednosti koje se mogu predstaviti sa 2 bita. U drugom ko-
raku algoritma, za svaki par nizova X;, X;, (1 < i < j < 4) se generisu klauze
koje se evaluiraju kao 0, ukoliko je [X;] = [X;]. Na primer, za nizove X1 i X
rezultujucoj formuli se dodaju sledece klauze:

(x11 V212 V T21 V X22) — dobija vrednost 0 kada su [X1] i [Xo] jednake 0
(211 V 2212 V 221 V —22) — dobija vrednost 0 kada su [X1] i [X2] jednake 1
(mx11 V 212 V 291 V 222) — dobija vrednost 0 kada su [X1] i [X2] jednake 2
(mx11 V12V oxer V —Zag) — dobija vrednost 0 kada su [X1] i [X2] jednake 3

U tredem koraku algoritma, za parove nesusednih c¢vorova (1,3) i (2,4) i za
parove vektora koji predstavljaju susedne pozicije u ciklusu (X7, X2), (X2, X3),
(X3,X4), (X4, X1), generisu se klauze kao u trecem koraku algoritma svodenja
problema klika na SAT problem. Konkretno za par évorova (1,3), i za par sused-
nih pozicija ciklusa (X4, X1) formuli se dodaju sledede klauze:

(241 V —242 V nx11 V m12) — dobija vrednost 0 kada je [X4] =14 [X1] =3

(mxq1 V g9 V 11 V 12) — dobija vrednost 0 kada je [X4] =3 i [X1] =1

Slika 6.6: Graf u kome se trazi Hamiltonov ciklus



Glava 7

Fazna promena

U nastojanju da se bolje razume NP-kompletnost i srz tezine NP-kompetnih
problema, eksperimentalno je istrazivana tezina razlic¢itih instanci. Njihovi
rezultati su doveli do zapazanja da se tezina instanci NP-kompetnih problema
moze proceniti na osnovu nekih parametara. Takav parametar zavisi od vrste
problema. Na primer, za grafovske probleme je ¢esto srodan gustini grafa ili
prose¢nom stepenu ¢vorova grafa. Ispostavilo se da za sve NP-kompletne prob-
leme postoji vrednost parametra koja razdvaja dve ”faze” (eng. phase) prob-
lema. Na primer, logi¢no je o¢ekivati da bi u jako retkom grafu (gde je broj grana
reda veli¢ine broja ¢vorova) pronalazak k-klike ili Hamiltonovog ciklusa bio malo
verovatan, dok vrlo gusti (skoro kompletni) grafovi gotovo sigurno sadrze k-kliku
odnosno Hamiltonov ciklus. Fazna promena (eng. phase transition) predstavlja
promenu specificne vrednosti parametra tako da za vrednosti pre promene veci
deo instanci pripada jednoj ”fazi”, a za vrednosti posle promene veéi deo in-
stanci pripada drugoj ”fazi”.

Eksperimenti koji ispituju faznu promenu za razne vrednosti parametra
obi¢no se zasnivaju na generisanju slucajnih instanci, koje se zatim reSavaju
i belezi se odgovor resavaca (DA ili NE) i vreme izvrsavanja. U zavisnosti od
algoritma koji je upotrebljen za resavanje moze se osmisliti neka mera koja treba
da oslikava slozenost resavanja.

U nastavku ¢e biti razmotrena fazna promena za probleme SAT, Hamiltonov
ciklus i k-klike.

7.1 Fazna promena SAT problema

Prilikom analiziranja fazne promene SAT problema, razmatraju se formule
u KNF koje u svakoj klauzi imaju k literala — k-SAT instance. Parametar koji
karakterise slozenost k-SAT instanci je odnos broja klauza i broja promenljivih.
Klauze u formuli dodaju ograni¢enja na moguée kombinacije vrednosti promenlji-
vih. Moze se ocekivati da je formula sa malo klauza lako zadovoljiva (jer ima
malo ograni¢enja), dok je formula sa puno klauza retko zadovoljiva (jer postoji
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mnogo ogranicenja, od kojih bi mnoga bila kontradiktorna). U oba slu¢aja to
se relativno lako otkriva. Neka M (N, L) oznacava skup iskaznih formula koje
se sastoje od L klauza nad skupom od N iskaznih slova, i neka je sat funkcija
zadovoljivosti skupa formula. Na primer, sat(M (N, L)) je procenat zadovoljivih
formula u skupu M (N, L). Smatra se da za razli¢ite tipove skupova M (N, L)
postoji kriti¢na vrednost odnosa % = ¢, koja se naziva tackom fazne promene
i za koju vazi:

100%, akojec < cgy

lim sat(M(N,[c- NJ])) = { 0%, akojec> cg

N—oc0

Ako tacka fazne promene postoji, ona je jedinstvena za taj skup formula M (N, L).
Za razlicite vrednosti k razlicite su i vrednosti za tacku fazne promene k-SAT
problema.

Za SAT problem je karakteristicno da resavanje instanci duz fazne promene
postaje sve teze kako se instance priblizavaju kriti¢cnoj tacki a posle prolaska
kroz nju tezina opet opada.

Za 3-SAT formule eksperimentalno je utvrdeno da je vrednost tacke fazne
promene priblizno 4.25 [15]|H Na slici 7.1 se vidi tzv. ”efekat zaostravanja” koji
je karakteristican za faznu promenu, sa porastom parametra N prelaz izmedu
dve "faze” problema je sve ostriji. Na slici 7.2 se vidi prosecno vreme resavanja
formula. Dakle, najteze formule su upravo okolini tacke fazne promene. Na slici
7.2 nisu prikazani rezultati reSavanja formula veli¢ine do 250 promenljivih, jer
se u proseku resavaju za manje od 1 sekunde.

%

100
90 W
80 —~— 50 promenljivih
70 —— 100 promenljivih
60 —— 150 promenljivih
50 200 promenljivih

—— 250 promenljivih
40 —— 300 promenljivih
30 —— 350 promenljivih
20
10

c

00 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10~

Slika 7.1: Udeo zadovoljivih instanci medu 3-SAT formulama

IPostoji vise nagina za slucajno generisanje k-SAT formula. Jedan od nagina je slu¢ajni
k-SAT model. Ako je dat broj promenljivih N i broj klauza C, onda za svaku od C' klauza se
bira podskup od k elemenata iz skupa promenljivih koje ée se naéi u toj klauzi, i svakoj od
odabranih promenljivih se dodaje negacija sa verovatnoc¢om 0.5.
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—— 250 promenljivih
—— 300 promenljivih
40 —— 350 promenljivih
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Slika 7.2: Prosetno vreme resavanja 3-SAT instanci reSavacem Minisat

7.2 Fazna promena NHC problema

Za NHC problem je utvrdeno da je parametar fazne promene prosecan stepen
¢vorova grafa. Ako je E broj grana, a N broj ¢vorova u grafu, fazna promena
se analizira odnosa #g]\,, kako bi se eliminisao uticaj odnosa parametra fazne
promene i veli¢ine grafa. Poznato je da ako graf sadrzi ¢vor stepena manjeg ili
jednakog 1, graf ne moze sadrzati Hamiltonov ciklus. Ako je prosecan stepen
¢vora mala vrednost, vrlo je verovatno da graf ne sadrzi Hamiltonov ciklus. S
druge strane, u kompletnom grafu (prosecni stepen ¢vorova u grafu je n — 1)
svaki prosti ciklus duzine n je Hamiltonov. Moze se primetiti da instance koje
pripadaju krajevima intervala parametra fazne promene mogu relativno lako
resiti. Cizman i drugi su eksperimentalno potvrdili teorijska ocekivanja da do
fazne promene kod problema Hamiltonovog ciklusa dolazi kada prose¢ni stepen
¢vora u grafu iznosi In N + Inln N [I2]. Postoji vise modela za generisanje
slucajnih grafova. Dva najjednostavnija modela za generisanje sluc¢ajnih grafova
su Gy 1 Gpp. Gn,mm model oznacava odabir m grana u grafu sa n ¢vorova.
Model G, ;, oznacava da svaka grana ima verovatno¢u p da se javi u grafu.
Fazna promena problema Hamiltonovog ciklusa je karakterisiti¢cna po tome $to
verovatnoca generisanja teske slucajne instance tezi nuli kako veli¢ina grafa n
raste [17]. Zbog toga merenje slozenosti resavanja prilikom prolaska kroz faznu
promenu ne znac¢i mnogo, jer se uglavnom radi o ”lakim” instancama. Na slici
7.3 je prikazan udeo instanci koje sadrze Hamiltonov ciklus prilikom prolaska
kroz faznu promenu. Moze se primetiti da efekat zaoStravanja nije ocigledan
kao kod SAT problema, jer tacka fazne promene zavisi od veli¢ine instance. Na
slici 7.4 prikazano je prosecno vreme reSavanja problema Hamiltonovog ciklusa
prilikom prolaska kroz faznu promenu i koji prikazuje da je jako mali udeo teskih
instanci medu velikim instancama problema Hamiltonovog ciklusa (oko 10 na
generisanih 9000 hiljada slucajnih instanci). Velike razlike u vrednostima koji se
mogu videti na grafikonu su posledica nekolicine instanci ¢ije vreme je drasti¢no
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Slika 7.3: Udeo grafova koji sadrze Hamiltonov ciklus u odnosu na prosecni
stepen ¢vora u grafu

odstupalo od proseénog. Cini se da je re¢ o jako malom broju teskih slucajnih
instanci koje su generisane.

7.3 Fazna promena problema Klika

Fazna promena problema klika nije detaljno istrazena. Deluje verovatno da
ona zavisi od gustine grafa i veli¢ine klike koja se trazi. Vrlo je verovatno da se
mala klika nade u grafu (bez obzira da li je on gust ili redak). S druge strane,
malo je verovatno da se velika klika pronade u gustom grafu, a skoro je sigurno
da se ne moze nac¢i u retkom grafu. Potrebno je videti kako odnos veli¢ine klike
i gustine grafa utice na verovatnoc¢u pronalaska klike u grafu. U nastavku su
prikazani rezultati serije eksperimenata, gde je za grafove sa 20, 60, 100 i 120
¢vorova prikazan udeo instanci koje sadrze kliku odredene veli¢ine. Velic¢ine klika
koje su trazene predstavljaju 5%, 10%, . .., 95% velicine grafa. Klike su trazene u
instancama ¢ija gustina predstavlja 5%, 10%, . .., 95% gustine kompletnog grafa.
Na slikama 7.5, 7.6, 7.7 prikazan je udeo klika odredene veli¢ine u grafovima
razli¢itih gustina. Moze se uoCiti da i najmanji grafovi ne sadrze klike vece
od 75% velicine grafa, a sa porastom veli¢ine grafa velicina klike koja se moze
pronaci opada. Tokom eksperimenata je mereno vreme potrebno za reSavanje
instanci, medutim vremena reSavanja su prilicno ujednacena za grafove do 100
¢vorova. Tek u grafovima sa 100 ¢vorova se javljaju neka uocljiva odstupanja.
Na slici 7.8 se vidi da se male i velike klike nalaze u relativno kratkom roku,
dok je za klike ”srednje” velic¢ine (npr. 20 do 50 ¢vorova) potrebno primetno
viSe vremena. Na slici 7.9 je tabelarno prikazan udeo instanci koje sadrze kliku
i prosecno vreme potrebno za njihovo nalazenje u grafovima sa 120 ¢vorova (isti
podaci se nalaze na slikama 7.7 1 7.8). NajduZe su resavane instance koje pri-
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3.5
3 —— 100 ¢vorova,
——— 120 ¢vorova
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Slika 7.4: Prosec¢no vreme resavanja instanci problema Hamiltonovog ciklusa u
regionu fazne promene resavacem HamCycles

padaju kategorijama koje su na faznom prelazu ili u njegovoj okolini. Visoko
vreme reSavanja ne prati svuda fazni prelaz. Moguée objasnjenje je da u predelu
koji je bio "tezi” za reSavanje klike koje su trazene su bile dovoljno velike da
je njihovo postojanje u grafu prilitno verovatno, ali nedovoljno male da bi se
lako pronasle. Na primer, klike do veli¢ine 18 su dovoljno male da se na njih
naleti prili¢no rano u toku pretrage. S druge strane, klike veé¢e od 66 su toliko
velike, da se rano u toku pretrage ustanovi uslovom odsecanja da one ne postoje
u grafu. Klike izmedu 18 i 66 nisu ni pronadene brzo ni odsecene brzo, $to bi
moglo objasniti uoteno ponasanje.

Zanimljivo je zapazanje da ako se zna veli¢ina maksimalne klike u grafu, onda
je jasno oderedena tacka fazne promene u odnosu na veli¢inu klike za taj graf.
Ukoliko bi se mogao izraziti odnos velicine maksimalne klike u zavisnosti od
gustine grafa i njegove veli¢ine prislo bi se korak blize opsivanju fazne promene
u proizvoljnom grafu. Na slici 7.10 prikazana je veli¢ina maksimalne klike kao
procenat veli¢ine grafa u grafovima razli¢itih gustina. Moze se primetiti da se
krive ponasaju sli¢no, sto sugeriSe da bi zakonitost zaista mogla postojati.
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Slika 7.5: Udeo instanci koje sadrze k-kliku medu grafovima sa 20 ¢vorova

razli¢ite gustine
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Slika 7.6: Udeo instanci koje sadrze k-kliku medu grafovima sa 60 ¢vorova

razlicite gustine



7.3 Fazna promena problema Klika 43

—— 6-klika

- 12-Klika
% e 18-Klika
100 — T 24-klika
90 VAR ——~ 30-klika
| e —-—.- 36-klika
% ." B —r 42Klika
w0 | ’ [ ——_ 48Klika
60 ; ,' | — 54-klika
50 .' " I —— 60-klika
| P —— 66-klika
0 i Il —— 72-Klika
30 ; H 78-klika
20 i ] — 84-Klika
10 i o — 90-klika
S/ g T 96klika
0" 0.10203040506070809 ~N-N —— 102-klika
108-Kklika
— 114-klika

Slika 7.7: Udeo instanci koje sadrze k-kliku medu grafovima sa 120 ¢vorova

razli¢ite gustine
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Slika 7.8: Prosec¢no vreme reSavanja problema k-klike resavatem HamCycles
medu grafovima sa 120 ¢vorova razlic¢ite gustine



44 7 Fazna promena

B

~
(™)
~
o
=
=]
~

114

NZ-N

(= =T == == = = == = = == = = BT -A F -
R R R T TR R R N 4
(= =T = = == = = =T = = =T = = ==
L I R T T T T = T = B = R = IR
coocoocoocoocoooo0oooo ol
L I = T T B = T = R = IR
(= =T = = =T = = =T = = == = = == -3
oooooooooooooooooooé

cococcocoo0ooooo0od
Coccoococooo0co0o060 oo
cococooocoOoO00000 0000
cCoccoocococo0c0o00e000 0
L T i T T =T R = T =
cCoccoocococo0co0o0C00600
L e T T T =T = = T =
L e T T T =T = T =
L T T T =T T = T =

[~ T~ T T T~ T~ B~

[ 12

0.95 | 0.01 0.01
0.9 | 0.03 0.02

0.85 | 0.02 0.02

72 3 34 9 9 102 108 114
0.09 005 003 002 0.03 0.02 0.01 002
0.05 0.01 001 001 0.02 0.01 0.03 0.01
0.03 002 002 002 0.02 0.02 0.01 002
0.8 | 0.03 0.02 0.01 0.03 004 002 0.01 0.02 0.01 002
0.75 | 0.02 0.04 014 0.01 0.03 001 001 0.02 0.02 0.02 001
0.7 |0.01 0.02 012 0039 0.08 O. 0.03 004 003 0.03 0.01 003 002 002 001 001 002 002 0.03

0.65(0.02 005 005 0.04 0.03 O 0.03 003 002 0.01 0.02 002 001 002 002 0.01 001 003 0.01

0.6 |0.01 006 002 005 001 0.02 0.04 001 003 002 002 0.02 002 003 001 0.01 0.02 0.03 0.03
0.55(0.01 002 005 0.01 0.02 002 002 001 002 0.02 001 002 001 0.02 002 003 003 001 0.01
05 001 002 001 001 002 001 0.03 002 002 0.03 001 0.02 001 002 001 0.01 001 001 0.01
045(0.02 002 003 002 0.02 001 001 001 0.03 001 001 001 001 0.01 001 003 001 0.02 0.01
04 002 001 001 001 001 0.02 0.01 002 002 002 0.02 0.2 001 001 001 0.01 002 001 0.02
0.35 (001 002 002 0.02 0.02 002 001 002 003 0.02 001 002 002 001 001 002 001 0.00 0.01
0.3 |001 002 003 001 002 001 0.01 001 000 0.01 0.02 0.01 000 001 001 0.01 0.00 0.00 0.00
0.25(0.01 002 001 0.01 0.01 000 000 000 0.02 0.00 001 000 001 0.00 001 000 000 0.00 0.01
0.2 |0.01 0.01 000 000 000 0.00 0.00 000 000 0.00 0.00 0.00 000 001 0.00 0.01 001 000 0.00
015 (001 000 000 0.00 0.01 0.00 001 000 0.00 0.01 000 000 000 0.00 0.01 000 001 0.00 0.01
0.1 |0.00 0.00 000 001 000 0.00 0.00 0.00 000 0.00 0.00 0.00 001 001 001 0.00 0.00 0.00 0.00
0.05(000 001 001 0.00 0.00 001 001 0.01 0.00 0.00 000 000 0.00 0.00 0.00 0.00 001 0.00 0.00

Slika 7.9: U gornjoj tabeli se moze videti udeo instanci koji sadrze klike ra-
zlicitih veli¢ina u grafovima sa 120 ¢vorova razlic¢itih gustina. Moze se videti
priliéno izrazena razlika u udelu instanci koji sadrze kliku. Ova slika sug-
eriSe da fazna promena problema klika ima dva paremetra. U donjoj tabeli
su prikazana prosetna vremena reSavanja u sekundama istih instanci ¢ija je
udeo zadovoljivosti prikazan u gornjoj tabeli. Moze se primetiti da insatnce za
koje je bilo potrebno vece vreme resavanja, se nalaze u okolini faznog prelaza.
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Slika 7.10: Veli¢ina maksimalne klike (izrazena kao procenat veli¢ine grafa) u
odnosu na gustinu grafa za grafove razlicite veli¢ine
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Glava 8

Eksperimentalni rezultati

U ovoj glavi izlozeni su rezultati eksperimenata za pracenje ponasanja resava-
nja instanci duz fazne promene problema sa odgovarajuéim resavacem i svodenjem
na druge probleme.

8.1 Resavanje SAT problema svodenjem na NHC
problem

Za potrebe eksperimenta generisane su slucajne 3-SAT instance tako da
prolaze kroz region fazne promene. Za svaku vrednost odnosa broja klauza
i promenljivih u intervalu od 1 do 10 sa korakom 0.2 generisano je 100 in-
stanci. Svaka od instanci reSavana je prvo SAT resavacem (Minisat), a potom je
izvr8eno resavanje svodenjem na NHC problem (svodem SAT problema na UHC
problem, pa svodenjem UHC problema na NHC problem) i upotrebom resavaca
HamCycles. Eksperiment je izveden za formule sa 10 i 20 promenljivih.

Smatra se da je instanca uspes$no resena ukoliko je za njeno reSavanje bilo
potrebno manje od 5 minuta. Posle 5 minuta je prekidano resavanje, i te in-
stance se smatraju nereSenim. Sve instance SAT reSava¢ reSava za manje od
0.01 sekunde. Resava¢ HamCycles nije uspesno resio sve instance.

Na slici 8.1 se moze videti udeo zadovoljivih instanci medu generisanim formu-
lama.

Na slici 8.2 je predstavljeno prose¢no vreme potrebno za svodenje instanci,
u zavisnosti od odnosa broja klauza i broja promenljivih. Moze se videti da
vreme raste sa porastom odnosa %, §to je posledica prirode algoritma svodenja,
jer za svaku klauzu broj ¢vorova u grafu svodenja raste za O(n).

Posle svodenja, resava¢ HamCycles ih je resavao ili za vreme manje od 0.01
sekunde ili mu je trebalo vise od predvidenih 5 minuta. Dakle, svodenjem su
dobijene ili vrlo lake ili vrlo teske instance za resavanje. Na slici 8.3 se moze
videti udeo neresenih instanci. ReSivost ne zavisi od zadovoljivosti formule.
Moze se videti kako udeo neresenih formula postojano raste sa porastom odnosa,
a drasti¢no ranije pocinje sa rastom pri porastu broja promenljivih.
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Slika 8.1: Udeo zadovoljivih instanci medu formulama sa 10 i 20 promenljivih
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2.5 —— 10 promenljivih
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Slika 8.2: Prose¢no vreme svodenja SAT instanci sa 10 i 20 promenljivih na
NHC problem
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Slika 8.3: Udeo instanci koje HamCycles nije reSio u roku od 5 minuta, za
formule sa 10 i 20 promenljivih

Efekat fazne promene se ne prenosi sa instanci SAT problema na instance
NHC problema i ¢ini se da svodenje koje je koris¢eno nije dovoljno dobro, pre
svega §to se koristi kompozicija dva svodenja, SAT problema na UHC problem
i UHC problema na NHC problem. Osim toga, samo svodenje SAT problema
na UHC problem koristi previse ¢vorova koji ne sluze nicemu. Na primer, ako
se u formuli neka promenljiva javlja u svega nekoliko klauza, njen lanac ¢vorova
i dalje sadrzi 3 - (C' 4 1) ¢vorova od kojih veéina samo zbunjuje resavaé¢, a ne
kodira nikakvu dodatnu informaciju. Takve situacije bi se mogle izbe¢i analizom
konkretne instance koja se svodi i prema rezulatatima analize prilagoditi duzine
lanaca koji predstavljaju promenljive. Takva prilagodavanja ne bi trebala da
uti¢u na korektnost svodenja, a mogla bi poboljsati vreme reSavanja reSavacem
za NHC problem.

8.2 Resavanje NHC problema svodenjem na SAT
problem

U narednom delu bice izlozeni eksperimentalni rezultati dobijeni prolaskom
kroz faznu promenu NHC problema. Parametar fazne promene NHC prob-
lema je prosecan stepen ¢vora u grafu. Medutim, ponekad se za prikazivanje
fazne promene koristi i odnos WEE;N' U eksperimentu koji je izveden, navedeni
odnos uzima vrednosti iz intervala [0.4, 2.0] sa korakom 0.02. Za svaku vrednost
odnosa generisano je 100 slucajnih instanci po modelu G, ,, i reSavano direk-
tno reSavacem za problem Hamiltonovog ciklusa i svodenjem na SAT problem.
Eksperiment je ponovljen za grafove sa 20 i 30 ¢vorova. Granica za uspesSno
reSavanje je 5 minuta. Ukoliko je reSavanje trajalo vise od 5 minuta, ono je
prekinuto i ta instanca se smatra nereSenom. Sve instance se reSavaju za manje
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od 0.01 sekunde resavacem HamCycles.

Na slici 8.4 je prikazan udeo instanci koje sadrze Hamiltonov ciklus prolazeci
kroz faznu promenu problema. Udeo je iscrtan duz odnosa WEgN za grafove sa
20 1 30 ¢évorova. Moze se videti da je ponasSanje slicno za obe veli¢ine grafova.

%

90
80
70
60
50
40
30
20
10

—— 20 ¢vorova
—— 30 ¢vorova

E
0 02040608 1 121.41.61.8 2 NN

Slika 8.4: Udeo instanci sa Hamiltonovim ciklusom u grafovima sa 20 i 30
cvorova

Na slici 8.5 prikazano je prose¢no vreme svodenja instanci problema Hamilto-
novog ciklusa sa 20 i 30 ¢vorova na SAT problem. U oba slucaja vreme svodenja
opada, zbog same prirode svodenja. Sto je graf guséi to je manje parova ¢vorova
za koje se moraju dodati klauze formuli, koje sprecavaju pojavu tih ¢vorova
kao suseda u ciklusu. U nastavku je prikazano vreme i veli¢ina svodenja za

0.12 M
0.1

8.102 —— 20 évorova
6-1072 —— 30 ¢vorova
4-1072 T TT—~—
2.1072

E

0' 02040608 1 1.21.41.61.8 2 Nle¥N

Slika 8.5: Prose¢no vreme svodenja instanci NHC problema sa 20 i 30 ¢vorova

grafove sa 100, 120, 140 i 160 évorova, ali samo iz regiona fazne promene (ne
razmatraju se jako gusti grafovi koji su laki za NHC problem). Na slici 8.6 je
prikazano prosectno vreme svodenja za instance iz regiona fazne promene NHC
problema. Moze primetiti da nedostaje ona zakrivljenost koja se mogla uociti na
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Slika 8.6: Prosec¢no vreme svodenja velikih instanci NHC problema koje leze u
okolini tacke fazne promene na SAT problem
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Slika 8.7: Prosecan broj klauza u formulama dobijenim svodenjem velikih in-
stanci koje leze u okolini tacke fazne promene NHC problema na SAT problem

slici 8.5, jer su prikazane instance ¢ija gustina ide do 20% maksimalne gustine
grafa. Uprkos tome, moze se videti da sa porastom gustine vreme svodenja
polako opada. Na slici 8.7 je prikazan broj klauza formula dobijenih svodenjem
velikih instanci grafova. Moze se primetiti da je formula manja sto je graf guséi,
medutim razlika u veli¢ini formula deluje zanemarljivo u odnosu na veli¢ine
dobijenih formula.

Formule dobijene svodenjem instanci NHC problema sa 20 i 30 ¢vorova su
SAT resavaCem ili reSene za manje od 0.01 sekunde ili nisu reSene u roku od
5 minuta. U nastavku su prikazani grafici koji predstavljaju udeo neresenih
instanci za grafove sa 20 i 30 ¢vorova. Postoji razlika u reSivosti instanci u
zavisnosti od toga da li sadrze ili ne sadrze Hamiltonov ciklus. U eksperi-
mentu sa 20 ¢vorova veliki deo nereSenih instanci ne sadrzi Hamiltonov cik-
lus. U eksperimentu sa 30 ¢vorova postoji i znacajniji broj instanci koje sadrze
Hamiltonov ciklus, ali nisu resene. Cinjenica da veéi deo nereenih instanci ne
sadrze Hamiltonov ciklus sugeriSse da svodenje ne prenosi ravnomerno tezinu
problema.

Posto se ¢ini da ovo svodenje ne prenosi tezinu problema ravnomerno, mozda
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Slika 8.8: Udeo neresenih instanci resavacem Minisat u odnosu na prosecan
stepen ¢vora grafa
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Slika 8.9: Udeo instanci sa Hamiltonovim ciklusom koje nisu resene resavacem
Minisat u odnosu na prosecan stepen ¢vora grafa

postoji neko kod koga to ne bi bio slucaj, pa bi samim time dalo i bolje rezultate.
Tako ovo svodenje nije prakticno upotrebljivo, mozda prostor za unapredenje
postoji ukoliko bi se osmislilo bolje kodiranje uslova.

8.3 Resavanje SAT problema svodenjem na prob-
lem klike

U ovom odeljku su prikazani rezultati reSavanja SAT problema svodenjem na
problem klike. Generisane su slucajne 3-SAT instance koje prolaze kroz region
fazne promene. Znagci, odnos broja klauza i broja promenljvih se kreé¢e od vred-
nosti 1, korakom 0.2. Za svaku vrednost odnosa generisano je po 100 slucajnih
3-SAT instanci. Instance su prvo reSavane SAT resavacem - Minisat, a zatim je
vrseno svodenje i reSavanje cliquer-om. Za razliku od prethodnih eksperimenata
gde je izvodeno svodenje pa potom resavanje nad dobijenim izlazom, u ovom
slucaju rezultat svodenja se u programu direktno prosleduje resava¢u. Ne ko-
riste se datoteke sa opisom instance kako bi se ustedelo na vremenu potrebnom
za ulazno—izlazne operacije. Smatra se da je instanca uspesno resena ukoliko
je za njeno reSavanje trebalo manje od 5 minuta. U suprotnom, reSavanje je
prekidano i instanca se smatra nereSenom. Minisat je sve instance resio za
manje od 0.01 sekunde.Na slici 8.11 se vidi udeo 3-SAT instanci koje su, nakon
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Slika 8.10: Udeo instanci koje ne sadrze Hamiltonov ciklus i nisu reSene
reSavacem Minisat u roku od 5 minuta, prikazane u odnosu na prosecan ste-
pen ¢vora grafa

svodenja na kliku, reSene resavac¢em cliquer za manje od 5 minuta. Moze se
primetiti da kad odnos % dostigne vrednost 3 pocinju da se javljaju nereSene
instance i njihov broj nastavlja da raste. Ovakvi rezultati jasno pokazuju da
svodenje koje je koriséeno nije prakti¢no upotrebljivo, jer ne moze resiti ni na-
jmanje instance. Na slici 8.12 se vidi kako vreme svodenja problema zavisi
od odnosa broja klauza i broja promenljivih u formuli. PonaSanje vremena
svodenja ne iznenaduje, jer se za svaku klauzu dodaju 3 nova ¢vora grafu i
potrebno je razmotriti dodavanje grana ka veé¢ postoje¢im ¢vorovima. Na slici
8.13 je prikazano prosec¢no vreme resavanja 3-SAT instanci sa 10 promenljivih,
koje su posle svodenja na problem klike i reSavane cliquer resavac¢em. Deluje da
samo svodenje verno prenosi slozenost problema, jer se kriva ponasa kao kriva
reavanja veéih instanci SAT problema koje prolaze kroz faznu promenu. Cak i
ukoliko to jeste slucaj, moglo bi se zakljuciti da problem klike nije dobar izbor
za reSavanje svodenjem, jer i najbolji algoritam za njegovo reSavanje zapravo
predstavlja potpunu pretragu sa odsecanjem. Cini se da se prilikom svodenja
generisu upravo teske instance za problem klike, jer veli¢ina klike koja se trazi
spada u kategoriju ” premalih da bi se izvrsilo odsecanje, a prevelikih da bi se lako
pronasle”. Kako je veli¢ina grafa dobijenog svodenjem srazmerna broju literala
u formuli, mozda bi se moglo primetiti bolje ponasanje za k-SAT instance, kod
kojih je k vec¢e od 3. da ponasanje algoritma pretrage zavisi od redosleda ¢vorova
grafa, tako da bi mozda mogao postojati nac¢in da se uvodenjem poretka medu
¢vorovima poboljsa vreme resavanja, mozda ¢ak i da se resi problem neresenih
instanci.
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Slika 8.11: Udeo 3-SAT instanci reSenih svodenjem na problem klike

8.4 ResSavanje problema klike svodenjem na SAT
problem

U ovom odeljku su prikazani rezultati resavanja problema klike svodenjem na
SAT problem. U do sada prikazanim eksperimentima reSavane su instance koje
se nalaze u regionu fazne promene. Kako za problem klike nije formalno opisana
tacka fazne promene, eksperiment je izveden za instance koje kombinuju razlicite
vrednosti parametra gustine grafa i veli¢ine klike. Eksperiment je izveden za
grafove sa 20 i 30 ¢vorova. Kako je re¢ o podacima po dva parametra, gustini
grafa i veli¢ini klike, rezultati su prikazani u tabelama. Celije tabele su obojene
razli¢itim nijansama iste boje, ali tako da oponaSaju vrednosti koje se u njima
nalaze. Granica uspesnog reSavanja je 5 minuta. ReSavanje je prekidano posle
datog roka i u tom slucaju se instance smatraju neresenim. Na slikama 8.14
i 8.15 je prikazan udeo uspesno reSenih instanci svodenjem na SAT problem.
Moze se primetiti da su guste instance u kojima se trazi klika veéa od polovine
grafa teske za reSavanje svodenjem na problem SAT. Na osnovu ovoga se moze
zakljuciti da ovo svodenje nije prakti¢no upotrebljivo, ali ¢e uprkos tome biti
razmotrena i ostala svojstva.

Na slikama 8.16 i 8.17 se moze videti prose¢no vreme svodenja problema
klike na SAT problem. Prikazani rezultati se poklapaju sa ocekivanjima, sa
porastom veli¢ine klike raste i broj koraka algoritma, a sa rastom gustine grafa
opada broj koraka algoritma. Na slikama 8.18 i 8.19 se moze videti broj klauza
formula dobijenih svodenjem. Sa navedenih slika moze se videti da se procenjene
veli¢ine instanci i prosec¢na vremena reSavanja ponaSaju sli¢no.

Na slikama 8.20 i 8.21 su prikazana prose¢na vremena uspesnih reSavanja
problema klike svodenjem na SAT problem za grafove sa 20 i 30 ¢vorova. Moze
se uocCiti da je veéina instanci i dalje ”laka” za reSavanje, ali se oblast neresenih
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Slika 8.12: Prosetno vreme svodenja SAT problema na Klika problem

insatnci drastiéno povecala sa porastom broja ¢vorova. Ocigledno je da ni
ovo svodenje nije prakticno primenljivo. Kako u problemu klike nije formalno
opisana tacka fazne promene, nije jasno da kako se prenosi tezina instanci kroz
svodenje. Ono §to se moze zapaziti je da je ovo svodenje problema klike na SAT
problem idejno sli¢no svodenju problema Hamiltonovog ciklusa na problem SAT,
tako da u sustini ta dva svodenja dele mane.
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Slika 8.13: Prose¢no vreme reSavanja uspesno resenih instanci 3-SAT problema
svodenjem na problem klike resavacem Cliquer

0.9
0.8
0.7

NZ—-N| o5
0.4
0.3
0.2
0.1

100
100
100
100
100
100
100
100
100

100
100
100
100
100
100
100
100
100

100
100
100
100
100
100
100
100
100

100
100
100
100
100
100
100
100
100

10
95
7al

100
100
100
100
100
100

12

S 88

100
100
100
100
100

14

57
100
100
100
100
100
100
100

16

100
100
100
100
100
100
100

18

100
100
100
100
100
100
100

Slika 8.14: Udeo instanci medu grafovima sa 20 ¢vorova koji je reSen svodenjem
na SAT u roku od 5 minuta prikazan u odnosu na veli¢inu klike i gustinu grafa.
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0.9 | 100 100
0.3 | 100 100
0.7 | 100 100

E 0.6 | 100 100

0.4 | 100 100
0.3 | 100 100
0.2 | 100 100
0.1 | 100 100

Slika 8.15: Udeo instanci medu grafovima sa 30 ¢vorova koji je reSen svodenjem
na SAT u roku od 5 minuta prikazan u odnosu na veli¢inu klike i gustinu grafa.

2 4 6 8 10 12 14 16 13
0.9 (000 0.0 0.00 0.01 001 0.02 0.03 003 0.04
0.8 (000 0.0 0.00 0.01 002 0.03 0.04 005 0.06
0.7 | 0.00 0.0 0.00 0.01 0.02 0.03 005 007 0.09

E 0.6 |(0.00 0.0 0.01 0.02 003 004 0.06 008 0.10
N:—N| 05000 000 001 002 003 0.05 0.07
0.4 | 0.00 000 001 002 004 0.06 0.09
0.3 [0.00 000 0.01 003 0.05 007 010
0.2 |0.00 000 0.01 002 005 008 0.11
0.1 |0.00 0.00 0.02 0.02 0.06 0.09 012

Slika 8.16: Vreme svodenja instanci grafova sa 20 ¢vorova izrazeno u sekundama,
a prikazano u odnosu na veli¢inu klike i gustinu grafa.
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3 6 9% 12 15 18 2 24 27
0.3 | 0.00 0.00 0.02 0.03 0.05 0.08 011 015 0.1%
0.3 |0.00 0.01 0.03 0.06
0.7 | 0.00 0.01 0.04 0.07

E 0.6 [ 0.00 0.02 0.05 0.10

0.4 |0.00 003 007 013
0.2 |0.00 003 008 014 ©
0.2 000 004 008 017
01001 004 011 020

Slika 8.17: Vreme svodenja instanci grafova sa 30 ¢vorova izrazeno u sekundama,
a prikazano u odnosu na veli¢inu klike i gustinu grafa.

0.9 106 596
0.8 132 1052
0.7 258 1508

N:—N| o5 | 410 2420
04 | 486 2876
03 | s62 3332
02| 838 3788
01| 714 a0

Slika 8.18: Broj klauza u formulama dobijenih svodenjem grafova sa 20 ¢vorova.

3 6 9 12 15 18 21 24 27

0.9 613 3072 7362 13488 21450 31248 42882 56352 71658

0.8 1140 5682 13626 24972 39720 57870 79422 104376 132732

0.7 1662 8292 19850 36456 57990 84492 115962 152400
E 0.6 | 2184 10902 26154 47940 76260 111114

NI—N| 05| 2706 13512 32418 59424 94530 137736 189(

0.4 3228 16122 38682 70308 112300 164358

0.3 3750 18732 44946 82392 131070 190980

0.2 | 4272 21342 51210 93876 149340

0.1 | 4794 23952 57474 105360 167610 .

Slika 8.19: Broj klauza u formulama dobijenih svodenjem grafova sa 30 ¢vorova.
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2 | a] s

09 [ 100 100 100

08 | 100 100 1.00

07 | 100 100 100
s |06 | 100 100 100 227 321 404 382 487 462
Tio5[ 05 | 100 100 100 108 109 123 124 118 119
04 | .00 100 100 1.00 100 1.00 100 1.00 1.00
03 | .00 1.00 100 1.00 100 1.00 1.00 1.00 1.00
02 | .00 1.00 100 1.00 100 1.00 100 1.00 1.00
01 | 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 100 1.00 100

Slika 8.20: Prose¢no vreme reSavanja svodenjem uspesno resenih grafova sa 20
¢vorova. Vreme je izrazeno u sekundama i prikazano u odnosu na veli¢inu klike

i gustinu grafa. Bela polja predstavljaju nepoznato vreme resavanja.

k
3 | 6 | 9 | 12 15 ] 18] 21 ] 2a] 27
09 | 100 100 100 239 956
08 | 100 100 252 167
07 | 100 100 1527
iyl 05 | 100 130 2318 2428 3958
04 | 100 196 344 447 454 615 581 7.03 7.57
03 | .00 104 120 120 122 136 138 176 170
02 | .00 1.00 100 100 100 1.00 100 100 106
01 | 1.00 1.00 100 100 1.00 1.00 100 100 116

Slika 8.21: Prose¢no vreme reSavanja svodenjem uspesno reSenih grafova sa 30
¢vorova. Vreme je izrazeno u sekundama i prikazano u odnosu na veli¢inu klike

i gustinu grafa. Bela polja predstavljaju nepoznato vreme resavanja.
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Glava 9
Zakljucci i dalji rad

Jedna od hipoteza ovog rada je da postoje instance NP—kompletnih prob-
lema koje se mogu resiti svodenjem brze nego specijalizovanim resavac¢em. Nisu
pronadene klase takvih instanci, ali to ne znac¢i da one ne postoje. U ovom radu
su opisana i ispitivana svodenja poznata iz literature, ¢esto kao standardna, ali
se pokazalo da ona ne vode do prakti¢ne upotrebljivosti. Ispitana svodenja su
uglavnom koriséena za dokaz NP-kompletnosti odgovarajué¢ih problema, pa su
iz tog razloga mozda neefikasna i rasipna. Na primer, svodenje SAT problema
na UHC problem bi se moglo prilagoditi konkretnoj instanci, kako bi se ustedelo
na broju ¢vorova. Takve izmene u algoritmima svodenja ne mogu nikako dovesti
do promene klase slozenosti, ali bi u slu¢aju slabijih resavac¢a mogle napraviti
znacajnu razliku u vremenu resSavanja. Medu prikazanim svodenjima eksperi-
mentalni rezultati sugerisu da svodenje SAT problema na Klika problem i SAT
problema na NHC problem ¢uvaju relativnu tezinu instanci. S druge strane,
eksperimentalni rezultati sugeriSu da svodenje problema Hamiltonovog ciklusa
na SAT problem ne ¢uva tezinu instanci. Naime, SAT regavac¢i imaju jake meha-
nizme navodenja kroz prostor pretrage ka zadovoljavajucoj valuaciji, a ti meha-
nizmi nisu od velike koristi kada je ulazna instanca nezadovoljiva. Razmatrajuci
dimenzije problema i vreme potrebno za njihovo reSavanje stice se utisak da su
SAT resavaci bolji od resavaca za problem klike i problem Hamiltonovog ciklusa,
a da je reSava¢ za problem Hamiltonovog ciklusa bolji od resavaca za problem
klike. Takode, postoji mogucénost da problemi medu kojima su vrsena svodenja
nisu bili najpogodniji za ovaj pristup reSavanju. Eksperimenti su pokazali da
pristup reSavanju putem svodenja nije prakticno upotrebljiv za NP-kompletne
probleme, ali to ne znaci da nije prakti¢no upotrebljiv za lakSe probleme — za
mnoge lakse probleme, svodenje na SAT se ve¢ koristi sa velikim uspehom.

Postoji jos jedan aspekt svodenja koji nije doSao do izrazaja, jer je velina
eksperimenata izvodena nad malim instancama. Sve i da se nadu pogodnija
svodenja, skoro je sigurno da se reSavanje putem svodenja ne moze primeniti na
zaista velike instance polaznih problema.

U daljem radu bi mogle biti razmatrane modifikacije pojedina¢nih svodenja,
jer sigurno postoji dosta prostora za poboljsanje. Nije jasno kakav je odnos
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samog svodenja i prenoSenja relativne tezine instanci. Naime, na tezinu in-
stanci dobijenih svodenjem uti¢e i polazna instanca, algoritam svodenja, ali
i ciljni alogritam resavanja (nisu sve instance problema podjednako teske za
sve resavace). Ovaj odnos bi se mozda mogao podrobuije ispitati, ukoliko bi se
odabrao par NP-kompletnih problema takav da postoje dva ”sustinski” razlicita
svodenja sa polaznog problema na ciljni i da postoje dva ”sustinski” razlicita
reSavaca za reSavanje ciljnog problema. Mozda bi se tada moglo utvrditi kakav
je odnos svodenja i prenoSenja relativne tezine instanci.

Kako su u okviru teze razmatrana svojstava svodenja na instancama u re-
gionu fazne promene SAT problema i problema Hamiltonovog ciklusa, bilo je
pogodno ispitati (vrlo grubo) i fenomen fazne promene u Klika problemu (koji
nije detaljno ispitan). Zanimljivo je to $to ima indikacija da bi fazna promena
Klika problema mogla pocivati na dva parametra, gustini grafa i veli¢ini klike
koja se trazi.
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Dodatak

10.1 DIMACS formati

Centar za diskretnu matematiku i teorijsko ra¢unarstvo (DIMACEED pri Rut-
gers univerzitetu u Novom Dzersiju je u periodu od 1990. do 2005. godine
sponzorisao nekoliko implementacionih izazova za razne probleme od znacaja.
Medu resavanim problemima su problem SAT i problem maksimalne klike. Za
potrebe izazova bilo je zgodno da svi poStuju isti ulazni format, i formati koji
su korig¢éeni na DIMACS izazovima su postali izvestan standard koji se i danas
koristi. U nastavku su opisana dva DIMACS formata, jedan za predstavljanje
iskaznih formula u KNF i drugi za predstavljanje grafova.

DIMACS formati se najcesée sastoje od 3 tipa linija. Linije koje pocinju
karakterom ’c’ predstavljaju komentar linije, i one se mogu nalaziti samo na
pocetku fajla. Linija koja opisuje problem pocinje karakterom ’'p’, i njen oblik
se razlikuje od problema do problema. Tredi tip, tzv. opisne linije (eng. de-
scriptor lines) se takode razlikuju od problema do problema. Kod formata koji
opisuje iskazne formule u KNF, problemska linija je oblika: p e¢nf nc, gde n
predstavlja broj promenljivih u formuli, a ¢ predstavlja broj klauza u formuli.
Podrazumeva se da su brojevima 1,2, ..., n oznacene promenljive. Svaka opisna
linija ¢e predstavljati jednu klauzu, koja je predstavljena nizom literala razd-
vojenih belinama. Literali se predstavljaju pozitivnim i negativnom brojevima.
Pozitivnim brojevima se oznacava literal koji predstavlja promenljivu sa tim
rednim brojem, dok se negativnim brojevima oznacavaju literali koji predstavl-
jaju negaciju promenljive sa rednim brojem koji je jednak apsolutnoj vrednosti
oznake literala. Svaka klauza se zavrsava karakterom ’'0’ kao oznakom kraja
klauze (a i same opisne linije). Kod formata koji opisuje grafove, problemska
linija ima oblik: p edge nc, gde n predstavlja broj évorova grafa, a ¢ predstavlja
broj grana grafa. Podrazumeva se da su brojevima 1,2,...,n oznaceni ¢vorovi
grafa. Opisne linije imaju sledeéi oblik: e i j, gde 7 i j predstavljaju oznake
¢vorova. Broj opisnih linija u datoteci mora biti jednak broju grana grafa.

Thttp://dimacs.rutgers.edu


http://dimacs.rutgers.edu
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