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I'maBa 1

Y BOI

1.1 Cayuajuu norabajm

Hajuemha ocHOBHA moJia3umTa MPU KOHCTPYKIUjU HEKE TEOPU]CKE HAYYHE
OUCIUNINHE jecy onpebheHe eKCcIepuMeHTAaJJHE UYUILEHUIE HA OCHOBY KOjUX
ce ¢popmmpajy oarosapajyhu amcrpakrau mojMoBu. Tako je m ca Teopujom
BepoBaTHONeE.

ITona3zuu mojMoBU y Teopuju BepoBaTHONE Cy: CTOXaCTUYKU €KCIIEPUMEHT,
cayuajuu morabaj u BepoBarHoha cayuajuor morabaja. Hbuma hemo ynpaso
U MOCBETUTHU MAaJIO MaKIH€ Ha CAMOM MOYETKY OBOT Paga.

[lox cmozacmuukum excnepumenmom (CAYHaHUM EKCTePUMERMOM) TIOADa-
3yMEBAMO KOMILIEKC YCJIOBa M PaldbU KOJjU Ce MOrY NOHABJBATH (Makap U
MI/IC&OHO!) HEOTDAHWYECHO MHOT'O IIyTa, aJii IIOHaBJ/balbha EKCICPUMEHTA HE
[OBOJE yBEK IO jemHo3Hauno onpebenor ucxona. Ilpyraumje peueHo, y ciayda-
JHUM eKCIepUMEHTVMa Huje Moryhe yHampen TayHO NPENBUIETH PE3YJITAT;
IIPU UCOYHBEHY UCTUX YCJIO0BA EKCIEPUMEHTUCAHkha MOTyNu Cy pasHu pesyJi-
ratu (ucxomu). (Hacympor TakBuMm ekclepuMeHTHMa CY 0eMmepMUNUCTIUYKY
excnepumernmu. Kom mUX je KapaKTePUCTUUYHO TO & YCJIOBU €KCIEPUMEHTU-
cama jemuosnauno onpebyjy ma au he ce meru morabaj mojaBuru nnu He).

CBakoM CIy4ajHOM EKCIEPUMEHTY Ce HPUAPYKYje Hempa3aH CKYI UCXOIa
), koju maje moTmyHe MHGOPMAaIKje O pe3yaITaTUMa eKcliepuMenTa. HiaemenTn
w cryma {) ce MHTEePUpeTrpajy Kao UCXOAU €KCIEePUMEHTa W OHU Ce najbe He
MOTry pasiararu u MmehycoOHO ce UCKBYUY]y.

Ckyn ) Mmopa nmartu 6ap nBa enementa (y CIydajy jeJHOT jeqUHOT UCXOIa
pau ce O JeTePMUHUCTUYKOM €KCIIEPUMEHTY ), a MOYKe UX OUTU KAKO KOHAYHO
Tako u OeckoHayHo MHOro (mpebpojuBo mim Henpebpojuso). Crynm  Tana
30BEMO NPOCMOP EAEMEHMAPHUL UCTOOQ UAL NPOCTNOP EAEMENMAPHUL CAYSATHUL
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I'masa 1. ¥YBon

dozahaja. Hberose eneMeHTe W HA3UBAMO EAEMENMAPHUM UCTOOUMA WA eae-
MEHTMAPHUM CAYwajHuM ozabajuma.

I[Tonckymose A, B,... u3z § 30BeMo cayuajrum dozahajuma. To, usmeby
OCTAJIOT, 3HAYM U Oa NeMO eJieMEeHTApHE MCXOME CMATPATHU CJIydYajHUM I0-
rabajuma (jemuounanum). (Kacuuje hiemo Bumern na ce He Mopajy CBU IOJI-
ckynoBu ckymna ) cMarpaTtu ciaydajuum gorabajuma).

CBaky eneMeHTApHU WCXOX Maje TMOTIYHY MHOOPMAIU]Y O Pe3yTATUMAa
eKcrepuMenTa. 3Hajyhiu na ce y eKCIepUMEHTy TM0jaBU0 KOHKPETAH UCXOI W,
Mu Mo:kemo pehwu ma au ce ocrBapuo cayuajuu morabaj A mau me. Ha Taj
HauuH, cky §) ce pa3buja Ha nBa moackyna A m A. 3Haum, ako ce ekcuepu-
MEHT ONUCYje UCXOIOM w, OHma w € A 3maum ma ce octBapuo morabaj A, a
w ¢ A 3Haum na ce uuje ocrapuo morabaj A seh A. Tana 3a cBe ucxome w €
A xaxxeMo ma cy nosomnu 3a octBapeme morabaja A. 3a nmorabaj A ce Tana
Kaske na je cynpoman (xomnaemewmapan) dozahaj norabajy A. Hapasuo, n A
je Tama cymporan morabaj morabajy A.

Ynuja doeahaja A u B (y osmamu: AUB) je nmorabaj koju ce octBapyje ako
u caMo ako ce ocrBapyje 6ap jeman (Hajmame jeman) ox Ta asa morabaja.
IIpecex dozahaja A u B (y osmamm: AN B) je norabaj roju ce octBapyje ako
U caMo ako ce ocTBapyjy oba morabaja - mu A mw B. Horabaj A\ B=ANDB
je pasauxa dozahaja A u B.

Ilorabhaj Q je cueypan doezabaj, a morabaj @ (upasam ckyn) je wemozyh
dozabaj. Iorabaju A m B cy oJucjynkmnu ako je AN B = @. 3a wux Tana
vecto numemo A + B ymectro AU B.

Kaxemo ma morabaj A nosaauu morabaj B ako u3 w € A caemu w € B 3a
CBaKM MCXOJ MMOBOJbAH 3a ocTBapeme morabaja A. JacHo je ma Baswm:

ge(ANB)C AC (AUB) CQ,

(npu wemy C mo3BosbaBa U jegHaxoct morabaja).

Anasorso HaBemeHoM neUHUNIY ce yHUje W Ipecenu Bume norabaja:
Hexka je I menmpasaH ckyn nHIekca U Heka umamo pamuianjy norabaja {A;, i €
I} u3 Q. Yuuja tux morabaja <UAZ> je morabaj rKoju ce ocTBapyje ako u

el
caMoO ako ce ocTtBapyje 6ap jemam morabaj A;, i € 1.
IIpecer (ﬂAZ> tux morabaja je morabaj Koju ce ocTBapyje ako m camo
i€l
ako ce ocTtBapyjy csu morabaju A;, i € I.

Baske Ile Mopranosa npaBuia:
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(UAz) =N@) (ﬂAi) ~J@).

i€l i€l i€l i€l
1.2 Axcmomaruka teopuje BepoBaTHOhe

Heka je 2 mpocTop mcxoma Hekor ekcmepumenrta. Heka je A kaaca momn-
ckymoBa ckyna (). Pasmorpumo caenehe ycaose:

1° Qe A
2° Ako A€ A, orma A € A.
3° Ako Ac AuBe A, osma AUB € A.

o0
4° Axro Ay, Az, As,... € A, onna |J A, € A.
n=1

Knaca A 30Be ce aazebpa dozahaja, ako Baske ycaosu 1°, 2° u 3°, a kiaca
A Koja uma cBojcTsa 1°, 2° u 4° 30Be ce o-aazebpa dozahaja. Camo eneMente
asrebpe, onHocHo o-asrebpe 3sahiemo morabajuma.

Jlako je 3akmyuuTu ma Basku cienehe: cBaka o-amarebpa je UCTOBPEMEHO
n anrebpa norabaja (anu o6puyTO He MOpa Gutn). V3 Tux pasnora, y namem
heMmo, yrmasmom, ropopurtu caMo o o-ajrebpama.

IIpecek mpou3BOHHO MHOTO o-ajredbpu je o-aarebdpa.

3a cBaky HempasHy kKoJseknujy K mOICKymoBa mpocTtopa ), mOCTOju MU-
HuMainHa o-aiarebpa A (K) koja je campxu. Tana ce raxe na je o-anreGpa
A (K) renepucana ronexnujom K.

Heka je Q@ = R u mera je K = {(a,b]:a,b € R,a <b}. Mununmanna o-
asrebpa koja canp:xku K 30Be ce Bopeaosa o-aneebpa ua R (Bl). Henu ene-
MenTu cy Bopenoeu cxkynoeu Ha peanHoj mpasoj. Mcra o-amre6pa Bl mome
6UTU reHepuUCaHa U PA3HUM IPYTUM Kojekunujama. Ha npumep: Ki = {(—o0,b];
beR}; Ko ={(a,b);a,b e R,a<b}, ura.

[Mocroju o-anreGpa B2 remepucana, HIP. KOJEKIW]OM MOACKYTOBa {(—00, a1]
x(—00,as];a1,a2 € R}. To je Bopenosa c-anrebpa ma R%. Cuauuso je u y
cayuajy mpoctopa R"”, n > 3.

ITocToje ckynoBu Ha R koju mucy DopenoBu ckymoBu. McTo Basku u 3a
R™ n > 2.

Hexka je €2 mpocrop mcxoma ciydajuor ekcumepumenta u A o-ajarebpa Ha
wemy. Tana ce ypebenn nap (£2,.4) 30Be meppus npocmop.

dyuruuja P : A — R je BepoBarnoha ma mepsusom mpocropy (€2, 4) ako
uma caeneha cBojcTBa:
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(A2) P(A) >0 3a ceaku morabaj A € A,
(A3) aro cy Ay, As, As,... morabaju u3 A rakBu na je A, NA; =@ (i # j)
OHIA Ba:kKU jemHarocT: P ( U An> = > P(4,).
n=1 n=1

HaBenene ocobuue ¢yuEuje P 30By ce, penoM, HOPMUPAHOCT, HeHez-
amusrocm u npebpojusa adumuerocm uasu o-adumusrocm. To cy arxcuome
meopugje eeposamuohe. Ta akcuomaTura ce Ha3UBa K0AMO020p08/pEBA AKCUOMAMUKA
Teopuje BepoBaTHONE.

Bpoj P(A), koju ce npunpyskyje cayuajuom norabajy A, 3oBe ce aeposa-
mnoha dozabhaja A.

WMnak, akcuoMaTuKa He Jaje IpaBUJIO II0 KoMme Oucmo 3a maru morabaj A
u3 A ompenunu meroBy BepoBarHONYy.

3anasuMo u TO Ja je aKkCuoMaTuka KoJaMoroposa wenomnyma, Tj. MOCTOjU
Buine HauwHa u3bopa BepoBaTHOhe 3a morabaje A u3 A.

Hexka je, mop. maro ), Hera je A = {A,Z,Q,gb}, rae je A C Q u Hera je:
P(A)=X0<A<1, P(A)=1-X P(Q)=1u P(2)=0. Bumn ce na rana
Bake cBe Tpu akcuome. Mnak, 3a P(A) n P (A) muamo GeCKOHAYHO MHOTO
uzbopa.

Ypebena tpojka (2,4, P) 30Be ce npocmop eeoposamnoha. Ou ciaysxu Kao
OCHOBHU MOJEJ 338 U3y4UaBale CIYUYajHUX eKCIEePUMEHATA.

W3 nedpunmnuje BepoBaTHOhE JaKO ce MOKA3yjy EeHE OCHOBHE OCOOUHE:

1° P (@) =0.

2° Komauna aguTuBHOCT: ako cy Aj, As, ..., A, mucjyuxtau norabaju, onma
n

Bakn jemHakoct P (A1 UAyU...UA,) = > P(4;).
j=1
3° P(A) =1-P(A).
4° Axo je A C B, ouna je P(A) < P(B).
5° P <UAk> <> P(Ag), kako 3a KOHAUYHE TAKO U 3a NpebpojuBe yHUje.
k k

6° P(AUB) = P(A)+ P (B) — P (AB).

7° Hemperunzoct onosro: Axo je Ay C Ay C A3 C ..., oumaje lim P(A,) =

n—00
P < 0 An>.
n=1
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8° Hemperuauoct onosno: Axko je Ay D As D A3 D ..., oumaje lim P(A,) =
—
o n o0
P ( A An>.
n=1

o0
9° Hemperuauoct "y mynmun’: Ako je A1 D As D A3 D ... u (4, = 9,
n=

onzma Basku jemHakoct lim P (A,) =0.
n—oo

1.3 Cuayuajre BeJmumHe

Heka je (92, A, P) upocrop Beposarnoha u (R, B) Gopenosa npasa, 1j. B
je bopenoBa c-anrebpa moackymoBa ckyma peasaux O6pojeBa R. ®Pyurmnuja

X:0O—=R

je cayuajna eeauduna aro 3a cBaku bopesoB ckyn B € B Baxku

X YB)={w:X(w)e B} € A.

To 3naun na je X ¢yurunja u3 Q y R koja je mepauea (mau mepisuBa y
Bopenosom cMmucay) y omsocy Ha o-anrebpe Ay Q u B y R, tj. unsepsua
CIVKa MepJpMBOr CKyma B y mpocropy Bpenmoctu ¢yukuumje X je MepJpuB
CKyIl y obnacTtu nepuHrcaHocTr QyHKIuUje X.

Moske ce moraszatu ma je y mepuHumju ciaydajue Beauduue X 0080010
saxteBaru ma je X !(I) € A 3a cBe unTepsaJe y R, Ha nmpumep, 3a cBe UHTEp-
Base obuuka (a,b] wnu (—oo,b] min (—oo,b) nin (a,+o00) ura. Bpio gecto
Cce OBO ¥ y3uMa 3a NepUHUNN]y ciyudajHe BenuuwHe. Ho, marte mepunmnuje
cayyajue Benaunuune cy MehycoOHO ekBUBaAJICHTHE.

Cayuajua BesuunHa X WHIAYKYje 6epoeamnoly WA 8epo8amnoCcHy Mepy
Px na B nedpunucany ca:

Px(B)=P{w:X(w)eB}=P (X '(B)), BeB

dyurnuja F'x Ttauke r € R nedunucana ca

Fx(z) = Px ((—00,z]) = P{w:w € Q, X(w) <z} =P(X <x)

30Be ce gynkyuja pacnodese ciydajHe Benudure X .
Hajupoctuju npumep cayudajue Beauuuue je unoukamop la cayuwajnoz do-
eahaja A n3 A nedpunucan ca
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1, weA,

Lalw) = {0 wé A

Cuyuajue Benmuune X, onpebene ca X(w) = > xpla, (w), rae je Y Ap =
k k

Q) (yHuja moucjyHKTHUX cKynosa) u cBako Ai € A cy OuMCKpeTHe ciydajHe
BEJIMYMHE.

Heka je (9, A, P) nupoctop BepoBaruoha u (R™, B"), n > 2, Bopesnos n-
IVMEH3UOHAJHU TPOCTOp. PyHKIUja

X:Q-=R"

KOja je MepsuBa y omHocy Ha o-aarebpe Ay Q u B" y R", 1j. TakBa je ma
3a cBaku bopesos ckyn B € B”

X YB)eA
30B€ C€ N-QUMEHIUOHAAHA CAYUAJHA BEAUNUHG TITA N-OUMEHIUOHAANY CAYSAJHIU
sexmop. Bexktop X je Tama n-TOPKa je HOAWMEH3WOHAJHUX CIyYajHUX BEJU-
unaa X = (X1, X9, ..., Xy).
Oyuruuja Fy (z1,%2,...,%n) = Fx| Xy, X, (X1,22,...,Ty) OIepuHECAHA Ca

FX17X27---7X7L (1'1,:6'2, .. .,xn) =P (Xl S l’l,XQ S Ly 7Xn S Iljn)

je gynruyuja pacnodene cayuajroz sexmopa X.

Pyurnuja
Fx, Xo,. X0y (1,22, ..., 2p—1) = _lim Fx, x5, Xp_1,Xn (1,22, .., Tp—1,Tp)
Xn—00
je maprunasHa ¢yHruuja pacmnonene Bekropa (Xi, Xo, ..., Xp_1).
YommTe, 3ajeaHUYKa pacmnomgenaa OMIO KOT MOACKYTa {Xkl, . ,ij} jecte

HBEroBa MAPTUHAJIHA PACIOAENA.

Heka je h : R" — R wmepmusa (Bopenosa) ¢yHruuja y omHocy Ha o-
anrebpe B" y R™ u B y R, 1j. TtakBa ma 3a cBaku Bopemnos ckyn B € B je
h=1(B) € B*. Tana u h(X) jecme crydajua BeauumHA.

10
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1.4 He3aBucHOCT ciyuyajHuX norabhaja m He3aBUCHOCT
CIIyUYajHUX BeJIMUMHA

Jeman on BasKHMjUX TIOjMOBa y TeOpuju BepoBaTHONE jecTe mojaMm He3aBU-
cHOCTHU. 3a cBe morabaje Koju ce y ma/beM TEKCTy MOMUBY, cmarpahemo na
cy u3 ucrte o-anrebpe A, a 3a cBe ciyuajHe BesuuuHe cmarpahemo ma cy
neuHUCAHE HA UCTOM IpocTopy BeposartHoha (02, A, P).

Ilahemo mpBO meduHUIMje HE3ABUCHOCTU CiaydajHux morabaja, a 3aTtum
ne(GUHUINMje He3aBUCHOCTH CIYyYajHUX BEJINYMHA.

Horabaju A u B cy ne3a8ucHu ako BaKKU jeTHAKOCT

P(AB) = P(A) - P(B).

[Tpumernmo na y cayyajy P(A) = 0 oBa jeqHakoCT Basky 33 CBAKU CIydaj-
uu norabaj B u3z A. Vcro Basku u y cayuajy P(A) = 1.

Horabaju Aj, Ay, ..., A, cy (HOTHYyHO) He3aBucku ako 3a CBaku Opoj k €
{2,3,...,n} u cBaku u3bop unnerca 1 < ji < jo < ... < jr < N BaKU je AHAKOCT

P (Aj Ay, - Aj) = P(A;,) P(4;,) - P(A;).

Horabaju u3 muza (A4,) cy (HOTIYyHO) Heza8uCHU AKO 3a CBAKO N > 2

u cBaku u30op MHIEKCA j1,j2,...,J; morabaju Aj;,Aj,, ..., A; jecy moTmyHO
HE3aBVCHU.

Yromuro 3a cBaku map (Aj;, Ay) Bawu P (A;NA,) = P(4;) - P(Ag), onna
cy morabaju Ai, Ao, ... HesasucHu y naposuma. Hapasuo, ako cy morabaju us

HEKOT HU3a (KOHAYHOTI MM OECKOHAYHOr) MOTIYHO HE3ABUCHU, OHAA CYy OHU
HE3aBUCHU ¥ Y HNApOBUMA; OOPHYTO HE BayKU Yy OIIITEM CJIydajy.

Cnyuajue Benuuune X1, Xo,..., X, Cy He3a8ucChe aKO 3a NpousBoLHE o-
pesioBe ckynose By, Ba, ..., B, ca peanne npase, norabaju (X1 € By), (X2 € Bg),
..., (X, € By,) cy He3aBuCHU, Tj.

P(XlEBl,XgEBQ,...,XnEBn):P(XlEBl)‘P(XQEBQ)'”P(XnGBn).

Hus (X)) je Hu3 He3a8UCHUT CAYUAJHUT 8EAUNUHG AKO 38 CBAKU IIPUPOJAH
6poj m ¥ NPpOM3BOJLAH U300D UHIAEKCA 1, ..., Jn, CAydajHe Beauaure X, ..., X,
Cy HEe3aBUCHE.

Basku cnemehn 3akmydvaxk:

Cayuajne seaunune X1, ..., X, CY HE30B8UCHE KO U CAMO GKO 8GHCY

Fx .. .x,(x1,...,2n) = Fx, (x1) - Fx,, (%) ,

11
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ede je Fx, . x, ¢ynxuuja pacnodene eexmopa (Xi,...,Xy,), a Fx,,...,Fx, cy
Pynruuje pacnodeaa wez08ULT KOOPOUHAMA.

I[IpumeTnMo Ha Kpajy U TO na ce AeUHUIMja HE3ABUCHOCTYU CJIyYajHUX
BEJIMYMHA MOKe IPEHeT! M Ha IIPOM3BOJbHE (aMUINje CIydajHUX BEeJIUUNHA.
MebyTum, Hama To y oBoM paxny Hehe 6utu morpebHO.

12



I'imaBa 2

Bbopen-KanTenmujeBa jgema

2.1 JIunmec cynepuop, JuMec UHPEPUOp U JIUMeC HU3a
norabaja

Heka je (A,) mu3 cayuajuux gnorabaja uz A. Tana nepunumemo limes
superior TOT HU3a Kao morabaj

li_>m sup 4,, = m ( Ak>
n=1 \k=n

u limes inferior Tor HHU3a Kao morabaj

o oo
lim inf A,, = U ( Ak> .
n—o0
= k=n
Iorabaj limsup A,, ce cactoju y TomMe ma ce ocrBapu GECKOHAYHO MHOTO
norabaja n3 mHuza (A,). Ucro rako morabaj liminf A, 3maum na ce n3 Hu3a
(A,,) octBape cropo cBu mnorabaju - cBu norabaju, ocuMm MOk A BUX KOHAUHO
MHOTO.
W3 ropmux mepuHUIja OUPEKTHO ciemu Oa cy limsup A, u liminf A,
cayuajuu morabaju uz A u

liminf A,, C limsup A,,.

[IraBume, o6a morabaja npunanajy o-anrebpu remepucanoj auszom (A,). 3a
limsup 4,, liminf A,, Baske caeneha tepbhema (1)-(5):

(1) (liminf A,) = limsup (4, ),

13



I'maBa 2. Bopen-KanrenujeBa mgema

(limsup A4,,) = lim inf (Tn)

(2) 3a pacryhu mu3 morabaja (A,) (upermusuuje pedeno: 3a meomamajyhu
uu3 norabaja), Tj. 3a Hu3 y rome je Ay C Ap4q 3a cBako k je

liminf A,, = limsup A,, = U Ay,

n=1

a 3a onanajyhwu mus morabaja (B,) (upenmsauje pedeno: 3a mepacrtyhn
uu3 norabaja), Tj. HU3 y KOoMe je By D Bypi1 3a cBako k je

o
liminf B, = limsup B,, = ﬂ B,.

n=1
(3) 3a mara nBa musza (A4,) u (B,) norabaja uz A Baxu cnenehe:

1° liminf (4, N B,) = (liminf 4,,) N (lim inf B,,),
2° limsup (A, U B,,) = (limsup A,,) U (limsup B,,),
3° (liminf A,)N(limsup B,,) C limsup (A, N B,,) C (limsup A,)N(limsup By,).

Axko 3a wu3 morabaja (Ay) u3z A Baxku

liminf A, = limsup A, = A,

Taga kaxkeMo ma je uu3 (Ay,) xonwseepzenman.

Horabaj A onnma 30BeMoO 2panuvna epednocm uusa (Ay). Tana numemo

A= lim A, =liminf A,, = limsup A4,.

n—o0

N3 (2) cremm ma MOHOTOHM HM30BM jeCy KOHBEDPIEHTHUM U 3a pacryhe
(meomanajyhe) uuzose (4,) je

lim A, = DA”’
n=1

n—00

a 3a onanajyhe (mepacryhe) muzose (B,) je
oo

lim B, = ﬂan.
n—=

14



I'maBa 2. Bopen-KanrenujeBa mgema

(4) 3a pacryhe (meonanajyhe) musose (A,) Basku:

P (UAn> = lim P (4n),
n=1

a 3a omanajyhe (mepacryhe) uuszose (B,) Baku:

P (Oan> = lim P (By).
(5) 3a mpowmsBossHe Hu30Be morabaja (A,) u3 A Baxu:
1° P(liminf A,) < liminf P (A,) < limsup P (A,) < P (limsup A4,),

2° P(limsup 4,,) = lim P < U Ak> ,
k=n

n—o0

3° P(liminf A,,) = lim P ( N Ak> :
k=n

n—o0

2.2 DBopea-RaaTenujeBa jema

IorazaheMo BaskHy TeopeMy, KOja MMa BEJIUKY IPUMEHY Y TCOPHUjU BEPO-
BaTtHOhe, a MOCEeOHO KO UCIUTUBAKA CKOPO CUT'yPHE KOHBEPIEHIUje U jAKUX
3aKOHA BEJUKUX OpojeBa. Y JuTeparypu je oHa mo3Hara kao bopea-Kanrte-
JvjeBa JeMa.

Teopema 2.2.1. (Bopesn-Kanrenujesa nema)

o
(a) Axo je (An) mpouszsoman nuz doeahaja u Yy, P(A,) < +oo, onda eancu

n=1
jeornaxocm
P (ﬂ UAk> =0.
n=1lk=n
(6) Axo je (Ayn) nus nezasucwur dozahaja u Y, P(A,) = 400, onda saxcu
n=1
jeonarxocm

o(AT8)

n=1k=n

15



I'maBa 2. Bopen-KanrenujeBa mgema

o0 oo

Uokas. (a) Heka je Y P(A,) < 4+o00. Osmaunmo ca B, = |J Ax. Tana je
n=1 k=n

B; yuumja cBux morabaja, By ymuja morabaja moueBmmm on Apyror ma

Hanasmbe, ... , gakiae By D By D By D ..., 1j. B, je omanajyhu su3 y
OMHOCY Ha WHKIy3ujy morabaja, ma mobujamo

P (ﬁ [jAk> _p <ﬁBn> W lim P (B,) =
n=1

n=1lk=n

n—00 n—00
k=n

, > @) & 3)
= lim P UAk < lim P(Ag) = 0.
k=n
(Jemmaroct (1) BaskM HA OCHOBY CBOjCTBa HEIPEKUIHOCTU BepoBaTHONE
01103110; HEjeqHAKOCT (2) Ha OCHOBY JiIeMe O MOKPUBAKY, a jetHAKOCT (3)
o0
13 moJsia3He mpermnocraBke na pexn » P (A,) komBeprupa, 360r uera je
n=1
rpaHUYHa BpeQHOCT ’pena’ TOr pena jemHaka HyJu.)

co 00 co oo
(6) oBosHO je nokazaru na je P ( N U Ak> =P < U N Ak> = 0, OXHOCHO
n=1lk=n n=1lk=n
©
IOBOJBHO je MOKA3aTH Ja 3a CBAKU HpuUponan 6poj n Basku P | [ Ak | =
k=n

0, jep he Tama u BepoBaTHONA HBUXOBE yHUjE OUTU jeqHAKA HYJIIU.

W3 mezaBucuoctu norabaja A, As, As, ... ciaenu mesaBucHocT morabaja

- m __ m -

Ay, As, As,.... 3aTo 3a cBako m > n Baxku P < N Ak> =[P (Ak) Ha
k=n k=n

OCHOBY OB€ UMI>EHUIE U HA OCHOBY CBOjCTBa HEIPEKUIHOCTU BepoBaTHONE
010310, DObujamMo

P(ﬁ@) =W}gnoop<ﬂf1k> = lim [P (&) =]]P(&). (1)
k=n k=n k=n

k=n

Kako 3a 0 < x < 1 Basku Hejemnakoct In(l —x) < —z, 1o je

W [TP(A) =[] -PA) =D (1= P(4) < =Y P(A) = 0.
k=n k=n k=n k=n

16



I'maBa 2. Bopen-KanrenujeBa mgema

> SE—
Hagne, In [] P (A)) = —oo, mTo 3HauM na je
k=n

[17 &) =o. (2)
k=n

Nz (1) u (2) cnennnajeP(ﬂM) =0, najeP(U ﬂAk) =0, 1j.
k=n n=1lk=n
P(ﬁ EjAk> 1

n=1k=n

]

HaBenumo canma meke 3akmyuke y Be3u ca Bopen-KanrenaujeBoMm gemoM.

10

20

30

40

(o olNe o]

C o63upom Ha To na norabaj () |J Ax 3uaum ma ce u3 musa norabaja
n=1lk=n

(A,) peanusyje mux 6€CKOHAYHO MHOTO, NpBU Heo Bopen-Kanrenujese

jeMe MOJKe Ce MHTEePIpPeTUpaTr Ha ciemenu HaUWH:

o0

Axo je ped seposammoha Y, P(A,) xonsepzenman, mada ce u3 wu3za 0o-
n=1

eabhaja (Ap) peanusyje mur deckonauno mmozo ca eeposammuohom 0 (my.

limsup A, je cmozacmuuru nemozyh doeahaj).
Cuanuno Basku 3a apyru meo Bopen-Kanrenujese meme:

o

Axo je (Ap) Huz mezasuchur caywajrur eesuvuna u ped y, P(A,) odu-
n=1

eepzupa, mada ce u3 nusa (Ap) peaausyje beckonauno mnozo doeahaja ca

eeposammohom 1.

Y upBoMm meny Bopen-Kanrtenujese ieme roBopu ce O TPOU3BOJHLHOM
uu3y (A,) cayuajunx morabaja. Hwuje, makme, 6Guiao mpermocraBke O
He3aBUCHOCTH (KOja mocroju y apyrom geny Bopen-Kanrenujese meme).
AKO ce yBene MPETNOCTaBKA O HE3ABUCHOCTU, TPBU OO JEMe U NaJbe
octaje Ha cHasu. V 3akmyuak ocraje UCTHU.

Kana nosBesxemo ob6a mena Bopen-KaunrenujeBe neme Ko HU30Ba CIydva-
juux norabaja (A,), rana moxemo uspehu ciaeneha nsa tBphemar

I Hexa je (An) Hus nesasuchur caywajrux dozahaja. Tada saxcu

PlOAUA4A | =0 < > P(4,)<+x.
n=1

n=1k=n

17
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IT Axo je (Ap) Hu3 nezasucruz caywajrus dozahaja, mada ce uz moz Hu3a
peaausyje beckonawho muozo dozahaja ca eeposamnohom 0 uau 1 3a-

oo
sucho 00 moea 0a au je ped Y. P(A,) xoneepeenman uau ueepzen-
n=1

man.

2.3 Ilpumepu npumena bopen-RanrenujeBe seme

Hapemhemo cana mexonuko npumepa ”knacuune” npumene Bopen-Kamre-
nujeBe seme. IlpuMmene Kon 3akoHa BeIUKUX OpojeBa Ouhe marte KacHuje.

Ipumep 1.
Hexa je (X)) HA3 HE3aBUCHUX CIIyYajHUX BEJIUYNHA ALCOJYTHO HEIPEKNIHOT
tuna ca uctoMm pacnogenoMm. Hepununmwmmo uus (Y;,) Ha ciaenehn maumn

v _{1, axo je X, > Xj 3a cBako j =1,2,3,...,n—1,
=

0, wHAaUe,

n Heka je A, = {w:Y,(w) =1}. Hazosumo Y,, ”peroparom Bpenuomhy” nin
”ppenuomhy BehoMm om CBUX MPETXOMHUX BPEITHOCTU .
Jlako ce 3amaska ma Baske cieneha maBa 3akibydKa:
R (n—1)! 1 . e > 1
1 P(Yn=1)=PA) =" =", majepen ) P(A) =) —=-+o0

n! n=1 n=1T
OUBEPTEHTAH.

2° Cayuajuu morabaju Ai, Ao, ... cy HezaBucHU. TO MOKEMO 3aKbYyUUTHU
Ha ciaenehwm mauumn: Heka je k mpomsBo/man mpupoman Opoj Takas ma je
k > 2 u Hera 3a mpupoaHe OpojeBe ji,j2,...,Jk BaRA j1 < jo < ... <
Jr—1 < jr- Tama je

1

P(A;, NA,.,Nn...NA — ; )
(45 0 4, J1-J2 Jk—1 Jk

N Ajk) =

Jk—1

P (Ajk)'P (Ajk—1/Ajk)'P (Ajk—Q/Ajk—l N Aj ) P (Aj1/Aj2 N Aj3 n...n Ajk) =

1 1 1
- )
Jk Jk—1 yal
a To 3Hauu na je A, Ao, ... HU3 HezaBuCcHUX norabaja.

18



I'maBa 2. Bopen-KanrenujeBa mgema

Ncnymweme ycaoBa 1° u 2° 3HaYM ga MOKEMO MPUMEHUTU APYTru Aeo boper-
Kanrenujese meme. Ilarie,

P (limsup A4,) =1,

omHOCHO ca BepoBaTtHOhOM 1 ce y mu3y Xi, Xo,... peanusyje OeckoOHAUHO
MHOTO PEKOPIHUX BPEIHOCTHU.
Hedranmmmvo HA3 ciaydajHux BenuuuHa (Z,) Ha caenehu mauwmn:

Zn =YyYus1, n=12 ..

¥ HA30BUMO Z, ~ aymiauM y3acTomHuM peropamma’. CraydajHa BenuuuHa Z,
“Ma PACIONEIY

0 1
T 1 1
1—
nn+1) n(n+1)
n ako je B, = {w: Z,(w) =1}, 1j. aro je Z, unmuratop morabaja B,, Hamxa-
3UMO 14 je

o0

[0.9]
1 .
ZP (Bn) = Zm < 400. (pen je KOHBEPreHTaH)
n=1

Wcnymenu cy ycmoBu 3a mpuMeny mnpBor gpesna bBopen-KanrtenujeBe aeme.
Iakae,

P (limsup By,) =0,
Tj. y #Hu3y X1, Xo,... ca BepoBarHohoM ( peasusyje ce GECKOHAYHO MHOIO

OyNIUX PEKOPAHUX BPETHOCTU.

Ipumep 2.

Heka je Xi,X9,... HU3 HEHEraTWBHUX HE3aBUCHUX CIYUYAJHUX BEJIUUUHA
aICOJIyTHO HEIPEKUAHOI THUIA Ca UCTOM PACIOAEJIOM, I'YCTUHOM ¢ U (YHKIU-
joM pacmoneine F'.

Hanazumo

E(X):/Ooox-g(:n)dx:/ooo[l—F(:x)] dx:/oooP(X>x) dz =

& n+1
= Z/ P(X > x) dz.
n=0""
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3ato je

E(Xl):io/n

n+1 n+1

P(X1>x)dx§i/ P(X;>n)dx =

n=0“"

o oo o0
= P(X1>n)=1+Y P(X;1>n)=1+Y P(X,>n),
n=0 n=1 n=1

Kao n
e n+1 st n+1
E(Xl)—Z/ P(X1>x)dx22/ P(X;>n+1)de=
n=0"" n—09mn

:ip(xl >n+1)=§:P(X1 >n)=iP(Xn>n)-
n=1 n=1

n=0

IIpema ToMe mmamo

iP(Xn>n) < E(x) §1+§:P(Xn>n).

n=1 n=1
[IpernocraBumo na je maremarudro odekuBame F (X) konauno. Tana je

oo

> P(X,, > n) rouBeprenran pexn. IIpumena npsor nesna Bopen-Kanrenujese
n=1

jeMe naje

P (limsup A,) =0,

rae je A, = {w: X, (w) > n}. 3uaun, Tana ce ca BepoBaraohom 0 peanusyje
H6eckonauno MuHoro ”upeckoka’ [X;, > n]. amwe, umamo

0= P (limsup 4,) =P (lim inf/Tn) =1-P (lim inf/Tn) ,

OTHOCHO P(liminf/Tn) = 1. To smaum ma ca BepoBaTHohoMm 1 ckopo cBe
cayyajue BenununHe X, (CBe OCMM HBUX KOHAYHO MHOT'O) HOCTIKY BPEXHOCTU
Mambhe UIU jeTHaKe 1.
[oe) o
Heka je, nak, F(X;) = 4o0o. Tagna je pen Y P(A,) = >, P(X, >n)
n=1

n=1
ouBepreHran. Kama y3mMeMmMo y 003Up M MPETHOCTABKY O HE3aBUCHOCTU HU3A

CAyYajHUX BeauduHa X1, X9, ..., 3aKBYyUyjeMO 1a IpuMeHa apyror meiaa Bopes-
KaunrenujeBe meme maje cienehe:
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Ca BepoBatnohom 0 ce u3 musa (4,) peanusyje GECKOHAUHO MHOIO HO-
rabaja. Ipyrum peumma, ca BepoBaTHOhOM 1 jaBma ce OGECKOHAYHO MHOTO
"mpeckoka” [X,, > n].

Heka je, mame, a > 0 npoussosmuo. VM3spmumo noneny uarepsada (0, 00)
TavykaMa «, 2a, 3q, . ... llpyuMeHoM TpeTxomgHOr MOCTYIKa M00ujaMo:

oo
P(Xy>n-a)<E(X))<a+a-Y P(X,>n-a).
1 n=1

Nk

(o

n

Axo je F (X1) kKOHAUHO, OHJA TO 3aj€HO Ca IPETIOCTABILEHOM HE3aBUCHOII-
hy cayuajumx Bemuuumna X, Xo,... 3HAUM Oa Ce MO:KEe NPUMEHUTU Bope-
Kanrenujesa sema. Ilakie,

P (limsup B,,) =0,

rae je B, = {w: X,(w) > na}. 3aro ce ca sepoBarnohom 0 mojasmyje Ge-
CKOHAYHO MHOTO Ipeckakama [X, > nal, a > 0.
OGpuyTo, ako je F (X1) = 400, Tana je

P (limsup B,) =1,

na ce ca BepoaTHohoM 1 ocTBapyje 6eCKOHAUHO MHOTO IIpecKakama [ X, > nal,
a > 0.

Ipumep 3.

Onut je mu3 Gamama komke. Hera morabaj A, smaum ma ce y nm-ToM u
(n + 1)-om Ganamy nobujajy crpama 3 wiau 6 (morabaj D, 3maum ma ce y
n-toM Gaunamy nobuja 3 wim 6, a norabaj D, 3Haum ma ce y (n + 1)-om
banamy nobuja 3 unu 6). 3Hauwm,

1 1 1
P(Ap) =P (DnNDyt1) = P(Dyn) P (Dpt1) = 3 ) 3 = 9’
1 1 1 1
P (AnAni1) = P (Dn) P (Dny1) P (Dny2) = 3°3°3 = 27’
1 1 1
27 = P (ApAnt1) # P (An) P (Apt) = 99
oo
na morabaju A, Ag, ... Hucy HeszaBucuu. lakise, kako je > P (A4,) = +oo, He
n=1
Moske ce npumenutu Bopesn-KanTteaujeBa nema.
[Tocmarpahemo morabaje By, B, ..., rue B, 3naun na ce y (2n)-om u (2n+

1)-om Ganamy mojasmyje morabaj D. 3a mera mMamo
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P (B,) = P (D) P (Daps1) =

— Wl =
W =
NeJ

P (BnBny1) = [P (Dan) P (D2nt1)] [P (Dans1y) P

P (BnBpy1) = P (Bn) P (Bpy1) ,

1
D2(n+1)+1)] = g : g o ga

KaO ¥, YOIIIITE,

P (BnBpik) =P (Bn) P(Bpsk), k>1,
IITO BOAU 3aKJLYUKY O HezaBucHoctu morabaja Bi, Ba,.. ..
o0
C o63upom Ha TO na je », P(B,) = 400, npumena apyror mena Bopei-

n=1
Kanrenujese meme maje:

P (limsup B,) = 1.

2.4 Amnanmu3a Ba;KHOCTU IPETIIOCTABKE O HE3ABMCHOCTU
y Bopen-KanTenujeBoj semn

[TozabGaBuMo ce caja UCIUTUBAIEM KOJIUKO je YCJIOB HE3aBUCHOCTU HU3A
norabaja, y npyrom meny Bopen-Kanrenujese seme, buran. OmHOCHO, IPO-
yunheMmo mra ce cBe MOKe mobuTu ako Taj yciaoB m3octaBumo. (Cpe he To
OuTy miIycTpOBaHO Ha ciemeha aBa mpumepa.

IIpumep 1.

Heka je Q = [0,1], ueka je A o-anrebpa Gopesnosux ckymnosa u3 [0,1] u
Heka je P JleGerosa mepa ua [0, 1]. Tana je (2, A, P) t38. Jle6eros jemuananu
IpocTOp BepoBaTHONA.

Hepuanmmmvo wus norabaja (A,) za caenehn nauwmn:

1
A, = <O,>, n > 1.
n
Tana je (3a k> 1)

1 1
AN Aper = (0, = )N [0, —— ) = Aprs,
+k ( 7’L> < TL—i—k) +k

1
n+k

)

P(AnNApyk) = P(Anyk) =
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1 1
P(AH)P(An—HC) ~n ’ n+k
JMaKie
P (An N An—l-k) # P (An) P (An—i-k) )
ma cy norabaju Aq, As, ... 3aBUCHU.

Ocum Tora, umamo

P (limsup A,) =P m An | =

n=1lm>n

=P UAm N UAm N UAm N...| =P(AiNA4yNA43n...) =
m>1 m>2 m>3
1
= lim P(A,)= lim — =0,

n—o0o n—oo N

(rme je y 3awrmyumBamy kopumlieHo u TO ma je Hu3 Aj, As,... MOHOTOHO
omanajyhm).

Ilakie, ako M30CTABMMO IIPETIOCTABKY O He3aBUCHOCTU HU3a (A, ), a ycios

o0

nuseprennuje pena », P (Ay,) u name Basku, onga BepoBaTHONA auMmec cyte-
n=1

puopa He caMoO ma He Mopa Outum jemmaka 1, Beh moxke Omtu u jemmaka 0.

3Haum, U3 HaBeIeHOT Hu3a morabaja y maToMmM mpuMepy ce ca BepoBaTHONOM
0 peanusyje Geckonauno MHOro morabaja.
Ipumep 2.

I[TocmaTrpajmo u naswe Jleberos jenmuuuynu npoctop BepoBaTHoha. ledunu-
muMo Hu3 norabaja (B),) Ha ciaenehun mauwms:

1
Bn:(O,)U[l—a,I], n>1,0<a<l.
n

Taj uHr3 je MmoHOTOHO omamajyhu:

By Byt = Koi) Ull—a, 1]} n [(Oni1> Ul —a, 1]} _

1
- (07 TH‘].) U [1 - Q, 1] - Bn+17

1 BaiKN
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P(By) = +a,
(Bn) ~ta
P(Bas) = —
YT ’
1
P(BnﬁBnH):P(BnH):m‘FO‘?&P(Bn)'P(BnH)-

Ilakne, nu3 (B,) Huje Hm3 mHeszaBucuumx gorabaja. Onprosapajyhm pen
BepoBaTHola je AMBEpreHTAH:

;P (Bp) = g:l (i +0z> = +oo0.

Hpyru meo Bopen-KaunrtenaujeBe aeme ce He MOKe TPUMEHUTH.
MebyTuwm,

P ﬁUBk :P(ﬁBn>:n1LngoP(Bn): Jim <1+a>:a.
n=1

n—oo \ N
n=1k>n

Kanma y3memo y pasmarpame 06a NpeTXOAHO AaTa NPUMEpa, MOKEMO 3a-
Kb yunTu ciaenehe:
Axo 3a muz morabaja (A,) M30CTABMMO NIPETHOCTABKY O HE3aBUCHOCTH,
[o.¢]
Taza nako je pen seposaruoha Y P (A,) nuBeprenran, BepoBaraoha peasn-
n=1
3amuje 6eckonauno Muoro norabaja uz uusa (4, ), He camo ma He MOpa GuTU
jemnaka 1, Beh moskxe Gutu 6uio koju 6poj u3 cermenta [0, 1].
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I'masa 3

He3aBucHocT y mapoBuMma u
IIPBa yOIINITEHA
Bopen-RanTenujese jsieme

3.1 Epnem-PenujeBo yomnmreme Bopes-KanTenujeBe
Jgeme

Jlako je 3amasuTu ma 300r BPJIO ciaabux yCciaoBa IPU KOjUMa BAKU IPBU
neo Bopen-Kaurtenujese neme, TOKyIIaju HEHUX yONNITABAHA HUCY O Be-
JWKOT MHTEPECA.

Ca mpyrum mesom Bopen-KanrenujeBe sieme cTBapu CTOje CACBUM IPY-
raunje. [locToje mHTEpECAHTHN PAgOBU y KOjUMA C€ YCJIOB MOTIIyHE HE3aBUC-
HOCTHU ciaydajuux norabaja 3aMmemyje HEKUM caadujuM yciaosuma. VcTo Tako,
IIOCTaBJba Ce NUTAKE A JU Cy MOr'yha HeKa yOIIITema Y KOjuMa BepoBaTHoha
P (limsup A,,) Mmoke Outu u Mama o 1. Y Ta qBa mpasua Cy, yIpaBo, Hajuer-
he u Bpmena ucTpaskMBama U YONIITABAMDA.

IIpBu 3HavajHu pe3yiaTaTu Ha IJIaHYy yONIITABama APYror nena Lopesn-
KanrenujeBe neme jaBmajy ce y pany Epmema u Penuja m3 1959. ronume.
Ony cy mpBO M3BeJM jeaH ONIITU 3aKbydak, He yBOoAeNM HUKAKBE IPET-
IIOCTaBKe Be3aHe Ca MOTIYHOM HE3aBUCHOIINY MM HE3aBUCHONINY y IapoBUMA.
3aTtum cy omatie, yBogelin mpeTnocTaBKy O HE3aBUCHOCTH y TapOBUMa YMECTO
MOTIIyHE HE3aBUCHOCTU, U3BEJIN KAO CIENUrjaJaH caydyaj jemHo yommreme Bo-
pen-KRaurenujese seme.

Tu pesynraru ce ornenajy y cienehmMm nseMa TeopemaMa.
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Teopema 3.1.1. [Erdés, Rényi (1959)] Hexa je (A,) Hus dozahaja makas da je
o0

Y P(A,) =400 u

n=1

2 P(AA)
lim inf 25—, (3.1)

n—oo n
_1P (45)

J

Taoa je

P ( lim supAn> =1

n—o0

Zoxasz. Ozmauumo ca I, uamurarop norabaja A,. Tamna je

I : ( 1_1—‘(>)(An) P(im )

E(L) =0-(1- P(A,))+ 1 P(A,) = P(Ay),
u Heka je S, =11 + 1o+ ...+ I,, Tana je

E(Sy,)=FE (ij) =Y E(I;)=) _P(4)),
j=1 j=1

J=1

E (SnQ) - (ijj) =K (iilj[k) = iiE (IiIy) = iiP (AjAg),

j=1 j=1k=1 j=1k=1 j=1k=1

n

D(Sn) = E (Sx%) = [E(Sn)]? =D > P(AjA) -

j=lk=1 j=1
IIpumernom YeburmeB/heBe HejeTHAKOCTU UMaMO
D (Sn)
P{|S,—E(Sy)|>e-F(Sy)} < —m—,
{ISn = E(Sn)| =2 €- E(Sn)} < ERTITAE

Tj.
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P{ Dl — Y P (A ze- Y P <Ak>} <= -
k=1 k=1 k=1 2. iP(AJ)
j=1
P{ Zlk ~ ZP (Ap)| > ¢ ZP (Ak)} <5 J=1k=1 B
k=1 k=1 k=1 52}3(/9)
j=

Ha ocuoBy npernocraske (3.1) caemnu na je

Y Ii—> P(Ay)|=e-> P (Ak)} = 0.
k=1

k=1 k=1

n—oo

lim inf P {

Onasme je

n n
lim i . =0.
ngrolomfP{ZIk<e ZP(Ak)} 0

k=1 k=1
To 3maum ma moCTOju HMU3 NPUPOTHUX OpojeBa Ny < ng < ... TaKaB Ia

yp {i:fk <e- ZJ:P (Ak)} < +o00.
j=1 k=1 k=1

Ha ocmoBy mpBor mena Bopen-KanrenujeBe meme 3akmpbydyjeMo ma ca

BepoBaTHONhOM 1 Basku

n; n;
ka > . ZP (Ar)
k=1 k=1
o0 o0
Ha ocuoBy npernocraske na je » P (Ag) = oo caenu na » I museprupa ca
BepoBaTHOhOM 1. = =
IIpema Tome, P (7}1_{{)10 sup An) =1, mTo je u Tpebaso morazaTu.
[
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I'maBa 3. HesaBucuOCT y mapoBuMa U IPBa yONIITEHA...

Teopema 3.1.2. [Erdos, Rényi (1959)] Hexa cy doeahaju uz nuza (A,) nesasuchu
o0

y naposuma u neka je » P(Ay) = +oo. Tada saxmcu ycaos (3.1) uz Teopeme
n=1
3.1.1. u 3amo je

P ( lim supAn> =1
n—o0

Zoxas. Ha ocHOBY mpeTmocTaBke 0 He3aBUCHOCTH norabaja y mapoBuMa uMamMo

na je P(AjAy) = P(A;) P(Ay) Vi, k, j # k. 36or Tora je

<.

SN P(AAy) X P(A) P (Ay) +ép (Ay)
2

i=1k=1 _ j7k

Ero ]2 Ero)

_ =1 S 1 - k=1 — 14 . . <
poren] )
k=1 k=1
> P (Ag)-1
<1+k:; 5 =1+ — — 1,n— o0
[z P (Ak)] > P (Ay)
k=1 k=1
jep mo mpernocrasuu P (A,) = +oc.
n=1
Z P (A;Ak)
Iokazanu cMO ma BasKu h_>m inf Pk=1 5 = 1, na na ocnosy Teopewme
poren]

3.1.1. 3akmyuyjemo na je P ( lim supAn) =1
n—oo
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3.2 Jloka3 IlaBia MuaanenoBuha

Bunemu cmo ma cy Epmem u Penm mo cBojux pesyaTara yonmTaBama
Bopen-Kanrenujese jeMe momym myTeM 3aMeHE MIPETIOCTAaBKE O HE3aBUC-
HOCTU HU3a CIydajHuX morabaja mpeTrmocTaBKOM O HE3aBUCHOCTU Y IAPOBUMA.
To cy mocTuriu mOkKa3oM jemHe MOBOJLHO OIINTE JIeMe, & 3aTUM Cy OmaTie
Kao CcIenujajaH ciay4daj nobusnm cBoj riaBHu pesyiartar. Jlokas mpodecopa
[TaBna Maanenosuha usBonu ce muperTHO (63 MOKA3UMBAMKA HEKUX IPETXOI-
HUX noMoliHuX Teopema).

[Ipenusuuje, Basku caeneha Teopema:

Teopema 3.2.1. Axo je A1, Ag, As, ... nuz y naposuma nezasucHur dozahaja 3a
o

koje saxcu Y, P(Ay) = +o00, onda je P (limsup Ay,) = 1.
n=1

Axko ca I, o3mauumo uaaukaTop morabaja A,, Tanma je

we (4 Ry piy )e mete

E(In) :0'(1_P(An))+1'P(An) :P<An):pm
b (InQ) = P(An) = DPn,

D(I,) = E (I,*) = [E (L)) = pn — pn> = pn (1 — py) -
3aro hemo nmpehu ma npedopmynanujy rope nare Teopeme:

o0
Axo 3a nuz A1, Az, As, ... y naposuma nezasucruz doeahaja eancu Y, E (I,) =

n=1

(o)
400, 0H0ajeP{ZI :+oo} =1.
n=1

Loxas. Ilocmarpajmo cyme S, =11+ +...+1,, n>1. Tana je

E(S)) =E (m) = i,
k=1 k=1

3
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3

=N B, —p)*+2- Z Bl —pj) (Ix — pr)] =
k=1 1<j<k<n

n

=Y oe(l—pe)+2- Y (B —p)][E L —p)] =

k=1 1<j<k<n
n n
=Y pe(l=pp)+2- > 0-0=) pe(1—p) =
k=1 1<j<k<n k=1

n n n
=> =Y o’ <> pr=E(Sn),
k=1 k=1 k=1

7 (Sn) = VD (Sn) = (| Y _pk (1 =p) < VE(Sn).
k=1

Jlako je 3ama3uTtu na Baxku cienehe
0<o(Sp,) <D(S,) <E(Sp,) — o0, n—o0.

1 _ o (Sn) o (Sp)
o (Sn) D (Sh) E(Sn)’

[Ipumenom mejemnaxoctu Yebumesa, 3a M > 0 mobujamo

n — oQ.

1
P{|Sy—E(Sn)| 2 M- (5,)} < 575

" 3a JOBOJLHO Beamko n u 0 < ¢ < 1 Bayku:
0<P{S,<c-E(S))}=P{S,—E(Sy,) <(c—=1)E(Sp)} <
<P{[Sh,—E(Sn)| > (1—0c)E(Sn)}=

_ P{|Sn _E(S)| > Wo(sn)} <
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Ilakne, ako je

gn=P{w:S,<c-E(S,)}, 0<c<l,
Taga q, — 0, n — oo.
1
(Hamomenumo na je y pany upodecopa IlaBna Mananenosunha y3sero ¢ = 5)
oo
Ha oCHOBY yuumeHUX IPETIOCTABKU, MU HE 3HAMO [a JIU je Pe1 » . (p KOH-
n=1

BepreHTaH uiau auseprentad. MebyTuM, 3HaMO ma U3 HU3A 1, (2, ... MOAKEMO
[o.¢]

n3abpaT HOIHUS G, , Gn,, - - - 38 KOJU j€& Y ¢p, < +00.
k=1

Ha ocuoBy mpsor nena Gopen-Kaurenujese seme mobujamo

P{limsup [Sp, <c-E(Sy,)]} =0, 0<e<]1,

OIIHOCHO

P{liminf [S,, >c-E(Sy,)]} =1, 0<e<l1.

IHaxrime, ca BepoBaTnohom 0 peanusyje ce 6ecCkOHAYHO MHOTO on morabaja
[Sn, < c-E(Sp)], 0<c<1, onrocro, ca BepoBaraohom 1 peanusyjy ce cBu
ceM kKoHauHO MHOTO on morabaja [S,, >c-E (S, )], 0 <c<1.

3anasuMo, Ha Kpajy, aa je uu3 (S,) ca BeposaTtHohiom 1 MonoToHO pactyhn
(meomanajyhin)

Sn—l—l - Sn + In+17

ma ciaeau ma je

P{Sn—>—i—oo,n—>oo}:P{ZI :+oo} =1.

n=1
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I'nmaBa 4

Jlasma yonmmrema
Bopen-RanTenujese jieme

4.1 Ilperyen HEKMX yOHNIITEHA

Bunenn cmo ma ce y opurmHaJsiHOj mocTaBiu apyror pena Bopen-KRan-
TesrjeBe JeMe KOPUCTU YCJOB TMOTIIYHE He3aBUCHOCTU morabaja. Y npBuM
BapujaHTaMa HEHOT VOIITAaBaWKa Taj YCJIOB je 3aMEeHmeH HEe3aBUCHOIINY y
IapoBUMa, MITO IPEICTaBJba yCJIOB KOjU je 3HATHO caabuju o yCcIoBa IOT-
IyHEe HEe3aBUCHOCTU.

Cana hemo mpwkazaTu W HEKa YOIIITEHa KOja KOPUCTE YCJIOBE KOjU Cy
jomr cnabuju on yCIOBa HE3ABUCHOCTU Yy MapPOBUMA.

IIpBe pesyarare y oBoMm cmepy Hasazumo Beh rom Epmema u Penuja y
BuxoBoM pany u3 1959. rogune. OHU cy mokasajun ga ce yCIOB HE3aBUCHOCTU
y HapoBUMa MOKE€ 3aMEHUTHU CIabUjuM yCIOBOM

P (ApA;) < P(Ag)- P(4;),
3a cBe k u j TakBe nma je k # j. llokazanu cy ma je u tamga

P (limsup 4,,) = 1.

KRacuuje, Jlammeptu je 1963. romuwue moka3ao Ja akO Ce YCIOB HE3aBUC-
HOCTHU y MapOBUMa 3aMeHU yCIOBOM

P(AA;) <C-P(Ag) P (4),
3a k,j > N u mere xoucraure C' u N, tana he 6uru
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I'naBa 4. IMama yonmrewma Bopen-KanrtenujeBe seme

P (limsup A,) > 0.

Jom jemno uHTEepecaHTHO yonmTeme Apyror geia Lopen-KanTenujese neme
namu cy Koen u Croyn (u ucrospemeno u uezasucuo oxn mux Crunep) 1964.
roguHe. Y BUXOBOM YOUIITEHY YCJIOBU CY HEIITO U3MEHEHU U OCJIAbJbeHU Y
omHOCy Ha OoHe maTe y pany Epmema u Penuja uz 1959. romune. IIpenusznuje
pedeno, paau ce o cienehoj Teopemn:

Teopema 4.1.1. [Kochen, Stone (1964); Spitzer (1964)] Axo sa nuz (Ay,) saxcu
o0

Y. P(Ay) =400 u

n=1

S P (A;A)

. . 7,k=1
lim inf 2"~ [,
n—oo n

[2P<Ak>r

k=1

onoa je

1
P (limsup A,) > I

Jlako je mokazaru ma je L > 1.

n
Heka je I, mumukarop morabaja A,. Osmauummo S, = Y I;. Ouwurmnenso,
k=1

E(I,) = P(A), E(Sy) = E <I§1]k) _ éE (I,) = ép (Ar) u E(S5,2) =

j=lk=1 j=1k=1 j=1k=1 k=1
N3 nejennaroctu Komu-Bymakosckor (Komu-IIIBapuose) wiu u3 ocobune
OoucIep3uje 30upa CIydajHuX BEJIUYUHA CJEIu

n 2 n n n n n n n
E <k§fk,) _E (2 zwk) — Y S E(LL) = X 0 P(AA) = 3 P(AjAy).

n 2

D(Sn) = E(Sy?) = [E(S)* =) Y P(AjAL) -

> P (4| =0,
j=1lk=1 k=1
n n 2 %; P (A;Ag)
Tj. Y, P(AjAR) > [ZP(Ak)] > 0, 0IHOCHO 377—2 > 1.
k=1 k=1 n
: > ()
k=1
3aro je u
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3 P(4;4)
L= liminf = >
n—o0 n
[ZP(Ak)]
k=1

Oprera u lle6op cy 1983. romuue mokasanu cienehy Teopemy:

Teopema 4.1.2. [Ortega, Wshebor (1983)] Axo 3a wusz dozahaja (A,) eamxcu
o0
> =400 u

n=1
>, (P(AjAy) — P (Aj) P(Ax))

.. e 1<j<k<
lim inf === <0

[iP(Am]Q

k=1

)

mada je P (limsup A,) = 1.

W3 mperxomHOr TEKCTA Ce BUAU Ja Cy Ce IPBa YOIIITEHa OTHOCUIIA HA 3a-
MeHy yCJIOBa He3aBUCHOCTHU cayuajuux norabaja Ap, As, ... caabujuM ycioBoM
- HeszaBucHomNy y maposuma. [laja ncrpaskuBama OJHOCHIIA Cy C€ Ha IBE
BpCTe yommrema. [Ipsu mun yommrema OM ce MOrao CBPCTATH y IPYILY yOI-
mMTema IAe ce yCcIoB HezaBUcHOcTH y maposuma (P (A;Ag) = P (A;) P (Ag))
3aMemyje Hemro ciaabujum ycmoBoMm (P (A;Ag) < C - P(Aj)P(Ag) 3a Heko
C >0). Jpyeu mun yommTema OLHOCHO Ce Ha 3aMEHY yCJIOBa

5 3P (4;4)
lim inf =1k=1 =1
n—oo n
ZP(Ak)}
k=1

KOHCTaTalXjoM ma yMecTo 1 Ha MeCcHOj CTpaHu MOKE CTajaTU U HEKU APYTU
IIO3UTUBAH OpOj.

HajBaskuuju (1 CBAKAKO HAJONIITHAN) PE3YITATU Cy NOOUjeHN ¥ PATOBUMA
B.B. Ilerposa u3 2002. u 2004. romume. Ho, ma OucMo ®mUX MOrad 1a
M3JIOKUMO, TOTpebHa HaM je jemna sema Uymura m Epmema.

4.2 Yysr-EpnemoBa jsema

Jlema. [Chung, Erdés (1952)] Axo je (A,) npouseoman nuz dozahaja, onda je
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L[]
P <LJ44k> if
k=1 2 (ArAj)

k
.., HEKA je

Zoxasz. Heka je I, ummukarop ciayuajuor morabaja Ag, k = 1,2
Tama npumenom Komu-IlIBapmose

Sn = Il +12 +...+ In n Y - IAlLJAQU...UAn‘

HEjeTHAKOCTU MMaMO

[E(S,Y)]> < E(S,?)-E(Y?).

Kako je

S,Y = ZIkY ka =S,
=1

k=1
n 2
> P (A
k=1

I

k=1j=1 k=175=1

n 2 n n n n
Ik) =E (DD LI | =) Y E) =
=22 P (Ay) ZP S Y P44y,
1<k<j<n
=P(A1UAU...UA,).

OsBu pesynratu najy

yp (Ak) < ZP (AA;) <UAk)
k=1

k,j=1

) lmrel [Era]
; (Ak:A)

(e

k=1
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4.3 Pe3yararu B.B. IlerpoBa y yonmremuMa IIpBOT
THUIIA

OcHOBHU pe3yaTaT Oorjena ce y merosoj reopemu y pany us 2002. romgune.

Teopema 4.3.1. [BaHeHTI/IH B. Ilerpos (2002)] Hexa je (Ay) nuz cayuajrux
dozahaja 3a Kkoju je ZP( n) = +oo u P(AyA;) < C - P(Ag) P (4)) 3a cse
k,j > M, maxee da ]e k: # j u 3a nexe konemanme C' > 1 u M. Tada je

P (limsup A4,,) > Yok

Zoxas. Ha ocuoBy Uyur-Epnemose vejennaxkoctu u3 1952. ronune je

(ZP(Ak)>2
<UA) k’]ZIP(AkA)

N
[Ipumennmo oBy HejemuakocT Ha oxceuvak |J Ayx. To maje
k=n

. (GAk> N <éﬂp (Ak)>2 (kJZ:V:nP (Ak)>2 .

=N N N
k=n > P (Ap4) > P(Acdi) + X0 P(Ar4))
k,j=n k=j=n k’;];n
N 2
> P (Ax)
= (3an>M) > — k:’;v _
> P(Ap)+ > C-P(Ay) P(4)
k=n kigj;é:]n
N 2
(Zrn)
N N
Y P(Ap)+C- Z P(Ag) P(A4;) £C- > P(A) P (Ay)
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N 2
(z P <Ak>)
_ k=n
N N
C: ¥ PUYPA4)+C: & (PADP| +| L P -C: X (PAY]
k];j;n k=n k=n k=n
N 2
<z P <Ak>>

> e >

N N

c (ZP(Ak)) n [ZO~P<Ak><1—P<Ak>>}
k=n k=n
1 1
> > —
- N - N
> P(Ar) (1—P(Ar)) Y P(Ap)-1
C-ql+ = . C-{14 2=t -

(Zrew) (Zrew)

- 1

C 1+ ~ 1
k; P (Ag)

3Hauu, JOOWJIM CMO

N 1
k=n

1
C-ql+—-—
> P (Ay)
k=n
o0
na ako myctumo na N — oo, n je ¢purcupano, nmahemo » P (Ag) = +00, Kao
k=n

OJCeYaK AUBEPrEeHTHOT pena, u nodbujamo

N 1
. S 1
A}gr(l)olan <kUAk> Z &
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oo 1
Tj. P(UAk) > — €(0,1] jep je C > 1.
k=n c
oo
Huz B, = |J A je monorono omamajyhm By D By D ... m 3aT0 mOC-
k=
Téo [e.@] oo o0
roju lim B, = () B, 1j. lim P(B,) :P(ﬂBn> :P<ﬂ UAk) =
n—r00 n—1 n—00 n=1 n=1lk=n
. 1
P (limsup A,,) > Yok

C 063upoM HA TO Ha JUMEC He 3aBUCU OJ MOHAImAama (IPBUX) KOHAYHO
MHOI'O YJIAHOBA y WHEMY, Y HalmeMm ciayuajy ouhe

1
> —.
C
Tume je mokas Teopeme 3aBPIIEH. O]

P (limsup A,,)

4.4 Pesyararu B.B. IlerpoBa y yonmremuMa OpPyror
THUIIA

Teopema 4.4.1. [Basentun B. Ilerpos (2004)] Hexa je (An) Hu3 cayuwajrus
o0
dozahaja 3a xoju je Y. P(A,) = 4+oo. Hexa je H npouszeoman peanan 6poj u

n=1
HEeKa je
2. > [P(AjAx) — H - P(4;) P (Ag)]
o i<j<k<n
2o = lim inf 5
n—oo n
[ZP(Ak)]
k=1
Taoa je

Hanomena: Y opuzunaanoj eepsuju, padu ce 6e3 MHoncenwa ca 2, mj. nocmampa
CE CamMo U3Pas o, AAU Ce Mo, UNGK, KacHuje Mopa ypaouma.

Jloxas. Iloka3 ce cacToju U3 HEKOJIWKO KOPakKa.
I xopax
IIpepauynaBamo 6pojunal y uzpasy 3a 2ap. Jobujamo:

2 Y [P(AjAp) —H P (A)P(Ap)] = Y _ P(AjA)—H- > P(A))P(A) =
1<j<k<n k=1 k=1
J#k J#k
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n

iP(AjAk) + > P(A4))

—H-
4ok=1 k=j=1 Jk=1 k=j=1
J#k J7k
=S [ Do PAAN+) P(A) | =D P(4) ¢ -
gik=1 J=1 J=1
i#k

3 k=1 k=j=1
J#k

DPA)P AN+ Y (P(Aj))z} - (P(Aj))Q} =
=1

7j=1 j, k=1

{ > P(4jAL) ZP(Aj)} —H- { ZP(Aj)P(Ak)}+H'Z(P(Aj))2-
Jk=1 j J

2.

3aro m3pa3 3a 2ap mocTaje

T PAA)-H- PP X PUA) TP
<j <n - . _ 75 :L 5 = Jn— 5—
> P(4;) > P (4;) > P (4;)
Jj=1 Jj=1 j=1
n 2 n
zlp (45) > [P (4
_g. Y= 5+ H - =1 5 =
5P (45) P (4))
7j=1 7=1
SS P (4;4) 1 S P (A
_ Bk=1 S —H-1+H.-=2 -,
Py HTWW) 3P (4y)
=1 i=1
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o0
Kako je y P (Aj) =400, T0 3HaUN na je

J=1

2. > [P(AjAy) — H - P(A)) P (Ay)]
. . 1<j<k<n
2ccy = lim inf =

o [iP(Ak)]2

k=1
n
> P(AjA)
= lim inf 2= S —0—H-1+H-0,
n—oo n
P(4;)
j=1
n
> P(A;A)
1j. 20y > L — H, omaocuo 2ay + H > L, rne je L= lim 22—
n—oo [, 2
> P (4A))
j=1

Y maparpady 4.1 nokazanu cmo ga je L > 1. CamuMm tum 6mhe u

QOéH—I—HZL

1
IToceGuo, ag > 3 u op > 0.

IT xopak

JIema. 3a ceaxu npupodan bpoj m > 1 u ceaxo gurcupano peaano H je (npu
m<n)

20 Y [P(AAy) — H P (4;)P(4y)]
2. 5H(m) = JLH;O inf m<j<ksn 5 =
> P(4)

Jj=m

2 ;K [P (AjA) — H - P (A;) P (Ay)]

= lim inf = 2agy,

n—00 2

P (4;)
=1

J

oo
nood npemnocmaskom 0a saxncu ycaos y , P(A,) = +oo.
n=1
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To ce mokasyje mpepauyHaBameM m3pas3a U3 Opojuora 3a QBH(m) U KOPWUIII-
hemem uumenune ma je m < n

n n m—1
E aj = E aj — E Qj
Jj=m J=1 Jj=1

IIT kopak
W3 vejennakoctu Uynr-Epnema n3 1952. roguae mMmamo
2
n
. > P(4))
=m
(mpu m <n) P UAj > = .
‘ > P(A;AL)
j:k:m

IIpepauynaBame UMEHHNOIA ¥ OBOj HEjeTHAKOCTU Oaje

ZPAAk ZPAAk +ZPAA

k,j=m Jk=m
J#k

ZPAAk +ZP VFH - ZP
Jik=m 7,k=m

J#k J#k

=3 S P(AA) —H- Y. PA)P(AD) p +{ S P(4)+

Jk=m Jk=m j=m
J#k Jj#k

7,k=m
J#k
= ZPAAk —H- ZP +9 Y P(A)+
.77k m ],k‘ m j=m
J#k J#k
+H- | Y P(A)PA) = Y P(A)P(4)] ¢ =
J.k=m j=k=m
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Jik=m Jik=m
J#k J#k

— En:P(AjAk)_H'En:P(Aj)P(Ak) +{§:P(Aj)+

+H- | Y P(A)P(A)+ Y P(A)P(A)| —H- Y P(A4)P(4)) =
J.k=m j=k=m j=k=m
J#k

= f: P (A;Ay) — H - ZP +{§n:P(Aj)+H-

Jk=m J,k=m j=m j,k=m
ik ik
~H-) [P (Aj)]Q} =
j=m
- ZPAAk —H- Y P4 ) o+ D P4+
7,k=m 7,k=m j=m
J#k J#k
n 2 n
e [ZP(A» Y [P (A)P
j=m Jj=m

Kana ce Bparmmo ca oBuM pesynararoMmM y HejemHauwmny Yyur-Epnpema,
nmahemo

) 3 P (A;)
jomm X PAA) X P44
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n

jé;np (AjAe) — H - j%np (A7) P (40) £ piay
= 5 - S+
Py S PA)
2 —1
> P(4)) > [P (4P
+H. 2" s —H- I 5 —
3P4 3Py
j’émp (AjAy) — H - jémp (4;) P (Ag)
_ ) i#k J#k i b 1 n
3 P(4) 2P
a -1
> [P (A
+H-1-H - .
an P (4;)

[IpBu cabupak y mocienmo] jemHakocTu Texu 2apy (Kam n — oo, a m
je ¢urcupano). Ipyru u uerBpTm cabupak Teke HyJU HA OCHOBY IIOJIA3HE

o
npernocraske na je » P (Ay,) =4o00. 3aro je
n=1
1 1

o
P A | > — ,
jL:JmJ ~2ay+0+H-1-H-0 2ax+H

IV xopax
o0
Hus B, = |J A; je monoToHO onmamajyhu kama m pacre. 3aTO IMOCTOjU

j=m

lim P(B,,) =P ( ﬁ Bm> =P ﬁ [j A; | =P (limsupA,).
m=1 m=1j=m

n—oo

Iakme, caenu ma je
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1
. >_ 1
P (limsup A,) > oy H

Tume je moxas Teopeme 3aBPIIEH. [
4.5 Komentapu Be3anu 3a pe3yinrare B.B. IlerpoBa

ITorkazahemo cama Kaxko cy npBOOUTHO NOOUjeHA YOIIITEHa 3aIPABO CIEIIN-
jamau caydajeBu pesynrara B.B. Ilerposa.

10
o
Teopema 4.5.1. Hexa je (Ay,) wus caywajnuz dozahaja za koju je Y, P (A,) =
n=1
+oo u P(ArA;) < P(Ag) P (A;) 3a dosonro eeauke k u j makse da je
k # 5. Tada je

P (limsup A,) = 1.

Osnaj pesyarar Epnema u Peruja uz 1959. roause je cuenujasian ciyyvaj
Teopeme 4.3.1. B.B. IlerpoBa u nobuja ce 3a C' =1, jep y ToM cayyajy
UMaMo nIa je

1
P (li A > = =>=1,
(lim sup )_C

a rkaro BepoBarHOha 6mio kKor morabaja me moxke Outu Beha onm 1, 3a-
kmpyuyjemo ma je P (limsup 4,) = 1.

1
[Ipumernmo na je mejemnakoct P (limsup 4,) >

— H+2ayg
B.B. Ilerposa u3 2004. roaune, jacua. To nmokasyje ciaemehu mpumep.

Heka je A, = A, Vnu P(A) =p>0. Tana je

, Y TeopeMu

2. > [P(AjAy) — H-P(4) P (Ay)]
. 1<j<k<n
2o = lim inf

o [i P (Ak)} 2

k=1

n(n—1
(2) . (p—sz)
20y = lim inf

n—00 n2p2

2.
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2c0y = lim inf { (
n—oo

n’ —n) (p—Hp2)}

n2p2

1 1 1 1
2aH:liminf{<1—) <— >}:—H, H+2ay = —.

Kaxko je P (limsup A,) = P (A) = p, nobujamo

1

Y cBUM HapemHUM pas3MaTpamuMa moapasyMeBahemo ma je
(o]
D A, =40, (1)
n=1

1
2° Hexka je H =0. P (limsup 4,) > 5o, TPEACTaBLA Beh momenyTU pesyi-
o
tatr Koerna u Croyna u3 1964. rogune rkao u Crunepa, jep Opu yCIOBY
1 1
(1) mejemnakoctu P (limsup A,) > T P (limsup A,,) > — cy exBuBa-

20&0
JICHTHEC.

1
3° Heka je H = 1. Ilpu ycuosy (1) je P(limsupA,) > —, rme je v =

1+ 2a;. OBo npencrasmpa yommremke pedyarara Oprere u lllebopa u3
1983. rommue. Ha ocuoBy mokasza B.B. Ilerposa mu3 2004. romune

H+2a > 1,

TO 3HaYU na je v > 1, 300r uera je oy > 0.

To 3ampaBo 3HaUM 1a je yciIoB

Y. P(AjA) — P(A)) P(Ax)
.. e 1<<k<m
lim inf

[£r]

(mTo moskemo 3amucaru kao ap < 0) ekBuBaseHTaH yciaoBy 1 = 0, ¢
0631pOM Ha TO Aa CMO MMaJu U yciaoB ap > 0.
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40

o
Teopema 4.5.2. Axo je Y A, = 400 u P(A;A;) < HP(A;) P (Ag) 3a
cee k,j > N maxee da jenk:17é Jj u wnexe xoncmanume H > 1 u N, onda je
P (limsup A,) > 1
n - H‘
Y mokasy B.B. Ilerposa u3 2004. romune nmoka3aau cMo ga je H+2apy >
1, a kako je H > 1 u 2ay > 1 — H, 3agkmpyuyjemo na je ay < 0, na he
camuMm ™M 1 H + 2oy < H.
1 1 1

Hokazamu cmo na je P (limsup 4,) > Hi2an ~ Hi0 I Tj.

nomu cMo mo pe3dyarata B.B. Ilerpora m3 2002. ronume.

3uaun, yommreke n3 2002. romaume je camMo CuenujajaaH ciayda] yOIIITe-
ma u3 2004. romumue.
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I'imaBa 5

IIpumene Bopen-RanTenujese
JleMe y pa3HMM BpcTaMa
KOHBEPTEHIII]j€e

5.1 Ckopo curypHa KOHBEpPreHIInja

Y oBoMm mery pagna 6apuhemo ce mUTamUMa HEKMX KOHBEPIEHIM]a HU30BA,
CIIy4YajHUX BEJIMUYMHA. .3aTO NeMo oAMaX KOHCTATOBATHU [a CKYIl OHUX W 34
koje Hu3 (X,) KoHBeprupa npunazna o-anrebpu A. 3awmcra, aKO KOPHUCTUMO
Fowujes xpumepujym xoneepzenuyuje 3a HU30BE, UMAMO:

{w:HOCTOjMnILrgoXn(w)}: AU N N w:Xaw) — Xuw)] <e} =

e>0ngeNn>ng m>ng

=NU N N {Wi\Xn(W)—Xm(w)|<llc}eA.

keNngeNn>ng m>ng

YKOJIUKO, mak, 3HAMO ciaydajHy Beaununny X kKojoj Hu3 (X,) KOHBeprupa,
Ta1a UMaMO:

{w: lim Xn(w):X(w)}:ﬂ U ﬂ {w: | Xp(w) - X(w)| <e} =

n—00
e>0npeNn>ng

=N U N {W1|Xn(w)—X(W)|<]1f}eA.

keNnoeNn>ng
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I'nmaBa 5. Ilpumene Gopen-Kanrenujese meme...

Iakme, u ckyn oHuxX w 3a kKoje X, (w) rouBeprupa ka X (w) Kama n — oo
je cayuajru morabaj m3 o-anre6pe A.

3a CKOPO CUTYPHY KOHBEPTEHIM]y mMamo ciaenehy medpuHunujy.

Hu3z cayuajuux seauuuna (X,,) koneepzupa ckopo cuzypro (Koneepzupa ca
seposammnohom 1), ka ciydajHoj BeanunHr X aKO BayKU

P{w Clim X (w) = X(w)} ~ 1.
n—oo
ExBuBasenTHo ToMme je

P{w L lim X (w) # X(w)} —0.

n—o0

3a CKOPO CUI'ypHY KOHBEPIEHIH]y KOPUCTH Ce O3HaKa X, — X, n — 00.

Ako X,, — X, n — 00, TO 3HAUM na 3a cBako £ > 0 mocroju Opoj (MHIEKC)
nop Tako ma 3a cBako n > ng je | Xp(w) — X(w)| < e. 3aro ckyn D onux w 3a
KOj€ OBO BasKU MOYKEMO M3PA3UTU KAO

D= U N {w:Xulw) - X@)| <},

e>0np=1n=ng

OIIHOCHO Kao

D= U N fore-xei <}

3aTo y ciaydYajy CKOPO CUTypHE KOHBEPIEeHIHje MMAaMO

P(D):P(ﬂ U N {w:|Xn(w)—X(w)\<;}> =1,

k=1ng=1n=ng

IITO je eKBUBAJIEHTHO ca TuM 1a 3a cBako k € N je

P(ﬁ U {w:|Xn<w>—X<w>\z}c}) _

no=1n=ngo
C o63upom Ha TO na je Hu3

o0

an= U {o: 1) - x@)1 2 ¢ }

n=ng

MOHOTOHO Omanajyhnu, ciaemu na je MOCJeNmU YCJIOB €KBUBAJEHTAH 33 CBAaKO
k ca
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Jim P ( U {1 - x@1 2 ,ﬁ}) o,

n=ng

a TO 3Ha4vM Oa je €KBUBAJICHTAH 3a CBakKo k ca yCJIOBOM

1
lim P{w: sup | X, (w) — X(w)| > } =0.
n—o0 n>ng k
To mosomu mo cieneher TBphema:

Teopema 5.1.1. Hus cayuajnuz eeauuuna (X,) Koneepzupa cKopo cuzypho Ka
CAYUaIHO0] seauvury X aKxo u camo axo 36 ceaxo € > 0 saxncu

lim P {w :sup | Xp(w) — X(w)| > 8} =0.
n—oo n>ng

W3 maBenenor moTpebHOr M HOBOJLHOT yCJIOBA CKOPO CUIYypPHE KOHBEPIeHIIN]e
crenu:

Pl sup 1X,0) - X > ¢f -

n>ng

=P ( U (@ [Xa(w) - X(w)| = s}> <

n=ng

<) P{w: [ Xp(w) - X(w)| > €}

n=ng

3ama3uMo na Mmocienma Jo0ujeHa cyMa MpeacTaB/ba OCTATAK Pena

> Plw: [ Xn(w) - X(w)| > €} (5.1)
n=1

To 3maum na moxkeMo gopwmynucaru cienehe TBpbheme:

Teopema 5.1.2. Axo je sa ceaxo € > 0 ped (5.1) xonsepzenman, onda Hu3z
cayuagrur seaununa (Xy,) ckopo cuzypHo KoHEEPeUPa Ka cayuajnoj eeaudunt X .

Takobe, Baxku u caenehe tBpbheme:

Teopema 5.1.3. Axo je (g,,) Hu3 nozumuenuz b6pojeaa xoju moromoro onadajyhe

o0
meacu nyau kadan — oo u », P{w:|X,(w) — X(w)| > e} < +00, mada

n=1

X, 55 X, n— oco.
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Saucra, ako je A, = {w: |X,(w) — X(w)| > €,} u ropwu pen kouBeprupa,
Tana u3 npeor neia bopen-Kanrenujese meme ciaemu ma je

P ( lim sup An> =0,

n—oo

OJHOCHO

PlAUA|-rlUNT) -

no=1n>ng no=1n>ng

=P U m{w:|Xn(w)—X(w)|<sn} =1

no=1n>ng

3Hauy, 3a CKOPO CBako w € () mocroju ng Taxko ma je |Xp(w) — X(w)| < ep
3a CBe 1 > Nyg.

Kaxko ¢, | 0, n — oo, ciemu na X, (w) — X(w) 3a ckopo cBako w € §).

Crneneha Teopema maje moTpebaH M TOBOJLAH YCJIOB CKOPO CUTYPHE KOH-
BEpreHIuje HU3a He3aBUCHUX CJIyYajHUX BEJWUMHA Ka HyJIU.

Teopema 5.1.4. Hexka je (X,,) nuz nesasucnuz caywajrur eeauvuna. Tada samncu
o
X, 550, n—>00 & (V5>O)ZP{\XRI > e} < 4o0.

n=1

Iokas jemnocrasuo cuenu u3 Teopeme 5.1.2 u 3akmyuka 4°—I1 (cTrpana 18).
O

Hus cryuajuux Bennunna (X)) je Kowujes ckopo cuzypro (uau gynoamen-
MAAAGH CKOPO CUZYPHO) AKO BAYKU:
P{w:|X(w)— X,(w)| =0, m,n— oo} =1,

Tj.

(AU NN {w:]Xm(w)—Xn(w)]<i} 1

k=1no=1m>ngn>ng

Basku cnemehe tBpbheme:
Husz cayuwajnuzr eesuvuna je Kowujes ckopo cuzypHo arxo U caMoO GKO je KOH-
B8EPZENMAN CKOPO CULYPHO.
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5.2 KomuBeprenmnuja y BepoBaTHOhU

Hamomenumo u o na ce Bopen-Raurenujea smema MOke TPUMEHUBATUA U
y HEKUM IPYTUM KOHBEPTEHIMjaMa, Ha MPUMEDP, V¥ KOHBEPreHIWjU Y BEpPOBa-
taohu. HaBemumo npso omrosapajyhe medununuje.

Hu3z cayuajuux Beauuuna (X,) xoneepeupa y eeposamuohiu Ka CirydajHO]
BesquuuHU X, aKO BaKU:

(Ve > 0) nli_)rgoP{w DX (w) — X(w)| > e} =0.

. P
3a KOHBepreunujy y BepoBaTHonu Kopuctu ce o3Haka X, — X, n — oo.
Hus (X,,) je Kowujes y seposamnohu unu gynoamenmanan y seposammo hu,
aKO

(Ve > 0) P{| X, —X,|>e}—0, m,n— o0
Basxku crnemehe tBpheme:

Teopema 5.2.1. Husz cayuajruz eeauvvuna (X,) koneepzupa y eeposamnohiv axo
U camo axo je gyrnoamenmanan y 8eposammo hu.

P
Joxas. Heka X, — X. Tama 3a cBako ¢ > 0 Baxku P {|X,, — X|>¢} — 0.
Kako 3a ¢ > 0 Basku mHRIy3Uja

{\Xm—Xn\Zs}c{]Xm—Xyzg}U{|Xn—X\zg},

a BepoBarHoha morabaja Ha meCHO] CTpaHM Te€ WHKIY3Wje TEKU HYJIU KL
m,n — 00, To mobujamo P{|X,, — X, | >¢e} — 0, m,n — oo, 1j. HU3 (X,) je
¢yHIaMEHTaJlaH Y BEpOBATHONN.

OGpuyTo, Heka je Hu3 (X,) pynnamenranan y Beposataohu. Tana moskemo
nzabparu pactyhwu uu3 (ng) npupoanux 6pojeBa, TAKo Oa je

1 1
P{’XnkJrl _X”k‘ 2 Qk} < ok

> 1
ZP{]XMH — Xn,| > 2k} < oo
k=1

Ha ocuoBy mpsor nena Bopen-KanrenujeBe smeme nobujamo ma morabaj

A= ﬁ D {‘Xnk-H — X | 22%}

m=1k=m
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uMa BepoBoBatHOohy 0.
To 3maum na 3a cBako w € 2\ A mocroju npuponar 6poj ko = ko(w) Taras
na 3a cBako k > kg BasKU HejeIHAKOCT

}Xnk+1(w) - Xﬂk (w)| < 2_k'
Ogarie cnenu na je Hus 6pojea (X, (w)) kouBeprenran. Tanma je ca

lim X, (w), akowe Q\ A,
0, aKo w € A,

onpebena cinyuajHa BeIuUYMHA 3a KOjy BaEKU Xp, % X, n— co. Kaxo je
€ €
{1Xn = X| > e} € {IX0 = Xa| 2 S p U {1X, - X1 2 £},

To caenu na je Hu3 (X, ) KOHBEpreHTaH y BepoBaTHONMU.

Hoxraskumo jom u caenehe TBpheme:

P .
Teopema 5.2.2. Axo X,, = X, n — 00, onda nocmoju nusz (ng), maxas 0a 6ancu
X, &8 X, n— oo.

P
Loxas. N3 X,, = X, n — oo, caenu ma 3a cBako € > 0 moxkemo mahu k taxo
Ia je

1
P{Xy, ~X| 2} < 5.

oo [e.e] 1
3aro je > P{|X,, —X|>¢e} < Zﬁ < 400.
k=1 k=1
Haxne, na ocuoBy Bopen-Kaurenujese meme cienu na ce octrBapyje camo
roHauHo MHOoro morabaja |X,, — X| > e. Ilakme, mocroju ky Tako na 3a CBAKO
k> ko je | Xy, — X| <e, a 1o 3HAUM ma 3a CKOpO cBako k je |r,, —z| < e, na
3aTo0 ca BepoBaTHOhoOM 1 Baskm

X, =5 X, k— oo.
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5.3 Jakm 3aKOHU BeJIMKNX OpojeBa

Heka je (X,,) HU3 ciyJyajHUX BEIUUYMHA Ca KOHAYHUM MATEMATUYKIM OYCKU-
BawuMma F (X,), n=1,2,.... IlocmarpajMo n-Ty napudjaany cyMmy
Shn=X14+Xo+...+X,, n=12, ...,
APUTMETUYKY CPEIVHY IPBUX N CIYYAJHUX BEIUIUHA

X1+ Xo+...+ X,
n
7 apUTMETUYRKY CPpearHY IIPBUX 7 MAaTEMAaTUYKUX OYEKMBaAHKA

1
By -
n

n

1< E(X1)+E(X2)+...+E(X,)
) E(Xp) = :

Y 3akoHUMAa BEJWKUX OpojeBa mocMaTpajy ce HU30BU

NP IR o S P15 AR
n= S — E(S) =23 Xe— S B(Xg) n=12...
k=1 k=1
Y cayuajy KOHBepreumuje y BepoBaTHohuU:
Y, —0, n— oo,
Tj.
R 1 o
P<— X — — E(X
{azn- iz

pamy ce O CAadUM 3aKOHUMA BEAUKUT Opojeaa.
Y cayuajy CKOPO CUT'ypHE KOHBEPTEHIH]je:

26}—>0, Kaga n — 00,

c.c

Y, — 0, n— o0,

Tj.
1 n
P{lim — E (Xk—E(Xk))—>0,n—>oo}:1,

n—oo N
k=1

pamm ce O jaKum 3aKOHUMA 8eaukus Opojeaa.
Mu hemo ce, ynpaso, oBae m103a0aBUTHU jaAKUM 3aKOHUMAa BEJIUKUX OpojeBa.
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Kana ce y yubenunuma u3 teopuje BepoBaTHOhe M3aaKy 3aKOHU BEIUKUX
OpojeBa, 0OMYHO ce HMPBO OOKa3yje HejemHakocT Koamoroposa, O KOjoj ce
rosopu y ciuenehoj TeopeMmu.

Teopema 5.3.1. Hexa cy X1, Xa,..., X, HeE3a8UCHE CAYUaIHE BEAUNUNE, MAKEE
k

da sa j € {1,2,...,n} eamcu E(X;) =0, D(X;) < 400 u nexa je Sy = > X;.
j=1

Tada 3a ceaxo € > 0 sancu

E(S:%)

P{mam ‘SHZE}S 5
€

1<k<n

[Tocae Toma mokasyjy ce caenehe nse teopeme (13B. Koamozoposmes jaxu
3ax0n seaurur 6pojesa m Xunuuno6 jaKu 3aKOH 8eaukur Opojesa).

Teopema 5.3.2. (Kosmoroposibes jaku 3akoH Benukux Opojesa) Hexa je (X))
. > D (Xn
HU3 NE3ABUCHUT CAYUAFHUT BeAUNUNAG MaKae 04 8ancy Y, ——5— < +00, mada
n=1 N

je

1 oo

P ¢ lim — Xk —E(Xy)=0p=1,
- kZ:l( k= E (X))

mj.

1 o
=Y (Xp—E(Xp) <50, n— oo
n
k=1

Teopema 5.3.3. (XununHOB jaku 3akOH Beaukux Opojesa) Heka je (X)) nuz
CAYMATHUT BEAUMUHA CA UCTNOM PACTLOOEAOM U KOHAYHUM MAMEMAMUYKUM 0YEKUB A
wem jeonaxum m. Tada ca seposammohom 1 saxcu

1 n
—g Xy —m, n— oo,
n

k=1

1 C.C.
%Sk'—>m, k — oo.

W3 XunumHOBE TeopeMe ce Kao CIelujaJjiaH ciydaj usBoau bopenos jaxu
3aK0H seaurur bpojesa:
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Teopema 5.3.4. Axo je S, 6poj ycnera y N HE3Q4BUCHUT E€KCMEPUMENRAMA, NPU
yemy je eeposammnoha Ycnexra y ceaxom excnepumenmy jednaxa p, onda ca ee-

posamnohom 1 eancu — — p, n — 00:
n
1
Ps—S5,—>p n—>oop,=1.
n

Mwu hemo oBme moctynutu HemTo apyrauuje. Jlokazahemo muperTHUM
HauyuHOM HIpBO bopenos, a 3atuMm u XUHUMHOB 3aKOH.

5.4 Jloka3 BopeJsoBor jakor 3akOHa BEJIMKUX OpojeBa

MoskeMo mocMaTpaTy HU3 HE3aBUCHUX WHAWKATOpa ycmexa morabaja Ay
cepuju N HE3aBUCHUX E€KCIEePUMEHATa, Tj.

In:< 0 1), p=P(A).

l—p p
Tama je

E(I,) =p, D(I,)=p(l-p),

E(S,)=FE(M)+E(LL)+...+E(I,)=n-E(IL1)=n-p,

D(S,)=D(ML)+D{2)+...+4D(I,)=n-D(1)=n-p-(1—p).

Ha ocuoBy mejemnakoctu YebumeBa y oBOM ciydajy mobujamo:

c-rffndags o(3)
n g n

P{'isn— %E(Sn)

1 1
€2 n?
a 1o je TBpheme Dbepnyaujesoz caaboz 3ax0na 8eaukur 6pojesa.

Oum, magie, 3HaUM Oa y CMUCIY KOHBEPIeHIMje V BEpOBATHONM HU3 peja-

TUBHUX YYECTAJOCTU KOHBEPrupa BepoBaTHONU ycmexa:

1 P
- S, —p, n—oo.
n
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MebytuMm, Mu oBOe sKeaIuMO Oa MOKAKEeMO U 3HATHO jaue TBpbheme. Ilo-

kazahemo ma — S, CKOPO CUTI'ypPHO KOHBEPrupa p Kama 1n — oo.
n

. 1- .
I[IprmeTnmo nma MajopanTe <p(2p)> ca JeCHe CcTpaHe y HejeTHaKOCTH
ne

YebumieBa jecy 4JIaHOBU OWBEPreHTHOT peIa:

(e 9]

1 > p(1—
P{‘Sn—p'2€}§2p(2p)=+oo.
- n —t ne

n

W3 vuza a, = n =1,2,... MoxkeMO u3Byhmu nomums a,,, k =1,2,... 3a

o]

1

i

koju he Ourn ) o
k=1

=

ap, < +00, Tj. 3a Koju he pen OUTU KOHBEPTEHTAH.

1
ﬁa

e2

Ha mpumep, MO&EEeMO y3eTU NOIHU3 Gy, = k=1,2,.... Tana mHejeqnaxoct

Yebumesa maje

1 L p(1 = p)
P{‘Msm—p‘za}swn 'p'(l_p):TEQa

a Kako 3a cBako € > () Baku
oo oo
1 p(1 —p)
ZP{‘nzSnQ —p‘ > 5} < ZW < 400,
n=1 n=1
Ha OCHOBY mpBor nena Bbopen-Kanrenujese neme mobujamo na je

P ( lim sup An> =0,

n—oo
OJTHOCHO P{‘2 Sp2 —p‘ > ¢ DECKOHAYHO MHOI'O HyTa} = 0. To 3maum na
n
. 1
P ﬁSnz —p,n—+00, = 1, OIHOCHO y ciay4Yajy HNOOHW3A §p = 3 UMaMO

3aKJbyYaK: Huz pelIaTUBHUX YyUYECTaJOCTN ﬁ SnQ CKOPO CUT'YPHO TEEKHU TeOpUu-

jckoj BeposaTuohiut p.

[TocTaBma ce murame na Ju OBaj 3aKbYUAK MOKE A Ce IPEHece U Ha CBE
WHIEKCe Kk KOjU HUCY MOTOYHU KBaAPATU NPUPOIHUX OpojeBa. 3ama3uMo aa
je Tama k yBek m3ameby Heka nBa cycemHa MOTIYHA KBaapaTa. Y 3MUMO

ke{n®+1,n*+2,...,(n+1)* -1}

“ KOHCTATyjMO 1a je Hu3 S, Heomamajyhu:
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Sk+1 = Sk + Tpt1.
Sk+1 < S(n+1)? _ S(nr1)2 (n+ 1)2
kK =k n+12 &
(n+1)271:n2+2nje

,ma 36or n?2 4+ 1< k<

3aro je % <

n?+1 ok <(n+1)2—1<(n+1)2_1
m+1)2 =~ (n+1)2~ (n+1)2 (n+1)2_
1)2 1)2
1<<n+) S(n+) — 1, n — oo.
k n24+1
(n+1)2

3akmbydyjeMo na — 1, n - oo. Kaxko S,2 — p, n — o0,

k n2

3aKBYyUyjEMO & 38 CBAKO k BayKu:

%%p, k— oo

Tuwme je mora3 DopenoBor 3akoHa 3aBpIIEH.

O

5.5 Jlokaz XWHUMHOBOT jaKOT 3aKOHA BEJIMKUX Opo-
jeBa

Y cayuajy XMHUYMHOBOT 3aKOHA HOKA3 CE€ MOyKE M3BECTU HA ciaenehu HauwH:
Heka je (X)) HM3 HE3ABUCHUX CIyUYaJHUX BEJIUYUHA CA UCTOM PaCIOINEIOM
kon kojux je E(X,) = m, D(X,) = o2, 0(X,) = 0. Tana mejemmakoct

Yebumesa maje
1 1 1
n € n

0.2

P{‘lsn—lE(Sn)
n n

1

1 & 1
= D(Sn):ngegZD(Xk):egngnD(Xl):

n2e2 e2n’
k=1

Pen majopanara je nmuBeprenTam:

Tip{'isn—imsn)

oo 0_2
Z€}SZ€2'n:+oo.

n=1
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1

W3 vusa a, = — MoxeMO m3abpaTy NOIHU3, HIP. Oy, = 2 3a Koju hemo
1 o? 1
UMAaTU P{ ﬁSnz—m 25} < PRl
0 2
o 1
2—Mm| > ¢€ < =+ — < +oo.
Sor{fsa =<5

Bopen-KanrenujeBa sema Tana TBpau Aa ce u3 Hu3a gorabaja

1
{w: ‘QSnz—m’ 25}
n

peasnu3yje GEKOHAYHO MHOIO BUX Ca BEPOBATHONOM HyJa, Tj. Ca BEPOBATHO-

1
hom 1 he 3a cropo cBe BpemnocTu n ourn |— S,z —m| < e.
n

Ilpyrum peumma

1

Cc.Cc
—5 Sp2 —>m, n — o0,
n

ITocrasma ce Caja IINTame Ja JM OBO BaykM 1 3a CBE MHIACKCE HSMeby II0T-

IyHUX KBaApaTa Tj. 3a k € {n2—|—1,n2+2,...,(n—|—1)2—1} = {n2+1,n2—|—2,...,

n > 1. Ila 6bucmo TO mcnmraiau, NeGUHUAIIMMO MaKCUMAaJIHy pa3iuky usmebhy
HEeHTPUPAHUX BpenHocTu 3a S; u S,2. llpenusnuje peueno, Heka je

D, 2= max S —k-m)—(S,2—n>-m)|.
" n241<k<(nt1)2-1 ( )= (S )
3a Te Bpemnoctu D, 2, HejemnakocT Yebumena 3a cBaro € > 0 maje

1 1 S |
> }<-E<?®2Dn2> = —— E(Dyp)*=

1
PJ{|l—=D
{ ‘ n2 g2 nte?

_ ! max (B (S~ Syz — (k—n®)m))

n%e? n241<k<(nt1)2—

2

[IpepauynaBame mobujeHe mecHe CTpaHe maje

E[(Sk — Sp2) — (k —n?)m]* =
=F [(Sk —S2)t—2. (k—n?)m (S, — S,2) + (k — n2)2m2} =

=FE(Sy—S,2)%—2- (k—ng) mE (S — Sp2) + (k—n2)2m2 =
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= |D(Sk = Sp2) + (B (S = 5,2))°| =2 (k = n?) m (k = n2) m + (k )" m? =

- (k;_nQ) o2+ (k—n2)2m2 — (k—n2)2m2 e (k:—nQ) a2

3aro je
2 _ g _ 2 2
B (Dra) = n2+1§]£2%}1(+1)2—1E [(Sk =k -m) = (Sp2 —n”-m)]" <
(n+1)2—1
< Y E[(Sk—k-m)—(Sue —n?.m)]” =
k=n2+1

— [(n+1)?=1— >+ D] E[(Sg — k-m) — (S,2 —n?-m)]* =

=2n - (k:—nz) o2 <on- (n2+2n—n2) o2 = 4n’o?,

OIIHOCHO

—D

1
(
n

2 Hn2| =

IIa Cce IOCTYIKOM KOjU je aHaJoraH OHOM M3 IPeTXOMHOr maparpada 3a-
KJbyUyje Ia

1 .
7Dnzi>0, n — 00.
n

Hame mMmamo

_ml < |Sn2| + [Dyel < | S| + | D2

Sk—k-m . &
k N - k - n? n2 ’

k

ma Kako oba cabupka Te:ke HyJIM, TO HAC BOOU 3aKJbYUKY

Sk c.c. Sk c.c.
?—m—>0, k — oo, OTHOCHO ?—>m, k — oo,
3a CBe BpenHocTu k.
Tume je moka3 XUHUYMHOBOL jaKOT 3aKOHA BEJIUKUX OPOjeBa 3aBpIIEH. O
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Kao mTo ce u3 mokasa Teopema y mocienma ABa maparpada BUIU, y
MHOTUM CJIydajeBuMa OWTHO MHTEPBEHUINE HEKU O mejioBa bopen-Kanrenu-
jeBe meme. To morasyje ma je meH 3HAYAj y TPAHUYHUM TEOpPEMaMa TEOPHUje
BepoBaTHONhe Beoma OUTaH.
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