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Glava 1

Uvod

1.1 Sluqajni doga�aji

Najqex�a osnovna polazixta pri konstrukciji neke teorijske nauqne
discipline jesu odre�ene eksperimentalne qiǌenice na osnovu kojih
se formiraju odgovaraju�i apstraktni pojmovi. Tako je i sa teorijom
verovatno�e.

Polazni pojmovi u teoriji verovatno�e su: stohastiqki eksperiment,
sluqajni doga�aj i verovatno�a sluqajnog doga�aja. ǋima �emo upravo
i posvetiti malo pa�ǌe na samom poqetku ovog rada.

Pod stohastiqkim eksperimentom (sluqajnim eksperimentom) podra-
zumevamo kompleks uslova i radǌi koji se mogu ponavǉati (makar i
misaono!) neograniqeno mnogo puta, ali ponavǉaǌa eksperimenta ne
dovode uvek do jednoznaqno odre�enog ishoda. Drugaqije reqeno, u sluqa-
jnim eksperimentima nije mogu�e unapred taqno predvideti rezultat;
pri ispuǌeǌu istih uslova eksperimentisaǌa mogu�i su razni rezul-
tati (ishodi). (Nasuprot takvim eksperimentima su deterministiqki
eksperimenti. Kod ǌih je karakteristiqno to da uslovi eksperimenti-
saǌa jednoznaqno odre�uju da li �e se neki doga�aj pojaviti ili ne).

Svakom sluqajnom eksperimentu se pridru�uje neprazan skup ishoda
Ω, koji daje potpune informacije o rezultatima eksperimenta. Elementi
ω skupa Ω se interpretiraju kao ishodi eksperimenta i oni se daǉe ne
mogu razlagati i me�usobno se iskǉuquju.

Skup Ω mora imati bar dva elementa (u sluqaju jednog jedinog ishoda
radi se o deterministiqkom eksperimentu), a mo�e ih biti kako konaqno
tako i beskonaqno mnogo (prebrojivo ili neprebrojivo). Skup Ω tada
zovemo prostor elementarnih ishoda ili prostor elementarnih sluqajnih
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Glava 1. Uvod

doga�aja. ǋegove elemente ω nazivamo elementarnim ishodima ili ele-
mentarnim sluqajnim doga�ajima.

Podskupove A,B, . . . iz Ω zovemo sluqajnim doga�ajima. To, izme�u
ostalog, znaqi i da �emo elementarne ishode smatrati sluqajnim do-
ga�ajima (jednoqlanim). (Kasnije �emo videti da se ne moraju svi pod-
skupovi skupa Ω smatrati sluqajnim doga�ajima).

Svaki elementarni ishod daje potpunu informaciju o rezultatima
eksperimenta. Znaju�i da se u eksperimentu pojavio konkretan ishod ω,
mi mo�emo re�i da li se ostvario sluqajni doga�aj A ili ne. Na taj
naqin, skup Ω se razbija na dva podskupa A i A. Znaqi, ako se eksperi-
ment opisuje ishodom ω, onda ω ∈ A znaqi da se ostvario doga�aj A, a
ω /∈ A znaqi da se nije ostvario doga�aj A ve� A. Tada za sve ishode ω ∈
A ka�emo da su povoǉni za ostvareǌe doga�aja A. Za doga�aj A se tada
ka�e da je suprotan (komplementaran) doga�aj doga�aju A. Naravno, i A
je tada suprotan doga�aj doga�aju A.

Unija doga�aja A i B (u oznaci: A∪B) je doga�aj koji se ostvaruje ako
i samo ako se ostvaruje bar jedan (najmaǌe jedan) od ta dva doga�aja.
Presek doga�aja A i B (u oznaci: A ∩B) je doga�aj koji se ostvaruje ako
i samo ako se ostvaruju oba doga�aja - i A i B. Doga�aj A \ B = A ∩ B
je razlika doga�aja A i B.

Doga�aj Ω je siguran doga�aj, a doga�aj ∅ (prazan skup) je nemogu�
doga�aj. Doga�aji A i B su disjunktni ako je A ∩ B = ∅. Za ǌih tada
qesto pixemo A+B umesto A ∪B.

Ka�emo da doga�aj A povlaqi doga�aj B ako iz ω ∈ A sledi ω ∈ B za
svaki ishod povoǉan za ostvareǌe doga�aja A. Jasno je da va�i:

∅ ∈ (A ∩B) ⊂ A ⊂ (A ∪B) ⊂ Ω,

(pri qemu ⊂ dozvoǉava i jednakost doga�aja).
Analogno navedenom definixu se unije i preseci vixe doga�aja:

Neka je I neprazan skup indeksa i neka imamo familiju doga�aja {Ai, i ∈

I} iz Ω. Unija tih doga�aja
(∪

i∈I
Ai

)
je doga�aj koji se ostvaruje ako i

samo ako se ostvaruje bar jedan doga�aj Ai, i ∈ I.

Presek
(∩

i∈I
Ai

)
tih doga�aja je doga�aj koji se ostvaruje ako i samo

ako se ostvaruju svi doga�aji Ai, i ∈ I.
Va�e De Morganova pravila:
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Glava 1. Uvod

(∪
i∈I

Ai

)
=
∩
i∈I

(
Ai

)
;

(∩
i∈I

Ai

)
=
∪
i∈I

(
Ai

)
.

1.2 Aksiomatika teorije verovatno�e

Neka je Ω prostor ishoda nekog eksperimenta. Neka je A klasa pod-
skupova skupa Ω. Razmotrimo slede�e uslove:

1◦ Ω ∈ A.

2◦ Ako A ∈ A, onda A ∈ A.

3◦ Ako A ∈ A i B ∈ A, onda A ∪B ∈ A.

4◦ Ako A1, A2, A3, . . . ∈ A, onda
∞∪
n=1

An ∈ A.

Klasa A zove se algebra doga�aja, ako va�e uslovi 1◦, 2◦ i 3◦, a klasa
A koja ima svojstva 1◦, 2◦ i 4◦ zove se σ-algebra doga�aja. Samo elemente
algebre, odnosno σ-algebre zva�emo doga�ajima.

Lako je zakǉuqiti da va�i slede�e: svaka σ-algebra je istovremeno
i algebra doga�aja (ali obrnuto ne mora biti). Iz tih razloga, u daǉem
�emo, uglavnom, govoriti samo o σ-algebrama.

Presek proizvoǉno mnogo σ-algebri je σ-algebra.
Za svaku nepraznu kolekciju K podskupova prostora Ω, postoji mi-

nimalna σ-algebra A (K) koja je sadr�i. Tada se ka�e da je σ-algebra
A (K) generisana kolekcijom K.

Neka je Ω = R i neka je K = {(a, b ] : a, b ∈ R, a < b}. Minimalna σ-
algebra koja sadr�i K zove se Borelova σ-algebra na R

(
B1
)
. ǋeni ele-

menti su Borelovi skupovi na realnoj pravoj. Ista σ-algebra B1 mo�e
biti generisana i raznim drugim kolekcijama. Na primer: K1 = {(−∞, b ];
b ∈ R};K2 = {(a, b); a, b ∈ R, a < b}, itd.

Postoji σ-algebra B2 generisana, npr. kolekcijom podskupova {(−∞, a1]
×(−∞, a2]; a1, a2 ∈ R}. To je Borelova σ-algebra na R2. Sliqno je i u
sluqaju prostora Rn, n ≥ 3.

Postoje skupovi na R koji nisu Borelovi skupovi. Isto va�i i za
Rn, n ≥ 2.

Neka je Ω prostor ishoda sluqajnog eksperimenta i A σ-algebra na
ǌemu. Tada se ure�eni par (Ω,A) zove merǉiv prostor.

Funkcija P : A → R je verovatno�a na merǉivom prostoru (Ω,A) ako
ima slede�a svojstva:
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Glava 1. Uvod

(A1) P (Ω) = 1,

(A2) P (A) ≥ 0 za svaki doga�aj A ∈ A,

(A3) ako su A1, A2, A3, . . . doga�aji iz A takvi da je Ai ∩ Aj = ∅ (i ̸= j)

onda va�i jednakost: P

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (An).

Navedene osobine funkcije P zovu se, redom, normiranost, neneg-
ativnost i prebrojiva aditivnost ili σ-aditivnost. To su aksiome
teorije verovatno�e. Ta aksiomatika se naziva Kolmogorovǉeva aksiomatika
teorije verovatno�e.

Broj P (A), koji se pridru�uje sluqajnom doga�aju A, zove se verova-
tno�a doga�aja A.

Ipak, aksiomatika ne daje pravilo po kome bismo za dati doga�aj A
iz A odredili ǌegovu verovatno�u.

Zapazimo i to da je aksiomatika Kolmogorova nepotpuna, tj. postoji
vixe naqina izbora verovatno�e za doga�aje A iz A.

Neka je, npr. dato Ω, neka je A =
{
A,A,Ω, ϕ

}
, gde je A ⊂ Ω i neka je:

P (A) = λ, 0 < λ < 1, P
(
A
)
= 1− λ, P (Ω) = 1 i P (∅) = 0. Vidi se da tada

va�e sve tri aksiome. Ipak, za P (A) i P
(
A
)
imamo beskonaqno mnogo

izbora.
Ure�ena trojka (Ω,A, P ) zove se prostor veorovatno�a. On slu�i kao

osnovni model za izuqavaǌe sluqajnih eksperimenata.
Iz definicije verovatno�e lako se dokazuju ǌene osnovne osobine:

1◦ P (∅) = 0.

2◦ Konaqna aditivnost: ako su A1, A2, . . . , An disjunktni doga�aji, onda

va�i jednakost P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) =
n∑

j=1
P (Aj).

3◦ P
(
A
)
= 1− P (A).

4◦ Ako je A ⊂ B, onda je P (A) ≤ P (B).

5◦ P

(∪
k

Ak

)
≤
∑
k

P (Ak), kako za konaqne tako i za prebrojive unije.

6◦ P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB).

7◦ Neprekidnost odozgo: Ako je A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . ., onda je lim
n→∞

P (An) =

P

( ∞∪
n=1

An

)
.
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Glava 1. Uvod

8◦ Neprekidnost odozdo: Ako je A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . ., onda je lim
n→∞

P (An) =

P

( ∞∩
n=1

An

)
.

9◦ Neprekidnost ”u nuli”: Ako je A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . i
∞∩
n=1

An = ∅,

onda va�i jednakost lim
n→∞

P (An) = 0.

1.3 Sluqajne veliqine

Neka je (Ω,A, P ) prostor verovatno�a i (R,B) Borelova prava, tj. B
je Borelova σ-algebra podskupova skupa realnih brojeva R. Funkcija

X : Ω → R

je sluqajna veliqina ako za svaki Borelov skup B ∈ B va�i

X−1(B) = {ω : X(ω) ∈ B} ∈ A.

To znaqi da je X funkcija iz Ω u R koja je merǉiva (ili merǉiva u
Borelovom smislu) u odnosu na σ-algebre A u Ω i B u R, tj. inverzna
slika merǉivog skupa B u prostoru vrednosti funkcije X je merǉiv
skup u oblasti definisanosti funkcije X.

Mo�e se pokazati da je u definiciji sluqajne veliqine X dovoǉno
zahtevati da je X−1(I) ∈ A za sve intervale u R, na primer, za sve inter-
vale oblika (a, b ] ili (−∞, b ] ili (−∞, b) ili (a,+∞) itd. Vrlo qesto
se ovo i uzima za definiciju sluqajne veliqine. No, date definicije
sluqajne veliqine su me�usobno ekvivalentne.

Sluqajna veliqina X indukuje verovatno�u ili verovatnosnu meru
PX na B definisanu sa:

PX(B) = P {ω : X(ω) ∈ B} = P
(
X−1(B)

)
, B ∈ B.

Funkcija FX taqke x ∈ R definisana sa

FX(x) = PX ((−∞, x]) = P {ω : ω ∈ Ω, X(ω) ≤ x} ≡ P (X ≤ x)

zove se funkcija raspodele sluqajne veliqine X.
Najprostiji primer sluqajne veliqine je indikator IA sluqajnog do-

ga�aja A iz A definisan sa
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Glava 1. Uvod

IA(ω) =

{
1, ω ∈ A,

0, ω /∈ A.

Sluqajne veliqine X, odre�ene sa X(ω) =
∑
k

xkIAk
(ω), gde je

∑
k

Ak =

Ω (unija disjunktnih skupova) i svako Ak ∈ A su diskretne sluqajne
veliqine.

Neka je (Ω,A, P ) prostor verovatno�a i (Rn,Bn), n ≥ 2, Borelov n-
dimenzionalni prostor. Funkcija

X : Ω → Rn

koja je merǉiva u odnosu na σ-algebre A u Ω i Bn u Rn, tj. takva je da
za svaki Borelov skup B ∈ Bn

X−1(B) ∈ A

zove se n-dimenzionalna sluqajna veliqina ili n-dimenzionalni sluqajni
vektor. Vektor X je tada n-torka jednodimenzionalnih sluqajnih veli-
qina X = (X1, X2, . . . , Xn).

Funkcija FX (x1, x2, . . . , xn) ≡ FX1,X2,...,Xn (x1, x2, . . . , xn) definisana sa

FX1,X2,...,Xn (x1, x2, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xn ≤ xn)

je funkcija raspodele sluqajnog vektora X.
Funkcija

FX1,X2,...,Xn−1 (x1, x2, . . . , xn−1) = lim
Xn→∞

FX1,X2,...,Xn−1,Xn (x1, x2, . . . , xn−1, xn)

je marginalna funkcija raspodele vektora (X1, X2, . . . , Xn−1).
Uopxte, zajedniqka raspodela bilo kog podskupa

{
Xk1 , . . . , Xkj

}
jeste

ǌegova marginalna raspodela.
Neka je h : Rn → R merǉiva (Borelova) funkcija u odnosu na σ-

algebre Bn u Rn i B u R, tj. takva da za svaki Borelov skup B ∈ B je
h−1(B) ∈ Bn. Tada i h(X) jeste sluqajna veliqina.
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Glava 1. Uvod

1.4 Nezavisnost sluqajnih doga�aja i nezavisnost
sluqajnih veliqina

Jedan od va�nijih pojmova u teoriji verovatno�e jeste pojam nezavi-
snosti. Za sve doga�aje koji se u daǉem tekstu pomiǌu, smatra�emo da
su iz iste σ-algebre A, a za sve sluqajne veliqine smatra�emo da su
definisane na istom prostoru verovatno�a (Ω,A, P ).

Da�emo prvo definicije nezavisnosti sluqajnih doga�aja, a zatim
definicije nezavisnosti sluqajnih veliqina.

Doga�aji A i B su nezavisni ako va�i jednakost

P (AB) = P (A) · P (B).

Primetimo da u sluqaju P (A) = 0 ova jednakost va�i za svaki sluqaj-
ni doga�aj B iz A. Isto va�i i u sluqaju P (A) = 1.

Doga�aji A1, A2, . . . , An su (potpuno) nezavisni ako za svaki broj k ∈
{2, 3, . . . , n} i svaki izbor indeksa 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jk ≤ n va�i jednakost

P (Aj1Aj2 · · ·Ajk) = P (Aj1)P (Aj2) · · ·P (Ajk) .

Doga�aji iz niza (An) su (potpuno) nezavisni ako za svako n ≥ 2
i svaki izbor indeksa j1, j2, . . . , jk doga�aji Aj1 , Aj2 , . . . , Ajk jesu potpuno
nezavisni.

Ukoliko za svaki par (Aj , Ak) va�i P (Aj ∩Ak) = P (Aj) · P (Ak), onda
su doga�aji A1, A2, . . . nezavisni u parovima. Naravno, ako su doga�aji iz
nekog niza (konaqnog ili beskonaqnog) potpuno nezavisni, onda su oni
nezavisni i u parovima; obrnuto ne va�i u opxtem sluqaju.

Sluqajne veliqine X1, X2, . . . , Xn su nezavisne ako za proizvoǉne Bo-
relove skupove B1, B2, . . . , Bn sa realne prave, doga�aji (X1 ∈ B1), (X2 ∈ B2) ,
. . . , (Xn ∈ Bn) su nezavisni, tj.

P (X1 ∈ B1, X2 ∈ B2, . . . , Xn ∈ Bn) = P (X1 ∈ B1)·P (X2 ∈ B2) · · ·P (Xn ∈ Bn) .

Niz (Xn) je niz nezavisnih sluqajnih veliqina ako za svaki prirodan
broj n i proizvoǉan izbor indeksa j1, . . . , jn, sluqajne veliqine Xj1 , . . . , Xjn

su nezavisne.
Va�i slede�i zakǉuqak:
Sluqajne veliqine X1, . . . , Xn su nezavisne ako i samo ako va�i

FX1,...,Xn (x1, . . . , xn) = FX1 (x1) · · ·FXn (xn) ,
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gde je FX1,...,Xn funkcija raspodele vektora (X1, . . . , Xn), a FX1 , . . . , FXn su
funkcije raspodela ǌegovih koordinata.

Primetimo na kraju i to da se definicija nezavisnosti sluqajnih
veliqina mo�e preneti i na proizvoǉne familije sluqajnih veliqina.
Me�utim, nama to u ovom radu ne�e biti potrebno.
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Glava 2

Borel-Kantelijeva lema

2.1 Limes superior, limes inferior i limes niza
doga�aja

Neka je (An) niz sluqajnih doga�aja iz A. Tada definixemo limes
superior tog niza kao doga�aj

lim
n→∞

supAn =
∞∩
n=1

( ∞∪
k=n

Ak

)
i limes inferior tog niza kao doga�aj

lim
n→∞

inf An =

∞∪
n=1

( ∞∩
k=n

Ak

)
.

Doga�aj lim supAn se sastoji u tome da se ostvari beskonaqno mnogo
doga�aja iz niza (An). Isto tako doga�aj lim inf An znaqi da se iz niza
(An) ostvare skoro svi doga�aji - svi doga�aji, osim mo�da ǌih konaqno
mnogo.

Iz gorǌih definicija direktno sledi da su lim supAn i lim inf An

sluqajni doga�aji iz A i

lim inf An ⊂ lim supAn.

Xtavixe, oba doga�aja pripadaju σ-algebri generisanoj nizom (An). Za
lim supAn lim inf An va�e slede�a tvr�eǌa (1)-(5):

(1) (lim inf An) = lim sup
(
An

)
,

13



Glava 2. Borel-Kantelijeva lema

(lim supAn) = lim inf
(
An

)
.

(2) Za rastu�i niz doga�aja (An) (preciznije reqeno: za neopadaju�i
niz doga�aja), tj. za niz u kome je Ak ⊂ Ak+1 za svako k je

lim inf An = lim supAn =

∞∪
n=1

An,

a za opadaju�i niz doga�aja (Bn) (preciznije reqeno: za nerastu�i
niz doga�aja), tj. niz u kome je Bk ⊃ Bk+1 za svako k je

lim inf Bn = lim supBn =
∞∩
n=1

Bn.

(3) Za data dva niza (An) i (Bn) doga�aja iz A va�i slede�e:

1◦ lim inf (An ∩Bn) = (lim inf An) ∩ (lim inf Bn),

2◦ lim sup (An ∪Bn) = (lim supAn) ∪ (lim supBn),

3◦ (lim inf An)∩(lim supBn) ⊂ lim sup (An ∩Bn) ⊂ (lim supAn)∩(lim supBn).

Ako za niz doga�aja (An) iz A va�i

lim inf An = lim supAn ≡ A,

tada ka�emo da je niz (An) konvergentan.

Doga�aj A onda zovemo graniqna vrednost niza (An). Tada pixemo

A = lim
n→∞

An = lim inf An = lim supAn.

Iz (2) sledi da monotoni nizovi jesu konvergentni i za rastu�e
(neopadaju�e) nizove (An) je

lim
n→∞

An =
∞∪
n=1

An,

a za opadaju�e (nerastu�e) nizove (Bn) je

lim
n→∞

Bn =

∞∩
n=1

Bn.
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(4) Za rastu�e (neopadaju�e) nizove (An) va�i:

P

( ∞∪
n=1

An

)
= lim

n→∞
P (An) ,

a za opadaju�e (nerastu�e) nizove (Bn) va�i:

P

( ∞∩
n=1

Bn

)
= lim

n→∞
P (Bn) .

(5) Za proizvoǉne nizove doga�aja (An) iz A va�i:

1◦ P (lim inf An) ≤ lim inf P (An) ≤ lim supP (An) ≤ P (lim supAn),

2◦ P (lim supAn) = lim
n→∞

P

( ∞∪
k=n

Ak

)
,

3◦ P (lim inf An) = lim
n→∞

P

( ∞∩
k=n

Ak

)
.

2.2 Borel-Kantelijeva lema

Dokaza�emo va�nu teoremu, koja ima veliku primenu u teoriji vero-
vatno�e, a posebno kod ispitivaǌa skoro sigurne konvergencije i jakih
zakona velikih brojeva. U literaturi je ona poznata kao Borel-Kante-
lijeva lema.

Teorema 2.2.1. (Borel-Kantelijeva lema)

(a) Ako je (An) proizvoǉan niz doga�aja i
∞∑
n=1

P (An) < +∞, onda va�i

jednakost

P

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
= 0.

(b) Ako je (An) niz nezavisnih doga�aja i
∞∑
n=1

P (An) = +∞, onda va�i

jednakost

P

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
= 1.
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Dokaz. (a) Neka je
∞∑
n=1

P (An) < +∞. Oznaqimo sa Bn =
∞∪
k=n

Ak. Tada je

B1 unija svih doga�aja, B2 unija doga�aja poqevxi od drugog pa
nadaǉe, . . . , dakle B1 ⊃ B2 ⊃ B3 ⊃ . . . , tj. Bn je opadaju�i niz u
odnosu na inkluziju doga�aja, pa dobijamo

P

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
= P

( ∞∩
n=1

Bn

)
(1)
= lim

n→∞
P (Bn) =

= lim
n→∞

P

( ∞∪
k=n

Ak

)
(2)
≤ lim

n→∞

∞∑
k=n

P (Ak)
(3)
= 0.

(Jednakost (1) va�i na osnovu svojstva neprekidnosti verovatno�e
odozdo; nejednakost (2) na osnovu leme o pokrivaǌu, a jednakost (3)

iz polazne pretpostavke da red
∞∑
n=1

P (An) konvergira, zbog qega je

graniqna vrednost ”repa”tog reda jednaka nuli.)

(b) Dovoǉno je dokazati da je P

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
= P

( ∞∪
n=1

∞∩
k=n

Ak

)
= 0, odnosno

dovoǉno je dokazati da za svaki prirodan broj n va�i P

( ∞∩
k=n

Ak

)
=

0, jer �e tada i verovatno�a ǌihove unije biti jednaka nuli.

Iz nezavisnosti doga�aja A1, A2, A3, . . . sledi nezavisnost doga�aja

A1, A2, A3, . . .. Zato za svako m ≥ n va�i P

(
m∩

k=n

Ak

)
=

m∏
k=n

P
(
Ak

)
. Na

osnovu ove qiǌenice i na osnovu svojstva neprekidnosti verovatno�e
odozdo, dobijamo

P

( ∞∩
k=n

Ak

)
= lim

m→∞
P

(
m∩

k=n

Ak

)
= lim

m→∞

m∏
k=n

P
(
Ak

)
=

∞∏
k=n

P
(
Ak

)
. (1)

Kako za 0 < x < 1 va�i nejednakost ln(1− x) ≤ −x, to je

ln

∞∏
k=n

P
(
Ak

)
= ln

∞∏
k=n

(1− P (Ak)) =

∞∑
k=n

ln (1− P (Ak)) ≤ −
∞∑
k=n

P (Ak) = −∞.
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Dakle, ln
∞∏
k=n

P
(
Ak

)
= −∞, xto znaqi da je

∞∏
k=n

P
(
Ak

)
= 0. (2)

Iz (1) i (2) sledi da je P

( ∞∩
k=n

Ak

)
= 0, pa je P

( ∞∪
n=1

∞∩
k=n

Ak

)
= 0, tj.

P

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
= 1.

Navedimo sada neke zakǉuqke u vezi sa Borel-Kantelijevom lemom.

1◦ S obzirom na to da doga�aj
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak znaqi da se iz niza doga�aja

(An) realizuje ǌih beskonaqno mnogo, prvi deo Borel-Kantelijeve
leme mo�e se interpretirati na slede�i naqin:

Ako je red verovatno�a
∞∑
n=1

P (An) konvergentan, tada se iz niza do-

ga�aja (An) realizuje ǌih beskonaqno mnogo sa verovatno�om 0 (tj.
lim supAn je stohastiqki nemogu� doga�aj).

2◦ Sliqno va�i za drugi deo Borel-Kantelijeve leme:

Ako je (An) niz nezavisnih sluqajnih veliqina i red
∞∑
n=1

P (An) di-

vergira, tada se iz niza (An) realizuje beskonaqno mnogo doga�aja sa
verovatno�om 1.

3◦ U prvom delu Borel-Kantelijeve leme govori se o proizvoǉnom
nizu (An) sluqajnih doga�aja. Nije, dakle, bilo pretpostavke o
nezavisnosti (koja postoji u drugom delu Borel-Kantelijeve leme).
Ako se uvede pretpostavka o nezavisnosti, prvi deo leme i daǉe
ostaje na snazi. I zakǉuqak ostaje isti.

4◦ Kada pove�emo oba dela Borel-Kantelijeve leme kod nizova sluqa-
jnih doga�aja (An), tada mo�emo izre�i slede�a dva tvr�eǌa:

I Neka je (An) niz nezavisnih sluqajnih doga�aja. Tada va�i

P

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
= 0 ⇔

∞∑
n=1

P (An) < +∞.
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II Ako je (An) niz nezavisnih sluqajnih doga�aja, tada se iz tog niza
realizuje beskonaqno mnogo doga�aja sa verovatno�om 0 ili 1 za-

visno od toga da li je red
∞∑
n=1

P (An) konvergentan ili divergen-

tan.

2.3 Primeri primena Borel-Kantelijeve leme

Navex�emo sada nekoliko primera ”klasiqne”primene Borel-Kante-
lijeve leme. Primene kod zakona velikih brojeva bi�e date kasnije.

Primer 1.
Neka je (Xn) niz nezavisnih sluqajnih veliqina apsolutno neprekidnog

tipa sa istom raspodelom. Definiximo niz (Yn) na slede�i naqin

Yn =

{
1, ako je Xn > Xj za svako j = 1, 2, 3, . . . , n− 1,

0, inaqe,

i neka je An = {ω : Yn(ω) = 1}. Nazovimo Yn ”rekordnom vrednox�u”ili
”vrednox�u ve�om od svih prethodnih vrednosti”.

Lako se zapa�a da va�e slede�a dva zakǉuqka:

1◦ P (Yn = 1) = P (An) =
(n− 1)!

n!
=

1

n
, pa je red

∞∑
n=1

P (An) =
∞∑
n=1

1

n
= +∞

divergentan.

2◦ Sluqajni doga�aji A1, A2, . . . su nezavisni. To mo�emo zakǉuqiti
na slede�i naqin: Neka je k proizvoǉan prirodan broj takav da je
k ≥ 2 i neka za prirodne brojeve j1, j2, . . . , jk va�i j1 < j2 < . . . <
jk−1 < jk. Tada je

P
(
Aj1 ∩Aj2 ∩ . . . ∩Ajk−1

∩Ajk

)
=

1

j1 · j2 · · · jk−1 · jk
,

P (Ajk)·P
(
Ajk−1

/Ajk

)
·P
(
Ajk−2

/Ajk−1
∩Ajk

)
· · ·P (Aj1/Aj2 ∩Aj3 ∩ . . . ∩Ajk) =

=
1

jk
· 1

jk−1
· · · 1

j1
,

a to znaqi da je A1, A2, . . . niz nezavisnih doga�aja.
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Ispuǌeǌe uslova 1◦ i 2◦ znaqi da mo�emo primeniti drugi deo Borel-
Kantelijeve leme. Dakle,

P (lim supAn) = 1,

odnosno sa verovatno�om 1 se u nizu X1, X2, . . . realizuje beskonaqno
mnogo rekordnih vrednosti.

Definiximo niz sluqajnih veliqina (Zn) na slede�i naqin:

Zn = YnYn+1, n = 1, 2, . . .

i nazovimo Zn ”duplim uzastopnim rekordima”. Sluqajna veliqina Zn

ima raspodelu

Zn :

 0 1

1− 1

n(n+ 1)

1

n(n+ 1)

 ,

i ako je Bn = {ω : Zn(ω) = 1}, tj. ako je Zn indikator doga�aja Bn, nala-
zimo da je

∞∑
n=1

P (Bn) =

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
< +∞. (red je konvergentan)

Ispuǌeni su uslovi za primenu prvog dela Borel-Kantelijeve leme.
Dakle,

P (lim supBn) = 0,

tj. u nizu X1, X2, . . . sa verovatno�om 0 realizuje se beskonaqno mnogo
duplih rekordnih vrednosti.

Primer 2.
Neka je X1, X2, . . . niz nenegativnih nezavisnih sluqajnih veliqina

apsolutno neprekidnog tipa sa istom raspodelom, gustinom g i funkci-
jom raspodele F .

Nalazimo

E(X) =

∫ ∞

0
x · g(x) dx =

∫ ∞

0
[1− F (x)] dx =

∫ ∞

0
P (X > x) dx =

=

∞∑
n=0

∫ n+1

n
P (X > x) dx.
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Zato je

E (X1) =
∞∑
n=0

∫ n+1

n
P (X1 > x) dx ≤

∞∑
n=0

∫ n+1

n
P (X1 > n) dx =

=

∞∑
n=0

P (X1 > n) = 1 +

∞∑
n=1

P (X1 > n) = 1 +

∞∑
n=1

P (Xn > n) ,

kao i

E (X1) =

∞∑
n=0

∫ n+1

n
P (X1 > x) dx ≥

∞∑
n=0

∫ n+1

n
P (X1 > n+ 1) dx =

=

∞∑
n=0

P (X1 > n+ 1) =

∞∑
n=1

P (X1 > n) =

∞∑
n=1

P (Xn > n) .

Prema tome imamo

∞∑
n=1

P (Xn > n) ≤ E(x) ≤ 1 +

∞∑
n=1

P (Xn > n) .

Pretpostavimo da je matematiqko oqekivaǌe E (X1) konaqno. Tada je
∞∑
n=1

P (Xn > n) konvergentan red. Primena prvog dela Borel-Kantelijeve

leme daje

P (lim supAn) = 0,

gde je An = {ω : Xn(ω) ≥ n}. Znaqi, tada se sa verovatno�om 0 realizuje
beskonaqno mnogo ”preskoka”[Xn > n]. Daǉe, imamo

0 = P (lim supAn) = P
(
lim inf An

)
= 1− P

(
lim inf An

)
,

odnosno P
(
lim inf An

)
= 1. To znaqi da sa verovatno�om 1 skoro sve

sluqajne veliqine Xn (sve osim ǌih konaqno mnogo) posti�u vrednosti
maǌe ili jednake n.

Neka je, pak, E (X1) = +∞. Tada je red
∞∑
n=1

P (An) =
∞∑
n=1

P (Xn > n)

divergentan. Kada uzmemo u obzir i pretpostavku o nezavisnosti niza
sluqajnih veliqina X1, X2, . . . , zakǉuqujemo da primena drugog dela Borel-
Kantelijeve leme daje slede�e:
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Sa verovatno�om 0 se iz niza (An) realizuje beskonaqno mnogo do-
ga�aja. Drugim reqima, sa verovatno�om 1 javǉa se beskonaqno mnogo
”preskoka”[Xn > n].

Neka je, daǉe, α > 0 proizvoǉno. Izvrximo podelu intervala (0,∞)
taqkama α, 2α, 3α, . . .. Primenom prethodnog postupka dobijamo:

α ·
∞∑
n=1

P (Xn > n · α) ≤ E (X1) ≤ α+ α ·
∞∑
n=1

P (Xn > n · α) .

Ako je E (X1) konaqno, onda to zajedno sa pretpostavǉenom nezavisnox-
�u sluqajnih veliqina X1, X2, . . . znaqi da se mo�e primeniti Borel-
Kantelijeva lema. Dakle,

P (lim supBn) = 0,

gde je Bn = {ω : Xn(ω) > nα}. Zato se sa verovatno�om 0 pojavǉuje be-
skonaqno mnogo preskakaǌa [Xn > nα], α > 0.

Obrnuto, ako je E (X1) = +∞, tada je

P (lim supBn) = 1,

pa se sa verovatno�om 1 ostvaruje beskonaqno mnogo preskakaǌa [Xn > nα],
α > 0.

Primer 3.
Opit je niz bacaǌa kocke. Neka doga�aj An znaqi da se u n-tom i

(n + 1)-om bacaǌu dobijaju strana 3 ili 6 (doga�aj Dn znaqi da se u
n-tom bacaǌu dobija 3 ili 6, a doga�aj Dn+1 znaqi da se u (n + 1)-om
bacaǌu dobija 3 ili 6). Znaqi,

P (An) = P (Dn ∩Dn+1) = P (Dn)P (Dn+1) =
1

3
· 1
3
=

1

9
,

P (AnAn+1) = P (Dn)P (Dn+1)P (Dn+2) =
1

3
· 1
3
· 1
3
=

1

27
,

1

27
= P (AnAn+1) ̸= P (An)P (An+1) =

1

9
· 1
9
,

pa doga�aji A1, A2, . . . nisu nezavisni. Dakle, kako je
∞∑
n=1

P (An) = +∞, ne

mo�e se primeniti Borel-Kantelijeva lema.
Posmatra�emo doga�aje B1, B2, . . ., gde Bn znaqi da se u (2n)-om i (2n+

1)-om bacaǌu pojavǉuje doga�aj D. Za ǌega imamo
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P (Bn) = P (D2n)P (D2n+1) =
1

3
· 1
3
=

1

9
,

P (BnBn+1) = [P (D2n)P (D2n+1)]
[
P
(
D2(n+1)

)
P
(
D2(n+1)+1

)]
=

1

3
· 1
3
· 1
3
· 1
3
,

P (BnBn+1) = P (Bn)P (Bn+1) ,

kao i, uopxte,

P (BnBn+k) = P (Bn)P (Bn+k) , k ≥ 1,

xto vodi zakǉuqku o nezavisnosti doga�aja B1, B2, . . ..

S obzirom na to da je
∞∑
n=1

P (Bn) = +∞, primena drugog dela Borel-

Kantelijeve leme daje:

P (lim supBn) = 1.

2.4 Analiza va�nosti pretpostavke o nezavisnosti
u Borel-Kantelijevoj lemi

Pozabavimo se sada ispitivaǌem koliko je uslov nezavisnosti niza
doga�aja, u drugom delu Borel-Kantelijeve leme, bitan. Odnosno, pro-
uqi�emo xta se sve mo�e dobiti ako taj uslov izostavimo. Sve �e to
biti ilustrovano na slede�a dva primera.

Primer 1.
Neka je Ω = [0, 1], neka je A σ-algebra Borelovih skupova iz [0, 1] i

neka je P Lebegova mera na [0, 1]. Tada je (Ω,A, P ) tzv. Lebegov jediniqni
prostor verovatno�a.

Definiximo niz doga�aja (An) na slede�i naqin:

An =

(
0,

1

n

)
, n ≥ 1.

Tada je (za k ≥ 1)

An ∩An+k =

(
0,

1

n

)
∩
(
0,

1

n+ k

)
= An+k,

P (An ∩An+k) = P (An+k) =
1

n+ k
,
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P (An)P (An+k) =
1

n
· 1

n+ k
,

dakle

P (An ∩An+k) ̸= P (An)P (An+k) ,

pa su doga�aji A1, A2, . . . zavisni.
Osim toga, imamo

P (lim supAn) = P

 ∞∩
n=1

∪
m≥n

Am

 =

= P

∪
m≥1

Am

 ∩

∪
m≥2

Am

 ∩

∪
m≥3

Am

 ∩ . . .

 = P (A1 ∩A2 ∩A3 ∩ . . .) =

= lim
n→∞

P (An) = lim
n→∞

1

n
= 0,

(gde je u zakǉuqivaǌu korix�eno i to da je niz A1, A2, . . . monotono
opadaju�i).

Dakle, ako izostavimo pretpostavku o nezavisnosti niza (An), a uslov

divergencije reda
∞∑
n=1

P (An) i daǉe va�i, onda verovatno�a limes supe-

riora ne samo da ne mora biti jednaka 1, ve� mo�e biti i jednaka 0.
Znaqi, iz navedenog niza doga�aja u datom primeru se sa verovatno�om
0 realizuje beskonaqno mnogo doga�aja.

Primer 2.
Posmatrajmo i daǉe Lebegov jediniqni prostor verovatno�a. Defini-

ximo niz doga�aja (Bn) na slede�i naqin:

Bn =

(
0,

1

n

)
∪ [1− α, 1] , n ≥ 1, 0 < α < 1.

Taj niz je monotono opadaju�i:

Bn ∩Bn+1 =

[(
0,

1

n

)
∪ [1− α, 1]

]
∩
[(

0,
1

n+ 1

)
∪ [1− α, 1]

]
=

=

(
0,

1

n+ 1

)
∪ [1− α, 1] = Bn+1,

i va�i
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P (Bn) =
1

n
+ α,

P (Bn+1) =
1

n+ 1
+ α,

P (Bn ∩Bn+1) = P (Bn+1) =
1

n+ 1
+ α ̸= P (Bn) · P (Bn+1) .

Dakle, niz (Bn) nije niz nezavisnih doga�aja. Odgovaraju�i red
verovatno�a je divergentan:

∞∑
n=1

P (Bn) =

∞∑
n=1

(
1

n
+ α

)
= +∞.

Drugi deo Borel-Kantelijeve leme se ne mo�e primeniti.
Me�utim,

P

 ∞∩
n=1

∪
k≥n

Bk

 = P

( ∞∩
n=1

Bn

)
= lim

n→∞
P (Bn) = lim

n→∞

(
1

n
+ α

)
= α.

Kada uzmemo u razmatraǌe oba prethodno data primera, mo�emo za-
kǉuqiti slede�e:

Ako za niz doga�aja (An) izostavimo pretpostavku o nezavisnosti,

tada iako je red verovatno�a
∞∑
n=1

P (An) divergentan, verovatno�a reali-

zacije beskonaqno mnogo doga�aja iz niza (An), ne samo da ne mora biti
jednaka 1, ve� mo�e biti bilo koji broj iz segmenta [0, 1].
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Nezavisnost u parovima i
prva uopxteǌa
Borel-Kantelijeve leme

3.1 Erdex-Renijevo uopxteǌe Borel-Kantelijeve
leme

Lako je zapaziti da zbog vrlo slabih uslova pri kojima va�i prvi
deo Borel-Kantelijeve leme, pokuxaji ǌenih uopxtavaǌa nisu od ve-
likog interesa.

Sa drugim delom Borel-Kantelijeve leme stvari stoje sasvim dru-
gaqije. Postoje interesantni radovi u kojima se uslov potpune nezavis-
nosti sluqajnih doga�aja zameǌuje nekim slabijim uslovima. Isto tako,
postavǉa se pitaǌe da li su mogu�a neka uopxteǌa u kojima verovatno�a
P (lim supAn) mo�e biti i maǌa od 1. U ta dva pravca su, upravo, najqex-
�e i vrxena istra�ivaǌa i uopxtavaǌa.

Prvi znaqajni rezultati na planu uopxtavaǌa drugog dela Borel-
Kantelijeve leme javǉaju se u radu Erdexa i Renija iz 1959. godine.
Oni su prvo izveli jedan opxti zakǉuqak, ne uvode�i nikakve pret-
postavke vezane sa potpunom nezavisnox�u ili nezavisnox�u u parovima.
Zatim su odatle, uvode�i pretpostavku o nezavisnosti u parovima umesto
potpune nezavisnosti, izveli kao specijalan sluqaj jedno uopxteǌe Bo-
rel-Kantelijeve leme.

Ti rezultati se ogledaju u slede�im dvema teoremama.
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Teorema 3.1.1. [Erdös, Rényi (1959)] Neka je (An) niz doga�aja takav da je
∞∑
n=1

P (An) = +∞ i

lim
n→∞

inf

n∑
j,k=1

P (AjAk)[
n∑

j=1
P (Aj)

]2 = 1. (3.1)

Tada je

P
(
lim
n→∞

supAn

)
= 1.

Dokaz. Oznaqimo sa In indikator doga�aja An. Tada je

In :

(
0 1

1− P (An) P (An)

)
,

E (In) = 0 · (1− P (An)) + 1 · P (An) = P (An) ,

i neka je Sn = I1 + I2 + . . .+ In, tada je

E (Sn) = E

 n∑
j=1

Ij

 =

n∑
j=1

E (Ij) =

n∑
j=1

P (Aj) ,

E
(
Sn

2
)
= E

 n∑
j=1

Ij

2

= E

 n∑
j=1

n∑
k=1

IjIk

 =
n∑

j=1

n∑
k=1

E (IjIk) =
n∑

j=1

n∑
k=1

P (AjAk) ,

D (Sn) = E
(
Sn

2
)
− [E (Sn)]

2 =

n∑
j=1

n∑
k=1

P (AjAk)−

 n∑
j=1

P (Aj)

2

.

Primenom Qebixevǉeve nejednakosti imamo

P {|Sn − E (Sn)| ≥ ε · E (Sn)} ≤ D (Sn)

ε2 · [E (Sn)]
2 ,

tj.

26



Glava 3. Nezavisnost u parovima i prva uopxteǌa...

P

{∣∣∣∣∣
n∑

k=1

Ik −
n∑

k=1

P (Ak)

∣∣∣∣∣ ≥ ε ·
n∑

k=1

P (Ak)

}
≤

n∑
j=1

n∑
k=1

P (AjAk)−

[
n∑

j=1
P (Aj)

]2

ε2 ·

[
n∑

j=1
P (Aj)

]2 ,

P

{∣∣∣∣∣
n∑

k=1

Ik −
n∑

k=1

P (Ak)

∣∣∣∣∣ ≥ ε ·
n∑

k=1

P (Ak)

}
≤ 1

ε2
·


n∑

j=1

n∑
k=1

P (AjAk)[
n∑

j=1
P (Aj)

]2 − 1


.

Na osnovu pretpostavke (3.1) sledi da je

lim
n→∞

inf P

{∣∣∣∣∣
n∑

k=1

Ik −
n∑

k=1

P (Ak)

∣∣∣∣∣ ≥ ε ·
n∑

k=1

P (Ak)

}
= 0.

Odavde je

lim
n→∞

inf P

{
n∑

k=1

Ik < ε ·
n∑

k=1

P (Ak)

}
= 0.

To znaqi da postoji niz prirodnih brojeva n1 < n2 < . . . takav da

∞∑
j=1

P

{ nj∑
k=1

Ik < ε ·
nj∑
k=1

P (Ak)

}
< +∞.

Na osnovu prvog dela Borel-Kantelijeve leme zakǉuqujemo da sa
verovatno�om 1 va�i

nj∑
k=1

Ik ≥ ε ·
nj∑
k=1

P (Ak) .

Na osnovu pretpostavke da je
∞∑
k=1

P (Ak) = ∞ sledi da
∞∑
k=1

Ik divergira sa

verovatno�om 1.
Prema tome, P

(
lim
n→∞

supAn

)
= 1, xto je i trebalo dokazati.
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Teorema 3.1.2. [Erdös, Rényi (1959)] Neka su doga�aji iz niza (An) nezavisni

u parovima i neka je
∞∑
n=1

P (An) = +∞. Tada va�i uslov (3.1) iz Teoreme

3.1.1. i zato je

P
(
lim
n→∞

supAn

)
= 1.

Dokaz. Na osnovu pretpostavke o nezavisnosti doga�aja u parovima imamo
da je P (AjAk) = P (Aj)P (Ak) ∀j, k, j ̸= k. Zbog toga je

n∑
j=1

n∑
k=1

P (AjAk)[
n∑

k=1

P (Ak)

]2 =

∑
j ̸=k

P (Aj)P (Ak) +
n∑

k=1

P (Ak)[
n∑

k=1

P (Ak)

]2 =

=

(∑
j ̸=k

P (Aj)P (Ak) +
n∑

k=1

[P (Ak)]
2

)
−

n∑
k=1

[P (Ak)]
2 +

n∑
k=1

P (Ak)[
n∑

k=1

P (Ak)

]2 =

=

[
n∑

k=1

P (Ak)

]2
−

n∑
k=1

[P (Ak)]
2 +

n∑
k=1

P (Ak)[
n∑

k=1

P (Ak)

]2 = 1 +

n∑
k=1

P (Ak) [1− P (Ak)][
n∑

k=1

P (Ak)

]2 <

< 1 +

n∑
k=1

P (Ak) · 1[
n∑

k=1

P (Ak)

]2 = 1 +
1

n∑
k=1

P (Ak)

−→ 1, n → ∞,

jer po pretpostavci
∞∑
n=1

P (An) = +∞.

Dokazali smo da va�i lim
n→∞

inf

n∑
j,k=1

P (AjAk)[
n∑

k=1

P (Ak)

]2 = 1, pa na osnovu Teoreme

3.1.1. zakǉuqujemo da je P
(
lim
n→∞

supAn

)
= 1.
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3.2 Dokaz Pavla Mladenovi�a

Videli smo da su Erdex i Reni do svojih rezultata uopxtavaǌa
Borel-Kantelijeve leme doxli putem zamene pretpostavke o nezavis-
nosti niza sluqajnih doga�aja pretpostavkom o nezavisnosti u parovima.
To su postigli dokazom jedne dovoǉno opxte leme, a zatim su odatle
kao specijalan sluqaj dobili svoj glavni rezultat. Dokaz profesora
Pavla Mladenovi�a izvodi se direktno (bez dokazivaǌa nekih prethod-
nih pomo�nih teorema).

Preciznije, va�i slede�a teorema:

Teorema 3.2.1. Ako je A1, A2, A3, . . . niz u parovima nezavisnih doga�aja za

koje va�i
∞∑
n=1

P (An) = +∞, onda je P (lim supAn) = 1.

Ako sa In oznaqimo indikator doga�aja An, tada je

In :

(
0 1

1− P (An) P (An)

)
, n = 1, 2, . . .

E (In) = 0 · (1− P (An)) + 1 · P (An) = P (An) = pn,

E
(
In

2
)
= P (An) = pn,

D (In) = E
(
In

2
)
− [E (In)]

2 = pn − pn
2 = pn (1− pn) .

Zato �emo pre�i na preformulaciju gore date teoreme:

Ako za niz A1, A2, A3, . . . u parovima nezavisnih doga�aja va�i
∞∑
n=1

E (In) =

+∞, onda je P

{ ∞∑
n=1

In = +∞
}

= 1.

Dokaz. Posmatrajmo sume Sn = I1 + I2 + . . .+ In, n ≥ 1. Tada je

E (Sn) = E

(
n∑

k=1

Ik

)
=

n∑
k=1

pk,

D (Sn) = E [Sn − E (Sn)]
2 = E

[
n∑

k=1

(Ik − pk)

]2
= E

 n∑
k=1

n∑
j=1

(Ik − pk) (Ij − pj)

 =
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=
n∑

k=1

E (Ik − pk)
2 + 2 ·

∑
1≤j<k≤n

E [(Ij − pj) (Ik − pk)] =

=

n∑
k=1

pk(1− pk) + 2 ·
∑

1≤j<k≤n

[E (Ij − pj)] [E (Ik − pk)] =

=
n∑

k=1

pk (1− pk) + 2 ·
∑

1≤j<k≤n

0 · 0 =
n∑

k=1

pk (1− pk) =

=

n∑
k=1

pk −
n∑

k=1

pk
2 ≤

n∑
k=1

pk = E (Sn) ,

σ (Sn) =
√

D (Sn) =

√√√√ n∑
k=1

pk (1− pk) ≤
√

E (Sn).

Lako je zapaziti da va�i slede�e

0 < σ (Sn) < D (Sn) < E (Sn) −→ ∞, n → ∞.

1

σ (Sn)
=

σ (Sn)

D (Sn)
>

σ (Sn)

E (Sn)
, n → ∞.

Primenom nejednakosti Qebixeva, za M > 0 dobijamo

P {|Sn − E (Sn)| ≥ M · σ (Sn)} ≤ 1

M2

i za dovoǉno veliko n i 0 < c < 1 va�i:

0 ≤ P {Sn ≤ c · E (Sn)} = P {Sn − E (Sn) ≤ (c− 1)E (Sn)} ≤

≤ P {|Sn − E (Sn)| ≥ (1− c)E (Sn)} =

= P

{
|Sn − E (Sn)| ≥

(1− c) · E (Sn)

σ (Sn)
σ (Sn)

}
≤

≤
[

σ (Sn)

(1− c)E (Sn)

]2
=

1

(1− c)2
·
[
σ (Sn)

E (Sn)

]2
=
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=
1

(1− c)2
· D (Sn)

E (Sn)
· 1

E (Sn)
−→ 0, n → ∞.

Dakle, ako je

qn ≡ P {ω : Sn ≤ c · E (Sn)} , 0 < c < 1,

tada qn → 0, n → ∞.

(Napomenimo da je u radu profesora Pavla Mladenovi�a uzeto c =
1

2
).

Na osnovu uqiǌenih pretpostavki, mi ne znamo da li je red
∞∑
n=1

qn kon-

vergentan ili divergentan. Me�utim, znamo da iz niza q1, q2, . . . mo�emo

izabrati podniz qn1 , qn2 , . . . za koji je
∞∑
k=1

qnk
< +∞.

Na osnovu prvog dela Borel-Kantelijeve leme dobijamo

P {lim sup [Snk
≤ c · E (Snk

)]} = 0, 0 < c < 1,

odnosno

P {lim inf [Snk
> c · E (Snk

)]} = 1, 0 < c < 1.

Dakle, sa verovatno�om 0 realizuje se beskonaqno mnogo od doga�aja
[Snk

≤ c · E (Snk
)], 0 < c < 1, odnosno, sa verovatno�om 1 realizuju se svi

sem konaqno mnogo od doga�aja [Snk
> c · E (Snk

)], 0 < c < 1.
Zapazimo, na kraju, da je niz (Sn) sa verovatno�om 1 monotono rastu�i

(neopadaju�i)

Sn+1 = Sn + In+1,

pa sledi da je

P {Sn → +∞, n → ∞} = P

{ ∞∑
n=1

In = +∞

}
= 1.
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Glava 4

Daǉa uopxteǌa
Borel-Kantelijeve leme

4.1 Pregled nekih uopxteǌa

Videli smo da se u originalnoj postavci drugog dela Borel-Kan-
telijeve leme koristi uslov potpune nezavisnosti doga�aja. U prvim
varijantama ǌenog uopxtavaǌa taj uslov je zameǌen nezavisnox�u u
parovima, xto predstavǉa uslov koji je znatno slabiji od uslova pot-
pune nezavisnosti.

Sada �emo prikazati i neka uopxteǌa koja koriste uslove koji su
jox slabiji od uslova nezavisnosti u parovima.

Prve rezultate u ovom smeru nalazimo ve� kod Erdexa i Renija u
ǌihovom radu iz 1959. godine. Oni su pokazali da se uslov nezavisnosti
u parovima mo�e zameniti slabijim uslovom

P (AkAj) ≤ P (Ak) · P (Aj) ,

za sve k i j takve da je k ̸= j. Pokazali su da je i tada

P (lim supAn) = 1.

Kasnije, Lamperti je 1963. godine pokazao da ako se uslov nezavis-
nosti u parovima zameni uslovom

P (AkAj) ≤ C · P (Ak)P (Aj) ,

za k, j > N i neke konstante C i N , tada �e biti
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P (lim supAn) > 0.

Jox jedno interesantno uopxteǌe drugog dela Borel-Kantelijeve leme
dali su Koen i Stoun (i istovremeno i nezavisno od ǌih Spicer) 1964.
godine. U ǌihovom uopxteǌu uslovi su nexto izmeǌeni i oslabǉeni u
odnosu na one date u radu Erdexa i Renija iz 1959. godine. Preciznije
reqeno, radi se o slede�oj teoremi:

Teorema 4.1.1. [Kochen, Stone (1964); Spitzer (1964)] Ako za niz (An) va�i
∞∑
n=1

P (An) = +∞ i

lim
n→∞

inf

n∑
j,k=1

P (AjAk)[
n∑

k=1

P (Ak)

]2 = L,

onda je

P (lim supAn) ≥
1

L
.

Lako je dokazati da je L ≥ 1.

Neka je In indikator doga�aja An. Oznaqimo Sn =
n∑

k=1

Ik. Oqigledno,

E (In) = P (An), E (Sn) = E

(
n∑

k=1

Ik

)
=

n∑
k=1

E (Ik) =
n∑

k=1

P (Ak) i E
(
Sn

2
)
=

E

(
n∑

k=1

Ik

)2

= E

(
n∑

j=1

n∑
k=1

IjIk

)
=

n∑
j=1

n∑
k=1

E (IjIk) =
n∑

j=1

n∑
k=1

P (AjAk) =
n∑

j,k=1

P (AjAk).

Iz nejednakosti Koxi-Buǌakovskog (Koxi-Xvarcove) ili iz osobine
disperzije zbira sluqajnih veliqina sledi

D (Sn) = E
(
Sn

2
)
− [E (Sn)]

2 =
n∑

j=1

n∑
k=1

P (AjAk)−

[
n∑

k=1

P (Ak)

]2
≥ 0,

tj.
n∑

j,k=1

P (AjAk) ≥
[

n∑
k=1

P (Ak)

]2
≥ 0, odnosno

n∑
j,k=1

P (AjAk)[
n∑

k=1

P (Ak)

]2 ≥ 1.

Zato je i

33



Glava 4. Daǉa uopxteǌa Borel-Kantelijeve leme

L ≡ lim
n→∞

inf

n∑
j,k=1

P (AjAk)[
n∑

k=1

P (Ak)

]2 ≥ 1.

Ortega i Xebor su 1983. godine dokazali slede�u teoremu:

Teorema 4.1.2. [Ortega, Wshebor (1983)] Ako za niz doga�aja (An) va�i
∞∑
n=1

= +∞ i

lim inf

∑
1≤j<k≤n

(P (AjAk)− P (Aj)P (Ak))[
n∑

k=1

P (Ak)

]2 ≤ 0,

tada je P (lim supAn) = 1.

Iz prethodnog teksta se vidi da su se prva uopxteǌa odnosila na za-
menu uslova nezavisnosti sluqajnih doga�aja A1, A2, . . . slabijim uslovom
- nezavisnox�u u parovima. Daǉa istra�ivaǌa odnosila su se na dve
vrste uopxteǌa. Prvi tip uopxteǌa bi se mogao svrstati u grupu uop-
xteǌa gde se uslov nezavisnosti u parovima (P (AjAk) = P (Aj)P (Ak))
zameǌuje nexto slabijim uslovom (P (AjAk) ≤ C · P (Aj)P (Ak) za neko
C ≥ 0). Drugi tip uopxteǌa odnosio se na zamenu uslova

lim
n→∞

inf

n∑
j=1

n∑
k=1

P (AjAk)[
n∑

k=1

P (Ak)

]2 = 1

konstatacijom da umesto 1 na desnoj strani mo�e stajati i neki drugi
pozitivan broj.

Najva�niji (i svakako najopxtiji) rezultati su dobijeni u radovima
V.V. Petrova iz 2002. i 2004. godine. No, da bismo ǌih mogli da
izlo�imo, potrebna nam je jedna lema Qunga i Erdexa.

4.2 Qung-Erdexova lema

Lema. [Chung, Erdös (1952)] Ako je (An) proizvoǉan niz doga�aja, onda je
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P

(
n∪

k=1

Ak

)
≥

[
n∑

k=1

P (Ak)

]2
n∑

k,j=1

P (AkAj)

Dokaz. Neka je Ik indikator sluqajnog doga�aja Ak, k = 1, 2, . . ., neka je
Sn = I1 + I2 + . . .+ In i Y = IA1∪A2∪...∪An. Tada primenom Koxi-Xvarcove
nejednakosti imamo

[E (SnY )]2 ≤ E
(
Sn

2
)
· E
(
Y 2
)
.

Kako je

SnY =

n∑
k=1

IkY =

n∑
k=1

Ik = Sn,

[E (SnY )]2 = [E (Sn)]
2 =

[
n∑

k=1

P (Ak)

]2
,

E
(
Sn

2
)
= E

( n∑
k=1

Ik

)2
 = E

 n∑
k=1

n∑
j=1

IkIj

 =

n∑
k=1

n∑
j=1

E (IkIj) =

=
n∑

k=1

n∑
j=1

P (AkAj) =
n∑

j=1

P (Aj) + 2 ·
∑

1≤k<j≤n

P (AkAj) ,

E
(
Y 2
)
= P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) .

Ovi rezultati daju[
n∑

k=1

P (Ak)

]2
≤

n∑
k,j=1

P (AkAj) · P

(
n∪

k=1

Ak

)
,

odnosno

P

(
n∪

k=1

Ak

)
≥

[
n∑

k=1

P (Ak)

]2
n∑

k,j=1

P (AkAj)

.
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4.3 Rezultati V.V. Petrova u uopxteǌima prvog
tipa

Osnovni rezultat ogleda se u ǌegovoj teoremi u radu iz 2002. godine.

Teorema 4.3.1. [Valentin V. Petrov (2002)] Neka je (An) niz sluqajnih

doga�aja za koji je
∞∑
n=1

P (An) = +∞ i P (AkAj) ≤ C · P (Ak)P (Aj) za sve

k, j > M , takve da je k ̸= j i za neke konstante C ≥ 1 i M . Tada je

P (lim supAn) ≥
1

C
.

Dokaz. Na osnovu Qung-Erdexove nejednakosti iz 1952. godine je

P

(
n∪

k=1

Ak

)
≥

(
n∑

k=1

P (Ak)

)2

n∑
k,j=1

P (AkAj)

.

Primenimo ovu nejednakost na odseqak
N∪

k=n

Ak. To daje

P

(
N∪

k=n

Ak

)
≥

(
N∑

k=n

P (Ak)

)2

N∑
k,j=n

P (AkAj)

=

(
N∑

k=n

P (Ak)

)2

N∑
k=j=n

P (AkAk) +
N∑

k,j=n
k ̸=j

P (AkAj)

≥

⇒ (za n ≥ M) ≥

(
N∑

k=n

P (Ak)

)2

N∑
k=n

P (Ak) +
N∑

k,j=n
k ̸=j

C · P (Ak)P (Aj)

=

=

(
N∑

k=n

P (Ak)

)2

N∑
k=n

P (Ak) + C ·
N∑

k,j=n
k ̸=j

P (Ak)P (Aj)± C ·
N∑

k=j=n

P (Ak)P (Ak)

=
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=

(
N∑

k=n

P (Ak)

)2

C ·
N∑

k,j=n
k ̸=j

P (Ak)P (Aj) + C ·
N∑

k=n

(P (Ak))
2

+

[
N∑

k=n

P (Ak)− C ·
N∑

k=n

(P (Ak))
2

] ≥

≥

(
N∑

k=n

P (Ak)

)2

[
C ·
(

N∑
k=n

P (Ak)

)2
]
+

[
N∑

k=n

C · P (Ak) (1− P (Ak))

] ≥

≥ 1

C ·

1 +

N∑
k=n

P (Ak) (1− P (Ak))(
N∑

k=n

P (Ak)

)2


≥ 1

C ·

1 +

N∑
k=n

P (Ak) · 1(
N∑

k=n

P (Ak)

)2


=

=
1

C ·

1 +
1

N∑
k=n

P (Ak)


.

Znaqi, dobili smo

P

(
N∪

k=n

Ak

)
≥ 1

C ·

1 +
1

N∑
k=n

P (Ak)


,

pa ako pustimo da N → ∞, n je fiksirano, ima�emo
∞∑
k=n

P (Ak) = +∞, kao

odseqak divergentnog reda, i dobijamo

lim
N→∞

inf P

(
N∪

k=n

Ak

)
≥ 1

C
,
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tj. P

( ∞∪
k=n

Ak

)
≥ 1

C
∈ (0, 1] jer je C ≥ 1.

Niz Bn =
∞∪
k=n

Ak je monotono opadaju�i B1 ⊃ B2 ⊃ . . . i zato pos-

toji lim
n→∞

Bn =
∞∩
n=1

Bn tj. lim
n→∞

P (Bn) = P

( ∞∩
n=1

Bn

)
= P

( ∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ak

)
=

P (lim supAn) ≥
1

C
.

S obzirom na to da limes ne zavisi od ponaxaǌa (prvih) konaqno
mnogo qlanova u ǌemu, u naxem sluqaju bi�e

P (lim supAn) ≥
1

C
.

Time je dokaz teoreme zavrxen.

4.4 Rezultati V.V. Petrova u uopxteǌima drugog
tipa

Teorema 4.4.1. [Valentin V. Petrov (2004)] Neka je (An) niz sluqajnih

doga�aja za koji je
∞∑
n=1

P (An) = +∞. Neka je H proizvoǉan realan broj i

neka je

2αH = lim
n→∞

inf

2 ·
∑

i≤j<k≤n

[P (AjAk)−H · P (Aj)P (Ak)][
n∑

k=1

P (Ak)

]2 .

Tada je

P (lim supAn) ≥
1

H + 2αH
.

Napomena: U originalnoj verziji, radi se bez mno�eǌa sa 2, tj. posmatra
se samo izraz αH , ali se to, ipak, kasnije mora uraditi.

Dokaz. Dokaz se sastoji iz nekoliko koraka.
I korak

Preraqunavamo brojilac u izrazu za 2αH . Dobijamo:

2·
∑

1≤j<k≤n

[P (AjAk)−H · P (Aj)P (Ak)] =

n∑
j,k=1
j ̸=k

P (AjAk)−H·
n∑

j,k=1
j ̸=k

P (Aj)P (Ak) =
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=

 n∑
j,k=1
j ̸=k

P (AjAk)±
n∑

k=j=1

P (AjAj)

−H·

 n∑
j,k=1
j ̸=k

P (Aj)P (Ak)±
n∑

k=j=1

P (Aj)P (Aj)

 =

=


 n∑
j,k=1
j ̸=k

P (AjAk) +
n∑

j=1

P (Aj)

−
n∑

j=1

P (Aj)

−

−H ·


 n∑
j,k=1
j ̸=k

P (Aj)P (Ak) +

n∑
k=j=1

(P (Aj))
2

−
n∑

k=j=1

(P (Aj))
2

 =

=


n∑

j,k=1

P (AjAk)−
n∑

j=1

P (Aj)

−H ·


n∑

j,k=1

P (Aj)P (Ak)

+H ·
n∑

j=1

(P (Aj))
2 .

Zato izraz za 2αH postaje

2 ·
∑

1≤j<k≤n

[P (AjAk)−H · P (Aj)P (Ak)][
n∑

j=1
P (Aj)

]2 =

n∑
j,k=1

P (AjAk)[
n∑

j=1
P (Aj)

]2 −

n∑
j=1

P (Aj)[
n∑

j=1
P (Aj)

]2−

−H ·

[
n∑

j=1
P (Aj)

]2
[

n∑
j=1

P (Aj)

]2 +H ·

n∑
j=1

[P (Aj)]
2

[
n∑

j=1
P (Aj)

]2 =

=

n∑
j,k=1

P (AjAk)[
n∑

j=1
P (Aj)

]2 − 1
n∑

j=1
P (Aj)

−H · 1 +H ·

n∑
j=1

[P (Aj)]
2

[
n∑

j=1
P (Aj)

]2 ,
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kako je
∞∑
j=1

P (Aj) = +∞, to znaqi da je

2αH = lim
n→∞

inf

2 ·
∑

1≤j<k≤n

[P (AjAk)−H · P (Aj)P (Ak)][
n∑

k=1

P (Ak)

]2 =

= lim
n→∞

inf

n∑
j,k=1

P (AjAk)[
n∑

j=1
P (Aj)

]2 − 0−H · 1 +H · 0,

tj. 2αH ≥ L−H, odnosno 2αH +H ≥ L, gde je L = lim
n→∞

n∑
j,k=1

P (AjAk)[
n∑

j=1
P (Aj)

]2 .
U paragrafu 4.1 dokazali smo da je L ≥ 1. Samim tim bi�e i

2αH +H ≥ 1.

Posebno, α0 ≥
1

2
i α1 ≥ 0.

II korak

Lema. Za svaki prirodan broj m ≥ 1 i svako fiksirano realno H je (pri
m < n)

2 · βH (m) = lim
n→∞

inf

2 ·
∑

m≤j<k≤n

[P (AjAk)−H · P (Aj)P (Ak)][
n∑

j=m
P (Aj)

]2 =

= lim
n→∞

inf

2 ·
∑

1≤j<k≤n

[P (AjAk)−H · P (Aj)P (Ak)][
n∑

j=1
P (Aj)

]2 ≡ 2αH ,

pod pretpostavkom da va�i uslov
∞∑
n=1

P (An) = +∞.
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To se dokazuje preraqunavaǌem izraza iz brojioca za 2βH
(m) i korix-

�eǌem qiǌenice da je m < n

n∑
j=m

aj =

 n∑
j=1

aj

−

m−1∑
j=1

aj

 .

III korak
Iz nejednakosti Qung-Erdexa iz 1952. godine imamo

(pri m < n) P

 n∪
j=m

Aj

 ≥

[
n∑

j=m
P (Aj)

]2
n∑

j,k=m

P (AjAk)

.

Preraqunavaǌe imenioca u ovoj nejednakosti daje

n∑
k,j=m

P (AjAk) =
n∑

j,k=m
j ̸=k

P (AjAk) +
n∑

j=m

P (AjAj) =

=

n∑
j,k=m
j ̸=k

P (AjAk) +

n∑
j=m

P (Aj)∓H ·
n∑

j,k=m
j ̸=k

P (Aj)P (Ak) =

=


n∑

j,k=m
j ̸=k

P (AjAk)−H ·
n∑

j,k=m
j ̸=k

P (Aj)P (Ak)

+


n∑

j=m

P (Aj)+

+ H ·
n∑

j,k=m
j ̸=k

P (Aj)P (Ak)

 =

=


n∑

j,k=m
j ̸=k

P (AjAk)−H ·
n∑

j,k=m
j ̸=k

P (Aj)P (Ak)

+


n∑

j=m

P (Aj)+

+H ·

 n∑
j,k=m
j ̸=k

P (Aj)P (Ak)±
n∑

j=k=m

P (Aj)P (Aj)


 =
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=


n∑

j,k=m
j ̸=k

P (AjAk)−H ·
n∑

j,k=m
j ̸=k

P (Aj)P (Ak)

+


n∑

j=m

P (Aj)+

+H ·

 n∑
j,k=m
j ̸=k

P (Aj)P (Ak) +

n∑
j=k=m

P (Aj)P (Aj)

−H ·
n∑

j=k=m

P (Aj)P (Aj)

 =

=


n∑

j,k=m
j ̸=k

P (AjAk)−H ·
n∑

j,k=m
j ̸=k

P (Aj)P (Ak)

+


n∑

j=m

P (Aj) +H ·

 n∑
j,k=m

P (Aj)P (Ak)

−

−H ·
n∑

j=m

[P (Aj)]
2

 =

=


n∑

j,k=m
j ̸=k

P (AjAk)−H ·
n∑

j,k=m
j ̸=k

P (Aj)P (Ak)

+

n∑
j=m

P (Aj)+

+H ·

 n∑
j=m

P (Aj)

2

−H ·
n∑

j=m

[P (Aj)]
2 .

Kada se vratimo sa ovim rezultatom u nejednaqinu Qung-Erdexa,
ima�emo

P

 n∪
j=m

Aj

 ≥

[
n∑

j=m
P (Aj)

]2
n∑

j,k=m

P (AjAk)

=
1

n∑
j,k=m

P (AjAk)[
n∑

j=m
P (Aj)

]2
=
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=



n∑
j,k=m
j ̸=k

P (AjAk)−H ·
n∑

j,k=m
j ̸=k

P (Aj)P (Ak)

[
n∑

j=m
P (Aj)

]2 +

n∑
j=m

P (Aj)[
n∑

j=m
P (Aj)

]2+

+H ·

[
n∑

j=m
P (Aj)

]2
[

n∑
j=m

P (Aj)

]2 −H ·

n∑
j=m

[P (Aj)]
2

[
n∑

j=m
P (Aj)

]2


−1

=

=



n∑
j,k=m
j ̸=k

P (AjAk)−H ·
n∑

j,k=m
j ̸=k

P (Aj)P (Ak)

[
n∑

j=m
P (Aj)

]2 +
1

n∑
j=m

P (Aj)

+

+H · 1−H ·

n∑
j=m

[P (Aj)]
2

[
n∑

j=m
P (Aj)

]2


−1

.

Prvi sabirak u posledǌoj jednakosti te�i 2αH (kad n → ∞, a m
je fiksirano). Drugi i qetvrti sabirak te�e nuli na osnovu polazne

pretpostavke da je
∞∑
n=1

P (An) = +∞. Zato je

P

 ∞∪
j=m

Aj

 ≥ 1

2αH + 0 +H · 1−H · 0
=

1

2αH +H
.

IV korak

Niz Bm =
∞∪

j=m
Aj je monotono opadaju�i kada m raste. Zato postoji

lim
n→∞

P (Bm) = P

( ∞∩
m=1

Bm

)
= P

 ∞∩
m=1

∞∪
j=m

Aj

 = P (lim supAn) .

Dakle, sledi da je
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P (lim supAn) ≥
1

2αH +H
.

Time je dokaz teoreme zavrxen.

4.5 Komentari vezani za rezultate V.V. Petrova

Pokaza�emo sada kako su prvobitno dobijena uopxteǌa zapravo speci-
jalni sluqajevi rezultata V.V. Petrova.

1◦

Teorema 4.5.1. Neka je (An) niz sluqajnih doga�aja za koji je
∞∑
n=1

P (An) =

+∞ i P (AkAj) ≤ P (Ak)P (Aj) za dovoǉno velike k i j takve da je
k ̸= j. Tada je

P (lim supAn) = 1.

Ovaj rezultat Erdexa i Renija iz 1959. godine je specijalan sluqaj
Teoreme 4.3.1. V.V. Petrova i dobija se za C = 1, jer u tom sluqaju
imamo da je

P (lim supAn) ≥
1

C
=

1

1
= 1,

a kako verovatno�a bilo kog doga�aja ne mo�e biti ve�a od 1, za-
kǉuqujemo da je P (lim supAn) = 1.

Primetimo da je nejednakost P (lim supAn) ≥ 1

H + 2αH
, u teoremi

V.V. Petrova iz 2004. godine, jasna. To pokazuje slede�i primer.

Neka je An = A, ∀n i P (A) = p > 0. Tada je

2αH = lim
n→∞

inf

2 ·
∑

1≤j<k≤n

[P (AjAk)−H · P (Aj)P (Ak)][
n∑

k=1

P (Ak)

]2 ,

2αH = lim
n→∞

inf


2 · n(n− 1)

2
·
(
p−Hp2

)
n2p2

 ,
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2αH = lim
n→∞

inf

{(
n2 − n

) (
p−Hp2

)
n2p2

}
,

2αH = lim
n→∞

inf

{(
1− 1

n

)(
1

p
−H

)}
=

1

p
−H, H + 2αH =

1

p
.

Kako je P (lim supAn) = P (A) = p, dobijamo

P (lim supAn) =
1

H + 2αH
.

U svim narednim razmatraǌima podrazumeva�emo da je

∞∑
n=1

An = +∞. (1)

2◦ Neka je H = 0. P (lim supAn) ≥
1

2α0
predstavǉa ve� pomenuti rezul-

tat Koena i Stouna iz 1964. godine kao i Spicera, jer pri uslovu

(1) nejednakosti P (lim supAn) ≥
1

L
i P (lim supAn) ≥

1

2α0
su ekviva-

lentne.

3◦ Neka je H = 1. Pri uslovu (1) je P (lim supAn) ≥ 1

γ
, gde je γ =

1 + 2α1. Ovo predstavǉa uopxteǌe rezultata Ortege i Xebora iz
1983. godine. Na osnovu dokaza V.V. Petrova iz 2004. godine

H + 2αH ≥ 1,

to znaqi da je γ ≥ 1, zbog qega je α1 ≥ 0.

To zapravo znaqi da je uslov

lim inf

n∑
1≤j<k≤m

P (AjAk)− P (Aj)P (Ak)[
n∑

k=1

P (Ak)

]2 ≤ 0

(xto mo�emo zapisati kao α1 ≤ 0) ekvivalentan uslovu α1 = 0, s
obzirom na to da smo imali i uslov α1 ≥ 0.
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4◦

Teorema 4.5.2. Ako je
∞∑
n=1

An = +∞ i P (AjAk) ≤ HP (Aj)P (Ak) za

sve k, j > N takve da je k ̸= j i neke konstante H ≥ 1 i N , onda je

P (lim supAn) ≥
1

H
.

U dokazu V.V. Petrova iz 2004. godine pokazali smo da je H+2αH ≥
1, a kako je H ≥ 1 i 2αH ≥ 1 −H, zakǉuqujemo da je αH ≤ 0, pa �e
samim tim i H + 2αH ≤ H.

Dokazali smo da je P (lim supAn) ≥ 1

H + 2αH
=

1

H + 0
=

1

H
, tj.

doxli smo do rezultata V.V. Petrova iz 2002. godine.

Znaqi, uopxteǌe iz 2002. godine je samo specijalan sluqaj uopxte-
ǌa iz 2004. godine.
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Glava 5

Primene Borel-Kantelijeve
leme u raznim vrstama
konvergencije

5.1 Skoro sigurna konvergencija

U ovom delu rada bavi�emo se pitaǌima nekih konvergencija nizova
sluqajnih veliqina. Zato �emo odmah konstatovati da skup onih ω za
koje niz (Xn) konvergira pripada σ-algebri A. Zaista, ako koristimo
Koxijev kriterijum konvergencije za nizove, imamo:

{
ω : postoji lim

n→∞
Xn (ω)

}
=
∩
ε>0

∪
n0∈N

∩
n≥n0

∩
m≥n0

{ω : |Xn(ω)−Xm(ω)| < ε} =

=
∩
k∈N

∪
n0∈N

∩
n≥n0

∩
m≥n0

{
ω : |Xn(ω)−Xm(ω)| < 1

k

}
∈ A.

Ukoliko, pak, znamo sluqajnu veliqinu X kojoj niz (Xn) konvergira,
tada imamo:

{
ω : lim

n→∞
Xn (ω) = X(ω)

}
=
∩
ε>0

∪
n0∈N

∩
n≥n0

{ω : |Xn(ω)−X(ω)| < ε} =

=
∩
k∈N

∪
n0∈N

∩
n≥n0

{
ω : |Xn(ω)−X(ω)| < 1

k

}
∈ A.
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Dakle, i skup onih ω za koje Xn(ω) konvergira ka X(ω) kada n → ∞
je sluqajni doga�aj iz σ-algebre A.

Za skoro sigurnu konvergenciju imamo slede�u definiciju.
Niz sluqajnih veliqina (Xn) konvergira skoro sigurno (konvergira sa

verovatno�om 1), ka sluqajnoj veliqini X ako va�i

P
{
ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

}
= 1.

Ekvivalentno tome je

P
{
ω : lim

n→∞
Xn(ω) ̸= X(ω)

}
= 0.

Za skoro sigurnu konvergenciju koristi se oznaka Xn
c.c.−→ X, n → ∞.

Ako Xn → X, n → ∞, to znaqi da za svako ε > 0 postoji broj (indeks)
n0 tako da za svako n ≥ n0 je |Xn(ω)−X(ω)| < ε. Zato skup D onih ω za
koje ovo va�i mo�emo izraziti kao

D =
∩
ε>0

∞∪
n0=1

∞∩
n=n0

{ω : |Xn(ω)−X(ω)| < ε} ,

odnosno kao

D =

∞∩
k=1

∞∪
n0=1

∞∩
n=n0

{
ω : |Xn(ω)−X(ω)| < 1

k

}
.

Zato u sluqaju skoro sigurne konvergencije imamo

P (D) = P

( ∞∩
k=1

∞∪
n0=1

∞∩
n=n0

{
ω : |Xn(ω)−X(ω)| < 1

k

})
= 1,

xto je ekvivalentno sa tim da za svako k ∈ N je

P

( ∞∩
n0=1

∞∪
n=n0

{
ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ 1

k

})
= 0.

S obzirom na to da je niz

An =

∞∪
n=n0

{
ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ 1

k

}
monotono opadaju�i, sledi da je posledǌi uslov ekvivalentan za svako
k sa
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lim
n→∞

P

( ∞∪
n=n0

{
ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ 1

k

})
= 0,

a to znaqi da je ekvivalentan za svako k sa uslovom

lim
n→∞

P

{
ω : sup

n≥n0

|Xn(ω)−X(ω)| ≥ 1

k

}
= 0.

To dovodi do slede�eg tvr�eǌa:

Teorema 5.1.1. Niz sluqajnih veliqina (Xn) konvergira skoro sigurno ka
sluqajnoj veliqini X ako i samo ako za svako ε > 0 va�i

lim
n→∞

P

{
ω : sup

n≥n0

|Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε

}
= 0.

Iz navedenog potrebnog i dovoǉnog uslova skoro sigurne konvergencije
sledi:

P

{
ω : sup

n≥n0

|Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε

}
=

= P

( ∞∪
n=n0

{ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε}

)
≤

≤
∞∑

n=n0

P {ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε} .

Zapazimo da posledǌa dobijena suma predstavǉa ostatak reda

∞∑
n=1

P {ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε} . (5.1)

To znaqi da mo�emo formulisati slede�e tvr�eǌe:

Teorema 5.1.2. Ako je za svako ε > 0 red (5.1) konvergentan, onda niz
sluqajnih veliqina (Xn) skoro sigurno konvergira ka sluqajnoj veliqini X.

Tako�e, va�i i slede�e tvr�eǌe:

Teorema 5.1.3. Ako je (εn) niz pozitivnih brojeva koji monotono opadaju�e

te�i nuli kada n → ∞ i
∞∑
n=1

P {ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε} < +∞, tada

Xn
c.c.−→ X, n → ∞.
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Zaista, ako je An = {ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ εn} i gorǌi red konvergira,
tada iz prvog dela Borel-Kantelijeve leme sledi da je

P
(
lim
n→∞

supAn

)
= 0,

odnosno

P

 ∞∩
n0=1

∪
n≥n0

An

 = P

 ∞∪
n0=1

∩
n≥n0

An

 =

= P

 ∞∪
n0=1

∩
n≥n0

{ω : |Xn(ω)−X(ω)| < εn}

 = 1

Znaqi, za skoro svako ω ∈ Ω postoji n0 tako da je |Xn(ω)−X(ω)| < εn
za sve n ≥ n0.

Kako εn ↓ 0, n → ∞, sledi da Xn (ω) → X(ω) za skoro svako ω ∈ Ω.
Slede�a teorema daje potreban i dovoǉan uslov skoro sigurne kon-

vergencije niza nezavisnih sluqajnih veliqina ka nuli.

Teorema 5.1.4. Neka je (Xn) niz nezavisnih sluqajnih veliqina. Tada va�i

Xn
c.c.−→ 0, n → ∞ ⇔ (∀ε > 0)

∞∑
n=1

P {|Xn| ≥ ε} < +∞.

Dokaz jednostavno sledi iz Teoreme 5.1.2 i zakǉuqka 4◦−II (strana 18).

�

Niz sluqajnih veliqina (Xn) je Koxijev skoro sigurno (ili fundamen-
talan skoro sigurno) ako va�i:

P {ω : |Xm(ω)−Xn(ω)| → 0, m, n → ∞} = 1,

tj.

P

 ∞∩
k=1

∞∪
n0=1

∩
m≥n0

∩
n≥n0

{
ω : |Xm(ω)−Xn(ω)| <

1

k

} = 1.

Va�i slede�e tvr�eǌe:
Niz sluqajnih veliqina je Koxijev skoro sigurno ako i samo ako je kon-

vergentan skoro sigurno.
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5.2 Konvergencija u verovatno�i

Napomenimo i to da se Borel-Kantelijeva lema mo�e primeǌivati i
u nekim drugim konvergencijama, na primer, u konvergenciji u verova-
tno�i. Navedimo prvo odgovaraju�e definicije.

Niz sluqajnih veliqina (Xn) konvergira u verovatno�i ka sluqajnoj
veliqini X, ako va�i:

(∀ε > 0) lim
n→∞

P {ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε} = 0.

Za konvergenciju u verovatno�i koristi se oznaka Xn
P−→ X, n → ∞.

Niz (Xn) je Koxijev u verovatno�i ili fundamentalan u verovatno�i,
ako

(∀ε > 0) P {|Xm −Xn| ≥ ε} → 0, m, n → ∞.

Va�i slede�e tvr�eǌe:

Teorema 5.2.1. Niz sluqajnih veliqina (Xn) konvergira u verovatno�i ako
i samo ako je fundamentalan u verovatno�i.

Dokaz. Neka Xn
P−→ X. Tada za svako ε > 0 va�i P {|Xn −X| ≥ ε} → 0.

Kako za ε > 0 va�i inkluzija

{|Xm −Xn| ≥ ε} ⊂
{
|Xm −X| ≥ ε

2

}
∪
{
|Xn −X| ≥ ε

2

}
,

a verovatno�a doga�aja na desnoj strani te inkluzije te�i nuli kad
m,n → ∞, to dobijamo P {|Xm −Xn| ≥ ε} → 0, m,n → ∞, tj. niz (Xn) je
fundamentalan u verovatno�i.

Obrnuto, neka je niz (Xn) fundamentalan u verovatno�i. Tada mo�emo
izabrati rastu�i niz (nk) prirodnih brojeva, tako da je

P

{∣∣Xnk+1
−Xnk

∣∣ ≥ 1

2k

}
<

1

2k
,

∞∑
k=1

P

{∣∣Xnk+1
−Xnk

∣∣ ≥ 1

2k

}
< +∞.

Na osnovu prvog dela Borel-Kantelijeve leme dobijamo da doga�aj

A =

∞∩
m=1

∞∪
k=m

{∣∣Xnk+1
−Xnk

∣∣ ≥ 2−k
}
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ima verovovatno�u 0.
To znaqi da za svako ω ∈ Ω \A postoji prirodan broj k0 = k0(ω) takav

da za svako k ≥ k0 va�i nejednakost

∣∣Xnk+1
(ω)−Xnk

(ω)
∣∣ ≤ 2−k.

Odatle sledi da je niz brojeva (Xnk
(ω)) konvergentan. Tada je sa

X(ω) =

{
lim
k→∞

Xnk
(ω), ako ω ∈ Ω \A,

0, ako ω ∈ A,

odre�ena sluqajna veliqina za koju va�i Xnk

c.c.−→ X, n → ∞. Kako je

{|Xn −X| > ε} ⊂
{
|Xn −Xnk

| ≥ ε

2

}
∪
{
|Xnk

−X| ≥ ε

2

}
,

to sledi da je niz (Xn) konvergentan u verovatno�i.

Doka�imo jox i slede�e tvr�eǌe:

Teorema 5.2.2. Ako Xn
P→ X, n → ∞, onda postoji niz (nk), takav da va�i

Xnk

c.c→ X, n → ∞.

Dokaz. Iz Xn
P→ X, n → ∞, sledi da za svako ε > 0 mo�emo na�i k tako

da je

P {|Xnk
−X| ≥ ε} ≤ 1

k2
.

Zato je
∞∑
k=1

P {|Xnk
−X| ≥ ε} ≤

∞∑
k=1

1

k2
< +∞.

Dakle, na osnovu Borel-Kantelijeve leme sledi da se ostvaruje samo
konaqno mnogo doga�aja |Xnk

−X| ≥ ε. Dakle, postoji k0 tako da za svako
k ≥ k0 je |Xnk

−X| < ε, a to znaqi da za skoro svako k je |xnk
− x| < ε, pa

zato sa verovatno�om 1 va�i

Xnk

c.c−→ X, k → ∞.
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5.3 Jaki zakoni velikih brojeva

Neka je (Xn) niz sluqajnih veliqina sa konaqnim matematiqkim oqeki-
vaǌima E (Xn), n = 1, 2, . . .. Posmatrajmo n-tu parcijalnu sumu

Sn = X1 +X2 + . . .+Xn, n = 1, 2, . . .,

aritmetiqku sredinu prvih n sluqajnih veliqina

1

n
Sn =

X1 +X2 + . . .+Xn

n
i aritmetiqku sredinu prvih n matematiqkih oqekivaǌa

1

n

n∑
k=1

E (Xk) =
E (X1) + E (X2) + . . .+ E (Xn)

n
.

U zakonima velikih brojeva posmatraju se nizovi

Yn =
1

n
Sn − 1

n
E (Sn) =

1

n

n∑
k=1

Xk −
1

n

n∑
k=1

E (Xk) n = 1, 2, . . .

U sluqaju konvergencije u verovatno�i:

Yn
P−→ 0, n → ∞,

tj.

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Xk −
1

n

n∑
k=1

E (Xk)

∣∣∣∣∣ ≥ ε

}
→ 0, kada n → ∞,

radi se o slabim zakonima velikih brojeva.
U sluqaju skoro sigurne konvergencije:

Yn
c.c−→ 0, n → ∞,

tj.

P

{
lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(Xk − E (Xk)) → 0, n → ∞

}
= 1,

radi se o jakim zakonima velikih brojeva.
Mi �emo se, upravo, ovde pozabaviti jakim zakonima velikih brojeva.
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Kada se u u
benicima iz teorije verovatno�e izla�u zakoni velikih
brojeva, obiqno se prvo dokazuje nejednakost Kolmogorova, o kojoj se
govori u slede�oj teoremi.

Teorema 5.3.1. Neka su X1, X2, . . . , Xn nezavisne sluqajne veliqine, takve

da za j ∈ {1, 2, . . . , n} va�i E (Xj) = 0, D (Xj) < +∞ i neka je Sk =
k∑

j=1
Xj.

Tada za svako ε > 0 va�i

P

{
max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε

}
≤

E
(
Sn

2
)

ε2
.

Posle toda dokazuju se slede�e dve teoreme (tzv. Kolmogorovǉev jaki
zakon velikih brojeva i Hinqinov jaki zakon velikih brojeva).

Teorema 5.3.2. (Kolmogorovǉev jaki zakon velikih brojeva) Neka je (Xn)

niz nezavisnih sluqajnih veliqina takav da va�i
∞∑
n=1

D (Xn)

n2
< +∞, tada

je

P

{
lim

1

n

∞∑
k=1

(Xk − E (Xk)) = 0

}
= 1,

tj.

1

n

∞∑
k=1

(Xk − E (Xk))
c.c.−→ 0, n → ∞.

Teorema 5.3.3. (Hinqinov jaki zakon velikih brojeva) Neka je (Xn) niz
sluqajnih veliqina sa istom raspodelom i konaqnim matematiqkim oqekiva-
ǌem jednakim m. Tada sa verovatno�om 1 va�i

1

n

n∑
k=1

Xk −→ m, n → ∞,

1

k
Sk

c.c.−→ m, k → ∞.

Iz Hinqinove teoreme se kao specijalan sluqaj izvodi Borelov jaki
zakon velikih brojeva:
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Teorema 5.3.4. Ako je Sn broj uspeha u n nezavisnih eksperimenata, pri
qemu je verovatno�a uspeha u svakom eksperimentu jednaka p, onda sa ve-

rovatno�om 1 va�i
Sn

n
→ p, n → ∞:

P

{
1

n
Sn → p, n → ∞

}
= 1.

Mi �emo ovde postupiti nexto drugaqije. Dokaza�emo direktnim
naqinom prvo Borelov, a zatim i Hinqinov zakon.

5.4 Dokaz Borelovog jakog zakona velikih brojeva

Mo�emo posmatrati niz nezavisnih indikatora uspeha doga�aja A u
seriji n nezavisnih eksperimenata, tj.

In :

(
0 1

1− p p

)
, p = P (A).

Tada je

E (In) = p, D (In) = p(1− p),

E (Sn) = E (I1) + E (I2) + . . .+ E (In) = n · E (I1) = n · p,

D (Sn) = D (I1) +D (I2) + . . .+D (In) = n ·D (I1) = n · p · (1− p).

Na osnovu nejednakosti Qebixeva u ovom sluqaju dobijamo:

P

{∣∣∣∣ 1n Sn − 1

n
E (Sn)

∣∣∣∣ ≥ ε

}
= P

{∣∣∣∣ 1n Sn − p

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ 1

ε2
·D
(
Sn

n

)
≤

≤ 1

ε2
· 1

n2
· n · p · (1− p) =

p · (1− p)

nε2
→ 0, n → ∞,

a to je tvr�eǌe Bernulijevog slabog zakona velikih brojeva.
On, dakle, znaqi da u smislu konvergencije u verovatno�i niz rela-

tivnih uqestalosti konvergira verovatno�i uspeha:

1

n
Sn

P−→ p, n → ∞.
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Me�utim, mi ovde �elimo da doka�emo i znatno jaqe tvr�eǌe. Po-

kaza�emo da
1

n
Sn skoro sigurno konvergira p kada n → ∞.

Primetimo da majorante
(
p(1− p)

nε2

)
sa desne strane u nejednakosti

Qebixeva jesu qlanovi divergentnog reda:

∞∑
n=1

P

{∣∣∣∣ 1n Sn − p

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤

∞∑
n=1

p(1− p)

nε2
= +∞.

Iz niza an =
1

n
, n = 1, 2, . . . mo�emo izvu�i podniz ank

, k = 1, 2, . . . za

koji �e biti
∞∑
k=1

p(1− p)

ε2
ank

< +∞, tj. za koji �e red biti konvergentan.

Na primer, mo�emo uzeti podniz ank
=

1

k2
, k = 1, 2, . . .. Tada nejednakost

Qebixeva daje

P

{∣∣∣∣ 1n2
Sn2 − p

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ 1

n4 · ε2
n2 · p · (1− p) =

p(1− p)

n2ε2
,

a kako za svako ε > 0 va�i

∞∑
n=1

P

{∣∣∣∣ 1n2
Sn2 − p

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤

∞∑
n=1

p(1− p)

n2ε2
< +∞,

na osnovu prvog dela Borel-Kantelijeve leme dobijamo da je

P
(
lim
n→∞

supAn

)
= 0,

odnosno P

{∣∣∣∣ 1n2
Sn2 − p

∣∣∣∣ ≥ ε beskonaqno mnogo puta
}

= 0. To znaqi da

P

{
1

n2
Sn2 → p, n → ∞

}
= 1, odnosno u sluqaju podniza qn =

1

n2
imamo

zakǉuqak: Niz relativnih uqestalosti
1

n2
Sn2 skoro sigurno te�i teori-

jskoj verovatno�i p.
Postavǉa se pitaǌe da li ovaj zakǉuqak mo�e da se prenese i na sve

indekse k koji nisu potpuni kvadrati prirodnih brojeva. Zapazimo da
je tada k uvek izme�u neka dva susedna potpuna kvadrata. Uzmimo

k ∈
{
n2 + 1, n2 + 2, . . . , (n+ 1)2 − 1

}
i konstatujmo da je niz Sn neopadaju�i:
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Sk+1 = Sk + Ik+1.

Zato je
Sk

k
≤ Sk+1

k
≤

S(n+1)2

k
=

S(n+1)2

(n+ 1)2
· (n+ 1)2

k
, pa zbog n2 + 1 ≤ k ≤

(n+ 1)2 − 1 = n2 + 2n je

n2 + 1

(n+ 1)2
≤ k

(n+ 1)2
≤ (n+ 1)2 − 1

(n+ 1)2
<

(n+ 1)2

(n+ 1)2
= 1

1 <
(n+ 1)2

k
≤ (n+ 1)2

n2 + 1
→ 1, n → ∞.

Zakǉuqujemo da
(n+ 1)2

k
→ 1, n → ∞. Kako

1

n2
Sn2 → p, n → ∞,

zakǉuqujemo da za svako k va�i:

Sk

k
→ p, k → ∞

Time je dokaz Borelovog zakona zavrxen.

�

5.5 Dokaz Hinqinovog jakog zakona velikih bro-
jeva

U sluqaju Hinqinovog zakona dokaz se mo�e izvesti na slede�i naqin:
Neka je (Xn) niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom raspodelom

kod kojih je E (Xn) = m, D (Xn) = σ2, σ (Xn) = σ. Tada nejednakost
Qebixeva daje

P

{∣∣∣∣ 1n Sn − 1

n
E (Sn)

∣∣∣∣ ≥ ε

}
= P

{∣∣∣∣ 1n Sn −m

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ 1

ε2
·D
(
1

n
Sn

)
=

=
1

n2ε2
·D (Sn) =

1

n2ε2
·

n∑
k=1

D (Xk) =
1

ε2n2
· n ·D (X1) =

σ2

ε2n
.

Red majoranata je divergentan:

∞∑
n=1

P

{∣∣∣∣ 1n Sn − 1

n
E (Sn)

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤

∞∑
n=1

σ2

ε2 · n
= +∞.
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Iz niza an =
1

n
mo�emo izabrati podniz, npr. ank

=
1

k2
za koji �emo

imati P

{∣∣∣∣ 1n2
Sn2 −m

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ σ2

ε2
· 1

n2
,

∞∑
n=1

P

{∣∣∣∣ 1n2
Sn2 −m

∣∣∣∣ ≥ ε

} ∞∑
n=1

≤ σ2

ε2
· 1

n2
< +∞.

Borel-Kantelijeva lema tada tvrdi da se iz niza doga�aja{
ω :

∣∣∣∣ 1n2
Sn2 −m

∣∣∣∣ ≥ ε

}
realizuje bekonaqno mnogo ǌih sa verovatno�om nula, tj. sa verovatno-

�om 1 �e za skoro sve vrednosti n biti
∣∣∣∣ 1n2

Sn2 −m

∣∣∣∣ ≤ ε.

Drugim reqima

1

n2
Sn2

c.c−→ m, n → ∞.

Postavǉa se sada pitaǌe da li ovo va�i i za sve indekse izme�u pot-
punih kvadrata tj. za k ∈

{
n2 + 1, n2 + 2, . . . , (n+ 1)2 − 1

}
=
{
n2 + 1, n2 + 2, . . . , n2 + 2n

}
,

n ≥ 1. Da bismo to ispitali, definiximo maksimalnu razliku izme�u
centriranih vrednosti za Sk i Sn2. Preciznije reqeno, neka je

Dn2 = max
n2+1≤k≤(n+1)2−1

∣∣(Sk − k ·m)−
(
Sn2 − n2 ·m

)∣∣ .
Za te vrednosti Dn2, nejednakost Qebixeva za svako ε > 0 daje

P

{∣∣∣∣ 1n2
Dn2

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ 1

ε2
· E
(

1

n2
Dn2

)2

=
1

n4ε2
E (Dn2)2 =

=
1

n4ε2
max

n2+1≤k≤(n+1)2−1

(
E
(
Sk − Sn2 −

(
k − n2

)
m
))2

.

Preraqunavaǌe dobijene desne strane daje

E
[
(Sk − Sn2)−

(
k − n2

)
m
]2

=

= E
[
(Sk − Sn2)2 − 2 ·

(
k − n2

)
m (Sk − Sn2) +

(
k − n2

)2
m2
]
=

= E (Sk − Sn2)2 − 2 ·
(
k − n2

)
mE (Sk − Sn2) +

(
k − n2

)2
m2 =
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=
[
D (Sk − Sn2) + (E (Sk − Sn2))2

]
− 2

(
k − n2

)
m
(
k − n2

)
m+

(
k − n2

)2
m2 =

=
(
k − n2

)
σ2 +

(
k − n2

)2
m2 −

(
k − n2

)2
m2 =

(
k − n2

)
σ2.

Zato je

E
(
D2

n2

)
= max

n2+1≤k≤(n+1)2−1
E
[
(Sk − k ·m)−

(
Sn2 − n2 ·m

)]2 ≤
≤

(n+1)2−1∑
k=n2+1

E
[
(Sk − k ·m)−

(
Sn2 − n2 ·m

)]2
=

=
[
(n+ 1)2 − 1− (n2 + 1)

]
E
[
(Sk − k ·m)−

(
Sn2 − n2 ·m

)]2
=

= 2n ·
(
k − n2

)
σ2 ≤ 2n ·

(
n2 + 2n− n2

)
σ2 = 4n2σ2,

odnosno

P

(∣∣∣∣ 1n2
Dn2

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ 1

n4ε4
· 4n2σ2 =

4σ2

ε2
· 1

n2
,

pa se postupkom koji je analogan onom iz prethodnog paragrafa za-
kǉuquje da

1

n2
Dn2

c.c.−→ 0, n → ∞.

Daǉe imamo∣∣∣∣Sk − k ·m
k

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Sk

k
−m

∣∣∣∣ ≤ |Sn2 |+ |Dn2 |
k

≤ |Sn2 |
n2

+
|Dn2 |
n2

,

pa kako oba sabirka te�e nuli, to nas vodi zakǉuqku

Sk

k
−m

c.c.−→ 0, k → ∞, odnosno
Sk

k

c.c.−→ m, k → ∞,

za sve vrednosti k.
Time je dokaz Hinqinovog jakog zakona velikih brojeva zavrxen. �
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Glava 5. Primene Borel-Kantelijeve leme...

Kao xto se iz dokaza teorema u posledǌa dva paragrafa vidi, u
mnogim sluqajevima bitno intervenixe neki od delova Borel-Kanteli-
jeve leme. To pokazuje da je ǌen znaqaj u graniqnim teoremama teorije
verovatno�e veoma bitan.
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