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Predgovor

Mada se ideja grafova veoma davno pojavila, problem vizualizacije grafova
dugo nije bio formalizovan. Zbog znacaja grafova, pojava automatizivanih i
poluautomatizovanih tehnika za crtanje grafova je veoma vazna. Ove tehnike
daju crtanje grafa na osnovu opisa grafa. Postoji mnogo razlic¢itih vrsta crtanja
kako za opste grafove, tako i za specijalne vrste grafova. U zavisnosti od vrste
crtanja i od vrste grafa varira kompleksnost algoritama za crtanje.

U ovom radu ée biti opisane tri metode za crtanje grafova (dve metode za
crtanje opstih grafova i jedna metoda za crtanje planarnih grafova). U glavi
,,Uvod” je predstavljen uvod u problematiku crtanja grafova. U glavi ,,Osnovni
pojmovi i notacija” je dat pregled teorijskih osnova koje su potrebne za rad sa
grafovima i njihovo crtanje. U glavi ,,Crtanje opstih grafova” su predstavljene
dve metode za crtanje opstih grafova — lu¢no-slojevita metoda i baricentri¢na
metoda, dok je u glavi ,,Pravolinijsko crtanje planarnih grafova” predstavljena
jedna metoda za pravolinijsko crtanje planarnih grafova — metoda pomeraja.
Ove tri metode su implementirane u okviru bilbioteke koja je razvijena kao deo
ovog rada. Pored samih metoda za crtanje grafova, u ovoj biblioteci je im-
plementiran i veliki broj metoda koji se ne odnosi na crtanje grafova. Detalji
implementacija algoritama za crtanje grafova su predstavljeni u glavi ,,Imple-
mentacija algoritama za crtanje grafova”. U glavi ,,Pregled postojecih alata” je
dat pregled alata i biblioteka koji se mogu koristiti za crtanje grafova. Poslednje
dve glave cine ,,Zakljuécci i dalji rad” i ,,Primeri”.






Glava 1

Uvod

Graf se sastoji od skupa temena i skupa grana (svaka grana moze da spaja
najvise dva temena). Ljudi od davnina koriste grafove da bi predstavili ideje,
koncepte, strukture, itd. Crtanje grafa se moze razmatrati kao crtanje dija-
grama, koji se sastoji od skupa objekata koji odgovaraju temenima i linija koje
spajaju te objekte. Crtanje grafa je vrsta vizualizacije informacija koje taj graf
predstavlja.

1.1 Istorija crtanja grafova

Taéno poreklo grafova nije poznato. Mada se Ojleru-u' pripisuju zasluge
za prve rezultate teorije grafova 1736. godine, crtezi grafova su bili koriséeni i
mnogo pre njega. Te 1736. godine, Ojler je resio problem poznat kao problem
sedam mostova Konigsberg-a (eng. Seven Bridges of Kionigsberg). Ovaj problem
je bio inspirisan stvarnim mestom i situacijom. Naime, grad Konigsberg? (Slika
1.1 na strani 8), koji je tada pripadao Pruskoj se nalazi na Pregel reci. U
okviru grada se nalaze dva ostrva koja su spojena medusobno i sa kopnom sa
sedam mostova. Pitanje je bilo da li je moguce kretati se tako da se svaki most
prede tacno jednom i da se dode ponovo u tacku iz koje se krenulo. Smatra se
da je resenje ovog problema prva teorema u teoriji grafova. Inace, odgovor na
ovo pitanje je odric¢an, jer ne postoji odgovarajuéi Ojlerov put® (eng. Eulerian
circuit)*. U dokazu ove teoreme, Ojler je formulisao problem u okvirima teorije
grafova. U prvom koraku je eliminisao sve iz problema osim kopna i mostova,
a zatim je zamenio svako deo kopna tackom, koju je nazvao temenom, a svaki
most linijom koju je nazvao granom (Slika 1.2 na strani 8).

Pored ovog problema, Ojler je otkrio formulu koja danas nosi ime po njemu,
a koja definise odnos izmedu broja temena, ivica i strana u ravanskom grafu.

Industrijska potreba za crtanjem grafova se javila kasnih 60-tih godina XX
veka, kada je crtanje komponenti velikih elektronskih Sema postalo previse kom-

!Leonhard Paul Euler (1707 - 1783) — §vajcarski matematicar i fizicar.

2danasnji Kaljiningrad u Rusiji

3Qjlerova putanja (eng. Eulerian path) je putanja u grafu takva da je svako teme poseéeno
tacno jednom. Sli¢no Ojlerov put je Ojlerova putanja koja pocinje i zavrSava se u istom
temenu

4Zapravo, od 2005. godine odgovor na ovo pitanje je potvrdan, jer je sagraden jos jedan
most
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Kasiwoyenga

Slika 1.2: Ojlerova formulacija problema

pleksno za crtanje rukom. Veé tada se pocelo sa pisanjem algoritama koji bi
ovaj zadatak automatizovali. Zanimljivo je da je jedan od problema koji je bio
posebno interensatan u to vreme (a i danas je) bio problem kreiranja jednos-
trane stampane ploce (eng. single layered PCB (Printed Circuit Board)). Naime,
s obzirom da je kod ove vrste Stampanih plo¢a moguce pravljenje veza samo sa
jedne strane potrebno je obezbediti da se veze na njoj ne seku. Ukoliko ovaj
problem razmatramo kao problem crtanja grafa, to znac¢i da je potrebno opisati
planarni graf koji odgovara elektri¢noj Semi te plo¢e (u ovu svrhu se koristi ortog-
onalno crtanje (strana 39)). Krajem 80-ih godina, pojavila se potreba za gener-
isanjem crteza grafova koji ¢e zadovoljiti neke estetske kriterijume, uglavnom u
cilju vizuelnog prezentovanja informacija u tehnici i proizvodnom procesu. U
poslednjih nekoliko godina, polje crtanja grafova je veoma razvijeno. Od 1993.
godine, svake godine se, odrzava internacionalna konferencija® na temu crtanja
grafova.

Ukratko, cilj crtanja grafa jeste dobijanje pogodne reprezentacije grafa tako
da je struktura grafa lako razumljiva. Uz to, crtanje bi trebalo da zadovolji neke
estetske kriterijume bitne za kontekst strukture koju graf reprezentuje.

5International Symposium on Graph Drawing



1.2 Primene crtanja grafova 9

1.2 Primene crtanja grafova

Crtanje grafova ima primene u mnogim oblastima nauke i tehnologije (a i
sire). U ovom poglavlju ¢e biti predstavljene neke od oblasti u kojima se grafovi
veoma Cesto koriste:

e Dizajniranje (eng. floorplaning)

— VLSI dizajn — u ovom slucaju, ulaz je ravanski graf .S, koji pred-
stavlja funkcionalne entitete ¢ipa, koji se nazivaju modulima, kao i
veze medu tim modulima. Svako teme grafa S predstavlja modul, a
grane medu temenima su veze izmedu modula. Izlaz ovog problema
za ulazni graf S jeste deljenje pravougaone oblasti poligona u manje
pravougaonike. Uz to, ukoliko su dva modula spojena vezom, tada
pravougaonici koji njima odgovaraju moraju biti susedni tj. moraju
imati zajednicku ivicu (ovo je primer kori§éenja pravougaonog crtanja
(vidi stranu 40)).

— Arhitektonski tlocrt — i u ovom slucaju radi se o slicnom prob-
lemu. Prilikom gradnje nekog objekta, raspored prostorija u njemu
moze biti prikazan preko grafa, gde svaka soba predstavlja jedno
teme, a susednost soba je predstavljena granom grafa. Za ovaj prob-
lem se moze koristiti pravougaono crtanje (vidi stranu 40) ili box-
pravougaono crtanje (vidi stranu 41).

e Socijalne mreze - socijalna mreza predstavlja socijalnu strukturu koja
se sastoji od temena (koja predstavljaju individue ili organizacije), koja su
medusobno povezana jednom ili razli¢itim vrstama veza (koje mogu pred-
stavljati vrednosti, vizije, ideje, prijateljstvo, itd). Rezultujuée strukture
su Cesto veoma slozene.

e Kartografija

e Simuliranje molekularne strukture — veoma ¢esto se u farmaceutskoj
industriji analizira molekularna struktura poredenjem ilustracija njihove
2D strukture. Koris¢enjem pogodnih grafova koji odgovaraju ovim struk-
turama, ovaj zadatak moze znacajno da se pojednostavi, jer se na taj
nacin slicnosti i razlike izmedu razlicitih crteza mogu mnogo lakse uociti.

e Softverska industrija — grafovi se veoma Cesto koriste za vizuelizaciju
mnogih koncepata u ovoj oblasti. Prilikom dizajna velikih, kompleksnih
objektno orijentisanih sistema, grafovima se mogu prikazati struktura
problema. Temena u takvim grafovima predstavljaju strukture, klase,
pakete, itd. Veze medu ovim entitetima su predstavljene granama grafova.
Ovi entiteti su najcesce predstavljeni jednostavnim geometrijskim figu-
rama (pravougaonicima, krugovima) razlicitih boja. Linije su predstavl-
jene na razli¢ite nac¢ine (razlicitim bojama, razli¢itim oblikom) da bi na
pravi nacin oslikale odnos izmedu entiteta (nasledivanje, na¢in koriséenja,
itd). Na ovaj nac¢in odrzavanje i upotreba ovako velikih sistema je veoma
pojednostavljena. Danas postoje alati koji automatski generisu grafove
na osnovu ovakvih struktura.
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Vizuelizacija grafovima se veoma ¢esto koristi i u dizajnu bazi podataka.
Tako na primer, u entitet-odnos modelu® (eng. entity-relationship model),
metodu koji se koristi za semanticko modeliranje baze, graf se koristi da
bi se ovaj proces olaksao. FEntitet koji predstavlja diskretni objekat je
zapravo teme grafa i u zavisnosti od vrste entiteta predstavljen je na ra-
zlicite nacine, razli¢itim geometrijskim figurama (pravougaonikom, rom-
bom, elipsom, itd), dok je veza izmedu entiteta grana tog grafa. U zavis-
nosti od vrste odnosa izmedu entiteta, grane su predstavljene na vizuelno
razlicite nacine.

e Teorija grafova — i u samoj teoriji grafova je veoma bitno da graf bude
,,lepo” nacrtan. Vazno je da crtez bude takav da se sa njega vidi sto vise
strukturalnih osobina grafa - na primer, povezanost, broj ciklusa, da li
graf pripada nekoj od poznatih klasa grafova (kompletni, bipartitni, sta-
blo, itd), zatim simetrije, postojanje interesantnih podgrafova, da je graf
eventualno dobijen primenom neke od operacija nad grafovima, stepeni
temena, da li neka temena imaju mnogo zajednickih suseda, itd.

e Ostale nauke — u prakti¢cnom svim naukama, grafovi se obilato koriste
radi prikaza odnosa medu entitetma koje te nauke proucavaju: sociologiji,
psihologiji, biologiji, istoriji, geografiji, itd. Koriséenje grafova u ovim
oblastima omogucava uocavanje odnosa koji bi inace teze bili uoceni ili
mozda uopste ne bi bili uoceni.

Ovo su samo neke od oblasti koje grafove koriste da bi olaksale prikaz nekih
odnosa medu entitetima. U zavisnosti od koncepta problema, razne vrste crtanja
se mogu koristiti, bilo u kombinaciji, bilo pojedina¢no. Sa razvojem hardvera,
kao i razlicitih algoritama za crtanje grafova, sve je vise alata koji ovaj proces
mogu automatizovati ili poluautomatizovati.

6Model koje je 1976. godine predlozio Dr. Pin-Shan Chen.



Glava 2

Osnovni pojmovi i notacija

U ovoj glavi ¢e biti date neke osnovne definicije i teoreme teorije grafova.
One ¢e biti koriséene u ostatku rada.

2.1 Grafovi i multigrafovi. Podgrafovi. Putevi i
ciklusi. Lanci.

Definicija 2.1.1 Graf je uredeni par (V, E) dva skupa. Elemente skupa V nazi-
vamo temena, dok su elementi skupa E grane. Svaka grana predstavalja par (ne
obavezno razlicitih) temena. Ukoliko su skupovi Vi E konacni, onda i za graf
kazemo da je konacan. Grana koja je odredena jednim istim temenom je petlja.
Graf kod kog skup E sadrzi iste elemente nazivamo multigraf, dok za granu koja
se u tom grafu pojavljuje vise puta kaZemo da je visestruka. Graf bez petlji i
visestrukih grana se jo§ naziva prost graf.

U nastavku ovog rada ¢emo grafom nazivati prost graf, ukoliko ne postoji
mogucnost zabune.

Kazemo da grana spaja dva temena kojima je (u skladu sa prethodnom
definicijom) odredena. Cesto skup temena grafa G oznacavamo sa V(G), a
skupa njegovih grana sa E(G). Broj temena grafa G Cesto oznacavamo sa n, tj.
n=|V]|.

Granu koja spaja temena u i v iz G oznacavamo sa (u,v), ili uv. Ako
vazli wv € F, tada kazemo za temena u i v da su susedna (eng. adjacent) u
G, a za granu uv kazemo da je incidentna (eng. incident) sa temenima wu i v.
Takode, za teme u kazemo da je sused temena v i obratno. Stepen (eng. degree)
d(v,G) temena v u grafu G je broj grana incidentnih sa v u grafu G. Cesto
se radi jednostavnosti stepen temena oznacava sa d(v). Sa A(G) oznatavamo
maksimalni stepen svih temena u G i zovemo ga maksimalni stepen grafa G.

Primer 2.1.1 Graf G na slici 2.1(a) je graf koji ima 7 temena i 9 grana. Vazi
d(v1) = 2. Temena vy i vo su susedna temena. Grana ey je incidentna temenima
vy i vg. Vazi A(G) =4.

Definicija 2.1.2 Podgraf grafa G = (V, E) je graf G' = (V', E'), takav da je
VICV iE CFE. Ako G’ sadrzi sve grane iz G koje spajaju temena iz V', tada
G’ nazivamo podgrafom indukovanim sa V' (eng. subgraph induced by V'). Ako
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V2 V3

(a) (b)

Slika 2.1: (a) Graf G; (b) Podgraf G’ grafa G indukovan temenima
U1, V2, VU3,V4, Us

je V! =V, tada G' zovemo povezujuéim podgrafom (eng. spanning subgraph)
od G.

Primer 2.1.2 Na slici 2.1(b) je prikazan graf G' koji je podgraf grafa G in-
dukovan temenima vy, vs, U3, V4, Us.

Cesto nove grafove konstruisemo tako §to od postojeéih brisemo temena.
Ako je v teme grafa G = (V, E), tada je G — v podgraf od G, koji je dobijen
brisanjem temena v i svih grana incidentnih sa v iz grafa G. Opéstije, ukoliko
je V' podskup od V, tada je G — V' podgraf od G koji je dobijen brisanjem
svih temena iz V' i svih grana koje su incidentne sa temenima iz V' iz grafa G.
Prema tome, G — V’ je podgraf od G indukovan sa V' — V’. Sli¢no, ukoliko je e
grana grafa G, tada je G — e podgraf od G dobijen brisanjem grane e. Opstije,
ukoliko je E' C E, tada je G — E' podgraf od G, dobijen iz G brisanjem svih
grana iz F.

Definicija 2.1.3 Setnja (eng. walk) vo,e1,v1,...,v—1,e1,v u grafu G je naiz-
menicéni niz temena i grana iz G, koji poc¢inje i zavrsava se temenom, i u kojem

je svaka grana incidentna dvema temenima — temenu koje je neposredno ispred
grane i temenu koje je neposredno iza grane. Ako su temena vg,v1, ...,V Ta-
zlicita (osim eventualno temena vg,v;), tada Setnju nazivamo putem (eng. path)

1 ona se obicno oznacava ili nizom temena vg,v1, . .., v ili nizom grana ey, es, . .., €.
Duzina puta je l, za jedan manja od broja temena u putu. Put, odnosno Setnja

je zatvorena ukoliko je vg = v1. Zatvoreni put koja sadrzi barem jednu granu se
naziva ciklusom (eng. cycle).

Definicija 2.1.4 Neka je P = vy, v1,v2,...,041, | > 1 put grafa G takav da
je d(vo) > 3,d(v1) = d(vz2) = ... = d(v;) = 2 i d(vi41) > 3. Tada potput
P’ = vy,v9,...,v puta P nazivamo lancem od G (eng. chain). Temena vy i
V141 nazivamo nosacima (eng. supports) lanca P’.
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Definicija 2.1.5 Za dva lanca kazZemo da su susedna ako imaju zajednicke
nosace.

Ci

C

Cs

Ca

Slika 2.2: Ravanski graf G koji sadrzi 11 lanaca

Primer 2.1.3 Na slici 2.2 se nalazi ravanski graf G (Definicija 2.3.2 na strani
17) koji sadrzi 11 lanaca (Cy — C11). Temena koja predstavljaju nosace lanaca
su obojena svetlijom bojom. Lanci Cy i Cy su susedni lanci.

2.2 Povezanost. Stabla i Sume. Kompletni i bi-
partitni grafovi.

Definicija 2.2.1 Graf G je povezan (eng. connected), ukoliko za proizvoljna
dva temena u i v postoji put izmedu u i v u G. Graf koji nije povezan je
nepovezan (eng. disconnected). (Povezana) komponenta (eng. connected com-
ponent) grafa G je njegov maksimalni povezani podgraf.

Primer 2.2.1 Na slici 2.3(a) je dat primer jednog povezanog grafa G. Na slici
2.3(b) je dat primer nepovezanog grafa G — vy (dobijen brisanjem temena vy),
koji ima dve povezane komponente.

Definicija 2.2.2 Povezanost (eng. connectivity) k(G) grafa G je minimalni
broj temena, ¢ije brisanje rezultuje nepovezanim grafom ili grafom koji se sastoji
od samo jednog temena Ky (eng. single-vertex graph). Za graf G kaZemo da je
k-povezan (eng. k-connected), ukoliko vazi k(G) > k.

Definicija 2.2.3 Skup temena u povezanom grafu G nazivamo separatorom
(eng. separator) ili (eng. vertez-cut), ukoliko brisanje tih temena iz grafa G
rezultuje nepovezanim grafom ili grafom koji se sastoji samo od jednog temena.
Ako separator sadrzi samo jedno teme, tada to teme nazivamo teme razdvajanja
(eng. cut-vertex). Ukoliko separator sadrZi dva temena, tada ih nazivamo par
razdvajanja (eng. separation pair).
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Slika 2.3: (a) povezan graf G; (b) nepovezan graf G — vy sa dve povezane
komponente (zaokruzene su isprekidanim linijama)

Definicija 2.2.4 Stablo je povezani graf bez ijednog ciklusa.

Korensko stablo (eng. rooted tree) je stablo u kome se jedno teme razlikuje
od ostalih. To teme se naziva koren (eng. root) stabla. Koren stabla se obi¢no
crta na vrhu. Ako korensko stablo razmatramo kao usmereni graf kod koga je
svaka grana usmerena odozgo na dole, tada je svako teme wu razli¢ito od korena
povezano sa nekim drugim temenom p, koje nazivamo roditeljem (eng. parent).
Teme u nazivamo detetomn (eng. child) temena p. Roditelja nekog temena crtamo
iznad tog temena. List (eng. leaf) je teme stabla koje nema nijedno dete. Un-
utrasnje teme (eng. internal vertez) je teme koji ima jedno ili vise dece. Prema
tome, svako teme u stablu je ili list ili unutrasnje teme. Odnos dete-roditelj,
moze biti prosiren na pretke i potomke. Pretpostavimo da je ui,us,...,u; niz
temena u stablu i da vazi da je uy roditelj od wusg, koje je roditelj od us i tako
dalje. Tada teme u; zovemo pretkom temena u;, a teme u; nazivamo potomkom
temena u;. Koren je predak svakog temena u stablu i svako teme je potomak
korena.

Primer 2.2.2 Na slici 2.4 je dat primer jednog stabla. Koren stabla je v;.
Teme vy je dete temena vi, dok je vy roditelj vy, vs je potomak vs, vs je un-
utrasnje teme. Listovi stabla su obojeni svetlije.

Definicija 2.2.5 Graf bez ciklusa se naziva Suma.

Svaka povezana komponenta Sume je stablo. Povezujuéi podgraf grafa G se
naziva stablo grafa G, ukoliko je taj podgraf stablo. Drvo povezanog grafa G se
naziva povezujule stablo (eng. spanning tree) grafa G.

Definicija 2.2.6 Graf kod kojeg je svaki par razlicitih temena susedan se naziva
kompletan graf (eng. complete graph). Kompletni graf sa n temena se oznacava
sa K,,.

Definicija 2.2.7 Neka se skup temena V grafa G = (V, E) moZe podeliti u
dva disjunktna skupa Vi i Va, tako da svaka grana grafa G spaja teme iz skupa



2.2 Povezanost. Stabla i Sume. Kompletni i bipartitni grafovi. 15

' Vo

Slika 2.4: Primer stabla

V1 sa temenom iz skupa Va. Graf G u tom slucaju zovemo bipartitan graf
(eng. bipartite graph). Ako je svako teme iz skupa Vi spojeno sa svakim temenom
iz skupa Va, tada graf G zovemo kompletnim bipartitnim grafom (eng. complete
bipartite graph) i oznacavamo ga sa Ky, gde je s = |Vi|, a r = |Val.

(a) (b)

Slika 2.5: (a) kompletan graf Ks; (b) bipartitan graf K3

Primer 2.2.3 Na slici 2.5(a) je prikazan kompletni graf Ks, dok je na slici
2.5(b) K33 prikazan bipartitni graf Ks 3.

Definicija 2.2.8 Razlaganje (eng. subdividing) grane (u,v) grafa G je operacija
u kojoj se grana (u,v) brise, a umesto nje se dodaje put u(= wy), w1, wa,

vy Wi,
v(= wiy1), kroz nova temena wy, wa, ..., wg, k > 1, stepena dva.
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Definicija 2.2.9 Za graf G kaZemo da je razlaganje (eng. subdivision) grafa
G’, ukoliko je G dobijen od grafa G’ razlaganjem nekih grana iz G'.

@ L 4
(a) (b)

Slika 2.6: (a) razlaganje grafa Ks; (b) razlaganje grafa K 3

Primer 2.2.4 Na slici 2.6(a) je dat primer razlaganja grafa Ks, dok je na slici
2.6(b) dat primer razlaganja grafa Ks 3.

2.3 Planarni grafovi. Ojlerova formula.

Definicija 2.3.1 Graf je planaran ako moze biti utopljen (eng. embedded) u
ravan, na takav nacin da mu se nikoje dve grane ne seku, osim u temenu kome
su obe incidentne.

Treba primetiti da planarni graf moze da ima eksponencijalni broj utapanja.

Jedna od najlepsih teorema u teoriji grafova je teorema Kuratovskog!, koja
daje karakterizaciju planarnih grafova preko ,,zabranjenih grafova”. Sama karak-
terizacija je iznenadujuce jednostavna.

Teorema 2.3.1 (Kuratovski 1930) Graf je planaran akko ne sadrzi razla-
ganje od Ks, niti razlaganje od K3 3.

Kao sto se moze videti iz ove teoreme, da bi se pokazalo da je graf planaran
potrebno je i dovoljno dokazati da ne sadrzi razlaganje K5, kao ni razlaganje
K3 3. Primena ove teoreme nije prakti¢na, jer bi algoritam koji bi proveravao
da 1i je graf planaran koristeé¢i ovu teoremu radio u eksponencijalnom vremenu,
medutim ova teorema je bila prva koja je dala karakterizaciju planarnih grafova.

Svojevremeno je, ova teorema bila poznata pod imenom teorema Pontrja-
gin?-Kuratovski, zbog stava da je dokaz ove teoreme prvi dao Pontrjagin u nekim
svojim neobjavljenim radovima.

I Kazimierz Kuratowski (1896 - 1980), poljski matematicar
2Lev Semenovich Pontryagin (1908 - 1988), ruski matematicar
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Definicija 2.3.2 Ravanski graf (eng. plane graf) je planarni graf sa fiksiranim
utapanjem u ravni.

Ravanski graf mozemo razmatrati kao planarni graf koji je ve¢ nacrtan u
ravni. Ravanski graf takode mozemo posmatrati i kao planarni graf sa defin-
isanim preslikavanjima iz skupa temena u skup tacaka u ravni i iz skupa grana u
skup krivih u ravni, takvih da su krajnje tacke tih krivih dobijene preslikavanjem
temena koje te krive spajaju. Pri tom te krive nemaju zajednickih tacaka osim
krajnjih tacaka. Ravanski graf deli ravan na regione koji se nazivaju strane
(eng. faces). Neomedena oblast ravni se naziva spoljasnja strana (eng. outer
face) grafa G. Granica strane je u opstem slu¢aju zatvorena Setnja, a ukoliko
je G 2-povezan i ima najmanje tri temena, tada je ciklus. Granica spoljasnje
strane se naziva spoljasnja granica (eng. outer boundary) od G i oznacava se
sa Cy(G). Ukoliko je Co(G) ciklus, tada se naziva spoljasnji ciklus (eng. outer
cycle). Teme v na grafu G nazivamo spoljasnjim temenom (eng. outer vertex)
ukoliko je v € Cy(G). U suprotnom, v je unutrasnje teme (eng. inner vertex)
od G. Na slican nac¢in definiSemo spoljasnju wicu (eng. outer edge) i unutrasnju
vicu (eng. inner edge) grafa G.

Prirodno pitanje koje se namece u radu sa grafovima je u kakvom su odnosu
elementi jednog grafa: temena, grane i strane. Kao sto je ve¢ ranije pomenuto,
Ojler je dokazao teoremu koja se bavi ovim pitanjem.

Teorema 2.3.2 (Ojler 1750) Neka je G povezani ravanski graf i neka su sa
n, m i f redom oznacena temena, grane i strane grafa G. Tada vaZi:

n—m+f=2

Dokaz: Dokaz izvodimo indukcijom po m. Pretpostavimo da G ima m
grana. Ovde razlikujemo dva slicaja. Tvrdenje oc¢igledno vazi za m = 0 i
m = 1. Pretpostavimo da je m > 2 i da je tvrdenje tacno za sve povezane
ravanske grafove koji imaju manje od m grana.

Ukoliko je G drvo, tada G ima teme v, za koje vazi da je d(v) = 1. Povezani
ravanski graf G —v ima n — 1 temena, m — 1 grana i f = 1 strana, pa na osnovu
induktivne pretpostavke vazi:

m=1)—(m—-1)+f=2

odakle sledi:
n—m-—f=2

Ukoliko G nije drvo, znac¢i da G ima granu e koja se nalazi na ciklusu. U
tom sluc¢aju povezani ravanski graf G — e ima n temena, m — 1 ivica i f — 1
strana, pa direktno iz induktivne pretpostavke sledi:

n—m+f=2

O

Definicija 2.3.3 Za planarni graf G kaZemo da je maksimalan, ukoliko ne moze
da mu se doda ni jedna grana, a da on ostane planaran.
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Iz ove definicije neposredno sledi da je u svakom ravanskom utapanju mak-
simalnog planarnog grafa sa n > 3 temena, granica svake strane trougao, pa se
stoga utapanje ovakvog grafa naziva triangulirani planarni graf. Mada graf u
opstem slucaju moze imati do n(n — 1)/2 grana, to ne vazi za planarne grafove.

Pored Ojlerove teoreme (Teorema 2.3.2 na strani 17) i sledeca teorema se
bavi odnosom temena i ivica.

Teorema 2.3.3 Neka je G planaran graf sa n > 3 temena i m grana. Tada
vazi:

m<3n—=6
Jednakost vazi ukoliko je G maksimalni planarni graf.

Dokaz: Bez smanjivanja opstosti mozemo pretpostaviti da je G maksimalni
planarni graf (u suprotnom maksimalni planarni graf mozemo dobiti dodavan-
jem ivica, bez dodavanja temena, sve dok ne dobijemo maksimalni planarni
graf).

Razmatrajmo ravansko utapanje grafa G. Svaka strana je omedena sa tacno
tri ivice, dok je svaka ivica izmedu ta¢no dve strane. 1z toga sledi da je 3f = 2m.
Primenom teoreme 2.3.2 dobijamo:

m=3n—06

O

2.4 Strukture podataka za reprezentovanje grafa

U ovom poglavlju ¢e biti predstavljeni razli¢iti nacini reprezentovanja grafa,
kao i njihove mane i prednosti. Algoritmi i strukture podataka koje ovde budu
predstavljene ¢e biti predstavljene na nivou pseudojezika, dok ¢e sama imple-
mentacija ovih metoda i struktura podataka biti predstavljena kasnije u radu.

Pre nego $to bude predstavljene strukture podataka za reprezentovanje grafova,
uveséemo nekoliko koje su nam neophodne za to. Ove strukture podataka ¢emo
kasnije koristiti u implementaciji algoritama.

Vektor je skup promenljivih koje se obi¢no ¢uvaju kao (1-dimenzioni) niz,
dok matrica 2-dimenzioni niz. Glavna prednost rada sa vektorima (i matricama)
je u ¢injenici da se njihovim elementima moze direktno pristupati preko indeksa,
koji jednoznacno odreduje element.

Lista je kao strukturu podataka koja se sastoji od homogenih slogova koji
su linearno povezani. U zavisnosti od vrste lista, svaki slog sadrzi jednu ili vise
struktura (promenljivih) u kojima se skladiste sami podaci, kao i jedan ili vise
pokazivaca. Razlikujemo razne vrste listi:

e jednostruko povezane
e dvostruko povezane
o kruzne

U nastavku teksta ¢e posebno biti koris¢ene dvostruko povezane liste. Kod
ovih listi, svaki slog sadrzi pokaziva¢ na prethodni, kao i pokaziva¢ na slede¢i
slog. Ovo svojstvo nam omogucava da mozemo dodati nove elemente ili obrisati
prethodne, bez poznavanja pozicije prethodnog elementa.

Dve specifiéne vrste jednostruko povezanih lista su:
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o stek (eng. stack)
e red (eng. queue)

Stek je lista kod koje je dozvoljeno unoSenje i brisanje elemenata samo sa
jednog kraja te liste koji se naziva vrh steka. Stek se Cesto naziva i LIFO lista
(eng. last in, first out), jer vazi pravilo da element koji je poslednji unet je ele-
ment koji se prvi brise. Za razliku od steka, red je lista kod koje je unosenje novih
elemenata dozvoljeno samo na jednom kraju, koji se naziva rep reda (eng. tail),
dok je brisanje dozvoljeno samo na drugom kraju, koji se naziva glava reda
(eng. head). 1z ovog razloga, redovi se Gesto nazivaju i FIFO listama (eng. first
in, first out). Obe ove vrste listi (i stek i red) se realizuju pomoéu pokazivaca koji
pokazuju na vrh, rep ili glavu liste (u zavistnosti od vrste liste koju koristimo).

Slozenost nekog algoritma definisemo kao funkciju ulaza algoritma. Postavlja
se pitanje sta razmatrati kao ulaz algoritma koji radi sa grafovima. Da bi
reprezentovali graf u ra¢unaru moramo ga prvo kodirati kao niz simbola iz fik-
sirane azbuke. U tom slucaju duzina tog niza je ulaz algoritma koji radi sa
grafovima.

Sada dolazimo do pitanja kako kodirati graf u neki niz simbola neke fik-
sirane azbuke, odnosno kako predstaviti graf u ra¢unaru. Mada graf mozemo
predstaviti na mnogo razli¢itih na¢ina, dva nacina reprezentovanja se najvise
koriste:

e malrica susedstva (eng. adjacency matriz)

e lista susedstva (eng. adjacency list)

Graf G = (V, E) mozemo predstaviti matricom susedstva A = (a; ;), koju
konstruisemo tako da vazi:

Qi j = 1, za (UZ‘,’Uj) S
a;; =0, inacCe

Postoje prednosti i mane rada sa matricama susedstva. Na primer, ukoliko
je G prost graf, tada su elementi na glavnoj dijagonali matrice A svi jednaki
nuli, a ona je simetri¢na. Mana ove reprezentacije je velika potrebna memorija.
Naime, za predstavljanje grafa od n temena, potreban je prostora veli¢ine O(n?).
Naravno, ovo je veoma neekonomicéno, pogotovo ukoliko graf nema mnogo grana.
Takode, pretraga svih suseda temena v zahteva n koraka, cak i ukoliko je stepen
d(v) znatno manji od n.

S druge strane, prednost ove reprezentacije je Cinjenica da je odgovor na
pitanje da li grana (v;,v;) € E direktan, odnosno sve §to treba proveriti je da li
je a; ; = 1. Ukoliko jeste, to znaci da (v;,v;) € E. Sli¢no, brisanje grane (v;, v;)
je takode trivijalno, sve §to treba uraditi je postavljanje a; ; na 0.

Drugi naéin predstavljanja grafa je preko listi susedstva. Ovaj nacin se
ceSce koristi, jer je ¢esto znatno bolji za rad sa grafovima. Listu susedstva
konstruisemo tako $to za svako teme v € V', pamtimo i skup svih suseda N (v).
Ovi skupovi se pamte kao liste (primer 2.4.1 na strani 20) Adj(v). Za razliku
od matrica susednost, prostor potreban za listu susedstva je:

O (1 +4d(v))) = O(n+m)

veV
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Ocigledno je da je ova reprezentacija grafova mnogo ekonomié¢nija, sto posebno
dolazi do izrazaja ukoliko graf nema mnogo grana. Pored toga, pretraga svih
suseda jednog temena se moze obaviti u d(v) koraka kroz listu Adj(v).

Primer 2.4.1 Na slici 2.7 je prikazan graf G. Kao Sto je receno, on moze biti
reprezentovan matricom susedstva (slika 2.9) ili listom susedstva (slika 2.8).

Slika 2.7: Graf G sa 8 temena

U svakom slucaju, od vrste problema koju treba reSavati moze se koristi
jedna odnosno druga struktura podataka. U biblioteci koja dolazi uz ovaj rad
moguce je raditi i sa matricama susedstva i sa listama susedstva.

Postavlja se pitanje koju veli¢inu koristiti za aproksimaciju grafa. S obzirom
da mozemo pretpostaviti da je m > n/2, m mozemo koristiti za aproksimaciju
velicine grafa. U slucaju planarnih grafova, za aproksimaciju veli¢ine grafa se
najcéesée koristi n, jer na osnovu teoreme 2.3.3, vazi m < 3n. Prema tome,
za analizu kompleksnosti planarnih grafova koristimo n, a za analizu grafova u
opstem slucaju koristimo i n i m.

Kao §to ¢emo videti u sledeé¢im glavama najvise $to mozemo ocekivati od
algoritma za rad sa grafovima je da bude linearne kompleksnosti O(n + m).

2.5 Obilazak grafa. DFS i BFS obilazak.

Algoritmi za obilazak grafova predstavljaju neke od osnovnih algoritama za
rad sa grafovima. Pored ¢injenice da se mogu koristiti za prolazak kroz sva
temena grafa, oni se koriste i za neke druge specificne algoritme. Postoje dva
osnovna algoritma za obilazak grafa:

e DFS (eng. Depth First Search) — obilazak grafa po dubini;

e BF'S (eng. Breadth First Search) — obilazak grafa po Sirini.
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1[o}—{s[e—{7[e}—{c[o}—{3][e}—2]e]
2[of—{1[e}—3]e[—f4[e|—f5[e}—s]e]
3[efF—{4[o}—{2]e}—f1]e]—]6]e]
4 [of—{s[eo|—{o[e|—{3[e}—N¢]e]
s[of—{2[e—{4[e}—fo[o}—{7[e}—{s]e]

N

6 (o} —{s[o}—{4[o}—{s]e}—{i[e}—{7]e]
7[of—(s]o}—}s5[e|—fec[e}—]1]e]
8 [oF—A2]o}—5]e}—{7[e|—fi]e]

Slika 2.8: Lista susedstva grafa G

[0 1 1 0 0 1 1 17
1 0111001
11010100
01 101100
01 010111
10111010
1 0001101

| 110010 1 0]

Slika 2.9: Matrica susedstva grafa G

Kod oba ova metoda, svaka grana se prolazi ta¢no jednom u oba smera (kada
se prvi put ,,pose¢uje” neko teme i kada se ,,vra¢a” od tog temena). Prema tome,
oba algoritma su linearne slozenosti.

Osnovna ideja DFS algoritma je da se temena obilaze na sledeé¢i nacin. Oda-
beremo pocetno teme v. Pretpostavimo da je x poslednje pose¢eno teme. Pre-
tragu nastavljamo odabirom neke neistrazene grane (z,y), koja je incidentna
sa x. Ukoliko je y teme koje je ve¢ obideno, tada biramo neku drugu granu
koja je neistrazena, a incidentna je sa x. Ukoliko teme y nije obideno, tada ga
obilazimo i pretragu nastavljamo od temena y. Posto zavrsimo pretragu kroz
sve puteve koje pocinju u y, pretragu vratamo na teme x — teme sa koga je
y i prvi put obideno. Algoritam se nastavlja sve dok ima neobidenih temena.
Na osnovu opisa algoritma, jasno je zaSto se zove algoritam pretrage grafa po
dubini — sve dok je to moguée, po dubini se rekurzivno biraju nova (neobidena)
temena, kada to vise nije moguce, algoritam se vraca unazad iz rekurzije i tako
sve dok se ne obidu sva temena.

Kada se DFS algoritam primeni na neusmereni graf G = (V, E), ovaj algori-
tam skup grana E deli na dva skupa: T'1 B. U opstem slucaju skup 7T predstavlja
povezujuéu sumu od G. Ukoliko je G povezan, T predstavlja povezujuce stablo.
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Granu (z,y) smestamo u T ukoliko je teme y obideno po prvi put iz temena
xz. Grane iz T nazivamo grane stabla (eng. tree edges). Sve preostale grane
smeStamo u B. Te ivice iz skupa B zovemo povratne grane (eng. back edges).

Algoritam 2.5.1 DFS algoritam za obilazak grafova

procedure DFSQ);
begin
T=0;
for each v in V do
oznaci v sa "novo";
while postoji v in V oznaceno sa "novo" do
Trazi(v);
end

procedure Trazi(v);

begin
oznaci v sa "staro";
for each w in Adj(v) do

begin
if w je oznaceno sa "novo" then
begin
Dodaj (v,w) u T;
Trazi(w);
end;
end;

end;

Za razliku od DFS algoritma za obilazak grafa, koji ide po dubini, odnosno
obilazak grafa ,,ide” rekurzivno dok god je to moguée, BFS algoritam obilazi
graf na nacin koji je vise sistematski. Temena se obilaze po nivoima.

Na pocetku biramo proizvoljno teme i upisujemo ga u red temena @ koja
treba obi¢i. Tokom rada algoritma, briSemo teme = sa reda @ i pretrazujemo
listu susedstva Adj(z). Tom prilikom u red @ unosimo sve susede od = koji
nisu bili do sada uneseni u . Radi jednostavnosti, mozemo pretpostaviti da je
graf povezan. U suprotnom, BFS algoritam primenjujemo na (povezane) kom-
ponente grafa. BFS algoritam deli skup grana F povezanog grafa u povezujuce
stablo T' i skup povratnih grana B.

Algoritam 2.5.2 BFS algoritam za obilazak grafova

procedure BFSQ);
begin
T=0;
Q=prazan red;
for each v in V do
oznaci v sa "nije dostignuto";
Odaberi proizvoljno teme r iz V kao pocetno teme
i dodaj r u Q;
oznaci r sa "dostignuto";
LEVEL (r)=1;
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while Q nije prazan do
begin
x=glava(Q);
Q=Q-x;
Pretrazi(x);
end;
end;

procedure Pretrazi(x)

begin
for each y in Adj(x) do
begin
if y je oznaceno sa "nije dostignuto" then
begin
Dodaj granu (x,y) u T;
LEVEL (y)=LEVEL (x)+1;
Dodaj y u Q;
Oznaci y sa "dostignuto";
end;
end;
end;

Vidimo da se kod ovog algoritma pretraga grafa odvija na drugi nac¢in —
pretraga po Sirini. Prvo se pretraze sva temena na jednom nivou. Tek kada su
sva temena na jednom nivou posecena, prelazi se na slede¢i nivo i tako dok se ne
obide svako teme. Ovaj algoritam je za razliku od rekurzivnog DFS algoritma
iterativne prirode.

T drvo koje se dobija tokom rada BFS algoritma ima sledeca svojstva:

e svaka grana iz (G, bez obzira da li pripada T ili B skupu spaja temena ¢iji
se nivoi razlikuju najvise za jedan;

e nivo temena v jednak je duzini (broju grana) najkraceg puta od korena r
do w.

2.6 Strukture podataka za reprezentovanje pla-
narnih grafova

Mada se za rad sa planarnim grafovima mogu koristiti iste strukture kao i
za rad sa grafovima u opstem slucaju, postoje neke modifikacije ovih struktura
koje omogucavaju efikasniji rad sa planarnim grafovima. Ove modifikacije se
odnose na rad sa listama susedstva.

Primer 2.6.1 DFS ¢ BFS drveta za graf G iz primera 2.4.1 su data na slici
2.10.

Razmotrimo dva grafa data na slici 2.11. Oba grafa imaju istu matricu
susedstva, datu na slici 2.12. Mada ova dva grafa jesu identi¢na u matematickom
smislu, ocigledno je da ova dva crtanja nisu identi¢na. Postavlja se pitanje da
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® v

® vs Vs \% V6 V3 V2

® v

() (b)

Slika 2.10: (a) DFS drvo; (b) BFS drvo

li mozemo razlikovati ova dva crtanja na osnovu liste susedstva. Lista sused-
stva grafa 2.11(a) je data na slici 2.13. Ocigledno da ovom listom susedstva
ne mozemo napraviti razliku izmedu ova dva crtanja. Kako listom susedstva
mozemo jednoznac¢no predstaviti planarni graf, preciznije konkretno utapanje
planarnog grafa? Mozemo primetiti da ukoliko sacuvamo poredak grana inci-
dentnih temenu (u smeru kazaljke na satu) u ravanskom utapanju grafa da tada
reprezentacija grafa zaista odgovara utapanju.

U mnogim algoritmima koji se koriste za crtanje planarnih grafova, cesto je
potrebno obiéi sve strane ravanskog grafa efikasno. U tom cilju je potrebno imati
mogucnost obilaska grana u smeru kazaljke na satu i u smeru suprotnom smeru
kazaljke na satu (u kontekstu crteza koji se generise). Takode, potrebno je i da
je moguce brzo se vratiti na pocetak liste. Trenutna struktura listi susedstva

\' V2
Vi Vs Vi
V4 Va4
V3 V3
(@) (b)

Slika 2.11: 2 izomorfna grafa
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OO~ O
O = O O =
O = O O =
—_ O = = O
O = O OO

Slika 2.12: Matrica susedstva grafa sa slike 2.11

1 [o}—{2]e}—13]e]
2[efF—{4]0}—]1]e]
3[e}—{1[e}—4]e]
4[of—{s5]e}—3]e}—2]e]
5 [of—{4]e]

Slika 2.13: Lista susedstva grafa 2.11(a)

nam to ne omogucava. Iz tog razloga, uvodimo novu strukturu podataka, koja je
ilustrovana na slici 2.14 i koja obuhvata i listu susedstva grafa sa slike 2.11(b).
U ovoj strukturi podataka cuva se poredak grana u smeru kazaljke na satu
i poredak grana suprotan smeru kazaljke na satu pomocu dvostruko povezane
kruzne liste suseda temena. Obilazak ove liste u jednom, odnosno drugom smeru
rezultuje dobijanjem poretka grana u smeru kazaljke na satu, odnosno poretka
grana suprotnom smeru kazaljke na satu. Na ovaj nacin je mogucée obiéi sve
strane grafa i u smeru kazaljke na satu i u smeru suprotnom od smera kazaljke
na satu. Pored povezivanja svih elemenata koji treba da se povezu u dvostruko
povezanoj ulancanoj listi, postoji dodatna veza izmedu temena, koja omogucava
direktni pristup.

Definicija 2.6.1 Neka je G = (V, E) planarni graf sa skupom temena V i
skupom grana E. Graf moZemo reprezentovati sa n listi susedstva, gde je n =
|V|. Lista Adj(v) za teme v € V sadrzi sva susedna temena temena v. Za svako
teme v € V, konkretno crtanje planarnog grafa G odreduje, do na ciklicnu
permutaciju, poredak suseda temena v. Utapanje planarnog grafa G predstavlja
konstrukciju liste susedstva grafa G, tako da se u svakoj listi Adj(v), svi susedi
temena v pojavijuju u smeru kazaljke na satu. Takav skup Adj listi susedstva
nazivamo ravanskim utapanjem (eng. planar embedding) grafa G.

Ravansko utapanje je struktura podataka koja predstavlja listu susedstva,
na takav nac¢in da su u svakoj listi, sve grane incidentne sa datim temenom
uredene (navedene u odgovarajuéem poretku u odnosu na crtez).
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2 Osnovni pojmovi i notacija
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Slika 2.14: Lista susedstva grafa 2.11(b)



Glava 3

Crtanje opstih grafova

U prethodnoj glavi su definisani osnovni pojmovi potrebni za crtanje grafova.
U ovoj glavi éemo ¢emo dati pregled razli¢itih vrsta crtanja opstih neusmerenih
grafova.

Geometrijska reprezentacija grafova je bila tema kojom su se matematicari
bavili vekovima zbog intuitivnijeg predstavljanja raznih struktura. Knutov! [8]
rad iz 1963. godine o crtanju dijagrama toka je verovatno prvi rad u kome je
predstavljen neki algoritam za crtanje grafova.

Algoritmima za crtanje opstih grafova se mogu predstaviti sve klase grafova.
Kao takve, ove metode imaju veoma znacajnu ulogu u ovoj oblasti. U ovoj glavi
¢emo predstaviti dve metode za crtanje opstih grafova: luéno-slojevitu metodu i
baricentriécnu metodu. Radi se o dve metode koje daju veoma razli¢ita crtanja.
Lucno-slojevita metoda spada u grupu hijerarhijskih metoda, dok baricentri¢na
metoda spada u grupu metoda usmeravanja silom. Obe metode se koriste za
crtanje povezanih neusmerenih grafova.

Vise detalja o raznim metodama za crtanje grafova se moze naéi u [2].

3.1 Stilovi crtanja

Postoje razliciti graficki standardi za vizualno predstavljanje grafova (Defini-
cija 2.1.1 na strani 11) u zavisnosti od primena samog crtanja. Najcesée se
temena predstavljaju kao krugovi, kvadrati ili pravougaonici, dok se grane najcesce
predstavljaju kao otvorene Zordanove krive, koje spajaju simbole koji predstavl-
jaju odgovarajuca temena. Kao §to je veé receno, u zavisti od oblasti primene
crtanja grafa, koriste se razli¢ite notacije. Na primer, u matematici se grafovi
veoma Cesto predstavljaju pravolinijskom crtanjima, jer su najintuitivnija, dok
se ortogonalno crtanje koristi u radu sa bazama podataka ili pravljenju elek-
tricnih Ssema. Kada se sve ovo uzme u obzir, jedan graf moze imati mnogo
vizuelno razlicitih crtanja.

Upotrebljivost crteza nekog grafa se ogleda prvenstveno u njegovoj ,,Citljivosti”
za odredeni kontekst (Sta je ,,citljivo” za jedan kontekst moze biti krajnje
necitljivo za neki drugi kontekst). ,,Citljivost” u odredenom kontekstu se moze
definisati preko nekih estetskih kriterijuma bitnih za sam kontekst (kao sto je

!Donald Knuth (1938- ), americki matematisar i informaticar.
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recimo minimalni broj preseka grana grafa, minimalna povrsina crteza, ras-
poredivanje temena u crtezu u odgovarajuée nivoe, simetrija, minimalni broj
zakrivljenja na grani, itd).

Estetska svojstva koja se najcesce koriste su:

1. Minimizacija ukupnog broja preseka izmedu grana;

2. Minimizacija povrSine crteZa — povrsina crteza moze formalno da se
definiSe na razli¢ite nacine (na primer, mozemo je definisati kao povrsinu
najmanjeg konveksnog poligona koji pokriva crtez ili kao povrsinu naj-
manjeg pravougaonika sa vertikalnim i horizontalnim ivicama koji pokriva
crtez). Pri tom, rastojanje izmedu bilo koja dva temena ne sme biti veée
od unapred definisane vrednosti (na ovaj nacin ¢e biti izbegnuto da se
dobije manja ili ve¢a povrsina crteza skaliranjem).

3. Minimizacija ukupne duzine svih wica;
4. Minimizacija maksimalne duzine ivice;

5. Minimizacija ukupnog broja zakrivljenja (eng. bend) — posebno vazno za
ortogonalno crtanje;

6. Minimizacija maksimalnog broja zakrivljenja na ivic,

7. Maksimizacija najmanjeg moguceg ugla izmedu dve susedne grane (inci-
dentne istom temenu);

8. Minimizacija proporcije crteza (eng. aspect ratio) — odnosa vece i manje
stranice najmanjeg pravougaonika koji pokriva crtez;

9. Simetrija — prikaz simetrije grafa u crtanju.

Primena bilo kog od ovih svojstava je netrivijalan problem. Na primer,
Geri? i Dzonson® su 1983. godine pokazali da je minimizacija broja preseka
NP-kompletan problem [6]. Kramer? i Leuven® su dokazali da je NP-kompletan
problem testiranje da 1li je mogucée graf utopiti u mrezu unapred odredene
velicine [7]. Garg® i Tamasia” su pokazali da je problem odredivanja minimalnog
broja zakrivljenja kod ortogonalnog crtanja takode NP-kompletan problem [9].

Pored estetskih kriterijuma koje crtez treba da zadovolji i koja predstavaljaju
opsta pravila i kriterijume koje se odnose na ceo grafi celo crtanje, ogranicenja se
odnose na podgraf, odnosno deo crteza. Najcesce koriS¢ena ogranic¢enja prilikom
crtanja grafova su:

e cenlralno (eng. center) — pozicioniranje datog temena u srediste crteza;

e spoljasnje (eng. external) — pozicioniranje datog temena na spoljasnju
granicu crteza;

2M. R. Garey, informaticar.

3D. S. Johnson, informaticar.
4M. R. Kramer, informaticar

5J. van Leeuwen, informaticar.
6A. Garg, informaticar.
"Roberto Tamassia, informaticar.
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e grupno (eng. cluster) — pozicioniranje datog skupa temena tako da se
nalaze blizu jedna drugima;

e levo-desna (gore-dole) sekvenca (eng. left-right (top-bottom) sequence) —
crtanje date putanje horizontalno poravnate sa leva na desno, odnosno od
gore na dole;

e oblik (eng. shape) — crtanje datog podgrafa odgovarajué¢im oblikom.

Pored estetskih kriterijuma i ogranic¢enja, kao parametara koji se koriste za
crtanje grafova, bitan parametar predstavlja i efikasnost crtanja (pogotovo za
grafove sa velikim brojem temena).

Vecina metodologija za crtanje grafova je bazirana na sledeca dva pravila:

e estetska svojstva su veoma ¢esto u konfliktu, pa su prema tome kompromisi
neophodni;

e cak i ukoliko nema konflikta medu estetskim svojstvima koja treba da
budu zadovoljena, najcesce je algoritamski veoma tesko zadovoljiti sva u
isto vreme.

Iz ovoga sledi da vec¢ina metodologija za crtanje grafova definiSe prioritet
izmedu razlic¢itih estetskih kriterijuma. Razni prioriteti su pogodni za neke
primene crtanja, dok su za druge primene manje pogodni.

3.2 Luc¢no-slojevito crtanje

Luéno-slojevito crtanje (eng. arc-layered drawing) je crtanje koje spada u
klasu hijerarhijskih crtanja. Ova vrsta crtanja se koristi za crtanje opstih
grafova. Najcesce se koristi u situacijama kada je potrebno prikazati neki zav-
isni odnos izmedu entiteta. U takve situacije spadaju PERT dijagrami, grafovi
koji ilustruju pozive funkcije, itd. Osnovna ideja u ovom pristupu jeste da se
sva temena rasporede u slojeve (eng. layers), koji su u nekom odnosu. Odnos
izmedu slojeva definiSe kontekst crtanja.

Kao $to je ve¢ receno, osnovna ideja kod ovog crtanja jeste da se sva temena
grafa G = (V, E) raspodele u slojeve L;,i = 1,2,...,s,s < n, za koje vazi:

e 1< |Li|<n,i=1,2,...,s
e V(u,v) e E= (ue€ LiANvE Lip1)V(u€ L AveE L)

Drugim rec¢ima, sva temena su rasporedena u slojeve takve da se temena
koja su susedna nalaze ili u istom sloju ili u susednim slojevima. Ovakvo ras-
poredivanje temena u slojeve je uvek moguée. Grane izmedu susednih temena
koja se nalaze u susednim slojevima se crtaju pravim linijama, dok se grane
izmedu susednih temena koja se nalaze u istom sloju, crtaju ili pravim linijama
(u slucaju da se radi o temenima koja su (geometrijski) susedna) ili lukovima
(u ostalim slucajevima).

Tokom crtanja grafa ovom metodom, graf se obilazi po Sirini, odnosno sledeéi
sloj se popunjava svim direktnim potomcima svih temena prethodnog sloja.

Cinjenica da se susedna temena nalaze ili u istom sloju ili u susednom sloju
ovo crtanje ¢ini veoma intuitivnim i strukturu koju graf opisuje veoma citljivom
(veze izmedu temena se veoma lako uocavaju).

Definigimo preciznije termine koji su potrebni u nastavku ovog poglavlja.
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Definicija 3.2.1 Neka je G = (V, E) neusmereni graf. Podelaunivoe (eng. lay-
ering) je particionisanje skupa V' u podskupove Ly, Lo, ..., Ly, takve da ukoliko
je (u,v) € E, gde jeuwe L; ive Ly, tada j =i+ 1. Graf G zovemo slojevitim
grafom.

Definicija 3.2.2 Neka je G = (V, E) neusmereni graf, koji je podeljen u nivoe
L1, Lo, ..., L. Visina slojevitog grafa G je broj nivoa h. Jos kaZemo da je G
h-slojevit graf.

Definicija 3.2.3 Sirina grafa je broj temena u najveéem sloju, to jest: max |L;|.
7/L7

Najcesce se slojevi crtaju menjanjem y koordinata, odnosno slojevi se nalaze
,,jedan iznad drugog”, medutim, to je stvar konvencije.

U prvom koraku potrebno je rasporediti sva temena u ogovarajuce slojeve.
Zatim, prilikom iteriranja kroz slojeve, postavljati odgovarajuce x i y koordinate
temena (na jednom sloju sva temena imaju istu y koordiantu, dok su razlika
izmedu z koordinata dva susedna (u sloju) temena jednaka. Grane koje spajaju
temena iz susednih slojeva se crtaju pravom linijom, dok se grane koje spajaju
temena iz istog sloja crtaju pravom linijom, ukoliko se radi o temenima koja
su susedna (u tom sloju), odnosno likom ukoliko se radi o temenima koja nisu
susedna (u tom sloju).

Algoritam 3.2.1 (Algoritam za lu¢no-slojevito crtanje) Ovaj algoritam je
dat kroz nekoliko mangjih algoritama rad lakseg razumevanja.

procedure ArclLayeredDrawing;
begin
napraviSlojeve();
Postavi sirinu najsireg sloja u najsiraSirinaSloja;
horizontalniPomeraj=0;
Postavi kooridnate svih temena na O;
Postavi trenutnaYKoordinata na O;
for each nivoSloja in slojevi
begin
hozirontalniPomeraj=nadjiNajsiruLukGranu(nivoSloja);
postaviXKoordinatu(nivoSloja, najsiraSirinaSloja);
postaviYKoordinatu(nivoSloja, trenutnaYKoordinata) ;
if (hozirontalniPomeraj>1)
trenutnaYKoordinata=trenutnaYKoordinata+
(hozirontalniPomeraj+1);
else
trenutnaYKoordinata=2;
end;
upisiCrtanjeUFajl();
end;

procedure napraviSlojeve;

begin
Postavi sva temena kao neistrazena temena;
Postavi prvi sloj;
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i=0;

while postoje neistrazena temena

begin
Nadji potomke svih temena (i-1)-og sloja;
Postavi potomke u i-ti nivo sloja;
i=i+1;

end;

end;

procedure nadjiNajsiruLukGranu;
begin
Postavi najsiralukGrana na O;
for i=0 to velicinaSloja-1
begin
for j=i+1 to velicinaSloja
begin
if (graf sadrzi granu koja spaja
slojevi[nivoSloja] [i] i slojevil[nivoSlojal[j1)
if j-i>najsiralukGrana
najsiralukGrana=j-1;
end;
end;
return najsiralLukGrana;
end;

procedure postaviXKoordinatu;
begin

Postavi pocetnaPozicija to

najsiraSirinaSloja-size(sloj[nivoSlojal)
for i=0 to velicinaSloja
Postavi x koordinatu za slojevi[nivoSlojal[i] na
pocetnaPozicija+2x*i;

end;

procedure postaviYKoordinatu;
begin
for i=0 to velicinaSloja
Postavi y koordinatu za slojevil[nivoSloja][i] na
procedure argument trenutnaYKoordinata;
end;

Napomenimo da prvi nivo ne mora da ima samo jedno teme. U razli¢itim
varijacijama metode je mogudée postaviti da se u prvom sloju nalazi razlicit broj
temena.

Preostalo je jos implementacija samog crtanja, odnosno crtanje grafa na
osnovu nivoa i koordinata temena u njima.

Algoritam 3.2.2 Algoritam za crtanje grafa luéno-slojevitom metodom na o0s-
novu novoa i koordinata temena u njima. Ova procedura se sastoji od definisanja
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temena t njihovog oznacavanja na crtezu i od crtanja grana. S obzirom da je prvi
deo algoritma trivijalan, ovde ce biti predstavljeno samo crtanje grana grafa.

procedure upisiCrtanjeUFajl;
begin
definisiTemena;
napraviVeze;
end;

procedure napraviVeze;
begin
for i=0 to size(slojevi)-1
begin
spojiSusedneSlojeve (i) ;
spojiSloj(i);
end;
spojiSloj(size(slojevi));
end;

procedure spojiSusedneSlojeve;

begin
for i=0 to size(slojevilindeksSlojal)
begin
for j=0 to size(slojevil[indeksSloja+1])
begin
if (graf sadrzi granu koja spaja
slojevilindeksSlojal [i] i slojevilindeksSlojal[j])
nacrtaj liniju koja spaja slojevil[indeksSloja] [i]
i slojevilindeksSlojal [j];
end;
end;
end;

procedure spojiSloj;
begin
for i=0 to size(slojevil[indeksSlojal)-1
begin
for j=i+1 to size(slojevi[indeksSlojal)
begin
if (graf sadrzi granu koja spaja
slojevil[indeksSlojal [i] i slojevilindeksSlojal[j1)

begin
if i+1=j
nacrtaj liniju koja spaja slojevil[indeksSloja][i]
i slojevilindeksSlojal [j]
else
nacrtaj luk koji spaja slojevil[indeksSloja] [i]
i slojevil[indeksSlojal [j]
end;

end;
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end;
end;

U primeru 5.3.1 i na slikama 8.1, 8.2, 8.3 i 8.4 se mogu videti primeri crtanja
lu¢no-slojevitom metodom.

3.3 Baricentricna metoda

Baricentricna metoda (eng. barycenter method) je metoda koja spada u grupu
metoda iz pristupa usmeravanja silom. Algoritmi iz ovog pristupa su metode
za generisanje pravolinijskih crtanja neusmerenih grafova. Osnovna ideja kod
ovog pristupa jeste simulacija sistema sila koje su definisane na ulaznom grafu.
Izlaz je konfiguracija minimalne energije. Postoje dve glavne komponente kod
ovog pristupa:

e model sile (eng. force model). Na primer, mozemo dodeliti oprugu ,,priro-
dne duzine” I, svakom paru (u,v) temena. Dalje, mozemo odabrati
da [, , bude broj grana na najkracoj putanji izmedu v i v. Opruge se
ponasaju po Hook®-ovom zakonu®, to jest, indukuju silu magnitude d,, , —
ly,w na u, gde je d, . proporcionalno euklidskom rastojanju izmedu u i v

e tehnike za nalaZenje lokalnog minimuma konfiguracije energije. Ovakve
tehnike su najcesc¢e proizvod numericke analize pre nego kombinatornih
algoritama.

Kao sto je veé receno, osnovna ideja kod ovih algoritama je da koriste
analogiju sa fizikom za crtanje grafova. Graf razmatramo kao sistem tela izmedu
kojih postoje sile. Algoritam trazi konfiguraciju tela sa lokalno minimalnom
energijum, to jest, poziciju svakog tela takvu da je suma svih sila na svako
telo jednaka nuli. Takva pozicija se naziva stanje ravnoteZe (eng. equilibrium
configuration). Ovakvu konfiguraciju mozemo da interpretiramo pravolinijskim
crtanjem.

Naravno, model moze da bude definisan na neki drugi nac¢in, a ne samo kao
sistem sila. Na primer, model bi mogao biti definisan kao sistem energija. U tom
slucaju, algoritam bi moglao da se posmatra kao tehnika za pronalazenje kon-
figuracija sa lokalno minimalnom energijom. U ovu svrhu bi mogao da se koristi
model opruga (u tom sluc¢aju bi bile koriss¢en opruge i elektri¢na energija).

Metode usmeravanja silom su veoma popularne, izmedu ostalog i zbog toga
Sto fizicka interpretacija predstavlja veoma intiutivnu analogiju sa samim crtan-
jem, kao i zbog Cinjenice da su rezultati vizuelno veoma dobri.

Ove metode su koriséene i ranije u druge svrhe osim u vizualizaciji grafova.
Izmedu ostalog, koris¢ene su u matematici, dizajnu Stampanih ploca, itd. Jedna
od najpoznatijih metoda usmeravanja silom jeste baricentri¢cna metoda koju je
razvio Tut!'C.

Pre nego sto predstavimo samu baricentriénu metodu, predstaviéemo jedan
model koji se bazira na sistemu opruga i elektriénih sila. Grane modelujemo kao

8Robert Hook (1635 - 1703) — engleski naucnik.

9Hook-ov zakon elasti¢nosti u mehanici i fizici, je aproksimacija koja tvrdi da je koli¢ina
istezanja materijala u linearnom odnosu sa silom koja isteze taj materijal

OWilliam Thomas Tutte (1917 - 2002) — britanski matematicar.
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opruge, a temena predstavljaju jednako naelektrisane cestice koje se medusobno
odbijaju. Preciznije, sila koja deluje na teme v je:

F(U) = Z fuv + Z Guv (31)

(u,v)EE (u,0)EV XV

gde fu, predstavlja silu koja deluje usled opruge izmedu v i v, dok g, pred-
stavlja elektricno odbijanje koje deluje na v od strane temena wu. Sila f,, je sila
koja se ponasa po Hukovom zakonu, to jeste fy,, je sila proporcionalna razlici
izmedu rastojanja izmedu u i v i duzine opruge koja ima eneriju jednaku nuli.
Elektri¢na sila g, se dobija po inverznom kvadratnom zakonu.

Oznacimo sa ¢(p, q) euklidsko rastojanje izmedu tac¢aka p i ¢ i pretpostavimo
da je pozicija temena v oznacena sa p, = (x,,Yy,). Prema tome, na osnovu
jednacine 3.1,  komponenta sile F'(v) je na teme v je:

— k(z) Ty — X
S KD Apu,po) ) Y u v " T (39)
uv uy v uv 2
(w,v)EE d(pmpv) (u,0)eV XV (d(p(u’p”)) d(pWPU)

. - . o B . 2

y komponenta sile F(v) se ra¢una na slican nac¢in. Parametri l,,, k}, i k2

su nezavisni u odnosu na poziciju temena i mogu se interpretirati na slede¢i
nacin:

e prirodna duzina (nula energija) opruge izmedu w i v je l,,. Ukoliko
je duzina opruge l,, (to jest, d(pu,p») = luv), tada nikakva sila nije
oslobodena od strane (u,v);

e krutost opruge izmedu u i v je izrazena sa k&) Sto je veéa vrednost kqslv),
to je veca tendencija da rastojanje izmedu u i v bude blisko [,;

e snaga elektri¢ne odbojnosti izmedu u i v zavisi od kﬁ)
Ovaj model tezi da zadovolji dva estetska kriterijuma:

e Sila opruga izmedu susednih temena treba da osigura da rastojanje izmedu
susednih temena u i v bude priblizno jednako l,,;

e clektricno naelektrisanje treba da osigura da temena ne treba da budu
blizu jedno drugome.

Praksa je pokazala da su crtanje dobijena ovim modelom veoma ,lepa”.
Takode, pod odredenim pretpostavkama crtanja su simetricna.

Moguce je da se umesto opruga koje se ponasaju po Hukovom zakonu ko-
riste logaritamske opruge. U tom slu¢aju z komponenta od f,, u jednacini 3.1
postaje:

dpuapv LTy — Ty
kg‘l”)log< (l )) d(pu; po)

Medutim, pokazuje se da je tesko opravdati dodatna izracunavanja kvalite-
tom rezultujuéeg crtanja.

U zavistnosti od konteksta crtanja, parametri l,,, kfﬁ,) i kfﬁ,) se mogu odabrati
tako da se dodatno utice na crtanje ili da se dodatno naglase neke semanticke
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osobine samoga grafa. Na primer, l,, predstavlja pozeljno rastojanje izmedu u
i v. Ukoliko je odnos izrazen stranicom izmedu u i v jak, tada bi [,, trebalo da
bude malo. Prema tome, rastojanje izmedu v i v ¢e biti manje za jace odnose
temena.

Algoritam trazi stanje ravnoteze za ove sile, to jest crtanje u kome je ukupna
sila F'(v) za svako teme v jednaka nuli. Ekvivalentno, algoritam trazi crtanje u
kome je energija lokalno minimalna u odnosu na pozicije temena.

Baricentri¢na metoda je jedna od najpopularnijih metoda usmeravanja silom.
Kao sto je veé receno, radi se o metodi koju je razvio Tut i moze se opisati kao
varijacija metode koja je opisana u dosadasnjem delu poglavlja.

Tutov model koristi opruge za koje vazi l,, = 0, odnosno da je sila koja
deluje na v od strane grane (u, v) proporcionalna d(p, p,). Parametar krutosti
A8 je postavljen na jedan za svaku granu (u,v), a elektri¢ne sile ne postoje.
Prema tome, F'(v) mozemo izraziti na sledeé¢i nacin:

F)= > (pu—pv) (3.3)

(u,v)EE

Ocigledno je da se stanje ekvilibriuma za skup sila datih jednac¢inom (3.3)
moze postiéi za trivijalno resenje p, = 0 za svako teme v. Naravno, ovo crtanje
nije ,,lepo” crtanje. Da bi izbegli trivijalno reSenje, skup temena V', mozemo
podeliti u dva skupa:

e skup od najmanje tri fiksna temena (eng. fixed vertices). Ovo su temena
koja su fiksirana i ¢ije se koordinate ne menjaju posle inicijalnog postavl-
janja. Prema tome, sile opruga ne uti¢u na polozaj ovih temena. Pozi-
cije temena ovog skupa treba da budu odabrane tako da ¢ine konveksni
poligon.

e skup slobodnih temena (eng. free vertices). Temena koja su ostala u skupu
V posle definisanja skupa fiksnih temena. Ova temena su temena ¢ija se
pozicija azurira tokom rada algoritma. Odnosno, to su temena na koja
uticu sile opruga.

Pozicije za slobodna temena biramo tako da vazi jednakost (3.3). To jest,
biramo p,,, tako da vazi F'(v) = 0 za svako slobodno teme v. Prema tome, vazi:

Z (0 —2) =0 (3.4)
(u,v)EE
odnosno:
Z (yu - yv) =0 (35)
(u,v)EE

gde je p, = (T, You) za svako teme v. Oznacimo sa Ny(v) skup fiksiranih temena,
asa N1 (v) skup slobodnih temena. Tada jednacine (3.4) 1 (3.5), mozemo zapisati
na sledeci nacin:

deg(v)a, — Z Ty = Z xy (3.6)

u€ N1 (v) w€E No(v)
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deg()yo — Y. Yu= Y. i (3.7)

u€ N1 (v) w€E No(v)

gde je pozicija fiksnog temena w (xf,y%), a stepen temena v je oznacen sa
deg(v).

Primetimo da su jednacine (3.6) i (3.7) linearne jednacine i da je broj
jednacina i broj nepoznatih jednak broju slobodnih temena. ReSavanje ovih
jednacina se svodi na postavljanje svakog slobodnog temena u baricentar nje-
govih suseda, te se iz ovog razloga ova metoda i zove baricentri¢na metoda.

Finalne jednacine po kojima se racunaju koordinate su:

Ty = lv Z Ty (3.8)

Yo ! Z Yu (3.9)

- deg (U) (u,v)EE

Koordinate se ra¢unaju iterativno koriste¢i navedene formule sve dok x, i
Yy ne konvergiraju za svako slobodno teme v. U knjizi [2], u kojoj se moze nadi
opis rada baricentri¢ne metode ne dokazuje se konvergencija ove metode. Ipak,
u praksi ova metoda konvergira i verovatno se moze dokazati konvergencija u
opstem slucaju.

Algoritam 3.3.1 Algoritam za crtanje opsteg grafa baricentricnom metodom.

procedure BarycenterDrawing

begin
Postavi svako fiksirano teme na njegove koordinate;
Postavi svako fiksirano teme u koordinatni pocetak;

Postavi da za sva slobodna temena treba raditi X i Y azuriranje;

trenutnalteracija=0;
do
begin
for each vertex v in V do
begin
stepenTemena=nadjiStepenTemena(v) ;
Nadji susede temena v;
if v zahteva X azuriranje
begin
novo_x_v=1/stepenTemena*suma_{(u,v)\in E}(x_u);
if |novo_x_v-x_v|<tacnost
Postavi da za teme v vise ne treba raditi
X azuriranje;
X_V=NOVO_X_V;
end;
if v zahteva Y azuriranje
begin
novo_y_v=1/stepenTemena*suma_{(u,v)\in E} (y_u);
if |novo_y_v-y_v|<tacnost



3.3 Baricentri¢cna metoda 37

Postavi da za teme v vise ne treba raditi
Y azuriranje;
y_V=NOVO_y_V;
end;

end;

trenutnalteracija=trenutnalteracija+l;
end;
while(nastaviSaRadom());

end;

procedure nastaviSaRadom;
begin
if trenutnalteracija>=maksimalni broj iteracija
return false;
for each vertex v in V do
begin
if v zahteva X azuriranje
return true;
if v zahteva Y azuriranje
return true;
end;
return false;
end;

Ono §to je posebno interesantno kod baricentricne metode je ¢injenica da
se za razlic¢ita fiksirana temena, dobijaju razli¢iti crtezi. To znaci da se odabir
fiksiranih temena, moze razmatrati kao postavljanje parametara koji uticu na
samo crtanje grafa, Sto omogucava da se ovom metodom, u zavisnosti od odabira
fiksiranih temena, dobiju razlicite koordinate temena, odnosno stanja ekvilibri-
juma se postizu za razlicite vrednosti. Ova Cinjenica baricentricnu metodu ¢ini
posebno interesantnom.

U primeru 5.3.2, i na slikama 8.5 1 8.6 se mogu videti primeri crtanja bari-
centricnom metodom.
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Glava 4

Pravolinijsko crtanje
planarnih grafova

Kao sto je veé receno, pravolinijsko crtanje je crtanje koje omoguéava repreze-
ntaciju grafa na ,,najintuitivniji” na¢in. Zbog ¢injenice da je svaka grana pred-
stavljena pravom linijom, veoma je lako uociti odnose medu temenima (pracenje
grane od temena do temena je u ovom crtanju najjednostavnije). Iz ovog ra-
zloga, ova vrsta crtanja je veoma popularna. Medutim, tek od nedavno postoje
algoritmi koji daju pravolinijsko crtanje proizvoljnog planarnog grafa. Mada
je odavno dokazano da svaki planarni graf ima pravolinijsko crtanje, algoritmi
za pravolinijsko crtanje su se pojavili mnogo kasnije. Dugo su se matematicari
bavili pitanjem postojanja pravolinijskog crtanja, a ne toliko samim crtanjem.
Iz tog razloga su svi algoritmi razvijeni pre 1988. godine imali veoma losu re-
zoluciju, odnosno, temena su bila rasporedena na takav nacin da je crtanje
bilo veoma ,,necitko”, $to je ovo crtanje ¢esto ¢inilo prakticno neupotrebljivim.
Detaljnije se o crtanju planarnih grafova moze naéi u [1].

4.1 Stilovi crtanja planarnih grafova

Posebna grupa grafova su planarni grafovi (Definicija 2.3.1 na strani 16).
Jedan planaran graf moze imati veliki broj utapanja. Crtanje planarnih grafova
je znatno tezi problem od crtanja opstih grafova. U okviru ove klase grafova
postoje razlicite vrste crtanja:

1. poligono crtanje (eng. polyline drawing) — svaka grana je predstavljena
poligonom linijom (slika 4.1(a));

2. pravolinijsko crtanje (eng. straight line drawing) — svaka grana je pred-
stavljena delom prave linije (slika 4.1(b));

3. konveksno crtanje (eng. convex drawing) — pravolinijsko crtanje planarnog
grafa kod koga su sve strane (eng. faces) grafa konveksni poligoni (slika

4.1(c));

4. ortogonalno crtanje (eng. orthogonal drawing) — svako zakrivljenje grane
je pod pravim uglom (slika 4.2(a));
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; () (b)

©)

Slika 4.1: (a) poligono crtanje; (b) pravolinijsko crtanje; (¢) konveksno crtanje

5. boz-ortogonalno crtanje (eng. box-orthogonal drawing) — teme je stan-
dardno prikazano kao tacka. Ocigledno, graf koji ima teme stepena veceg
ili jednokog od pet nema ortogonalno crtanje, jer najvise cetiri grane mogu
biti incidentne temenu u ortogonalnom crtanju. Kod box-ortogonalnog cr-
tanja teme prikazano kao (potencijalno degenerisani) pravougaonik, koji
se naziva box, a svaka ivica je prikazana kao naizmenic¢an niz horizontalnih
i vertikalnih duzi (slika 4.2(b)). Svaki ravanski graf ima box-ortogonalno
crtanje.

(a) (b)

Slika 4.2: (a) ortogonalno crtanje; (b) box-ortogonalno crtanje

6. pravougaono crtanje (eng. rectangular drawing) — svako teme je prikazano
kao tacka, a svaka grana je prikazana ili kao horizontalna ili vertikalna lin-
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ija (bez preseka sa drugim linijama). Pritome, svaka strana je pravouganik
(slika 4.3(a));

7. box-pravougaono crtanje (eng. box-rectangular drawing) — svako teme
je nacrtano kao (potencijalno degenerisani) pravougaonik, a pri tome je
kontura svake strane pravougaonik (slika 4.3(b)). Ukoliko graf G ima
visestruke grane ili teme stepena veceg ili jednakog od pet, tada G nema
pravougaono crtanje, ali mozda ima box-pravougaono crtanje. Medutim,
nema svaki ravanski graf box-pravougaono crtanje.

(a)

Slika 4.3: (a) pravougaono crtanje; (b) box-pravougaono crtanje

8. mrezno crtanje (eng. grid drawing) — temena i zakrivljenja su na tackama
preseka celobrojne mreze;

9. wvidljivo crtanje (eng. visibility drawing) — svako teme je prikazano kao
horizontalna duz, dok je svaka grana nacrtana kao vertikalna duz. Ver-
tikalna duz, koja predstavlja ivicu mora da povezuje tacke na horizon-
talnim duzima, koje predstavljaju temena koja treba spojiti. Postoji
generalizacija vidljivog crtanja koja se naziva 2-vidljivo crtanje (eng. 2-
visibility drawing), u kome su temena prikazana kao pravougaonici, a ivice
su prikazane kao horizontalne ili vertikalne duzi.

1

3
s L—
4 5

(@ (b)

Slika 4.4: (a) graf G sa 5 temena; (b) vidljivo crtanje grafa G
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4.2 Osnovne ideje za pravolinijsko crtanje pla-
narnih grafova

Definicija 4.2.1 Pravolinijsko crtanje planarnog grafa je crtanje u kome je
svaka grana nacrtana kao duZ i pri tome se grane ne seku.

Vagner! [10], Fari? [11] i Stajn® [12] su nezavisno dokazali da svaki planarni
graf ima pravolinijsko crtanje.

Teorema 4.2.1 (Fari) Svaki prost (Definicija 2.1.1 na strani 11) planarni graf
se moze nacrtati tako da mu se grane ne seku i da su predstavljene kao duzi.

Iz dokaza ove teoreme neposredno sledi algoritam koji u polinomijalnom
vremenu (po broju temena) moze da nade pravolinijsko crtanje datog planarnog
grafa. Medutim, povrsina pravougaonika koji pokriva crtanje na celobrojnoj
mrezi, nije polinomijalno ograni¢ena. Zapravo, mnogo godina je bilo otvoreno
pitanje naci povrsinu pravougaonika koji pokriva crtanje, a koja je polinomijalno
ograni¢ena. Godine 1990., De Frejsi 4 [13] i Snider® [14] su dvema nezavisnim
metodama dokazali da svaki planarni graf sa n > 3 temena ima pravolinijsko
crtanje na celobrojnoj mrezi veli¢ine (2n—4) x (n—2), odnosno (n—2) x (n—2).
Ova dva metoda su poznata kao metoda pomeraja (eng. shift method) i metoda
realizer (eng. realizer method).

U ovoj glavi ¢e biti predstavljen konstruktivni dokaz teoreme de Frejsia da
svaki ravanski graf G sa n > 3 temena ima pravolinijsko crtanje na mrezi veli¢ine
(2n—4) % (n—2). Ovaj algoritam kao ulaz uzima triangulirani graf. Ukoliko graf
G nije triangulirani, triangulirani graf G’ se od njega moze dodati dodavanjem
laznih temena (eng. dummy vertices). Zatim se nalazi pravolinijsko crtanje grafa
G’, a neposredno iz pravolinijsko crtanja grafa G’ sledi pravolinijsko crtanje
grafa G, koje se dobija brisanjem laznih temena. Prema tome, dovoljno je
dokazati da triangulirani ravanski graf ima pravolinijsko crtanje na mrezi veli¢ine
(2n —4) x (n — 2).

4.3 Kanonsko uredenje

U cilju pravolinijskog crtanja, de Frejsi je uveo uredenje, poredak, koje se
naziva kanonsko uredenge (eng. canonical ordering). Ugradivanje temena u cr-
tanje se radi teme po teme, prema kanonskom uredenju.

Definicija 4.3.1 Neka je C ciklus u grafu G. Ivica koja spaja dva neuzastopna
temena u C se naziva tetiva (eng. chord).

Definicija 4.3.2 U 2-povezanom ravanskom grafu G, sa Co(G) oznacavamo
spoljasnji ciklus od G, odnosno wicu spoljasnje strane od G. Teme v € Cy(Q)
nazivamo spoljasnjim temenom (eng. outer vertex), a wicu e € Co(G) nazivamo
spoljasnjom ivicom.

K. Wagner, informaticar.

2Istvan Fary (1922 - 1984) — madarski matematicar.
3K. S. Stein, informaticar.

4H. de Fraysseix, informaticar.

5W. Schnyder, informaticar.
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Definicija 4.3.3 Za graf kaZemo da je unutrasnje trianguliran (eng. internally
triangulated), ukoliko je svaka unutrasnja strana trougao.

Definicija 4.3.4 Neka je G = (V,E) trianguliran ravanski graf sa n > 3
temena. Kako je G trianguliran, na Co(G) se nalaze tacno tri temena. Oznacéimo
ta temena sa vy, vy i vy, 1 pretpostavimo da se na Co(G) nalaze u smeru suprot-

nom od kazaljke na satu. Neka je dalje, m1 = (v1, v, ..., v,) uredenje svih temena
grafa G. Za svaki prirodan broj 3 < k <mn, sa Gy, oznacavamo ravanski podgraf
od G indukovan temenima (vi,va,...,vx). Vazi G, = G. 7 nazivamo kanon-

skim uredenjem (eng. canonical ordering), ako slededi uslovi vaZe za svako k,
3<k<n:

(a) G je 2-povezan i unutrasnje triangulirani;
(b) (vi,v2) je spoljasnja wica Gy;

(c) ako je k+1 < n, tada se teme vg+1 nalazi na spoljasnjoj strani Gy i uz
to svi susedi temena vipr1 se na Co(Gr) pojavljuju uzastupno.

Primer 4.3.1 Kanonsko uredenje grafa G iz primera 2.4.1 je:
1,2,3,4,5,6,7,8
Teorema 4.3.1 Svaki triangulirani ravanski graf G ima kanonsko uredenje.

Dokaz: Graf G oc¢igledno ima kanonsko uredenje za n = 3. Pretpostavimo da
jemn > 4. Sobzirom da je G = G, uslovi (a), (b) i (¢) vaze za k = n. Odaberimo

n — 3 unutrasnja temena v,_1,V,—2,...,v3 u ovom redosledu i pokazimo da
uslovi (a), (b) i (c) vazezak=n—1,n—2,...,3.
Pretpostavimo (induktivna pretpostavka) da su temena vy, vp_1, ..., Vkt+1,

k +1 > 4 valjano odabrana i da uslovi (a), (b) i (¢) vaze za k. Ukoliko za vy,
mozemo izabrati teme w # vy,vy na ciklusu Cy(Gy) koje nije kraj tetive na
Co(Gy), kao sto je ilustrovano na slici 4.5(a), tada uslovi (a), (b) i (c¢) vaze za
k—1, jer je Gx—1 = G — vi. Prema tome, dovoljno je da pokazemo da takvo
teme w postoji.

Neka je Co(Gr) = wi,ws,...,w; 1 neka je pri tome wy = v1 i wy = va.
Ukoliko Cy(Gy) nema tetiva, tada se za w moze odabrati bilo koje od temena
Wa, W3, . .., wi—1. Pretpostavimo da Cy(Gy) ima tetive. Tada G ima minimalnu
tetivu (wp,wy), p+ 2 < ¢, takvu da nijedno od temena wpi1,Wpyio, ..., We—1
nije kraj tetive, kao sto je ilustrovano na slici 4.5(b), gde su tetive nacrtane
neisprekidanim linijama. Tada se bilo koje od temena w41, wpia, ..., we—1
moze odabrati za teme w. U

Sada mozemo predstaviti algoritam koji ra¢una kanonsko uredenje za dati
triangulirani ravanski graf G. U opisu algoritma se koriste primitive:

e mark(v)=true, ako je v dodat u kanonsko uredenje;
e out (v)=true, ako je v spoljasnje teme ravansko grafa G u k-toj iteraciji;

e chords(v)=s, gde je s broj tetiva spoljasnjeg ciklusa ¢ije je krajnje teme
V.

Algoritam 4.3.1 Algoritam za odredivanje kanonskog uredenja
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W=Vk
Wer
Wp+1
Wp
Gt wa
Vi V2 Wi=V1 Wi=V2
(a) (b)

Slika 4.5: (a) Gg; (b) tetive

procedure CanonicalOrdering(G) ;
begin
Neka su v_1, v_2, v_n temena na spoljasnjem ciklusu
u smeru kazaljke na satu;
for each x in V do
begin
chords (x)=0;
out (x)=false;
mark(x)=false;
end;
out (v_1)=true;
out (v_2)=true;
out (v_n)=true;
for k=n down to 3 do
begin
Odaberi proizvoljno x za koje vazi mark(x)=false,
out (x)=true, chords(x)=0 i x!=v_1, v_2;

v_k=x;

mark (x)=true;

Neka je CO(G_{k-1})=w_1, w_2,..., w_t, gde je w_1=vl
i w_t=v_2;

Neka su w_p, w_{p+1},..., w_q susedi temena v_k

za koje vazi mark(w_i)=false;
for each w_i, p<i<q
begin
out (w_i)=true;
azuriraj_tetive_i_susede(w_1i);
end;
end;

Funkcija azuriraj_tetive_i_susede(w_1i) ¢e biti detaljno predstavljena u
dokazu teoreme 4.3.2.

Teorema 4.3.2 Algoritam CanonicalOrdering(G) racuna kanonsko uredenje
trianguliranog ravanskog grafa G u linearnom vremenu O(n).
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Dokaz: Na osnovu teoreme 4.3.1, uvek postoji teme koje zadovoljava uslov:

choose any x such that mark(x)=false, out(x)=true,
chords (x)=0 and x!=v_1, v_2;

te iz ovoga sledi da je algoritam 4.3.1 korektan.

Da bismo nasli teme = iz gornjeg uslova u vremenu O(1), azuriramo listu
koja sadrzi sva temena koja zadovoljavaju dati uslov.

Funkciju azuriraj_tetive_i_susede(w_i) implementiramo na slede¢i nacin:

Ukoliko je ¢ = p 4+ 1, tada chords(w_p) i chords(w_q) smanjujemo za
jedan, jer je grana (wp, wq) na trenutno spoljasnjem ciklusu Co(Gr—1) bila tetiva
(wp, wq) na prethodnom spoljasnjem ciklusu Cy(Gy,).

Ukoliko je ¢ > p + 1, tada azuriramo promenljivu chords za svako teme
wi, p < 1 < q1za svaki sused z temena w;. Za svako teme w;, p < i < ¢,
proveravamo njegove susede z. Ukoliko je out(z)=true i z # w;_1,w;y1, to
znacida je (w;, 2) tetiva od Cp(Gg—1), pa prema tome chords (w_i) poveéavamo
za jedan. Ukoliko je out(z)=true, 2z # w;_1,Wi11 1 2 # Wpy1, Wpt2,...,We—1,
tada vrednost chords(z) povetavamo za jedan.

Azuriranje temena w; i njegovih suseda z se moze uraditi u vremenu O(d(wy)).
S obzirom da se ovo radi samo jednom za svako teme w; u grafu G, ukupno vreme
izvrsavanja azuriraj_tetive_i_susede(w_1i) je je O(n).

Primetimo da, na osnovu teoreme 2.3.3, vazi:

Z d(w;) =2m < 2-3n=0(n)

w; eV

Ocigledno, sve ostale komande algoritma mogu biti izvrsene u vremenu O(n),
pa je algoritam 4.3.1 slozenosti O(n). O

Wi=Vi Wi=V2

Slika 4.6: Nove tetive na Cy(Gg—1) su crtane punom linijom, dok su tetive na
Co(Gy) crtane isprekidanom linijom
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4.4 Metoda pomeraja

U ovom poglavlju ¢e biti predstavljen algoritam koji racuna samo crtanje na
osnovu prethodno izrac¢unatog kanonskog uredenja. Ovaj algoritam je konstru-
isao d Frajsi [13]. Algoritam radi tako $to u crtez ugraduje teme po teme, prema
kanonskom uredenju = = (v1,vg, ..., v,). Takode, u svakoj iteraciju potrebno je
azurirati parcijalno utapanje. Odnosno, u svakoj iteraciji ¢ je potrebno azurirati
skup temena koja treba da budu pomerena svaki put kada se pozicija temena
v; podesi. Ovaj skup temena ozna¢avamo sa L(v;). Primetimo da je v; € L(v;).
Napomenimo jo$ da je rezultat primene ovog algoritma crtanje grafa na celo-
brojnoj mrezi.

Definicija 4.4.1 Taksi metrika (eng. tazicab metriz), ili Menhetn rastojangje
(eng. Manhattan distance), je metrika euklidske ravni definisana sa

9((w1,91), (22, 92)) = |21 — 22| + Y1 — Y2

za sve tacke Py(x1,y1) © Pa(x2,y2). Ovo rastojanje je jednako duzini svih puteva
koje spajaju Py i Py duZ horizontalnih i vertikalnih segmenata, bez vracanja
unatrag.

Slika 4.7: Menhetn rastojanje je nactano punom linijom, dok je euklidsko ras-
tojanje nacrtano isprekidanom linijom

Taksi metrika je metrika koju je definisao Herman Minkovski®. Menhetn ras-
tojanje je ime koje aludira na ostrvo Menhetn u Njujorku (SAD), gde je veéina
ulica pod pravim uglom. Ova metrika je jos poznata pod imenom rektilinearno
rastojanje (eng. rectilinear distance), Ly rastojanje (eng. Ly distance), (eng. city
block distance) ili Menhetn 8irina (eng. Manhattan length).

U nastavku ¢e biti dat opis algoritma metode pomeraja.

Oznac¢imo trenutnu poziciju temena v sa P(v) = (x(v),y(v)). Ako su P, =
(x1,y1) 1 Py = (22, y2) dve tacke ¢ije je Menhetn rastojanje parno, tada se prava
sa koeficijentom +1 koja sadrzi tacku P; i prava sa koeficijentom -1 koja sadrzi
tacku P» seku u tacki na celobrojnoj mrezi. Tu tacku preseka oznacavamo sa
/J,(Pl, Pg) Vazi:

1 1
w(Pr, Py) = (5(331 — Y1+ T2 +y2), 5(—331 +y1+ a2 +Z/2))

SHermann Minkowski (1864 - 1909) — nemacki matematicar.
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Algoritam metode pomeraja se realizuje na sledeéi nacin.

Inicijalno crtamo podgraf Gs. Postavljamo P(v1) = (0,0), P(v) = (2,0) i
P(v3) = (1,1). Takode, postavljamo L(v;) = {v;},zai=1,2,3.

Pretpostavimo da je k — 1 > 3 i da je graf Gj_1 veé¢ nacrtan tako da vazi:

(a) P(v1) = (0,0) i P(v2) = (2k —6,0);

(b) z(wr) < x(wz) < ... < ax(wy), gde je Co(G) = wy,wa, ..., we 1 pri tome
w1 = V1 1w = v;

(c) svaka grana (w;,w;4+1) na Co(Gr_1) se crta kao prava linija koja ima
koeficijent ili -1 ili 1.

Utapanje vy u veé postojeéi crtez grafa Gj_1 se izvrSava na sledeéi nacin.
Neka su wp, Wp1, . . ., wq susedi temena vy na Co(Gr—1). Kazemo da vy, pokriva
Wp, Wpt1, - .., Wq. Na osnovu uslova (c), Menhetn rastojanje izmedu w, 1 wq je
parno, pa sledi da je p(wp, wy) na mrezi. Medutim, vy ne mozemo nacrtati na
p(wp, wy), jer moze da se desi da se linija w,vy, poklapa sa wpwpt1, zato Sto
wpwpy1 moze da ima koeficijent +1, §to naravno mora da se izbegne. Iz tog ra-
zloga, temena wy (= v1), wa, . . ., wp zajedno sa jos nekim unutrasnjim temenima
pomeramo (eng. shift) ulevo, dok temena wq, Wq+q, - . ., Wi (= v2) zajedno sa jos
nekim unutrasnjim temenima pomeramo u desno. Tek tada mozemo nacrtati
teme vy, u tacki p(wp, wy), ali tek kada smo uradili ovaj pomeraj. Ovaj postupak
mozemo formalno zapisati na sledeé¢i nacin:

1. Yo e U L(w;) do z(v) = x(v) — 1

i=1

2. Yo e U L(w;) do x(v) = z(v) + 1
3. P(ug) = p(wp, wq)

g—1

4 L) ={w}u | J Llw)

1=p+1

S obzirom da se w, pomera za 1 ulevo, a wy za 1 udesno, Menhetn rasto-
janje izmedu ova dva temena ¢e ostati parno, odnosno p(wp,wy) ¢e se nalaziti

na mrezi. Takode, s obzirom da temena wi,...,w, pomeramo ulevo, temena
Wgq, ..., ws pomeramo udesno, a temena wpy1,...,W,—1 Ostaju nepromenjena,
to znaci da grane (wpy1,Wpr2), (Wpr2, Wpi3), ..., (Wg—2,we—1) imaju koefici-

jent ¢ija je apsolutna vrednost 1, dok ivice (wp,wpt1) 1 (wg—1,w,) imaju ko-
eficijent ¢ija je apsolutna vrednost manja od 1. Iz svega ovoga sledi da su
sva temena koja pokriva teme vy vidljiva iz tacke p(wp,wq), odnosno ivice
(vg, wp), (Vk, Wpi1), - - ., (Ug, Wq) se mogu nacrtati tako da se medusobno ne seku.

U opisanom algoritmu postoji jedan problem. Naime, kao uslov (c) za crtanje
Gy, je navedeno da vazi P(v1) = (0,0) 1 P(ve) = (2k — 6,0). Ocigledno da ovaj
uslov neée vaziti posle pomeraja koji budu izvrseni (veé posle prve iteracije ¢e
biti P(v1) = (—1,0). Ovaj problem moze se lako resiti modifikacijom koraka 1
i 2. Naime, umesto tih koraka, definisemo korake 171 2’:
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(0,0) () (2k-6,0)

(-1,0) (b) (2k-5,0)

Slika 4.8: Primer rada metode pomeraja

q—1
Uvoe | L(w) dox(v) = z(v) + 1
i=p+1

2 Vv e U L(w;) do z(v) = z(v) + 2

1=q
Na ovaj nacin uslovi (a), (b) i (¢) vaze za Gy, za svako k.

Algoritam 4.4.1 (Metoda pomeraja) Algoritam za pravolinijsko crtanje pla-
narnih grafova

procedure shift;
begin
Postavi P(v1)=(0,0), P(v2)=(2,0), P(v3)=(1,1) i
L(vi)={vi} za i=1,2,3;
Postavi kanonsko uredjenje u costruct;
for k=3 to k<n do
begin
{Korak 1’}
obradiwpq() ;
{Korak 2’}
obradiwqt () ;
{Korak 3}
izracunajNovoTeme () ;
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{Korak 4}
izracunajNovoL () ;
end;
end;

procedure obradiwpq;
begin
if (size(wpq)<=2) {ako je p+1==q}
return;
else {ako je p+i<q}
begin
for i=1 to size(wpq) do
begin
for j=0 to size(L[wpqlil]) do
begin
if Llwpql[il[j]] nije u UnijaLi
Dodaj L{wpq[i][j]] u UnijaLi;
end;
end;
end;
for i=0 to size(UnijaLi) do
Unijali[i].x=UnijaLil[i].x+1;
end;

procedure obradiwqt;
begin
Postavi gJeDostignuto na false;
for i=0 to size(wlt) do
begin
if wit[il==
qJeDostignuto=true;
if gJeDostignuto

begin
for j=0 to size(L[wlt[i]]) do
begin
if LIwit[i][j] nije u Unijali
Dodaj L(wit[i][j]) u UnijaLi;
end;
end;

end;
for i=0 to size(UnijalLi) do
Unijali[i] .x=UnijaLil[i].x+2;
end;

procedure izracunajNovoTeme;
begin

x1=wp.x;

yl=wp.y;

X2=wq.X;

y2=vwq.y;



50 4 Pravolinijsko crtanje planarnih grafova

vk.x=(x1-y1+x2+y2)/2;
vk.y=(-x1+yl+x2+y2) /2;
end;

procedure izracunajNovoL;
begin
if size(wpq)<=2 {ako je p+il==q}
begin
Dodaj vk u L[vk];
return;
end;
else {ako je p+i<q}
begin
Dodaj vk u novoL;
{za svaki element L(wi), i=p+1, ..., gq-1}
for i=1 to size(wpqg)-1 do
begin
{dodaj elemente iz L(wi) u novo novoL}
for j=0 to size(L[wpqlil]) do
begin
if Llwpql[il1[j] nije u novoL
Dodaj L[wpq[il][j] u novoL;
end;
end;
L[vk]=novoL;
end;
end;

Posle primene ovog algorima dobijamo pravolinjsko crtanje grafa G = G,
tako da vazi P(v1) = (0,0) i P(v2) = (2n — 4,0). Na osnovu uslova (c), sledi
da je P(v,) = (n —2,n — 2). Prema tome, graf G je nacrtan na mrezi veli¢ine
(2n —4) x (n — 2). Ovaj algoritam se moze implementirati u vremenu O(n?).

Primeri pravolinijskog crtanja planarnih grafova metodom pomeraja se mogu
videti na slikama 8.7 i 8.8.



Glava 5

Implementacija algoritama
za crtanje grafova

U ovoj glavi ¢e biti predstavljeni algoritmi za crtanje grafova sa implementa-
cione strane. Bic¢e predstavljene razne tehnike i tehnologije koje su koriscene.
Takode, u nastavku ¢e biti prikazana i objektna dekompozicija problema.

5.1 Koriscéeni alati i tehnologije

Za implementacija algoritama za crtanje grafova predstavljenih u ovom radu
koriséen je programski jezik C++. Imajuéi u vidu vrstu problema koja je reSavana,
objektno-orijentisani pristup je prakticno bio idealan. Tokom razvijanja pro-
grama, posebna paznja je obracana na moguénost kasnijeg portovanja ovog
programa na razliciti operativne sisteme. Mada je program originalno razvi-
jan pod Linux-om, koriSéenjem gcc-al, on se moze kompajlirati pod Windows
operativnim sistemom veé¢inom C++ kompajlera za ovaj operativni sistem?.

Pored portabilnosti, vodeno je racuna o tome da se koristi $to manji broj
spoljasnjih biblioteka. Iz tog razloga jedina spoljasnja biblioteka koja je koris¢ena
je bio STL? iz koje su koriséene liste, vektori i mape.

Za automatsko generisanje dokumentacije je koris¢en Doxygen. Na kraju
ovog rada, kao dodatak je prilozen i dokument koji predstavlja dokumentaciju
za upotrebu ove biblioteke, generisanu sistemom Doxygen.

5.2 Objektna dekompozicija problema

U cilju predstavljanja objektnog modela koji je kreiran u ovoj biblioteci,
na samom pocetku ¢e biti predstavljen nacin reprezentovanja grafa. Tacnije,
pre samo reprezentacije grafa ¢e biti predstavljen jo$ osnovniji pojam — teme
grafa. Teme grafa je reprezentovano klasom GraphNode i karakterisu ga broj
temena (eng. node number) i naziv (opis) temena (eng. node label). Osnovni

IKoriséena je verzija 4.1.2 gcc-a.

2Visual Studio 2008 i ranije verzije je koridéen za kompajliranje ovog programa pod
Windows-om.

3Standard Template Library
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razlog zbog kojeg je teme grafa predstavljeno sa ova dva podatka, a ne samo sa
brojem temena, lezi u ¢injenici da svakako jedno od mesta za dalje razvijanje
ove biblioteke predstavlja i mogucénost definisanja temena razlic¢itih oblika sa
razlicitim opisima istih (vise o ovome u glavi 7). U ovoj klasi se nalaze neke
osnovne metode za postavljanje i dobijanje informacija o broju temena grafa
i nazivu temena grafa, kao i funkcija updateNodeLabel (), koja se koristi za
generisanje naziva temena grafa na osnovu njegovog rednog broja (ukoliko naziv
temena grafa nije prosleden od strane korisnika). Takode su implementirani i
operatori: ==,! = =, <, dok su operatori << i >> su implementirani kao
prijateljske funkcije ove klase.

Graf je predstavljen klasom Graph. U poglavlju 2.4 je objasnjeno da se graf
najcesce predstavlja matricom susedstva ili listom susedstva. U klasi Graph,
graf se ¢uva preko liste susedstva, kao vektor listi temena grafova:

vector< list<GraphNode> > adjacencylList;

U poglavlju 2.4 su objasnjeni razlozi zbog kojih se ova struktura podataka
cesce koristi, kao i njene mane i prednosti u odnosu na matricu susedstva.

Ova klasa je prakti¢no osnovna klasa za rad sa grafovima. U njoj je preko
javnih funkcija definisano mnostvo metoda koje se koriste za rad sa grafovima,
pocev od metoda za modifikaciju grafa (metode za dodavanje novih temena,
brisanje postoje¢ih, dodavanje novih ivica, brisanje postoje¢ih ivica). U ovoj
klasi se takode nalaze i metode koje se koriste za ,izvrSavanje upita” nad
grafovima (informacije o ukupnom broju temena grafa, dobijanje spiska svih
temena, dobijanje indeksa nekog temena grafa u listi susedstva, dobijanje temena
grafa koje se nalazi na odgovarajucoj poziciji u listi susedstva, provere da li neka
grana postoji u grafu, da li neko teme postoji u grafu, dobijanja vektora svih
suseda nekog temena, provere da li je graf povezan, 2-povezan, neusmeren i
mnogih drugih). U ovoj klasi se nalazi i dve metode za obilazak grafa — BFS
i DFS obilazak grafova. Mada je lista susedstva nacin reprezentacije grafa koji
se koristi u ovoj klasi, omoguéeno je dobijenje i druge reprezentacije grafa —
matrice susedstva. U tu svrhu se koristi metoda getAdjacencyMatrix(). Kao
i kod klase za rad sa temenima grafova GraphNode i u ovoj klasi su definisani
mnogi operatori.

Ove metode predstavljaju samo deo metoda koje se koriste za rad sa graf-
ovima. Detaljni pregled svih metoda se nalazi u dodatku ovog rada (doku-
mentacija za koriséenje ove biblioteke).

Pored javnih funkcija, postoje i privatne funkcija koje su sakrivene od , kli-
jentskog” koda, a koje se koriste iz javnih metoda ove klase. U ovu grupu
funkcija spadaju funkcije koje vode ra¢una o radu sa memorijom, kao i neke
,»usluzne” funkcije koje koriste javne funkcije ove klase.

Klasama GraphNode i Graph je predstavljen graf. Ove dve klase omogucavaju
rad sa grafovima. Samo crtanje grafa je implementirano preko klase Drawing i
iz nje izvedenih klasa.

Klasa Drawing je apstraktna klasa koja se koristi kao bazna klasa za sva
crtanja. Iz ove klase su nasledene redom klase:

e ArcLayeredDrawing — klasa koja se koristi za lu¢no-slojevito crtanje
grafova;

e BarycenterDrawing — klasa koja se koristi za baricentri¢no crtanje grafova;
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| Drrawving |

|.-’-‘-.ru:LayeredDrawing| | BarycenterD rawing | |StraightLineDrawing |

Slika 5.1: Klasa Drawing i klase izvedene iz nje: ArcLayeredDrawing,
BarycenterDrawing i StraightLineDrawing

e StraightLineDrawing — klasa koja se koristi za pravolinijsko crtanje
planarnih grafova.

Napomenimo, pre nego Sto detaljnije objasnimo upotrebu ovih klasa, da
je usled ove organizacije crtanja veoma lako dodati novo crtanje. Sve sto je
potrebno uraditi jeste pravljenje nove klase koja ¢e biti nasledena od klase
Drawing i koja e reprezentovati to novo crtanje.

Klasa Drawing u sebi ima enkapsulirane osnovne elemente koji su potrebni za
crtanje. Svaka od izvedenih klasa eventualno ima neka svojstva karakteristicna
za dato crtenje.

Funkcija:

map<int, struct Point> getCoordinates();

je funkcija pomoc¢u koje je moguée dobiti koordinate temena grafa. Samo
racunanje koordinata se postize ¢isto virtualnom zasticenom funkcijom:

virtual void computeCoordinates()=0;
Funkcija ¢lanica ove klase je i funkcija:
bool draw();

Pomocu ove funkcije se realizuje samo crtanje grafa, odnosno upisivanje cr-
tanja u fajl u GCLC formatu.

U zavisnosti od vrste crtanja, ono moze biti konfigurabilno, odnosno, moguce
je napraviti varijacije na jedno crtanje i time uticati na vizuelni izgled nacrtanog
grafa. Ovi parametri koji uti¢u na vizuelni izgled crtanja se prosleduju kroz ob-
jekat klase Settings. Ovom klasom su predstavljena genericka podrsavanja
svakog od crtanja. Ovom klasom se odreduje tip crtanja koje je potrebno
napraviti, pravac crtanja grafa (za neke od crtanja je ovo moguée podesiti),
format crtanja. Takode, objektom ove klase je moguce postaviti i faktore skali-
ranja i transliranja, kao i tacnost i maksimalni broj iteracija (poslednja dva
parametra se mogu postaviti za baricentri¢no crtanje). Mada je moguée objek-
tom ove klase bitno uticati na crtanje na visestruke nacine, radi sto jednostavnije
upotrebe ove biblioteke, data je moguénost prosledivanja Settings objekta u
podrazumevanom stanju, u kom slucaju se generise podrazumevano crtanje.
Pored postavljanja parametara crtanja klase Settings preko konstruktora, ova
klasa ima i funkcije koje se mogu koristi za naknadno postavljanje ovih param-
etara, kao i njihovo ¢itanje.
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Prilikom dizajniranja klase Drawing i klasa izvedenih iz nje, cilj je bio
omoguciti ,,klijentskom” kodu konzican i jednostavan interfejs, kojim bi bilo
moguce crtanje grafova na Sto jednostavniji nacin. Iz ovog razloga veliki broj
funkcija je privatan ili zasti¢en i na taj nacin sakriven od ,,klijentskog” koda. Te
zasti¢ene 1 privatne funkcije se uglavnom koriste za definisanje i crtanje temena
i grana u razli¢itim stilovima i formatima.

Kao $to je veé ranije napomenuto, konkretna crtanja podrazumevaju defin-
isanje novih parametara potrebnih za to crtanje. Klasa ArcLayeredDrawing
definie i nivoe potrebne za ovo crtanje (u poglavlju 3.2 na strani 29) je defin-
isano ovo crtanje. Ovi nivoi se ¢uvaju kao vektori celobrojnih vektora:

vector<vector <int> > layers;

U ovoj klasi su definisane i dodatne (mahom privatne) funkcije potrebne
za ovo konkretno crtanje. Te funkcije ukljucuju funkcije za odredivanje = i
y koordinata crtanja, dobijanja najSire ,,Ju¢ne” grane, odredivanje potomaka
odredenog nivoa, generisanje svih nivoa potrebnih za crtanje i tako dalje.

Klasa BarycenterDrawing definiSe svoje (opet mahom privatne) funkcije
potrebne za ovo crtanje. Uz to, ovom crtanju je potrebno proslediti i skup
fiksiranih temena. Taj skup je realizovane preko mape:

map<int, struct Point> fixedVertices;

struct Point je struktura koja se koristi na vise mesta u kodu i predstavlja
tacku u ravni. Definisana je sa x i y koordinatom koje su tipa float.

Tokom rada algoritma za racunanje baricentri¢nog crtanja potrebno je voditi
racuna o skupu temena za koje vise ne treba rac¢unati nove koordinate (njihove
koordinate su ve¢ dostigle tacku konvergencije). Ovi skupovi temena su reali-
zovani preko mapa:

map<int, bool> needsXUpdating, needsYUpdating;

Kao i kod klase ArcLayeredDrawing i u ovoj klasi je ve¢ina novih funkcija
privatna ili zasticena. Neke od funkcija potrebnih za ovo crtanje su funkcija
za postavljanje fiksiranih koordinata, funkcija koja odreduje da li je potrebno
nastaviti iterativni algoritam za odredivanje koordinata temena, sama funkcija
koja iterativnim algoritmom odreduje koordinate temena i tako dalje.

Za pravolinijska crtanja planarnih grafova se koristi klasa StraightLineDrawing.
Za ovo crtanje je potrebna struktura kanonskog uredenja (definicija ovog uredenja
i algoritam za njegovo odredivanje se nalazi u poglavlju 4.3 na strani 42). Kanon-
sko uredenje je definisano preko strukture struct CanonicalOrder, koja se
sastoji od ¢lanova:

//! Canonical ordering

vector<int> canonicalOrdering;

//' Map of outer cycles of Gk
map<int, vector<int> > cOGk;

//! Map of neighbours of vertex vk
map<int, vector<int> > vk_neighbours;
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U biblioteku su ukljucene jos dve klase, a koje se koriste u pomocne svrhe.
To su klase GraphUtil i TestUtil. Sve javne funkcije obe ove klase su stati¢ne.
Kao sto je ve¢ napomenuto funkcije ove klase se mogu koristiti u pomocne
svhe uglavnom za vreme debagovanja. Neke od funkcija koje se nalaze u ovim
klasama ukljucuju funkcije za proveru da li se dati element nalazi u prosledenom
vektoru, ispisivanje vektora, ispisivanje nivoa u lu¢no-slojevitom crtanju crtanju,
ispisivanje stanja objekta klase Settings, alociranje i dealociranje memorije za
rad sa matricom susedstva i tako dalje. Imajuéi u vidu ,,servisni” karakter ove
dve klase, one ovde nece biti detaljnije objasnjene.

U ovom poglavlju je dat kratak prikaz klasa, enumeracija u struktura koje su
koriséene u ovoj biblioteci. Za detaljniju dokumentaciju treba koristi dodatak.

U originalnom obliku baricentri¢ne metode, postoji nekoliko situacija u ko-
jima se ne dobijaju vizuelno prihvatljivi crtezi. Moguéi problemi su poklapanje
koordinata dva temena grafa (ovaj problem moze da se javi kod temena stepena
jedan ili kada u grafu postoji vise temena koja imaju iste susede) ili delimi¢na
preklapanja grana. Kako bi ovi problemi bili izbegnuti, u biblioteci koja prati
ovaj rad je napravljno nekoliko modifikacija originalne baricentri¢ne metode.

5.3 Integracija sa programom GCLC

U prethodnom poglavlju je opisana razvijena bibioteka za crtanje grafova.
Ova biblioteka je integrisana u program GCLC ([3], [4] i [5]) i u okviru njega je
sada moguce crtati opste grafove metodama koje su implementirane u biblioteci.
U skladu sa tim, prosiren je jezik GCLC-a, a na nizem nivou koéd GCLC-a koristi
nekoliko kljuénih metoda iz javnog interfejsa klasa biblioteke. Grafovi se u
GCLC-u mogu koristiti slicno kao ostali objekti, pa ih je moguce transformisati,
menjati u okviru animacije, itd.

Luc¢no-slojevito crtanje se dobija komandom drawgraph_a u GCLC-u. Sin-
taksa ove komande je:

drawgraph_a <p_id> <nl> <n2> <list_of_nodes> <list_of_edges>

gde je <p_id> centar crteza grafa, <n1> je Sirina crteza grafa, dok je <n2> ugao
rotacije sa centrom u <p_id>. <list_of_nodes> i <list_of_edges> redom
predstavljaju listu temena i listu grana.

Primer 5.3.1 Primer crtanja grafa luéno-slojevitom metodom u programu GCLC.

drawgraph_a P 0 0
{_abcdel}

{
_ab
ac
_ad
b d
b e

}

Crtanje baricentricnom metodom u programu GCLC se postize komandom
drawgraph_b. Sintaksa ove komande je:
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Slika 5.2: Lué¢no-slojevito crtanje grafa iz primera 5.3.1

drawgraph_b <id> <list_of_nodes> <list_of_edges>

<id> se koristi kao identifikator grafa, preko koga se kasnije eventualno moze
pristupati njegovim temenima. <list_of_nodes> i <list_of_edges> redom
predstavljaju listu temena i listu grana.

Zadavanjem parametara u GCLC komandama drawgraph a? i drawgraph b
crtez grafa je jedinstveno odreden.

Primer 5.3.2 Primer crtanja grafa baricentriécnom metodom u programu GCLC.

drawgraph_b G

{_aA
b B
c C
d _
}

{
_ab
_ac
_ad
b d
b ¢
c d

}

4U slucaju komande drawgraph_a crtez grafa je jedinstveno odreden do na poredak temena
i grana.
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Slika 5.3: Baricentri¢no crtanje grafa iz primera 5.3.2
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Glava 6

Pregled literature i
postojecih alata

U ovoj glavi ¢e biti dat pregled literature i postoje¢ih alata. U prvom
poglavlju ¢e biti dat pregled literature koja je koriséena prilikom pisanja ovog
rada, dok ¢e u drugom poglavlju biti dat pregled postojecih alata koji se koriste
za crtanje grafova, kao i biblioteka i korisnih linkova.

6.1 Pregled literature

Knjiga ,,Graph Drawing - Algorithms for the Visualization of Graphs”, (au-
tori: Giuseppe Di Battista, Peter Eades, Roberto Tamassia, Ioannis G. Tollis)
[2] predstavlja verovatno najbolji izbor u oblasti crtanja grafova. Knjiga pred-
stavlja presek najznacajnijih algoritama za crtanje opstih grafova, ali i speci-
jalnih grafova. Autori polaze od osnovnih pojmova, kao i opsteg predstavljanja
metodologija koje se koriste za crtanje grafova. Kroz glave koja slede se pred-
stavljaju algoritmi koji se koriste u tim metodologijama. Autori polaze od
osnovnih algoritama za crtanje stabala, preko raznih algoritama koji se koriste
za crtanja planarnih grafova. Neke od predstavljanih metodologija su: mreznog
toka (eng. network flow), inkrementalne tehnike, tehnike za konstruisanje or-
togonalnih crteza neplanarnih grafova na celobrojnoj mrezi, tehnike za crtanje
grafova hijerarhijskim pristupom, tehnike za crtanje grafa korsé¢enjem metoda
iz metodologije usmeravanja silom i druge.

Kao preduslov za koriséenje ove knjige, autori od ¢itaoca o¢ekuju poznavanje
osnovnih algoritama i struktura podataka, a knjigu namenjuju kao literaturu za
kurseve sa postdiplomskih studija, kao i za istrazivace koji se bave crtanjem
grafova. Veéina glava se zavrSava vezbama i problemima, koji su posveéeni
utrvrdivanju tehnika koje su predstavljene u toj glavi, dok su neke kompleksnije
i predvidene su za koris¢enje na naprednijim kursevima.

Oblast crtanja planarnih grafova je znatno uza nego oblast crtanja opstih
grafova, pa je samim tim i izbor literature manji. Svakako jedna od najboljih
knjiga u ovoj oblasti je ,,Planar Graph Drawing”, (autori: Takao Nishizeki i
Saidur Rahman) [1]. Radi se o knjizi u kojoj je predstavljena teorija i algoritmi
za crtanje planarnih grafova. Knjiga polazi od nekih osnovnih uvoda u cr-
tanje planarnih grafova, da bi dalje kroz knjigu bili predstavljene osnovne vrste
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crtanja planarnih grafova, kao i primene crtanja planarnih grafova. Uvodni
deo knjige je posvecen i nekim osnovnim definicijama i teoremama iz polja cr-
tanja planarnih grafova, kao i nekim algoritamskim osnovama uopste. Ostatak
knjige je posvecen raznim vrstama crtanja razlicitih tipova planarnih grafova:
pravolinijsko crtanje planarnih grafova na celobrojnoj mrezi, konveksno crtanje
planarnih grafova, pravougaono crtanje planarnih grafova, box-pravougaono cr-
tanje planarnih grafova, ortogonalno crtanje planarnih grafova, itd. Autori su
knjigu zamislili kao literaturu koja se moze koristiti na postdiplomskim kur-
sevima algoritmike, teorije grafova, crtanja grafova, vizualizacije informacija i
drugim.

Generalno, druga knjiga [1] ima znatno vise teorijski pristup polju crtanja
(planarnih) grafova nego prva knjiga [2], i materijal u njoj je znatno formalnije
izlozen. Za razliku od nje [2] je znatno praktiénija sa veéim brojem raznovrsnijih
algoritama, i njena upotreba je svakako prakti¢nija.

6.2 Pregled postojec¢ih alata

e Graphviz — Graph Visualization Software

(http://www.graphviz.org/) — radi se o open source alatu koji se ko-
risti za vizuelizaciju grafova. Ovaj program ima jednostavan jezik koji
omogucava zadavanje grafa u tekstualnom obliku. Tekstualni fajl u kome
se nalazi opis grafa se zatim kompajlira u zeljeni graficki format. U okviru
samog programa je implementirano vise razlic¢itih metoda za vizuelizaciju
grafova. Program je vrlo konfigurabilan i omogucava crtanje grafova sa
razli¢itim oblikom i bojom temena kao i razli¢itom vrstom grana. Moguce
je definisanje i podgrafova, koji se dalje mogu integrisati u crtez. Postoje
verzije programa za Linux, Windows i Mac. Na sajtu je moguce nadi i
veoma detaljnu dokumentaciju.

e uDraw(Graph)

(http://www.informatik.uni-bremen.de/uDrawGraph/en/index.html)
— alat za generisanje crteza grafova. Ovaj alat je ranije bio poznat kao
daVinci, medutim, 2005. godine je ime programa promenjeno. Program
se koristi za automatsko generisanje crteza grafova, odnosno dijagrama,
vizualizacija raznih struktura, hijerarhija itd. Program dolazi u verzi-
jama za razliCite operativne sisteme, izmedu ostalog za Linux, FreeBSD,
Windows i Mac.

e Tom Sawyer Software (http://www.tomsawyer.com/home/index.php)
— komercijalni alat za vizualizaciju i analizu grafova. Omogucava hijer-
arhijska, kruzna, simetri¢na, ortogonalna i mnoga druga crtanja.

e GDToolkit — Graph Drawing Toolkit

(http://www.dia.uniroma3.it/~gdt/gdt4/index.php)— C++ bilbioteka
za rad sa grafovima i crtanje grafova. Pomocu ove biblioteke je moguce ra-
diti sa nekoliko razli¢itih vrsta grafova. Vizuelizaciju je moguce napraviti
u skladu sa razlicitim vrstama estetskih kriterijuma i ogranicenja.

e The Open Source Java Graph Library (http://www.jgraph.com)
— open source komponenta za crtanje grafova za Java-u.
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e Walrus — Graph Visualization Tool

(http://www.caida.org/tools/visualization/walrus/ — alat za in-
teraktivnu vizualizaciju velikih usmerenih grafova u trodimenzionalnom
prostoru. Radi se o projektu koji je dostupan pod GNU GPL licencom.

e LEDA (http://www.algorithmic-solutions.com/leda/index.htm)—

C++ biblioteka, ¢iji je jedan deo je posveéen radu sa grafovima.

e VGJ (Visualizing Graphs with Java)

(http://www.eng.auburn.edu/department/cse/research/graph_drawing/
graph_drawing.html) — alat za crtanje grafova.

e VCG (http://rw4.cs.uni-sb.de/ sander/html/gsvcgl.html) — alat
koji na osnovu tekstualne specifikacije grafa crta graf.

e http://graphdrawing.org/ — sajt posveéen crtanju grafova.
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Glava 7
Zakljucci i dalji rad

Oblast crtanja grafova je izuzetno siroka i ima mnogo prakti¢nih primena, u
1.2 na strani 9). Moguénosti za nastavak ovog rada su veoma velike.

Prilikom dizajniranja biblioteke za crtanje grafova vodeno je racuna o tome
da dodavanje novih crtanja bude jednostavno. Implementiranje nove metode
za crtanje grafova i njena integracija u ovu biblioteku se postize nasledivanjem
klase Drawing. Nova crtanja mogu biti dodata u cilju vizuelizacije neke posebne
klase grafova, gde je potrebno podatke prikazati na specifican nacin, ali crtanja
mogu biti dodavana i radi novih dodatnih vizualizacija opstih grafova. Medu
na strani 16). U ovom radu je predstavljena jedna metoda za pravolinjsko cr-
tanje planarnih grafova — metoda pomeraja (poglavlje 4.4 na strani 46). Pored
ove metode, postoji jo§ veoma mnogo razli¢itih metoda koje se mogu koristi za
razne vrste crtanja planarnih grafova. Detaljni spisak svih metoda za crtanje
planarnih grafova se moze naci u poglavlju 4.1 na strani 39.

U ovom trenutku biblioteka koja prati ovaj tekst podrzava crtanje grafova u
kojima su temena predstavljena krugovima, dok su strane predstavljene duzima,
odnosno polukrugovima (u zavisnosti od vrste crtanja). Bilo bi interesantno
prosiriti biblioteku dodavanjem novih stilova za crtanje grafova u okviru veé¢ pos-
tojecih (i eventualno novih metoda). To prosirenje stilova bi moglo da ukljucuje
moguénost predstavljanja temena razlicitim geometrijskim figurama, koje bi
mogle biti obojene razli¢itim bojama, dok bi grane mogle biti predstavljene
razlicitim vrstama linija (razlicite debljine linija, razliciti dizajni linija, itd).

Biblioteka (tacnije deo bilbioteke koji se odnosi na samo crtanje grafova) je
uglavnom koncentrisana na crtanje grafova u GCLC-u. Medutim, veoma lako bi
bilo moguce prosiriti ovaj izlaz na razli¢ite druge formate. Ti formati bi mogli da
uklju¢uju bmp, png, jpg, eps, swf itd, ali i u mnoge druge razlicite sisteme
(recimo OpenGL).

Bilo bi interesantno dodati moguénost animiranja grafova u biblioteku. An-
imiranim grafovima bi bilo moguce prikazati neku vrstu dinamike odnosa medu
entitetima. Pored ove ¢injenice, bilo bi zanimljivo animirati i same algoritme
koji su koriéeni za crtanje grafova (recimo, konvergencija koordinata ka final-
nom crtezu kod baricentri¢ne metode).
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Glava 8

Primeri

U ovoj glavi ¢e biti dato nekoliko primera crtanja planarnih grafova koja
su implementirana u okviru ovog rada. Sami crtezi su napravljeni koriséenjem
programa GCLC.

Slika 8.1: Lucno-slojevito crtanje grafa sa 6 temena. Na slici 8.5 je nacrtan isti
graf baricentricnom metodom.
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Slika 8.2: Lucno-slojevito crtanje grafa sa 11 temena. Na slici 8.6 je nacrtan isti
graf samo baricentri¢nom metodom.

Slika 8.3: Lucno-slojevito crtanje grafa Ks
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Slika 8.4: Lucno-slojevito crtanje grafa Kz s

Slika 8.5: Baricentri¢no crtanje grafa sa 6 temena. Fiksirana temena 1, 2 1 3.
Odabirom nekih drugih fiksiranih temena se dobijaju potpuno drugacija crtanja.
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Slika 8.6: Baricentri¢no crtanje grafa sa 11 temena. Za fiksirana temena su
temena 1, 2, 5, 9 i 4. Odabirom nekih drugih fiksiranih temena se dobijaju
potpuno drugacija crtanja.

Slika 8.7: Pravolinijsko crtanje planarnog grafa sa 6 temena metodom pomeraja
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Slika 8.8: Pravolinijsko crtanje planarnog grafa sa 16 temena metodom pomeraja
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Sazetak / Summary

Polje crtanja grafova je veoma bogato. U prvom delu ovog rada je pred-
stavljen uvod u rad sa grafovima kao i teorijske osnove rada sa grafovima, a u
drugom delu su predstavljene tri metode: lucéno-slojevita metoda, baricentricna
metoda i metoda pomeraja. Lu¢no-slojevita i baricentri¢na metoda se koriste za
crtanje opstih grafova, dok se metoda pomeraja koristi za pravolinijsko crtanje
planarnih grafova. U sklopu ovog rada je implementirana i bilbioteka za cr-
tanje grafova, koja je integrisana u program GCLC i kojom je omoguéeno crtanje
grafova u GCLC-u (iz tog razloga, sintaksa GCLC-a je proSirena). Na kraju rada je
dat pregled implementacije sa programom GCLC, pregled postoje¢ih alata, kao i
zakljucci i dalji rad.

The field of graph drawing is very wide and has many applications. In the
first part of this work, introduction to graph drawing was presented as well as
some basic theory required for graph drawing. In the second part of the work,
three methods were presented: the arc-layered method, the baricentric method
and the shift method. The arc-layered method and the baricentric method are
methods that can be used in drawing of general graphs, while the shift method
is used in straightline drawing of planar graphs. Along side with this work, API
for graph drawing was implemented as well. This API is integrated with the
program GCLC. Thanks to this API, it is now possible to draw graphs in GCLC
(for this purpuse its syntax is extended). At the very end of this thesis, there
are chapters about implementation of these methods, overview of existing tools
and literature for graph drawing, and the final conclusions and the directions
for future work.
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