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UvVOD

Konveksne funkcije imaju svoje znacajno mjesto u okvirima klasi¢ne, funkcionalne
analize a posebno u oblasti optimizacije. Razvijen je snazan aparat diferencijalnog racuna
kojim se rjesavaju problemi u ovim oblastima. Na primjer, funkcije koje su dvaput difer-
encijabilne konveksne su na svom domenu ukoliko je matrica drugog izvoda (Heseova
matrica) pozitivno semidefinitna na cijelom domenu. Uvedena su takode neka upostenja
izvoda, kao na primjer pojam subdiferencijala (subgradijenta) i pokazano je da je za svaku
tacku u unutrasnjosti domena konveksne funkcije f, subdiferencijal neprazan skup, i nar-
avno, ukoliko je subdiferencijal jednoclan skup za neku tacku domena, funkcija je u toj
tacki diferencijabilna. Bududi da je uslov konveksnosti ponekad i prejak, uvedena su i neka
oslabljenja kao npr. kvazikonveksne i pseudokonveksne funkcije. U tim okvirima prirodno
se namece pitanje prvo o neprekidnosti a potom i o diferencijabilnosti konveksnih funkcija
gdje se doslo do interesantnih rezultata. Neki od tih rezultata bi¢e prikazani u ovom radu.

Prvo ¢e biti navedeni rezultati kada je domen R (jednodimenzionalan slu¢aj) a zatim
i za konac¢nodimenzionalan slucaj, kad je domen R™.
Neka je A C R” konveksan skup. Funkciju f : A — R nazivamo konveksnom ako
Vo, y € A\ €0, 1] vazi
fOz+ (1= Ny) <Af(@) + (1 =N f(y).

Funkciju f : A — R nazivamo strogo konveksnom ako Vz,y € A,z # y, A € (0,1) vazi

fOz+ (1= Ay) <Af(z) + (1= A f(y)

Ukoliko znak < (<) zamijenimo znakom > (>) dobi¢emo pojam (strogo)konkavne
funkcije.

Primijetimo da je za konveksne funkcije ujedno zadovoljena i nejednakost



Ve,ye A fAz+ (1= Ny) < mazx{f(z), f(y)}-

Gornjom nejednakoscu su zapravo definisane kvazikonveksne funkcije. U okviru rada
osvrnu¢emo se i na neke rezultate u vezi sa kvazikonveksnim funkcijama.

Teorema 1 Neka su funkcije f, g konveksne na A. Tada su i funkcije f+g te a- f, a >0
takode konveksne.

Dokaz.
Dokaz ide direktno,

(f+9) Az +(1=Ny) = f(Ar + (1 = Ny) + g(Az + (1 = Ny) <

(Af(x) + (=N f(y) + (Ag(x) + (1 = Ng(y))
=Af+9)(x)+ (1 =N(f+9) ()

S druge strane, mnoZeci nejednakost

FOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ 1=\ F(y)

pozitivnim brojem a dobijamo

af(Az+ (1= Ny) < arf(z) +a(l =) f(y),

odnosno
(af)(Az+ (1= ANy) < Aaf)(z) + (1= A)(af)(y). 1

Navedimo ovdje da niz konveksnih funkcija ukoliko konvergira, konvergira konvek-
snoj funkeiji. Sljedeéi primjer predstavlja neprekidnu konveksnu funkciju diferencijabilnu
svuda osim u prebrojivo mnogo tacaka.

Primjer 1 Funkcija [ : [0,1] — R zadata sa f(x) = > ¢;lv — x| gdje su c; > 0 takvi
da red Y .2, ¢; konvergira a x; € (0,1) N Q. Da je funkcija dobro definisana slijedi iz

uporednog kriterijuma

ng(x):Zcﬂx—xi\ <D ¢
i=1 i=1
Funkcija oblika |z — a| je konveksna pa je na osnovu prethodne teoreme svaka parcijalna

suma f, konveksna, pa je onda prema gornjoj napomeni i sama f konveksna. Jasno je
da je f svuda diferencijabilna osim u tackama x; kojih je prebrojivo mnogo.



JEDNODIMENZIONALAN SLUCAJ

Problem neprekidnosti i diferencijabilnosti rijesi¢cemo prvo na jednodimenzionalnom
slucaju jer, kako ¢emo kasnije vidjeti, on predstavlja osnovu za rjeSavanje odgovarajuceg
problema u visedimenzionalnom slucaju .

Definicija 1 Pod podijeljenom razlikom Ag(x,y) realne funkcije f na intervalu I nazi-

VMo 12raz
fly) — f(z)

y—x

Ag(x,y) = ,r,yelx#y.

Lema 1 Realna funkcija f definisana na intervalu I je konveksna ako i samo ako za sve
x,y,2 € I,x < z <y vazi jedna od sljedecih ekvivalentnih nejednakosti

o) 116 < S0-1e)

SECRORFOSE

¢) eI o fw-ie)

T — Yy—x

Dokaz.
Kao direktna posljedica definicije konveksne funkcije, za 0 < X = Y= < 1, dobija se
nejednakost

<

f(Z)—f(y_I +y_xy)§y_xf( )+y_xf(y)

koja je ekvivalentna svakoj od nejednakosti 1z leme. Dovoljan uslov se slicno dokazuje. B

Posljedica 1 Realna funkcija f definisana na intervalu I je konveksna ako i samo ako je
njena podijeljena razlika, posmatrana kao funkcija dvije promjenljive, rastuca i po jednoj
1 po drugoj promjenljivoy.



Teorema 2 (Teorema o neprekidnosti konveksnih funkcija)Neka je f : (a,b) — R
konveksna funkcija. Tada je f LipSic neprekidna na svakom [c,d] C (a,b).

Dokaz.
Neka C; D € (a,b) tako da vazi C < ¢ < d < D. Neka je dalje x,y € [c,d], x < y.Tada
kombinovanjem nejednakosti iz Leme 1 imamo

£(e) = F(C) _ Jw) — I()
c—C - y—x - D —

Za pozitivan realan broj L takav da

fle) = (C)

—L<
- c—C D —

vrigedi
|f(y) = f(@)| < Ly — x|, v,y € [c.d]. B

Odavde direktno slijedi sljede¢a teorema:
Teorema 3 Konveksna funkcija definisana na otvorenom intervalu je neprekidna.

Dobijena lokalna Lipsic neprekidnost ¢e se pokazati kao klju¢na osobina za dokazivanje
teoreme o diferencijabilnosti konveksnih funkcija vise promjenljivih.

Sada, kao direktna posljedica monotonosti funkcije podijeljene razlike, moze se pokazati
da su konveksne funkcije monotone po dijelovima (maksimalno tri dijela uz redoslijed
opada, konstantna pa raste, pri ¢emu neki od dijelova ne more biti prisutan). Ovo svo-
jstvo predstavlja potreban i dovoljan uslov za kvazikonveksne funkcije.

Teorema 4 Funkcija f : R — R je kvazikonveksna ako i samo ako je monotona ili
nerastuca pa neopadajuca.

Dokaz.

Neka je [ kvazikonveksna. Tada je f ili monotona na cijelom domenu ili postoje
z,y,z € R takvi da vazi x <y < z te f(y) < f(z) i f(y) < f(2).

Posmatragmo vrijednosti funkcije u tackama t lijevo od x. Zbog kvazikonveksnosti vazi

f(@) <maz{f(t), f(y)},

pa zbog f(y) < f(x),
vt <, f(x) < f(t).

Primjenjujuci prethodni postupak pokazuge se da je f merastuca na intervalu (—oo, z].
Na slican nacin se pokaze da
Vs 2z, f(2) < f(s)

odnosno da je f neopadajuca na intervalu [z,00).
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Neka je sada xo maksimalna(supremum) (xg > x), a zo minimalna(infimum) vrijed-
nost (zo < z) za koje je f nerastuéa na (—oo, xy)/(—00, xo], a neopadajuca na (zy, 00)/[zg, 00).
Ukoliko je zo < x, onda je 5f nerastuca na (—oo, zy), konstantna na (zq, zo) te neopadajuca
na (xg, 00).

Slucaj xo < zo nije mogué. Za potpun dokaz potrebno je ispitati cetiri slucaj kada
odgovarajuéi intervali nerasta, te neopadanja funkcije f imaju sljedeée oblike (—oo, xo] i
[20,00),(—00, g) @ [20,00) te (—o0, o) i (20,00), ali se oni svi dokazuju na slican nacin
pa éemo posmatrati samo preostali slucaj, kad je f nerastuéa na (—oo, xo|, a neopadajuéa
na (z9,00). Tada u proizvoljnim okolinama tacaka xy i zo postojale tacke xy1 i z1, redom,
takve da vazi g < x1 < 29 < 21 2a koje bi vazilo

f(@y) > f(zo),

odnosno
f(z1) < f(20).

Ako je f(z0) > f(x1), tada tacke xg,zy i 21 ne zadovoljavaju uslov kvazikonveksnosti.
Ukoliko je pak f(zo) < f(x1), onda tacke zo,x1 i 21 ne zadovaljavaju taj uslov.

Drugi smjer ide jednostavno diskutovanjem po poloZaju tacaka. W

Teorema 5 (Teorema o lijevom i desnom izvodu konveksnih funkcija)Neka je
f:(a,b) — R konveksna funkcija. Tada je f posjeduje u svakoj tacki lijevi © desni izvod
za koje vaZe sljedece mejednakosti

Dokaz.
Neka z,y,z € (a,b) tako da vazi v < y < z. Zbog monotonosti podijeljene razlike te
neprekidnosti f vazi

flo) = fly) _ () = fy)
r—y =Y
kao i
T ) et ) P A e f(y)7
s—y— T — Y =yt 2 —y
to jest f' (y) < fi(y). Nadalje
fia) < =) (y; 0 <)

to jest fi(x) < fl(y). W

Lema 2 Neka je f : (a,b) — R konveksna funkcija i x € (a,b). Tada vazilim, ., f' (y) =
fi(@) i limy, . f1(y) = fL(2)



Dokaz.

Znamo da vazi fjr(y) < F&)—f)

=Yy

, 2 >y pa iz neprekidnosti f slijedi

o ) - fly) _ f(z) — fl=)
hmf+(y)§ylir£+ -y  z—z

lim f\(y) < lim —f(z) — f()

y—x+ z—x+ zZ—X

- fi@).
Medutim, iz x < y slijedi f' (x) < fi(y) pa i

lim f (y) = f}(x).

y—r+

Slicno se pokazuje i druga jednakost. B

Teorema 6 (Teorema o diferencijabilnosti konveksnih funkcija)Neka je f : (a,b) —
R konveksna funkcija. Tada je f skoro svuda diferencijabilna na (a,b). Pri tome f' nije
definisana na najvise prebrojivom skupu A, a sama funkcija f' neprekidna je na (a,b)\ A.

Dokaz.

Za diferencijabilnost nam je meophodna jednakost lijevog i desnog izvoda. Sada,na
osnovu, Teoreme 5, jasno je da ce f' (x) = fL.(x) ako i samo ako je rastuca funkcija f' (z)
neprekidna. Time ce skup A sadrzavati one elemente u kojima je monotona funkcija f' ()
prekidna. Poznato je da monotne funkcije imaju najvise prebrojivo mnogo tacaka prekida
pa je i time skup A najvise prebrojiv. Neprekidnost funkcije f (x) na (a,b) \ A povlaci i
neprekidnost ' na tom istom skupu.

Teorema 7 (Teorema o diferencijabilnosti drugog reda konveksnih funkcija)Neka
je f:(a,b) — R konveksna funkcija. Tada je f" postoji skoro svuda na (a,b).

Dokaz.

Buduéi da je f' definisana skoro svuda na (a,b) te rastuéa na svom domenu to na
osnovu poznate teoreme o monotonim funkcijama (Teorema 12) mozZemo zakljuciti da f”
postoji skoro svuda na (a,b). B

Dokazimo sada i jednodimenzionalni slucaj Rademaherove teoreme koja moze da
posluzi kao alternativan dokaz o diferencijabilnosti konveksnih funkcija skoro svuda. Dokaz
je efektan i pruzi¢e osnovu za visedimenzionalan slucaj.

Teorema 8 (Teorema Rademahera o diferencijabilnosti LipSic neprekidnih
funkcija)Neka je f : (a,b) — R Lipsic neprekidna funkcija. Tada je f' postoji skoro

svuda na (a,b).

Dokaz.



Neka vazi
|f(y) = f(@)| < K|y — z|,Vz,y € (a,b).

Posmatragmo funkciju F : (a,b) — R definisanu sa F(x) = f(z) + Kz. Odavde
diferencijabilnost (s.s.) funkcije F povlaci diferencijabilnost (s.s.) funkcije f. Neka je
r <y, tada vazi

F(y) = F(z) = fy) — flx) + K(y —2) > —K(y —2) + K(y —x) = 0.

Ovim smo pokazali monotonost funkcije F iz koje, na osnovu Teoreme 12, slijedi
diferencijabilnost skoro svuda funkcije f. B



MONOTONE FUNKCIJE

Monotone funkcije pokazale su se bitnim u prethodnom dijelu pa ¢emo ovdje navesti
nekoliko njihovih osobina.

Teorema 9 Neka je f: (a,b) — R monotona funkcija. Tada za svako x € (a,b) postoji
flz+) i f(xz—), pri cemu vazi f(x—) < f(z+).

Dokaz.

Uzmimo da je [ rastuéa. Sada zbog monotonosti i ogranicenosti odozgo(odozdo) postoje
lim . f(t) = f(az+) kaoliny_.— f(t) = f(z—). Jasno je da iz monotonosti slijedi gornja
nejednakost. W

Oznacimo skup tacaka prekida funkcije f sa E. Znaci, neka je

E={z e (a,b)|f(z—) < flz+)}.

Sada dobijamo klasican rezultat:

Teorema 10 Neka je f : (a,b) — R monotona funkcija. Tada je skup tacaka prekida f
najvise prebrojiv.

Dokaz.

Neka je f rastuéa. Definisimo preslikavanje F' : E — Q sa F(z) =1, r € Q,
flx=) <r < f(z+). Ovo je moguce jer je Q svuda gust u R. Funkcija F' je 1 —1 pa vazi
card(E) < card(Q)). R

U toku dokaza narednih lema pokazace se kao bitan pojam Vitalijevog pokrivaca te
odgovarajuca Vitalijeva teorema.

Definicija 2 Neka je {D;}ic; familija nedegenerisanih intervala na R i neka je A C R.
Kazemo da je pokrivac {D;}ier Vitalijev pokrivac skupa A ako za svaku tacku a € A

inf{m(D;)|i € I, a € D;} =0.



Teorema 11 Neka je A C R i neka je {D;}icr Vitalijev pokrivac skupa A. Tada postoji
prebrojiv indeksni skup J C I takav da je podfamilija {D;};ec; disjunktna i

m(A\U{D;}jes) = 0.

Navedimo ovdje da je ovo samo jednodimenzionalan slucaj te i da postoji odgovarajuca
teorema u R"™.

Sada ¢emo, pomocu sljedece tri leme, dokazati klasi¢nu Lebegovu teoremu o diferen-
cijabilnosti monotonih funkcija.

Uvedimo pojam izvodnog broja. Naime, neka je data funicija f : [a,b] — R te
x € [a,b]. Tada t € R nazivamo (Dinijevim) izvodnim brojem ( Dinijevom izvodnom
vrijednoséu) funkcije f u tacki x, ukoliko postoji niz (x,)nen € [a, b] koji tezi x i za kojeg

vazi
lim f(xn)'_'f(x)

n—00 Ty — X

=1

i zapisujemo t € ff(x). Primijetimo ovdje, da jedinstvenost kona¢nog izvodnog broja
povlaci diferencijabilnost funkcije u odgovarajucoj tacki. Izvodni broj za monotono
rastuce funkcije uzima vrijednosti iz skupa [0, +00) U {+0o0}.

Uvedimo i sljede¢e oznake; m predstavlja Lebegovu mjeru na R, dok je m* odgo-
varajuca spoljasnja mjera.

Lema 3 Neka je f : [a,b] — R strogo rastuca funkcija, ¢ > 0 a X C [a,b] takav da za
svako x € X postoji barem jedan izvodni broj t € fi,(z),t < q. Tada vaZi nejednakost

m(f(X)) < gm*(X).
Dokaz.

Fiksiragmo € > 0 te uzmimo otvoren skup G C [a,b] takav da vazi
X CG,m(G) <m*(X) +e.
Posmatragmo familiju intervala
V= {[f@), fw+ ) [z € X, h A0, [r,0+h] C G, (Fla+h) - F@))/h < q+e}.

Zbog postojanja izvodnog broja t < q, gornja familija predstavija Vitalijev pokrivac
skupa f(X), pa time postoji disjunktna prebrojiva podfamilija

{[f(xn)a f(xn + hn)” n e N} cV,
1 pri tom vazi
m” (f O N JLf @), f (@0 + Ba)) [0 € N}) = 0.

Sada, posto je [ striktno rastuca slijedi da je i familija segmenata {[x,, T,+h,]|n € N}
disjunktna kao i \J,cn[Tn, Tn + hn] € G. Stoga

m*(f(X) <D |f(@ntha) = f@a)] < (g+€) Y [hal < (g+6)m(G) < (g+€)(m*(X)+e).

neN neN

Posto je € proizvolyno biran dobijamo

m*(f(X)) < gm*(X). W



Posmatrajmo sada slicnu lemu:

Lema 4 Neka je f : [a,b] — R strogo rastuéa funkcija, ¢ > 0 a X C [a,b] takav da za
svako x € X postoji barem jedan izvodni brojl € f,(x),l > q. Tada vaZi nejednakost

m’(f(X)) = qm*(X).

Dokaz.

Na osnovu Teoreme 10 li , bez gubitka opstosti, mozZemo pretpostaviti da je f neprekidna
na X. Uzmimo € > 0 tako da je ¢ — € > 0. Tada postoji otvoren skup G C R takav da
vazi

fX) € G m(G) <m*(f(X))+e

Posmatragmo familiju intervala
V=Alz,x+h)|ve X, h#0, [f(x), fe+h)] CG (flx+h) = f(x))/h=q—e}

Kao u prethodnoj Lemi, ovo predstavija Vitalijev pokrivac skupa skupa X, pa time
postoji disjunktna prebrojiva familija

{[xn, Tn + hp)|n € N} CV,

1 pri tom vazi
m(X \ | J{[zn, 20 + ho]|n € N}) = 0.

Sada, posto je [ striktno rastuéa slijedi da je i familija segmenata {[f(xy), f(x, +
hy)||n € N} disjunktna kao i \J, o[ f(70), f(2n + hy)] € G. Stoga

(¢ = m"(X) < (4 =€) Y |hal <Y [f(wn+ha) = fza)] < m(G) < m"(f(X)) + e

neN neN

Posto € moZemo birati proizvoljno malim, dobijamo
gm”(X) <m*(f(X)). ®
Ako kombinujemo prethodne dvije leme dobi¢emo:

Lema 5 Neka je f : [a,b] — R strogo rastucéa funkcija, a X = {x € [a,b]| postoje dva
razlic¢ita izvodna broja funkcije f u x}. Tada vaZi

m(X) = 0.

Dokaz.
Za proizvoljna dva broja p,q € Q za koje vazi 0 < p < q oznacimo

XPJ] = {l‘ € [aabH Elt7l c fb(l‘),t Spa l 2 Q}
Sada vazi

X =|J{X,0<p<q pqeq}

10



Zbog prebrojive subaditivnosti bice dovoljno dokazati da je svaki od skupova X, , mjere
nula. Iz prve leme slijedi

m*(f(Xp,q)) < pm™(Xp,)
dok iz druge
m*(f(Xp,q)) = gm™(Xp,q)
sto nam na kraju daje
pm*( Xy, q) = qm* (X, 4)
odnosno
0< (p—q@)m"(Xp,q)-
Sad, buduc¢i da vazi nejednakost p < q, dobijamo
m*(Xp,q) =0
i zakljucno
m(X,,) =0. A

Teorema 12 (Lebegova teorema o skoro svuda diferencijabilnosti monotonih

funkcija)Neka je [ : [a,b] — R monotnona funkcija. Tada je f' postoji skoro svuda na
[a,b)].

Dokaz.

Posmatrademo samo slucaj rastuce funkcije. Uvedimo pomocénu funkciju g(x) = f(z)+
x. Jasno je da je skup tacaka u kojima f" ne postoji jednak odgovarajuéem skupu funkcije
g. Time mozZemo pretpostaviti da je f strogo rastuca funkcija.

Tacke u kojima g nije diferencijabilna obuhvataju skup tacaka X u kojima postoje
barem dva razli¢ita konacna izvodna broja, te skup Y gdje postoji izvodni broj +0o. Na
osnovu Leme 4, m(X) = 0. Sada je dovoljno pokazati da je skup

Y ={z€lab]|VneN, 3te fp(z),t>n}
myjere nula. Ovo je, medutim, direktna posljedica Leme 3 jer iz nje slijedi
n-m*(Y) <m*(f(Y)) < f(b) — f(a),
odnosno nejendakost
m*(Y) < (f(b) = f(a))/n

koja vazi za svaki prirodan broj n odakle slijedi
m*(Y)=0.1

Posljedica 2 Svaka kvazikonveksna funkcija f : [a,b] — R je diferencijabilna skoro
svuda.

Poznato je da se svaka funkcija ogranicene varijacije moze napisati kao razlika dvije
rastuce funkcije odakle dobijamo sljede¢u posljedicu:

Posljedica 3 Svaka funkcija f : [a,b] — R ogranicene varijacije je diferencijabilna skoro
svuda.

11



VISEDIMENZIONALAN SLUCAJ

Prvo dokazimo ekvivalent neprekidnosti za visedimenzionalni slucaj.

Lema 6 Konveksna funkcija f definisana na otvorenom i konveksnom skupu U C R™ je
lokalno ogranicena, tj. za svako xo € U postoji okolina N(x¢) C U tako da je f ogranicena
na N(xg).

Dokaz.
Posmatragmo n-dimenzionalnu kocku K C U sa centrom u xy. Tjemena kocke oznacimo

SA V1, V2, ooy Uy, M = 2", Jasno je da je kocka K konveksni omotac svojih tjemena. Sada
za proizvoljno r € K vazi

i=1 =1

Primigenimo Jensenovu nejednakost

f(z) < Z Aif (Vi) < maxi<i<m f(vi) = L,

=1

pa je time f ogranicena odozgo na K.
Dalje, zbog simetrije, za svako x € K moZemo izabrati y € K tako da x¢ = ’”—;“y Sada,
flzo) < f(ﬂf)-;f(y) .
f(x) = 2f(x0) — f(y) = 2f(x0) — L

pa je time f ogranicena i odozdo na K. W

Prisjetimo se, funkciju f nazivamo lokalno Lipsic neprekidnom na U C R™ ukoliko za
svako zp € U postoji okolina N(z¢) C U tako da je f Lipsic neprekidna na N (xg).

Teorema 13 Konveksna funkcija f definisana na otvorenom i konveksnom skupu U C R"™
je lokalno Lipsic neprekidna.
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Dokaz.

Na osnovu prethodne leme postogi okolina Nac(xo) na kojoj je | f(x)| < M. Za proizvoljne
tacke x,y € N(xo) t.e z = y_l_EszJ:—iH’ a= Hy—TxH > 0 vazice z € Noe(xp) tey = aiﬂszaLHx,
pa zbog konveksnosti

fly) = f(z) <

o 1 o

() @)~ T) = S (f(2)— (@) < 2Ma = 2y —al

. L . L 2M
pa je [ LipSic neprekidna sa LipSicovom konstantom ==. B
Ovim smo pokazali teoremu Blumberga:

Teorema 14 Neka je [ konveksna funkcija definisana na otvorenom i konveksnom skupu
U CR". Tadaje f Lipsic neprekidna na svakom kompaktnom podskupu od U, a neprekidna
na U.

Dokazimo sad neke klasiéne teoreme koje daju dovoljne uslove za konveksnost funkcija.

Teorema 15 Diferencijabilna funkcija f definisana na otvorenom i konveksnom skupu
U C R" je konveksna ako i samo ako za svako x,y € U vaZi

fy) = f@)+ V@) (y—=),

odnosno, ako za svako x,y € U vazi

(Vi)' =V f@)") (y—=)>0.
Dokaz.
Neka je f konveksna. Tada za svako A € (0,1] vazi

FOW + (1= N2) < Af) + (1= X)) = DD IOy iy

Ukoliko pustimo da A — 0 dobicemo jedan smjer odnosno da
fly) = fx) = V()" (y — ).

Sad pretpostavimo da za x,y € U vazi gornja nejednakost. Neka je X € [0, 1] proizvoljno
izabrana i stavimo z = Ay + (1 — A\)z. Sada imamo

fy) = f(2) + V()" (y - 2),
fl@) > f(2) + V()" - (2= 2).
Konveksna kombinacija gornjih nejednakosti nam daje
M)+ 1 =Nf(@) > f(2) + VIR My —2) + (1= M)z~ 2))
= [(@) + Vf(2)" - 0= fy + (1= Nz)
pa je f konveksna. Afinom funkcijom g(y) = f(z) + Vf(x)T - (y — z) definisana je
potporna hiperravan, i konveksne funkcije se u geometrijskom smislu nalaze iznad svake

svoje potporne hiperravni(tangentne ravni). Slicno se dokazuje i druga ekvivalencija koju
cesto posmatramo kao osobinu monotonosti prvog izvoda. W
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Teorema 16 Neka je na otvorenom i konveksnom skupu U C R"™ definisana funkcija
f € C*(U). Tada je f konveksna ako i samo ako je za svako x € U, Hesijan H(x) pozi-
tivno semidefinitan.

Dokaz.
Neka je f konveksna. Tada za proizvoljno x € U te proizvoljan pravac t € R™ na
osnovu Tejlorovog razvoja vazi

fla+at) = f(z)+ V()" (at) + %(Oét)T - H(z) - (at) + [|ot]|*B(z, at)

gdje B(x,y) — 0 kada y — 0. Ako iskoristimo gore dokazanu nejednakost, dobic¢emo

oﬂ(%tT CH(z) -t + |[t]28(x, at) > 0

koja nakon skraéivawa sa o te o — 0 dagje pozitivnu semidefinitnost tT - H(z) -t > 0.
Drugi smjer takode dokazujemo pomocéu Tejlorovog razvoja. Naime

f)=f@)+ V@) (y—z)+1/2(y —2)"H(2)(y — z)

gdje z € [x,y]. Sad iz pozitivne semidefinitnosti Hesijana lako slijedi nejednakost iz Teo-
reme 13 pa time 1 konveksnost funkcije f. B

Zanimljivo je ovdje spomenuti potreban i dovoljan uslov da funkcija vise promjenljivih
bude strogo konveksna kojeg je dao Neder.

Teorema 17 Neka je na otvorenom i konveksnom skupu U C R" definisana funkcija
f e C*U). Tada je f strogo konveksna ako i samo ako je Hesijan H(x) pozitivno defini-
tan svuda osim na nigdje gustom skupu A C U.

Poznato je da postojanje parcijalnih izvoda funkcije f u tacki xg nije dovoljan uslov
za diferencijabilnost funkcije u toj tacki. Klasi¢na teorema koja rjesava taj problem kaze
da neprekidnost parcijalnih izvoda povlaéi (strogu, jaku) diferencijabilnost date funkcije.
Medutim, za konveksne funkcije definisane na otvorenom skupu, potreban i dovoljan uslov
da budu diferencijabilne je postojanje parcijalnih izvoda.

Teorema 18 Neka je na otvorenom i konveksnom skupu U C R"™ zadata konveksna
funkcija f. Ako postoje svi parcijalni izvodi u xg € U onda je f diferencijabilna u xq.

Dokaz.
Prirodno je ocekivati da ée upravo gradijent V f(xo) biti matrica linearnog preslika-
vanja T koje odgovara prvom izvodu. Posmatrajmo

a(h) = f(zo + h) — f(zo) — T(h).
Dowvoljno je pokazati da je
a(h)

m —~= = lim €
Inll=0 [[A]]  lRI—0

h) = 0.
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Funkcija a je konveksna, kao razlika konveksne i linearne funkcije pa za h = Y. | hie;
wzrazenom u standarnoj bazi, vazi

Zhez = af Zlnhiei) gi@.

i=1 i=1
Iz postojanja parcijalnih zzvoda slijeds

i Untued) . f(@o+nhiei) — flzo) — filzo)nhi

hi—0  h; h;—0 h;

=0.

Nejendakost Kogi-Svarc-Bunjakovski u R™ daje S0 wv; < [Jul||Jv]] < |jull 320, [vil-
Primijenimo to sad na a(h),

<Z nhe, Zh nhez <HhHZ| nheZ

Na isti nacin dobijamo

nh i€i)
) < Al Z\

Nadalje,
h+(=h 1
0=a(0) = (") < Liar) 4 o)
odakle slijedi —a(—h) < a(h).
Konacno,
nh i€i) "L a(nhse;
= Z| —a(=h) < a(h) < 1) 3 |2,
i=1 '
Sada iz postojanja parcijalnih izvoda i gore pokazane granicne vrijednosti slijedi
. a(h)
lim e(h) = lim —=0.1
IRl —0 (%) Inll—o [[R]

Za dokazivanje visedimenzionalnog slucaja teoreme o diferencijabilnosti konveksnih
funkcija postoji nekoliko pristupa. Uobicajen pristup koristi teoriju distribucija, neki
drugi primjenu monotnih funkcija u R”, dok pristup koji ¢emo koristiti u ovom radu ko-
risti teoremu Rademahera o diferencijabilnosti skoro svuda Lipsic neprekidnih funkcija
vise promjenljivih. Buduéi da je pojam diferencijabilnosti prvenstveno lokalan bice do-
voljno i ve¢ dokazana lokalna LipSic neprekidnost konveksnih funkcija. Za dokaz bi¢e nam
potrebno nekoliko teorema koje ¢emo sada navesti.

Teorema 19 Neka je Fi familija Lipsic neprekidnih funkcija definisanih na E C R™ sa
Lipsicovom konstantom K.

a) Ako je s(x) = sup{f(z)|f € Fk} funkcija sa konacnim vrijednostima na E tada je
18 € fK .
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b) Ako je f, € Fi niz funkcija na E za koje vazi

lim f,(z) = f(x) e R,z € E

onda i f € Fk.
c) Ako je f K-Lipsicova na R™ onda su i funkcije
f(z) +a, f(z+0b), ftx)/t, beR™ ateRt#0
takode K-LipSicove.

d) Neka je E C R™ kompaktan i f.,7 > 0 familija K-Lipsic neprekidnih funkcija na E
za koje vazi
7'1<7—2:>f7'1(x)§f7’2($)7 rek

Ako
1i%l+ fr(x)=f(x) eRz € E

onda je i f K-Lipsic neprekidna na E a konvergencija je ravnomjerna.

Dokaz.
Osobina a) je posljedica sljedecée turdnje,

sup fa(z) + sup(fa(y) — fa(x)) = sup fa(y).
AeL AeL A€l

Ukoliko pretpostavimo suprotno, onda postoji u € L tako da je

sup fa(w) +sup(fa(y) — fa(z)) < fu(y)

AeL AEL

medutim za A = p dobijamo znak jednakosti i dolazimo do kotradikcije.

Odavde, dalje, vazi nejednakost
| sup fx(y) — sup fa(z)| < sup|f(y) — f()]
AeL AeL AeL

odaklee osobina a) lako slijedi.
Osobine b), c) se lako dokazuju, dok je osobina d) direktna posljedica Dinijevog kriter-
yuma o ravnomgernoj konvergenciji niza funkcija. W

Definicija 3 Pod Dinijevim gornjim @ donjim izvodom funkcije f : R" — R u pravcu
vektora v € R"™ podrazumijevamo

D} f(x) = limsup flothv) — f(z)
h—0 h

T+ hv) — f(z
D ) = it L2101 = 1)

Jasno je da D, f(z) postoji ukoliko je D;f f(x) = D, f(x). Moze se pokazati da lokalno
Lipsic neprekidna funkcija ima konacne Dinijeve izvode.
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Definicija 4 Funkcija f : R® — R kaZemo da je Gato diferencijabilna u tacki x ukoliko
Vv € R™ postoji D, f(x) a funkcija v — D, f(x) je linearna.

Lako se dobija da je v — D, f(x) uvijek homogen a da ne mora uvijek biti aditivan.

Definicija 5 Funkcija f : R" — R kaZemo da je Frese diferencijabilna u tacki x ukoliko
je Gato diferencijabilna i pri tome je konvergencija

Duste) = i L2 =0

ravnomgjerna na jedinicnoj sferi S = {v € R*| ||v|| = 1}.

Pri tome, linearan operator D, f(z) nazivamo Gatoovim odnosno Freseovim izvodom
funkcije f.

Teorema 20 (Rademaher) Neka ja U C R™ otvoren skup i f : U — R Lipsic neprekidna.
Tada je f skoro svuda (Frese) diferencijabilna.

Uvedimo prvo sljedece oznake:

7,:0) = 7,00) = sup LD IO e oy oy,

P I e (rm o)),

Dokaz ¢emo izvesti pomocu sljedece tri leme. Prva od njih govori o mjerljivosti novou-
vedenih funkcija.

g (z0) = g (v) = inf (Ll

Lema 7 Neka ja f: U — R Lipsic neprekidna, 7 >0, v € R". Tada su funkcije
r— g (x;v), x— g (z;0),
z— Dy f(z), =~ D, f(z)
Lebeg mjerljive.

Dokaz.
Buduci da je f neprekidna a Q gust u R, imamo

g, (5 v) = sup{(f(z + hv) — f(z))/h|h € (=7,7) \ {0}}

= sup{(f(z + hv) — f(z))/h|h € (=7,7) \ {0}, 7 € Q}.
Sada za proizvoljno h funkcija © — (f(x + hv) — f(x))/h je neprekidna pa je i x +—
7, (x;v) Lebeg mjerljiva, kao supremum mjerljivih funkcija. Nadalje, vazilim, o, g1 (z;v) =
D} f(x) pa je i x — D} f(x) mjerljiva, kao granicna funkcija mjerljivih funkcija. Slicno
se pokazuje i za gT(a:; v) i D) f(z). A
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Lema 8 Neka ja f: U — R Lipsic neprekidna. Tada je f skoro svuda Gato diferencija-
bilna.

Dokaz.

Oznacimo sa G skup svih x € R™ za koje f nije Gato diferencijabilna a za v € R™ sa
A" ={x € R": Df f(x) # D, f(x)} . Dalje neka je skup A = U{A" : v € R"}. PokaZimo
da su skupovi A i G\A mjere nula.

Iz separabilnosti skupa R™ slijedi da postogi prebrojiv skup C' svuda gust podskup od
R™. Pokazimo da vazi A = U{A" : v € C}. Jedan smjer je direktan dok drugi slijedi na
osnovu neprekidnosti funkcija D f(x) @ D, f(x) te D} f(x) = D, f(x),v € C odakle kon-
trapozicijom slijedi D} f(x) = D f(z),v € R™. Iz dokazane mjerljivosti slijedi mjerljivost
skupa A".

Sada, za svaku pravu p paralelnu vektoru v € C' vazi m(A” Np) = 0, jer to predstavija
veé dokazani jednodimenzionalni slucaj. Iz Fubinijeve teoreme je m(A¥) = 0 pa zbog pre-
brogivosti skupa C i m(A) = 0.

Preostalo je da dokazemo da je m(G\ A) =0. Neka x € G\ A. Tada je v — D, f(z)
uvijek definisana ali nije linearna, tj. nije aditivna na R™. Time postoje vi,ve € R tako

da
Dvlf<l') + DUQf(x) 7é DU1+v2f(x)‘

Iz neprekidnosti D, f(z) slijedi da postoji wy, ws € C tako da

lef(l’) + Dw2f($) - le+w2f(.1') 7& 0.

Zary,r9 € R te v1,vy € R™ uvedimo oznake
B(vi,va,11,1m9) ={x & A: Dy, f(x) > 11, Doy f(x) > 129, Dyysay f(T) <11+ 72},
te slicno
B*(vi,v,1m1,1m9) ={x ¢ A: Dy, f(x) <11, Doy f(x) <79, Dyu, f(x) >11+ 72}
Sada je jasno da je
G\AC U{B(wl,wg,rl,rg) U B*(wy,ws,11,72) 1 11,79 € Q, wy,ws € C}.
Dowvoljno je pokazati da je za fiksirano wq,ws, 11,72
m(B(wy, ws,r1,13)) = 0.
Oznacimo sa B(wy,wa, 11,79, m) skup svih tacaka x € R™ za koje vazi
(1) = inf{(F(z + hwy) — F(@))/h: 0 < |B] < %} S,
(z;w2) = Inf{(f(z + hws)) — f(x))/h: 0 < |h] < %} > T,

(x; w1 + wa) = sup{(f(x + hwy + hwy)) — f(x))/h: 0 < |h| < %} <71+ 7.
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Odavde je

B(wla W2, 71, 7"2) - U B(wh Wz, T'1, T2, m)
m=1
Na osnovu leme o mjerljivosti dobija se da je skup B(wy,ws, 11,72, m) mjerljiv pa éemo
ponovo primijeniti Fubinijevu teoremu. Naime, dovoljno je pokazati m(B(wy, wa, 11,79, m)N
p) = 0 za svaku pravu p paralelnu sa wy + wy (za slucaj wy + wy = 0 dobija se da je
B(vy,v9,11,79) = 00). Stavise, pokazimo da je skup I = B(wy,wa, 71,79, m) N p prebrojiv.

Neka x,y € I, x #y. Dovoljno je pokazati da vazi ||x — y|| > ||wy + wal|/m.
Pretpostavimo suprotno, postoje x,y € I,x # y tako da ||x —y| < ||wy +wz||/m. Mozemo
pretpostaviti da je y = x + h(w; + ws),0 < h < % Posto x € B(wy,wq, 1,72, M) imamo
(f(x + hwy) — f(x))/h > 1 te (f(z + hwy + hwsy)) — f(x))/h <11+ 19. Sa druge strane
iz y € B(wy,wy, 1,72, M) imamo

(f(z 4+ hwy) — f(y))/h = (f(y — hwz) — f(y))/h < 72

Ove nejednakosti daju

f(x 4+ hwy) — f(x) > hry,
fly) = f(z) < hry + hry,
flz+ hwy) — f(y) < hry,
koje su medusobno u kontradikciji. Sad primjenom Fubinijeve teoreme dobijamo
m(G\A)=0.1

Lema 9 Neka ja f : U — R Lipsic neprekidna i Gato diferencijabilna v tacki x € U.
Tada je f Frese diferencijabilna u tacki x.

Dokaz.

Zbog Teoreme 19 c) za proizvoljno h € (—7,7)\ {0} funkcija v — (f(x+hv)— f(x))/h
je K-Lipsicova pa su zbog Teoreme 19 b) igT(m; v) 1 g,(x;v) K-Lipsicove.

Dalje za 0 < 7 < 11 vazi

g9, () <g (v) <(flz+7v) = f(2)/T <7 (v) <Gy, (0).
Takode vazi

lim g, (z;v) = D f(z), lim g (z;v) = D, f()

T—0+ T—0+ =T

a svaka od konvergencija je ravnomjerna za jedinicne v zbog Teoreme 19 d). Time smo
pokazali da su x — D} f(x), x — D, f(x) takode K-Lipsicove.
Iz Gato diferencijabilnosti slijedi

Dy f(z) = Dyf(z) = D, f(x),

na osnovu cega je i konvergencija

Dusta) = i L2 ) = 0

ravnomjerna na S, pa je f Frese diferencijabilna v z. B
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Ovim smo pokazali diferencijabilnost skoro svuda Lipsic neprekidnih funkcija odakle
na osnovu Teoreme 13 slijedi diferencijabilnost skoro svuda konveksnih funkcija.

Teorema 21 Neka je f konveksna funkcija definisana na otvorenom i konveksnom skupu
U CR". Tada je f diferencijabilna skoro svuda na U.

Napomenimo ovdje da se moze pokazati i viSedimenzionalna verzija ove teoreme za
kvazikonveksne funkcije, koje su takode skoro svuda diferencijabilne na svom domenu.
Dokaz je znatno kompleksniji jer kvazikonveksne funkcije nisu lokalno Lipsic neprekidne
pa se ne mozemo pozvati na teoremu Rademahera.
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TEOREMA ALEKSANDROVA

Teorema o egzistenciji drugog izvoda skoro svuda konveksnih funkcija u visedimenzionalnom

slucaju znatno je kompleksniji i zahtijeva mnogo suptilniju primjenu teorije mjere i inte-
gracije kao i funkcionalne analize za potrebe procjena i aproksimacija konveksnih funkcija.
Teoremu su u dvodimenzionalnom slucaju dokazali Buseman i Feler 1936. god, dok je
Aleksandrov dokazao opsti slucaj 1939. god.

U dokazu teoreme Aleksandrova koristicemo aproksimacione funkcije koje nastaju
konvolucijom originalne konveksne funkcije sa test funkcijom n.(z) = ¢™"n(%), gdje je
n(x) € C(R") sa nosacem u jedinicnoj lopti, za koju vazi [o, n(x)dz = 1.

Teorema 22 Neka je U CR™ i f: U — R konveksna funkcija. Tada je aproksimaciona
funkcija f¢ =n.* f, € > 0, takode konveksna.

Dokaz.
Fiksirajmo x,y € R", 0 < A < 1. Sada Vz € R"

flz= Qe+ 1 =Ny)) = F(AMz —2) + (1 = A)(z —y))
SAME—2)+ (1 =Nf(z-y)

Mnozeéi sa n.(z) i integrizuci po R"

S Qe+ 1=Ny)= | flz—Qr+ (1= Ny)n(z)dz

Rn
A fE=an(z)dz+ (1 =A) [ f(z—y)n(z)dz
Rn Rn
=Af(2)+ (1 =) f(y). .
Nadalje vazi f¢ — f,e — 0 i konvergencija je lokalno ravnomjerna.
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Teorema 23 Neka je f: R" — R konveksna. Tada postoji konstanta C(n) takva da za
svaku loptu B(z,r) C R™ vazi

supperf] < C / fldy.

B(z,r)

C
ess supprm|Df| < < / fldy.
r B(z,r)

Dokaz.

Dokaz ¢emo sprovesti prvo za diferencijabilne konveksne funkcije odakle ¢emo odgo-
varajucéim aproksimacijama dokazati i opsti slucay.

Ukoliko je f € C*(R") onda na osnovu Teoreme 15 za svako z,y € R™ vaZi

fy) = f(@)+ Df(x) - (y —x). (%)
Za zadatu loptu B(x,r) € R™ fiksirajmo tacku z € B(x,r/2) i tada ée vaZiti
fly) = f(z) + Df(2) - (y = 2).

Integrisuci ovu nejednakost po y nad B(z,r/2) € R™ dobijamo

d C dy. Kk
f(z) < / R /B Ml )

Neka je ¢ € C°(R™) koja zadovoljava sljedecée uslove
0< < LD <Cfr
vy € Bla,r/2) () =1
Vy € R"\B(z,r) ((y) =0.
Mnozeéi (*) sa ((y) te integrisuci po y nad B(x,r) dobijamo

/(2) /B IROUE /B 0wy / CW)DFW) - (= - y)dy

B(z,r)

_ /B T~ dinc) ~ )y 2 ~C / Fldy

B(z,r)

koja povlaci

f(z) > —C / N

§to zajedno sa (**) daje

f)<C / \£ldy.

B(z,r)

Sada neka je

S.=ylr/d<|y—2| <r/2,Df(2)- (y —2) > 1/2|Df(2)lly — 2|}
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te primijetimo da je
m(S,) > Cr",

gdje je C = C(n). Koristeéi (*) napisimo
fy) = f(z) +r/8|Df(2)], y € S,

odakle nakon integraljenja nad S, dobijamo

é/sz |D(z)|dy§/szf(y)—f(z)d%
—|D / F(y) = F(2)ldy

CrnJrl
D(2)] < / ) - £()ldy
B(z,r/2)

odakle, zbog srednje vrijednosti integrala vazi

odnosno

IDf(z)| < CoJr / ) — £(2)Idy

B(z,r/2)

i time je dokaz zavrsen u sluéaju da je f € C*(R™).

Sad, na osnovu rezultata za glatke konveksne funkcije dobijamo
supnern (P14 71DSD <€ [ 15l
B(x,r

Pustajuci da € — 0 dobijamo tvrdnju. B

U daljem dokazu koristi¢emo Risovu teoremu o reprezentaciji linearnih funkcionala
koju ¢emo navesti bez dokaza.

Teorema 24 Neka je L : CP(R™) — R linearan funkcional takav da vazi L(f) > 0 za
svako f € C(R™), f > 0. Tada postoji mjera pn na R™ takva da je za svako f € C°(R™)

L(f) = | fdu.

R

Teorema 25 Neka je f : R™ — R konveksna. Onda postoje realne mjere p = p?* takve
da za svako ¢ € C*(R™) vazi

82

gn - 0%;07;

dx —/ wdu i,5=1,..,n
Pri tome su mjere u** nenegativne za i =1,2,....,n
Dokaz.
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Fiksirajmo vektor £ € R™ || = 1,€ = (&1,&2, -..,&n). Dalje, neka je f€=mn.* f. Posto
je € konveksna i glatka funkcija vazice

D*fe>0.
Za svako ¢ € C2(R"), o > 01 & € R™ vazi
n n 82 €
> st = [ 0 a6t >
Pustimo da € — 0 te oznacimo
zgz—: amz élfjdx

Tada je L(y) > 0.
Sada na osnovu Teoreme 2/ postoji mjera u takva da za svako ¢ € C*(R™) vaZi
L(p) = / pdpt.
Za drugi dio oznacimo ' = p®, i =1,...,n. Ukoliko i # j stavimo & = (e; +¢;)/V/2.
U ovom slucaju dobijamo

" 9% 1, 9% 5 0% 02

pa stoga 1mamo

n

fa%dx—/fz 9% ¢ s st [ 2
w | 0x0z;  Ja Oz, a ax, 8x]@xj

k=1

1 o )
= / pdpt — 5 / pdp’ = 5 / pdp?
=/ pdu,

. 1 . .
pl =t = ). .

pri cemu je

Dakle = p¥ u smislu distribucija.

’8:1:8

Teorema 26 Neka ja f: R" — R konveksna funkcija. Tada

af af  of

BV.(R™).
0z, 0xy’ 78xn€ Viee(R")
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U kontekstu prethodne dvije teoreme uvedimo oznaku

/Lll

%) -

nl

Ju

I

1n

I

nn

Na osnovu Lebegove teoreme o dekompoziciji, vazice

[D? f] = [D*flac + [D* fls,

gdje
Hlac
DMl =|
He
predstavlja apsolutno neprekidni dio, a
o'
[D*fls =
e

singularni dio mjere.

in

Hac
nn
Hac
in

M

nn

M

Pri tome je D*f € L}, (R™; M™ ") gustina apsolutno neprekidnog dijela [D?f],. mjere

loc

[D?f], odnosno

hJ

O*f

dm

ae 8@8% ’

82 f

0x1011
D*f =
02 f
8In311

82 f

0x10Tn

02 f
O0Tn 0T

Teorema 27 (Teorema Lebega o diferenciranju) Neka je U C R™ otvoren skup i

felLl (U). Tada vazi

loc

(a)

lim IDf(y) — Df(x)|dy =0,
=Y J B(x,r)

(b)
im [ 1D*f(y) — D) dy = 0.
r—0 B(z,r)

Navedimo sada nekoliko rezultata koji su posljedica Teoreme Lebega o diferencijabil-
nosti L' funkcija, odnosno teoreme o diferencijabilnosti singularnih mjera.
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Teorema 28 Neka je U C R™ otvoren skup i f : U — R konveksna funkcija. Tada za
skoro svako x vazi

(a)

lim |IDf(y) — Df(x)|dy =0,
r— B(z,r)
(b)
lim |D*f(y) — D*f(x)| dy = 0,

=0 JB(a,r)

(¢
o D11 (B 1)

r—0 rn

=0.

Teorema 29 (Aleksandrov) Neka ja U C R"™ otvoren skup i f : U — R konveksna
funkcija. Tada f posjeduje skoro svuda drugi izvod. Preciznije, za skoro svako x € U

[f(y) = fla) = Df(a)(y — ) = 1/2(y — )" D*f(2)(y — 2)| = o(ly — 2[*), y — =

Dokaz.

Fiksiragmo x za koje vazi Teorema 28. Bez smanjenja opstosti mozZemo pretpostaviti
x = 0. Izaberimo r > 0 i neka je f¢ =mn.* f. Fiksiraymo takode y € B(0,r) = B(r). Po
integralnoj verzigi Tejlorovog razvoja tmamo,

J<(y) = f(0) + DF<(0) -y + / (1= )™ D*f<(sy) - yds

odakle
F) = J0)+ D)+ 59" DO) -y [ (1= ™ (D2 (o) = D) -y s

Ako pomozimo gornju jednakost fiksiranom funkcijom @ € C*(B(r)) za koju je |¢| < 1,
te integrisemo na B(r), dobi¢emo

[ O = F0) = DFO) -y = 57 DF(0) )y
= [a=9(] " (D s0) - D) -y
0 B(0,r)

52

= / @(/ (p(z/s)zT . [DQfe(z) — D2f(0)] -z dz)ds. ()
0 B(rs)

Oznacimo sa

9:(s) = /Bm et/ 5)2T - [D*fe(2) — D*f(0)] - = dz.
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Tada je

ge(s) = Z 82182] ©(z/s)zi2;) dz

— f Z azﬁz] ©(2/8)zizj)dz,e — 0

B(rs
= Z/ ©(2/8)ziz;dp”

i,7=1

:/B(m) o(z/s)2" czdz + Z/ o(z/8)ziz;dp?

7,7=1

Da bismo primijenili teoremu o dominantnoj konvergenciji pokazimo prvo sljedecu
nejednakost.

ge(s) _ r? / 2
< D f€ d
iz = gn OS)| f ()] d=

- || D*ne(z —y)fy)dy|dz

s" B(rs) R

7“2

< — | [ ne(z = y)d[D*f]| dz
$" JB(rs) JRr»
s [ [ amaip
S7€T JB(rs+e) J B(rs)NB(ye)
min((rs)", €")
s"en
min((rs)™, €")(rs + )"
s™en
<C, 0<es<1

<C

ID*fI[(B(rs + €))

<C

Primijenimo sada teoremu o dominantnoj konvergencigi i pustimo da € — 0 u (*):dos

1

[ FOUW = £0) = DFO) -y = 547 - D50) )y

r2/01/B(TS)ID2f( — D2f(0)| dzds + Cr? / #d

=o(r®), r—0
Oznacimo sa

h(y) = £ly) — F(0) = DFO) -y~ 54" - D*S(0) -y

te uzmimo supremum po svim @, ¢ime dobijamo

[ hwldy = o?) v o
B(r)
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Posmatrajmo funkciju g = h+ 3|y|*, gdje je X = |D*f(0)]. Jasno je da je g koveksna
pa koristeci Teoremu 23 dobijamo da postoji konstanta C tako da vazi

C
sup |Dh| < —/ \h|dy + C'r.
B(r/2) " JB(r)

Sada jos samo treba da pokazZemo da

sup |h| =o(r?), r — 0.
B(r/2)

Zato fiksirajmo 0 < e,n < 1, n'/" < 1/2. Tada vazi

1
m{z € B(r)||h(z)| > er®} < —2/ \hldz =o(r") , r — 0
B0
<nm(B(r)), 0 <r <ry=ro(en).

Prema tome, za svako z € B(r/2) postoji z € B(r) takvo da vazi

|h(2)| < er?

te
ly — 2| < n'/mr,

jer bt u protivnom

m{z € B(r)[[h(z)| > er®} > m(B(y,n'/"r)) = a(n)pr" = gm(B(r)).
Sada slijedi,

[h(y)] < [h(2)] + |h(y) = h(2)|

< er’ + Y sup |Dh|
B(r/2)

<er’+4 C’nl/"rz
= 2er?,

pod uslovom da smo n tako fiksirali da vazi Cn*/" = € te onda izabrali 0 < r < r.
Ovim smo na kraju dobili

sup [£(y) — F(0) = DF(O) -y — 54" - D*F(0) -y = o(r?) , r = 0
B(r/2)

sto dokazuje toeremu u slucaju z = 0. B
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