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1
Uvod

U ovom radu bice predstavljeno resavanje diferencijalnih jednacina (DJ)
koriséenjem talasi¢a (wavelets). Obic¢ne i parcijalne diferencijalne jednacine
predstavljaju matematicke modele velikog broja fizickih, hemijskih, bioloskih
i ekonomskih pojava (npr. Sirenje zaraza, vremenska prognoza, kretanja na
berzi). Vrlo éesto je nemoguce ili neprakticno resavanje ovakvih jednacina.
Stoga se koriste numericke aproksimacije umesto analitickog resavanja.

Postoji nekoliko metoda baziranih na talasi¢ima koje grubo mozemo pode-
liti na vejvlet-Galerkinove! ([1], [3]) i vejvlet-kolokacijske metode ([4], [19],
[20], [22], [5], [6]). U ovom radu ¢e biti reci o vejvlet-kolokacijskim meto-
dama. U opstem slucaju ideja metode kolokacije je da se izaberu bazisne
funkcije 1 mreza (tacke kolokacije), tako da u tackama kolokacije mozemo
predstaviti resenje pomocu bazisnih funkcija.

Posebna paznja bice posveéena singularno-perturbovanim problemima.
Singularno-perturbovani problemi su diferencijalne jednacine sa parametrom
¢ije resenje ispoljava neuniformno ponasanje kada parametar tezi ka nekoj
grani¢noj vrednosti. Neuniformnost ovih problema ogleda se u pojavi slojeva
u kojima se reSenje naglo menja kada parametar tezi nuli. Veliku poteskoc¢u
u resavanju standardnim metodama numericke analize predstavljaju upravo
problemi ¢ija su resenja glatka u najve¢em delu domena, sa malim oblastima
gde dolazi do velikih i brzih promena. Numericko resavanje takvih problema
na ravnomernoj mrezi metodom kolokacije je neprakticno. Neprakti¢nost se
ispoljava u ¢injenici da je velika rezolucija potrebna samo u regionima gde
dolazi do tih promena, tj. pozeljno je da u oblastima gde su velike varijacije
ima vise tacaka. Shodno tome potrebna je i adaptacija mreze.

U vejvlet-kolokacijskim metodama svaki talasi¢ jedinstveno je povezan
sa jednom tackom kolokacije, tako da se adaptacija mreze izvodi analizom

'Boris Grigoryevich Galerkin



koeficijenata talasica. Drugim rec¢ima, u svakom trenutku vremena mreza
se sastoji od tacaka koje odgovaraju talasi¢ima ¢iji su koeficijenti veéi od
zadatog parametra koji kontrolise tacnost. U ovoj metodi se izvodi mogu
aproksimirati na nekoliko nacina, a u ovom radu se koriste operatori podel-
jenih razlika.

Pre predstavljanja metode, osvrnimo se na kratak istorijat talasi¢a. Ter-
min talasi¢ (eng. wavelet) prvi put je upotrebljen osamdesetih godina XX
veka, od strane Grosmana? i Morleta®. Takav naziv je dat upravo zbog ta-
lasne prirode funkcija koje se koriste, a deminutiv se koristi zbog njihove
ogranicenosti. Sama ideja reprezentacije funkcije dosta je starija od talasica.
Ideja potice od Furijea?, koji je 1807. godine izneo tezu da je svaka 2
periodi¢na integrabilna funkcija suma svog Furijeovog reda

% + ;(ak cos kx + by sin kx),

pri odgovarajué¢im vrednostima koeficijenata ay, by.

Har® je razvio ovu ideju dalje. TraZio je ortonormirani sistem funkcija
na intervalu [0,1] takav da, za bilo koju funkciju f(z) neprekidnu na tom
intervalu, red

(f.ho)ho(x) + (f, ha)hi(z) + ... 4+ (f, hn)ho(z) + . -,

sa skalarnim proizvodom

(f.9) = / f(2)g(@)de,

uniformno konvergira ka f(z) na intervalu [0,1]. Ovaj problem ima beskona¢-
no mnogo resenja. Har je dao najjednostavnije resSenje koje vodi do talasica.
Za bazisnu funkciju h,(z) izabrao je karakteristicnu funkciju diadskog in-
tervala I, = [277k,277(k + 1)], n = 2/ + k, koja je jednaka jedan na tom
intervalu i nula inace. Upravo ovo je dobro poznata aproksimacija Lo inte-
grabilne funkcije deo po deo konstantom, pri ¢emu su (f, h,) srednje vred-
nosti funkcije f(x) na odgovarajuéim diadskim intervalima. Velika prednost
u odnosu na Furijeovu analizu, koja se zasniva na jednom skupu funkcija,
jeste mogucénost reprezentacije talasi¢ima po beskona¢no mnogo bazisa.

2 Alex Grossmann

3Jean Morlet

4Jean-Baptiste Joseph Fourier
5 Alfréd Haar
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Harova cetvrtka

Do ponovnog “otkrivanja” talasi¢a dolazi osamdesetih godina XX veka.
Tada je Harova teorija upotpunjena radovima Ingrid Dobesis®, koja je kon-
struisala razlic¢ite familije ortonormiranih bazisa talasi¢a. Krajem XX i po-
cetkom XXI veka dolazi do ogromnog napretka u ovoj oblasti numericke
analize.

Prednost talasi¢a predstavlja ogromno bogatstvo razlic¢itih bazisa, tako
da u zavisnosti od potrebe mogu se konstruisati odgovarajuc¢i bazisi.

Ovaj rad je podeljen u cetiri glave. Druga glava je posvecena talasi¢ima,
tu je objasnjena klasi¢na multirezolucijska analiza, druga generacija talasica
i interpolacioni talasi¢i kao posebno pogodni za modelovanje diferencijalnih
jednacina. Takodje, u drugoj glavi je predstavljena i lifting Sema kao nacin
za konstrukciju talasi¢a druge generacije. Treca glava posvecéena je primeni
talasi¢a u resavanju diferencijalnih jednacina. U istoj glavi u delu numericko
reSavanje diferencijalnih jednacina predstavljeni su algoritmi za resavanje
DJ. Dalje, ova glava objasnjava aproksimaciju izvoda, a potom predstavlja i
dobijene rezultate.

6Ingrid Daubechies
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2.1 Multirezolucija

Pre definisanja multirezolucije, podsetimo se definicije Lebegovih prostora i
Risovog bazisa koje su neophodne za dalji rad.
Funkcija f pripada Lebegovom prostoru L,(R), 1< p <oo, ako vazi:

00 1/p
||f||,,:(/_ If(:r)|pd:v> < o0,

odnosno L. (R) ukoliko vazi

Iflloc = esssupaer | f(z)| < oc.

Svaki Lebegov prostor je i Banahov prostor. Njihovi elementi su klase ekviva-
lencije funkcija koje se podudaraju skoro svuda. Prostor Ls(R) je Hilbertov
prostor gde je skalarni proizvod funkcija f i g zadat sa:

(f,9) = /_OO f(z)g(x)dz.

Dve funkcije su ortogonalne ukoliko je njihov skalarni proizvod jednak nuli.

Definicija 1. Risovim bazisom nazivamo prebrojiv skup elemenata {gx} Hil-
bertovog prostora koji zadovoljava uslov da se svaki element f tog prostora
moze jednoznacno predstaviti u obliku sume f =Y, crgr(z), pri cemu postoje
pozitivne konstante A i B (0 < A < B < ) takve da je:

ANFIP < el < BIIFIP
k



U konac¢no dimenzionom prostoru svaki bazis je Risov bazis. Ortonormi-
rani bazis je Risov bazis sa konstantama A = B = 1. Bazis 1,z, 22, ... nije

Risov bazis u Ly(0, 1), jer je konstanta A = 0.

Definicija 2. Multirezolucijska analiza je dekompozicija Hilbertovog prostora
Ly(R) na niz zatvorenih potprostora {V;},_, takvih da je:

N
'—l

Vi C Vi, VieZ (2.
NjezVi =10}, UjezVj = Lao(R) (2.
VfeLy(R) i Vje€Z, flx) eV, e f(2z) € Vi (2.
Vfe Ly(R) i VkeZ, flx)eVo e flxa—k) eV (2.
Jp € V; tako da je {o(x — k)},., Risovbazis potprostora V. (2.

Svaki aproksimacioni prostor V}, j € Z, je skalirana verzija prostora Vj,
dobijena skaliranjem (za faktor 277), tj. Sirenjem ili skupljanjem (zavisno
od znaka j) prostora Vj. Osnovni prostor Vj generisan je jednom funkcijom
¢ € Ly(R), koja se naziva funkcija skaliranja, s obzirom da bazis prostora
Vo, prema (2.5), obrazuju funkcija ¢(x) i njene translacije p(z — k), k € Z.
Ako funkciju ¢(x) skaliranu j puta i transliranu za k ozna¢imo sa

pin(x) =2Pp(2e k) jkeZ
Risov bazis prostora V; je skup funkcija {¢;}, k € Z.

Teorema 1. Ako je skup funkcija {¢(x — k)|k € Z} Risov bazis prostora Vy,
onda je svaki od skupova {@;r|k € Z} Risov bazis prostora V;,j € Z gde je
pir(z) = 2o —k) jkeZ

Dokaz: Neka je f(x) € V; proizvoljna funkcija. Tada je (na osnovu (2.3))
f(277z) € Vi. Ako je {p(x — k)|k € Z} Risov bazis prostora Vj, vazi:

(Ve e R)f Z crp(x —n)
pri cemu postoje konstante A1 B (0 < A < B < o0) tako da vazi:

AP <Y lea® < BISIP.

Stoga je:
flx) = f27722) =) cap(2w —n),

n



pa je skup {p; x|k € Z} zaista bazis prostora V}, a uz to je i Risov bazis zbog:
DANFIF <D leal® <ZBIIfI*
n

]

Teorema 2. Svaki od prostora V;, j € Z, je invarijantan v odnosu na transla-
cije, odnosno

flx)eV, e (Yee Z)f(x—k)eV;,je Z
Dokaz: Direktno sledi iz (2.4). O

Prelazeci sa prostora V; na prostor V;_; dolazi do gubljenja detalja. Kako
vazi V;_1 C 'V}, izgubljeni detalji su sacuvani u ortogonalnom komplementu
potprostora V;_; u odnosu na prostor V;. Ovaj ortogonalni komplement ¢emo
oznacavati sa W;_; i zvati prostor talasica

Vi=Viae W1

Iz poslednje relacije sledi da su prostori talasi¢a razlike aproksimacionih pros-
tora Vj. Dalje, imamo da je:

Vi=Via®Wa i Vi =V @ W,
odakle sledi
Vi=W; 1@ W; 28V, .

Daljim razlaganjem po istom principu, koristeéi uslov (2.2), dolazimo do
razlaganja prostora Ly(R). Kada j — oo imamo dekompoziciju,

LyR) =V, 0> W
j=J
odnosno kada J — —oo,
LR)= > W,
j=—o00

Slicno aproksimacionim prostorima Vj, prostori talasi¢a W; generisani su
skaliranjem i diadskim translacijama druge funkcije ¢(z) € Lo(R), koja se
naziva osnovni talasi¢. U tom smislu je

W; ={v;r € L2(R)|k € Z}, Vip(z) =292z — k), JjEZ.

9



Ovakvo razlaganje prostora funkcija Lo(R) na multirezolucijske potprostore,
daje mogucénost razlaganja proizvoljne funkcije f(z) € Ly(R), tako da postoji
komponenta funkcije f(z) u svakom od ovih potprostora.

= d; . .
/() g; CJ,ks:i;k(l‘) + ; k; g,kfvgv,f(l’) (2.6)

Nacin izracunavanja koeficijenata c;y i d;; bice kasnije objasnjen.
Uporedo sa ovim uvedimo i pojam biortogonalnih talasi¢a. Umesto jednog,
konstruisu se dva niza multirezolucijskih prostora

Vi=Via@ Wi, V=V eWi.

Sume prostora su direktne, medjutim u opstem slucaju nisu ortogonalne. Or-
togonalnost, tj. biortogonalnost postoji izmedju razlic¢itih multirezolucijskih
prostora:

VLW, WLV
I u slucaju ovako definisane multirezolucije prostori ‘7] imaju Risov bazis
zadat funkcijama @, , a prostori I/T/j imaju Risov bazis zadat funkcijama
1/;]-,;6. Za biortogonalne funkcije skaliranja i talasi¢e vaze relacije:

(P 0o ) = 05 1Ok b

(&j,ma wj’,m’) = 5j,j’5m,m’;
(Pjk, Vjm) =0,
(Vjms i) = 0.

2.2 Druga generacija talasi¢a

Zbog translacije i dilatacije javlja se problem aproksimacije funkcije na kona-
¢nom intervalu standardnom transformacijom talasi¢ima. Stoga ¢emo stan-
dardnu ideju multirezolucije oslabiti ne zahtevajuéi translaciju i dilataciju.
Ovo ¢e dovesti do druge generacije talasi¢a i metode za njihovu konstruk-
ciju poznatiju kao lifting Sema ([13],[14]). Prednost druge generacije talasi¢a
sastoji se u tome Sto konkretan izbor bazisa talasi¢a lako mozemo prosiriti
na potpuno novu klasu talasi¢a druge generacije, ostavljajuci slobodu da se
izaberu talasi¢i u zavisnosti od primene. U skladu sa prethodnim razmatran-
jima definiSimo multirezoluciju druge generacije.

10



Definicija 3. Multirezolucijska analiza druge generacije je dekompozicija
Hilbertovog prostora Ly(R) na niz zatvorenih potprostora {V;}._, takvih da

je:

‘/J' - ‘/j+17 VjeZ (27)
NjezVi ={0},  UjezV; = La(R) (2.8)
Vj € Z,V;ima Risov bazis zadat sa {p;i|k € Z} . (2.9)

Primetimo da u poredjenju sa definicijom 2. ovde nedostaju uslovi (2.3) i
(2.4). Dualna multirezolucija se definiSe na slican nacin. Sastoji se od pros-
tora \~/j, generisanih dualnim funkcijama skaliranja ¢;; koje su ortogonalne
na funkcije skaliranja primala ¢; .

Kako ¢, pripada V; , pa samim tim i V4, to funkciju skaliranja mozemo
predstaviti pomocu bazisnih funkcija prostora Vj:

ik = E ka0
l

Talasi¢e uvodimo sli¢no kao kod obi¢ne multirezolucije, kao bazis funkcija za
prostor W;. S obzirom da talasi¢i v;; pripadaju W; C V;i;, njih mozemo
predstaviti slicno kao i funkcije skaliranja:

Vi = E G5 k1P
l

Kako @11 € V; @ W, pj1, moZe se predstaviti kao linearna kombinacija
bazisa prostora V; i Wj:

Givrh = hikpir+ D GikmViam-
l m

Pokazimo sada kako funkcionisSe transformacija talasi¢ima druge generacije.
Ukoliko su dati koeficijenti funkcije skaliranja c;y1; na nivou j+1, kombi-
nujudi poslednje tri jednakosti i jednac¢inu (2.6) mogu se nadi koeficijenti ta-
lasi¢a d; j, 1 funkcije skaliranja ¢; , na nivou j (vise o izvodjenju u [9],[13],[14]):

djr = Z Gk 1Cit1,05 (2.10)
]

Cj,k = Z Bj,k,lcj—o—l,l' (211)
l

11



Inverzna transformacija je data sa

Ci+1,k = Z hj7k7ij’m + Z gj,k,ldj,l. (2.12)
m l

Za koeficijente (filtre) h, h, g, § zbog biortogonalnosti vazi ([13],[14]):
D GmiGimt = St (2.13)
]
Z Byl g = O,
l
Z Rjk1Gjma =0,
]
Z Gjmihjry = 0.
!
Pre matri¢nog zapisa uvedimo oznake K(j), K(j + 1) i M(j). K(j), odnosno
K(j + 1) predstavlja skup indeksa na j nivou, odnosno j+1 nivou, a M(j)

predstavlja M(j7) = K(5 + 1)\K(j).
Neka su p, q, r takvi da:

p=Apll € K(Gj+1)},
p € (2(K(j +1)). Sli¢no q € (2(K(j)) i r € £2(M(3)).

Uvedimo sada operatore H; i G, na sledeci nacin:

H; : (*(K(j +1)) — (*(K(j)), gde ¢ = H;p ima elemente:
U = Diek(j+1) MikiPl

G;: (K(j+ 1)) — *(M(j)), gde r = G;p ima elemente:
T'm = ZleK(j—H) 9j,m1P1-

Zapisano u matricnom obliku:
hjoo hjo1 .. hjou

H, —
J
hiko hjka - Dk

12



9500 9501 -+ G50l

Gj:
95k0 Yik1 - Gikl

Na slican nacin definisu se operatori H ;i éj.
Sada se moze dati matriéni zapis jednacina (2.13)

@j) (H65) = (é ?) i (H;G)) (g;) =1 (2.14)

Definicija 4. Filtri Hj,I:Ij,Gj,éj predstavljaju biortogonalne filtre ako je
zadovoljena jednacina (2.14).

Koeficijenti ¢;j;, odnosno d;; najces¢e se nazivaju glatke, odnosno de-
taljne komponente signala (funkcije) na nivou j.

2.3 Interpolacioni talasiéi

Interpolacioni talasic¢i predstavljaju ekstreman slucaj biortogonalnih talasica.
Kod njih su dualna funkcija skaliranja i dualni talasi¢ predstavljeni kombi-
nacijom Dirakovih funkcija. Dobra osobina interpolacionih talasi¢a je da su
koeficijenti u reprezentaciji funkcijom skaliranja vrednosti fizicke velic¢ine u di-
adskim tackama. Stoga se moze re¢i da su fizicka interpretacija i reprezentaci-
ja funkcijom skaliranja identicne.

Interpolacioni talasi¢i su konstruisani na skupu diadskih tacaka na realnoj
pravoj:

M;={z;, € Rlzj,=2"kkeZ}, jeZ,

gde su x;; mrezne tacke, a j nivo rezolucije. Primetimo da je z;_1 1 = ;x,
odakle mozemo zakljuciti da je M;_; C M;. Uvedimo sada interpolacione ta-
lasice. Neka su poznate vrednosti funkcije f na tackama mreze M;, nadjimo
vrednosti funkcije u tackama mreze M;, koje ne pripadaju M;. Ova pro-
cedura ne modifikuje postoje¢e podatke, tako da se moze ponavljati dokle
god se ne interpolira funkcija na svim tackama do zeljenog nivoa. Inter-
polaciju postizemo konstrukcijom lokalnih Lagranzovih interpolacionih poli-
noma P,y_1(x) reda 2N-1 na osnovu 2N najblizih tacaka. Na primer, da
bi se odredila vrednost interpolanta u tacki ;1 2541, konstruisemo polinom

13
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Slika 2.1: Interpolacione funkcije skaliranja za N=2,4,6,8
reda 2N-1 na osnovu vrednosti funkcije u tackama z; ;4 (I=-N+1,....,N) i

racunamo vrednost tog polinoma u tacki x4 2541,

N
F(@j412041) = Z W; k1 f (T k1), (2.15)
=N—

l 1

w; x,; su Lagranzevi interpolacioni koeficijenti odredjeni interpolacijom nepar-
nih tacaka x;i1ox41, Uz pomo¢ parnih x4 = Tjr. U slucaju da
imamo ogranicen interval moze se desiti da ovih 2N tacaka ne budu simetri¢no
rasporedjene, tada uzimamo 2N najblizih tacaka.

Definisimo sada interpolacionu funkciju skaliranja.

Definicija 5. Skup funkcija skaliranja {p;i|j,k € Z} nazivamo interpola-
cionim ako za mrezne tacke x; vazi

eikn(Tw) =0, VK €Z,

14



Slika 2.2: Interpolacione funkcije skaliranja za N=4 kada na njih utice granica

gde 0 predstavlja Kronekerov simbol

_J L =]
5““{ 0, itj
Teorema 3. Ukoliko je skup funkcija skaliranja druge generacije interpola-
cioni onda vazi

vk, kK eZ: hj,k:,k;’ = 6k,k’"
Dokaz:

Ok = Pjk(Th) E R k01,0 (Tw) E RO = Pjgg

[]

Ovako definisane funkcije omogucavaju da interpolant bude predstavljen

u obliku:
Wx) = cinpin(), (2.16)
k

15



gde je ¢jr = f(z;x). Ukoliko se govori o talasi¢ima prve generacije na
ravnomernoj mrezi M;, sve funkcije skaliranja su translacije i dilatacije funkci-
je o,0- Interpolaciona funkcija skaliranja ima kompaktan nosa¢, odnosno ona
je nula van intervala [-2N + 1;2N —1].

U svetlu multirezolucije, interpolant f7(z) definisan jednacinom (2.16)
pripada prostoru V;. Ponavljaju¢i postupak za j+1 nivo rezolucije, kon-
struiSemo fit!(z) € VIt Iz konstrukcije interpolanta f7(x) sledi da je
fi(zjx) = f(z;x). Ranije je navedeno da je x;x = x;412k, pa odatle sledi
da je fi(z;) = fl(xjr10t) = [P (zj5126). Medjutim, primetimo da je
fi(zjr10641) # 7T (2j110641). Nazovimo polovinu ove razlike koeficijen-
tima talasic¢a

djk = 1/2(fj+1<xj+1,2k+1) - fj($j+1,2k+1))

i postavimo ¢, x () = 2¢;112k+1(2). Sada moze da se definie funkcija detalja
d’(x) na slede¢i nacin:

dj (ZE) = Z dj,m¢j,m(x)'

Odavde se vidi da je f/™(z) = f/(x) + &(z), odnosno funkcija & (z) pred-
stavlja razliku izmedju f7(x) i f7(x). Koriste¢i ovu jednacinu i jednacinu
(2.16) dobija se:

> ciwpink(@) = @)+ Y dimthim(x).
k m

Stavljajuéi da je ¥ = ;11941 1 aproksimirajuéi f7(z) jednacinom (2.15),

dobija se:
N

Cirtoner = Y, Wiktf (ki) + 2.
I=N-1

Kako je x4+ = %41 2k+2, a iz jednacine (2.16) imamo da je ¢;p = f(z;),
dobijamo brzu transformaciju talasi¢ima.

1
djr = 5 | G+ — E W k1Ci+1,2k+20 |

l
Cjk = Cj+1,2k-
Inverzna transformacija je data sa:

Cj+1,2k = Cjk Cjr12k+1 = 2dj 5 + E Wy ke, 1Cj kA1
!
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Slika 2.3: f(z) = cos(80mx) exp~ 64

gde su wj,; interpolacioni koeficijenti pri interpoliranju neparnih tacaka
Tj41,2k+1 Uz pomo¢ parnih ;41 o(k41) = 5,4 uvedeni relacijom (2.15).

Ovo je postupak za konstrukciju interpolacionih talasi¢a na realnoj pravoj,
i primer prve generacije talasi¢a. Postupak je isti i ukoliko je interval ogranic¢en
ili mreza neravnomerna, s tim Sto se tada koriste talasi¢i druge generacije.

Medjutim, interpolacioni talasi¢i imaju i velike nedostatke. Bazis talasic¢a
konstruisan uz pomo¢ interpolacione funkcije skaliranja nije Risov bazis za
Lo, isto tako talasi¢i nemaju momente jednake nuli. Problem predstavlja i
to §to su dualni talasi¢i Dirakove funkcije koje ne pripadaju Ls.

Razmotrimo sad primer koji ¢e pokazati jos jednu manu interpolacionih
talasiéa. Posmatrajmo funkciju f(z) = cos(80mz) exp~%*” (slika 2.3). Ko-
eficijenti transformacije interpolacionim talasi¢ima ove funkcije dati su na
sledecoj slici 2.4. Primetno je prisustvo velikih koeficijenata talasi¢a na nizim
nivoima transformacije.

Neki od ovih problema bic¢e reseni u slede¢em poglavlju konstrukcijom
talasi¢a druge generacije pomocu lifting Seme.
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Slika 2.4: Distribucija koeficijenata d;; (prikazani samo koeficijenti za koje
je ‘dj,k| > 10_3)

2.4 Lifting Sema

Lifting Ssema predstavlja nacin za konstrukciju talasi¢a druge generacije. Os-
novna ideja liftinga je da se krene od proste multirezolucije i postepeno gradi
multirezolucija sa unapred zadatim svojstvima. Lifting Semu mozemo videti i
kao modifikaciju talasi¢a dobijenu oduzimanjem od postojeéeg talasi¢a (1p°4)
linearne kombinacije funkcija skaliranja na istom nivou rezolucije

Y(x) = OId ZukSO T —

Popravka wuy bira se tako da novi talasi¢ ima zeljena svojstva. Ovo ¢e ostaviti
funkciju skaliranja nepromenjenu, dok e talasi¢ biti promenjen. Lifting bi
tako trebalo da omogué¢i da imamo transformaciju talasi¢cima bolje perfor-
manse. Konkretno, Sveldens je pokazao [13, 14] da interpolacioni talasi¢
reda N moze biti modifikovan lifting Semom tako da rezultujuci talasi¢ ima
N momenata jednakih nuli.
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Koeficijenti (filtri) h, g, h, § liftingom su modifikovani na sledeé¢i naéin:

__pold
hjzkzl - hj,k‘,l?
hjwks = hie, + E Wjkom G 1
_ old E old
gj,k},l - gj,k,l - uj,k/‘ mh]ml7
m

Jjkl = §;?,l1§l,z~
Dokazimo sada da su i novi filtri h, k, g, § biortogonalni. Uz to ¢emo dati
matriéni oblik lifting Seme.

Teorema 4. Neka je dat skup biortogonalnih filtara Hj‘?ld,ﬁ;ld,Ggld,éjld.
Tada su filtri H;, H;, G;, G, dati sa:

old
_ old * old
] rrold ~old
~ ~old
biortogonalni. Matrica U; predstavlja matricni zapis, U; = {w;jm}-

Dokaz: Napisimo lifting Semu u matriécnom obliku
o\ (1 U o
éj 0 Gold

H;\ L0\ (H; old
G;j)  \-Ur 1 G"ld

Konjugovanjem se dobija:
* * *0 *0 1 -U;
;6= e (i 7).

Odavde, prvi uslov iz (2.14) mozemo zapisati:

1 U HOld ‘o ‘o 1 -U;
<0 ) (Gold) (Hy G) (0 1]) -
(1 U;\ (1 =U;\ (1 0
~\0 1/\0 1 /) \0 1)’
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a drugi uslov iz (2.14):
*0 *0 L =U; 1 U HOld
(Hj . G; ld) (O 1 J) (0 ) (Gold) = 1.

Promenom u jednac¢inama (2.10) i (2.11), u skladu sa liftingom, dobija se
brza transformacija liftovanim talasi¢ima:

o E ~old
- g],m,lcj+17l7
l
Cim = hodeiing + i kmd;
m = G,k G+ UjkmOj,m-
l m

Inverzna transformacija dobija se iz jednacine (2.12):

_ old old
Cj+1,k—§: ]kl(] §,ujkm Jm>+§ g]klﬂk

[]

l

Razmotrimo sada sta se desava kada lifting Semu primenimo na interpola-
cione talasi¢e. Transformacija interpolacionim talasi¢ima se moze znacajno
unaprediti ukoliko se primeni dodatni lifting korak. Konkretno, neki mo-
menti postaju jednaki nuli, ali i dualne funkcije skaliranja i dualni talasi¢i
pripadaju Ly. Postavimo da je wjjm = Wjgm—k, gde su W,k (slicno kao
i w;,) interpolacioni koeficijenti pri interpoliranju parnih tacaka ;1 o1 uz
pomo¢ neparnih ;1 op42141-

Primenom liftinga, brza transformacija liftovanim talasi¢ima je oblika:

1
dji = 5 <0j+1,2k+1 — ij,k,lcj+1,2k+2l) ; (2.17)

l

Cjk = Cjy12k + E W 1y, (2.18)
l

a inverzna transformacija je data sa

Ci+1,2k = ngkz j ks (2.19)

Cj+1.2k+1 = de,k + E Wy k,1Cj+1,2k+215 (220)
l

gde su w;x,; 1 w;k,; ranije definisani.
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Primetimo da red interpolacionog polinoma koji koristi parne i onog
koji koristi neparne tacke u interpolaciji ne moraju da budu isti. Drugim
recima koeficijenti w;; mogu biti konstruisani iz interpolacionog polinoma
reda (2N—1) koji koristi 2N susednih neparnih tacaka. Rezultat ovoga je
da se transformacija liftovanim interpolacionim talasi¢ima kontrolise sa dva
parametra N i N. Sveldens je pokazao [13],[14] da N kontrolise broj nula
momenata interpolacione funkcije skaliranja, dok N kontroliSe broj nula mo-
menata interpolacionih talasi¢a. Moze se pokazati:

/ 2Po(x)dr = 6,0 za 0<p<2N -1,
D

/xp@b(x)dx:() za 0<p<2N -1,
D

pri cemu je f p integral nad domenom za koji su talasi¢i konstruisani. Naj-
bolja kompresija se postize za N = N [17]. Primetimo da ukoliko je N = 0
dobija se standardna transformacija interpolacionim talasi¢ima. Momenti
jednaki nuli odredjuju do kog stepena je moguce tacno zapisati polinome
bazisnim funkcijama. Ukoliko je moment talasi¢a jednak nuli do reda k, za
bilo koji polinom stepena manjeg od k svi koeficijenti talasi¢a su jednaki
nuli. To znad¢i da funkcija pripada prostoru funkcije skaliranja V, odnosno
da funkcija skaliranja ima svojstvo reprezentacije polinoma do stepena k-1.
Vise o momentima jednakim nuli u [9].

Da bismo uvideli prednosti liftovanih interpolacionih talasi¢a, primenimo
transformaciju na funkciju f(z) = cos(80mz) exp~ 4" primeru u poglavlju
interpolacioni talasi¢i.

Primenom ove transformacije, na nizim nivoima transformacije nemamo
velike koeficijente (slika 2.5).
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Slika 2.5: Distribucija koeficijenata d;; (prikazani samo koeficijenti za koje
je ‘dj,k| > 1073)
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3

Primena na diferencijalne
jednacine

3.1 Numericko resavanje diferencijalnih
jednacina

U ovom poglavlju su izlozena dva algoritma za reSavanje diferencijalnih jedna-
¢ina (DJ). Diferencijalne jednacine resavamo aproksimiranjem izvoda u tacka-
ma kolokacije. Kako bi algoritam bio Sto efikasniji, ne¢emo raditi sa svim
tackama. Umesto toga, koristicemo dinamicku adaptaciju mreze. Ve¢ smo
definisali mrezu kao skup tacaka:

M;={z;, € Rlz;, =2"k,ke Z}, jeZ,

pri cemu umesto R moze biti zadat bilo koji zatvoreni interval €). Za mrezne
tacke vazi da je xj, = xj11 0k, Sto garantuje da je M; C M;,;. Na osnovu
ranijih razmatranja funkciju v na J-tom nivou mozemo predstaviti izrazom:

(@) = Y corpon(e) + 33 dtula).

keZ j=0 leZ

Sada dolazi do izrazaja prednost talasi¢a. Ukoliko se u aproksimaciji izostave
talasi¢i ¢iji koeficijenti su manji od nekog zadatog e, zadrzace se dobra
aproksimacija ué (x), gde je

u’(z) = ud(z) + ul(z),

wl(z) = chvkgoo,k(a:) + 2_: Z djii(z), (3.1)

keZ 7=0 |d;, |
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) =3 S (o).

]:0 |dj,l|<€
Greska ove aproksimacije je ocenjena u slede¢oj teoremi.

Teorema 5. Za svako € > 0 postoji pozitivna konstanta Cy takva da vazi:
o) — )] = )] < <C.

Dokaz:

@l = [ )| <

5=0 |d; | <e L

J-1
<D0 D> @) < eNw b ()]

7=0 |d;|<e

pri cemu je Ny ukupan broja talasi¢a. Vazi |d;;| < €, odatle € u poslednjoj
nejednakosti. O

Broj znacajnih koeficijenata talasi¢a N, je prema [2] ogranicen slede¢om
nejednakoscu:
N, < Che 12N,

Kombinovanjem prethodne dve nejednakosti dobijamo ocenu:
| (z) — ué(av)HL2 < CyN; 2V, (3.2)

Ukoliko je nivo multirezolucije J dovoljno velik i greska ||u”/(z) — uZ(z)|| L2 Je
zanemarljiva, odnosno, za dovoljno veliko J red greske je isti kao i red greske
racunara pri izra¢unavanju. Ovo sledi indirektno iz jednakosti (3.2), jer broj
znacajnih koeficijenata talasi¢a direktno zavisi od nivoa multirezolucije J.
Shodno tome, funkcija u moze se predstaviti uz pomo¢ manje koeficije-
nata, zadrzavajué¢i dobru aproksimaciju. Prednost kompresije talasi¢ima je
§to se pomoéu N, mreznih tacaka moze rekonstruisati funkcija uZ. Prime-
timo da je svaka funkcija skaliranja ¢;;(x) jedinstveno povezana sa tackom
T, & svaki talasi¢ 1;; je jedinstveno povezan sa tackom z;1; 9141. Kada je
izvrsena dekompozicija talasi¢ima, svaka mrezna tacka na najfinijem nivou
rezolucije J je jedinstveno povezana, ili sa nekim od talasica, ili sa funkcijom
skaliranja na najgrubljem nivou rezolucije. U skladu sa tim, tacka kolokacije
¢e biti izostavljena iz mreze, ukoliko je odgovarajuéi talasi¢ izostavljen iz
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aproksimacije. Ovde treba napomenuti da, zbog stabilnosti algoritma rekon-
strukcije, treba zadrzati sve mrezne tacke povezane sa funkcijom skaliranja
na najgrubljem nivou.

Treba voditi racuna i o tackama koje mogu postati znacajne. U adaptivnu
mrezu, treba ukljuciti i tacke koje su povezane sa talasi¢ima, koji pripadaju
susednim oblastima talasi¢a. Za talasi¢ 1, ;(z) kazemo da pripada susednoj
oblasti talasi¢a 1;,(x) ukoliko je:

j—J| <L

91’ =i} — z‘ <F (3.3)

pri ¢emu L definise koliko finijih i grubljih nivoa bi trebalo ukljuciti, dok
F' definiSe Sirinu susedne oblasti. Vrednosti L i F uticu na konacan broj
tacaka kolokacije prisutnih u M>. Radi efikasnosti pozeljno je da taj broj
bude $to manji. Vasiljev [17] predlaze da se uzme L=F=1, odnosno da se za
susedne tacke uzimaju samo najblize tacke na istom nivou i na finijem nivou
multirezolucije. Nema potrebe za ukljucivanjem tacaka sa grubljeg nivoa.

Sada ¢emo predstaviti algoritme. Prvi algoritam kreée od najfinijeg nivoa
i zatim izbacuje nepotrebne tacke. Drugi algoritam kreé¢e od najgrubljeg
nivoa i zatim dodaje potrebne tacke.

Algoritam za prvi pristup se sastoji od slede¢ih koraka:

1. Uneti Zeljeni nivo multirezolucije, kao i korak na najgrubljem nivou (korak
na najfinijem nivou=korak na najgrubljem=2-7).

2. Resiti problem na najfinijem nivou rezolucije i staviti ¢, = u(z ). Kako
bi poboljsali brzinu programa izvode aproksimirati kona¢nim razlikama pr-
vog reda.

3. Izvrsiti transformaciju liftovanim talasi¢ima, nakon ¢ega su dobijene sve
vrednosti copid;;, 0<j5<J—1.

4. Analizirati koeficijente d;;, kreirati masku O sa mreznim tackama z;,
koje su odgovaraju talasi¢ima za koje vazi |d;;| > e.

5. Ukljuciti u masku O i sve tacke koje su povezane sa funkcijama skaliranja
na najgrubljem nivou.

6. Prosiriti masku O sa tackama koje su povezane sa susednim talasi¢ima.
7. Dobijena je adaptirana mreza i tacke koje su ostale predstavljaju tacke
kolokacije. Resiti problem podeljenim razlikama koriste¢i 2N + 1 tacaka.

Drugi pristup zasniva se na ideji da se u svakoj iteraciji popravlja mreza,
tj. da se krene od najgrubljeg nivoa i da sam program definiSe slede¢e nivoe
na osnovu velicine koeficijenata talasi¢a. Algoritam se sastoji od sledec¢ih
koraka:
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1. Uneti korak na najgrubljem nivou (Vj), automatski napraviti sledeéi mul-
tirezolucijski nivo(V;). Potrebno je imati bar dva nivoa kako bi se nasli
koeficijenti talasica.

2. Resiti problem na najvisem multirezolucijskom nivou koji postoji u tom
trenutku koriséenjem podeljenih razlika (u slede¢em poglavlju bi¢e objasnjene
podeljene razlike na neravnomernoj mrezi). Sada postaviti ¢, = u(z ).

3. Izvrsiti transformaciju interpolacionim talasi¢ima, nakon ¢ega su dobijene
sve vrednosti o i dj;, 0<j<J—1

4. Analizirati koeficijente d;;, kreirati masku O sa mreznim tackama z;,
koje su povezane sa talasi¢ima za koje vazi |d;;| > e.

5. Ukljuciti u masku O i sve tacke koje su povezane sa funkcijama skaliranja
na najgrubljem nivou.

6. Prosiriti masku O sa tackama koje su povezane sa susednim talasi¢ima.
7. Dodati jos jedan multirezolucijski nivo, na kojem ¢e tacke biti gusée nego
na najfinijem nivou do tada.

8. Ukoliko nema razlike izmedju nivoa V; i V;_; stati, u suprotnom, ponovo
se vratiti na korak 2.

Objasnimo detaljnije korake 61 7. Posmatrajmo talasi¢ 1;x, on je povezan
sa tackom ;41 o5+1. Njemu susedni talasi¢i na osnovu (23) su 9; ;41 na istom
multirezolucijskom nivou, a na visem ;4195 1 ¥j41,2k+1. Shodno tome, u
mrezu treba uklju(vjltl tacke Lj4+1,2k+15 Tj+1,2k—15 Tj+1,2k+35 Tj+2,4k—15 Tj+2 4k+1,
Tjt24k+3. Ovo predstavlja korak 6. za j < J — 2. Kada je j = J — 1, ovo je
korak 7, ukljué¢ujemo po istom principu tacke ;i1 9541, Tjt1,.26—1, Tjt1,2k+3,
a tacke xji24k-1, Tjr24k+1, Tjr2,4k+3 daju novi multirezolucijski nivo J+41
zajedno sa svim tackama sa J nivoa.

Objasnimo sada i korak 8. Profinjavanjem mreze, koeficijenti talasi¢a na
viSim nivoima postaju sve manji. Kada na nekom nivou vise ne bude bilo
d;r > € korak 7 nece dodavati nove tacke, samim tim nece biti razlike izmedju
prostora V; i Vjy;.

Nedostatak drugog algoritma u odnosu na prvi, je Sto se u svakom pro-
lasku kroz algoritam trazi reSenje sistema linearnih jednacina primenom sin-
gularne dekompozicije. Sa druge strane, velika prednost je Sto se radi sa
manjim brojem tacaka. Primera radi, neka je broj tacaka na najgrubljem
nivou (j=0) 11 i broj nivoa J=5. Tada je broj tacaka na najfinijem nivou
(j=5) multirezolucije 321 ((11 — 1) x 25 4+ 1). Sa prvim algoritmom treba
resiti sistem linearnih jednacina dimenzije 321 x 321, aproksimirajuéi izvode
kona¢nim razlikama prvog reda, potom resisti sistem N,, X N,, podeljenim
razlikama koriséenjem 2N +1 tacaka (IV,, broj tacaka koji je ostao na najfini-
jem nivou). U drugom algoritmu reSavamo u svakom koraku sistem Ny, x Ny,
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Takodje u drugom algoritmu ne zadaje se J, ve¢ algoritam uzima J=2 u prvoj
iteraciji i zatim se u svakom prolasku kroz algoritam povecava. 1z navedenog
sledi da je bolje koristiti drugi algoritam kada se izbacuje dosta tacaka.

3.2 Aproksimacija izvoda

Prilikom resavanja DJ metodom kolokacije potrebno je dobiti izvode funkcije
u tackama kolokacije. Za aproksimiranje izvoda koristimo se podeljenim
razlikama. Posmatrajmo Lagranzev interpolacioni polinom

i+N

p(x) = > li(@)ulz)),
j=i—N
pri ¢emu je
() = 575, DPila) = (z —z).
’ Py j(x;) ! l:igl¢j

Tacke x;, ukoliko se radi o ravnomernoj mrezi, su oblika:
Iy=z, Tna=2—h, xnypi=a+Dh,

ro=x — Nh, xony =2+ Nh.
Diferenciranjem Lagranzevog interpolacionog polinoma dobijamo da je:

i+N

Pa)= Y lxulz)).

j=i—N

Sada aproksimacija podeljenim razlikama funkcije «'(x) u sredisnjoj tacki
r = ry ima oblik:
' (zy) = ly(zy)u(zg) + ... +

+Hiv_1(@n)u(zn_1) + Iy (@n)u(zy) + iy (@y)ul@yg) + ..+
U (23 )u(zan) + O(RP ).

Analogno, izvod reda d aproksimiramo izrazom:

u’(z) ~ Z u(a:j)széfj))
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Pri ¢emu su:
i+N itN

Pli(r)= ) I @—an),
l=i—N,l#j; m=i—N,m##j,l
i+N i+N i+N

‘Pz”](x) = Z Z H (x — ).

l=i—N,l#j; m=i— N,m#j,l n=i— N ,n#j,l,m

Primetimo da ukoliko se radi o ravnomernoj mrezi, dobija se klasi¢na aproksi-
macija konacnim razlikama. Kada aproksimiramo izvode dobijamo sistem
linearnih jednac¢ina dimenzije N; x N; (N; predstavlja broj tacaka na na-
jfinijem multirezolucijskom nivou). Sistem resavamo singularnom dekom-
pozicijom zbog najcesée lose uslovljenosti matrice sistema.

Opisimo sada proceduru za nalazenje izvoda. U literaturi se najcesce
koriste sledeci pristupi.

Diferenciranje jednacine (2.16) i procenjivanje na mrezi M~. Nedostatak
ovog pristupa je sto se zahteva procena uticaja talas¢a na svim nivoima, usled
cega je efekasnost transformacije talasi¢ima izgubljena.

Drugi pristup je metod podeljenih razlika na neregularnim mrezama. Ne-
dostatak ovog pristupa je sto koristi transformaciju talasi¢ima samo za adap-
tacju mreze, tako da nisu iskoris¢ene sve prednosti multirezolucijske dekom-
pozicije. Ovaj pristup zastupa i Holmstrom [4], i bi¢e koris¢en u ovom radu.

Objasnimo i pristup koji koristi Vasiljev. Njegova ideja je da se talasi¢i
koriste za ono za Sta su najbolji, a to je za interpolaciju i kompresiju, a
operatori podeljenih razlika za diferenciranje polinoma.

Proces diferenciranja je zasnovan na interpolacionim svojstvima druge
generacije interpolacionih talasi¢a. Podsetimo se da koeficijenti talasic¢a d;
predstavljaju razliku izmedju aproksimacije funkcije na j+1 nivou i aproksi-
macije na j nivou multirezolucije. Ukoliko nema tacaka u okolini x;y, tj.
dj k1] < € (1=-1,0), tacke x41 2541 nisu prisutne u mrezi M4 >, te postoji
neka okolina €2, 5, tacke x;, u kojoj je funkcija dobro aproksimirana lokalnim
polinomom:

’f(x) — Z ch(,pj’l(a:)’ < Cye, 7€ Qjp.

Diferenciranjem ovog polinoma dobija se vrednost izvoda na toj lokaciji.
Oznacimo sa D; > kolekciju takvih tacaka na j-tom nivou. NalaZenje izvoda
u svim tackama mreze M; se sastoji iz sledecih koraka:

1. Zmnajuci vrednost resenja u svim tackama adaptivne mreze M- izvrsiti
transformaciju talasi¢ima.

2. Analizirati tacke mreze i napraviti kolekciju D; >.

3. Rekonstruisati funkciju pocevsi od najgrubljeg nivoa. Na svakom nivou j
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naci izvode funkcije u tackama koje pripadaju D; >.
Po zavrsetku ovog postupka imac¢emo izvode u svim tackama.

Razmotrimo sada tacnost ovakvog nacina diferenciranja. Veé¢ smo rekli da
je greska operatora konacnih razlika u slu¢aju ravnomerne mreze O(h?V~1),
kod aproksimacije prvog izvoda konacnim razlikama, dok je greska Lagran-
zevog interpolacionog polinoma O(h*Y). Sliéno kao i u jednakosti (2.17),
zbog smanjivanja reda tacnosti diferenciranjem:

|Du’(z) — Dul(z)| < CsN;72MH

pri ¢emu D oznacava operator diferenciranja.

3.3 Numericki rezultati

U ovom poglavlju bi¢e prikazani rezultati testiranja algoritama na primer-
ima. Kao test primeri izabrani su karakteristi¢ni singularno-perturbovani
problemi. U prvom primeru singularitet se nalazi na oba kraja intervala, u
drugom samo na levom kraju, a u tre¢em primeru je singularitet na sredini
intervala.

Prvi primer koji testiramo razmatran je u [8]:

—0u" 4+ u = —cos*(mx) — 207 cos(2n).

uz grani¢ne uslove:

u(0) =0 i u(l) =0.

Analiticko resenje ovog problema je:

1+6_%

Testiran je prvi algoritam na ovom problemu za vrednosti #=0.01, 0.001,
0.0001, 0.0000001. Za stepen interpolacionog polinoma uzeto je N = 1,3,
a za prag kompresije € = 0.1,0.001. Svi rezultati su dobijeni sa 5 nivoa
multirezolucije i pocetnim korakom jednakim 0.1.

Za N=1 prvi algoritam nema mnogo smisla. Koristimo konacne razlike
na najfinijem nivou multirezolucije da bismo dobili transformaciju talasi¢ima.
Potom koriste¢i manje tacaka uz pomoc¢ podeljenih razlika za N=1 trazimo
reSenje. Prema tome, reSenje koje ve¢ imamo nece se poboljsati.
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Slika 3.1: Analiticko resenje primera 1. za 6 = 0.01(—.), # = 0.0001(——),
6 = 0.0000001(—)

Medjutim, za N > 1, prvi algoritam pocinje od najfinijeg nivoa i za N=1
nalazi reSenje uz pomo¢ konacnih razlika, a zatim to resenje koristi za trans-
formaciju talasi¢ima. Potom, koriste¢i manje tacaka, nalazimo reSenje uz
pomoc¢ podeljenih razlika za N. Prednost kada je N > 1 je u tome §to pocetno
reSenje trazimo za N=1, te imamo manje izracunavanja. Kada odredimo koje
tacke su znacajne podeljenim razlikama za N > 1 nalazimo reSenje.

Tabela 1. prikazuje uporednu analizu gresaka, za razlicite vrednosti para-
metara 0 i e. Za vrednost koraka na najgrubljem nivou uzeto je 0.1 i 5
nivoa multirezolucije. Kolona Hu —u’ ||Oo predstavlja gresku aproksimacije u
odnosu na analiticko resenje, po normi zadatoj na slede¢i nacin

|u(z) — v/ (z)|| = mazies [u(z;) — u’(z))] -

Skup I predstavlja skup indeksa na najfinijem nivou multirezolucije.
Kolona Hu —u’ H , bredstavlja gresku aproksimacije u odnosu na ana-
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liticko reSenje po normi zadatoj na slede¢i nacin.

Ju—wll, = O tes) = ()

U svakoj vrsti imamo po dva broja. Prvi broj predstavlja rezultate konac¢nih
razlika za N=1 i ravnomernu mrezu. Drugi broj predstavlja rezultate pode-
ljenih razlika za N=3 i neravnomernu mrezu.

Tabela 1.

Rezultati prvog algoritma na primeru

0 € ”u — uJHOO Hu — uJH2 Koriséeno tacaka
0=10"2]e=10""1 1.30002 x 10~ | 5.20838 % 10~ 7 321
3.15416 % 1073 | 4.28391 % 10~ 11

0=10"*]e=10"T] 1.48043 « 10~3 | 1.59029 * 10~° 321
6.67414 % 1073 | 3.66009 % 10~* 25
0=10"]e=10"T1]9.98442 « 1073 | 4.39901 % 10~° 321
7.99314 % 1073 | 3.17962 * 10~ 35

0=102]e=10"2] 1.3002% 10" | 5.20838 % 107 321
1.47301 « 10~* | 1.41668 % 10~° 20

0=10"%]e=10"3| 1.4804381073 | 1.59029 % 10~° 321
1.6564 % 107 | 5.03611 * 1077 63
0=10"7]e=10"2]9.98442 % 1073 | 4.39901 % 10> 321
7.68936 % 1073 | 1.53673  10~* 71

U prvoj vrsti tabele 1. date su vrednosti euklidske i beskona¢ne norme
greske i broj koris¢enih tacaka, za ¢ = 0.1 1 § = 0.01. Primecujemo da je
greska manja za N=1, odnosno algoritam kao da nije dao nikakav napredak.
To se desava zbog velicine praga kompresije €. Ukoliko smanjimo € dobi-
jamo tacnije resenje, Sto se vidi u cetvrtoj vrsti. Prednost ove metode je u
slucajevima kada imamo nagle promene. U tom slucaju je resenje bolje ili
malo losije, ali uz koris¢enje daleko manjeg broja tacaka. ReSenje mozemo
popraviti smanjivanjem parametra e.

Testirajmo sada drugi algoritam na ovom primeru.

Tabela 2. Rezultati drugog algoritma na primeru

0 € ”u — uJHOO Hu — UJHQ Koriséeno tacaka
0=102]e=10"1]3.15416 « 103 | 4.28391 % 10~* 11
0=10"1]e=10"T12.37693 x 102 | 2.24488 x 103 15
0=10"7"]e=10"1T] 240621072 9.73791 %« 10~ 35
0=10"2]e=10"3] 1.2954%10~* | 2.02387 « 10~° 15
0=10""] e=10"3 ] 3.99244 x 10~* | 1.77999 % 10~° 39
0=10"]e=10"73|3.76139 % 10~* | 8.34321 % 10~ © 79
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Slika 3.2: Resenja i raspored tacaka kolokacije pri koriséenju prvog algoritma
na prvom primeru za € = 1073 i redom 6 = 1072, 104,107
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Slika 3.3: Resenja i raspored tacaka kolokacije pri koriséenju drugog algo-
ritma na prvom primeru za € = 1072 i redom 0 = 1072, 1074, 10~
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Prednost drugog algoritma u odnosu na prvi, je §to ne zadajemo nivo
multirezolucije. Algoritam sam dodaje nivoe multirezolucije do trenutka kada
viSe neme potrebe za tim, a to je onda kada su svi koeficijenti d;; manji od
€, tada stajemo. Dalje, mana prvog algoritma je i Sto je moguce ,,promasiti”

singularitet usled nedovoljnog broja nivoa multirezolucije.

Tabela 3. Primer lose izabranog broja multirezolucijskog nivoa

0 € ||u — u‘]Hoo Hu — u‘]”Q Koriséeno tacaka
0=10""|e=10" 4,39901 x 107° | 9.98442 % 10 321
J=5 3.17962 % 10~* | 7.99314 % 1073 35
0=10""]e=10"T] 3.0766 * 1072 | 6.79465 * 107> 641
J=6 2.4062 % 1072 | 8.35388 % 10~* 40

U tabeli 3. primetno je da je greska manja, za manji broj multirezolu-
cijskih nivoa, a to se desava usled toga Sto mreza nije dovoljno gusta pa ne
prepoznaje singularitet. S druge strane, drugi algoritam sam dodaje mul-
tirezolucijske nivoe, tako da se to nece desiti. Takodje, drugi algoritam ¢e
dati rezultat sa istom greskom u beskonac¢noj normi, ali uz koris¢enje manjeg
broja tacaka. Razlog tome je Sto drugi algoritam koristi vise tacaka koje su
blizu singulariteta.

Drugi primer na kome ¢emo testirati nase algoritme je:

Ou” +u' =0,

uz granicne uslove:
uw(0) =0 wu(l)=1.
Analiticko resenje ovog problema je:

x

l1—e"¢
U=—-.
l1—e =

Testirajmo prvi algoritam za N = 3, pocetni korak 0.1 i 5 nivoa multire-
zolucije.
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Slika 3.4: Analiticko resenje primera 2. priizboru § = 0.1(——), 6 = 0.05(—),

6 =0.01(—.)

Tabela 4. Rezultati prvog algoritma na drugom primeru

0 € Hu - uJHOO Hu — u‘]”2 Koriséeno tacaka
0=01]e=10"211.00579 % 10~* | 5.07338 % 106 321
1.70318 + 1072 | 1.67162 % 10~* 11
0=0.05]e=10"21]1.19806 % 10~* | 2.02894 * 10~ © 321
5.24343 % 1073 | 7.30056 % 10~* 15
0=0.01]e=10"213.02055* 1073 | 2.28649 * 10~° 321
1.96986 * 102 | 1.70886 * 10~* 24
0=01]e=10"1]1.00579%10°% | 5.07338 %« 10~ 321
1.22559 % 10~* | 1.68719 % 10~° 36
0=0.05]e=10"1]1.19806 « 10~* | 2.02894 * 10~© 321
6.22354 * 107° | 7.86083 * 10~7 45
0=0.01e=10""13.02055% 1072 | 2.28649 % 10~° 321
6.21193 % 1079 | 1.40872 % 107 54

U tabeli 5. dati su rezultati drugog algoritma na drugom primeru sa poc¢etnim
korakom h=0.1 i N=3
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Slika 3.5: Multirezolucijski nivoi pri lose izabranom J
Tabela 5. Rezultati drugog algoritma na primeru

0 € u—u]|_ |u—w’][, | Korisceno tacaka
0=01]e=10"2%]1.70318 x 1073 | 1.67162  10~* 11
0=0.05]e=10"%|529029% 107 | 6.73944 x 10~* 13
0=0.01]e=10"2]1.93857*10"2| 3.63612 x 103 19
0=0.1]e=10"7]1.27999  10~* | 2.34348 x 10~° 22
0=0.05]e=10"" 239417 % 107° | 2.64905 * 10~° 28
0=0.01]e=10"|2.38367*107° | 1.84331 % 10~° 38

Jos jedna mana prvog algoritma moze se uociti ako pogledamo tacke koje
se nalaze na multirezolucijskim nivoima, za izbor parametara dat u drugoj
vrsti tabele (slika 3.5).

Vidimo da su nivoi V;,2 <1 < 5 identicni, tako da nemamo potrebu za 5
nivoa. Ukoliko se testira ovaj problem za J=2, dobija se ista greska kao i za
J=5, ali sa daleko manje izracunavanja.

Treci test primer je:
Ou” + 2xu’ = 0,

36



uz grani¢ne uslove:
u(=1)=-1 wu(l)=2.

Analiticko resenje ovog primera je:

ut) = 3"
J, e Tat
Ovaj primer predstavlja problem kada se singularitet nalazi na sredini inter-
vala (slika 3.8.).
Algoritme testiramo za parametre N=2, pocetni korak 0.1, ¢ = 0.00001,
6 = 0.1, 0.01, 0.0001. U prvom algoritmu broj nivoa multirezolucije je J=5.
Ponovi¢éemo da je ta¢nost resenja uslovljena i tacnoséu algoritma za resa-
vanja sistema linearnih jednacina, Sto je bitno napomenuti usled mogucénosti
da matrica sistema bude skoro singularna za male vrednosti parametra 6.
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Slika 3.6: ResSenje i raspored tacaka pri koriséenju prvog algoritma na drugom
primeru za € = 107°, i redom 6 = 0.1, 0.05, 0.01
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Slika 3.7: Resenje i raspored tacaka pri koris¢enju drugog algoritma na dru-
gom primeru za € = 1075, i redom 6 = 0.1, 0.05, 0.01
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Slika 3.8: Analiticko resenje primera 3. ukoliko je § = 0.1(—.), § = 0.01(——),
6 = 0.0001(—)
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Slika 3.9: Resenja i raspored tacaka kolokacije pri koriséenju prvog algoritma
na treCem primeru za € = 0.00001 i redom #=0.1 (-.), =0.01(- -), §=0.0001(-)

41



0.5
1
0 fxxooxx XXXXX
0
-0.5
— il —1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
4 1
0.5
2 S RRERERE
; O X X X X X X XXOmmmmoxx X X X X X X
0
i -0.5
+ 4 st
-2 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
3 1
2 - 0.5
i
1 ; D% X X X X X X<OOOKEEBEHXXXNKK X X X X
0 -0.5
1 B i
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Slika 3.10: Resenja i raspored tacaka kolokacije pri koriséenju drugog algo-
ritma na treéem primeru za € = 0.00001 i redom 6#=0.1 (-.), §=0.01(- -),
6=0.0001(-)
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4
Zakljucak

U ovom radu predstavljeni su algoritmi za resavanje diferencijalnih jednacina
(DJ) korigéenjem talasi¢a. Algoritmi su testirani na singularno-perturbova-
nim problemima, ili problemima sa malim parametrom. Male vrednosti
parametra dovode do toga da je gradijent reSenja veliki u uskoj oblasti.
Standardne metode numericke matematike daju slabe rezultate pri resavanju
definisanih problema DJ c¢ija resenja imaju velike i nagle promene.

Dekompozicija talasi¢cima je iskoriS¢ena za adaptaciju mreze i interpo-
laciju, dok su podeljene razlike koris¢ene za aproksimaciju izvoda. Rezultati
prikazani u poglavlju 3.3, pokazuju da se koris¢enjem algoritama predstav-
ljenih u poglavlju 3.1. vrsi efikasna adaptacija mreze.

Vasiljev je u radovima [18]-[23] dao algoritam za resavanje parcijalnih
diferencijalnih jednac¢ina. Prvi algoritam opisan u ovom radu predstavlja
redukciju tog algoritma. Ideja ovakvog pristupa je da se krene od najfinijeg
nivoa multirezolucije i da se iz mreze izbacuju tacke povezane sa talasi¢ima,
¢iji su koeficijenti manji od nekog zadatog parametra.

Drugi algoritam, predstavljen u ovom radu, kreée od najgrubljeg nivoa
multirezolucije i dodaje nove tacke, koje predstavljaju potpuno nove multi-
rezolucijske nivoe.

Algoritme je moguce prilagoditi reSavanju parcijalnih diferencijalnih jed-
nacina uvodjenjem dodatnog koraka koji bi predstavljao strategiju za pred-
vidjanje na vremenskim nivoima. U radovima [18]-[23] to je i uradjeno za
prvi algoritam predstavljen u ovom radu. Po slicnom principu, verovatno je
moguce izmeniti i drugi algoritam, Sto bi neka naredna istrazivanja trebalo
da pokazu.

Veliki problem u radu sa talasi¢ima predstavlja rad na intervalima i ne-
ravnomernim mrezama. U ovom radu ti problem su reseni koris¢enjem druge
generacije interpolacionih talasic¢a. Lifting Sema je iskoriS¢ena za konstrukciju
druge generacije talasica.

43



Naredna istrazivanja treba usmeriti ka implementaciji WOFD (Wavelet
Optimized Finite Difference Method) [5], [6] u algoritme. WOFD ima dobru
osobinu $to nije potrebno zadavati N, ve¢ ga WOFD na osnovu koeficijenata
talasi¢a sam odredjuje. Na taj nacin izbegava se uticaj Rungeovog efekta,
da je funkcija male varijacije bolje aproksimirana polinomom nizeg stepena.
Konkretno, WOFD aproksimira funkciju polinomima viseg reda u oblastima
gde postoje velike i nagle promene, a u oblastima bez ve¢ih promena koristi
polinome nizeg stepena.

Mana ovih metoda je nedostatak efikasne ocene greske i ocene brzine
konvergencije. Ovo su problemi koje bi trebalo neka buduca istrazivanja da
rese.

44



Literatura

[1] BACRY E., MALLAT S., PAPANICOLAOU G., A wavelet based space-
time adaptive numerical method for partial differential equations,

RAIRO Model. Math. Anal. Numer., 26, 793 (1992).

[2] DoNoHO D. L., Interpolating Wavelet Transforms, Technical Report
408, Department of Statistics, Stanford University, 1992.

[3] HOLMSTROM M., WALDEN J., Adaptive wavelet methods for hyperbolic
PDFEs, J. Sci. Comput.,13, 19 (1998).

[4] HOLMSTROM M., Solving hyperbolic PDEs using interpolatin wavelets,
SIAM J. Sci. Comput. 21, 405 (1999).

[5] JAMESON L., A Wavelet-optimized, Very High Order Adaptive Grid And
Order Numerical Method, STAM J. Sci. Comput. 19, 1980 (1998).

(6] JAMESON L., A Wavelet-based Grid Generation, NASA Contractor Re-
port, ICASE Report No. 96-59 (1996).

(7] Jovanovi¢ B., RADUNOVIC D., Numericka analiza, Matematicki
fakultet, Beograd, 2003.

8] KuMAR V., MEHRA M., Wavelet optimized finite difference method us-

ing interpolating wavelets for solving singularly perturbed problems, Jour-
nal of Wavelet Theory and Applications, ISSN 0973-6336, Volume 1,
Number 1 (2007), pp. 8396

[9] RADUNOVIC D., Talasiéi (Wavelets), Akademska misao, Beograd, 2005.

[10] RADUNOVIC D., SAMARDZIC A., MARIC F., Numericke metode (zbirka
zadataka kroz C, Fortran i Matlab), Akademska misao, Beograd, 2005.

[11] RabuNovi¢ D., Numericke metode, Akademska misao, Beograd, 2004.

45



[12]

[21]

[22]

SaNTos J.C., Cruz P., ALves M.A, OLIVEIRA P.J., MAGAL-
HAES F.D., MENDES A., Adaptive multiresolution approach for two-
dimensional PDFEs, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 193 (2004)
405.

SWELDENS W., The lifting scheme: A construction of second generation
wavelets, STAM J. Math. Anal. 29, 511 (1998).

SWELDENS W., SCHROEDER P., Building Your Own Wauvelets at
Home, “Wavelets in Computer Graphics”, ACM SIGGRAPH Course
Notes, 1996.

SWELDENS W., The Construction and Application of Wavelets in Nu-
merical Analysis, Ph.D. Thesis, 1995,

UDpoVICIC  Z., Odredjivanje praga kompresije pri transformaciji
ortonormiranim talasi¢ima, Magistarski rad, (Matematicki fakultet,
Beograd).

VaASILYEV O. V., BowMAN C., Second-Generation Wavelet Collocation
Method for the Solution of Partial Differential Equations, J. Comput.
Phys. 165, 660-693 (2000).

VasiLyEv O. V., Paoruccr S., A fast adaptive wavelet collocation
algorithm for multidimensional PDEs, J. Comput. Phys. 138, 16 (1997).

VasiLyev O. V., Paorucct S., A dynamically adaptive multilevel
wavelet collocation method for solving partial differential equations in
a finite domain, J. Comput. Phys. 125, 498 (1996).

VasiLyEv O. V., PaoLucct S.; SEN M., A multilevel wavelet colloca-
tion method for solving partial differential equations in a finite domain,

J. Comput. Phys. 120, 33 (1995).

WALDEN J., Filter bank methods for hyperbolic PDEs, STAM J. Numer.
Anal. 36, 1183 (1999).

VasiLyEv O. V., KeEvLAHAN N. K. R., An adaptive multilevel

wavelet collocation method for elliptic problems, Journal of Computa-
tional Physics 206, 412 (2005).

VasiLyEv O.V., KEVLAHAN N. K. R., Aram J. M Simultaneous
spacetime adaptive wavelet solution of nonlinear parabolic differential
equations, Journal of Computational Physics 214, 829 (2006).

46



[24] WALDEN J., Filter bank methods for hyperbolic PDEs, STAM J. Numer.
Anal. 36, 1183 (1999).

47



