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Pesume

Pan npen Bama je mactep paja cyaeHta Marematuukor ¢akynrteta y beorpany, y
KojeM je oOpahena tema ,,I'pebHepoBe O6aze™. Lleo pan ce cacroju u3 mect nenuHa (1-6),
a'y OKBUPY YETBPTE IIEJIMHE H3/IBOjJEHO je ocaM ojesbaka. (§1-§8)

VY npBoM zeny ynoszHaheMo ce ca noauHomMuma n RPOMEH/BUSUX X,,...,X, YAJU

Cy KOe(UIMjeHTH y TNPOU3BOJEHOM MoJby k u nepunucahemo aguuu npocmop. Y
apyroMm u Tpehem neny aeduHucaheMo jenaH ol OCHOBHHUX T€OMETPHJCKHX o0jekara
agunu sapujemem 1 jeqaH o1 OCHOBHHX aJlre0apcKuX oOjekaTa uodeai.

VY deTBpTOM ey, UCKOPUCTHhEMO CBE LITO j€ M3II0KEHO Y MPBOM, APYTOM U
tpeheMm nemy na 6u onmcanu meton I pebreposux 6asza. (ckp. I'b)
Opnespak §1, yerBpTor nena ce 6aBu GopmynanujoM npobieMa koje hemo MokymaTu aa
pemmmo y3 momoh metona I'b:

A. IIpobnem onuca uoeana

b. IIpobaem npunaonocmu uoeany

B. Ilpobnem pewasarba noruHoMCKux jeOHauuna

I'. Umnnuxayujcku npobdnem
VY §2 onmespky nedbunucaheMo monomujarnu nopedax M IaTu HEKe MpuMepe ypehema
1 — TOPKU (leKcuKoepaghcku nopeoax, 2paoupanu 1eKcukoepaghcku nopeodax, epaoupanu
00pHymu nexcuxkoepaghcku nopeoak). Onespak §3 campku ONUC aAleOPUMMA 34  Oeberbe

NOMUHOMA Y k[xl,...,xn]. Anroputam cMO TOOWIM Ha Taj HAYHMH IITO CMO HPOIIUPUIH
aIropuTaM JieJbemha 3a k[x]. [use je mpa momenuMo MONUHOM  f ek[xl,...,xn] ca
froeeor fi €k[X,,....x, ], omHOCHO f TpeGa ma moGujeMo y 06muKy [ =a, f +...+a.f, +r
rae ,,KOJIUYHUIN a,...,a; N OCTAaTaK rIJICKE y k[xl,...,xn]. VY §4 mahemo pememe

IIpobrema onuca udeana 3a cuenyjaliaH ciay4yaj MOHOMHUjaTHHX uaeana. Onespak §5 ce
0aBu 10ka3oM BakHOT TBphewa Ocrosne Xunbepmose meopeme o b6a3u, nepUHUCAHEM
I'b u xommuieTHUM pemiewmeM [Ipobrema onuca uodeana. Y §6 Bupehemo koja cBe
cBojctBa uma I'b u kako na 3a maty 6a3y nmpoBepumo na au je I'b. ¥V §7 Buaehemo kako
na xoHcrypumemo I'b 3a natu unean. Oznesbak §8 je jenan o OUTHUjUX. Y OKBUPY Hera
hemo ce mo3abaBuUTH pelIaBamkeM MpeocTaja TPU MpodsieMa U BHUIETH Y KOjO] MEpH
MOkeMo aa ux pemmmo y3 nomoh I'b. 3a Hmunauxayujcku npobrem I'b nehe matm
KOMILIETHO pelICHE.

VY nerom neny npumennhemo I'b  Ha pemaBame npobnema y podotuun.( Ja au
pobom KoHobap modice 0a nocayicu kag)y Ha damom mecmy?)

[Tocnenmu, miecTd A€o0 cagpKd ONMUCAaH Ha KOHKPETHOM 3a/aTKy, HadyuH
pauyHawa ['b 1 mpoBepy npunagHoOCTH uaeany.

Kenum na vickakeM CBOjy 3aXBaJTHOCT MEHTOPY JomeHTy np 3opany Ilerpouhy
Ha MHOTOOPOJHUM CyTecTHjama, MpuMen0aMa U caBeTuMa, KOju Cy MU TTOMOTJIN y U3paau
OBOT pajJia U lerOBOM IITO 0OJbEM H3TJIECNY.

MaremaTnuku ¢axkynrer, beorpazn
19.mapt 2010. Jenena JoBuunh
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I'PEBHEPOBE BA3E

1 IMosmvHoMu U apuHU IPOCTOP

ITOJIMHOMMUM BUIIE TPOMEH/bUBUX

VY oBoMm OICJbKY, YHOBHaheMO Cce Ca NIoJItHOMHUMa 7 IIPOMCHJBMBHUX X,,...,X, Ca

KoeduIjeHTiMa y Ipor3BoJpbHOM 1OJbY k. [IpBO hemo nedwuHucatu mra cy MOHOMHU.

Jepnnunmja 1. MoHOM y X,,...,X, je npouzeo0 obauka
o, 4 02 n
xex, " x),
KOO K02d Cy C8U eKCNOHEeHMU O.,,...,0., HeHe2amusHu yeiu Opojesu.

YKynaH creneH MoHoma je cyma o, +...+o., .

Incame MOHOMA MOXE CE I0jeJHOCTABUTH: Heka je o =(a,...,a,) n-Topka

HEHEraTUBHHUX Iienux OpojeBa. Onma hemo nucaTu
x*=x" " x,

n

Kana je a=(0,...,0), mucahemo x” =1. Ykynan crenen MoHoMa x*, o3HauaBahemo u

ca|o| =0, +...+a,.

Jepunnunmja 2. lHonunom f y x,,...,x, ca koegpuyujenmumay k je konauna nuneapna

komounayuja (ca koeuyujenmuma y k) monoma. [lonunom f nucahemo y ooauxy
f= Z:a(xx"‘,aOL ek,
2oeje [ cyma npeko konaunoz 6poja n—mopku o.=(0o,,...,a, ).

Ckyn ceux nonunomay Xx,,...,x, ca koeguyujenmumay k oznauaeakhemo ca k[xl,...,xn] .

Kama Gynemo pagwim ca nmoamHOMHMa KOJU UMajy Majiu Opoj IpOMEHJBHBHUX, Hajuemhe
hemo u3ocTaBspaT uHAEKCe. Ha mpumep,

f=2xy’z +%y3z3 —3xyz+y°

Jj€ TIOJIMHOM y Q[x, y,z] .

3a o3HayaBame MOJIMHOMA YecTo hemo kopuctutu ciosa f,g,h, p,q,r .



HMedpunnuuja 3. Heka je [ = Zaax“ NOJUHOM Y k[xl,...,xn] .

(i) Koedpunujenrom monoma x*seahemo a,.
(it) Axo jea, # 0 ,0n0a hemo a,x* 36amu 4JIaHOM 00 f .
(iii) YkynaH creneH o0 f je maxkcumym oo |(x| 2de cy koeuyujenmu a, paziuyumu oo

Hyne u o3navasahemo 2a ca deg ( f ) .

3
Hpumep. Homuom f =2x"y"z +5 'z’ =3xyz+ )" WMa 4eTHpH YNaHa U HEroB YKyMaH
crerieH je 6. [lpumernmo na 1Ba wiaHa MMajy WCTH MaKCHUMallaH YKyIaH CTeTleH,
3 . . .
(2x3 yzz,E 'z’ |, oBaj ciyyaj HHKaga He MO [a ce JOTOAM KOJ ITIONMHOMA jeHe

IIPOMEHJbUBE.

Cyma u npou3BoJ /iBa MoJinHOMa je Takolhe moiauHoMm. [lonuHoM f nenu moauHOM g ako

IIOCTOJU MOJIMHOM /1 € k [xl,.. . ,xn] TakaB 1a g = fh. Y ogHOCy Ha caOupame U MHOKEHE,
k[xl,...,xn] 3a710BOJbaBa CBE aKCHOME I10Jba, OCHM II0CTOjarba MHBEP3a 32 MHOXKEHE (Ha

1 .
pUMep, — HUje MOJIMHOM).
X
1

Ha ocHOBY npeTx0/JHO U3J105KEHOT, 3aK/byuyjeMo Aa jek [x1 yeoo ,xn] npcmen noauHoMma.

IHOJIMHOMM JEJTHE ITPOMEH/bUBE

Nepununuja 1. Jam je nonunom paznuuum o0 Hyre [ € k[x] , HeKa je
f=ax"+ax" " +...+a, ,

rae je a, €k u a, #0( naxne, m = deg (f) ). Bonehum unanom oo f 3sahemo a,x" u

nucahemo LT (f)=a,x".

Ha npumep, ako je f =2x° —4x+3, oHna je LT(f) =2x.
[TpumeTnMo 1a ako ¢y f ¥ g TIOJIMHOMH Pa3IMUUTH O]l HyJIe, OHJIa j&
deg(f)é deg(g)<:>LT(f) Jenu LT(g).

CraB 2. (Aaropuram ae/bemwa). Hexa je k nome u meka je g NOIUHOM pa3iuyum 00
Hyne y k[x]. Onoa ceaxu | € k[x] Modice bumu 3anucan y 00auKy

f=ag+r,
rae cy g,r ek[x] , u r=0umu deg(r) <deg(g). lawe, q u r cy jeouncmeeno
oopehenu.



Ilomohy cnedehez ancopumma nanucanoz y nceyookooy mo2y ce uspadyHamu q u r :

Input: g, f
Output: ¢q,r

q=0;r=1

WHILE r =0 AND LT(g) divides LT (r) DO
LT(r)

LT(g)

LT(r)

g=9+

A®UHHU IMTPOCTOP
Hame, nedunucahemo aguHu MpocTop.

Hepununuja 4. Hexa je damo nowme k u n nosumuean yeo oOpoj, oegunucahemo
n — oumeH3uona Hy aQguHUA MPOCTOP Hao k xao ckyn

3a npumep aduHOT MpocTopa, pazmorpuhemo cirydaj kaaa je k = R . Jloonhemo mo3naru

npocTop u3 nuHeapne anrebpe R”. Ienepanuo, k' =k 3sahemo agunom unujom, a k*
agunom pasHu.

2 A¢vHu BapujeTeT

AduHE BapHjeTeT je jeaH 0] OCHOBHUX I€OMETPHjCKUX o0jeKkaTa.

Jedbununnja 1. Hexa je k nowe, u nexacy f,,..., Je nomunomu y k[xl,...,xn]. Heka je

V(f1 ..... f&):{(a1 ..... a,)ek": f(a....,a,)=0, 3aceel:1,§}.

Adunum BapujereToM nedunncanum ca f,..., f, 3sahemo V( Jieeos 1 )

[Ipema Tome, apuHM BapujeTeT V( Sireees fé) c k" je cKyIl CBHX pelliemha CUCTeMa

jemmaunaa  f)(x,....x,)=...= f,(x,,....x,)=0. Adune Bapujerere uecto hemo

o3HauaBatu ciioBuma VW . Kopuctuhemo na je k= R, tako na hemo mohm ma npramo
U CJIMKE.



Ipumep. V pasau R’ Bapujeter V(x2 +° —1), je Kpyr mpednnka 1, ca LEHTPOM y

KOOPAWHATHOM IIOYCTKY.

3 Uneann

Wnean je jenan o OCHOBHUX airedapckux odjexaTta.

HMedpunnuuja 1. I[Toockyn I C k [xl,. . ,xn] je uaean ako 3a0080.basa cieoehe ycnose:
(i Oel.

(i) Akoje f,gel,onoa f+gel.

(iii) Axo je fe]uhek[x1 ..... xn],OHda hf el.

Ipumep. [IpBu nmpuposan mpumep Hpeana, je uaeand TeHEpUcaH KOHAYHUM OpojemM
MOJIMHOMA.

Nepunnnnja 2. Hexa cy f,,..., f, nomunomu y k[xl,...,xn]. Heka je

080 je udean.



Jema 3. Axo je f,.... [, €k[x.....x,]. onoa je <ffé> udean 00 klx,....x,].

3sahemo < frireens fé> H/I€a]IOM IeHepHCaHuM ca f,..., f; .

g s
Hoxkas. IIpso, Oe<f,...,fg>, jep je O=ZO-f,. [IpernocraBumo na je f=Zplf,
I=1

I=1

:
ng=>gq,f nnexa hek[x,...,x,]. Onna Ha OCHOBY jenHauMHa
=1
g

f+g=>.(p+a)f,

=1

(hpl )fz

1

hf =

€
I=

BUJIUMO J1a je <ffé> unean.

Kaxxemo na je unean /I xonauno zemepucan axo nocroje f,..., f& € k[xl,...,xn]

makeu oa je I=<f,...,fé>, 1 K&KeMo 1a je f,..., f, oasaon I.

VY §5 mokazahemo BaxkHO TBpheme, aa je cBaku uodean 00 k[xl,...,xn] KOHAYHO

reaepucad. (OBo TBpheme je mo3HaTHuje kao XmioepToBa TeopeMa o 06a3m). [Ipumernmo
Jla 1aTy uaean Moke uMatu pasinnuute 6asze. [lokazahemo ma on cBux 0asa Koje ce MOTy
oJ1abpatu, MOCTOjH MOTOIaH TUH 0a3a, Koje ce 30By I pedHepose 6ase.

4 T'peOHepoBe 0a3e

Boadranr I'pednep (eurn. Wolfgang Groebner; 2. dedbpyap 1899 - 20. aryct 1980.)
6uo je ayctpujcku maremaTtuuap. Hajmosnatuju je mno I'peGHepoBoj 0a3m, koja ce
KOPHUCTH Y U3padyHaBamUMa y anre0apckoj rTeOMETPHUjH.

Pohen je y Tlocencacy (camammu I'ocencac-Kone HMcapko), y Jlomomutnma, Ttaga y
AycTtpuju, cana y Utanuju.

I'peOHep je MPBOOMTHO CTYAMPAO HHXKEHEPCTBO HAa TEXHOJIOIIKOM YHUBEP3UTETY Yy
['pamy, anu ce mpebanmo Ha MatemMatuky 1929. roaune.

Hamucao je nuceprammjy Ein Beitrag zum Problem der Minimalbasen 1932. roqunae Ha
VYHusep3utery y beuy; meroB MeHTOp 3a goktopaT 6uo je dunun dypreenrnep. [locne
JOKTOpUpama, HacTaBuo je ctyauje y ['etunreny xon Emu Hetep, Ha mosby Koje je qanac
MO3HATO Ka0 KOMYTAaTUBHA ajreodpa.

BberoB yuenuk, bpyno Byx6eprep, yBeo je I'peOHepoBe 6a3e y CB0jOj JOKTOPCKO] TE3U
n3 1965. 1 Ha3Bao WX je MO0 CBOM MEHTODY.



3a cBojy teopujy I'pebnepoBux 6aza, byxOeprep je moouo 2007 ACM Paris
Kenellakis Theory and Practice Award. Takohe my je noaepeHa 3ramua medasa wacmu
0] CTpaHe ayCTPH]CKE BIIaJe.

§1 Mpodaemu

[ToyeB on oBor onesbKa, Ha Hajxabe OaBuheMO ce mpoydaBameM MeToJa
I'pebnepoBux 6aza (ckp. I'b). One Ham omoryhaBajy pemraBame mpoOiieMa Be3aHUX 3a
NOJMHOMCKE Hjeane KOju C€ MOTY pelllaBaTh ajJrOPUTAaMCKH WM mpolieMe Be3aHe 3a
pasHa Jpyra u3padyHaBama. Meton ['peOHepoBux 0aza ce Takohe KOpuCTH Yy MOhHHM,
KOMITjyTEPCKUM, adre0apCKuM CHCTEMHUMa 3a MpOy4yaBame HJIeja BE3aHUX 3a MOJIHMHOME
KOj€ ce jaBJbajy y mpUMeHaMma.
doxycupahemo ce Ha pelraBame caMo YeTHPH IpodIIeMa.

Dopmynayuja npobaema:

a. IIpoGsem ommca mpeana: Jla nu cBaku maean [ gk[xl,xz,...,xn] uMa KOHa4YaH
reHepaTOPCKU CKyN?

OJHOCHO, Ja JTU MOXKEMO J1a HaITHIIIEMO I:<f1,..., é> 3a HEKE 1,...,fg ek[xl,...,xn]?

6. MpoGaem npunagnocrn mpeany: Heka je nar [ ek[x,...,x,| u Heka je nuean
I =<f1,...,f§>, Tpeba yrBpaut Aa u f €[ ?
I'eomeTpHjcku, TO je MOBE3aHO ca MpobiIeMOM yTBphUBama Ja Ju je V( Sioeees fé)

noxckyn sapujerery V(f).

B. IIpo6iem pemaBama nmoaMHOMCKHMX jeaHaumHa: Hahu cBa 3ajenHuuka permiema
cHcTeMa NOJIMHOMCKUX jeTHauynHa y k"

f1(xls---,x,,)=...=fé(xl,...,xn)=0

HapaBHo, ucTO je m ako TOCTaBUMO TUTAE J1a JIM Ta4Ke MPUIanajy ahuHoM BapujeTeTy

V(fisenf2)-

r. Umnummkanujckn nmpodaem: Heka je V monackyn o k" 3amaT mapameTapcku

X, =g,(ts..05t,)

X, =g (t...5t,)



Axo cy g, nmonuHoMHM (MM pallMoHanHe (QyHKIMje) KOjU 3aBHCe NPOMEHJBHBUX f,, OHJA
he V' Outn aduHM BapwjeTeT WIM HEroB Jeo. Tpedba Hahu cHCTEM MOJTMHOMCKHX
jennaumna (x,) Tako 1a AeUHKILY BapHjeTeT.

§2 Monomujannu nopeuu y k[xl,xz,. ..,xn]

Kop anroputma nememay k [x] OuTaH je peaocie] YWiaHOBa y MOJIMHOMUMA.

Ha npumep, kana genumo nomasoM f (x)=x’ —3x” +1 nomsomom g(x)=x’—4x+7

Ha CTaHJap/aH HAYWH:
- UiaHoBe y NOJMHOMMMA MHILIEMO Yy ornagajyhemM MOpeTKy y OJJHOCY Ha CTENeH O]l
X.

- Bopehn unan (unan Hajeeher cremen) y f je x° =x-x” =x -( Bogehu uman y
g). Onysumamo x° - g(x) on [ ma Ou ckparwnu Boxehw uwiaH U AoOHjaMo
xt=7x =3x +1.

- Tlonasamo uery nocrynak Ha f(x)—x’-g(x), cBe 10K He JOOMjeMO IOTHHOM

CcTeIleHa Mamer of 2.
Kop anroputma nespema moanHOMa jeiHe TPOMEHIbUBE ypel)yjy ce cTeneHrn MOHOMA
X" S>> x> x> 1. (1)
Ycnex anroputma 3aBucuhe 01 CHCTEMaTHYHOT paja ca Bojaehum uiaHoBumay f u g.
W3 rope HaBeAeHOT MOXEMO Ja MPETIOCTaBUMO Ja he W KOJ Jesberma

NPOM3BOJBHKX ITONIMHOMA BHUIIE NPOMCH/BMBUX y  k[X,,...,x,| OutH Ouran nopemak
4IaHOBA .

Ha ocHoBy n—Topke ekcroHeHata o =(0,...,0,)€N", MoxeMo Ja
PEKOHCTpyHIIEMO MOHOM x” =x“...x™ (u3mely momoma y k[x,....x,] u N" je

ycnoctaBibeHO 1-1 mpecnukaBame). Jlaswe, ypehemwe > nepunucano Ha mpocropy N
p

HaM Jiaje ypeheme Ha MOHOMHMA: aKo je o > 3, Takohe je x* > x".
Jepununuja 1. MoHOMHjaJIHU TIOpeNaK y k[xl,...,xn] je buno koja perayuja > Ha

N", unu pasunonpasno, b6uno Koja penayuja uma ckyny monoma x°, o€ N" koja
3a0060masa cieoehie ycnose:

(1) > je momanno (uru auneapno) ypeherwe na N"

(i1) Akoje a>Piye N", onoaje a+7y>p+y

(ii1) > je oobpo-ypeherwe na N".Ceaxu pazmuuum 00 npasnoe, noockyn o0 N"uma
HajMarsu eiemMeHm y 0OHOCY Ha >.

Crneneha nmema he Ham mojacauTH ycioB (ii) u3 Jlepununuje 1.
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Jlema 2. Penayuja ypehewa > Hna N" je 006po ypeherwe ako u camo ako je ceaxu
cmpozo onaoajyhu nuzy N"

a(l) > 0L(2)>0L(3)>...

KOHA4YAaH.

Oy sieMy hemMo 4ecTo KOPHCTUTH 3a JIOKA3MBAKE J1a CE PA3IMYUTH AITOPUTMHU MOPajy
3aBpIIUTH nociie ojpeheHor 6poja kopaka. 3aBpiirhe ce, jep HEKU WiaH cTporo onaja (y
CKJIay ca JaTHM MOHOMH]jaJTHIM MOPEIKOM) Y CBAKOM KOPaKy ajiropuTMa.

VY §4 Bunehemo na je ycnos (iii) Jedununuje 1 ekpuBasienTan yciaoy Vo e N", o> 0.
JenHOCTaBaH mpUMEp MOHOMHMjATHOT MTOPE/IKA jeé HyMEpPHUYKH MOpEIaK

oom+l>m>...>3>2>1>0
eneMenara u3 N .

[TpBu mpumep ypehemwa n — Topku, 6uhe nexcukorpadcku mopenax.

Hepununuja 3. (Jlekcukorpadpckun nopenak, euri. Lexicographic Order — ckp. lex)
Hexa cy a=(0,...,a,)u B=(PB,...,B,) € N". Kasahemo oa je o>, B, axo je y
gexmopy pasauxe o.—P € N", npea nenynma nouyuja ca neée cmpane NO3UMUBHA.

o B .
Taoa hemo nucamu x* >, x"akoje o>, PB.

IIpumep.
a.(1,2,0)>, (0,3,4),jepje a—P= (1,—1,—4)

6. (3,2,4)>,. (3,2,1), jep je a—p=(0,0,3)
B. [IpomensbuBe X,,...,X cCy 00uYHO ypeheHe neKCcuKorpad)CKuM MOPEaKOM

(1,0,...,0)>,.(0.1,0,...,0) > >, X

lex *** " lex "*n

lex *** 7 lex lex x2 >

> (0....,0,1), Tako na je x, >

Hanomena. Kama paguMo ca MOJMHOMHMA KOjU 3aBUCE OJ jEAHE, JBE WIH TPHU
IPOMEHJbHBE TOTOJIHU]E j€ []a C€ KOPUCTE O3HAKE X, V,Z HETO €a X,,X,,X; .

Hedpunnnuja S. ('paagupanu nexcuxkorpadgecku nopenak, curi. Graded Lex Order-
ckp. grlex) Hexa ¢y o =(0,...,0,)uP=(B,...,$,) € N". Kasahemo oa je o> . B

axoje |a|=Y o, > B|= B, , une o] =|p| u o>, B.
I=1 I=1

Mpumep.
a. (1,2,3)> .. 3,2,0)jep je |(1,2,3)| =6 >|(3,2,0)|=5

6.(1,2,4) >,.. (1L1,5) jep je |(1,2,4) =|(1,1,5)] u (1,2,4) >, (1,1,5)
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Jomr jemaH mpuMep MOHHMMUjAJIHOT TMOpEAKa je TpagupaHd OOpPHYTH JIEKCHKOTrpadCKu
nopenak. Y HEKUM cilydajeBuma eUKaCcHHU]H je 32 pauyHambe.

JNepununuja 6. (I'paaupanu oOpHYTH Jekcukorpadcku mnopeaak, enri. Graded
Reverse Lex Order-ckp. grevlex) Hexa cy o =(a,...,a ) )u B=(P,....p,) N".

n n
. . _ _ _ "
Kasahemo oa je o>, B axo je |oc| —Zal >|B| —ZBI , U |oc| = |B| uy o—-peZ”,
/=1 I=1
npea HeHyIma no3uYuja ca 0ecHe Cmpane He2amueHd.

IIpumep.
a.(4,7,1)> 0 (4,2,3) jepje (4,7, =12 >((4,2,3)| =9

8. (1,5,2) >0 (4,1,3) jep je |(1,5,2) =[(4,1,3)| n 0. —B =(-3,4,-1)

CraB 4. Jlexcuxoepaghcku nopeoax na N" je monomujannu nopeoax.

Jlokas.
(1) [a je >, TOTanHM NOpENaK CIEAU AUPEKTHO U3 JACHUHHUIM]E M YHECHULE 1A

jey N Toranau nmopenax.
(i1) Axo je a>, P, mMamo na je o.—[3 mpBa HEHyJTa MO3MIHja ca JIEBE CTpaHE

lex

HO3UTUBHA, OHOCHO O, —[3, j€ MO3UTHBHO.

X% xt = ™ Byt = P+

Onnajey (a+y)—(B+y)=o—B npsa Henynra nosuumja o, —p, >0.

n Xx

(111) IIpetnocraBumo ma >, muje n0o6po ypehemwe. Onma mo Jlemu 2 mocrojahe
OeckoHavaH, CTPOTo ornaajyhu Hu3
o(1)>y, 0(2) >, 0(3)>, ...

lex lex

enemenata N”". ITokazaheMo J1a To BOJH /10 KOHTPAIHKIIHjE.
Ilocmarpahemo  mpBe — kommomente  Bektopa  a(i)e N". Tlo  nedunnumjn

neKkcHKorpacKor IOpeKa, OBe IpBE KOMIIOHEHTe Cy y OOJNHKYy HepacTyher Huza
HeHeraTHBHUX Opojesa. Kako je N 106po ypehen, npse kommoneHere ox a.(i) Mopajy

ce ,,cTabMiIM30BaTH Ha Kpajy. 3Ha4H, MOCTOJH k TAaKBO J1a Cy CBE NPBE KOMIIOHEHTE OJ
oc(i) jenHake3a i > k.

IloueB on a(k), Iapyra u cienehe KoMmmoHeHeTe cy y Urpu 3a onpehuBame
nekcukorpapekor nopenka. Cuenehe xommonente ox o(k),o(k+1),...cy y obnuxy

HepacTyher HU3a.
W3 merux pasnora kao M paHuje, cienehe KOMIOHEHTe ce MOopajy ,,CTa0MIN30BaTh ™.

HacraBspajyhu Ha vicTu Ha4MH, BUAUMO J1a CY 332 HEKO l,oc(l ),oc(l +1),... CBE jelHakKe.

OBO je KOTpauKIIHja Ca YHHCHULIOM J1a j& a(l) > a(l + 1). U
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Hanomena. Ha cnuuan HauWH MOXeE c€ JOKa3aTH U Ja je epaoupaHu JeKcuKoecpagcku
nopeoak MOHOMUJATIHU NOpedax u  2padupanu OOpHYmMU JNeKCUKOZSPAPCKU Nopeoax
MOHOMUJATHU NOPEOAK.

Ipumep. YV cnenehem npumepy BupeheMo Kako ce MOHOMHjATHU MOPEAAK MPUMEHYje
Ha MTOJIMHOME.

Ako je f=) a,x* nomaHom y k[x,...,X,] ¥ > HEKH MOHOMHjAJHH NOEIAK, OHJA
MOKEMO YPEIUTH MOHOME Of f y CKJIaay ca >.
Heka je

f=4xp’z+42> -5 +7x°z% k[x,y,z]
OHJIA:
a. Y ckiajay ca JIeKCUKOTrpadCcKUM MOPEIKOM MOXKEMO JIa IPEypeArMO YiIaHOBE o1 f Ha
cienehn HaunH

f==5x+7x"2> +4xy°z +42°

0. YV ckimamy ca rpagupaHduM JICKCHKOTPa(CKUM TOPEIKOM MOXKEMO Ja MpeypearMo
yiaHoBe o1 f Ha cienchu HaymH

f=Tx2" +4xy’z—-5x" +4z°
B. Y cKIaay ca OOpHYTHM TpagipaHUM JIEKCUKOTPa(CKUM TOPEIKOM MOXKEMO [1a
MpeypeIMMo diaHoBe o1 f Ha cienehu HauuH

f=4xy’z+7x°2" =5x +4z°

HNedpunnumja 7. Heka je [ = Zaax“ NOAUHOM PA3Iudum 00 Hyje y k[xl,...,xn]
o

U HeKa je > MOHOMUJanIHU NOpeodx.

(i) Bogehu myarucrenen oo f je
multi deg (f) = max(a eN":a, # O) (maxcumym je yzem y cxknady ca >)

(i) Bogehu koeduumjeHt o0 fje

LC(f) = amultideg(f) € k
(ii1)) Bogehu MmoHoM 00 fje

LM (f)= X141 (cq roepuyujenmom 1).
(iv) Bonehn wi1an o0 fje

LT(f)=LC(f)-LM (f)

13



IIpumep. UnaHoBe nator moiauHoMa ypenuhemo y ckmany ca lex, grlex, grevlex
MOpeKOM U oApenuhemMo MynTHcTeneH, Bojchu koedunujent, Bogehn MoHoM, Boaehu
YJIaH.

f(x, y,z) =2x"y* -3x°y z* + xpz’ —xp*

.HGKCI/IKOFDa(bCKI/I nopeaaxk

x,v,z)=2x"y" =3x’y z* + xpz° — xp*
f(xy,z)=2x"y"=3x"y 2" +xpz" —xp
f(x,y,z) =3yt + 257y -yt + 2’

multideg () =(514)
LC(f)=-3

LM(f) =x"yz*
LT(f)=-3x"yz"

['pagupanu nexkcukorpadcKu mopeaak

f(x,y,z) =2x"y* =3x°y z* + xpz’ — xp*
f(x, y,z) =3x"y ' + 227" —xpt + 02

multi deg(f) = (5,1,4)
LC(f)=-3

LM (f) =x"yz*
LT(f)=-3x"yz"*

I'pagupanu oOpHYT JEKCUKOrpad)CKU IopeaKk

f(x,y,z) =2x"y* =3x°y z* + xpz’ — xp*
f(x, y,z) =2x"y* =3x°yz* —xp* + xp2”

multideg(f) = (2,8,0)
LC(f)=2
LM(f):xzy8

LM (f)=2x")"

14



Jlema 8. Hexacy f,g e k[xl,...,xn] noauHomu paznudumu 00 Hyne. OHoa easxcu:
(1) multideg (fg) = multi deg (f) + multi deg (g)
(i1) Axo je f+g #0, onoa multi deg(f+ g) < max(multi deg(f),multi deg(g))

Ako je ko0 cabuparea, multi deg ( f ) # multi deg ( g) , OHOA 8AHCU jeOHAKOCM.

Opn cana na Hajgaske peTnocTaBuheMo J1a je ofadpaH caMo jelaH MOHOMUjaIHU Mope/ak.
Bopehu unanoBu u ocrano, 6uhe onpehuBanu y ckiamy ca mHM.

§3 Aaropuram gememay k[xl,...,xn]

Anroputam Jejbema 3a NOJNHOME Y k[xl,...,xn] ¢dbopmynucahemo Ha Taj HaYuH,
mrto hemo mpommpuTH aaropuTam Jebemba 3a k[x]. [{usb HaM je @ OJeTUMO MTOJTUHOM
fek[x,...x,] ca fi...[f.ek[x...x].

OpnocHo f Tpeba mga moOujeMo y O0IHKY
f=afi+..+a.f.+r
7€ ,,KOMMYHALH @,,...,d; ¥ OCTATaK F JIKS Y k[xl,...,xn] .

OcHoBHa HjIeja ATOPUTMA j€ MCTa Kao U y CIIy4ajy jeHe nmpomMeHsbuBe. JKenumo
na noHumTUMO BoAehu unan ox f (Boaehu padyHa 0 3a1aTOM MOHOMHjAJIHOM TOPEAKY)

MHOkehH Hekn f, ca oarosapajyhum moHomoM u oxysumajyhu ra. Ilocie Tora MoHOM

IOCTaje 4jaaH y oArosapajyhem q, .

Teopema 3. (Anropuram Je/bema y k[xl,...,xn]). Hexa je ¢uxcupan monomujannu

nopedax > Ha N", u Heka je F:(f,...,f&) & -mopxa noaunoma y k[xl,...,xn] Taoa

ce ceaxku nonunom f €k [xl,. ..,xn] Modce 3anucamu Ha credehu Havum:
f=afi+..+af+r

3a a,,re k[xl,...,xn] , npu yemy je unu r=0 unu je r Heka auHeapHa Komounayuja ( ca

koegpuyujenmuma y k) monoma 00 Kojux Hu jeoan Huje Oemus ca OUNO KOjuM 00

LT(f),-...LT(f.).

Onoa hemo r nazeamu 0CTATKOM noaunoma f npu demwery ca F . Ocum moea, ako je

af, #0

multi deg(f) > multi deg(a,fl)
Moxas. [lokasahemo ersucreHumjy a,,...,a. ¥ r Jajyhn airopuram 3a HUXOBY

KOHCTpyKuHjy. [Tokazahemo na anroputam paju KOPEeKTHO 3a CBE yiIa3HE MOJATKe.
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INPUT: f,...., /.. f
OUTPUT:q,,...,a,,r

WHILE p =0 DO
[=1
divisionoccurred =false
WHILE [ <& AND divisionoccurred=false DO

IF LT(f,) DIVIDES LT(p) THEN
a,=a,+LT(p)/LT(f))

p=p—(LT(p)/ LT (1)),

divisionoccurred=true

(*)

ELSE
[=1+1
IF divisionoccurred=false THEN
r =r+LT(p) %)
p=p-LT(p)

Hanomena. Jlornmuka mnpomeHJbuBa ,divisionoccurred HaMm TOBOPH KaJ HEKU O]
LT(f,) nenu LT(p) .

Csaku myT kanga npohemo rmaHy WHILE...DO netsby, noroaumhe ce TauHo jenaH of
cneneha nBa ciydaja:

Kopak ne/bema :

AKO HekH LT(fl),l=1,...,& Ienn LT(p), arOpuTaM Cce CBOJAU Ha CIy4a] jeIHe

IIPOMEHJBUBE.
Kopak ocratka :

Ako LT( f;) ue nenu LT (p), onna anropuram goxaje LT (p) ocratky r.

Jla 6u mokazanu na anroputam GyHKIIMOHUIIE, MPBO heMo MoKa3aTu Aa jeTHAKOCT
f=afi+..+af.+p+r (2)

B&XHU y CBAKOM KOpaky. OUHIIIE/IHO je /1a BaXH 32 II0YETHE BPEAHOCTH 4, ...,d;, P, T .

Cana nperniocTaBuMO 1a (2) BaXXH y HEKOM KOpaky ajaropuTma. Ako je cieaehu kopak

Kopak ftemema, onna neku LT(f),/=1¢ nemn LT (p), nus jemsakoctn

a.f,+p=(a,+LT(p)/LT(f,))/, +(p—(LT(p)/LT(f,))f,)
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ce BUIM Jia je a,f, + p HempoMemeHo. Kako u ocrane MpoMeHJbHBE HUCY HMPOMEH-CHE,

jeaHakocT (2) je TayHa.
VY npyrom cnydajy , ako je cinexaehu kopak Kopak ocrarka, onma he p u r Outn

IIPpOMEHCHU, alll CyMa p +r OCTaje HCTIPOMCH:CHA:

p+r:(p—LT(p))+(r+LT(p))
Bunnmo na je (2) jom yBek HempoMemneHa.
Anroputam ce 3aBpmaBa kaaa je p =0. Y oBom ciyuajy, (2) mocraje

f=afi+...ta.f +r.
Kana ce anropuram 3aBpuiu da,...,d.,r HMajJy KebeHe OCOOMHE, jep Cy UIaHOBH
JIOJIaBaHU 7 CaMO aKo HUCY JesbuBu ca LT ( f ),l =1§.

Ocrazo je na mokaxemo 1a he ce anropuram 3aBpmutu. [Ilpumernmo, 1a cBaku
MyT KaJa IPOMEHUMO BPEIHOCT MPOMEHJBUBE p , MYJITHCTEIICH CE CMakbyje WK TI0CTaje

0. Jla 61 BuenH Kako ce MyJITUCTEIICH CMambyje, MPETIocTaBuMo 1a je Kopaky nesbema
p ToCcTalo

LT(p)
LT(f)

p=p- Vi

Ha ocnoBy Jleme 8 u3 §2, umamo
LT(p) .|_LT(p)
T\ ——=f, |=—=LT(f,)=LT(p)-
Tako 1a p U (LT(p)/LT(f,))f, umajy uctu Bozaehu unas. Pasnuka p' Mopa nmatu

CTpOTO MamH MYJTHCTENEH Kana je p # 0. Jlambe, nmpernoctaBumo na je Tokom Kopaka
OCTaTKa, p TOCTAJO

p=p-LT(p).
OBfe je , OuMIIeHO Mmulti deg( p') <multideg(p) xagaje p # 0. Jlakie, MyITHCTeIICH

Ce MOpa CMamkUTH y CBAKOM CITy4ajy .

AKO ce anroputaM HHKaJa HE 3aBpIIM, 00WiIM OM cMO OecKOHauHH, onaaajyhu Hu3
mynatucteneHa. OBo ce He Moxe goroauth (Jlema 2 u3 §2). Jlakne, y jeTHOM TPEHYTKY je
p =0 u anroputam ce 3aBpliiaBa ocjie KOHauHOT Opoja Kopaka.

Ocraio je ga oapeanmo Besy usmely multideg(f) w multideg(a,f,). Cpakn
yjgaH y a, je obnuka LT ( p)/ LT ( f,), 32 HEKy BpPEJHOCT p . ANropuraM INOYUBE ca

p=f, u mynrucrener ox p onaga. Ha ocroBy tora je LT (p)<LT(f), u naxo ce

nokaszyje (kopuctehm ycioB (i) nepuHHMIIMjE MOHOMHjaJIHOT TOpEeAKa) Ja je
multi deg ([ ) > multideg(a, f,) xanaje a,f, # 0.0

Ha xpajy ce mocrapiba muTame 1a JIM JIrOpuTam y k [x1 yeoo ,xn] UMa UCTe 0COOMHE Kao U

alropuTam y k[x]? AJNTopUTaM je Ha KaJOCT JAJeKO je O CaBPIICHOT, TeK Kajaa ce

noBexe ca ['pedHepoBrM 0a3ama JOCTHIKE CBOj MakCUMYyM. (§5 u §6)
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Jenna ox OWUTHHjUX OcOOMHA alropuTMa JeJbema y k[x], je ma je ocrarak

jemuHcTBeHO onpehen. ¥V cnenehem npumepy Buaehemo J1a Jin 0BO BakM KOJI alrOpUTMa
y k[xl,...,xn].

Ipumep. Heka je mar momuHoM f=x"y+xy°+)° u ypeheHn mnap nomuHOMA
F= ( 1 f2) = (xy -1,y? —1) y JIEKCUKOTpa)CKOM TOPEIKY (x > y) . IIpema anroputmy

JACJbEHAa UMaMO CHGI{ChG KOpake:

(xzy+xy2 +y2).'(xy—1) =x+y
() ¥ y=(+)x

' +x+ )’

(D)o ~(+)y

x+y 4y

(x+y2+y):(y2—l):1

()" -()!

x+y+1
xzy—i-xy2+y2 =(x—i-y)(xy—1)+1-(y2 —1)+(x+y+1) (1)

[TocMaTpaMoO MCTH TIONHHOM f =x’y+xy° + y°Kao y TPETXOJHOM CIIydajy H
uctn  ypehenn map monmHOMa. JenmHo heMO  3aMEHHMTH  EMXOBAa  MECTa

F=(g.8)=(f.1/) :(y2 —l,xy—l) (x>, ») . Ilpema anropurmy wnmamo cinenche
KOpaKe:

(x2y+xy2+y2):(y2—1):x+1
xy —x

Xy+x+y’

() =)t

x’y+x+1
(x2y+x+1):(xy—1):x

(5)x'y=(+)x

2x+1
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X’ y+xp’ +y° :(x+l)(y2—l)+x~(xy—1)+(2x+1) 3)

Axo ce ynopeae uspasu (1) u (3) BuUAUMO Ja ce pasiuKyjy H0OMjeHH OCTaIy MpH
nespemy. M3 Tora 3akipydyjeMo J1a OCTaTak HUje jeNWHCTBEHO ofpeheH u na je ypeheme

& -Topka momuoma F = ( Sireens fi) OUTHO.

VY3 momoh anroputma nejbema y k[x] Ce pemraBa W MpoOJieM TPUTAJTHOCTU HCATy.
Jenna on mocnenuma Teopeme 3 je, ako mocine nejbewma f ca F = ( Sireees ﬁ;)/:[o61/1jeMo
ocratak =0, onna je f=af +...+a.f. n fe<f,...fé>. Haxne =0 je moBosbaH

YCJIOB 3a IPUMAAHOCT Uealy, a 1a JIu je U motpedaH Buaehemo y cienehem npumepy.

Mpumep 5. Heka je f, =xy+1,f, =y’ —1ek[x,y] (lex). Kaga nemamo [ =xy’—x ca
F =(ff2) no0ujamo
Xy’ —x= y(xy—i—l)+0-(y2 —1)+(—x—y).
A kana nenumo ca F = (fzf1 ) , ToOrjaMo
xp? —x=x-(y2 —1)+0-(xy+1)+0.
W3 apyre jenHakoCcTH BUIUMO Aa [ € < 1 f2> ,a umnak je moryhe nobutu ocratak Koju ce

pasiiKyje oj1 HyJie Kaza ce genu ca F =(f,, f,).

§4 Monomujannu uaeann u JJuKcoHoBa j1emMa

VY oBoM ozesbky pasmarpahemo Ilpodnem onuca uoeana uz §1 3a cneyujanan
cayuaj monomujannux uodeana. IlpBo hemo nedwHHMCAaTH MOHOMMUjaJIHE WACANe Y

k[xl,...,xn].

HMedpunnumja 1. Hoean I k[xl,...,xn ]je MOHOMUJAIHU UOeal aKo NOCMOju NOOCKYN

A < N" (koju modice bumu beckonauarn) maxas oa ce I cacmoju 00 c8ux noiuHomMa Koju

cy KOHauHe cyme 0OIuKa z h,x", 2oeje h, € k[xl,...,xn].

aed

Y mom cnyuajy nucahemo I = <x°‘ oe A> .

Jpyeum peuuma, uoean 1 y npcmeny nonunoma k[xl,...,xn]zenepucay HEKUM CKYNOM

MOHOMA je MOHOMUJATIHU UOeall.

IIpumep. Monomujanuu unean je [ = <x4y2,x3y4,x2y5> ck [x,y].
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OnucaheMo cBe MOHOME KOjU JIEKE Y JATOM MOHOMU]ATHOM HI€aly.

p

Jlema 2. Heka je I = <x°‘ Joe A> MmoHomujannu udean. Onoa mowom x" aexcuy I axo u

camo axo je x” demuso ca x* 3a nexo o€ A.

p

Jlokas. Axo je x” ymHOxak om x“ 3a Heko o€ A, omma x" el y ckmamy ca

neUHUALIM]OM Hjeana.
Cynpoto, ako x" e/, onma x" = hx"", rae je h ek[x,...,x,] 1 a(l)e 4. Axo
I=1

NPOUIMPUMO CBAKO /i, Kao JMHEapHy KOMOMHAIMjy MOHOMa, BueheMo J1a je CBaKkM 4iaH

p

. li
ca JIeCHE CTPaHe JeJIHAKOCTHU JIEJbUB Ca HEKUM x*") U nesa CTpaHa X' UMa Ty OCOOHUHY.

[

[IpumernMo 11a je x” nemnBo ca x* kama je x” =x*-x7, 3a meko y€ N". OBo je
eKBHBAJICHTHO ca = o+ 7y . Jlakie, ckyn

a+N" ={oc+y:yeN"}
Ce CacTOoju O]l EKCIIOHEHaTa CBMX MOHOMa JiesbMBUX ca x”. OBaj 3akibyyak u Jlema 2
omoryhaBajy HaM J1a Hal[pTaMoO CJIMKE MOHOMA y IaTOM MOHOMHjaJTHOM HJeay.
Ha npumep, ako je I = <x4 Yyt Xty > , OH/Ia Cy €KCIIOHEHTH MOHOMA y I y OOIHKY
CKyTia
((4.2)+N?)U((3,4)+ N )u((2.5)+N7).

Busyenno MoxeMo J1a IpUKa)XeMO OBaj CKYI Kao YHH]y LEIOOpOjHUX Tadaka Kpo3 TpU
TpaHCIalMje MPBOT KBaJPaHTa Y PaBHH:

n
-+ [ ] [ ] [ ] [ ] ]
i o] O &) ]
(2,5
- ] [ ] [ ]
(3,4
i O 8] ]
+ O
(4,2)
: : : : : —
(m,n)~x"y"
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Cneneha nemMu HaM TOBOpPH O TOME Jla CE€ MOCMATpPambeM MOHOMa MOJIMHOMA f,
MOJKE€ YTBPIUTH Ja TU f TpUIaja MOHOMH]jaJTHOM HJEaly .

Jlema 3. Hexa je I monomujannu uoean, u Hexa je [ € k[xl,...,xn]. Onoa cy cneoeha

mepherba ekeusaIeHmua:

1) fel.

(i1) Ceaku unan 00 f nexwcuy I .

(i) f je k -nuneapna komounayuja monomay I .

JupektHa mocienuna crtaBke (iil) Jleme 3, je nma je MOHOMHjaJIHM HJeam
JETHUCTBEHO o/ipel)eH ca CBOjUM MOHOMHUMA.

Hocnenuua 4. /[Jsa monomujarna udeana cy ucma axo u camo axko caopice ucme
MoOHOMe.

Jenno on BakHUMX TBphewa je a cy CBM MOHOMHJAJIHH UAEANU Y k[xl,...,xn]

KOHAQYHO I'CHCPHUCAHU.

Teopema 5. (JduxconHoBa Jaema) Mownomujarnu udean 1 :<x°‘ Joe A> - k[xl,...,xn]

Modice  Oumu  Hanucaw y — O0OAUKY I=<x°‘(l),...,x°‘(§)>, 20e  a(l),...,a(E)e 4.

Cneyujanno, I uma xonauny 6a3y.

Joxa3. (Mugykuujom 1o n, rae je n 6poj MpOMEHIbUBHUX )
Axo je n=1, onna je / reHepucaH ca MOHOMUMa Xx,", rae je o€ Ac N . Heka je 3

HajMamu eeMeHT o A < N .

Onza je B<o 3a cBako o€ A, TakBO ma x° memu cBe ocrane rereparope x*. Omatie
1 1

cinenu najel = <xlﬁ>

[IpernocraBumMo nma je n>1 um ga je Teopema TayHa 3a n—1. IIpomensbuBe hemo
O3HAYUTH KaO X,,...,X, ;,), TAKO Jla C€ MOHOMH Y k[xl,...,xn_l, y] MOTY 3alucaTH y

obmiky x*y",rueje a=(a,,...,o,_  )e N umeN.

[IpernocraBumo na je < k[xl,...,xn_l, y] MOHOMMjanHM wuzaean. Jla Ou
MPOHANUIA TeHeparope 3a [, y3mMemo Aa je J MOHOMHjaJId HWIean y k[xl,...,xn_l]
reHeprcal MoHOMUMa x*, TakBUM na x“y" € [, 3a Heko m > 0. Kako je J MoHOMUjaTHU
ujiean y k[xl,...,xn_l] ,I0 MHITYKTUBHO] XUIMOTE3M KOHAYHO MHOTO X* TeHepume J, ma
je J :<x°‘(l),...,x“(é) > Wpean J wmoxe Outm cxBaheH kao ,npojekuuja” ox [ Ha

kx|
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3a cBako i u3Mmely 1 u &, HauuH Ha Koju je neduHUcaH J, HaM TOBOpH Ja
(7)

x"y™ e I3aneko m, >0. Heka je m HajBehe ox cBux m,. OHza 3a cBako k m3mehy 0

u m—1, koHCTpynuieMo uaean J, k[xl,...,xnfl] reHeprcaH MOHOMHUMA x" TakBUM na

x*y*el. O J, moxemo ma pasMumbamMo kao o ,,Jeiy” on [ Koju je reHepucaH

MOHOMHMMa KOjH Caipe y TauHO cremeHa k. Ha OCHOBY MHIyKTHBHE XHIoTese, J,
_ /(1) o (&)
HMa KOHAa4YaH Ir¢HCPaTOPCKU CKYIl MOHOMA, U Jk =({X yeeay, X .

Tepmumo za je I reHepucad ciegehuM MOHOMHMA:
ws J o x* Wy xe @y

us J, x°‘°(1),...,x°‘°(5‘°),

- O (1) o ml et (Ept) -1
T S VA )

[Ipumerumo na je cBaku MOHOM y [ JeJ/bMB ca HEKUM OJ rope HaBeiaeHux. Heka
x*y?el. Ako je p>m, ouma je x“y” 1eBHB ca HEKUM x“(')y”1360r HaYMHA
KoHCTpykiuje J. Ako je p<m-—1, onga je x“y” HeJbUBO ca HEKUM xa”(i)y" 300r
koHcTpykuuje J,. ( Ha ocHoBy Jleme 2 rope onncann MOHOMHM ICHEpHILY Hieal KOjU

uMa ucte MoHoMe kao /). Ha ocnoBy Ilocnenurie 4, Hamie TBpheme je 1okazaHo.
Jla OM KOMILJIETHpAJH JI0Ka3 TeopeMe, MOTPeOHO je /a MOKaKeMO Ja KOHA4aH
CKyH TeHepaTtopa Mo)ke OMTH u3abpaH U3 JaTOT CKyIa reHeparopa 3a uaean. Y OJHOCY

Ha INPOMEHJBUBE X,,...,X,, Halll MOHOMHJAIHU uzaean je [ :<x°‘ JoE A>gk[xl,...,xn].
Tpeba mokasaru na je unean / reHepucaH ca KOHAYHO MHOTO Xx“, rae o € 4. 3Hamo 11a je
1 =<xﬁ(1),...,xﬁ(é)> 3a HeKe MOHOMe x ) y 1. Kako e :<x°‘ oe A>, Ha OCHOBY

Jleme 2 cpaku x") je hembuB ca x0)

[:<x°‘(l),...,x°‘(i)>ﬂ

32 HEKO a(i)eA. Jlako je mokazatu na je

Teopema 5 pemraBa I[IpoGiem omrica MOHOMHUjAJTHUX Hcalia, TOBOPH HaM Ja Ujcal UMa
KoHauHy 0a3y. Takole pemraBa u npoGiieM NpUNaIHOCTH 32 MOHOMUjaJIHE Heane. AKO je

I = <x°‘(l) x“(é)> JIAKO MOXKE Jla ce MOKaXKe J1a IaTH MOJMHOM f mpumanga [ , ako u
LA S] b b

: o(1) (&)
caMo aKo je ocTaTak Jiejbewa f ca x  ,...,X ' HyJa.

JIMKCOHOBa JleMa ce KOPUCTH M 3a J0Ka3 OMTHOT TBphema Be3aHOT 3a MOHOMH]jaITHE
nopenke y k[x,...,x,].
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IMocaenuna 6. Heka je > penarnuja Ha N” koja 3aj10BoJbaBa ciejieha cBojcTBa:
(1) > je momannu nopedax na N".

(i) akoje a>P u ye N",onoa o +y>B+7y.

Onoa je > 006po ypeherve axko u camo axo je o.>0 3a ceako o€ N".

[Tocmequmia 6. Ham omoryhaBa na mojegHoctaBuMo Jlebmuumujy 1 w3 §2
(dedunuimja Mmonomujamor nopeaka). Yciaou (i) u (ii) He MOTY OUTH TIPOMEHCHH, aJIH

ycIoB (ii1) MOXEMO 3aMEHHUTH Ca JeTHOCTABHHUjHM yCJIOBOM Jia je o >0 3a cBako o€ N”.
OBo he 3HaTHO OJIaKIIATH MPOBEPY /A JIH j€ JaTH MopeJak MOHOMUjajaH.

§5 XwuaGeproBa Teopema o 6a3u u I'pedHepoBa 6a3za

CBe WITO CMO M3JIOXKWIM 10 caja, omMoryhaBa HaMm Ja y OBOM OJIeJbKY Jamo
KOMIUIETHO pemiewe IIpodnema onuca udeana w3 §1. Bunehemo u Ha k0ju Ha4wWH 12
nobujemo 6a3y uaeana ca ,,JOOpUM® CBOJCTBHMA, TIOBE3aHOM Ca alNTOPUTMOM JIeJbeHha
ormmucanuM y §3. Kipyuna uneja xojy hemo kopucturtw, je na 3a ogadpaHid MOHOMH]jATHU

MOpENIaK , CBaku f € k[xl,...,xn] uMa jequHcTBeHH Bojehu unan LT ( f )

3a 6mto koju uuean I Moxemo AeUHHUCATH udeds 600ehiux 4iaHosa.

Hedpununuja 1. Hexa je I < k[xl,...,xn] uodean pasiuuum oo {0}
(7)) O3nauumo ca LT (I ) ckyn ooehux unanosa eremenama 00 I .Taxo oa,
LT(I)={cx" :3f e LLT(f)=cx"}

(i) O3nauumo ca <LT (1 )> uoean eenepucan enemenmuma o0 LT (I )

Hanomena: Ako je JaT KoHaudaH, T€HEpAaTOpCKu ckym 3a [, [ :< Sireees fé> OHJA
(LT (£ LT (1)) (LT (1)) mory Gurn pasmuumu uncann.

[lo nedunummju je, LT(fl)eLT(I)g<LT(1)>,Z =1,_§ U3 dera clead naa je
<LT(f1),...,LT(f§)>g<LT(1)>.CnenehH IpUMEp TIOKasyje na je <LT(I)> paBu

HAJICKYII.

IIpumep 2. Heka je I:<f,f2>, e je f,=x-2xy u f,=xy-2y" +x, grlex 3azgar
MOHOMHjalHH Topefak Ha k[x,y]. Onxa

x(xzy—2y2+x)—y-(x3 —ny)zxz,
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tako nma x° el. Jlakme, x’ :LT(xz) e<LT([)>. Mehytum x> Huje nepHMBO ca
LT(f;)=x" wm LT(f,)=x"y, 1ako na x’ §£<LT(f1),LT(f2)> o Jlemn 2 u3 §4.

Caya hemo mokasaTu 1a je <LT (1 )> MoHomujanau unean. To he mam omoryhuru

kopuitheme nodujeHnx pesynrara 'y §4. Crenujanto, cieauhe na je <LT (I )> reHepucaH

Cca KOHAa4YHO MHOT'O BOILGhI/IX YJIaHOBA.

Cras 3. Hexa je I C k[x,.,...,x, ]| udean.

(1) <LT (1 )> je MoHoMujanHu udear.

(ii) Ilocmoje  g,,...,&, € I maxeu oa je <LT(1)>:<LT(gl),...,LT(gw)>.

Hoxka3. (i) Bonehu monomu LM ( g) enemeHara gel —{0} TeHEepUILy MOHOMUjaTHH
uean <LM(g) ‘ge ]—{0}>. Kako ce LM (g) m LT(g) pasnukyjy 3a KOHCTaHTy
pa3NUYUTy OX HyJle, OBaj HAeaN je jeaHaK <LT(g):g e]—{0}> =<LT(1)>. MHaxe,
<LT (I )> j€ MOHOMU]jaTHH HJeall.

(ii) Homro je <LT (1 )> reHepucan MoHomuMa LM (g) 3a g € I —{0}, Ha ocHoBy
JIMKCOHOBE JIeMe je <LT(I)> = <LM(gl) ..... LM(gW )> 3a KOHAYHO MHOTO gi,...,g, € 1.

ITowrro ce LM ( g,) pasnukyje on LT ( gl),l :W, 3a KOHCTaHTYy pa3M4MUTy O] HYJIE,

CIEHN J1a je <LT(1)>=<LT(g1),...,LT(gW)>.D

Kopucrehu CraB 3 u anropuram aebema JokazaheMo MOCTOjame KOHAYHOT
TE€HEPATOPCKOT CKyTa ceakoe TOJIMHOMCKOT uaeana. Heka je I < k[xl ..... xn] OmI0 KOjH

uaeal U uaean <LT (1 )> kao y Jebunummju 1. M3abpahemo Hekn MOHOMUjaTHU

nmopenak, koju heMo KOPUCTUTH TPHIUKOM aJTOpHTMA JIeJbeha U padyHama Bojehux
YJI1aHOBA.

Teopema 4. (Xuno6eproBa Teopema o 6a3m) Ceaxu udean uma KOHAYAH 2eHEPAMOPCKU
ckyn. Tako oa je, I = <gl ..... gw>, 3a HeKe g, ..., g, €l.

Jloxas. Ako je [ ={0}, Heka je renepatopcku ckyn {0} . OH je CHIypHO KOHauaH.
Axo I cajpxu TOIMHOM PasiMYuT O Hylle, OHJa heMo reHepaTopeku cKyl  gi....,g,

3a [ koHcTpyucaty Ha cienehu Haunn. Ha ocnoBy Crasa 3, nocroje g,,...,g, €/ Taksu

naje (LT(1))=(LT(g),....LT (g, ))-
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TBpaumo na je I = <g1,...,g\u>.

OuwnrnenHo je na <g1,...,gw>g1 jep g e],l:W . CynpotHo, Heka je f el
OMII0 KOjU OTMHOM. AKO MPUMEHUMO alTOPUTaM JieJbera u3 §3 ma Ou mojenunu f ca
<g1,..., g, >, Taj1a 100MjaMo nu3pa3 o0JImKa

f=ag, +...ta,g,+r
TJie CBAKM 4IaH Y 7 HHje JeJbHB HH ca jeTHUM O] LT(gl),...,LT(gw). TepauMo 1a je
r=0.
Jla 6u oBO J0Ka3anu, Tpebda ja IMaMo y BHIY
r=f-ag, —...—a,g, el.
Ako je r#0, onna LT(V)E<LT(1)>=<LT(g1),...,LT(gW)>, Ha OocHOBY Jleme 2 u3
§4, cneqm ma LT (r) mopa 6urn gebuBo ca veknm LT (g, ). OBo je KoHTpamukumja ca
neUHHUII]OM OcTaTKa , 300r Tora » mMopa Outu Hy’a. [lakie,
f=ag+...+a,8, +0€<g1,...,gw>,

IITO 3HAYM 1A j€ Ic<gl,...,gw>.D

baza {gl,...,gw} kopuitheHa y aokasy Teopeme 4, naje oarosop Ha IIpodiem

ONHKCA MIeasIa U UMa CIIEIHjaTHO CBOjCTBO <LT(I)> = <LT(g1 ). ..,LT(gW )>

Axo moriegamo TIpumep 2, BUIUMO 1a ce cBe Oa3e wjcaia He MMOHAIIAjy Ha OBaj HAYMH.
OBy nnoceOHnM 0Oazama nahemo nme.

BAXHO!!!
HMepunuuuja 5. Qukcupajmo monomujarnu nopedax. 3a Kowauaw HOOCKYN
Gz{gl,...,gw} uoeana I wrascemo oa je I'peGHepoBa 06a3a (wiu cranaapaHa 6asa,

osnauasahemo je ca I'B) ako je
(LT(1))=(LT(g).....LT (g, ))-
BAXHO!!!
Hedopmanno, ckyn { giveees gw} c I je I'pebuepoBa 6a3za 3a [ ako u camo ako je Boachu

yjiaH OWJIO KOT ejieMeHnTa u3 [ nespbuB ca HekuM on LT ( g ),l =Ly.

U3 nokaza Teopeme 4 nobujamo u crienehy mocnenuiry.

Hocaenuua 6. Quxcupajmo monomujarnu nopeoax. Onoa ceaxu uoean 1 < k[xl,...,xn]

pasaudum 00 {0} uma I'pebnepogy 6azy. Ocum moea, 6uno xoja I pebneposa b6aza 3a

uoean 1 je 6azaza I .

25



Joka3. Heka je mar mzaean pazauuuT OJ HyJe, CKyI G:{ Zieens g\u} KOHCTPYHCAH Y
nokasy Teopeme 4 je I'pebHepoBa 06a3a Ha OCHOBY aAeduHunmje. 3a Apyru A€o

MOCNENIIe, MPUMETHUMO J1a aKo je <LT(I)> = <LT(g1),...,LT(gW )> , OHJIa jeé Ha OCHOBY
nokasza Teopeme 4 [:<g1,...,gw>,naje G Tb3al.l

VY onemky §6 Buaehemo jomr Heka cBojctBa I'b m pememe [Ipobnema mpumnamHocTH
uneany us §1.

Ipumep. Upean /I w3 [lpumepa 2, numa 6a3y {ff2} = {x3 —2xp,x°y—2y" +x} .Ckyn
{ffz} nuje I'b 3a I y onHocy Ha grlex nopenax. Ha ocuosy IIpumepa 2, x° € <LT(1)> ,
am x° ¢ <LT (f).LT(f, )> V onessky §7 nokaszahemo kako ce nponanasu I'b 3a I .

3aBpiinheMo oBaj oiesbak ca JBa obnnka XuiadbepToBe TeopeMe o 0asu.
(a) [IpBu je anredapcko TBphewe o uaeanuma y k[xl,...,xn] .
Pacryhu nanan uzneana je

I cl,clc...
Ha npumep, Huz o0nmka
<xl>g<xl,x2>g...g<xl,...,xn> (1)

je (xonauan) pactyhu nanan uaeana. Ako mpobamo na mpowupumo naHan nonajyhu
uaean ca remeparopuma , umahemo jenHy ox ase moryhnoctu. ITocmarpahemo wumean

(Xjeeex,. ) Tae je fek[x,....x,]. Ako je fe&(x,...,x,), OHIa TIOHOBO 10GHjaMO
<xl,...,xn> W HUIITA Ce HHUje TMPOMEHWIO. AKO fg(xl,...,xn>, OHJIa TBPAMMO Jia je
(Xee0x,, [y =k[x,.....x,].O6]ammeme:

f=a,+p,a, ;tO,pe(xl,...,xn>

Taoa a, e<xl,...,xn,f>,a0 0=

a0¢0,le<xl,...,xn,f>:>

<xl,...,xn, >=k[xl,...,xn]

Kao pesynraT naBenenor, pactyhu nanai (1) moxe OMTH HacTaBJbEH Ha JBA HAYMHA, WU
IMOHABJbALEM IIOCIEALET UACANIA 00 OECKOHAUYHOCMU WIN HOJABAHEM k[xl,...,xn] u

MOHABJbAEM Hhera 10 OCCKOHAYHOCTU. Y CBakoOM clydajy, pactyhu nanai he ce
,»,CTAOMJIM30BaTH " TIOCJIE KOHAYHOT Opoja Kopaka, CBH Haean mocie oapehenor 6poja
kopaka he Outm jegHaku. Teopema 7 mokasyje na ce ucro goraha y ceaxom pactyhem

nmanny upeanay k[x,,...,x,].
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Teopema 7. (Ycaos pacryher jsanna — enrn. Ascending Chain condition, ckp. ACC)
Hexka je
ILLclclc...
pacmyhu nanay udeana y k[xl,...,xn] . Onoa nocmoju N =1 maxeo da
I,=1I,, =1

N+1 N+2 e

Joxa3s. Jlat je pactyhu nanau [, c/, I, ..., Heka ja ckyn [ =U1 , . Ioxazahemo
=1

npeo ja je I upeany k[x,....,x,|. Ilpso, Oe I jep O, 3acBaxo /.
Hawe, ako f,gel, no nedpunnumju, fel,,n gel, 3anexe / u j( mory na 6yay u
pasnmuuuTH). Mebhyrtum, momrto cy uzpeanmu I, u3 pactyher naHma, ako UX ITOHOBO
03HaYMMo TaKo xa je /< j,onna cyu f u gy [,.Kaxoje I, unean, cyma f+gel,,
nakie,e [ .Cnuuno, ako fel u rek[xl,...,xn], oHga fel, 3a Heko [, m
r-fel, cl Jaknae, I je unean.

[To XunbGeproBoj Teopemu 0 0a3u, HIea] MOpa MMaTH KOHA4aH T'€HEPATOPCKU
cKyt: [ =<ffi> Csaku off reHeparopa je cajpxkaH y HeKoM ox [, Heka f, €1, 3a
Heku j,, i=1...,&. Heka je N w™akcumy™m oz j,. OHia no pepunuuuju pactryher

naHua f, € [, 3acBako /. Jlakie,
I=<f,...,f&>gINgIN+1 c...cl.

Pactyhu nanan ce crabunusyje ca 7, . CBH HapeIHH WIeajd y JaHiy Cy jeqHaku. [

Tepheme na ce cBaku pactyhn nanan nueana y k|[x,,...,x,| craGumsyje soe ce

yciaoB pacryher snanna wiam enra. ascending chain condition - ACC. ACC hemo
KopucTUTH y §7, kKamga OynemMo omucuBaJid byxOeprepoB anropuraM 3a KOHCTPYHCAHE
I'b.

(6) dpyru obnuk XunbeproBe TeopeMe 0 0a3H je TeOMETPHU]jCKH.
Jlo cana , aguHe BapHjeTeTe CMaTpajd CMO CKYIIOBHMA peliermha MOCeOHUX, KOHAYHUX
CKYIIOBA TIOJIMHOMCKHX jeTHAYMHA!

V(f,...,fé)z{(al,...,an)ek” : fi(ay,....a,)=0, 3a ceaxo Z}

XunbeproBa Teopema o0 6a3u MOKasyje, 1a UMa CMUCTIAa TOBOPUTU O aIHOM BapHjeTeTy
neduHUCaHOM Uodeanrom I < k[xl,...,xn].

Hedunnunja 8. Hexa je I < k[xl,...,xn] uoean. Ozunauuhemo ca V(1) ckyn
V(I)={(al,...,an)ek” :fay..a,)=0, 3a ceaxofe]}.

Maga wugean [ pa3nuyuT O HyJ€ YBEK CaIpXKH OECKOHAYHO MHOTO Pa3IUYUTHX

MOJIMHOMA, HUIIAK CC CKYyII V(I) MOKC 3alnrCaTu KOHAaYaHUM CKYIIOM ITOJIMHOMCKHUX

jenHaunHa.
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Cras 9. V(I ) Jje aghunu sapujemem.
Cneyujanno, ako je I=<ff&> oHOa je V(I):V(f,...,fé).

§6 Cmojcrsa I'peouepoBe 0aze

Y §5 nokasanu cMO, Aa CBakM wupean pasmmuumt ox Hyme [ ck[x,....x,] nma

I'pebuepoBy 6a3y. Cana hemo ce ymo3Hatu ca cBojcTBUMa [ 'peOHepoBe 0a3e u BUIETH HA
KOjU HaYMH MO>KEMO J1a IPOBEPUMO Jia JiM je aarta 6aza ['peOHepoBa.

[IpBo hemo moka3zartu mta ce goraha kaga ce aenu enementuma I'b u na je y Tom ciydajy
OCTaTaK JeAUHCTBEHO oJipeleH.

CraB 1. Hexa je Gz{gl,...,gW}Fpe@tepoea basza 3a udean [gk[xl,...,xn] u Heka

fek[x,....x,]. Onoa nocmoju jeouncmeseno r € k[x,,....x,| ca cnedehum ceojcmeuma:

(1) Hujeoan unamn 00 r Huje demus ca HeKuMm 00 LT(gl ),...,LT(gW)

(i) Ilocmoju g € I makeo daje f=g+r.

Cneyujanno, rje ocmamak npunuxkom oemera fca G 0Oe3 ob3upa Ha pedocied
enemenama 00 G K00 aneopumma oesverva.

OcTarak 7 ce HeKaJia Ha3uBa HOPMAIHOM opmom 00 f .

Kao nocneauiry Craa 1, no6ujamo Kputepujym 3a oapehuBame NpumagHoCTH MOJTUHOMA
ujeany.

BAXHO!!!

Hocnenuna 2. Heka je G:{gl,...,gw}FpeéHepoea baza 3a uodean ng[xl,...,xn] u
Heka f € k[xl,...,xn]. Onoa f €l ako u camo ako je ocmamax npu oemwery fca G
HyJA.

BAXHO!!!

CBojctBo nmato y Ilocnenunu 2. Hekana ce y3uma u 3a aepuaunujy I'pedHepose Oaze,
jep ce Moxe MoKa3aTH [a BaXKH aKo M CaMo aKo je <LT(g1 ),...,LT(gW )> = <LT(1)> .

VY nammeMm pagy kopuctuhemo cienehy o3Haky 3a ocTaTax.

Nedpunummja 3. Ocmamax npu dewerwy f ca ypehenom &-moprom F :( Sireees ﬁ;)

—F
osHauasamo ca | .

Axo je F ['pebneposa baza 3a < Sirenes fé> oHoa modicemo yzemu F kao ckyn (6e3 nexoe

oopehenoz nopeoxa) no Cmagy 1.
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Mpumep. Heka je, F = (x2 y=y.x*y =y’ ) c k[x,y], xopucrehn nekcukorpapeku

nopeax,
—F
Xy =xy.
Ha ocHoBy anroputma nesbema 1001jaMo

x5y=(x3+xy)(x2y—y2)+0~(x4y2—y2)+xy3.
Heka je mar reneparopcku ckyn wupaeana.Tpeba ma mpoBepumMo Ja JH je Taj CKYyI
I'pebnepoBa 6Gaza. ,Ilpenpeka“ ga ckyn { Sireees fé} ma oyne I'b, je ma mocroju

KOMOHMHaIMja MOJIMHOMA f,, 4Mju BoAehM 4laHOBU He NpUIAAAjy Uealy reHepHCaHOM

ca LT(f,).

BAXHO!!!
Nedununuja 4. Hexacy f,ge€k [x1 Yoo ,xn] NOTUHOMU PA3TUYUMU 00 HYJIe.

(1) Adko je multideg(f)za u multideg(g)zB, u Heka je yz(yl,...,yn), 20e je
v, =max(o,,B,) sa ceaxo i=1,n. Hajmarmn 3ajennuau caapanan ox LM (f) wu
LM(g), HasuBaMo x' u mumemo x' = LCM (LM(f)LM(g))

(i1) S -moamMHOM 00 fu g je kombunayuja

S(f.g)=

Y Y

X

LT(f)

. X
LT(g

f ).g.

IMpumep. Hexka cy f=x)y"—-xy +x u g=3x"y+)y* y R[x,y], y CKJamy ca

rpajMpaHnM JekcuKorpadckum nopeakom. Onna je v =(4,2) u

42 42
Xy Xy
S(f’g):x3y2'f_3x4y 8

1
s

1
S D - S Nl RS
y 3 y

S -nomurom S ( f, g) je Tako ,aM3ajHUpaH ma noBoau 10 ckpahmBama Bomehmx

yranoBa. Creneha jema mokasyje na je cBako ckpahmBame Bojehux wiaHoBa uaMelhy
MOJIMHOMA UCTOTI MYJITUCTCIICHA PE3YJITAT OBAKBOT' HAYHMHA CKpahI/IBaH)a.
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g
Jlema S. [Ilpemnocmasumo oa umamo cymy Zc, f,, eoe je c ek u
=1

g g
multideg(f,)zSeN” 3a ceéaxo l. Axo je multideg(Zc,f,j<8, oHoa 2c,f, Jje

I=1 1=1

JUHeapHa KombOunayuja, ca xoeguyujenmuma y k, S-noamunoma S ( 1. fk) 3a

1< j,k <E&. Takohe ceaku S(fj,fk) uma myamucmenen Marsu 00 J .

Kana f,..., f. 3an0BosbaBajy ycnose Jleme 5, nobujamo jeaHakoct o0nvka

g
Zczfz = Zcka(f,-:gk)-
I=1 ik
Tpeba na BumuMo rae gonasu 1o ckpahuBama. Y CyMH ca JieBe CTpaHe, CBaKM WiIaH CyMe
¢,f, ©IMa MyJITHUCTEIEH O , TaKO Ja 10 ckpahuBama Joja3u nomro ce cabdepy. Y cymu ca

JIECHE CTpaHe, CBaKH YJIaH CyMe cij ( f 8 gk) “Ma MYJITHCTETICH Mambu o] O, TaKO J1a ce

ckpahuBame Beh moromuo.

Kopucrehu S -nomunome m Jlemy 5, nokasyje ce ByxOeprepoB Kputepujym 3a
npoBepy Ja Ju je 6a3a uaeana ['b.

BAXHO!!!
Teopema 6. Hexa je I nonunomcku uoean . Onoa je 6aza G = {gl,...,gw} 3a I I'b axo
u camo axo je 3a ceaxu nap l# j, ocmamak npu demwervy S ( g, gj) ca G (nageoenux y

UCMOM NOPemKy) je Hya.

Teopema 6. ce moHekan 30Be ,,byxOeprepoB kputepujym S -maposa* . Beh cmo Bugenu
na I'b wuma mocta noOpux ocobuna. [lo cama, Ouo je TEMIKO OApequTH Kaaa je 0aza
naeana I'b.

Kopucrehu kpurepujym S -maposa nako hemo mokasatu ja je gara 6aza I'b.

IIpumep. [Tocmarpahemo nnean [ = < y=x’,z —x3> , YBpHYTa Kyouka y R’. TBpammo na

je G= { y—x',z—x } I'b 3a nekcukorpadcku nopenak, y >z > x . /la Ou oBo nmokasainu,
n3pauyyHahemo S -IOJUHOM.
S(y—xz,z—x3) :E(y—xz)—z(z—)f) =—zx" +x°.
y y
Kopucrehu anropuram nespema, 100HjaMo

—zx’ + yx° :x3(y—x2)+(—x2)~(z—x3)+0,

G

TaKo /13 je S(y—xz,z—x3) =0. Jlakne o Teopemu 6, G je I'b 3a I .
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§7 ByxGeprepos asropuram

[Tocnenuma 6 u3 §5 , HaM TOBOpU Jla CBaKW HJEAN Yy k[xl,...,xn] Pa3IUYUT Of

{O} uma ['peOnepoBy bazy. Mehytum, 10ka3 HaM HE TOBOPH Kako J1a jeé KOHCTPYHIIEMO.

MoxkemMo 1a mMOCTaBUMO TIpoOieM: Kako na KoHctpyumemo ['b 3a gatm wumean

Mpumep 1. Heka je nat nperen k[x,y] ca rpampaHnM nekcnkorpadcknm Mopesikom,
u Heka je [ :<f1,f2>=<x3 —2xy,x°y—2y° +x>. Beh cmo mokasanu ga {f,, f,} Huje

I'peGHepoBa 6aza 3a I , jep LT(S(fl,f2)>=—x2 eE<LT(f1),LT(f2)>.

Jla Ou xouctpymcamu I'B, mokymahemo na nomaBameMm TmonmwHOMA y [,
npomupumMo nocrojehu reneparopcku ckym a0 I'b .

[TocTaBba ce murame Kor obOmuMka Tpeba ma Oyay HOBH TEHEPATOpPH Koje
nomajemo? Y §6 Buaenn cMmo nma S -TIONMHOMH HMajy noOpe ocobmHe. Heka je

S(flfz) =—x> €], U HEroB 0CTaTakK IpH Jesbemy ca F :(f1f2) je —x* (pazmuuuT o
Hyne). Jlakse, Tpe6a 1a yKJbydMMO OCTAaTak Kao HOBM TEHEPATOp f, =—Xx° y HAIl CKyIL
Ako je F=(f,,f,.f;), Ha ocHoBy Teopeme 6 U3 §6 MOKEMO 1a IPOBEPUMO J1a JIH je

HoBM ckyn I'b 3a /. [lase,

S(fi.f2)=Fs
S(1.f2) =0,
S(f5)= (% —2)=(=x)(—x") =2,

S(f1f3) =-2xy#0.

Hakne F uuje I'b, na Mopamo ponatu f, = —2xy HallleM T'€HEpaTOPCKOM CKyIly. AKO je

F=(fifofyn 1), onna
S(f) =5(4.1) =
1

S(hfi)=3(¥ ~20)- ijz(—2xy)=—2xy=yﬂ,

S(ft2) =0
S(J’z,]g):()cz)/—ZJ/2 +x)—(—y)(—x2):—2y2 +x,

S fy) =20 +x20.

Oner MopaMoO Ja J0JaMO HOBM TreHepeatop f,=-2)°+x ckymy. AKo je

F={f.fo. /s, [:. f5}, MOxe na ce nmpoBepH 1a je
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F

(S,,S_/.): 0 3acBako 1</< j<5.

Ha ocnoBy Teopeme 6 u3 §6, cnenu na je F' ['peOnepora 6a3a 3a [/
{f1f2f3f4f5} = {x3 —2xy,x2y—2y2 +x,—x2,—2xy,—2y2 +x} )

—F
VY nmpumepy ¢cMO BHJIEIU Ja CE€ N0JAaBalkbeM OCTaTaka (S S j) pa3NUYUTUX Of HyJe, 6a3a

F wmoxe mommputu no ['peGHepoBe Gasze. OBa wmieja ce MOXE TCHEPAIM30BATH H
noBectd 10 byxOeprepoBor anroputMa 3a pauyHame ['b.

Teopema 2. (EagementapHa Bep3uja byxOeprepoBor aaropurma) Hexka je
1 :< Jireees fé>¢{0} noaunomcku uoean. Ouoa ce I[pebneposa 6aza 3a 1 mooice

KOHCcmpyucamu ciedelium aneopummom y KOHAYHOM Opojy Kopaka:

INPUT: F=(f,..... 1)
OUTPUT: a Groebner basis G = ( gireens gw) for I, with Fc G

G=F
REPEAT
G'=G
FOR each pair {p,q}, p#q in G' DO
G
S=S(p,q)
IF §#0 THEN G =G uU{S]}
UNTIL G'=G.

Joxka3s. Axo je G = { girenes gw} , OHIa ca <G> u <LT (G )> o3HauaBaMo cienehe ugeane:

<G>=<g1,...,gw>

[IpBo hemo nokazaru na G < I ocTaje HEMPOMEHEHO Y CBaKOM Kopaky ainroputma. OBo
je TayHO y TOYeTKy, W CBakM myT kaag mnoBehamo G, Mu  [0oAajeMO oOcTaTak

G
S=S(p.q) saneke p,geG.lakne, ako je G I, onmacy p,q,S(p.q) y I, nxako
cMo genmmn ca G' < 1, nobujamo G U {S} < I . Ilpumernmo 1a G caapxu 6asy F ox

I, tako na je G ycrBapu 6aza ox [ .

o
Anroputam ce 3aBpuaBa kajga je G' =G, wTo 3Hauu ga je S ( )2 q) =0 3a cBako

p.q € G. Ha ocHoBy Teopeme 6 u3 §6, G je I'peGuepoBa 6a3za o <G> =1.

Cama Tpeba ma MOKaXXEMO J1a ce alrOpuTaM 3aBpiiaBa. 1peba BHIETH IITa ce
noralja TPHIIMKOM CBAaKOT Mpoja3ka kpo3 riaBHy netby. Ckyn G ce cacroju og G’

32



(ctapu ckyn G ) 3ajenHo octanuma S -mojauHOMa ejaemeHata o G', KOju Cy pa3IuduTH
on uyne. OHpna je

(LT(G")) = (LT(G)) (1)
nomrto je G'cG. Ako je G'#G, TBpauMO Ja je <LT(G')> j€ CTporo Mame o
<LT (G)> . Jla 6u oBO moKa3zanu, MpeTrnocTaBuMoO Aa je » # (0 ocrtatak oa S -MOJWHOMA,
pogar G . Howrto je r ocrarak npu aeibewy ca G',LT(r) Huje aesbuBo ca Boaehum
4iaHoBMMa enemenata u3 G',na LT () ¢<LT(G’)>. Cuemn LT (r) e<LT(G)>.

Ha ocHoBy (1) , ueanu <LT (G’)> Cy M3 y3aCTOITHUX UTepalyja nerjbe pacryher
nmanna ox wueama y k[x,...x,]. Ha ocmoBy Teopeme 7 u3 §5 BuIMMO Ja ce mocie
KOHAYHOI Opoja MTepaluja NaHal ,,cTabuIM3yje’, Tako 1a je<LT (G’)> :<LT (G)> Ha
ocHOBY mperxoaHor G'= G, Tako Ja ce aaropuTaMm 3aBpiiaBa mocie oxpelheHor Opoja

xopaxa. [

Kpurepujym S -naposa (Teopema 6 u3 §6) u byx6eprepos anroputam (Teopema
2) mpencTaBbajy anropUTaMCKy OCHOBY 3a Teopujy I'peOHepoBux 0asa.

I
Hanomena: Axo je ocrarak S ( p,q) =0 oH ce Hehe mpomMeHUTH U aKo OyJIEMO 0N

HOBE e€JIeMEeHTe reHepaTopckoM ckymy G'. Tako ma Hema moTpe0Oe 1a WX TMOHOBO
padyHamo. AKO J0JaMO HOBE TeHepaTope [, jeaHoM, Tpeba camMo MPOBEPUTH 3a

S(jj,fj)c,i<j—1.

Onucanm anropuraM je eleMeHTapHa Bep3uja byxOeprepopor amropurma. [a
OMCMO Ta ONTUMHU30BAIM MOXEMO Jla eJIMMHHHIIEMO  HemoTpeOHe TeHepaTope
kopuctehu crneachy nemy.

Jlema 3. Hexa je G [pebueposa 6asza 3a nonunomcku udean 1. Hexa je p € G maxag

NOJIUHOM 04 LT(p) € <LT(G —{p})> OHnoa je u G—{p} I'pebneposa baza 3a I .

Joka3. 3Hamo 1a je <LT(G)>=<LT(I)>. Ako <LT(p)>e<LT(G—{p})>, OHIa je
LT(G—{p}) =LT(G). Ha ocHoBy nedpununyje je G—{p} ['pebuepoBa 6a3a 3a [ .[]

[IpunarohaBameM KOHCTAaHTH Tako Ja cBU Boachu koepunujertn Oymy 1 u

eleMuHKCameM cBakor pca LT(p) e<LT (G—{ p})> w3 G, ngobujamo 6asy Kojy

Ha3uBaMO MHMHHUMAaJHa ['peGHepoBa Oa3a.

33



Hepununuja 4. Mwunumaana ['peOnepoBa 0a3a 3a nonumomcku uodean 1 je
I'pebneposa baza G 3a I maxea:

(1) LC(p):l 3a ceako peCG.
(if) 3a cee pe G, LT (p)e(LT(G~{p})).

IIpumep. Konctpyucahemo wmunumanny ['b 3a gatu wumean pasauyuT oOf HyJIe.
[Ipumenom anroputmMa u3 Teopeme 2 u Jleme 3 enumunucahemo HemnorpeOHe
reneparope. Kopuctuhemo unean / omwmcan y Ilpumepy 1. Hamum cmo I'pebuepoBy
0azy

1 =x —2xy,
fi=x’y-2y"+x,
fi=2,
fio="2xy,
fi==2y"+x

Hexu on Boaehux koedwunujenara cy pa3nuuuTH of 1, MPBU KOpak je J1a MOMOHOXHMO
reHeparope ca onrosapajyhom KOHCTAHTOM. [Tpumernmo na je

LT ( fl) =x"=-x-LT ( /3) . Ha ocHoBy Jleme 3, MOXKEMO H30CTAaBHTH f, y MHHHMAJIHO]
I'peOnepoBoj 6a3u. CinuyHO, Kako je LT(fz) =x'y= —(%)x-LT(ﬁ) , MOXEMO

enumuHucaty f,. Hema Bume ciaydajeBa rae Bojehu wiaH jeaHOr reHeparopa Jeiu
Boachu unan npyror reneparopa. [lakie,

fi=xXfi=w,fs=)" —G)x

je muauManHa I'peGHepoBa 6a3a 3a / .
Ha xanocr, naean Moke UMaTH BHIlIE MUHUMAIHUX ['peOHEepoBux 0a3a. 3a gaTu
unean, Takohe je m oo MunumaiiHa ['peOHepoBa 6a3a, raie je a € k Ouio Koja KOHCTaHTA.

— — — 1
L=xtvaxy, fi=xp,fs=)" —(ij 2)
Cpehom moxkemo na onabepemo munumanny ['b ca HajoossM ocobuHama.

Jepununuja S. PenykoBana I'peoHepoBa 0a3a 3a uoean I je I pebneposa 6asza G 3a
1 maxkea oa:

(1) LC(p)zl 3a ceako p G

(11) 3a ceaxo p € G, Hema monoma 00 p Koju ce Haaze y <LT(G —{p})> .

[Tpumernmo, na je ['pedbueposa 6aza (2) y Ilpumepy penykoBana3a a =0.
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CraB 6. Heka je I # {0} noaunomcku udean. Onoa, 3a 0amu MOHOMUjaIHU nopeoax, I

uma jeouncmeeny, peoykogary I pebneposy 6asy.

Hoxka3. Heka je G munumanna ['b 6a3a 3a /. Kaxemo na je g € G, pedykoean 3a G
MOJT YCJIOBOM Jla HHjEeJJaH MOHOM OJ g He Mpumaaa <LT (G—{ p})> Ham omse je na

MoaudukyjeMo G JIOK CE CBH FbeTOBH €JICMCHTH HE PEIYKY]y.

[TpumeTnmo, 1a ako je g peaykoBaHo 3a G, OHJa jeé g PeAyKOBaHO 3a OUJIO KOjy
munnMaiHy ['b 3a [ koja caapku g u mMa UCTH cKyn Boaehux wianoBa. OBO Baxu jep
nepUHULIMja O peAyKOBamby YKJbydyje caMo Bojehe diiaHOBe.

G-ig ' '
u ckyn G :(G—{g})u{g}.
Tepaumo na je G' muaumanHa ['peGHepoBa 6a3a 3a /. Jla Ou 0BO MOKa3aH, IPUMETUMO

Hame, nar je g€ G u Heka je g’:g

na je LT(g’)zLT(g), KaJa JeIuMo g ca G—{g}, LT(g) uje y OCTaTak jep Huje
JIEJbUBO HU €A JEIHUM O] €JIEMEHTa Off LT(G—{g}). 3Han/I<LT(G')> = <LT(G)>. Kaxko
je G' curypHo caapxkanoy I, G' je I'b, u leHa MUHUMATTHOCT CIIE/TH.

Ha kpajy, npumeTumo 1a je g’ peaykoBaHo 3a G' Ha OCHOBY HErOBE KOHCTPYKLH]E.

V3ehemo enemente og G u nmpuMeHHMheMO NMPETXOAHU TMOCTYIAK JOK CBU HE
Oyny penykoBanu. I'b ce Moke NPOMEHUTH CBakd IyT, aJld MPUMETHIIM CMO Jia aKo je
jemaH eleMeHaT peIyKOBaH, OH OCTaje PEIyKOBaH jep HHMKaaa He MemaMo Bojche
ynaHoBe. Jlakie, 3aBpmnhemMo ca pegykoBaHom I'b.

Jla 6u okazanu jeIMHCTBEHOCT, MPETIOCTaBUMO ada ¢y G u G penykoBane I'b
6aze 3a /. Cneumjanno, G u G cy munnmainue ['b.

Heka je nato g € G, nocroju g € G TakBo za je LT(g)= LT(§). AKO TIOKaXeMo J1a je

g= § , cnenuhe na je G = G , u Baxuhe JETUHCTBEHOCT.

Jla Ou mokasanu aa je g = § , TIOCMaTpamMo pasiiuKy g —§. Paznuka npunanma 7,

—G —
nkako je G I'b, ciequ naje g—g =0.3Hamo 1a je LT(g) = LT(g) . OBH WJIaHOBH Cce

ckpahyjy y g-—g’',a mpeocranu 4YIaHOBM HHCY [JI€JbUBU HH Ca JEIHUM Of
G

LT(G):LT(E), G u G cy penyxoBann. OBO IOKasyje 1a je g—g =g-g, U

g—g=0.0

KommjyTtepcku, anrebapcku cucteMu KopHcTe Heke oll Bep3uja byxGepreposor
anroputMa. OBH cucTeMH yBeK pauyHajy I'b uuju cy eneMeHTH KOHCTaHTHH YMHOIIIIH
eniemenara y peaykoanuMm I'b. To 3Haum na he y cyluTuHu 1atu ucte oJroBope 3a JaTH
npoOem. [lakie, oAroBopr MOTY OMTH JIaKO IIPOBEPABAHM Ca JEJHOT CHCTEMa Ha IPYTH.

Hpyra nocnenuna jenuHcTBeHOCTH M3 CTaBa 6 je ajaropuraM 3a jeJHAKOCT
uaeana. U3 airopurMa MOXeMO Ja BWAMMO KajJa JiBa CKymna MOJHHOMA
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{ Jireees fg} ,{ gl,...,g\u} TeHEepUIly UCTU HUJeal: jJeAHOCTaBHO (UKCHPaAMO MOHOMHUjaJIHU

MopeJiaK ¥ padyyHaMo peaykoBaHy ['peOHepoBy 6a3y 3a < frireees ]2> u < 8irer &y >
Hneann jennaxku ako u camo ako cy I'peOHepoBe 0a3e ucre.
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§8 IIpBe npumene I'peGHepoBe Gaze

VY §1 cmo omnmcanu yerupu npobieMa Be3aHa 3a ujueasne U Bapujerere. llpBu
[IpoGnem ommca maeana, je pemieH y3 nmomoh XwmideproBe teopeMe o 6a3u y §5. Cana
hemo ce nmo3zabaBuTu ca mpeocrajiga Tpu NpoliaeMa U BUJIETH Y KOjO] MEPH MOXKEMO Ja UX
pemnmo y3 nomoh I'peOHepoBux 0a3a.

A. Ilpoonem onuca uoeana

a nu ceaxu uodean I < k[xl,. . .,xn] UMa KOHA4aH 2eHepamopcKu CKyn?

Pemiemwe :Teopema 4. (Xua0eproBa Teopema o 0a3u) u3 §5
Ceaku unean [ c k [xl,...,xn] Ma KOHA4YaH T'€HEPaTOPCKU CKYTI.

3Hauw, 1:<g1,...,gw> 338 HCKC g,..., g, el.

b. IIpooaem npunaonocmu uoeany

>n

Heka je gatr nonunom fek[xl,... X ] U ujaean 1=<f,...,f§>.I[am/I fel?

Pemewe: Axo moBexemo I'pebHepoBe baze ca anropurmMom jaesbema, ao0Mhemo
ajropuram 3a oapehuBame npunaaHocTu ugeany. Heka je gar uaean [ = < Sireees f§>
Tpeba na BuaMMO y KOM ciyd4ajy nmatd mosmHoMm [ mpumnana /. Kopucruhemo
anroputam cimyaH Teopemu 2 w3 §7, na Oum mnpoHamumm ['peOHEepoBy 0Oazy
G z{gl,...,gw} 3a I . Ha ocHoBy Ilocnemure 2 u3 §6 Baxwu

—G
fel akoucamo ako f =0.

IIpumep 1. Heka [/ =<ff2> =<)cz—)/2,)c3 —zz> € C[x,y,z] , U Heka je (Qukcupan
rpaaupanu Jekcukorpadcku nopemak. Heka je [ =—-4x’y°z’ +y°+32z°. Kemumo na
npoBepuMo nam f € 1.

I'eneparopcku ckyn Huje ['peOHepoBa 6a3a ox I, jep L(T ) CaJP>KU TOJTUHOME
LT(S(f,f2 )) = LT(—xzy2 + 23) = x"y” xoju He npUnazajy ujeany
<LT ( fl),LT ( f2)> =<xz,x3>. Haxue, tpeba na xoncrpyumemo I'b 3a /. [Iponanazumo
ma je I'b G =(ff2f3f4f5) =(xz—y2,x3 —22,x2y2 —23,xy4 —z4,y6 —ZS). OBo je
penykoBaHa 0asa.

Cama MOXeMO J1a TIPOBEPHMO Jia JI ToJimHOMH Tipumanajy /. Kaga momemumo
ca G, nobujamo
g
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f=0-£40-f, =42 f,+0- f, +1- £, +0
Kako je ocrarak Hyna, ciequ na f € 1.

3a mpyru mpuMep, y3MuMo Ja je f =xy—5z° +x. Yak u 6e3 pauyHama ocTaTKa
MIPUIMKOM JieJbeha ca G, MOKeMO J1a BHIMMO, U3 o0JuKka eneMeHaray G na fe/.

3aTo mTo LT(f) =Xy HHUje y uaeaiy <LT(G)> = <xz,x3,x2y2,xy4,y6>. Haxkie, 70 =0,
Tako 1a f ¢ 1.

B. Ilpooaiem peruasarva noiunoMcKux jeOnaquuna

Hahu cea 3ajeonuuxa pewervay k" cucmema nonuHomMcKux jeOnaduna

A(xeox,) == fi(x,ennx,) =0

Pememe:
Caga hemo HaumH paga ca I'b nmpumeHHWTH Ha pemiaBambe CHCTEMa IMOJUHOMCKUX
jeHaYnHa BUIIIE TPOMECHIHUBHUX.

Ipumep 2. [TocmaTpahemo jegHaunHe 00JIMKA

x2+y2+22 =1,
x2+22:y (D)

X=Zz

y C’. Oge jemHavYMHe onpehene cy ujearomM
I= <x2 +y +z27-1,x" + 2 —y,x—z> c C[x,y,z] , ¥ ’KEITMMO J1a IpoHaljeMo CBe Tauke y
V(I). Ha ocrosy CraBa 9 u3 §5 mMoxemo Ja uspadynamo V(1) kopucrehn Gmio Kojy

6a3y ox [ . Bunehemo mira ce noraha ako 6yaemo kopuctuiu ['peOGHepoBy 6a3sy.
Pauynahemo I'b Ha [ y ckiany ca lex mopenkom. basa je
8 =xX—2z

&> :_y+222’

1 1
=z = |22 ==,
83 (Zj 4

HOHI/IHOM g3 3aBHCH CaMO O[] Z , 1 IbCTOB KOpeH je
1
z= iz +J5-1.

Kana ce BpenHoctn z 3a 3ameHe y jeqHaunHe g, =0 n g, =0, nobujamo jeqMHCTBEHA

pemewa no yu x. llocroje uetupu pemema 3a g, =g, =g, =0, IBa peanHa u naBa
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KomIuiekcHa. Kako je V(I ) = V( 2.2, g3) Ha ocHOBY CraBy 9 u3 §5, noOmiu cMo cBa

pemrema jearaunHa (1).

Ipumep 3. Jlat je cucteM TMOJMHOMCKUX JeAHAYWHA, JOOWJEHUX MPUMECHOM
JlarpanxeBor MeTOa 32 TPOHATAKEHE MHUHUMAHUX W MAaKCHMAaJTHUX BPEIHOCTH O]l

X’ +2xyz—z" mpuycnoBy x°+y>+z>=1:
3x? +2yz—-2x\ =0,
2xz—-2y\ =0,
2xy—2z—-2zA =0,
X’ +y +z0-1=0.
IIpBo pauynamo I'b 3a mpean y R[x, v, z,?»] IeHEepUCaH JIEBOM CTPAHOM OBE UYETHPHU
JeIHaYMHe, y CKIIaay ca JeKCHKOorpad)CKuM MOpeIKkoM ca A > x > y > z. I'pebHepoBa 6a3a
je:
3 3 167616 , 36717 , 134419 ,
A——x——yz— z - z'— z
2 2 3835 590 7670
X +y +z -1
19584 5 1999 ; 6403
- z+ z - z,
3835 295 3835
, 1152 5 108 ; 2556
z - z + z,
3835 295 3835
9216 5 906 ; 2562
z+ z - z
3835 295 3835
, 6912 5 827 ; 3839
yz-— z+ z - z,
3835 295 3835
576 o 1605 , 453 ,
z’ + z' = z
59 118 118
27_1763 s 655 5 11

z+ z z
1152 1152 288

Xy

y3+y22_y_ ’ (2)

yz'—yz—

)

OBaj ckyn mnonumHoMma jenyje 3actpamryjyhe. (Koeduuumjentu enemenara I'b
MHOTO Cy KOMIUIMKOBaHH]jH, Hero KoedumujeHTH modyeTHor  ckyma.). [lociaexamu
IIOJIMHOM 3aBHMCH CaMO OJ IPOMEHJbUBE Zz . Y mpouecy Tpaxemwa I'b enuMuHucanu cmo
ocrane mnpomersbuBe. (Uynecno®) jeanaumna noOMjeHa W3jeIHAYABAEEM  OBOT
MOJIMHOMA ca HyJIoM uMa cienehe kopene

z:O,il,ig,iﬂ.
3782

AKXO z M3jeJHaYMMO ca CBaKOM O] OBHX BPEIHOCTH, MPEOCTAIC jeHAYMHE MOXKEMO J1a
pemmMo 1o y,x( U A, HEroBe BPEJHOCTH TPEHYTHO HaM Hucy OutHe). JloGujamo

cnencha pemema:
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2 1 2
Z=—y=—;X=——
3 3 3
IR NI N T
sﬁ’y 82 8
Vi1 311 3
zZ=— ;y: )'x:
82 82 8

OnaBae MOXKEMO JIaKO J1a OJPEIUMO MUHUMAJTHE U MAaKCUMAJTHE BPEIHOCTH.

[Ipumep 2 u Ilpumep 3 mokadyjy nma je mpoHanaxeme I'b 3a mmean y ckimamy ca
JEKCUKOrpa)CKUM TOpPEIKOM OUTHO TIOjeHOCTaBJbyje OONMK jenHauuHa. [loOujamo
jenHauMHEe W3 KOJjUX MOXEMO JIaKo Ja eIMMHUHHIIEMO MpoMeHJbHBe. Pemocien
eJIMMUHALIM]e je TOBEe3aH ca MopenkoM npomeHsbuBux. Y Ilpumepy 3 je A>x>y>z u

y (2) mpBO ce enmuMHILE A, 3aTUM X , U TaKO JaJbe.

Cucrem jeqHauvHa y 100MjeHOM OOJIMKY JIAKO C€ peIlaBa, MOCemha jeTHAYNHA
uMa caMo jeTHy MPOMEHJBHBY. 3a By KOPUCTHMO TEXHHKY pelllaBamba jeHAUMHE jeTHE
npoMensbrBe. [IpBo HalleMO HeHE KOpeHe M 3aMEHMMO HMX Yy NpPEOCTale jeHauYnHEe
cucreMa. Ha Taj HAaUMH MpOHANIA3MMO OCTajia pelliekha.

I. Umnaukauujcku npooiem

Hexa je V' noocxyn 00 k" 3aoam napamemapcku

X, :gl(tl,...,tm),

X, =g, (tl,...,tm).
Ako cy g, noaunomu (uru payuonanue hynKyuje) Koje 3asuce 00 nNPOMeHbUBUX t;, onoa

he V bumu agunu eapujemem unu rwezoe oeo. Hahu cucmem nonunomckux jeonauuna
makeux oa oeuHuuLly sapujemen.

Pememe:
Jlate mapamerapcke jeqHauYnHE

X, :fl(tl,...,tm),
: 3)
X, =fo(tet,).

neUHUITY MOACKYT anredapckor Bapujereta V' y k”.
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Hexka ¢ [IOJIMHOMHA ¥ aUHU BapUjeTET k"™ neduHHCaH TOpEe HABEIECHUM
Y /i y

jeTHaYMHAMA WITH

x = fi(t,eeent,) =0,

x, = [, (t,....t,)=0.
Tpeba enuMuHUCATH NPOMEHJBUBE {,...,!

> m

u3 jenHaunHa.Ha ocHoBy Tora moOmhemo

jemaunne 3a V.
Kao u no cama nmpomenspuBe hemo enmmunucatu y3 momoh I'peGHepoBux 0asa.

Kopuctuhemo u nexcukorpadcku nopeaax y k[tl,...,t xl,...,xn] neduHUCaH ca

m’

L>0.>1,>X%>..>X,.

Heka je mara I'b 3a mpean 7=<x1 —fireenx, — fn> Kako xopuctumo nekcukorpadcku

nopenak, odekyjemo naa I'b mma monmHOoMe Koju he enMMUHHCATH TPOMEHJBUBE W
t,...,t, he 6buru npBu enumuHucadu. OHU cy HajBehn y 1aTOM MOHOMM]jAJIHOM MOPEJKY.

Ha ocnoBy Tora I'b 3a [ canpxahe mommHOMe KOjU 3aBUCE O X,,...,X,. OHH ce

KaHIUAUIY]Y 32 jeTHaYnHe 011 V .

IIpumep 4. Heka je nata mapamerapcka Kkpusa V'

x=t,
y==,
z=t2

y C’.Moxemo na uspauynamo I'b G ox = <t4 —x,t =y’ — z> , Y CKiany ca
nekcukorpapeknm nopenxom y C[t,x,y,z]
G= {—t2 vz, ty—2°tz—y,x—2°,y° —23}.

Iocnenma 1Ba MOMMHOMA 3aBHCE Of X,y,z. OnHu nedunnmy adunu Bapujerer y C°
KOjU caipku KpuBy V . VIHTyHUTHBHO, MOTJM OHM Ja TNPETIOCTaBUMO Ja TE JBE
jennaunne y nepunumy xpusy (1- qumensuonannu Bapujerer) C°. Jla mu je V mpecek
OBE JIBE TIOBPIIHU ?

x—1z* =O,y2 —2°=0
Jla 1 Mory apyre KpuBe (MU Yak TOBPIIUHE) A3 Oyay y npeceky?
I'peGHEepoBe 6a3e He Aajy KOMIUIETaH OJITOBOP HA OBO MUTAMLE.
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5 Ilpumene y podoTuuu

Po6ot xoHOOap nMa 3anaTak Jja mociyxu kady Ha ogpeherom mecty. Hamr
3aJaTaK je Ja BUAMMO Jia i he ycnetu y Tome.

3a moyerak cmectuheMo poOOTa y ABOJMMEH3MOHAIHY paBaH M mocmarpahemo
nokpere merose pyke. [Ipuka3 pyke he 6utu nojennocraBiben. OHa he ce cactojatu of
4YeTUpU paBHa Jena HyxuHa [,l,,[,/, moBe3ana ca Tpu 3rioba. Ilpsu nmeo [ je

npuyBpirheH 3a moJ (0AHOCHO y HAIIOj paBHH OH je BepTHKasaH U ¢pukcupaH). Kpaj ox
l,, mpBU 317100, je moyerak KoopauHaTHor cucrtema. Illlosbuna xade ce Hamasu Ha

HOCIyXaBHUKY (mocienwmu neo /,) . IlocmyxaBHMK Mopa OUTH Yy XOPHU30HTATHOM
MOJIOXkAjy J1a ce He Ou mpoJtuia kada.

Heka je 0, yrao xoju neo /. rpagu ca no3utuBHUM jeinoM x oce (0, =90 u 0,=0").
@ukcupamo nyxuse L, =1,[;=3,/, =5.

Baparak: Jla o poGoT Moke Ja mocuyku Kapy Ha mecty (x,y) y omHoCy Ha

KOOPJAMHATHU MOYETaK ?
Pememe: /{a Ou To mpoBepuiin MopaMo J1a mpoHaheMo pelema cieaehnux jeqHaunHa.

l,cos0,+1,cos0,+1, =x

[, sin0,+1[,sin0, =y

&

Cnuxka 1. Konobap pobot ciyxu kady

Ha npBu mornex He mMoxkeMo na BuamMmo kako he Ham I'peOHepoBe 0asze omakmiaté
pemaBame jeaHaumHa. [IpomenspuBe O, cy caapkaHe y — TPUTOHOMETPH]jCKUM

1

dynxupjama. ,,Tpuk™ je nma ce 3a cos0,,sin0, yBene cMeHa c,,s, U Jla CE 3aMEHU Yy
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cucteMy ca ¢/ +s’ —1=0. 3aMeHOM OBHMX BPEIHOCTH M (DUKCUPAHUX BPEIHOCTH [,
nobujamo

¢, +3c;+5=x

s, +3s, =y

c;+s2=1

ci+s; =1
Hajyhu mapTukynapHe BpeJHOCTH 3a X,y KEJIUMO Jja OAPENUMO C,,S,,C;,S; . (OBO je T3B.

WNuBep3un Kunemarnuku mnpobnem). IloHoBo Hamumemo cuctem kopuctehu
JeKcuKorpacku nopenak AepUHUCAH €a ¢, > C; > S, > 5,
2 2 _
c;+s;—-1=0
¢, +3c;+5-x=0
(D

2 2 _
c; +s;—-1=0

s, +3s,—y=0
ITocmaTpahieMo Heke KapaKTepHCTHYHE Tadke 3a IOCIyKHBambe Kade (x,):

1. (x,y) = (6,2)
13 cucrema (1) 3a Bpexroct (x,y)=(6,2) noGujamo pemykosany I'peGHepoBy Gasy

c; +3s, —(%

c, +6s, —(%

(2o (2]
> 15)7 180

s, +3s,—2

CBaku 071 OBUX TOJIMHOMA W3jeTHAYMMO Ca HYJIOM , PEIIMMO jeJHAYNHY KOja 3aBUCH O]
JelHe NMPOMEHJbUBE S, M 3aMEHHMMO pellewma Ja 6u gobunu c,,c,,s,. U3 uspasa koju

3aBuce o 0,,0, nobujamo aBa periema
(a) (6,.6,)= (196°,49°) (mornenaru Cnuky 2)
(©) (92,93) = (29 1°,78°) (mornematu Cauky 3)

Jlakiie, pyka Moke OUTH y JIBE TI0JI0XKaja 3a(x, y) = (6,2) .

Pobom he ycnemu oa nocnyscu kaghy! obuhe 6axwu.
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196° .- 2", 49°
I_: _;_il____ :x
Crnuxka 1. IlpBo pememse (x,))=(6,2) Cimuxka 2. JIpyro pememe (x,)=(6,2)

2. (x,y) = (6,—1)
13 cucrema (1) 3a Bpexroct (x,y)=(6,—1) moGujamo pexykosany I'peGHepoBy Gasy

¢, +3s,+4

ol

s, +3s, +1

AKO TMOKYIIIaMO JIa PEIIMMO ITOJIMHOMCKY jeTHAYWHY KOja 3aBUCH OJ1 jeJHE POMEHIHbUBE
s, BugeheMo na ce HEIITO 4YyJHO JelaBa. JeqHayMHa je 00JIuKa ax> +bx+c W weHa
(—bi\/b2 —4ac)

peliewa cy x= 5 . Jlobujamo na je b’ —4ac=—%<0.ﬂal<ne, MOCTOjU
a

HMAarvHapHHU KOPEH U HEMaA pCaJIHUX PCIICHa CUCTCMA.

Pobom nehe ycnemu 0a nocnyscu xaghy! Ocmahe 6e3 baxwuua.

3. (x,y) = (5,10)
13 cucrema (1) 3a Bpexroct (x,y)=(5,10) noGujamo pexykosany I'peGrepoBy Gasy
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Cga pemiema 1ajy BpeAHOCTH MPOMEHJBMBUX YHjU je orcer Behu on jeman (Ha mpumep

23
52 :?

¢byHKIM]je U 1a BUXOBE BPeTHOCTH He Mory outu Behe of 1.

9 .
S, :g ). To je mpoTUBpeUM yCIIOBY Ja Cy IPOMEHJbMBE KOCUHYCHE U CHHYCHE

U y osom cnyuajy kagha nehe bumu nocnysicenal!
4. (x,y) = (5,0)

N3 cucrema (1) 3a BpegHoCT (x, y) = (5,0) nobujamo peaykoBany [ peGHepoBy 6azy

W3 oBora ce ogmMax BUIM Jla HEMa pellieha.

Kadgha nehe 6umu nocnyocena!!

Hanomene:

1) IIpeTxoaHO HM3JIOKEHH TPOOIEM je T0CTa MOjeqHOCTaBIbeH. Moke ce KOHCTPYHCaTH
MHOT'O PEATHHU]U TIPOOJIEM ca pyKOM poOoTa y TpH TUMEH3H]e.

2) YMmecro na cioyxu kKady, poOOT MOXKe Ja paaud u ca mpadrurepoM. Y TOM Ciydajy
MOpaMO 3aaTH, TOPe]l KOHAYHMX KoopiuHata (x,y) W opjentauujy 0<¢<2m (wm

cMmep ,,yBpTama™). Tako aa riiaBa mpaduurepa 3aBphe BHjak.

3) KoopaunaTHu cucTeM MOXe ce omadpaTéd M Ha JAPYrHM HadyuH, Tako Ja ce Io0ujy
KOMIUIMKOBaHM]j€ IMOJMHOMCKE jeHauMHe (Ha MpuUMep MOJUHOMHU Beher cremeHa). Y

IpaKcH, 4YeCTO ce KopucTtH 1a je 0, yrao usmehy [, u [, (6, je duckupan Ha 90%).

4) Axo je moTpeOHO Ja ce OJApe/e BPEIHOCTH CBHX MPOMEHJbUBHX (MOXIA jeHE WU
JIB€), MOpa Jia C€ BOJMU pauyHa O U300py JeKcukorpadCcKor mopeaka. Y oBOM MpUMEPY
umanu cMo 4! =24 moryha nz6opa, 1 ogabpaay cMo Nopeiak KOoju HaM MpBO Aaje s,. Y
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OINITEM CJIy4Yajy, NPOMEHJbUBY KOjy  JKEJIMMO TMpBY Ja JOOHjeMO, CTaBJbaMO
JIEKCUKOTPpa(CKU TOCIIEbY .

6 3agarak

[TocmaTpaMo NOIMHOMUjATHU IPCTEH HAJ| [10JbeM Z, ca TP IPOMEHJbHBE, 1aKiIe
Z, [x, v, z] . Jla nmu enemeHar z’ MPUIIA/Ia Ueary FEHEPUCAHOM MOJIMHOMUMA

XAz, X y+xz+y X z+yz ?

Pememe: Axo mnosexemo I'peOHepoBe base ca anropurmMoMm Jesbema, IoOuhemo
aqropuram 3a oapehuBamwe npunagnocTu uaeaay. Heka je nar upean [ = < fi. 1o f3>

Tpeba ma BuguMo y KoM ciyd4ajy naTd monmmHoM f mpumnana [ . Kopuctuhemo
anroputam ciaudad Teopemu 2 wu3 §7, nma Ou mnponanum ['peGHepoBy 0azy
G :{gl,...,gw} 3a I . Ha ocnoBy Ilocnenuue 2 u3 §6 Baxu

—G
f el akoucamo ako f =0.

Heka I=<f,f2,f3>=<x3+z,x2y+xz+y2,xzz+yz>, U Heka je  (uxcupan

nexcukorpadeku nopenak. Heka je f = z*. Kemumo na nposepumo ga mu f € I . Tpeba
na koHctpyuuemo ['b3a 7.

B={f,.1,./}
S(f’ﬁ):);_g)/(x3 +Z)—%(x2y+xz+y2):

Y(x3 +Z)—(x2y+xz+y2):
x3y+yz_x3y_x22—xy2 =
~X'z-xy*+yz=—f,—xy°
*fo=—0" B={f N S L

— B
S(ff2)==fi+ fuS(fi. 1) =0
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3 3
S(fl’fs):%(x} +Z)—%(xzz+yz)=
z(x3 +z)—x(xzz+yz) =

Xz+z —Xz-xyz=—xy2+72°

*fo=—xyz+z , B={f}, fo. fo [ /5

S(fi. £)= 1 8(fif5) =0

S(fi.f,)= xxf (x +z)_:;2 (~07)=

Y +2) -y =

x3y2 +y22—x3y2 :yzz

*fo=Yz . B={f Lo f S S fo

S(ffa)=JoS(fifs) =0

3 3

S(ffs) =75 (x"+2)=3

—x))z (—xyz + zz) =

yz(x3 +z)+x2 (—xyz+zz) =
Xyz+y =X yz+x°2" =yt + X2 =7,

B

S(f.fs) =0

32 32
S(fl,jg)Z%(f +z)_xy)2’ZZ(yzz):

x3y22 + y222 _ x3y2Z — y222 — Zf‘é

B

S(fife) =0

2 2

S(funfi) =22 (Ryraz+y?) =5 (24 yz) =

Xy
Z(x2y+XZ+y2)—y(XzZ+yZ):
.)(,'2')/Z-|'.X,'Z2 +y22—x2yz—y22 =x22
*f =t B={f Sy Sy Lo o for S}

B

S(f /)= 178 (1o 13) =0




*fo=2 B={f. fo fo fir S f6,f7,f8}
S(fi )= 1S f) =

X z 3 _xz 3_ 4 _
S f) =25 (0 +2) T =2 =
S(fi /)= S(fi 1) =0

;(x y+xz+y ) fz—x;}z(—xyz):

y(x y+xz+y )—xzyz =x2y2 +xyz+y3 —x2y2 =

S(fnfi)=
xyz+y =
—(—xyz+zz)+(y3+zz)=f5+(y3+zz)

*fo=y 42 B={fi. L f S fs. fé,fwfg:fg}
S(ff)=Fit+ 1y S(fo f)) =

Fl) ) -
y (x +z)—x (y3+22):—x322+y3Z:—x2f7+yf6

B

(/i /i) =0

S(f.05)==

%)

fi (2 +2%) =

(f2 f5) 2y (x y+xz+y )

z(x y+xz+y )+x(—xyz+zz)=
x’yz+xz’ +y22+(—xzyz)+xz2 =y'z=1,

S(ffs) =0




2.2 2 2

S(fz’fs)=%(x2y+xz+yz)—xy);zzyzzz

yz(x2y+xz+y2)—x2yzz:
X yz+xy +yz—x"y’z= y(xzz)+z(yzz) =

=7+ s

B

S(f 1) =0
S(f f):x2y22 (x2y+xz+y2)—x2yzz xZZ:
o X’y Y’z

z’ (x2y+)cz+yz)—x2yz2 =
Z(XZZ)+Z(y22):zf7 + zf,

— B

S(farf7) =0

2073 2.3
S(fz,fg)=xxf; (x2y+xz+y2)_x23;Z e

Z3 (x2y+xz+y2)—x2yz3 :xz4 +y223 :Zzﬁ +sz;’
— B

S(frfs) =0

2.3 2 3
S(f2f9):);2); (x2y+xz+y2)_ . (y3+Zz):
Y (Fy+azayt)-x (42 =

Wizt =Xz ==y - o+

o=V B S forfur forfor oo FisFor i)
S(foy) ===+ oS (£ 1y) =0

3.4 3.4

S(firfio)="a-(x+2)-5-(»*) =

x3 y
y4(x3+z)—x3y4=y4z=zflo
— B
S(fi.fu) =0
S f) =222 (2 42) - X L) gy =y
vIa) T, J - Vo )=wiz=0
B
S(ffs) =0
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Xz —Xyz

* o=y B={f o o fo S So foo S fo fro i)

(flf) x;/z (x3+z)— 5 yZZ:yZ3=Zf“

S(fllfn) =0
S(fs’fs)ZJ;Z (¥*z+yz) P
S(fifi) =

(f3 ﬁ)) ; (X Z+yz) x;);Z(y3+Z2):Zy4_xzz3:

S(f, fn)zxxfj (x*z+y2) Vo= yirt = of,
S(f3’f11)B:0
(f4f5) xyz( 2) Z( XyZ-I-Z):yz



S(fof,)=0,8(f0 £,) =0
S(fot;)=0.5(f 1) =0
S(f0£i)=0,5(f1f;) =0

S(f4’f9): x;/;z (—xyz)——3(y3 +Zz):—x22 =—f
S(fufy) =0

S(fzwflo) =0

_xyzz ) _xy222 .
S(f4 f“)_—xyz( X ) 7 yz' =0
S(fufi) =0

_xyzz - 2 _izz 2, _ 2 _ _
S(f51f6)__x ( xXyz+z ) yzz yz vz "
S(feufs) =0
S(fs fv)zicy (—xyz+zz)— xzzz xt=2 =,
S(ff;) =0

_Xyz ) _xyz3 s
S(fs fi)= - (—z+2% )= 2t =—of,
S(ffy) =0

_Xy3z_ 2 3 s N 22 s p
S(fs:fg)—_xy ( xyz+z) 3 (y +z) yzi—xz £ —zf,
S(fufs) =0
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4 4
2 o) -2 () -

S(fs’fm):

_y3 (_xyz+ 22)_xy4z = xy4Z—y322 _xy4Z = _y322 = _y22y2 = _yz»f‘6
B

S(fS:flo) =0

2 2
Xyz

S(fs,fll):%;(—xyz—i-zz)— ;;2 (yzz):—xyzz—f—xyzzz
_Z3:_f8
B
S(fS’ﬁl) =0
X 222 2.2
S(fo )= vz == (=) =0
S(fo /) =0
y223 5 222 ;
S(f6f8): —yz- 3 z2=0
B
S(fe /) =0
’z 2 ySZ 3 2 3
S f)= 2 vz 23+ 2) =2 =
S(fut) =0
4 4
S(fofi) =S5 ¥’z = 25" =0
S(fﬁ’flo) =0




2.4 2_4
X

S(fz,fio):%(xzy+x2+y2)_ y_f y4 :xyy2z+w4 =

xyfﬁ"’)’flo
S(for fro) =0

2.2

2 2
S(fz,f“)=¥(x2y+xz+y2)—xyf y2t=x2’+y’z’ =
X'y yz
zf, + zf,
B
S(fz’fn) =0

[Tponanazumo na je I'b
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G ={fyofor for S For forFoo Fis o Fion Fir} =

=1

[onuuoM f =z’ je MOHOM, a OH HHje y MOHOMMjalHOM Mjealy Koju uumHe Boaehu

X4z, xy+xz+y Xz +yz,—xy',—xyz+z°,y’z,x2°, 2,y +zz,y4,yzz}

unaHoBu I'pebGHepoBe Gase. <LT(G)>:<x3,xzy,xzz,—xyz,—xyz,yzz,xzz,z3,y3,y4,yzz>.
Opnatne cnenu J1a je ocTaTak Mpu Jesbewy ca G HUCTH Taj MOJIMHOM, T1a OH HE NpHIajga
ujeany.

Jonarak: Hahu Hajsehe 7, Tako na je x" HMje y uaeany (TakBO 7 ce 30BE€ GUCUHA
enemenma)!

n=3,f,

x’ .'(x3+z)=l

(¥ (5)+2

-z

Ocratak npu nepewy ca G je z. (y Z, je -1=1)

n=4,f,

x* :(x3 +z)=x

(=)x* (=) +xz

—Xz

Ocrarak npu nespemy ca G je xz.

n=>5 1./,

XS .‘(x3+z)=x

() () 'z

2

-X’z

x’z: (xzz + yz) =1
()¥z(-) oz
—yz

Ocrtarak npu nesbewy ca G je yz.
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n=06,1.11s
x° .'(x3 +z):x
(-)x*(-)+x’z

3
—X Z

3

xXz: (xzz + yz) =X
(—)x3z(—) +xyz

—Xxyz

—Xyz : (—xyz +z° ) =1

(+)—xyz(-)+2°

2
—Z

OcraTak 1pu ebemy ca G je z°.

n="10JJs 1,

x7 .'(x3 +Z)=x4

() () s’z

4
—X Z

x'z: (xzz +yz) =x

(=)x*z(=)+x’yz

2
-x"yz

—X’yz: (—xyz + zz) =X

(+)=x2yz(=) + 322
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3a n=7, x" he npunanaru uneany. x’ =x"f, +x* f, + xf, + f;
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