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Uvod

1. Uvod. U pravljenju modela putanjskih elemenata satelita i poremeéaja

tih elemenata: ili ¢emo pokusati da izracunamo uticaj i uzajamno dejstvo

svemirske letilice i gravitacionih i negravitacionih dejstava i da napravimo
vrlo komplikovan program koji bi se koristio za racun orbita, pri ¢emu smo
stalno izlozeni opasnosti da ova ¢isto numericka procedura stvori iluzornu ta¢nost,
cak i kada su pravilno uzete u obzir neodredenosti karakteristika oblika i dimenzija
satelita i njegove orijentacije u prostoru, ili éemo koristiti klasi¢ne alate nebeske
mehanike da bi se pronaslo koja je komponenta promene ubrzanja, usled dejstva
spoljnih i unutrasnjih sila, stvarno vazna, posebno ako se njeni efekti vremenom
akumuliraju. U prvom slucaju, i pored svih napora, imamo da stvarna tac¢nost
modela ne prelazi nekoliko procenata.

U drugom pristupu tipi¢an rezultat pokazuje da poznavanje malog odstupanja
polozaja komunikacione ili neke druge antene satelita moze biti relevantna informa-
cija za efikasno pravljenje modela dugoro¢nih poremecaja. Slicne teskoce u stvara-
nju takvog modela pravi oblik i sjaj Zemlje, jer elementi Zemljine povrsine odbijaju
Suncevu svetlost nejednako, u zavisnosti od vremena i geografskih oblika. Ovaj
problem je, takode, suvise komplikovan da bi se resavao ¢isto numericki, pre nego
se pojednostavi preko neke analiticke teorije koja pokazuje koje su osobine stvarno
relevantne.

Na sve ovo, nadovezala se suStinska promena u nameni vestackih objekata:
umesto jednonamenskih, sve ¢eSce, a danas skoro i po pravilu, sateliti i kosmicke
letilice su viSenamenski, nezavisno od izbora orbite. Time se izgradnja dobrih
modela za ra¢un orbita, kako za potrebe astronomije i satelitske geodezije, tako i
za potrebe astrodinamike, pretvorila u nuznost, te se vestacki nebeski objekti vise
ne lansiraju zbog potreba nebeskih mehanicara i njihove Zelje da rac¢unaju orbite!
Ukoliko postoje izuzeci od ovog pravila, onda razlozi za to moraju biti veoma vazni.

Danas skoro svi sateliti (govorimo: sateliti, a imamo u vidu skoro sve vrste
vestackih nebeskih tela, ali ne i njihove ostatke!) imaju sistem napajanja, koji
transformise apsorbovanu Suncevu svetlost i koristi energiju, sakupljenu na ukup-
noj povrsini tela satelita. Tu ”istu” energiju satelit po potrebi zrac¢i u vidu toplot-
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nih zraka ili u vidu radiotalasa, koji su, po pravilu, usmereni prema Zemlji. Time
se problem kona¢nog momenta usled pritiska zra¢enja znacajno komplikuje.

Istovremeno, da bi se povecali energetski resursi, a time i ukupne mogucénosti
modernih letilica, sistem napajanja je proSiren dodavanjem (pokretnih) krilnih
povrsina pokrivenih foto celijama, a prave se i pokretne antene sa kompleksnim
moguénostima orijentacije i oblikovanja da bi se povecale moguénosti komunikacije.
Jasno je da je sve ovo, kada postoji potreba da se obavi veoma ta¢an rac¢un pu-
tanjskih elemenata satelita, prava noéna mora za stru¢njake i naucnike. U tom
cilju, u ovom radu dacemo poseban osvrt na sisteme stabilizacije i orijentacije
satelita, kao i na znacaj ziroskopskih efekata i instrumentskih sistema u navigaciji

% vestackih nebeskih tela. Odmah treba naglasiti da je pojam navigacije doziveo
znacajnu transformaciju sa pocetkom i razvojem kosmickih letova, tj. sa razvojem
astrodinamike. O kakvoj transformaciji se radi, vide¢emo u poglavlju posveé¢enom
ziroskopskim (inercijalnim) silama i efektima.

Dalje, za eventualnu visokopotencijalnu eksploataciju kosmickog prostora i nje-
govih sadrzaja, sve viSe se pribegava planiranju, projektovanju i realizaciji speci-

% jalizovanih i dinamicki fleksibilnih formacija vestackih nebeskih objekata, bilo
da se radi o postavljanju i odrzavanju moc¢ne svemirske stanice, bilo da se radi o
viSestrukim i ponovljivim susretima ili komenzurabilnim formacijama. Za ove ci-
ljeve znacaj sistema za stabilizaciju i orijentaciju u prostoru, kao i razrada modi-
fikovanih prakti¢nih reSenja na osnovi znanja i iskustva sa ziroskopskim efektima
je nemerljiv.

Istovremeno, skoro sve svemirske letilice imaju kontrolne sisteme, pri ¢emu su
najvazniji sistem za odredivanje polozaja u prostoru i promenu parametara orbite;
time su stvoreni dodatni uslovi za poremecaje orbite, koji su nekad svrsishodni, tj,
namerni orbitalni manevri, a nekada su nusprodukt manevra polozaja i orijentacije,
gubitka mase (isticanje goriva, ”odbacivanje” nekorisnog tereta i sl.).

Mogli bismo da ograni¢imo nasu analizu na jednostavnije slucajeve pasivnih
satelita ili satelita jednostavnih po funkciji i obliku. Ipak, iskustvo nas je naucilo
da je bolje prognozirati potrebu za nekim informacijama, nego ¢ekati da se ona
nametne iz eksploatacije takvih, jednostavnih slucajeva. Ozbiljna prepreka izgrad-
nji i lansiranju koplikovanijih i zahtevnijih vestackih objekata jeste eksponencijalni
rast cene sa rastom zahteva i slozenosti. U najboljem slucaju ¢e svaka svemirska mi-
sija biti projektovana kao kompromis izmedu razlicitih namena, gde ¢e astronomske
i geodetske primene biti samo jedna od moguénosti.

Cilj nije da damo iscrpne analize svakog pojedina¢nog problema, veé da koris-
timo tipi¢ne primere da bi Citalac dobio osecaj za vaznost raznih problema koje
treba resiti da bi se postigao zadati nivo ta¢nosti kontrole i odredivanja orbite.
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1. Uvod. Izuzimajuéi posebne deduktivne naucne discipline, deduktivne

po sebi, mozemo reéi da je astrodinamika, kao i veéina nau¢nih disciplina

proistekla iz prirodnih nauka i primenjenih matematickih nauka, obojena
definicionom neodredenosé¢u. Ono $to se u najkra¢im crtama moze lako izdvojiti
kao deo deifinicionog okruzenja astrodinamike jeste da je ona nastala iz zahteva da
se odrede uslovi mehanike kosmickog leta, kako na osnovi zatecenih znanja u as-
tronomiji uopste, u nebeskoj mehanici posebno, tako i na osnovi teorije i prakse
aerodinamaike i balistike kao i u neposrednoj vezi sa zahtevima kosmicke navigacije,
koja se, dalje, bavi teorijom i praksom kontrole i upravljanja uticajem nekonzerva-
tivnih sila i njihovom registracijom, pa sve do primene i razvoja savremenih pos-
matrackih sistema i sistema povratne veze.

Nebeska mehanika se tradicionalno odnosi na gravitacioni problem N tela ili
na njegove varijante, tj. odnosi se na probleme koji se mogu proucavati u okviru
formalizma Hamiltonove mehanike. Istorijski, razvoj nauke u celini, primenjene
matematike i mehanike posebno, doveo je do toga da je danas predmet i cilj
nebeske mehanike da objasni i predvidi polozaj i kretanje svakog stvarnog (nebe-
skog) objekta u Svemiru, bez obzira na uzroke promena stanja njegovog polozaja i
kretanja. Pojam nebeski objekat ovde usvajamo viSe na osnovi iskustvene intu-
icije nego iz eksplicitne odredbe: radi se o objektima ¢ije su dimenzije i/ili daljine
od posmatraca znacajno vece od mere coveka.

Sve dok su jedina vasionska tela, tela sa promenama u stanju i kretanju, bila
prirodna nebeska tela — kao $to su planete, komete, asteroidi,... — navedena ne-
odredenost nije bila od ve¢eg znacaja: njihova kretanja su opisana sa izuzetnom
tacnoséu, pomocu zakona Ciste, odnosno konzervativne nebeske mehanike.

Povecanje obima istrazivanja i interesa za nebesku mehaniku, dovelo je do toga
da su neki izuzeci bili poznati ve¢ u devetnaestom veku. Negravitacione premecaje
u kretanju kometa otkrio je jos Enke za kometu, koja je po njemu i dobila ime
(Whipple i Sekannia, 1979.). Postojanje usporavanja kretanja Meseca po orbiti,
koje se ne moze objasniti uticajem gravitacije Sunca i planeta, dokazao je Adams
(Smart 1947); Dzordz Darvin je kasnije objasnio da je ovaj efekat rezultat disipacije
energije plima *** — koje izaziva sam Mesec (Darwin, 1948). Medutim, ovakvih

%
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izuzetaka je malo, a negravitacioni efekti se mogu svesti na male popravke ciste
gravitacione teorije, teorije koja je u celini bila veoma uspesSna u opisivanju kre-
tanja planeta i prirodnih satelita.

Situacija se promenila 4. oktobra 1957. od kada se u nebeske objekte ubra-
jaju i vestacka tela. Ovakva tela trpe tolike negravitacione poremecaje putanje da
su odmah bili potrebni svi trikovi i grani¢ne moguénosti nebeske mehanike. Jasno
je da se radi, mahom, o istim fizickim fenomenima kao i kod prirodnih nebeskih
telal SuStina se najjednostavnije moze iskazati sledeéim stavom: parametar koji
definiSe odnos negravitacionih i gravitacionih sila predstavlja odnos povrsine
prema masi, a ta veli¢ina je, po pravilu, znac¢ajno veca za vestacka nebeska tela
(tzv. nebeske letilice). Izuzimajuéi neke specijalne situacije sukcesivne nadgrad-
nje vestackog nebeskog tela, tj. uspostavljanja uslova dugorocne stabilizacije pa-
sivnog kretanja, vrednost tog parametra je izmedu 0,1 i 0,01 cm? g=1), §to je
nekoliko redova veli¢ine vece od vrednosti cak i za slucaj malih asteroida.

Tako su negravitacioni poremecaji postali izazov nebeskoj mehanici i specijal-
istima tog vremena (King-Hele, 1983.).

U literaturi se, uglavnom, navode 2 uzroka negravitacionih poremecaja, koji se,
opet, mogu svesti na jedan: svemir nije prazan. Pri tome se misli da medusis-
temska sredina nije jasno razgrani¢ena i odvojena od nebeskih sistema i nebeskih
tela, pa se javljaju njeni uticaji na kretanje kosmickih letilica i u oblastima koje
prvobitno nisu uzimane u razmatranje. Time se zateCena znanja iz aerodinamike,
tj. nauke o uticaju atmosfere na kretanje letilica, polako prenose i na oblast uti-
caja 8ire (kosmicke) sredine.

Pre svega, Zemljina atmosfera se efektivno prostire do mnogo visih nivoa nego
Sto se pretpostavljalo pre kosmicke ere, a zbog velike relativne brzine svemirskih
letilica u odnosu na Cestice gasa javlja se znacajan aerodinamicki otpor sredine, ¢ak
i pri veoma malim gustinama. Ovo je bila prva vrsta negravitacionih poremecaja
koju su ispitivali analiticari, prateéi podatke Sputnika 1, a prvi izvestaj o tome je
Stampan pet nedelja posle lansiranja (?Nature”, 9. novembar 1957.). Otpor sre-
dine je najvazniji negravitacioni poremecaj za niske orbite i veli¢ina otpora zavisi
od gustine sredine u oblasti kretanja vestackog nebeskog tela.

Sa "stanovista” satelitske astrogeodezije, kada po¢ne proucavanje Zemljine at-
mosfere, tu se, manje vise, zavrsava satelitska geodezija i njena veza sa astronomi-
jom. Atmosferski otpor kretanju satelita veoma je tesko modelovati tako da se
znaCajno ne izgubi na ta¢nosti odredivanja potrebnih parametara. Izuzimajuéi
uslove u kojima se koriste pojave rezonance, trazeni geodetski parametri (na primer,
anomalije gravitacije, koordinate stanica, orijentacioni paramteri (uglovi) Zemlje,
plimski koeficijenti) ne bi mogli da se dobiju sa Zeljenom ta¢noséu. Prema tome,
sve dok se ne pronadu moguénosti kretanja ”slobodnog od otpora” orbite geodet-
skih satelita bi¢e visoke.

Medutim, pokusaji da se dizanjem satelita na velike visine (LAGEOS, 1976.)
izbegne uticaj otpora sredine, tj. da taj otpor bude zanemarljiv, kako zbog vi-
soke orbite (6000 km), tako i zbog male vrednosti odnosa povrsina-masa, nije dao
ocekivane rezultate. Dakle, zahvaljujuéi veoma ta¢nom laserskom pracéenju i posle
uzimanja u obzir svih poznatih poremecaja, otkriveno je da je LAGEOS pretrpeo
usporenje sli¢no dejstvu otpora kretanju od oko 3x1071% cm s~2. Da, bi se uskladilo
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ovo neocekivano otkriée sa tekué¢im atmosferskim modelima ulozen je veliki trud da
se razumeju detalji interakcije svemirske letilice sa vrlo retkom atmosferom, kao i
sa naelektrisanim Cesticama plazmasfere. Posle svega bilo je jasno da se sila otpora
kretanju menja sa vremenom na nepredvidljiv nacin, i time su se specijalisti
iz oblasti astrodinamike i astrogeodezije nasli pred novim velikim izazovom.

Druga komponenta nepraznog Svemira je elektromagnetno zracenje. Sa stano-
vista kretanja vestackih nebeskih tela, posebno Zemljinih vestackih satelita (jos su
to granice Suncevog sistema?!), glavni izvor elektromagnetnog zracenja je Sunce,
dok Zemlja predstavlja znacajan faktor u stvaranju uticaja reflektovanjem tog zra-
Cenja u celini, svetlosti posebno. Fotoni elektromagnetnog zracenja izmenjuju mo-
ment sa svemirskom letilicom i pri apsorpciji i pri refleksiji; same letilice zrace u
infracrvenoj oblasti, ¢ime se gubi deo momenta. Rezultujuéa ubrzanja su mala
— obi¢no reda 1076 cm s72
parametri ra¢unaju sa ta¢nosc¢u od nekoliko santimetara. Za satelite koji imaju vi-
soku orbitu ovo je glavni i najneugodniji poremecaj.

U pravljenju modela poremecaja putanjskih elemenata satelita usled pritiska
zraCenja moguca su dva pristupa. Ili ¢emo pokusati da izracunamo uticaj i uza-
jamno dejstvo svakog dela povrsine svemirske letilice i Sunceve svetlosti i da naprav-
imo vrlo komplikovan program koji bi se koristio za racun orbita, pri ¢emu smo
stalno izlozeni opasnosti da ova ¢isto numericka procedura stvori iluzornu ta¢nost,
cak i kada su pravilno uzete u obzir neodredenosti karakteristika povrsine satelita i
njegove orijentacije u prostoru. Ili ¢emo koristiti klasicne alate nebeske mehanike
da bi se pronaslo koja je komponenta promene ubrzanja, usled dejstva pritiska
zracenja, stvarno vazna, posebno ako se njeni efekti vremenom akumuliraju. U
prvom sluc¢aju, i pored svih napora, imamo da stvarna tacnost modela ne prelazi
nekoliko procenata.

U drugom pristupu tipi¢an rezultat pokazuje da poznavanje malog odstupanja
polozaja komunikacione ili neke druge antene satelita moze biti relevantna informa-
cija za efikasno pravljenje modela dugorocnih poremecaja usled pritiska Suncevog
zraCenja. Vece teskoée u stvaranju takvog modela pravi sjaj Zemlje, jer elementi
Zemljine povrsine odbijaju Sun¢evu svetlost nejednako, u zavisnosti od vremena i
geografskih oblika. I ovaj problem je suvise komplikovan da bi se reSavao ¢isto nu-
mericki, pre nego se pojednostavi preko neke analiticke teorije koja pokazuje koje
su osobine stvarno relevantne.

Na sve ovo, nadovezala se suStinska promena u nameni vestackih objekata:
umesto jednonamenskih, sve ¢eSce, a danas skoro i po pravilu, sateliti i kosmicke
letilice su visenamenski, nezavisno od izbora orbite (Segan, 2006). Time se iz-
gradnja dobrih modela negravitacionih poremecaja, kako za potrebe astronomije
i satelitske geodezije, tako i za potrebe astrodinamike, pretvorila u nuznost, a
vestacki nebeski objekti vise ne lansiraju zbog potreba nebeskih mehanicara i nji-
hove Zelje da racunaju orbite! Ukoliko postoje izuzeci od ovog pravila, onda razlozi
za to moraju biti veoma vazni.

Danas skoro svi sateliti (govorimo: sateliti, a imamo u vidu skoro sve vrste
vestackih nebeskih tela, ali ne i njihove ostatke!) imaju sistem napajanja, koji
transformise apsorbovanu Suncevu svetlost i koristi energiju, sakupljenu na ukup-
noj povrsini tela satelita. Tu ”istu” energiju satelit po potrebi zrac¢i u vidu toplot-

— ali nisu zanemarljiva, jer se danas orbite i njihovi
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nih zraka ili u vidu radiotalasa, koji su, po pravilu, usmereni prema Zemlji. Time
se problem kona¢nog momenta usled pritiska zracenja znacajno komplikuje.

SOLARNI PANELI (2) POKLOPAC (VRATA) ZAKLONA

OD SUNCA

BRODSKI MODUL

ZAKLON VIDEO KAMERE OD
ZALUTALIH ZRAKA

KAMERA VISOKE
REZOLUCIJE (HRC)

SISTEM OGLEDALA
VISOKE REZOLUCIIJE

MODUL INTEGRISANIH
NAUCNIH INSTRUMENATA

(IsM) TRANSMISIONE POTISNICI (4) (HRMA)
RESETKE (2) 50 kg
CCD IMID? SCF;EKTROMETAR ANTENE VISORE
(ACIS) EFEKTIVNOSTI (2)
Slika 1.1.1.

Moderna letilica CHANDRA — raspon 19,5 m X 11,5 m, 5 T korisnog tereta

Na sve to, da bi se povecali energetski resursi, a time i ukupne moguénosti
modernih letilica, sistem napajanja je proSiren dodavanjem (pokretnih) krilnih
povrsina pokrivenih foto éelijama, a prave se i pokretne antene sa kompleksnim
mogucénostima orijentacije i oblikovanja da bi se pove¢ale moguénosti komunikacije.
Jasno je da je sve ovo, kada postoji potreba da se obavi veoma ta¢an ra¢un pu-
tanjskih elemenata satelita, prava noéna mora za strucnjake i nauc¢nike. U tom
cilju, u ovom radu dacemo poseban osvrt na sisteme stabilizacije i orijentacije
satelita, kao i na znacaj ziroskopskih efekata i instrumentskih sistema u navigaciji

% vestackih nebeskih tela. Odmah treba naglasiti da je pojam navigacije doziveo
znacajnu transformaciju sa poc¢etkom i razvojem kosmickih letova, tj. sa razvojem
astrodinamike. O kakvoj transformaciji se radi, vide¢emo u poglavlju posveéenom
ziroskopskim (inercijalnim) silama i efektima.

Dalje, za eventualnu visokopotencijalnu eksploataciju kosmickog prostora i nje-
govih sadrzaja, sve viSe se pribegava planiranju, projektovanju i realizaciji speci-

% jalizovanih i dinamicki fleksibilnih formacija vestackih nebeskih objekata, bilo
da se radi o postavljanju i odrzavanju moé¢ne svemirske stanice, bilo da se radi o
viSestrukim i ponovljivim susretima ili komenzurabilnim formacijama. Za ove ci-
ljeve znacaj sistema za stabilizaciju i orijentaciju u prostoru, kao i razrada modi-
fikovanih prakti¢nih reSenja na osnovi znanja i iskustva sa ziroskopskim efektima
je nemerljiv.
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Slika 1.1.2.
Svemirski brod GOCE:

gornja slika ilustruje izgled
svetlopropusne strane, ilu-
minacionog omotaca;

donja slika prikazuje unut-
rasnjost svemirskog broda
GOCE sa odvojenim solar-
nim panelima, uredajem za
gradiometriju te usmernim
krilcima, sistemom za sta-
bilizaciju i kontrolu orijen-
tacije i polozaja i sl.

Istovremeno, skoro sve svemirske letilice imaju kontrolne sisteme, pri ¢emu su
najvazniji sistem za odredivanje polozaja u prostoru i promenu parametara orbite;
time su stvoreni dodatni uslovi za poremecaje orbite, koji su nekad svrsishodni, tj,
namerni orbitalni manevri, a nekada su nusprodukt manevra polozaja i orijentacije,
gubitka mase (isticanje goriva, ”odbacivanje” nekorisnog tereta i sl.).

Sve to nas podseca na davnu 1961. godinu, kada se ¢ovek prvi put otisnuo u kos-
mos. Evo nekoliko interesantnih slika iz ”istorije” prvog covekovog leta u kosmos.
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MODUL VASIONSKOG BRODA "VOSTOK" KOJIM JE
JURIJ ALEKSEJEVIC GAGARIN 12.4.1961 OBLETEO
ZEMLJU. SLIKA LEVO: NEPOSREDNO PO SLETANJU
U BLIZINI GRADA ENGELS. DESNO: DANAS U

MUZEJU
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Slika 1.1.3.
Jurij Aleksejevi¢ Gagarin (27 godina) neposredno pre ukrcavanja na " Vostok”
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Mogli bismo da ograni¢imo nasu analizu na jednostavnije slucajeve pasivnih
satelita ili satelita jednostavnih po funkciji i obliku. Ipak, iskustvo nas je naucilo
da je bolje prognozirati potrebu za nekim informacijama, nego ¢ekati da se ona
nametne iz eksploatacije takvih, jednostavnih slucajeva. Ozbiljna prepreka izgrad-
nji i lansiranju koplikovanijih i zahtevnijih vestackih objekata jeste eksponencijalni
rast cene sa rastom zahteva i slozenosti. U najboljem sluc¢aju ¢e svaka svemirska mi-
sija biti projektovana kao kompromis izmedu razli¢itih namena, gde ¢e astronomske
i geodetske primene biti samo jedna od mogucénosti.

U pokusaju da ponudimo osnovne ideje o najznacajnijim negravitacionim po-
remecajima i matematickim metodama za ra¢un njihovih uticaja na orbite, cilj nije
da damo iscrpne analize svakog pojedina¢nog problema, ve¢ da koristimo tipi¢ne
primere da bi ¢italac dobio oseéaj za vaznost raznih problema, koje treba resiti da bi
se postigao zadati nivo tacnosti odredivanja orbite i povratno dobijanje znacajnih
astronomskih i geofizickih parametara.

2. Matematicki aparat: Skalarne i vektorske veli€¢ine. Ne ulaze-

¢i u detalje prvenstva u nastanku, kada su u pitanju matematicke i prirodne

nauke, ovde ¢emo se drzati koncepta po kojem je matematika baza i fizike i
srodnih prirodnih i primenjenih nauka. Objekti matematike su matematicke veli-
¢ine, kao poseban supstrat veli¢ina uopste, fizickih veli¢ina posebno. U tom smislu
matematicke velicine koje se koriste za opis kretanja nekog objekta, manje ili vise
konkretnog, dele se u dve kategorije: skalare i vektore.

Skalarne velicine su one koje se mogu izraziti potpuno samo intenzitetom,
odnosno jednim brojem i odgovaraju¢om jedinicom. Takve veli¢ine su na primer:
masa, zapremina, rad sile itd.

Vektorske veli¢ine su orijentisane velicine. Za potpuno predstavljanje vek-
torskih veli¢ina potrebno je, osim poznavanja brojne vrednosti (intenziteta), znati
jos i pravac i smer. Takve veli¢ine su na primer: brzina, ubrzanje, sila, moment
sile i dr. U daljem tekstu vektorske velicine ¢emo obelezavati strelicom iznad odgo-
varajucih slova.

Pocetak vektora posmatran kao "napadna” tacka vektora moze biti proizvoljno
uzet, a moze biti odreden u izvesnom domenu ili potpuno u ¢itavom prostoru pa
prema tome vektore delimo na:

e Slobodne vektore, ¢ija se napadna tacka moze proizvoljno izabrati u pros-
toru pri ¢emu intenzitet, pravac i smer vektora ostaju nepromenjeni. Slobodni
vektor se moze paralelno pomerati, a da ne dode do promene. Kao primer slo-
bodnog vektora uzimamo brzinu translatornog kretanja tela. Svaka tacka tela
ima istu brzinu pri translatornom kretanju pa zato mozemo odabrati bilo koju
za napadnu tacku slobodnog vektora.

e Linijske vektore ¢ija se napadna tacka moze pomerati po liniji koja se pok-
lapa sa pravcem vektora. Primer linijskog vektora je vektor sile koja deluje na
¢vrsto telo. Pomeranje napadne tacke sile duz prave koja se poklapa sa pravcem
sile ne remeti prvobitno kretanje.
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e Vezane vektore ¢ija je napadna tacka odredena pa se on ne moze pomerati,
jer ¢e u razli¢itim tackama biti drugaciji. Primer vezanog vektora je vektor
polja gde u svakoj tacki polja imamo razli¢it vektor i svaki taj vektor pred-
stavlja fizicku veli¢inu datog polja.

Graficki, vektore predstavljamo uvek u odnosu na neki koordinatni sistem. Kada se
koriste pravougle ose x, y, z usvaja se desno-orijentisani koordinatni sistem (slika
2.1).

a

Slika 1.2.1. - Desno-orijentisani koordinatni sistem
2.1. Osobine vektora.

Proizvod vektora i skalara

Mnozenjem vektora d i skalara k dobija se novi vektor b istog pravca i uvecane
brojne vrednosti za brojnu vrednost skalara. Sto se tice smera, vektor b ima isti
smer kao i vektor @ ako je k > 0, a suprotan smer ako je k < 0. Vaze sledec¢a pravila:

k(m-d) = (k-m)d=m(k-da) (1.2.1)

gde su k i m skalarne velicine.

Jedini¢ni vektor ili ort vektora

Vektor ¢iji je intenzitet (apsolutna vrednost) jednak jedinici naziva se jedinicni $%
vektor. Svaki vektor se moze prikazati kao proizvod svog inteziteta i jedini¢nog
vektora, pri ¢emu jedini¢ni vektor ima isti pravac i smer kao dati vektor. Jedini¢ni
vektor ili ort se obi¢no oznacava isto kao i njegov vektor ali sa indeksom nula. )

Ort nekog vektora jednak je koli¢niku vektora i njegove apsolutne vrednosti, tj.
njegovog intenziteta.

(1.2.2)

=
I
.
putl
putl
I
313y

pri ¢emu je |7l =11
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= (icosa + jcosf + k cos Y)

)
Il
=13y

Slika 1.2.2. Komponenta 7 duz 7o — skalarni proizvod

Sabiranje i oduzimanje vektora

Imamo vektor @ i vektor b. Sabiranje se vrsi tako §to se na kraj (ili vrh) vektora
a paralelnim prenoSenjem ”dovede” pocetak vektora b. Zbir je takode vektor koji
pocinje u pocetku vektora @ i zavrSava se na zavrSetku prenetog vektora b. Ako je
dat ugao y koji zaklapaju pravci vektora @ 4 g, onda se brojna vrednost vektora ¢
dobija iz kosinusne teoreme:

c=+/a? + b2 — 2abcosy (1.2.3)

Medutim, ¢esto je podesnije da se konstruiSe paralelogram na vektorima kao stra-
nama. Tada dijagonala paralelograma daje rezultantni vektor ¢. Na osnovu ovog
pravila za sabiranje vektora vr§i se slaganje vektora.

Kad se radi o sabiranju ili slaganju veéeg broja vektora postupa se na isti nac¢in, pri
¢emu se uvek na kraj prethodnog vektora nadovezuje pocetak sledeéeg. Poslednja
strana koja zatvara poligon je vektorski zbir svih vektora tj. rezultantni vektor.
Za zbir vektora vazi:

a-+ l;_' = b+ a. komutativnost
(@+b)+¢é = a+ (b+72) asocijativnost (1.2.4)
k(d+b) = k-d+k-b distributivnost

gde je k skalarna konstanta.
Oduzimanje vektora vrsi se na taj nacin sto se razlika dva vektora dobija kao
zbir prvog vektora i vektora koji je suprotan drugom vektoru, odnosno

Z=a+(-b) (1.2.5) .
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Razlaganje vektora

Svaki vektor se moze razloziti na dve ili vise komponenata (vektora na koji se
dati vektor razlaze) u bilo kojim pravcima. Na osnovu pravila o sabiranju vektora
proizilazi da je tako razlozeni vektor u stvari vektorski zbir svojih komponenata.
Pravci komponenata uglavnom zavise od prirode i zahteva problema koji se posma-
tra. Narociti znacaj ima razlaganje vektora na dve ili tri komponente u pravcima
osa koordinatnog sistema (vektor sile, vektor brzine, vektor polozaja...).

Na primer:

-

Ad=a, i+a, j+a, k (1.2.6)

gde su: a, - ¢ komponenta vektora @ u pravcu x-ose, a, - 7 komponenta vektora @ u

praveu y-oseia, - k komponenta vektora @ u pravcu z-ose Dekartovog koordinatnog

sistema; ;, j’, k su jedini¢éni vektori u pravcima x-ose, y-ose i z-ose respektivno.
Komponente vektora su vektorske veli¢ine za razliku od projekcija vektora na

ose koordinatnog sistema (az, ay, a.) koje su skalarne veli¢ine i dobijaju se iz izraza:

(g = a-cosa
ay =a-cosf (1.2.7)
a, =a-cosy

gde su |@| =aia, B, y uglovi koje vektor @ zaklapa sa osama x, y, z redom. Bro-
jna vrednost ili intenzitet vektora a se dobija iz

@l = a= /a2 +a + a2 (1.2.8)

2.2. Skalarni i vektorski proizvod dva vektora.
Skalarni proizvod, u oznaci a - b.

Definicija 1. Skalarni ili unutrasnji proizvod dva vektora je proizvod apsolutne
vrednosti (intenziteta) jednog vektora I projekcije drugog vektora

ili
Definicija 2. Skalarni proizvod dva vektora je proizvod njihovih apsolutnih vred-
nosti (intenziteta) i kosinusa ugla izmedu tih vektora.

@-b=|d bl cos(a,b) (1.2.9)

Iz ovoga se moze videti da je skalarni proizvod dva medusobno upravna vek-
tora jednak nuli (jer je cos 90° = 0). Dakle, dva vektora su ortogonalna ako i samo
ako je njihov skalarni proizvod jednak nuli pri ¢emu dati vektori nisu nula vektori
(vektori ¢ija je duzina jednaka nuli). Ovo je vrlo jednostavan nacin da se proveri
ortogonalnost vektora.

Rezultat skalarnog proizvoda je skalarna veli¢ina pa se zato i naziva skalarnim. U
daljem tekstu skalarni proizvod ¢emo obelezavati sa vektor-tacka-vektor. Ako
su nam vektori @ i b poznati mozemo odrediti ugao izmedu njih:
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6 = arccos < (i. l_), ) (1.2.10)
|l [b]

(Na primer: Skalarni proizvod sile i vektora polozaja odreduje skalarnu veli¢inu
koja se zove mehanicki rad).
Za skalarni proizvod vektora vaze sledeca pravila:

a- l_); = b a komutativnost
a-(b+72 = d-b+d-c distributivnost (1.2.11)
(k-d)-b=k-(@-b)=k-a-b (k-b)-a asocijativnost
Mozemo dodati jos i da je @ - @ = a?.
Analiticki oblik skalarnog proizvoda dva vektora
a=ay ;—i—ay f—l—az~E
b="by-i+b,-j+b. -k

dat je sa:

G-b=(ap-i+ay -j+a, k) (by-i+by-j+b. k)
= agzby + ayby + a.b,

jer zbog ortogonalnosti jedini¢nih vektora nenulti su samo proizvodi

(1.2.12)

P ==k E=1.

Odavde je jasno da je za svaki vektor @
a-a=a®=a’+ad’+d? = a= /a2 + a2+ a? (1.2.13)
x Yy z x Yy z b

Vektorski proizvod, u oznaci @ X b

U trodimenzionalnom Euklidskom prostoru* sa desno orijentisanim koordinatnim
sistemom, @ X b se definise kao vektor & koji je upravan na oba vektora (@ i g), ima
smer koji je odreden pravilom desne ruke i ¢iji je intenzitet (brojna vrednost) jed-
nak povrsini paralelograma koga obrazuju vektori @ i b.

* metricki prostor u kome su uspostavljene relacije izmedu rastojanja i uglova
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Definiciona formula za vektorski proiz-
vod je: axb

1

gde je 6 ugao izmedu @i b

0° <6 < 180°, bxa
|@ = ai|b| = b su intenziteti vektora @ - _axp
ibii je jediniéni vektor upravan na
ravan u kojoj se nalaze a i b. Ako je
vektorski proizvod @ x b = 0 znaci da je b Slika 1.2.3.
ugao 6 koji zaklapaju vektori ili 0° ﬂ_i, Vektorski proizvod dva vektora je vektor
180° te su, dakle, ne-nulti vektori @ i b normalan na ravan koju obrazuju ta dva vektora
kolinearni (na istoj pravoj ili paralelni).
Za vektorski proizvod kazemo da je antikomutativan jer je

ixb=—-bxa (1.2.15)

Za rotaciju kazemo da je pozitivna kad se ide od vektora @ ka vektoru b u smeru

suprotnom od kretanja kazaljke na satu gledano sa vrha vektora 7. Za kretanje u

smeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu kaze se jos da je direktno, a u smeru %

kretanja kazaljke, da je retrogradno. %
Vazi jos i

ax (b+7) =(@xb) +(@axa distributivnost

. . . (1.2.16)
(rd) x b=dax (rb) =r(@xb)
Intenzitet vektorskog proizvoda je %
|@ % b| = absin® (1.2.17)
Neka su dati vektori @ i b
a = aﬂf;+ ay~;+ aZE = (axa ay7a2)
b= byi+byj+b.k = (besby,b2)
i posto jedini¢ni vektori i, fi k zadovoljavaju sledece jednacine:
ixj=k ixk=1i kxi=] (1.2.18)
onda je analiticki oblik vektorskog proizvoda
@ xb=(ayb. —azby) -7 — (azh. — azby) - j + (azby — ayby) - k (1.2.19)

Na osnovu ovih pravila, koordinate vektorskog proizvoda dva vektora lako racuna-
mo, bez potrebe da odredimo bilo koji ugao.
Vektorski proizvod se moze prikazati i determinantom
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77k
axb=la, ay a, (1.2.19q)
be b, b

2.3. MeSoviti proizvodi vektora.
Najcesce se srecu i koriste sledeé¢i slucajevi mesovitih proizvoda vektora:

Prvi slucaj

G- (bxd)=0b-(Gxa)=2c (@axb) (1.2.20)
Kako vektorski proizvod skalara i vektora nije definisan (?), zagrade se mogu izo-
staviti jer se skalarni proizvod ne moze izvrsiti prvi. Geometrijski, ovaj skalarni
mesoviti proizvod predstavlja zapreminu paralelopipeda ¢ije su stranice dati vek-
tori @, bié Ciklicna permutacija tri vektora ne menja njihov mesoviti proizvod
(gore definisan) ali je zato

(@xb)-¢=—(bxa)-. (1.2.21)
Ukoliko se ne menja redosled vektora, mesoviti proizvod se ne menja ako znaci vek-
torskog i skalarnog mnozenja zamene mesta

(@xb)-¢=a-(bxo). (1.2.22)

Ako je skalarni mesoviti proizvod vektora a, bic jednak nuli, tada su ti vektori
koplanarni, tj. paralelni istoj ravni ili se nalaze u istoj ravni.

Za vektore
a= aw;—l— ayj—i— aZE
b=byi+byj+b.k
&= cpi+ cnyr CZE

analiticki oblik mesovitog proizvoda dat je sa

-

G- (bx¢) = azf—i—a f—i—a,ﬁ byc, —bycy)t — (bpe, — bcy f—i— bypcy — bycy k| =
Y y Yy y — Oy

. Qz Gy G
@ (bxd)=|b, b, b, (1.2.23)

Cz Cy C;

Drugi slucaj

ax(bxd)=b@-é) —aa-b) (1.2.24)

Geometrijski, rezultat ovog mesovitog proizvoda je vektor koji je normalan i na
vektor proizvoda b x ¢ i na vektor @, $to znaci da se nalazi u ravni vektora b i C.
Treba istadi i da je
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X (bx &) #(@xb)yxe

tj.
(@xb)xé=—Ex (@xb)=—alb &) +b@-?e (1.2.25)
Ove formule su veoma korisne i kada se radi sa diferencijalnim operatorima b
Vx(Vxf=V(V-f)=(V-V)f=grad(divf) — Af (1.2.26)
gde je A = V2 Laplasov operator, laplasijan. B

2.4 Diferencijalni operatori — gradijent, divergencija, rotor i laplasijan

Gradijent
Gradijent neke skalarne funkcije f je vektor ¢ije su koordinate parcijalni izvodi $%
funkcije f. Posto forma gradijenta zavisi od izabranog koordinatnog sistema, pred-
staviéemo ga u odnosu na pravougle Dekartove koordinate, polarno-cilindarske i
sferne koordinate.
U odnosu na Dekartove koordinate gradijent skalarne funkcije f(z, y, z) je:
of-, 0f= Of¢

Vi(z,y,z) = 72" i+ 87 J+ 87 (1.2.27)

pri ¢emu je operator

- 0- 0~
=—i+—5+ —FkK. 1.2.2
\Y 7 ayj—i— k ( 8)

U odnosu na polarno-cilindarske koordinate

Ve, d,z) = W3 1%@+Wé (1.2.29)

gde je ¢ azimutni ugao, a e,, e, i e, su Jedlmcm vektori.
U odnosu na sferne koordinate

8f4 10f . 1 of |
VI e8) = 5ot Lo T remp 06

gde je ¢ azimutni ugao — azimut, a 6 zenitni ugao — zenitna daljina. %

(1.2.30)

Divergencija

Skalarnu veli¢inu koja se dobija skalarnim mnozenjem gradijenta i vektora zo-
vemo divergencija %

V-9 =divd . (1.2.31)

U odnosu na Dekartove koordinate vektor 9 je

0 =0,0+0,] +0.k .
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Tada imamo:

V-0 = divd
tj.
e 0 - 0 -~ 0 - - - -
V-9 = <axz+ayj+azk)(ﬁxz+ﬂy] +9.k)
> 00, O, 00,
Vi = o +8—y 9% (1.2.32)
Rotor

Rotor se izracunava iz vektorskog proizvoda gradijenta i nekog vektora, recimo F’

V x F =rotF (1.2.33)
tj.
A 8%, 09 09, 09 89, 09
oo 0 0 0 7 z  UUy ird z z oYYy T
VX k= dr Oy 0z Z(@y 82>+J(8z 8x>+k<8a: 8y>
D, 9, 0.

<

(1.2.34)
Na primer, ako je rot neke sile F jednak nuli znaci da rad te sile ne zavisi od ob-
lika putanje i da je ta sila potencijalna, tj. ako je

—

rot F =0 = F=gradU (1.2.35)
gde je U funkcija sile.

Laplasov operator — laplasijan

Neka je T neka veli¢ina; divergencijom gradijenta,

0+ 90~ 0\[0T+ 0T~ OT-=
(VD) = [ =7 =274+ =2 el Tl Wl
v-(VT) <8x2 8yj azk>(8xz+8yj+8zk>
tj.

o*T  9°T O°T
V-VT)=V?T=——+——+— =AT 1.2.36
(VT) Ox? + Oy> + 022 ( )
dobija se tzv. Laplasov operator ili laplasijan od T. Laplasijan je skalarni diferen-
cijalni operator.

3. Analiti¢ki aparat: generalisane koordinate. Polozaj neke tacke

u prostoru se odreduje u odnosu na jednu unapred izabranu tacku O (pol,

pocetak) pomocu vektora poloZaja, 7. Vektor polozaja je vektor ¢iji se pocetak
nalazi u polu, a kraj u posmatranoj tacki.
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U odnosu na Dekartov pravougli sistem koordinata ortogonalne projekcije vektora
polozaja na ose ovog koordinatnog sistema poklapaju se sa koordinatama tacke
(x7 y’ Z)? te Je

F=xi+yj + 2k (1.3.1)

gde su i, yji 2k komponente vektora polozaja. B
Medutim, u prostoru u kome posmatramo kretanje materijalnih objekata mogu

se definisati neka tri medusobno nezavisna parametra (¢!, ¢?, ¢*) koje éemo ozna-

¢iti sa ¢*, (i =1, 2, 3). Kada se parametrima ¢* daju sve moguée vrednosti i kad

svakoj tacki odgovara jedan i samo jedan uredeni skup od tri broja (¢!, ¢%, ¢3) i

obrnuto, svakom skupu od tri broja (¢!, ¢2, ¢*) odgovara jedna i samo jedna tacka

u prostoru, parametri ¢* se nazivaju opste ili generalisane koordinate tacke. %
Sada je vektor polozaja vektorska funkcija generalisanih koordinata tacke

=7, ¢ ¢°). (1.3.2)
Ovoj vektorskoj jedna¢ini odgovaraju tri skalarne jednacine, koje dobijamo projek-
tovanjem kraja vektora polozaja na ose Dekartovog koordinatnog sistema:

e=x(q", ¢, @) y=vyld', ¢ @)y 2=z % ). (133)

Iz zahteva za obostranom jednoznacno$éu veze izmedu tacaka u prostoru i koordi-
nata ¢*, (i =1, 2, 3) mora biti i

¢ =q'(x,y, 2) . (1.3.4)

Jednacine 1.3.3 i 1.3.4 predstavljaju jednacine koordinatne transformacije. %
Da bi vazila navedena uzajamno jednoznaé¢na korespondencija potreban uslov je

g’
t.
9¢'  9¢' 0q!
or Oy 0z
0¢> 0¢®> 0¢?
- = — 0. 1.3.5
dr 0Oy 0Oz 7 ( )
o4 9¢°  0g’
dr Oy 0Oz

Bez obzira na kvalitativni znacaj generalisanih koordinata, iskustvo odredivanja
polozaja tacke mahom je zasnovano na koriséenju ortogonalnih koordinatnih sis-
tema.

U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu je ¢! = z, ¢> =y, ¢ = 2, u
polarno-cilindarskom sistemu krivolinijskih koordinata je i 0 N — d, ¢ =z
i u sfernom sistemu krivolinijskih koordinata je ¢ = r, ¢*> = ¢, ¢> = 6, pri ¢emu
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su veze sa Dekartovim pravouglim koordinatama za poslednja dva sistema izrazene
redom sa:

r=pcosd, x =rcosbcosd,
y=psing, y=rcosOsing ,
z=2z z=rsinbh .

Jasno je da u sistemu generalisanih koordinata neki vektor «# mozemo napisati
u obliku:

i=u'gy +ugs + u3gi (1.3.6)

% gde su ul, u? i u? — koordinate (komponente?) vektora i, a gi, g3 i g3 — osnovni
ili bazni vektori sistema generalisanih koordinata.

U opstem slucéaju osnovni (bazni) vektori nisu jedini¢ni vektori i dobijamo ih

kada se vektor polozaja 7 = (¢!, ¢?, ¢*) diferencira po generalisanim koordi-

natama. Ako koordinate osnovnih vektora izrazimo u odnosu na Dekartove pravo-

ugle koordinate dobijamo

. 37’:8:5—_» oy - GZE

P = . - - - 1.3.
g o aqzz + aq’] + ag (1.3.7)
Isto tako,
3 .
- \~-0¢ _9¢" . 9 . 0¢
Z—; o = gn Uit 50t oG
q° - 3 g’
= 7 = 7 1.3.
J Zgz ay7 k Z 9 ( 3 8)

. i aq’ aq’ .
= [x(ql,qz,tf’) (f;i +yld' d*,¢%) aqy + Z(q17q2,q3)aqgi (1.3.9)

i 123(]1 123891 1233qi
r —[I(q7q7q)ax+y(q,q,q)ay+2(q,q7Q)az :

Veli¢ine 7’ predstavljaju koordinate vektora polozaja u odnosu na sistem generali-
sanih koordinata ¢".
Intenzitete osnovnih vektora odredujemo obrascima:

2 2 2
|gi] = Ai = \/(35) + (g;) + <§;> . i=1,23. (1.3.10)

Ako se sa t; oznace jedini¢ni vektori u pravcima osnovnih vektora,
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g gi
i =2 (1.3.11)
i
biée, s obzirom na (1.3.10)
g = |gilti = Aty . (1.3.12)

Kako su vektori ¢g; funkcije polozaja, to u opStem sluc¢aju ti vektori u svakoj
tacki prostora obrazuju neki trijedar generalisanih koordinata — vektorsku bazu za
generalisane koordinate ¢’ — u kome vektori niti su stalnog intenziteta niti obrazuju
u svim tackama prostora stalno iste uglove, veé¢ se i po intenzitetu i po smeru me-
njaju neprekidno od tacke do tactke prostora. Vektori g; su u svakoj tacki prostora
tangentni na koordinatne linije u toj tacki, a ose ¢iji se pravci i smerovi poklapaju
sa pravcima i smerovima vektora g; u nekoj tacki prostora nazivaju se ose genera-
lisanih koordinata u posmatranoj tacki.

U Dekartovom koordinatnom sistemu osnovni vektori su

L or

or < . or
g1 )

767(11:8233(m+yj+2k):i’ g’é:a—%: ggza—qg:k (1.3.13)
U ovom slucaju su osnovni vektori jedini¢ni ortogonalni vektori u pravcu koordi-
natnih osa.

Medutim, osnovni vektori nisu uvek jedini¢éni i nemaju konstantan pravac (kao

§to je veé objasnjeno ranije). Tako, u polarno-cilindarskom koordinatnom sistemu je

— 87? 8 - . = " — - . =2 —
g1 = %0 = a—p(pcosd)w—l—psmd)-j—i—z-k), g1 =cosd-itsing-j = |gi| =41 =1
1
(1.3.14)
Osnovni vektor g1 mozemo napisati i u obliku gi = g9, gde je gg jedini¢ni vektor u
pravcu radijalne ose.
Dalje imamo,

i
92—a¢

Osnovni vektor g5 mozemo napisati i u obliku g3 = p(l)}, gde je <[>_(; jedini¢ni vektor
u ravni ugla ¢ ortogonalan na gg.

= —psing-itpcosd-j = |@l=As=p (1.3.15)

or or -
A S S 2= A. =1 1.3.1
g3 o 0z = g3l 3 (1.3.16)

U sfernom koordinatnom sistemu je

or 0 > - -
gl:—T:—(rcos@cos¢-i—&—rcosesincl)-j—i—rsin&k‘) = ¢1 =", (1.3.17)
8q1 or

—

R or  Or

-9 Osing-q 0 i = 0- & 1.3.18
g5 90 b rcosOsing-i4rcoslcosd-j =rcosh - ¢y, ( )
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or  Or o
=5 =27 =10, 1.3.19
B 00 (1.3.19)
lGil=A1=1, |go| =As=rcosh, |G5|=A3=r (1.3.20)
gde su 1y, 4_;0, 60 ortogonalni vektori.
U sva tri slucaja je

§to je osobina ortogonalnih koordinatnih sistema.

4. Veze; klasifikacija veza; materijalna tacka. * Razmatrajuéi
probleme kretanja tela koja se mogu aproksimirati materijalnim tackom male
brzine (tj. nema zna¢ajnih relativistickih efekata) mozemo da kazemo da ée

se materijalna tacka, na koju deluje neka sila F (koja moze biti i rezultanta vise sila)
kretati u prostoru isklju¢ivo na nac¢in opisan drugim Njutnovim zakonom, odnosno
njeno kretanje je odredeno jedino silom i poc¢etnim uslovima. Za materijalnu tacku
¢ije kretanje nije podvrgnuto nikakvim drugim uslovima kaze se da je slobodna u

celom prostoru ili bar u onom delu prostora u kome se kretanje posmatra.

4.1. Veze i njihova klasifikacija. Medutim, ako se kretanje tacke ogranici

$% naknadnim uslovima tada je tacka neslobodna ili vezana. Svako ogranic¢enje slobode
% kretanja tacke zove se veza ili prinuda, a kretanje je neslobodno ili prinudno.

Prema prirodi prinude, veze se dele na dve vrste:

Veze koje ograni¢avaju polozaj pokretne tacke (pri ¢emu ograni¢enje brzine
proistice iz uslova da tacka ne moze zauzimati proizvoljne polozaje) zovu se
geometrijske, konacne ili holonomne veze. Za ove veze kazemo da prisiljavaju
tacku da se krece po nekoj povrsi ili liniji (zato ” geometrijske”) i da su konaé¢ne,
cele §to znadi da nisu iskazane diferencijalnim relacijama.

Druga vrsta veza ogranicava samo brzine, tako da koordinate brzine moraju

zadovoljavati izvesne uslove iskazane pomocu jedne ili vise relacija oblika
$(z,y, 2; &,9,%2) =0.

Takve veze su diferencijalne, kinematicke ili neholonomne. Ove veze su difer-

encijalne jer su odredene diferencijalnim jednacinama, kinematicke jer ograni-

cavaju brzinu tacke i neholonomne jer nisu holonomne.

Pored podele na konacne i diferencijalne, vazna je i podela veza prema tome da li

% su veze promenljive u toku vremena ili ne.

%
&

Veza koja se ne menja u toku vremena ili je nepokretna naziva se skleronomna
ili stacionarna, za razliku od reonomnih ili nestacionarnih veza koje se men-
jaju sa vremenom. Relacije koje odreduju reonomne veze uvek sadrze i vreme,
tj. one su, na primer, oblika f(z,y, z; t) = 0 odnosno ¢(z,y, z, &, 7y, 2; t) =0.

* geometrijska tacka kojoj se pripisuje celokupna masa tela
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Veze mogu da ogranicavaju kretanje tacke samo sa jedne strane i da je prinuduju
da se stalno nalazi u jednoj oblasti prostora u kojoj se kre¢e kao slobodna. Takve
veze se izrazavaju nejednakostima oblika f(z,y,z) > 0 ili ¢(x,y, z; &,9, 2) > 0.
Za ovakve veze koje se izrazavaju nejednakostima kazemo da su jednostrane (u-
nilateralne) ili nezadrZavajuée za razliku od veza koje se izrazavaju jednac¢inama
za koje kazemo da su zadrZavajule, dvostrane (bilateralne).

Treba pomenuti i tzv. semiholonomne veze koje imaju oblik neholonomnih veza
ali su integrabilne i predstavljaju posledicu holonomne veze.

Na kraju, prema otporu veze mogu biti idealne i neidealne. Kod idealnih veza
celokupna sila reakcije pada u pravac gradijenta (normale) povrsi, tj. R, = 0, i
takva povrs je glatka. Neidealne veze, pored komponente u pravcu gradijenta,
imaju i komponentu upravnu na gradijent i to su veze sa tremjem — hrapave
povrsine i linije.
Posto se stvarno kretanje vrsi u saglasnosti sa vezama, uticaj veza na kretanje moze
se predstaviti silom tako da drugi Njutnov zakon ostane u vaznosti i da stvarna tra-
jektorija bude linija koja iz tog zakona proisti(:e Takva sila se zove reakcija veze ili

pasivna sila za razliku od aktivne sile, F pod ¢ijim se uticajem tacka krece. Uloga
sile reakcije Rj je u tome da rezultujuéa sila F + R bude ona pod ¢ijim dejstvom ée
stvarno kretanje materijalne tacke biti u saglasnosti sa datim vezama. To mozemo
predstaviti vektorskom diferencijalnom jednacinom:

mW =F+ R (1.4.1)

ili u skalarnom obliku

mié=F,+R, mj=F,+R, mi=F,+R, (1.4.2)

Kad postoji samo jedna konac¢na zadrzavajuéa veza, ili reonomna f(q*, ¢%, ¢>;t) = 0,
ili skleronomna, f(q',¢?,¢%) = 0, kazemo da se uoc¢ena materijalna tacka kreée po
povrsi ( u prvom sluc¢aju po pokretnoj, a u drugom sluc¢aju po nepokretnoj).

U Dekartovim pravouglim koordinatama jednacina takve veze bice

flzyy,2;t) =0 odnosno flz,y,2)=0 (1.4.3)

Holonomne veze posredno predstavljaju ograni¢enje za brzinu i ubrzanje pokretne
tacke. Ako u nekom trenutku ¢ koordinate x,y,z pokretne tacke zadovoljavaju
jednacinu bilateralne (zadrzavajuée) veze onda i u trenutku ¢+ At koordinate novog
polozaja tacke moraju da zadovoljavaju tu istu jednacinu

FF+ AR+ At) = f(z + A,y + Ay, 2 + Azst + At) =0

Kako je kretanje neprekidno to su i = z(t), y = y(t), z = z(t), kao konacne
jednacine kretanja, neprekidne funkcije vremena pa za mali prirasStaj At i prirastaji
koordinata Az, Ay, Az moraju biti mali. Za dovoljno malo At se gornja relacija
moze predstaviti pomocéu konvergentnog Tejlorovog reda u kome se smeju zanemar-
iti ¢lanovi koji sadrze prirastaje koordinata i vremena na stepenima vi§im od prvog
tako da imamo:

&
&

&

i
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of of of of «,
f(rJrArtJrAt)Na—A +8—A +8—A +5Atf0

Ako se sada ova relacija podeli sa At i pusti da At — 0 dobiée se u opStem obliku
za reonomnu vezu

df 3f of . of . Oof
Tt LR R = + 5, =0 (1.4.4)

Parcijalni izvodi 6f 91 i 9L gu koordinate gradijenta® skalarne funkcije f, a &, 5, 2

z 6y’ 0z
su koordinate vektora V brzine tacke pa je uslov za brzinu koji namece konacna veza
: - 0
f:gmdf-V—i—a—Jtc—O (1.4.5)

Ovaj uslov predstavlja ograni¢enje samo za komponentu brzine u pravcu normale
na povrs, dok komponenta u tangentnoj ravni nije ogranicena.

U slucaju stacionarne veze (0f /0t = 0) uslov za brzinu postaje

grad f-V =0 (1.4.6)
§to znaci da brzina pokretne tacke mora stalno da se nalazi u tangentnoj ravni
povrsi f =0, jer je vektor grad f upravan na povrs u uocenoj tacki.
Na slican nac¢in dolazimo i do uslova za ubrzanje pokretne tacke pri holonomnoj
nestacionarnoj vezi, tj. imamo

of . of.  of.  of

flx,y,zt)=0 = 20 T a0 T 94t o =0

Dalje,
of.. Of of .. _
o x+a y+azz+D2f_O (1.4.7)
gde je
0? 0? 0 0?
D2f——f 2+—fy2+—f 242 f¢y+
Ox? oy? 022 0xdy (1.4.8)
+2 2f:vz+2 2fyz+2 2fx+2 e +282f +J h
0x0z Oydz Oxot 6y6t 920t" " o2

Na osnovu svega ovoga mozemo napisati uslov za ubrzanje materijalne tacke koja
se krec¢e po povrsi (inace ovaj uslov proistice iz jednacine veze):

grad f-W + Daf =0 (1.4.9)

gde su &, 4, Z koordinate vektora ubrzanja W tacke. Ovaj uslov za ubrzanje ogra-
nicava samo komponentu ubrzanja u pravcu normale na povrs. Treba napomenuti
da i u slucaju skleronomne veze postoji i treba da postoji normalno ubrzanje.

* 2.4. Diferencijalni operatori
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Kako pri kretanju neslobodne tacke vazi vektorska diferencijalna jednac¢ina (1.4.1),
zamenom W = (F 4+ R)/m u (1.4.9) dobijamo

(F+R)-grad f +mDyf =0 (1.4.10)

i iz ove jednacine mozemo odrediti reakciju veze R tako da ubrzanje bude moguce
i saglasno sa vezom. Iz (1.4.10) proistice

R-grad f = —F -grad f —mD,f (1.4.11)
Sto ne daje jednoznacna resenja pa silu reakcije rastavljamo na komponente:
R =Ry + R:.
Sada imamo
Ry -grad f = —(F - grad f +mDsf) (1.4.12)

Komponenta Ry u pravcu normale na povrs je kolinearna sa grad f, pa je
Ry =Xh-grad f
gde je A skalarni mnozilac — multiplikator veze

A= —m (F - grad f +mDsf) (1.4.13)
Komponenta ﬁt nije odredena vezom, pa se odreduje nekim dopunskim uslovom
veze (vrsta materijala veze, obrada...) i teorijski R, moze da se tretira kao sila
trenja.
Ukoliko je R, = 0 kazemo da je veza idealna, odnosno da je povrs glatka; tada se $%
celokupna sila reakcije odreduje sa

—

Ry =Xx-grad f (1.4.14)

4.2. Materijalni sistem; veze.* Polozaji i brzine ta¢aka materijalnog sistema
mogu biti bez ikakvih ogranicenja i tada se materijalne tacke m; (i = 1,2...N)
kreé¢u slobodno u datom polju sila prema drugom Njutnovom zakonu. Za takav ma-
terijalni sistem kaze se da je slobodan. Posto svakoj tacki u prostoru odgovaraju tri
koordinate polozaja konfiguracija ¥ slobodnog sistema odredena je sa 3N nezavis-
nih koordinata sistema. Broj nezavisnih koordinata sistema n = 3N je broj stepeni $%
slobode tog sistema.

Medutim, polozaji i brzine tacaka sistema mogu biti ograniceni izvesnim vezama
kao i u slucaju jedne materijalne tacke, ali se na tome, ovde, viSe ne¢emo zadrzavati.

* Skup materijalnih tataka kojih moZe biti konaZan broj (diskretan sistem) i moZe ih biti besko-
na&no mnogo (kontinuum)
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5. Nebeska tela kao materijalne tacke i materijalni sistemi. U

ranijem tekstu veé¢ smo govorili o tome da se astronomija bavi izu¢avanjem

nebeskih tela, nebeskih sistema, medusistemske sredine i kosmosa kao ce-
line. Kada krenemo u izbor eksperimenata na osnovi kojih ho¢emo da obavimo to
izu¢avanje, po pravilu se opredeljujemo za vrstu matamatickog i fizickog modela za
to izucavanje. U nebeskoj mehanici to su modeli diferencijalni i modeli integralni.
O alatima kojima takvo modelovanje vr§imo ve¢ smo govorili. Ovde ¢emo se poz-
abaviti sa nekoliko stavova (teoremal!) u takvom modelovanju.

Svaki ¢lan naSeg, Suncevog, planetskog sistema predstavlja po jedan zasebni
materijalni sistem. Zemlja, sa svojom hidrosferom i atmosferom, predstavlja takode
jedan takav sistem u kojem su zastupljena tri agregatna stanja materije.

Svaki (takav) materijalni sistem mozemo predstaviti sa proizvoljno mnogo do-
voljno sitnih delica da svaki takav deli¢ mozemo smatrati za materijalnu tacku.
Time izucavanje datog sistema svodimo na izucavanje sistema materijalnih tacaka,
za koji vaze sledeta rasudivanja.

Sve materijalne tacke tog sistema privlace se medusobno po Njutnovom zakonu
i, istovremeno, bivaju privlacene, po istom zakonu, i od deli¢a ostalih ¢lanova pla-
netskog sistema.

Ove sile ubrajamo u spoljne sile uo¢enog materijalnog sistema, dok se privlaéne
sile izmedu pojedinih delova uocenog nebeskog tela smatraju njegovim unutrasnjim
silama. Pored tih unutrasnjih, gravitacionih sila, deluju u uoc¢enom materijalnom
sistemu i druge unutra$nje sile: molekularne sile, naponi, trenje i sve ostale sile koje
odgovaraju agregatnom stanju u posmatranom delu uocenog materijalnog sistema.

Drzeéi se Njutnove aksiomatike, imamo da se sve te sile pokoravaju principu
akcije i reakcije, tj. sila p;r kojom materijalna tacka my dejstvuje na drugu ma-
terijalnu tacku m; mora biti jednaka po intenzitetu i pravcu, ali protivnog smera,
sili px; kojom materijalna tacka m; deluje na tacku my; obe te sile deluju u istoj
pravoj, onoj koja spaja uocene dve tacke. Te osobine uocenih dveju sila izrazene
su matematicki vektorskom jednacinom:

Pik + Pri = 0. (1.5.1)

Matematicki izraz koji pokazuje da obe sile deluju po istoj pravoj dobijamo iz

sledeteg razmatranja. Neka je ]3% vektor polozaja mase m;, a ék vektor polozaja

mase mj u odnosu na proizvoljnu napadnu tacku; imamo da je navedeni uslov
izrazen vektorskom jednac¢inom

R; X g + Ry, x pi = 0. (1.5.2)

Jednagine (1.5.1) i (1.5.2) omogucavaju da se izvedu sledeée teoreme.

6. Teoreme o impulsima i momentima. Neka je m; proizvoljna ma-
terijalna tacka uocenog sistema, a 131 rezultanta svih spoljnih sila koje deluju
na nju. Rezultanta svih unutrasnjih sila koje deluju na m; predstavljena je,
prema oznakama usvojenim u proslom paragrafu, sa ), pix, pri ¢emu se naznaceni
zbir odnosi na sve tacke sistema. Neka je X1—-Y1—Z; nepomicni koordinatni sistem
sa pocetkom u tacki O i neka ]%l oznacava vektor polozaja mase m; u odnosu na
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taj koordinatni sistem. Sada materijalnu tacku m;, pod uticajem svih spoljnih i
unutrasnjih sila koje na nju deluju, mozemo smatrati slobodnom pa vazi jednacina:

’R; o
i =P, Diks 1.6.1
M= + Ek Dik ( )
gde t oznacava vreme.

Ako se nas materijalni sistem sastoji od prebrojivog, ali velikog broja tacaka n,
onda se za svaku tacku mogu postaviti ovakve jednacine kretanja. Pri tome indeks

1 uzima vrednosti 1,2,...,n. Na taj nac¢in dolazimo do sistema od n jednacina:
R, 5 . ‘
mi—g = Pt zk:pikJ i=12...,n (1.6.2)

Ako obrazujemo zbir svih n jednacina oblika (1.6.2), na desnoj strani ¢e se
pojaviti dvostruki zbir, Y . ", Pik, a u njemu sve kombinacije indeksa i i k po
dva puta, jednom uz ¢lan P, a drugi put uz clan py;. Kako se ti dvojni ¢lanovi
medusobno potiru zbog (1.5.1), to dolazimo do ove jednacine:

d*R; 5
Zmid—g => P. (1.6.3)

Pomnozimo li jednac¢ine (1.6.2), jednu za drugom, vektorski sa ﬁl, ﬁg, ceey R,
i obrazujemo li zbir tako dobijenih jednacina, to ¢emo, posto se, kao i u prethod-
nom slucaju, dva i dva clana [R; X i) i [Rr X Pil, zbog (1.5.2), medusobno potiru,
dobiti slede¢u jednac¢inu:

—

> m; [R’i X d;gi} = [Ri x P]. (1.6.4)

K=>P (1.6.5)
predstavlja rezultantu svih spoljnih sila koje deluju na uoceni materijalni sistem, a
zbir vektorskih proizvoda

Vektorski zbir

predstavlja obrtni moment (moment zaokretanja) spoljnih sila u odnosu na tacku
O;. Zato je

2R, -
. d2R, .
> m [Ri X 3 ] = M. (1.6.8)
Izvod .
dR; -
ﬁ _ 7 (1.6.9)

predstavlja vektor brzine materijalne tacke m; u nepokretnom koordinatnom sis-
temu pa je zato

= . 1.6.1
de? dt (1.6.10)
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Kako je, sem toga,

_  d2R; d[~ dR; d -~ -
[Rix de2 } _dt[ P dt]_dt[RiXVi]’
to dobijamo umesto (1.6.7) i (1.6.8) ove dve jednacine:
d - -
&Zmi‘/} =K (1.6.11)
d — — —
" > milRi x V] = M. (1.6.12)

Ove jednacine su matematicki izraz teoreme o impulsima. Veé¢ smo ranije rekli
da zbir > m;V; predstavlja celokupni impuls ili koli¢inu kretanja posmatranog ma-
terijalnog sistema, a y_ m; [FEZ X 171] moment tog impulsa ili, drugim rec¢ima, obrtni
impuls u odnosu na tacku O;. Ako je uoceni materijalni sistem ¢vrsto telo, onda se
obrtni impuls naziva i zamahom. Jednacina (1.6.11) govori da je vremenski izvod
impulsa jednak rezultanti spoljnih sila, a jednac¢ina (1.6.12) da je vremenski izvod
obrtnog impulsa jednak obrtnom momentu spoljnih sila u odnosu na tacku O;.

7. Teorema o kretanju teZista. Ako je S teziste, bolje re¢i centar masa
posmatranog materijalnog sistema, a S njegov vektor polozaja, to je

MS=>"mR, (1.7.1)

gde
M=>"m; (1.7.2)

predstavlja celokupnu masu uocenog materijalnog sistema. Dvostrukim diferenci-
ranjem obrasca (1.7.1) po vremenu ¢, dobijamo:

a8 d2R;
M a2z Zmi a2’
t.j. zbog (1.6.7)
25 -
M— =K. 1.7.3
dt2 ( )
Ova diferencijalna jednacina kretanja tezista S identina je onoj za slobodnu
tacku mase M, koja je izlozena jedino dejstvu rezultante K spoljnih sila, predstavl-
jene obrascem (1.6.5). Odatle sledi:
Teziste materijalnog sistema krece se tako kao kad bi u njemu sjedinjene bile sve
mase sistema i sve njegove spoljne sile. Unutrasnje sile ne uticu na kretanje teZista.

8. Zavisnost i nezavisnost rotacije od translacije. Pretpostavi-
mo, za sada, da je posmatrani materijalni sistem jedno ¢vrsto telo i ispita-
jmo kretanje tog tela oko njegovog tezista. U tom cilju neka je polozaj ko-
ordinatnog pocetka O; sistema X1-Y7—Z7, koji za sada smatramo nepomicnim, u
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tezistu S. Oznacimo taj novi koordinatni sistem, koji se krece translatorno u pros-
toru, (dakle, nema rotaciju) sa X-Y—-Z, a njegov pocetak koji lezi, kao §to smo
rekli, u tezistu S, sa O.

Vektori polozaja materijalnih tacaka mi, ms, ..., m, uodnosu na O neka budu
oznaceni sa 71,75, ..., 7,. Onda je
Ri=S+7:; i=12,...,n, (1.8.1)

a zbog (1.7.1),
M§= Zmz(g—ﬁ) :Mg—ZmiFi,
t.J.

> myi =0 (1.8.2)

427
Z:miF =0. (1.8.3)

Smenom (1.8.1) u (1.6.8), dobijamo:

2Q 2= R
> mi|(S+7) x (dS+ d T’)] = My,

odakle sledi

dt? dt?
t.j.

. 42§ d25 . - 427 LA -
M|:S><dt2:|—|:dt2>< mZT1:|+|:SXZm1dt2:|+Zml|:T1Xdt2:|:M1,
dakle, zbog (1.7.3), (1.8.2) i (1.8.3),

B ) DT
> m; {r X dt?] = M, — [S x K]. (1.8.4)

Obrtni moment spoljnih sila 131 u odnosu na teziste S, t.j. u odnosu na pokretnu
upori$nu tacku O, predstavljen je sa

M= x Pl =Y [(Bs

t.j. zbog (1.6.6) i (1.6.5), sa

|
]
X
o]
[l
=
X
o
|
»y
X
o1l

M = M, —[§ x K] (1.8.5)
Zato iz (1.8.4) i (1.8.5) sledi
2r) -
|7 x =—-| = M. 1.8.6
Sl | (156)

Kretanje ¢vrstog tela oko njegovog tezista ima tri stepena slobode pa je zato to
kretanje jednoznacno odredeno prethodnom vektorskom jedna¢inom koja je ekviva-
lentna trima skalarnim jednac¢inama. Jednacina ima isti oblik kao jednacina (1.6.8)
u kojoj je uporisna tacka O; smatrana nepokretnom. To nam govori da se posma-
trano ¢vrsto telo kreée oko svog tezista tako kao da je to teziSte bilo nepokretno.
To kretanje zavisi samo od obrtnog momenta, M spoljnih sila, a ne zavisi od nji-
hove rezultante, K.
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Jednacine (1.7.3) i (1.8.6) zajedno predstavljaju teoremu o uzajamnoj nezavis-
nosti translatornog i rotacionog kretanja. Iz jednacine (1.7.3) sledi da se problem
kretanja slobodnog ¢vrstog tela svodi na problem kretanja slobodne materijalne
tacke, a iz (1.8.6) sledi da se problem rotacionog kretanja ¢évrstog tela (oko nje-
govog tezidta) svodi na problem obrtanja ¢vrstog tela oko (jedne) njegove nepomicne
tacke.

Zato pri opisivanju kretanja tezista nebeskih tela ne moramo voditi ra¢una o
njihovim rotacijama oko tezista, a sada vidimo da ne moramo voditi ra¢una o tome
ni pri proucavanju njihovog translatornog kretanja, sem ako ono ne menja obrtni
moment spoljnih sila.

Jednagine (1.7.3) i (1.8.6) vaze i za opstiji slucaj materijalnog sistema koji
zadovoljava pretpostavke iz §6, ali tada, posto posmatrani materijalni sistem ima
viSe od Sest stepeni slobode, njegovo kretanje nije odredeno navedenim dvema vek-
torskim jednacinama.

9. Pokretni koordinatni sistemi. Na isti na¢in kako smo iz (1.6.8)
izveli jednacinu (1.6.12), sledi iz (1.8.6)

%Zmi[ﬁ- X =M (1.9.1)

gde v; predstavlja vektor brzine materijalne tacke m; u odnosu na koordinatni sis-
tem X-Y—-Z koji éemo, od sada, zvati ukratko inercijalnim, jer se u njemu sve
tako deSava kao kad bi, zaista, mirovao u prostoru. Zato ¢emo kretanja i brzine u
odnosu na taj sistem zvati apsolutnim.

Vektor

G =Y mi[fi x ] (1.9.2)
predstavlja, prema ranijoj konvenciji, apsolutni obrtni impuls izabranog materi-
jalnog sistema u odnosu na tacku O pa je

—

G
= ML 1.9.
dt (19:3)

Cesto je ne samo korisno, nego potrebno da pri nasim razmatranjima upotre-
bimo koordinatni sistem z—y—z koji se obrée u odnosu na inercijalni koordinatni
sistem. Pri tome ¢emo pretpostaviti da se pocetak pokretnog koordinatnog sis-
tema x—y—2z poklapa sa pocetkom O inercijalnog koordinatnog sistema X-Y—-Z i
da u izabranom trenutku ¢ ima, u odnosu na inercijalni sistem, rotaciju koja se
odvija oko (jedne) trenutne ose obrtanja koja, dalje, prolazi kroz tacku O. Pred-
stavimo tu rotaciju vektorom , t.j. taj vektor neka pada u trenutnu osu obrtanja,
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usmeren je na onu stranu te ose sa koje posmatrano obr-
tanje ima direktni smer, tj. protivno smeru kretanja ka-
zaljke na satu, a intenzitet w vektora w neka bude jednak
trenutnoj ugaonoj brzini obrtanja.

Neka Z, f, k predstavljaju jedini¢ne vektore u pravcu
osa x, ¥, z, onda ¢e, usled obrtanja pokretnog sistema, kra-
jnje tacke tih vektora imati u trenutku ¢ brzine koje ée, kao

Sto to sledi iz slike 9.1, biti predstavljene ovim obrascimas: O
B : . Slika 1.9.1.
di dj - dk -
— = [w 1R — = [w 1R — = [ . 1 .4

Ako obrazujemo skalarni proizvod (é -%}, onda je, po poznatom pravilu za difer-
enciranje takvog proizvoda,

d, ~ - dG - 5 di
E(G ):—t~i+(}’-&7
t.j., zbog prethodnih jednacina,
%-2 %(é-f)—é-[@xﬂ. (1.9.5)
Pomnozimo li jednac¢inu (1.9.3) skalarno sa 7, onda dobijamo
d =5 =2 5 5 - -
&(G-z)—(?[wxﬂ:(M-z). (1.9.6)

Dve dodatne jednacine istog oblika dobijaju se zamenjujuci isa ; odnosno sa k.

Oznacimo sa G1, G2, G3 koordinate vektora G 1 odnosu na pokretni koordi-
natni sistem, sa wi, ws, ws koordinate vektora w, a sa My, Ms, M3 koordinate
vektora M , onda je

G = Gii+ Gyj + Gsk (1.9.7)
w = wlf—i— 'U}Qj‘i‘ U)3E (198)
M = Myi + Myj + Msk. (1.9.9)
Uzme li se jo§ u obzir da je, po poznatom pravilu vektorskog racuna,
Gi1 Gy Gs
é" [U_f X ﬂ =|lwy w2 W3
10 0

onda dobijamo, mesto jednacine (1.9.6) i njoj dveju sli¢nih jednacina, sledece tri
jednacine:

dG
—t + U)2G3 — U}3G2 = M1
dt
d
752 4+ w3G1 — w1 Gz = My (1910)
dGs

T + w1Go — wa Gy = M3.
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10. Ojlerove jednacine. Ako je posmatrani materijalni sistem jedno

¢vrsto telo pogodno je pokretni koordinatni sistem xz—y—z, o kojem smo gov-

orili u pros§lom paragrafu, vezati sa tim ¢vrstim telom. U tom sluc¢aju vektor

W predstavlja, u isti mah, i trenutnu rotacionu brzinu ¢vrstoga tela u odnosu na

inercijalni koordinatni sistem pa je, zbog toga, apsolutna brzina materijalne tacke
m; predstavljena izrazom:

U; = [W x 7). (1.10.1)

Sada je obrtni impuls, predstavljen obrascem (1.9.2), jednak
G =" myr x [wx 7]]. (1.10.2)
U slucaju ¢vrstog tela, u kojem je raspored masa kontinualan, prethodni zbir
treba zameniti integralom
G = [[7x [@ x 7]dm. (1.10.3)

Integraljenje se vrsi po celokupnoj masi izabranog ¢vrstog tela.
Prema poznatom obrascu vektorskog racuna, sada imamo

[@x [bxa] =be a) —aa-b),

pa dobijamo: .
G=4d[(F-7)dm — [ F(&-7)dm. (1.10.4)

Ako koordinate vektora polozaja 7 u pokretnom koordinatnom sistemu oznacimo
sa x, Yy, z, onda je:

F=zi+yj+ 2k (7-7) = 2% + y* + 2% (W 7) = wix + way + wsz.

Zamenom u vektorsku jedna¢inu (1.10.4), uzimajuéi u obzir obrazac (1.9.7),
dobijamo tri skalarne jednacine:

G1=w [(y* +2%)dm — wy [ zydm — w; [ zzdm
Go = wy [(2* + 2?)dm — w3 [yzdm — wy [xydm (1.10.5)
Gs = ws [(2° +y*)dm —w; [ zzdm — ws [ yzdm.

Ako pokretni koordinatni sistem x—y—z smesten tako i vezan za izabrano ¢vrsto
telo da se koordinatne ose podudaraju sa glavnim osama inercije tog tela ili, ta¢nije
reCeno, sa centralnim osama inercije, jer pocetak tog koordinatnog sistema lezi u
teziStu izabranog tela, onda su devijacioni momenti tog tela u odnosu na koordi-
natni sistem jednaki nuli, dakle

[yzdm = 0; [ zzdm =0; [zydm =0, (1.10.6)
a glavni momenti inercije su predstavljeni ovim izrazima:
A= [(y* +2%)dm B = [(2* + 2%) dm; C=[(2*+y*)dm. (1.10.7)
Zbog svega ovoga, umesto jednacina (1.10.5) dobijamo jednacine:

Gl = Aw1; G2 = sz; Gg = ng. (1.10.8)
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Smenom u jednacine (1.9.10), dobijamo:

A% + (C — B)’U}ng = M;
d'LU2
de

Ove jednacine je 1758. godine izveo Leonard OJLER i zato nose njegovo ime.

11. Ojlerovi uglovi. Neka je oko zajednickog pocetka O nepokretnog i
pokretnog koordinatnog sistema, kao centra, opisana sfera. Pozitivne grane
koordinatnih osa ta dva sistema prodiru povrs sfere u tackama X, Y, Z
odnosno z, y, z (slika 11.1.) obrazujuéi dva sferna trougla XYZ i zyz kojima su i
strane i uglovi jednaki 90°. Koordinatne ravni X-Y i x—y seku se medusobno duz
prave O§3 koja prolazi kroz tacku O i koja se naziva linijom cvorova. %
Prodorna tacka §3 te prave kroz sferu, koja zadovoljava uslov da se pri direk-
tnom kretanju u ravni x—y prolazi kroz tu tacku na pozitivnu stranu ravni X-Y,
tj. onu na koju je usmerena pozitivna grana ose Z, zove se uzlazni ¢vor, a pravac %
OS§3se zove pozitivna grana linije ¢vorova. Ako je ravan kroz OZ i Oz i ravan slike,
onda je ona upravna na liniju ¢vorova. Ugao ¥ zahvaéen izmedu ose X i linije
¢vorova zove se precesioni ugao, nalegli ugao ®, zahvacena izmedu linije ¢vorova i %
ose x, zove se rotacioni ugao, a ugao © zahvaden osama Z i z zove se nutacioni $%
ugao. To su tri Ojlerova ugla koja odreduju polozaj pokretnog koordinatnog sis-
tema u nepokretnom sistemu.

Slika 1.11.1.
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12. Polhodija i herpolhodija. Oznacimo jediniéne vektore po osama z,

Y, z pokretnog koordinatnog sistema sa i 7, k a _]edlIllCIle vektore po osama

X, Y, Z nepokretnog koordinatnog sistema sa 7y, 7ia, 7i3. Vektor rotacije w
u pokretnom koordinatnom sistemu moze da se predstavi obrascem

@ = wii + waj + wsk, (1.12.1)
a u nepokretnom sistemu obrascem
w = 0)1771 + ®2ﬁ2 + 0)3773, (1122)
gde nam wi, wy, ws odnosno wi, oz, w3 predstavljaju koordinate vektora o u
pokretnom odnosno u nepokretnom koordinatnom sistemu. Ojlerovi uglovi ¥, ®,
O daju nam vezu izmedu ta dva sistema. Koordinate wy, ws, w3 odnosno w1, wa,
w3 mozemo da izrazimo pomoc¢u Ojlerovih uglova i njihovih vremenskih izvoda na
sledeéi nac¢in. Sferni trougao XYZ (slika 11.1) moze se dovesti do poklapanja sa
trouglom zyz pomocu tri rotacije. Rotirajuéi trougao XYZ oko ose Z, t.j. oko je-
dini¢nog vektora i3, za ugao ¥, dovodimo ga u polozaj $$K Z, rotirajuéi ga, za-
tim, oko linije ¢vorova O§3 za ugao ©, doveS¢emo ga u polozaj §8Rz, a rotirajuci
ga, najposle, oko Oz, tj. oko jedini¢nog vektora k, za ugao ®, dovodimo ga u
konacni polozaj zyz. Sve rotacije se izvode u direktnom smeru (pozitivnom smislu),
suprotno smeru kretanja kazaljki na satu.
Oznac¢imo sa Qv 4o 1%
\Illzi' @/:7. ¢1:7
dt’ dt’ dt
vremenske izvode Ojlerovih uglova, sa ¢ jedini¢ni vektor koji poklapa sa smerom
pozitivne grane linije ¢vorova oko koje smo izvrsili drugu od gornjih rotacija, onda je
rezultujuéa rotacija w, koja odgovara vremenskim promenama ¥’, ©’, ® Ojlerovih
uglova, predstavljena sa .
W= U'iis + 0'¢cy + k. (1.12.3)
Neka je Eo jedini¢éni vektor pravca OR, onda iz slike 11.1 sledi
'its = (B’ cos ©)k + (¥’ sin ©)hg
(¥’ sin ©)hy = (¥’ sin O sin )i + (' sin © cos ®);
0'¢ = (0'cos®)i — (O sind)7,
t.j.
7= (¥sinOsin® + O cos ®)i
+(V'sin@cos® — O’ sin®)j + (¥ cos© + k. (1.12.4)
Ako sa gy oznacimo jedini¢ni vektor pravca OL, na isti nac¢in dobijamo
0'cy = (0’ cos ¥)ity + (0 sin )iy
&'k = (@ cos ©)iis + (@' sin ©) 7o
(®'sin ©) gy = (' sin O sin ¥)77; — (B sin O cos ¥)7la,
tj. zbog (1.12.3)
W= (0 cos ¥ + &' sin O sin V)71,
+ (0'sin ¥ — &' sin O cos ¥)riy + (T’ + &' cos O)7is. (1.12.5)
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Iz (1.12.1) i (1.12.4) sledi
w; = ¥ sin @ sin ® + ©’ cos @
we = ¥ sin © cos ® — O’ sin @ (1.12.6)
ws = ¥ cos© + ¢’

a iz (1.12.2) i (1.12.5)
w1 =0 cosU + &' sinOsin ¥
we = O sin ¥ — & sin O cos ¥ (1.12.7)
w3 =V + & cos O.

Ako su Ojlerovi uglovi dati kao funkcije vremena ¢, onda nam obrasci (1.12.6) i
(1.12.7) predstavljaju, za proizvoljno izabranu vrednost ¢, koordinate jedne te iste
tacke: krajnje tacke P rotacionog vektora .

Ukoliko uzmemo da je ¢ promenljivo, onda nam gornji obrasci predstavljaju
dve razli¢ite krive: obrascima (1.12.6) predstavljena je ona kriva koju u toku vre-
mena opisuje krajnja tacka P rotacionog vektora w u pokretnom, dakle sa pokret-
nim telom vezanom koordinatnom sistemu; ta se kriva zove polhodija. Obrascima
(1.12.7) predstavljena je ona kriva koju P opisuje u prostoru u nepokretnom sis-
temu; ova kriva zove se herpolhodija. Ako je w vektor polozaja tacke P, to je (1.12.6)
vektorska jednacina polhodije, a (1.12.7) vektorska jednacina herpolhodije. Vektor
rotacije w opisuje, prema tome, u toku vremena, u uotenom pokretnom telu jedan
konus; direktrisa toga konusa je polhodija, a vrh njegov tacka O. Taj se konus zove
konus polhodije. Vektor rotacije w opisuje u prostoru jedan konus kojem je direk-
trisa herpolhodija, a vrh tacka O; taj se konus zove konus herpolhodije. Konus her-
polhodije je nepokretan u prostoru, a konus polhodije nepokretan u posmatranom

¢vrstom telu, a pokretan u prostoru. U svakom
trenutku vremena ta dva konusa imaju jednu za-
jednicku izvodnicu, vektor «f trenutne rotacije, tj.
trenutnu osu rotacije. Oko te ose obrée se, u tom
momentu, uoceno ¢vrsto telo, a s njim i konus pol-
hodije da bi se, u idué¢em trenutku, naredna iz-
vodnica konusa polhodije poklopila sa narednom
izvodnicom konusa herpolhodije i preuzela ulogu
trenutne ose rotacije. Odatle sledi da se oba ko-
nusa u svakom trenutku dodiruju duz njihove za-
jednicke izvodnice, drugim re¢ima, da se konus
polhodije kotrlja bez klizanja po konusu herpolho-
dije. Zato mozemo rotaciono kretanje izabranog
¢vrstog tela predstaviti i na ovaj nacin: po konu-
su K3 herpolhodije (slika 12.1.), koji je nepokre-
tan u prostoru, kotrlja se, bez klizanja, konus Ks
Slika 1.12.1. polhodije, noseéi sa sobom izabrano ¢vrsto telo.

13. Privlacne sile tela konaénih dimenzija. Veé smo pretpostavili
da se nebeska tela privlace medusobno tako kao kada bi masa svakog od tih

#
&

o
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tela bila koncentrisana u njegovom tezistu. Sada je potrebno da ispitamo
opravdanost te pretpostavke i znacaj njenog odstupanja od stvarnosti. Uoc¢imo,
dakle, jedno telo proizvoljnih dimenzija; o obliku i rasporedu mase toga tela ne
moramo, za sada, ¢initi nikakvu naroc¢itu pretpostavku. Polozimo u teziSte toga
tela pocetak O ortogonalnog koordinatnog sistema z—y—z (slika 13.1), a orientisimo
taj koordinatni sistem tako da se njegove ose poklapaju sa glavnim osama inercije
datog tela. Ozna¢imo glavne momente inercije tog tela sa A, B, C. Neka se u tacki
S, dovoljno udaljenoj od izabranog tela, nalazi masa M (materijalna tacka!). Treba
odrediti silu kojom dato telo privla¢i, prema Njutnovom zakonu gravitacije, masu
M. Neka je R vektor polozaja tacke S u odnosu na pocetak O naSeg koordinatnog
sistema, a 7 vektor polozaja proizvoljne tacke P ili elementa mase dm izabranog
tela. Gravitaciona (Njutnova) sila dK, kojom elemenat mase dm privlaéi masu M,
predstavljena je izrazom:

. M-
dR = —fZzldm,  (1.13.1)

gde f predstavlja gravitacionu
konstantu, [ vektor polozaja tac-
ke S u odnosu na tacku P, a [ in-
tenzitet tog vektora. Pri tome je

[=R-7 (1.13.2)
Ukupna privlaéna sila izabr-

anog tela na masu M predstav-
ljena je vektorskim integralom

M
I

K=—[f3ldn (1.13.3)
m Slika 1.13.1.
po celokupnoj masi m izabranog tela.
Vektor —f(M/lg)fdm moze biti predstavljen kao gradijent skalara fAMdm/]
(vidi odeljak 2.4) pa je zato
fMdm

l

Kako je, u opstem sluc¢aju, proizvoljan, a time i beskonac¢an, zbir gradijenata
skalara jednak gradijentu zbira tih skalara, to je

K = [ grad
m

7o orad [ fMdm
ili, ako stavimo
U=fM]| dTm, (1.13.4)
K = grad U. (1.13.5)

Iz (1.13.2) sledi
PR a4
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Posto je 2= 12 R? = R?;i#? =2, gde R odnosno r oznacavaju intenzitet tih

vektora redom, onda je
?=R?-2(R-7)+1°

Iz ove skalarne jednacine sledi

S, 2 y—1/2
1 1{12(R T)+r2} . (1.13.6)

Il R R2 R

Pretpostavku da je tacka S toliko udaljena od izabranog tela da sve stepene
koji su veéi od drugog stepena razlomka r/R mozemo zanemariti u odnosu na je-
dinicu. Razvijemo li gornji izraz u red, uz gornju pretpostavku i uzimajuci u obzir
da je zbog r < R, (R-7) < Rr, (R-7) < R2, dobijamo

11 (R-7) 1r2 34(R-7)?
l_R{l+ 3w e (1.13.7)

Smenom u formuli (1.13.4), dobijamo:

U= fde +fM(Rf rdm ) 2R3fr dm +§f—fR )2 dm. (1.13.8)

2 RS
Integral
Jdm=m
predstavlja ukupnu masu izabranog tela. Posto tacka O, na koju se odnose vektori
polozaja 7, lezi u samom tezistu datog tela, to je

[ 7dm =0.

Zato je
(1.13.9)

Ako su z, y, z koordinate tacke M, a X, Y, Z koordinate tacke S, onda je

= xf—i— _"—|— zlg
v (1.13.10)

dakle
P =z?+y>+2%  RP=X?4+Y?4+ 7% (R-7) =Xz +Yy+ Zz
(R-7)? = X222+ Y22 + 2222 4+ 2XYay + 2YZyz + 22 X zx.

Smenom u (1.13.9) imamo da ¢lanovi sa zy, yz, zx nestaju jer, posto su koor-
dinatne ose istovremeno i glavne ose inercije, to je

[ zydm = fyzdm [ zzdm.

Zato je
fMm 1fM ., 2 2 2 2 2
U= 7 2R5(X +Y +Z)7£(m +y° +2°)dm

M
—|—2J;%5{X2fxzdm—i-YnyQdm—Fszzzdm},

m
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£.
_fMm 1 fM 9 9
U_T SR Xf(x y? — 2%)dm
+Y? [(24° - 2 —x)dm—i—ZQf( x2—y2)dm}.
Integrali

A= [P +2%)dm;  B=[(z"+2%)dm;  C= [(z"+y*)dm (1.13.11)

m

predstavljaju momente inercije izabranog tela u odnosu na koordinatne ose, tj. glav-
ne momente inercije. Znaci:

fMm 1fMX?

1 fMY? 1 fMZ?
+ 57 (C+A=2B)+ 50— (A4 B-20). (1.13.12)

Prema (1.13.5) ovaj izraz predstavlja nam funkciju sila atrakcije izabranog tela;
njegov gradijent daje silu K kojom dato telo privlac¢i masu M. Kad bi bilo

A=B=C,
tj. kada bi elipsoid inercije datog tela bio lopta, imali bi

Mm
UV=I"R

dakle M
= gradU = —f —5- "R

t.j. izabrano telo privla¢ilo bi masu M tako kao kad bi celokupna masa m toga
tela bila koncentrisana u njegovom tezistu. Tu pretpostavku smo ucinili u odeljku
u kojem se govori o translatornom kretanja nebeskih tela. Ona bi bila strogo is-
punjena kada bi ta tela bila lopte, koje se sastoje od koncentri¢nih slojeva od ko-
jih je svaki za sebe homogen. Iako taj slucaj nikad nije (strogo) ostvaren u prirodi,
odstupanje se mora uzeti u obzir samo u retkim prirodnim slucajevima, kao kod
kretanja naseg Meseca, a po pravilu kod vestackih nebeskih tela. Iz tih otstupanja
moze se odrediti spljoStenost nase Zemlje, o ¢emu ¢e jos biti govora.

14. Jo$ ponesto o astrodinamici. U neku ruku se moze konstatovati

da je naucni i tehnologki razvoj s kraja XX stoleca zaokruzio definicioni ba-

lans velikih teorijskih dostignu¢a fundamentalnih nauka od kraja XVIII do

pocetka XX stole¢a. Tako se u klasifikaciji nauka sve ¢eSée nebeska mehanika iden-

% tifikuje kao jedinstvo i raznolikost tri discipline: matematicke nebeske mehanike,

fizicke nebeske mehanike i astrodinamike. Uocljivo je da je ova poslednja dobila i
sopstveni naziv.

Matematicka nebeska mehanika se pretezno bavi resavanjem zadataka (odredi-

#* vanjem) prostornog kretanja nebeskih tela tragajuéi za opstim metodama, koje bi
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mogle da se primene u §irokoj klasi problema i zadataka mehanike u celosti. Is-
$% tovremeno je moguca i idealizacija zadataka da bi se mogli primeniti opsti analiticki
metodi (n.pr., potencijalni), ali se pri tome moZe pokazati da je zadartak daleko
% od realnosti ili je njegovo resenje nepogodno za prakti¢no koriséenje. U svakom
slucaju, kada se dode do resenja modelnog zadatka, ono se koristi nezavisno od
programskih zahteva, racunskih i drugih slabosti i nedorecenosti.

Obja8njavanjem posmatrackih pojava i numeri¢ckom ocenom fizickih konstanti,
koje ulaze u analiticke relacije kako astronomije uopste, tako i nebeske mehanike
posebno, bavi se fizicka nebeska mehanika. Na ovom stadijumu vazan je rezul-
tat, a ne put kojim se do njega doslo.

Pojam astrodinamike se odnosi na ”tre¢i pravac” u nebeskoj mehanici: teorija
i praksa odredivanja, integracije i popravke parametara realnih—stvarnih orbita, sa
posebnim osvrtom na orbite veStackih nebeskih tela. Astrodinamika ne koristi
samo gotove recepte matematicke i fizicke nebeske mehanike, veé resava i sopstvene
zadatke i razvija sopstvne metode. Dokaz postojanja reSenja je ¢esto poslednja
etapa u matematickoj nebeskoj mehanici i prva etapa u astrodinamici, pri ¢emu
se u astrodinamici skoro po pravilu vrsi analiza i komparacija svih postojeéih
reSenja, da bi se, u sluc¢aju potrebe, brzo i efikasno izbralo za konkretnu situaciju,
optimalno resenje.

Fizicke konstante, koje definiSu svojstva realnog sveta i jesu predmet fizicke
mehanike, predstavljaju poseban interes za astrodinamiku, kako sa stanovista ulaz-
nih parametara, tako i sa stanovista njihove korekcije i optimizacije kroz resavanje
konkretnih astrodinamickih zadataka i problema.

U tom kontekstu, kosmicka navigacija je nastala pri reSavanju problema odre-
divanja orbita nebeskih tela uopste, nebeskih letilica i vestackih objekata posebno i
predstvalja prevashodni principijelni rezultat nebeske mehanike, a ne terestri¢ne
(recimo: pomorske i aero) navigacije. Skoro da je izvesno da su pokusaji da se isko-
riste navike i metode pomorske i aero navigacije u razradi osnova kosmicke navi-
gacije izazvali znatno usporenje njenog razvoja i otezali njeno poimanje. Parafrazi-
rajudéi sentencu poznatog americkog struc¢njaka za astrodinamiku Semjuela Herika,
mozemo reéi:

” Aeronautika je za ptice, a metode nebeske mehanike su za kosmicke ob-
jekte”.

15. Kretanje tela promenljive mase: Zakoni reaktivnog pogo-

na. Ako je masa tela u kretanju konstantna, kako je to usvojeno u Njut-

novoj mehanici, tj. ako se masa uopste ne menja i u toku kretanja nema ni
pripajanja ni odvajanja mase, onda vazi drugi Njutnov zakon (osnovna jednacina
dinamike - W je ubrzanje tela, K je koli¢ina kretanja tela mase m)

dt — dt
Medutim, od velikog prakti¢cnog znacaja je proanalizirati kretanje tela cija se
masa u toku vremena menja m = m(t) (mehani¢kim odvajanjem - odbacivanjem ili
pripajanjem, ali ne u smislu teorije relativnosti). Na takvo telo u kretanju dejstvuje
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u smislu akcije i reakcije tzv. reaktivna sila. Kretanje takvog tela opisuje jednacina %
Mescerskog za izraz rektivne sile i obrazac Ciolkovskog koji odreduje brzinu v kre- $%
tanja usled takve sile u zavisnosti od brzine ¢ odvajanja mase u slu¢aju odbacivanja
mase. Kada se masa tela smanjuje, brzina tela se povecava, dok se u slucaju do-
davanja mase brzina smanjuje. Izvodenje ovih (osnovnih) relacija reaktivnog pog-
ona prikazacemo ovde u izvesnoj meri kriticki s obzirom na polazne stavove pri nji-
hovom izvodenju.

Dakle, ako za silu akcije uzmemo silu F kojom se masa dm izbacuje brzinom ¢
za elementarno vreme dt

- dm
F=¢—
“at
L - ST . . . du
onda ce sila reakcije biti sila R koja masi saopStava ubrzanje I
~ dv
R=m—
"t
Iz zakona akcije i reakcije proistice da je R = —F odnosno
dv dm
— = —C— 1.15.1
Tt Tt (1.15.1)

—

du
Kako su vektori o i ¢ kolinearni mozemo prethodnu relaciju napisati u skalarnom
obliku

dv dm

Tt Tt

pri ¢emu je dm/dt uzeto apsolutno (dm/dt > 0). Pri ta¢nom ra¢unu za smanji-

$%% vanje mase tela biée dm/dt < 0 pa se to zove brzina rashoda mase. Sa druge strane,

ako se telo krece brzinom ¢ u odnosu na neki nepokretni referentni sistem i ako je

brzina izbac¢ene ¢estice u odnosu na taj isti nepokretni sistem #, tada je ¢ =4 — U

relativna brzina cestice u odnosu na pokretno telo. Najzad, kretanje ovakvog tela

moze se (kad je re¢ o njegovom progresivnom kretanju) posmatrati kao kretanje

materijalne tacke samo pod pretpostavkom da je pri smanjenju mase tela pomer-
anje centra mase (tezista) u samom telu zanemarljivo.

) Dakle, reaktivna sila F, (jednacina Mescerskog) glasi

(1.15.2)

- dm dm
Fr:—ﬂiz—ﬂ—ﬁi 1.1.
c— (@ — v) o (1.15.3)
ili u skalarnom obliku
dm
F,=—c— 1.15.4
c— ( )

U slucaju da na uoceno telo osim reaktivne sile E. dejstvuje jos neka spoljasnja ak-
tivna sila F' vektorska diferencijalna jednacina kretanja tela imace oblik

m—=mW =F+F,=F —¢— (1.15.5)
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Nedoumicu moze da izazove jo$ i pitanje, kako to da ”reaktivna sila”, kao un-
utrasnja sila, moze da pokrene telo, a receno je, s obzirom na zakon o odrzanju
koli¢ine kretanja, da (bez obzira na njihov mehanizam) unutrasnje sile ne mogu uti-
cati na kretanje tezista. Medutim, unutrasnje sile mogu pomerati pojedine delove
tela jedne u odnosu na druge i u nasem slucaju reaktivna sila unutrasnjeg porekla,
koja nastaje pri odvajanju mase, ustvari, pokrec¢e preostali deo tela posle izbaci-
vanja dela mase.

Jednagina (1.15.2) se mozZe napisati u obliku

mdv = —cdm, odn. dv = —cd—m (1.15.6)
m

odakle se integracijom od nekog trenutka ¢y do trenutka t dobija

¢ M
v—vg=clnm =clnh— (1.15.7)
to m

gde je vg brzina tela u trenutku tg, a v njegova brzina u trenutku ¢, dok je M masa
tela na startu za t = tg, a m masa kao funkcija vremena u odredenom (kasnijem)
trenutku ¢.

Ako je vg = 0, onda se prethodni obrazac moze napisati u obliku

M
v=cln— (1.15.8)
m

i to je obrazac Ciolkovskog za odredivanje brzine tela, kad je brzina odvajanja mase
(isticanja gasova) jednaka c. Brzina v je ona brzina koju telo (raketa) postize, ako
se ne uzima u obzir gravitacioni ili neki drugi uticaj (na primer otpor vazduha) i na
nju nema uticaja oblik putanje. Treba samo obratiti paznju da je integracija izve-
dena pod pretpostavkom da je brzina ¢ u posmatranom intervalu ¢ — ¢y konstantna
ili bar priblizno konstantna.

Primer 1. Izvedimo, na kraju, jednacinu kretanja tela promenljive mase na pri-
meru kretanja rakete.

Princip funkcionisanja rakete je relativno prost. Raketa izbacuje materiju (gas)
delujuéi na njega velikom silom. Materija koju ona pri tom izbacuje, deluje na
raketu jednakom ali suprotno usmerenom silom, saopsStavajuéi joj odgovarajuce
ubrzanje. Ukoliko nema spoljasnjih sila, raketa i izbacena materija ¢ine zatvoren
sistem te se njegov impuls ne moze menjati sa vremenom. Na tom principu i rade
rakete. Celishodno je medutim razmatrati opstiji slucaj, tj. pretpostaviti da na
raketu deluju i spoljadnje sile. To mogu biti, na primer, sila zemljine teze, gravita-
ciono privlac¢enje od strane Sunca i planeta, sila otpora sredine kroz koju se krece
raketa, ... Neka su m(t) i ¥(t) masa i brzina rakete u proizvoljnom momentu vre-
mena t. Impuls rakete ée u tom trenutku biti p(t) = m¥. Za interval vremena dt
masa rakete i njena brzina Ce imati prirastaje dm i dv jer je za navedeno vreme
raketa potrosila dm goriva i izbacila ga kao gas (kao produkt sagorevanja goriva)
pa se time njena masa promenila za taj iznos*. Impuls rakete ¢e u trenutku ¢ + dt

* u ovom slu¢aju dm < 0
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biti (m 4 dm)(¥ + dv). Ukupan impuls sistema sadrzi jos i impuls gasa izbac¢enog
za dati interval vremena dt, odnosno sabirak

dmgasvgasv

gde je Ugqs brzina izbacivanja gasa,a dmgqs njegova masa. Razlika impulsa u tre-
nutku ¢ +dt i t predstavlja priprastaj, a on je, prema II Njutnovom zakonu, jednak

F dt, gde je F rezultanta svih spoljasnjih sila koje deluju na raketu, odnosno vazi
jednacina

(m + dm)(T + dF) + dmgasTyas — ms = Fdt (1.15.9)
t].

mT 4+ mdv + dmv + dmdt + dmgesTgas — MU = Fdt (1.15.10)

Nakon sredivanja, odbacivanja proizvoda dm dv kao infinitezimale viSeg reda,
primene zakona odrzanja mase dm + dmges = 0 i uvodenja relativne brzine isti-
canja gasa u odnosu na raketu v, = ¥yqs — U, ova jednacina poprima oblik

mdi = Gredm + Fdt (1.15.11)
a nakon deljenja sa dt dobijamo
duv dm = =
— = Upe— + F 1.15.12
mar T e ( )

Napomena: Jasno je da je v,.¢; relativna brzina isticanja gasa u odnosu na raketu,
ranije oznacavano sa ¢, isto tako, brzina isticanja gasa u odnosu na neki nepokretni
referentni sistem ovde je obeleZena sa ¥yqs umesto sa @ uglavnom zbog konkretni-
jeg ukazivanja na pripadnost odgovarajuéih brzina.

Po formi je izraz (1.15.11) jednak drugom Njutnovom zakonu. Razlika je u tome
Sto u ovom sluc¢aju masa nije konstantna veé¢ se menja sa vremenom (otpadanje,
odvajanje materije). Spoljasnjoj sili je dodat jos jedan ¢lan

L dm
'Urelﬁ ;
koji predstavlja takozvanu reaktivnu silu, tj. silu kojom na raketu deluju gasovi
koje ona izbacuje. Ovu jednacinu je, kao $to smo rekli, prvi dobio ruski nau¢nik
Mescerski (1898.) po kome ona i nosi ime — jednac¢ina Mescerskog odnosno jednacina
kretanja tela promenljive mase.
Primenimo sada jednac¢inu MesScerskog na kretanje rakete na koju ne deluju

—

spoljasnje sile. U tom sluc¢aju (F = 0) ona glasi

mdv = U, dm

Ovu vektorsku jednacinu je najpraktic¢ije projektovati na osu koja se poklapa sa
pravcem kretanja rakete i usmerena je u smeru tog kretanja. Tako dolazimo do
sledece skalarne jednacine

mdv = —vpgdm .
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Brzina isticanja gasova se u principu menja tokom leta rakete, ali, radi jednos-
tavnosti, moze se razmatrati slucaj kada je ona konstantna. U tom slucaju je
reSenje prethodne jednacine

d
vz—vrelf%:—vrellnm+0.

Vrednost konstante integracije C' je odredena pocetnim uslovima. Pretpostavimo
da je u pocetnom trenutku vremena brzina rakete bila jednaka nuli, a da je njena
masa bila mg. Tada ova jednacina daje

0=—vpeIn mg+C,

odnosno C = v,.¢; In mg. Odavde je sada

mo
V= Vpg In —
m
odakle se za promenu mase rakete sa vremenom dobija jednacina

v

m = mgpe Urel

Ova jednacina se naziva formulom Ciolkovskog (1903.).

Napomena: Ovde neéemo ulaziti u detalje konstrukcije kosmickih raketa nosaca
i izbora materijala za njihovu gradnju i vrste goriva koje se koriste za reaktivni
pogon. U nastavku se nalaze samo snimak jedne od nose¢ih raketa iz serije Sat-
urn V neposredno pre lansiranja na rampi u Hjustonu (Slika 1.15.1.) i shema njene
strukture (Slika 1.15.2.) iz kojih se moze naslutiti o kakvim projektima i realizaci-
jama se radi. Radi ilustracije dimenzija, na slici 1.15.2. su u donjem levom uglu, u
zoni mlaznica, nacrtane ljudske figure.
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Slika 1.15.1 Raketa Saturn V na lansirnoj rampi
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1PITCH MOTOR (SOLID) 13 300 NEWTONS THRUST

1 TOWER JETTISON MOTOR (SOLID) 178 000 NEWTONS THRUST
LAUNCH ESCAPE SYSTEM

1 LAUNCH ESCAPE MOTOR (SOLID) 667 000 NEWTONS THRUST

378 LITERS MONOMETHY LHYORAZINE (REACTION CONTROL SYSTEM) s AFILLOGOMMAND MDDULE
227 LITERS NITROGEN TETROXIDE (REACTION CONTROL SYSTEM) e [X 7R 12 CONTROL ENGINES (LIQUID) 330 NEWTONS THRUST EACH
9500 LITERS NITROGEN TETROXIDE =—mmmmeed 1§ | 16 CONTROL ENGINES (LIUID) 445 NEWTONS THRUST EACH
8000 LITERS HYDRAZINE/UNSYMMETRICAL o]\~ SERGIEENUDILE
DIMETHYL HYDRAZINE

1 ENGINE P-22K S (LIQUID) 97 400 NEWTONS THRUST
16 ATTITUDE CONTROL ENGINES (LIQUID) 445 NEWTONS THRUST EACH
1 ASCENT ENGINE (LIQUID) 15700 NEWTONS THRUST

. | DESCENT ENGINE (LIQUID) 4670 TO 46 700 NEWTONS THRUST

LUNAR MODULE

3800 LITERS NITROGEN TETROXIDE
(LUNAR MODULE ASCENT/DESCENT STAGE)

4500 LITERS HYDRAZINE/UNSYMMETRICAL DIMETHYL HYDRAZINE

(VARIABLE)
AR M A T/ T STA
{LUN 0DULE ASCENT/DESCENT STAGE) INSTRUMENT UNIT
253 200 LITERS LIQUID HYDROGEN ’—. = THIROSTAGE
" A
92 350 LITERS LIQUID DXYGEN 1 GATTITUDE CONTROL ENGINES {LIQUID) 654 NEWTONS THRUST EACH
95 LITERS NITROGEN TETROXIDE 2 ULLAGE MOTOQRS (SOLID) 15 100 NEWTONS THRUST EACH
' (AUXILIARY PROPULSION SYSTEM)

114 LITERS MONOMETHY LHYDRAZINE ZULLAGE ENGINES (LIQUID) 320 NEWTONS THRUST EACH

(AUXILIARY PROPULSION SYSTEM)

4 RETROMOTORS (SOLID) 158 800 NEWTONS THRUST EACH

1 J:2 ENGINE (LIQUID) 889 600 NEWTONS THRUST

1000 000 LITERS LIQUID HYDROGEN

101.6 METERS L SECOND STAGE

331000 LITERS LIQUID OXYGEN

8 ULLAGE MOTORS (SOLID) 101 000 NEWTONS THRUST EACH

§J:2 ENGINES (LIQUID) 889 600 NEWTONS THRUST EACH
(LATER UPRATED TO 1023 000 NEWTONS}

1311100 LITERS LIQUID OXYGEN -

FIRST STAGE

810 700 LITERS RP-1 (KEROSENE) mepms=t=

]

8 RETRO MOTORS (SOLID) 391 000 NEWTONS THRUST

5 F-1 ENGINES (LIQUID) 6 672 000 NEWTONS THRUST EACH
(LATER UPRATED TO 6 805 000 NEWTONS)

Slika 1.15.2 Shema rakete Saturn V
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16. Kosmicka navigacija. I pored svega, veoma je poucno izloziti opstu
predstavu o navigaciji, uporediti i protivstaviti astrodinamiku i pomorstvo,
posmatracke metode i metode odredivanja putanja i upravljanja u kosmickom
prostoru i na Zemlji kao i presatelitsku i postsatelitsku kosmicku navigaciju.
Problem odredivanja trajektorije ili orbite mozemo da ilustrujemo na jednos-
tavnom navigacionom zadatku:

Zadatak 1. Date su dve tacke A i B i treba odrediti — izracunati kurs C I rasto-
janje D (Slika 1.16.1.).

U pomorstvu se usvaja reSenje po ko-
jem su kurs C' i rastojanje D luk ve- N
likog kruga kroz tacke A i B, sa cen- i
trom u sredistu Zemlje; ovde se uvodi i
pojam optimizacije, koji se kasnije po-
¢eo primenjivati i u avijaciji. U kos-
mickoj navigaciji takav primer je izra- B
¢unavanje trajektorije preleta sa Zem-
lje na Mars. Prvo se nalazi najjednos- c
tavnije reSenje, recimo: trazena trajek- b
torija moze biti Keplerovska orbita, pa
se zadatak postepeno usloznjava — u-
zimaju se u obzir poremecaji, aktivni
segmenti letilice, uslovi optimalnosti,
instrumenske greske ...

U presatelitskoj kosmickoj navigaciji i pored toga sto je dovoljno dobro reSavan
zadatak odredivanja orbite iz posmatranja, za obi¢nog smrtnika racun orbita nije
bio nista vise do teorijska i misaona vezba ili matematicka apstrakcija.

Slika 1.16.1. Osnovni zadatak navigacije

Zadatak 2. U uslovima zadatih pocetnog polozaja A, kursa C i preliminarno (za
datu brzinu i vreme) izracunato rastojanje D nadi tj. integraliti trajektoriju — or-
bitu, odnosno odrediti polozaj B.

U kosmickoj navigaciji se koriste jednostavni analiticki integrali Kepleroviskih
orbita ili se uzimaju u obzir i znatno slozeniji efekti — poremecaji, ¢eoni otpor, rel-
ativisticki efekti i sl. — pomoéu numericke integracije ili preko razvoja u red i kas-
nijim integraljenjem u kvadraturama.

Razlika kosmicke i nazemne navigacije najociglednija je iz razlike u posma-
trackoj praksi. U nazemnoj navigaciji se sve svodi na neposredno usavrsavanje
instrumenata (od sekstanta tacnosti jedne lu¢ne minute, preko mikroskop—mikro-
metra tac¢nosti desetinke lu¢ne sekunde, do elektronizovanih pribora tacnosti sto-
tog dela luéne sekunde). Tamo gde prestaje, tj. gde se dostize granica ta¢nosti
nazemne navigacije, pocinje posmatracka ta¢nost kosmicke navigacije, pri ¢emu se
dalja poboljsanja dostizu kako kroz razradu novih metoda (interferometrija, laserko
daljinomerje i sl.), tako i preko razrade specijalnih metoda obrade posmatranja i
uklanjanja gresaka, tj. njihove optimizacije.

Konacno, zadatak korekcije orbite svodi se na otklanjanje sistematskih gresaka
iz posmatranja i minimizacije slucajnih gresaka. Za odredivanje integracionih kon-
stanti vazno je vreme koje je proteklo od pocetka kretanja, a kako vreme odmice, po
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pravilu, povec¢ava se tacnost odredivanja raznih posmatrackih veli¢ina. Tako se ko-
riste statisticke i rekurentne metode, rezultati integracije se dobijaju sa uve¢anom
ta¢nos¢u. Na ”visim” etapama odredivanja priblizne orbite, sa odgovaraju¢om ”za-
lihom” posmatrackih podataka, procedura moze da se prosiri na trodimenzioni (a
ako imamo i podatke o brzinama: na Sestodimenzioni) slu¢aj nazemne navigacije
u zadatku sa uporisnom tackom. Medutim, u tacnoj kosmickoj navigaciji, u prvoj
fazi korekcije orbite ovakva procedura moze da uzrokuje ozbiljne greske i ne treba
je primenjivati.

Takozvana diferencijalna navigacija, koja je najomiljeniji metod navigatora u
avijaciji, u kosmickoj navigaciji nije mogla da se uspes$no primeni. Medutim, up-
ravljanje i fizicka korekcija orbite u navodenju na cilj ili zahvatu cilja dobili su
svoje mesto u primenjenoj kosmickoj navigaciji. Algoritmi po kojima se ra¢unaju
potrebni podaci za pilota letilice ili automat, slicni su matematickim algoritmima
za korekciju orbite. Intermedijarno i terminalsko upravljanje su pojmovi nastali u
procesu razvoja navigacije i moraju da se jasno razgranice, posebno u problemima
upravljanja susretima, presretanjima i sudarima letilica. Ne treba naglasavati da je
prisutnost modernih i specijalizovanih kompjuterskih i ziroskopskih sistema, kako
na letilici tako i na dislociranom komandnom punktu, uslov egzistencije i opstanka
kosmicke navigacije

17. Ziroskopi kao elementi navigacionih i stabilizacionih kom-

pleksa. Ovde se moramo podsetiti da je jedan od osnovnih ciljeva astro-

nomske prakse realizacija teleskopskih sistema uz uslov minimalnih nega-
tivnih uticaja, medu kojima Zemljina atmosfera predstavlja skoro najznacajniji
izvor tih i takvih uticaja. U tom smislu postavljanje i eksploatacija teleskopa
vezanih za kosmicku letilicu predstavlja znacajan korak napred ali i veoma komp-
likovan i tezak poduhvat. Ostvarivanje osnovnih funkcija teleskopa u uslovima kada
se njegovo postavljanje sa veStackim nebeskim telom izvrsi, zahteva prisustvo vi-
sokokvalitetnih sistema za stabilizaciju i orijentaciju, kako nosaca letilice u odnosu
na eksterni inercijalni ili kvaziinercijalni sistem, tako i samog teleskpa u odnosu na
tu letilicu.

Kako to izgleda u jednom od savremenijih medunardnih projekata ukratko éemo
izloziti na primeru Habl nebeskog teleskopa. Osnovni kontrolni, stabilizacioni i ori-
jentacioni instrumenti i pribori dati su na slici 1.17.1. i oznaceni su kao: ziroskopi,
reaktivni diskovi i senzori finog navodenja. Ovde ¢emo samo u kratkim crtama
opisati njihovu ulogu u sistemu teleskopa.
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HABL SISTEM ZAKONTROLU
| POZICIONIRANJE REAKTIVNI

/7 DISKOVI
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Slika 1.17.1 Habl nebeski teleskop i njegov sistem za kontrolu i pozicioniranje
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Dinamika tacke i satelitske orbite

1. Zakon o koli¢ini kretanja (impuls). Proizvod mase materijalne
tacke i njenog vektora brzine naziva se koli¢ina kretanja — impuls* (nalet)
pokretne tacke

K=mV. (2.1.1)
Posto je masa pozitivan skalar vektor kolicine kretanja je vektor kolinearan sa vek-
torom brzine, samo mu je intenzitet povecan m puta. Izvod ovog vektora po vre-
menu

L dK d _ 2, -
K=—=—(mV)=mV =mW 2.1.2
7 = gV =mV=m (2.1.2)
jednak je promeni kretanja (Njutn: mutatio motus). Kako je masa konstantna to $§
je izvod jednak sili koja deluje na materijalnu tacku

= —

K=F. (2.1.3)

Ova vektorska jednacina predstavlja zakon kolicine kretanja koji se moze ovako &%
iskazati:

Izvod koli¢ine kretanja po vremenu jednak je sili koja deluje na materi-
jalnu tacku.

2. Sila i koli¢ina kretanja — impuls. Njutnov zakon kretanja je for-

mulisan za materijalnu tacku. Kao sto je ve¢ navedeno u prethodnom para-

grafu, ukoliko se masa m materijalne tacke pomnozi njenom brzinom ‘7,
rezultat se naziva koli¢ina kretanja ili impuls

—

K=mV. (2.2.1)

* Prema Njutnu: quantitas motus; ideja se nalazi ve¢ kod Dekarta (R. Descartes, 1596-1650)
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Brzina V je merena u odnosu na inercijalni referentni sistem i za polozaJ mater-
ijalne tacke dat (polozajnim) vektorom 7 brzina ée biti definisana sa V=r (vidi
ranije). Na osnovu drugog Njutnovog zakona, promena koli¢ine kretanja materi-
jalne tacke u nekom vremenskom intervalu jednaka je sili koja je proizvodi i ova
promena se vrsi u smeru delovanja te sile

K=F. (2.2.2)

Ukoliko je m konstantno, jednacina se moze zapisati i kao

F=mV =mr. (2.2.3)
Njutnov prvi zakon, koji je osnova za statiku, jeste u stvari specijalni slucaj dru-
gog Njutnovog zakona, gde je sila F jednaka 0. Zapravo, ovo znaci da, ukoliko vise
sila deluje na materijalnu tacku tako da je rezultujuéa sila jednaka 0 (ﬁ =K = 0),
materijalna tacka ostaje u stanju mirovanja (K = O) ili nastavlja da se pravolinij-
ski kre¢e ravnomernom brzinom (Sto znaci da je K= const.).

3. Impuls sile i koli¢ina kretanja. Ukoliko se sila F pomnozi sa dt, a
potom integrali, dobija se:

ta ,  t gy = -

[Fdt = [ m—dt =mV, —mV; . (2.3.1)
b & dt

Vremenski integral sa leve strane jednacine naziva se impuls sile, tako da jednacina
(2.3.1) ukazuje na to da je promena u koli¢ini kretanja materijalne tacke jednaka
impulsu sile koja deluje na tu materijalnu tacku.

\%

1 2 1 = Va2
—— —s e ——
Pre sudara Posle sudara
Slika 2.3.1. — Impuls pre sudara jednak je impulsu posle sudara

Kada se dva tela medusobno sudare, tj. kada (u meri sistema) velika sila f(t)
deluje u veoma kratkom vremenskom intervalu, na osnovu trec¢eg Njutnovog za-
kona, impulsi Ifdu koje dobijaju (daju) ova (dva) tela moraju biti jednaki (po in-
tenzitetu) i suprotnog smera. Kako je impuls jednak promeni koli¢ine kretanja, ako
posmatramo ova dva tela kao sistem, impulsi sudara ponistavaju jedan drugog. Na
osnovu ovoga, promena koli¢ine kretanja u posmatranom sistemu jednaka je nuli, a
koli¢ina kretanja pre sudara mora biti jednaka koli¢ini kretanja nakon sudara. Po
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pravilu, kada dode do sudara dolazi i do gubitka energije te je impuls posle sudara
(relaksacija—opustanje) manji od impulsa u trenutku sudara (kompresija—sabijanje).
Za slucaj centralnog sudara odnos ova dva impulsa ¢emo oznaciti sa e i nazvati
koeficijent restitucije. Ovaj koeficijent se moze prikazati u zavisnosti od brzine:

. (ff : dt) el Uy — U1 __odlazne brzine (2.3.2)
a (If dt) V., -V, dolazne brzine ' -

com.

Dakle, ukoliko se prilikom sudara ne gubi energija, sudar je elastican i e = 1. Me-
dutim, kada je sudar plastican, koeficijent restitucije je nula i e = 0. U opStem
slucaju, koeficijent restitucije, e, zavisi od gradivnosti (materijala), oblika i brzine
ta dva tela.

4. Rad i energija. Ukoliko sila deluje na materijalnu tacku tako da je

pomeri za neko rastojanje dr, tada je rad koji je sila izvrsila jednak skalarnom

proizvodu F.dr. Ukupan rad koji se izvrsi prilikom pomeranja od 7 do 75
je tada jednak:

A= fzﬁdF. (2.4.1)

1

Zamenom sile F i promenljive d = Vdt (uz oznaku |V| = v), dobija se izraz za rad

av 12 d - 7 1t 1 1
Fdi = [m— Vdt == [m—(V - - —th —mv3 — —mv7 .
T{ iz fm o 2t{ y ( 2f v 57y — 5mo;
(2.4.2)
Skalarna velicina %mv2 se naziva kineticka energija tacke, tako da je rad koji izvrsi

sila jednak promeni kineticke energije te tacke.

Ovim smo definisali rad konzervativne sile koji je zavisio samo od polozaja
tacke, a ne i od duzine puta koji tacka prede pod dejstvom sile. Na osnovu ovoga
mozemo reci da je rad koji se izvrsi pod dejstvom konzervativne sile jednak nuli na
bilo kojoj zatvorenoj putanji.

$F-di =0. (2.4.3)

Drzeéi se slitnog pristupa, mozemo da definiSemo potencijalnu energiju kao rad
konzervativne sile na pomeranju neke tacke iz polozaja 1 u neki referentni polozaj
0.

o _,
JF-drf=U(m) . (2.4.4)
r1

Svakoj tacki u prostoru se moze dodeliti skalarni potencijal U(7), koji ¢e zavisiti

od referentne tacke. Posmatrajmo rad izvrsen pod dejstvom konzervativne sile od

polozaja ; do 75. Kako rad ne zavisi od predenog puta, mozemo pisati:
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T2 T0 T2 T0 T0

[F-di=[F-dfi+ [F-df= [F-di — [F-dF =U("7) - U(7) . (2.4.5)

1 T1 To T1 T2
Iz gore prikazanog se vidi da je rad koji se izvrsi od 71 do 75 jednak razlici potenci-
jala —[U(7y) — U(#)] pri ¢emu rezultat ne zavisi od referentne tacke. Dakle, da bi
rad neke sile zavisio samo od krajnjih tacaka ta sila mora zavisiti samo od polozaja
i elementarni rad mora biti totalni diferencijal neke skalarne funkcije U (7)

Fdi = —dU . (2.4.6)

NAPOMENA: Rad nece zavisiti od puta ve¢ samo od pocletnog i krajnjeg poloZaja pokretne tacke,
ako je sila gradijent neke skalarne funkcije zavisne samo od polozaja. Ta skalarna funkcija se zove
funkcija sile a skalar sa suprotnim znakom V' = —U je potencijal sile ili potencijalna energija.
Sila koja ima takvu funkciju sile naziva se konzervativna sila. Takode, sila je konzervativna ako je
rotF =0 (pogledati odeljak 1.7. — Diferencijalni operatori).

U konzervativnom sistemu, ukupna energija je konstantna. Ako oznac¢imo ki-
neticku energiju slovom T, jednacina (2.4.2) se moze napisati kao

T2
[F-di =Ty =Ty = —(Uy — Uy) (2.4.7)

1

odnosno, sredivanjem dobijamo

To+Us =T, + U, (2.4.8)

Sto predstavlja princip odrzanja energije u konzervativnim sistemima.
Kao primer konzervativne sile, moze se uzeti gravitaciona sila Zemlje, koja je
obrnuto proporcionalna kvadratu udaljenosti od centra Zemlje,

F=—mg <R>2 (2.4.9)

r

pri ¢emu su ¢i R gravitaciono ubrzanje na Zemljinoj povrsini i polupreénik Zemlje,
redom. Na visini A u odnosu na Zemljinu povrsinu potencijalna energija, odnosno,
potencijal mase m jednak je

R R\? 1 1 h
U(h) = -mg | =) -dif =mgR> (—)zm — . (2.4.10
) R-{h g(r> g R R+h g(l—i—%) ( )

Jasno je da je za male visine h koliénik h/R zanemarljivo mali te se jednacina za
potencijalnu energiju svodi na jednostavan oblik

U(h) = mgh . (2.4.11)
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5. Moment koli¢ine kretanja. * Moment koli¢ine kretanja (kineticki
moment) u proizvoljnoj tacki O je

ho = 7 x mR (2.5.1)

gde je R apsolutna brzina tacke mase m, a 7 vektor polozaja tacke u odnosu na
izabrani pol O. Diferenciranjem ove jednacine dobija se

ho =7 x mR+7xmR . (2.5.2)
Z
A

X
Slika 2.5.1. — Moment u odnosu na O impulsa [mf{'] je [F % mﬁ]

Zamenom R = Ry + 7, pri ¢emu je 7 x 7 = 0, jednacina (2.5.2) postaje

Da bi se uspostavila veza izmedu ﬁo i momenta Mg sile F' = mR koja deluje na
tacku, imamo

- o o . d . o
Mozf'me:Fxm(Ro+ﬁ:%(Fxmﬁ—Rome’. (2.5.4)
Zamenom My = 7 x mR u jednacinu (2.5.3) mozemo dobijamo

MO = Eo + ﬁo X mi . (255)
Na osnovi jednacina (2.5.4) i (2.5.5) sledi nekoliko interesantnih zakljucaka:
(a) Ako je tacka O fiksirana u prostoru tada je By = By = 01 7 = R i dobijamo
jednostavnu jednacinu

=

My = hy

* u literaturi se ¢esto nalazi naziv Moment impulsa ili ugaoni moment
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(b) Ako se tacka O krece konstantnom brzinom, ]:fo =0, tada je

. d .
Moza(rxmr)

sto kazuje da je moment sile jednak brzini promene postojeteg momenta koli-
¢ine kretanja datog preko relativne brzine 7.
(¢) Ako su ﬁo irili ffo ir paralelni tada opet vaze pojednostavljene jednacine.
(d) Ako sistem sadrzi vise od jedne mase, tada drugi ¢lan u jednacini (2.5.4) ima
oblik —Ry x " m#, 5to je jednako nuli (3> m# = 0) kada se tacka O podudara
sa centrom mase. Jednac¢ina momenta je tada ista kao i u slucaju (b).
Primer 2.5.1. Pretpostavimo da se na oba kraja nekog idealnog Stapa (bez tezine)
nalaze dve mase i neka je duzina tog Stapa jednaka l. Pretpostavimo i da je taj Stap

pao bez rotacije i neka je leva masa udarila o ivicu brzinom v. Ukoliko se koeficijent
restitucije oznaci sa e, treba utvrditi ugaonu rotaciju predmeta odmah nakon udara.

ev

T

Primer 2.5.1.

l.
Brzina centra mase neposredno nakon udara je ev — 56, a promena u koli¢ini kre-
tanja je
l.
[ fdt =2m|ev— 56 — (—2mw) . (a)

Dalje,

lffﬁ om (! % (b)

= =2m| = .

2 2
Eliminacijom integrala, ugaona brzina neposredno nakon udara ¢e biti,

é:§u+@. (c)

6. Kretanje pod dejstvom centralne sile. Sila koja je uvek usme-
% rena ka nepokretnoj tacki naziva se centralna sila. Ako se tacka O u sis-
temu polarnih koordinata uzme za nepokretnu tacku, moment centralne sile

u tacki O biée nula.
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Slika 2.6.1. — Radijalna i transverzalna komponenta orbitalne brzine

Prema tome, moment koli¢ine kretanja u tacki O je konstantan.

h =7 xmV = const. . (2.6.2)
Iznos vektorskog proizvoda
L= T xdr
xV
< V]| pm

jednak je dvostrukoj povrsini koju ”prebrise” radijus vektor u jedinici vremena, a
jednak je i momentu koli¢ine kretanja jedini¢ne mase koji ¢emo oznaciti slovom h;:

h=I|FxV]|=r%. (2.6.3)

Sada ¢emo ispitati kretanje pod dejstvom centralne sile F(r), koja predstavlja
neku proizvoljnu funkciju od r po jedinici mase. Radijalno i transverzalno ubrzanje
ée biti:

i —rg% = F(r) (2.6.4)

. Co1d ..
20 = 26 =0 . 2.6.
0+ 276 Tdtre 0 (2.6.5)

Iz druge jednacine ¢e se dobiti integral, uzimajuéi u obzir i jednacinu (2.6.3)

r?0=h= const,

Zamenom 6 = h/r? jednacina (2.6.4) dobija oblik

P — i F(r) (2.6.6)
ili, obzirom na
7= r@
- dr
dr  h?
f— = — 4+ F(r) . 2.6.
Uil + F(r) (2.6.7)
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Primenom integrala

h2
72 = 5 T2 [F(r)dr+C . (2.6.8)

Da bi se eliminisalo vreme, uzima se da je © = (dr/df)8 = (dr/d8)(h/r?), pa tako
jednagina (2.6.8) izgleda

2
dr 9 rt r
(d@) =—r +2ﬁfF(r)dr+Cﬁ . (2.6.9)

Kada je F(r) odredeno, jednac¢ina kruzne putanje se dobija integracijom gornje
jednacine.

Druga vazna jednacina je jednacina iz koje dobijamo brzinu kao zbir njenih
komponenti

V2 =72+ (r6)2 =2 [ F(r)dr + C . (2.6.10)

Obzirom da veli¢ina i smer h moraju biti konstantni, kruzna povrsina upravna na
h takode mora biti nepromenljiva. Dakle, kretanje pod dejstvom centralne sile za-
hteva konstantnu promenu i stalnu orijentaciju povrsine* . Kretanje planeta, na
osnovu drugog Keplerovog zakona, potvrduje gore navedene zahteve.

7. Problem dva tela. Posmatrajmo dva tela kao materijalne tacke koje
se kre¢u pod dejstvom medusobno privlacnih sila. Neka su 71, 75 i 7%, re-
spektivno, vektori polozaja svake od masa i njihovog centra mase*. Vektor

—

7' =71 — T2, pri ¢emu je 7 vektor koji definiSe rastojanje izmedu tacaka.
z

X

Slika 2.7.1. — Vektor pomeranja dve mase i njihovog centra mase ¢

* moze se reéi da je sektorska brzina (tj. brzina promene povrsine sektora) konstantna

* moze se redi i centar inercije
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Udaljenost tacaka od njihovog centra mase je [mo/(m1+m2)|7 1 [m1/(m1 +ms)]7,
te se 71 i T mogu prikazati preko 7. i ¥ na sledeéi nacin

ma -

7‘:’1 :7:’(/_|_ — 7 (271)
mi + mo

_ - my o

rT9 =7T¢— ——— T
mi + meo

Neka su F i Fy sile koje deluju, respektivno, na mq i mo, tada ¢e Njutnove jednacine
kretanja biti

— . . mims ER

Fi=mith =mire+ — F (2.7.2)
mq -+ mo

= N N mimsz -,

Fy =moty = morfe, — ———— T
mi1 + mo

Takode, moze se napisati i jednac¢ina za kineticku energiju

) )
miry morsy (m1 + mg) .9 1 mi1ms .9
T — — . = . 2.7.3

2 + 2 2 " 2\ my + mo " ( )

Ukoliko pretpostavimo da je sistem izolovan od dejstva spoljnih sila, tada ¢e rezul-
tujuca sila biti F=F +F = 0, sto zahteva da ubrzanje centra mase bude nula.
Tada se jednacina za silu svodi na

Fl=—F= <m1m2 ) i (2.7.4)

mi -+ mo

Jednacine (2.7.3) i (2.7.4) ukazuju na to da se problem dva tela moze svesti na
jedno telo mase (mymsz)/(m1 + ma) na udaljenosti 7 od centra mase, koji se ili ne
krece ili _Se ravnomerno kreée duz pravolinijske putanje. Treba primetiti da uslov
F1 —Fg ne zahteva da sile budu kolinearne, tako da u sistemu sila moze biti kako
spregnutog tako i kolinearnog medusobnog privlacenja.

Ukoliko je jedna masa veoma velika u odnosu na drugu, ekvivalent mase (mjms)
/(m1 4+ mg) se svodi na manju masu koja se kreée ka sredistu veée mase. Ovo je
osnovni uslov koji se uzima u obzir kada satelit ude u orbitu Zemlje. Ipak, vazno je
da se zna da imamo problem dva tela koji se moze analizirati kao ekvivalent prob-
lemu jednog tela.

Primer 2.7.1. Pretpostavimo da je odnos mase Meseca i zbira mase Zemlje i
Meseca poznat kao

ma

=
mi + mo

Posmatranjem sistema kao sistema nepokretnih zvezda, ugaona brzina u pravcu lin-
ije koja povezuje centre Zemlje i Meseca se moze izmeriti kao o = 2.66 x 107% rad/s.
Pokazacemo da udaljenost dva tela iznosi
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gR?

D¥=
w*(1—wu)

Slika 2.7.2. — Sistem Zemlja-Mesec i njihov centar mase

Izraz za centar mase mozemo prikazati kao jednac¢inu

miz = (D — x)ma, z = Du

gde je x rastojanje od srediSta Zemlje do centra mase i D rastojanje izmedu sredista
Zemlje i Meseca. Izjednacavanjem sile iz jednac¢ine (2.7.4) sa Njutnovom gravita-
cionom silom, dobija se

Gmims Kmo mimsa 2
= = Do
D2 D2 mi + mo
D3 — K(ml + mz)
m1w2

Zamenom 1 —p = my/(m1 +m2) i K = gR? dobija se

gR?

3 _
i

8. Orbite planeta i satelita. U problemu dva tela, gde je masa jednog

tela mnogo veéa u odnosu na masu drugog, kretanje manje mase se odvija

oko vece mase Cije je gravitaciono privlacenje obrnuto srazmerno kvadratu
rastojanja. Za veStacki satelit koji se kreée oko Zemlje kao svog centra, gravita-
ciono privlacenje je

GMm

r2
pri ¢emu su M i m, respektivno, mase Zemlje i satelita, G je konstanta, a r je
udaljenost mase m od centra Zemlje. Jednacina (2.8.1) se, takode, primenjuje na
sisteme Zemlja-Sunce i Zemlja-Mesec. Konstanta GM se moze dobiti i iz jednos-
tavnog eksperimenta padanja tela na zemljinu povrSinu. Ako je izmerena brzina
padajuéeg tela jednaka g za r = R, tada je F/m = —g = —GM/R?. Izvrsi¢emo

F=— (2.8.1)
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sad zamenu konstante GM = gR? slovom u. Konstanta u se, takode, moze dobiti
i iz merenja prilikom posmatranja kruzenja satelita oko Zemlje.

Pod pretpostavkom da je satelit uspesno lansiran, njegovo kretanje se vrsi u
odnosu na jednacine za:

Radijalnu silu

.. 2 M
P—rh = 77‘“—2 . (2.8.2)
Transverzalnu silu
. coo1d ..
21 =~-—1r?6=0. 2.8.
b+ 210 = ——r% =0 (2.8.3)

Druga jednacina dovodi do zakljucka da se moment koli¢ine kretanja odrzava (po
jedinici mase) 726 = h. S obzirom da je naSe interesovanje vezano za oblik orbite,
potrebno je eliminisati nezavisnu promenljivu ¢ zamenom na sledeéi nacin

o drg_hdr_ d1
deT r2de dor
Zamenom 1/r = u, dobija se sledeé¢a promenljiva
du
Lo tu
: a6
.. d?u . 5 od%u

Zamenom ovih veli¢ina u jednac¢inu za radijalnu silu, dobija se diferencijalna jed-
nacina orbite

d’u o
aez " R
Jednacina (2.8.4) je diferencijalna jednacina drugog reda i zahteva dve nezavisne
promenljive u opsStem resenju. Opste reSenje za ovu diferencijalnu jednacinu ¢e biti

+u (2.8.4)

u = % + Ccos(6 — 6p) (2.8.5)
M

h2
Konstanta 0y moze biti nula, kada se 6 meri od perigeja (perigee) (perigej: %
tacka na orbiti gde je rastojanje od sredista Zemlje najmanje).
Do konstante C' se moze doc¢i preko jednacine za energiju. Za telo koje se nalazi
na visini izvan uticaja atmosfere, sistem je konzervativan i ukupna energija tela
E =T + U na bilo kojoj orbiti je konstantna.
Da bi se odredila potencijalna energija tela jedini¢ne mase, za referentnu tacku ¢emo
izabrati tacku koja se nalazi u beskonac¢nosti. Tada iz jednacine (2.8.1) dobijamo

pri Cemu je parcijalni integral.

e dr v

Ulr)=—u/[ 5= —‘; : (2.8.6)

T
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Dodavanjem ove jednacine kinetickoj energiji tela jedini¢ne mase, ukupna energija
¢e biti

2

E:%—%. (2.8.7)
y 1 .
Izrazeno preko — =u i 6
r
2 2
I 21 = 12| C?sin® 6+ | % + Ccosb 2.8.8
ve =74 (r6)° = yra +u’| = sin” 6 + ﬁ—i_ cos . (2.8.8)

Svrstavanjem jednacina (2.8.5) i (2.8.8) u (2.8.7) rezultat ée biti

2
v 2Fh?
C? = (h?) <1+ — ) (2.8.9)

Jednacina za u sada se moze napisati kao

u= %(1 + ecosh) (2.8.10)

/ 2Eh?

Jednacine (2.8.10) i (2.8.11) se mogu primeniti na opsti slucaj kada se kre-
tanje vrsi pod dejstvom centralne sile (koja je, kao §to je poznato, obrnuto pro-
porcionalna kvadratu rastojanja), dok se vrsta orbite odreduje na osnovu brojnih
vrednosti od e na sledeéi nacin

gde je

e>1, hiperbola
e=1, parabola

Tip Orbite = { 0 <e <1, elipsa (perigej kome odgovara 6 = 0)
e=0, krug

—1 < e <0, polukruzna elipsa (apogej kome odgovara 6 = 0)

% pri cemu je apogej tacka na orbiti u kojoj je rastojanje od sredista Zemlje najvece.

9. Geometrija konusnih preseka. Kretanje pod dejstvom centralne
sile se odvija po orbiti koja predstavlja vrstu konusnog preseka. Za svaki
konusni presek u ravni postoji tacka F' i prava d takva da je odnos rasto-
janja proizvoljne tacke konusnog preseka do F'i d konstantan i jednak broju e. Ko-
risticemo nazive:
e ¢ — ekscentri¢nost orbite (ekscentricitet)
e F — ziza ili fokus
e d — direktrisa ili vodilja koja odgovara fokusu F’
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Ako je m rastojanje od fokusa F' do direktrise d onda ¢ée polarna jednacina konus-
nog preseka biti
r =e(m —rcosf) ili p

em
= 2.9.1
" 1+ ecosf ( )

|
|
Stavljajuéi daje 6 = 0°, 90°, |
itg=!(b/a), nalazimo karak- I
teristi¢na rastojanja prikaz- |
ana na slikama 2.9.1, 2.9.2 Elipsa
2.9.3. |
|
r
l Apogej v E Perigej
I
I
I
|
|
|
|

-0

_ rp(l4e)
" 14 ecosh
a(l —e?)

" 14ecosH
me =1

b
| &_/'/

r=—
1+ ecosH
Slika 2.9.1. Elipsa

O ——

rp =a(l —e) D

D D
|
| ale
l |
r= -
1+ecosb r b |
_ mp(l+e) I
~ 1+ecosh F a—f
_a(e? —1) |
" 14ecosh |
me =1 i
rp =ale —1) m :
|

v —r=2a

Hiperbola

b b

Slika 2.9.2. Hiperbola
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Parabola

B m
"= 1+ ecosB
27y,
" 1+ ecosH
m=1
1
rp—§

Slika 2.9.3. Parabola

10. Odredivanje putanje iz pocetnih uslova. Neka su pocetni us-
lovi pri lansiranju neke rakete:

r=rg
v =1y
P =Po
pri ¢emu je B Ceoni ugao meren od normale na radijus vektor 7 kao §to je prikazano
na slici (2.10.1). Na osnovu datih podataka trebalo bi ustanoviti

s Perigej

o

Slika 2.10.1.ocetni uslovi prilikom lansiranja u orbitu

vrednosti za ekscentricitet e, koje odreduju vrstu orbite, i 6y tj. ugao izmedu
perigeja i ro.
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Neka je r, udaljenost perigeja za 6 = 0 (kada je e negativno, 8 = 0 onda imamo
T4 Sto je udaljenost apogeja) pa se iz jednacine (2.8.10) dobija

L =rp(l+e). (2.10.1)

M

Jednagina (2.8.10) se moze zapisati i kao

_1+ecosH

U= ——-c 2.10.2
rp(1+e) ( )
Komponente pocetne brzine su
. h
Vo €OSPo = 1oby = — (2.10.3)
ro
d inf
v sinfo = 19 = —h<u> — %e sYo (2.10.4)
de 6=0, ToUp COS Bo
Obzirom da se na osnovu jednacine (2.8.10) mozZe napisati
L B (14 ccos) (2.10.5)
— == € cos .10.
To h2 0
zamenom za h? iz jednacine (2.10.3), dobija se jednacina
7“0’1)8 2
——cos“ g =1+ ecosf . (2.10.6)
"

[
Resavanjem esinfg i ecosfy iz jednacina (2.9.4) i (2.9.6) i deljenjem, dobija se
ugaoni polozaj u odnosu na perigej

(rovd /w) sin o cos Po

tg By = . 2.10.7
&% (rovd /u) cos? By — 1 ( )
Kvadriranjem esin g i e cosfy i sabiranjem tih kvadrata dobija se
rovd 2
e = < 0% _ 1) cos? By + sin’ By . (2.10.8)
M

Jednaéine (2.10.7) i (2.10.8) u potpunosti odreduju orbitu za bilo koje pocetne vred-
nosti rov3/ u i Bp uredene u bezdimenzionom formatu.
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3
3 Y
Ay
A
2 .
=
Va
. 7
1
Bo=f00/
Z
20>
(0] 0’
/0]
o
16 1 2 . 3 4 5
o

K
Slika 2.10.2. Odredivanje ekcentriciteta orbite iz potetnih uslova za 3 i 7”02/IJ.

Takode, ukupna energija pri lansiranju dobija se iz jednacine (2.8.7):

Erg  1rovd
TS 1. (2.10.9)
Grafik jednacine (2.10.8), koji daje e u funkciji od rovd/u i za parametar P,
prikazan je na slici (2.10.2). Ocigledno je da, ako je Bo # 0, e nikad ne moze
biti nula, a to znaé¢i da kruzna orbita nije moguda. Jednacina (2.10.7) pokazuje
da je By = 90° kada je (rov3/u)cos®By = 1. Za (rovd/u)cos?Bo < 11 B > 1,
H je u drugom kvadrantu.

11. Lansiranje satelita kad je 8, = 0. Specijalan slucaj lansiranja

satelita pri By = 0 je veoma poucan, s obzirom da je veoma jednostavan za

proucavanje. Iz jednacine (2.10.7) je ocigledno da je tada 6y = 0, pa tacka
lansiranja odgovara perigeju. Sada se jednacina (2.10.8) moze zapisati kao

2
e="0% _4 (2.11.1)

&

odakle, za g = 0, dobijamo pravu liniju na slici (2.10.2). Jednacina (2.11.1)
pokazuje da je kruzna orbita (e = 0) dostizna (moguca samo kada je rovd/u =1 i
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Bo = 0. Ako se vy ili rg uvedaju tako da je 1 < rovg/p < 2, onda orbita postaje
elipsa. Za vrednosti rovd/u > 2, orbita ¢e biti hiperbola i satelit ¢e se odvo-
jiti od Zemlje. Shodno ovome, rgv3/u = 2 odgovara brzini oslobadanja* na visini

ro =R+ z.
2u 2g
e =1/— = Ry/ . 2.11.2
v 70 R+ z ( )

Uzimajuéi u obzir geometriju elipticke orbite, velika i mala poluosa su

a 1
— = 2.11.3
70 1—e ( )
b 1
o 2t (2.11.4)
0 1—e
Rastojanje apogeja je
Ta 1+e
— = 2.11.5
70 1—e ( )
i preko visine z iznad Zemlje, visina apogeja i perigeja su
Za rol+e
— == -1 2.11.6
R R1—e ( )
Zp To
= =—=—1. 2.11.7

Numericke vrednosti za malo e su date u donjoj tabeli da bi se ilustrovalo malo
odstupanje elipticnih orbita od kruznih uprkos velikim razlikama visina apogeja i
perigeja.

Tabela 2.11.1: Racun visina pri lansiranju, ro/R = 1.10

1+e Za a ve "
€ 1—e Zp b (vk)
0.00 1.00 1.00 1.000 1.00
0.05 1.105 2.15 1.00125 1.025
0.10 1.22 3.40 1.0050 1.050
0.20 1.50 6.50 1.020 1.096

Napomena*. v, je brzina potrebna za kretanje po elipticnoj orbiti, a vy je brz-
ina potrebna za kretanje po kruznoj orbiti i obe veli¢ine se odnose na brzine pri
lansiranju.

Za ekscentricitet od 0.20, visina apogeja (apogejska visina) je 6,50 puta veéa od vi-
sine perigeja (perigejske visine) za visinu lansiranja ro = 1.10R, odnosno za visinu
oko 640 kilometara iznad Zemljine povrsine.

* ova brzina je poznata kao II kosmicka brzina — najmanja brzina koju je potrebno dati ob-

jektu (Cija je masa zanemarljiva u odnosu na masu planete od koje odlazi) da bi objekt na-
pustio gravitaciono polje planete
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Moze se sada ispitati i slu¢aj kada je rovd/w < 1. Jednacina (2.8.10) sa nega-
tivnim ekscentricitetom e pokazuje da ¢e putanja biti elipsa sa pocetnom tackom
u apogeju, a perigej je na 6 = 180°. Brzina nece biti dovoljna da se uravnotezi
Zemljina privla¢na sila i udaljenost r satelita ¢e se smanjivati, tj. bi¢e manja u
odnosu na pocetnu vrednost ry. Sa negativnim e, centar elipse ¢e se pomerati
(nalaziée se, padace) izmedu svog pocetnog polozaja i tacke lansiranja. Ocigledno
je da ¢e, na osnovu prethodnog skupa brojnih vrednosti, satelit upasti u oblast de-
lovanja otpora atmosfere, ¢ak i za veoma malo negativno e. Slika (2.11.1) pokazuje
jednu takvu orbitu u odnosu na orbite sa pozitivnim e.

ex
o4
-0
50
Q/ /
¥ Q
L
v Vo
.
b

A

Slika 2.11.1 Sateliti lansirani sa 3o = 0

Periodi kretanja po pribliznim putanjama, elipsama ili kruznicama, mogu da
se dobiju tako $to obuhvaéenu povrsinu podelimo sa konstantom povrsine (a to je
skalarna vrednost sektorske brzine*) h/2. Povrsina elipse je mab; mala poluosa je
(vidi sliku (2.9.1)) b =av1 — €2 i h iz jednacine (2.10.5) za 6 = 0 je

h=\/urp(l1+e€) =+y/ua(l —e?) .

Na ovaj nacin, jednacina za period obilaska orbite je

onab 2
T s (2.11.8)

h o

T =

* Sektorska brzina ne mora imati dimenziju brzine i predstavlja povrsinu koju ”prebrise” radi-
jus vektor u jedinici vremena. Ta povrsina je uvek ista u jedinici vremena. Za kruzne orbite
sektorska brzina h = 2nR? /x tj. h se dobija kada se dvostruka povrsina kruga podeli sa peri-
odom obilaska orbite
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12. Kotangencijalni transfer izmedu koplanarnih kruznih orbi-
ta. Prelaz izmedu koplanarnih kruznih or-bita se moze posti¢i pomocu jedne
prelazne putanje elipsnog oblika koja spaja dve koplanarne (a to znaci u istoj
ravni) i koncentriéne kruzne putanje. Pri tome su udaljenosti perigeja i apogeja jed-
nake polupre¢nicima doti¢nih kruznih orbita, kao sto je prikazano na slici (2.12.1).
Ova prelazna kotangencijalna elipsa je poznata kao Homanova trajektorija i moze se
pokazati da ona ima najmanju energiju u odnosu na druge koplanarne kruzne orbite.

(2)

Slika 2.12.1 Homanova trajektorija

Pretpostavljajuéi da se prelaz izvrsava od 1 ka 2, mozemo dobiti odnos 74 /1)
iz jednacine (2.8.10). Uzimajuéi da je § = 180°, u = 1/r, dobija se

re l+e

= . 2.12.1
r, l—e ( )
Pomocu jednacine (2.11.1), e se moze napisati kao
2
TpU
e=-"2L2_1, (2.12.2)
"
Zamenom jednacine (2.12.1) u (2.12.2), dobija se
b _ _2(ra/ry)
P _ P (2.12.3)

w14 (ra/7p)

rpU
§to je razmotreno na slici (2.12.2).
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4 N
Vrednosti
1,0, 1K | i1,
A= 0.666| 0.5
¥ 10 |1
oy 133 |2
2l
B 15 |3
1.66 |4
0 | | | |
0 1 3 4
tlr,
_ J

Slika 2.12.3. — rpvg/p potrebno za Homanov transfer izmedu orbita /7,

Analizirajuéi ove rezultate, moze se pretpostaviti da ¢ée svemirska letilica ini-
cijalno kruziti po unutra-snjem krugu polupre¢nika r,. U ovom sluc¢aju vrednost
rpvfj /. mora biti jednaka 1.0. Da bi letilica presla sa unutrasnje kruzne putanje na
prelaznu elipsnu trajektoriju odredenu odnosom rg /7, rpvg /. mora dostiéi vred-
nost datu jedna¢inom (2.12.3). Dakle, potrebna je promena (i to prirastaj) brzine
Avy = v — vk jer je elipsna brzina vy veéa od kruzne brzine vg;. Prema defini-
ciji Homanove trajektorije ova promena mora biti kao vektor tangencijalna na un-
utrasnju putanju i mora biti usmerena u smeru kretanja po kruznoj putanji. Osim
toga, posto je re¢ o bespogonskim putanjama smatra se da je promena brzine obavl-
jena jednokratnim trenutnim impulsom, npr. kratkotrajnim radom raketnih mo-
tora tako da je trajanje potisnog impulsa zanemarljivo u poredenju sa vremenom
preleta po Homanovom putu. Zahtevano uveéanje brzine ¢e biti

[ L

AUp: L
r

p

Prilikom dostizanja polozaja 2, apogej brzina, koja se moze pronaéi pomocu jedna-
¢ine momenta koli¢ine kretanja (moment impulsa) u polozaju 11 2 tj. rpv, = rav,,
postaje

2(ra/Tp)
RN 1] . (2.12.4)

rava _ rpTety _ 2 (2.12.5)
boooTe o 1dra/ry
Obzirom da kruzna brzina putanje polupre¢nika r, iznosi 7,02 /u =1, a da je

apogej brzina data u jednacini (2.12.5) manja od 1, neophodan je jos jedan trenutni
impuls koji ¢e omoguéiti prelazak na slede¢u orbitu. To znaéci da kad letilica dospe
do spoljasnje putanje kruga r, ona se mora poceti vracati po drugom delu elipse,
zato §to je sad elipsna putanjska brzina vy tela manja od potrebne kruzne brzine
Vg2 PO spoljasnoj trajektoriji. Potrebna promena brzine se obavlja trenutno (uz,
kao $to je reGeno, trenutni impuls) u polozaju dodira i iznosi

Avg= |2 1o ] —2 |, (2.12.6)
Ta 14+ry/rp
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Ova promena brzine je tangencijalna na spoljasnjoj putanji i u smeru kretanja po
dolaznoj elipsnoj putanji.

Znaci, ukupni impuls koji se mora ostvariti u smeru kretanja je odreden sa
Avp + Av,, a energija goriva koja mu odgovara je proporcionalna sa (Avp, + Avg)?.
Interesantno je i da se uporedi ukupno uveéanje brzine pri prelasku iz orbite 1
u orbitu 2 sa uve¢anjem brzine pri oslobadanju iz orbite 1. Parabolicka brzina
oslobadanja od orbite radijusa r;, bi¢e, na osnovu rpvg /u=2

vpe = 1414, [ £ (2.12.7)
Tp

Av, = 0.414, |2 (2.12.8)

Tp

$to zahteva povecanje brzine od

a koje je postignuto jednim trenutnim impulsom.
Ukupno uvecanje brzine za Homanovu trajektoriju se dobija sabiranjem jedna-
¢ina (2.12.4) i (2.12.6) i iznosi

m (1 - :2) + \/Z— 11 . (2.12.9)

Izjednacavanjem (2.12.8) i (2.12.9) dobija se da je ro/r, = 3.4. Znagdi, transfer
izmedu kruznih orbita sa r,/r, > 3.4 ée zahtevati da energija rakete prevazide en-
ergiju potrebnu za napustanje orbite.

— 0
Avy, = "
P

Heliocentri¢ne orbite

Podsetimo se da u Sun¢evom sistemu za posmatraca pretezno vezanog za Zemlju,
kretanje vestackog satelita je, po pravilu, geocentri¢no, ali u nekim slucajevima
pogodno je fiktivnog posmatraca smestiti u centar Sunca i onda je to kretanje he-
liocentric¢no.

Kada su u pitanju planetske orbite, ogromna masa Sunca (koja ¢ini 99,2% od
ukupne mase Suncevog sistema) dozvoljava da se zanemare gravitacioni uticaji svih
ostalih tela i sve ostale (negravitacione) sile. Tako su planetske orbite elipse ¢ije
su orbitalne ravni blago nagnute u odnosu na ekliptiku*, znatna pojednostavljenja
proizilaze iz pretpostavke da su te orbite kruzne i koplanarne.

Na slican nagin, polazeéi od toga da su orbite kruzne i koplanarne, jednacine
za Homanove trajektorije kod vestackih satelita su primenljive sa brojnim vred-
nostima za konstantu u koja se odnosi na Sunce. u za Sunce se moze dobiti na
osnovi merenja za bilo koju planetu. Uzimajuéi da je Zemljina putanja kruzna i
polupreénika r, dobi¢emo

— =1 (2.12.10)

* Ekliptika je projekcija na nebesku sferu elipti¢ne orbite po kojoj se Zemlja kreée oko Sunca
(revolucija); ugao izmedu ravni Zemljinog ekvatora i ravni ekliptike iznosi oko 23°27’
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gde je r = 149.5 x 10° kilometara
u=GMg, za Sunce
v = 2nr /Tt = brzina Zemlje
7 = 365.25 x 86400 sec = period obilaska Zemlje oko Sunca

Zamenom u jednacinu (2.12.10), dobija se da u za heliocentriéni sistem iznosi 1, 32514x102° m? /sec? |
Drugi pogodan skup jedinica za planetske i interplanetske orbite je onaj koji

se odnosi na Zemljinu orbitu i to r=1 astronomska jedinica i T = 1 godina. Za-

menom ovih jedinica u jednacini za period t = 2x4/(r3/u), heliocentri¢na konstanta

u postaje 4n® [(AJ)?/god?] ([astronomskih jedinica na kub po godini na kvadrat]).

13. Transfer izmedu koplanarnih elipti¢nih orbita sa zajedni¢-

kom osom. Slika (2.13.1) prikazuje dve elipticke orbite u istoj ravni i sa

zajednickom osom. Da bi se izvrsio transfer sa unutrasnje orbite 1 na spoljnu
2, moze se pokazati da, uz minimalam utrosak energije, potisak (onaj kratkotrajni
rad raketnih motora, impuls) mora da se izvede u perigeju unutrasnje orbite i po-
tom u apogeju spoljasnje orbite. Neka su dati parametri a i e obe orbite.

Slika 2.13.1. — Transfer izmedu koplanarnih elipti¢nih orbita sa zajedni¢kom osom

Udaljenosti perigeja i apogeja su poznate iz relacija r, = a(1 —e€) i ro = a(l +e).
Pre impulsa, brzina u perigeju p; se moze dobiti iz jednacine (2.10.6), uzimajuéi
dajeB=0i6=0,

vpr = (1 +e1) . (2.13.1)

Tpl

Za transfernu orbitu (trajektoriju), potrebna brzina u perigeju v, moze se dobiti

pomocu jednacine (2.12.3)
2(rq
Vpt = \/ t {(TQ/TM)} ) (2.13.2)

Tp1 [ 1+ (Ta2/7p1)

Tada je potrebno uveéanje brzine u perigeju unutrasnje orbite

..
A’Up1 = o1

2(ra2/rp1) —Vite

T+ (raa/7p1) (2.13.3)
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Nakon odvajanja, letilica nastavlja duz transferne orbite ka apogeju. Kada dode u
apogej, brzina letilice vy je

2
Vat = 2Ly, = \/ . S (2.13.4)

Ta2 Taz 14 (Ta2/Tp1)

Brzina u apogeju za orbitu 2 se dobija pomoc¢u jednacine (2.10.6), uzimajuéi da je
B=016=180°

Vaz = 1 (1—e2) . (2.13.5)
Ta2

Uvecanje brzine koje je potrebno za prelaz iz transferne orbite (¢) u orbitu (2) u
apogeju iznosi

2
L+ (ra2/mp1)

Ukupno uvecanje brzine u tangencijalnom smeru je

Avgs = 4| 2 [\/1 s — (2.13.6)

Ta2
A?)pl + Avga

14. Promena orbite usled trenutnog impulsa (potiska). U ovom
poglavlju ¢e se razmatrati opsti problem preleta iz postojece orbite u drugu
orbitu definisanih osobina. Ovakve promene mogu da se kreéu u domenu
od malih promena u postojecoj orbiti, do velikih promena u orbiti preleta. Pret-
postavka od koje Ce se polaziti je da ¢e se promena deSavati usled naglog kratko-
trajnog potiska; na primer, promena smera i intenziteta vektora brzine ¢e se desiti
usled neznatne izmene vektora pomeraja. Ova idealizacija je opste prihvatljiva kada
je duzina putanje dok potisak traje zanemarljivo mala u odnosu na radijus vektor.
U ovom delu éemo posmatrati elipticke i hiperbolicke orbite, obzirom da su
krug i parabola specijalni ogranicavajuéi slu¢ajevi. Odnos brzine v, ugaone pozi-
cije 0, Geonog ugla B i ekscentricnosti e (slika 2.14.1) se vidi iz jednacina (2.9.7) i
(2.9.8), pa se tako dobija

(rv?/u) sinfcosp (2.14.1)

t56= (rv?/u) cos? — 1

o8

s

9 T‘U2 2 2 .2
e =|— —1| cos“B+sin”“p. (2.14.2)
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Perigej

Slika 2.14.1. — Vektor pomeraja, brzina i &eoni ugao {3 za proizvoljno 6

Uzimajuéi da je 6 konstantno, promenljive 3 i rv?/ L se mogu izracunati iz preure-
dene jednacine (2.14.1)

2
TV 1

— = . 2.14.3

" cos? 3 — (sinfBcosP)/(tg0) ( )

Ukoliko je e konstantno, a B je promenljiva, kriva zavisnosti rv?/ 1 od B3 se dobija
uredivanjem jednacine (2.14.2) i dolazi se do

2 _ p2
11— (1265> . (2.14.4)
H COS

Ovi rezultati za elipsu i hiperbolu su razmotreni na slikama (2.14.2) i (2.14.3)
Uz prethodne dve jednacine, postoji i jednacina za energiju (2.8.7) pa imamo

Er  1r?
o, (2.14.5)

w2 u
Ozbirom da je za datu orbitu F konstantno, moze se proceniti energija u perigeju.
Uzimajudi da je 6 = = 0 u jednacinama (2.14.1) i (2.14.2)
Tpv2

e=—2-1 (2.14.6)
33

s

a zatim smenom r = 7, u jednaéini (2.14.5) dobijamo

2E_ 1—e

M Tp

(2.14.7)

Kako je za elipsu 7, = a(1 — e) i za hiperbolu r, = a(e — 1) (videti poglavlje 4.8),
energija E se moze izraziti preko a na sledeéi nacin

1
——, za elipticku orbitu
a

2F
— = : 2.14.8
5 ( )

1
+—, za hiperbolicku orbitu
a



§14] IMPOMEHA OPBUTE YCJIE[ TPEHYTHOT' UMIIYJICA (IIOTHUCKA) 77

1792
170°

30°

10°
5

355°
350°

330°

230°

210°

190°
181°

0 = const rv

e = const
88

Slika 2.14.2. — Veza izmedu f3 i 7’1)2/p sa € i O kao parametara eliptitke orbite
Zamenjujuéi dobijene vrednosti u jednac¢inu (2.14.5), jednacina za energiju ¢ée biti

1
; = m zZa ehptléku orbitu (2149)

S|

a 1

ro (rv?/u) -2
Na kraju, potrebno je do¢i do jednacine na osnovu koje se moze izracunati vreme
obilazenja po orbiti. Krenu¢emo od jedna¢ine momenta koli¢ine kretanja

za hiperboli¢ku orbitu . (2.14.10)

726 = h = \/ury(1+e) (2.14.11)
i uredi¢emo je na sledeéi nacin
ds urp(1+e)

= dt .
(14 ecos)? r2(1+4e)?
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170°

150°
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110°
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355°
350°

190°
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)
| el TS S 1Y A S A
(s8]
)
NS

2
0 = const LV,
e = const u

Slika 2.14.3. — Veza [3 i ’I“’UQ/[J. sa e i O kao parametara hiperbolitke orbite

Za e < 1, integral leve strane* je

f do 1 —esinf +JQ dd
o (14+ecos0)2 1—e2\1+ecosO ;5 1+ecosh
1
1—e?

—esin6 n 2 to—1 l—th 16
1+ ecosB \/1_e2g 1+e g2

Zae>1,

JQ do 1
o (14+ecosh)2 1 —e2

(1+ecosh) ez -1 " Ve+1—+e—T1tg3h

Ako 1, izrazimo preko e i a (kao ranije), jednacina za vreme ¢e biti:

esin® 1, <\/e_+1+\/e—1tg%6>1

* videti neku zbirku gotovih integrala
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Za elipticke orbite (e < 1)

te = Cig [mg—l < 1;Ztg ;e> - ml . (2.14.12)
1_5
0.01
1E-3E

1T 1 "~ T 17 T T T " T "1
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360

Slika 2.14.4. — Bezdimenziono vreme za eliptitke orbite

Za hiperbolicke orbite (e > 1)

; _a?’/2 e\/eQ—lsinG_ln<\/e+1+\/e—1tg%6> (2.14.13)
b N 1+ ecosf ve+ —\/e—ltgée ' o




80 OIMHAMUKA TAUYKE U CATEJINTCKE OPBUTE [[m.1I

Ove bezimenzione jednacine 1, = (te\/ﬁ)/(2na3/2) ity = (th\m)/ag/2 su izracu-
nate i analizirane pomo¢u nekoliko programskih modula napisanih u FORTRAN-u

77 i graficki obradene u ORIGIN-u 6.1. Rezultati su dati u grafickom obliku na
slikama (2.14.4) i (2.14.5).
100
10
1
0.1
0.01

1T * 1T 1T "1 1T 1T "~ T "1
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360

1000

Slika 2.14.5. — Bezdimenziono vreme za hiperbolitke orbite

Nesto pojednostavljeniji izraz za vreme duz elipticke orbite se moze dobiti preko
ekscentri¢ne anomalije ¢. Za izvodenje ove anomalije, potrebne su sledece relacije:



§14] IMPOMEHA OPBUTE YCJIE[ TPEHYTHOT' UMIIYJICA (IIOTHUCKA) 81

e Iz jednacine za elipsu

1 1
fzi(l—i—ecose) T ecosd

, h2 = m dOlea se
h* = pa(l —€?) . (2.14.14)
e Iz jednacine (2.8.11) za ekscentri¢nost vazi
2
28 = —(1-¢*)5 . (2.14.15)
e Iz nepromenljivosti momenta koli¢ine kretanja
2z M
P = (2.14.16)
e Iz jednacine cos¢ = (a — 1) /ae
(a—7)? = a%e*(1 — sin? ) korenovanjem (2.14.17)
i = aefsin diferenciranjem . (2.14.18)

Sada se moze na sledeci nacin napisati jednacina ukupne energije (jed. 2.8.7), pri
¢emu je v? =72 + (rf)%:

: 2
P24 ()2 — 2 =2p . (2.14.19a)
r
Na osnovu jednacina (2.14.14), (2.14.15) i (2.14.16) prethodna jednacina postaje
2.2
T 22— (a—17)?. (2.14.19b)
u/a

Zamenom jednacina (2.14.17) i (2.14.18) u jednacinu (2.14.19b) dobija se

rlp = % (2.14.20)

Dalje, zamenom 7 u jednacini cos{ = (a — r)/ae i preuredivanjem se dobija

\/7dt_a\/7dt—a (1 —ecosd)dd

a posle integraljenja rezultat je

\/;t—q)—esinq)—i-c . (2.14.21)

Konstanta integracije C' je nula ako se vreme meri od perigeja. Jednacina (2.14.21)
je poznata kao Keplerova jednacina planetskog kretanja.

Primer 2.14.1. Satelit je lansiran sa slede¢im pocetnim uslovima



82 OIMHAMUKA TAUYKE U CATEJINTCKE OPBUTE [[m.1I

2
0% _ 140 By =20° %) —2.0

Odrediti parametre orbite e i a/ R i ustanoviti poéetnu poziciju u odnosu na perigej.
e Iz jednacina (2.14.2) i (2.14.1) sledi

e = 1/(0.4)2(0.939)2 + (0.342)2 = 0.508

(1.4)(0.939)(0.342)

— 202 /
(14)(0.9392 —1 02 %

f=tg !

Ove vrednosti odgovaraju onima sa grafika na slici (2.14.2). Iz jednacine (2.14.9)
sledi

1
& _ _167= 1
To 2—1.4 RTQ

= (1.67)(2.0) = 3.34

Primer 2.14.2. Neka za orbitu satelita iz Primera 2.14.1 vazi da je e = 0.508
ia/R = 3.34 i da je tacka njegovog lansiranja ro/R = 2.0 i 6 = 62°23'. Uko-
liko satelit nastavi putanju duz ove orbite do 6 = 150° i parametar njegove orbite
a/R dostigne vrednost a/R = 3.60 bez rotacije apside, odrediti potrebno uvecanje
brzine i njen smer.

e Kao prvo, odredice se vrednosti za rvz/p i3 pre impulsa, pri 6 = 150° i e = 0.508.
Uzimajuéi indekse 1 i 2 za pre i posle dejstva impulsa, iz slike (2.14.2) se dobija

2
D% 068 v =0823, /5 g =24°
M 71
Iz jed.(2.14.9) vazi

a 1 R
= =0.757T=—— =3.34—
1 2 —0.68 R 1 T1
Stoga,
T1 334
— = —— =441
R 0.757

Da bi se odrzalo stanje bez rotacije apside, nove vrednosti za rgv%/p i B posle
impulsa moraju biti duz linije 6 = 150°, (slika 2.14.2), (uociti da je ro = r1 za
kratkotrajne impulse). Vrednost a/R posle impulsa je 3.60, pa se iz jednacine
(2.14.9) dobija

ag_%R_3.60_ 1

rn Rr 441 2— (roiju)
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Stoga je

2
1% _ 0780wy = 0.882

M

Nova ekscentri¢nost i ¢eoni ugao za vrednosti r1v3/u = 0.78 i 6 = 150°, sa slike
(2.14.2), iznose

€2 =030 By =11°

(uociti da su ez = 0.77 i 2 = 49° takode reSenja, ali zahtevaju vedi prirastaj
brzine). Slika (2.14.6) daje pribliznu skicu dve orbite:

Slika 2.14.6. — Nagla promena orbite, bez izmene apside

Na osnovu dijagrama vektora brzina, tangencijalna i normalna komponenta potreb-
nog uvecanja brzine su:

Av, = (0.882cos 13° — 0.823) , | = = 0.036 , /
™ 1

Av, = (0.882 sin 130) = 0.198 \/‘T
1 T1

a ukupno uvecanje brzine je

<

=

Av = 1/0.0362 +0.1982 , | = = 0.202,, /[
1 (i}

tj. ukupna brzina je 1,202 puta veéa od kruzne brzine za radijus ;.
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15. Poremecaj parametara orbite. Kretanje svemirske letilice, koja
se krece duz odredene orbite, u potpunosti je definisano sa sledeée tri jedna-
Cine:

(rv?/u) sinf cos B

tgh = 2.15.1
& (rv?/u)cos?p—1 ( )
rv? 2
e = ( - 1) cos® B + sin’® B (2.15.2)
ul
{
+ = elipsa
+1
4o = (2.15.3)
T rv? .
9_ = - = hiperbola

Ako se u odredenoj poziciji na orbiti desi kratkotrajni potisak, na koji nacin ée to
uticati na parametre orbite? Da bi se dao odgovor na ovo pitanje potrebno je po-
jedinacno ispitati svaku od gornje tri jednacine.

Jednaégina (2.15.1) ukazuje da je ugaona pozicija apside funkcija od er/p i,

tako da je
ro?
(25
M
Diferenciranjem,
2
do— 20 g™ O g (2.15.4)
Y
u

Prvo sto pokazuje ova jednacina je da dolazi do promene 6 usled promene brzine (r
se ne menja usled naglog potiska), ukoliko je 3 konstantno. Ovo je identitno pome-
ranju tacke na slici (2.14.2) duz horizontalne linije. Slika (2.14.2) pokazuje da, ako
rv?/ u raste duz horizontalne linije, tada 6 opada i obrnuto. Uz vece brzine, velika
poluosa a Ce se, takode, uvecavati na osnovu jed. (2.15.3). Slika (2.15.1) ilustruje
kako se ove orbite menjaju sa povecanjem brzine u tangencijalnom smeru. Linija
brzine ée biti tangenta na sve orbite.

e —

~
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Slika 2.15.1. — Razli¢itost orbite usled tangencijalnog potiska

Da bi se procenila rotacija apside prilikom uveéanja tangencijalne brzine, potrebno
je diferencirati jed.(2.15.1), uzimajuéi da je  konstantno

—sinf cosf cos® Hd(rv? /u)

ds = 2.15.5
(2w cos?— 11 (2159
Do skraéivanja dolazimo tako §to prvo zamenimo imenilac iz jed.(2.15.1)
g6 — = sin® O d(rv? /u)
~ (rv?/u)?sinBeosP
zatim se iz sinf cosf = (u/rv?)esin® (videti jed.(2.10.4)) dobija
dp = — 500 d(rvj/w _ 2sinfdv. (2.15.6)
e rv?/u e v
Ako se v zameni iz jed.(2.15.3) i (2.15.6) prethodna jednacina postaje
—2sin6
dy= "2 S (2.15.7)

e w2 = (r/a)]

Ukoliko zelimo sledeéi poremecaj apside za malu promenu u 3, pri ¢emu bi in-
tenzitet brzine ostao konstantan, promena u 6 se moze naéi na slici (2.14.2) pomer-
anjem tacke duz vertikalne linije. Takva promena odgovara drugom ¢lanu jednag¢ine
(2.15.4), a potrebno uvecéanje vektora brzine je dv = v dp.

Poremecaj u ekscentri¢nosti e, pri malom uveéanju tangencijalne brzine, takode
se moze dobiti sa slike (2.14.2) i to iz pomeranja tacke duz horizontalne (8 = const.)
linije. Do ovog zakljucka se moze dodi i analiticki, diferenciranjem jed.(2.15.2), pri
¢emu je 3 konstantno. Rezultat je

de=2(1- 62)(a - 1) v (2.15.8)

e r v

Ukoliko je potisak stalan tokom kona¢ne duzine vremena, on se moze posma-
trati kao serija malih impulsa, a promena orbite se moze dobiti kao niz uzastopnih
malih promena.

16. Stabilnost malih oscilacija za kruzne orbite. U sistemu cen-
tralne sile, kruzna orbita je uvek moguca uz odredenu brzinu kada je cen-
trifugalna sila izjednacena sa privlacnim silama.

—1o6® = F(ro) . (2.16.1)

Da bi se odredila stabilnost takve orbite za male radijalne izmene ry, treba da se
pode od opste jednacine za radijalnu silu

i —r0% = F(r) (2.16.2)

i da se zameni 6 iz uslova da moment koli¢ine kretanja 26 = h mora biti konstantan.
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h2
-5 =F). (2.16.3)
Uzeéemo daje 7= o+ 71 = ro[l + (r1/r0)], pa e tada 7 = 1 i
h?  h? -3 p2 2
3 g3 o o3 o T2

U okolini tacke rg razviéemo F(r) u Tejlorov red

1
F(r)y=F(ro) + r1F'(ro) + §r12F”(r0) + ...

Zanemarujuéi ¢lanove viseg reda, pri ¢emu je —h?/r¢® = F(ry), dolazimo do difer-
encijalne jednacine za male oscilacije oko 7.

71— |:5;F(’I“0) + F/(To):| r1=0. (2'16'4)

Ovo je poznato kao diferencijalna jednacina drugog reda za harmonijske oscilacije,
koja obezbeduje da

- [3F(ro) + F’(ro)]

To
bude pozitivan broj; na primer, za stabilne oscilacije treba da vazi

;F(To) + F/(’I“o) <0. (2.16.5)
0
Ako je

3
7F(T0) +F/(’I’0) >0 )
To

tada je reSenje eksponencijalno rastuca funkcija vremena i sistem je nestabilan.

Primer 2.16.1. Odrediti diferencijalnu jednac¢inu za male oscilacije u okolini kruz-
ne orbite, ako je privlacna sila —p /1.

e Kako je F(r) = —u/r?, diferenciranjem se dobija
2u
F'(r)= 7%3

Diferencijalna jednac¢ina za male oscilacije je tada
.. .
P+ —— 371 = 0
To

a reSenje za inicijalni poremeéaj za r1(0) i 71 (0) = 0 iznosi

"
t) = 0 -t
r1(t) = r1(0) cos o3
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17. Presretanje i sastajanje.
Slucaj 1. (Kruzne orbite)

Prvo éemo posmatrati slucaj dve letilice koje se kre¢u po istoj kruznoj orbiti
r/R, pri ¢emu je jedna letilica ispred druge za ugao ¢12, kao 8to je prikazano na
slici (2.17.1).

Slika 2.17.1. — Presretanje i mesto sastanka na kruznoj orbiti

Oznaci¢emo sa 1 vodecu letilicu, a sa 2 prate¢u. S obzirom da je putanja kruzna,
za obe letilice vazi rv?/u =1, B = 0 a ¢12 ostaje isto dok se ne promeni pod de-
jstvom potiska. Zelimo da 1 dostigne 2 na nekoj poziciji 3 duz kruzne orbite, koja je
prikazana uglom ¢23, tj. da se susretnu . Koliko uveéanje brzine je potrebno za 11 37

Slucaj se resava na sledeéi nacin. Prvo, vreme koje je potrebno da 2 stigne do
3 je odredeno sa

fon = 27‘[1"3/2 (1)23
BTUUm 3600
Letilica 1 treba da putuje do 3 po novoj orbiti ali za isto vreme. Zbog iste radijalne
udaljenosti O1 1 02, perigej (pericentar) za novu orbitu mora podeliti ugao ¢12+das.
Na ovaj nacin, 6 mereno od perigeja do 3 iznosi 1/2(¢12 + ¢23), $to je prikazano na
slici (2.17.1). Sada treba izabrati vrednost e nove orbite i, uz 6, odrediti n = a/R
za jedna¢inu vremena. Ako je e > 1, potrebno je da se uzme formula za hiperbolu

n= % - (%) G) = %(1;6%156) . (2.17.2)

Na osnovu slike (2.14.5) dobija se tj, = tp(\/p/a?) i moze se izracunati vreme letil-
ice 1 za put od 6 = 0 do tacke 3.

(2.17.1)
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[ a3 | R3
th=1hy| — =W VB | — = 8067, Vn3 (napomenas) . (2.17.3)
M M

Ukoliko ova vrednost ne odgovara vrednosti (1/2)t23, onda se bira novo e i proce-
dura se ponavlja sve dok se ne dode do navedene vrednosti.

Sa poznatim e i 6, rv?/u i B se mogu pronadi sa slike (2.14.3). Obzirom da
je B = 0 za kruznu orbitu, novo 8 je ugao izmedu dva vektora brzine u tacki 3, a
uvecanje brzine je odredeno vektorskim trouglom kao

Av = /(v3cosf — v1)2 + (v3sinf)2 (2.17.4)

pri ¢emu je vy = /p/r kruzna brzina. Zbog simetrije, isto Av se primenjuje i na
1 da bi se inicirao manevar i na 3 da bi doslo do susreta, sto je prikazano na slici
(2.17.1).

Primer 2.17.1. Date su dve letilice na istoj kruznoj orbiti sa r/R = 3.0, pri ¢emu
letilica 1 zaostaje za letilicom 2 za 80°. Potrebno je da 1 prestigne 2 i da se sus-
retne sa 2 na poziciji 3 koja je za 40° ispred 2. Odrediti orbitu prelaska (transfernu
trajektoriju) i potrebno uvecanje brzine.

e Posto je 12 = 80° i ¢po3 = 40°, tada je perigej za transfernu orbitu odreden sa
6 = 60° jer deli ugao 1 — O — 3. Vreme da 2 dode do 3 iznosi

tog = (3)3/2

40(2m) [ R3
360 \/

— (0.698)(806)(5.20) = 2930 sec

Polovina ovog vremena je 1465 sec.
Polazna pretpostavka je da je e = 2.0, pa iz jednacine (2.17.2) mozemo naéi a/R.

a 1+ 2cos60°

Sa slike (2.14.5), 1, = 0.80 za 6 = 60° i e = 2.0. Polovina vremena leta od 1 do 3
je tada

=

tn = 0.80(2.0)%/2(806) = 1825 sec.

Obzirom da je ovo veée od 1465, orbita je suvise ”spora” i potrebno je naéi brzu
orbitu biranjem veéeg e. Rezultat nakon nekoliko pokusaja je

7“112

a
=3.0 — =0.938 — =5.2
€ R v

s

R3 _ (6378)-103

.61 sec = 806sec; y = gR?; R =6378km
u .
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w7, = 2.0 t;, = 1465 sec. B =46°

)

Perigej

Slika 2.17.2. — Letilica 1 presreée 2 u tacki 3

Kruzne i hiperbolicke brzine u 3 su

U W 1 U 7910
vt \/; V3R ~ 13\ R T Ts t/sec = 4572 2 m/sec
5.2
vy = \/?% — 10393, 68 m/sec

a potrebno povecanje brzine je

Av = 10%/(23.7 — 15)2 + (24.58)2 = 26000 ft /sec = 7924, 8 m/sec

Konfiguracija samog manevra je data na slici (2.17.2).

Slucaj 2. (Elipticke orbite)

Ukoliko je orbita po kojoj se kreéu dve letilice elipsa, slucaj postaje nesto
slozeniji jer perigej za transfernu orbitu ne moze da se odredi samo posmatra-
njem kao u slu¢aju kruzne orbite. Upotrebom iste notacije kao i u Slucaju (1),
vreme potrebno da 2 stigne do 3 je prikazano na slici (2.17.3) osen¢enom povrsinom
obuhvaé¢enom uglom 2 — O — 3. Manevrom u 1 treba smestiti letilicu 1 na novu or-
bitu, a ugao 1 — O — 3 treba da se prede za isto vreme (kao i ugao 2 — O — 3). Iako
jeugao 1 — O — 3 = ¢ poznat, ugao koji zaklapa perigej — 6; nije poznat, osim u
specijalnom slucaju kada je ry = r3.
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—_—— —

Slika 2.17.3. — Letilica 1 presrece letilicu 2 u ta&ki 3 na elipti¢koj orbiti

Resenje je moguce na osnovu sledeteg ispitivanja. Za novu orbitu vazi

r3 1+ ¢ cosH;
— = . 2.17.5
r1 1+e cos(By + ¢) ( )

. . . . . . a e
Biranjem vrednosti za 61, moze se naci ekscentri¢nost €. n R se dobija iz

!/
i<2) (1—;26();91)’ gdeje +zae >1,a—zae <1. Uglovi by, 61+ ¢, i¢
odreduju 7; i T3 na osnovu slike (2.14.4) ili (2.14.5). Na osnovu vrednosti a/R = n,
vreme koje protekne se izracunava kao i u Slucaju 1.

Kada se poklope dva vremena koja proteknu, vrednosti e’ i 61, za transfernu
orbitu, odreduju rv?/u i f, §to se moze videti na slici (2.14.2) ili (2.14.3). Dalji
postupak resavanja je ocigledan.

Slucaj 3. (Nekoplanarna presretanja)

Letilica 2, za t = 0, se nalazi na latitudi 0° i longitudi 0° i putuje po kruznoj,
polarnoj orbiti /R = 2.5 ka severu. Letilica 1, za t = 0, se nalazi na latitudi 0° i
longitudi 90° zapad i putuje ka istoku po ekvatorijalnoj eliptickoj orbiti e = 0.50,
§to je prikazano na slici (2.17.4). Opisanoj poziciji letilice 1 odgovara perigej za
koji je r/R = 1.5. Odrediti potrebno uveéanje brzine za 1 kako bi presrela letilicu
2 u tacki 3 kada je njena latituda (misli se na letilicu 2) 30°N.

Procedura resavanja ovog problema je veoma slicna kao i u Slu¢aju 2. Trans-
ferna orbita 1 — 3 je nagnuta u odnosu na ekvatorijalnu ravan za 30°, /R = 1.5
irs/R =25, augao izmedu ri i rg je 90°. Perigej za transfernu orbitu je ponovo
nepoznat, a njegova pozicija od r; je 6;. Vreme koje protekne od 1 do 3 mora biti
jednako vremenu od 2 do 3, $to iznosi

2n) (2.5R)3/?
3002r) (25R)77 % g 533/2(306) = 1670sec
360 o 6

tag =
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Slika 2.17.4. — Presretanje za nekoplanarne orbite

Iz opste jednacine orbita, za dve tacke na transfernoj orbiti vazi

r3 2.5 1+ €’ cos6;
— = — =1.666 = 2.17.6
ri 15 1+ e’ cos(61 +90°) ( )

ili

0.666 = €’(cosH; + 1.666 sin 61 )

Birajuéi vrednost za 61, ekscentri¢nost e’ transferne orbite se dobija iz gornje jed-
nacine. Kada imamo vrednosti za €’ i 6; moZemo izracunati n iz

_a _ ry(1+¢€cosh
n—E—:I:R< o ) (2.17.7)

pricemu je + zae >11—zae <1.

Bezdimenziono vreme 1y, se odreduje sa slike (2.14.5) i, sa poznatim a/R, vreme
koje protekne se racuna i uporeduje sa potrebnim vremenom. Kao prvi pokusaj za
odabir 61, uzece se 340°. Jednacina (2.17.6) daje ¢/ = 1.803, a jednacina (2.17.7)
daje n = % = 1.795. Sa slike (2.15.5) vazi 7, = 0.15 za 6; = 340° (isto i za +20°)
ity = 0.80 za 63 = 70°, $to ¢ini ukupno proteklo vreme za 1, = 0.95. Stvarno pro-
teklo vreme je

3
th =y /% — 0.95(1.795)%/2(806) = 1845 sec

S obzirom da je ovo vreme vece od 1670 sec., orbita je suvise spora. Nakon neko-
liko pokusaja dobija se
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61 =338°, € =220

% =119, 1, =029, 7 =131, 1= 160

tn = 1.60(1.19)3/2(806) = 1675 sec

rv? m [ u \/U
— ] =3.26 =18,/ =18 =147,/ &
( u )1 b T1 1.5R R

8y = —15°

Da bi se naslo uveéanje brzine, neka su x, y i z, respektivno, radijala, transver-
zala i normala na ekvatorijalnu ravan u tacki 1. Tada su komponente za vy (videti
sliku (2.17.5))

== Transferna
orbitalna
ravan

Vg = —v1s8inl15° = —0.381

v1y = v1 cos 15° cos 30° = 1.23

v1, = v1 cos 15°sin 30° = 0.711

Slika 2.17.5.
Uvecanje brzine potrebno u 1 sa slike (2.17.4)

Prvobitna brzina je u potpunosti u y smeru i s obzirom da je pocetna orbita bila
elipsa sa e = 0.50 i r,v 2/ = (1 + €) = 1.50, bide vg = \/1.5u/r, = /u/R.
Komponente uvecanja brzine u odnosu na z, y i z u 1 su tada

Av, = —0.381 /&
Y VR
3
Avy =0.23 4/ ‘E

Av, = 0.711

=]

18. Balisticka trajektorija dugog dometa. Posto je najkraca uda-
ljenost izmedu dve tacke na povrsini sfere duz velike kruznice, balisticke* tra-
jektorije se takode posmatraju u okviru ravni velike kruznice. Slika (2.18.1)

* Cesto se kaze 1 bespogonske ili slobodne putanje $to znaci da se radi o kretanju tela u uo¢enom

gravitacionom polju po zakonima nebeske mehanike dok su promene brzine impulsnog karak-
tera i postizu se kratkotrajnim uklju¢ivanjem u rad raketnih motora; ove promene mogu me-
njati intenzitet brzine kao i njen pravac i smer i tako dopustaju odredene manevre sa letilicama
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pokazuje konfiguraciju balisticke trajektorije, koja je elipsa sa fokusom u centru
Zemlje.

Slika 2.18.1. — Konfiguracija balisti¢ke trajektorije

Perigej je, tada, unutar Zemlje, dok se tacka najvecée visine podudara sa apogejem.

Ono sto je od interesa je da se odredi opseg R¢, visina H i vreme t; kao funkcija
pocetnih vrednosti 7o = R, vp i fo. Ranije, u okviru ovog teksta, razvijene su
jednacine (2.10.7) i (2.10.8) u poglavlju (2.9), koje se odnose na problem pocetnih
vrednosti. Ekscentri¢nost je dobijena iz jednacine

RU()2 2 2
e? = < - 1) cos? By + sin? Py . (2.18.1)
u

S obzirom da je ¢/2 = 180° — 6y, tgby = —tg($p/2), jednacina (2.10.7) se moze
napisati kao

¢ —(Rwo?/w)sin P cos o
85 = R oo b1 (2.18.2)

Slika (2.18.2) predstavlja analizu za ¢ u odnosu na By sa Rvy?/u kao parametrom.
Visina H se moze odrediti iz ove konfiguracije

ro=a(l+e)=H+R

H _a (

R R
Iz jednacine elipse za 6y = 180° — ¢/2, ro = R dobija se

1+e)—1 (2.18.3)
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a4 (1 _ LOS %) (2.18.4)

R (1-e)(1+e)

i kada ovu jednac¢inu uvedemo u jednacinu (2.18.3) rezultat je

% — - ie (1 ~ cos ‘;) _ (2.18.5)

320
240
160
80
0

T T | T T T | ! | ! |

0 20 40 60 80 100
Slika 2.18.2.

Analiza jednatine (2.18.2) za balisti¢ku trajektoriju (¢ u odnosu na g i parametar Rug 2/U.)

i
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Vreme letenja se dobija tako sto se od polovine perioda orbite oduzme vreme
koje je potrebno za prelazak od perigeja do 6 = 6y, a onda se ova vrednost ud-
vostruci

2 1+ ecos By

3/2 — Ny
_2a {R[th1< ! etgleo)e 1-¢ sme()” (2.18.6)

19. Uticaj Zemljine spljoStenosti. Usled rotacije Zemlje od zapada
ka istoku, lansiranje satelita usmerenih ka istoku ima prednosti u dostizanju
odgovarajuéih brzina. Zbog Zemljinih ekvatorskih ispupcenja, takva orbita ¢e
precesirati u zapadnom smeru (imati precesiju — precesija*), pa zato zatvorena or-
bita nije moguca. Satelit koji se obrée ponasa se kao ziroskop i (vidi Sliku (2.19.1)),
njegov moment kolicine kretanja HS, koji je upravan na ravan orbite i usmeren
prema severnoj hemisferi, mora polako da se krec¢e oko severne polarne ose zbog
momenta koji izaziva visak mase (u odnosu na sfernu raspodelu) u zoni ekvatora.
Iznos (intenzitet) precesije ¢e zavisiti od nagibnog ugla orbite satelita u odnosu na
Zemljin ekvator i, u manjoj meri, od visine.
Moment koji dovodi do precesije satelitske orbite, a koji nastaje zbog ekvatori-
jalnog ispupcenja, moze da se odredi na sledeéi nacin: neka je na Slici 2.19.2 mg
satelit na koji deluje privla¢na sila iz pravca deli¢a mase Zemlje dm; vazi

umsdm _,
7

dF = — (2.19.1)

mr3
pri ¢emu je u = Gm, a m je masa Zem-
lje. Ako rasclanimo 7 na komponente
F=d—¢g
= (acos )i + (asingcosf)j
— (asingsin 6)k
— (z7 +yj + k)

(2.19.2)
gde je 6 ugao izmedu ravni orbite i ek-
vatorijalne ravni, a x, y i z su kompo-
nente vektora p. Moment je tada

Slika 2.19.1. Precesija ravni orbite
zbog Zemljine spljostenosti

* Precesija je pojava koju je primetio Hiparh, jos 130. godine pre nove ere i odnosila se na rev-
oluciju Zemljine obrtne ose sa periodom od oko ...
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Slika 2.19.2. — Satelit m privugen Zemljinim elementom dm

dM =g x dF (2.19.3)
—ums dm ¢ J k
T s . y c

(acoso —z) (asingcos®—y) (—asingsinh — z)

o d . . . - . . i
_ +w¢nn:; m[(y singsin® + zsingcosB)i — (zsingsinh + z cos @)j

— (xsin ¢ cosH — y cos ¢)k]

Iznos 1/73 se moze dobiti na osnovu sledeéih koraka:

- I 2 2 JEN
rr=(@—p)-(@-f)=a +p"-26-a

=a® +p® — 2a(xrcos g + ysingcosH — zsin gsin b) (2.19.4)
! 11+922( + ysi 6 i '(9)_3/2
- =— ) ——(xcos sin ¢ cos O — z sin @ sin
3 ad a a ¢rysme ?
i njegovom zamenom u jednacini za moment dolazi se do slozene jednacine za inte-
graciju. Medutim, izraz se moze uprostiti ako je @ mnogo vece od p(z, y, 2) iu tom
sluaju moze se zanemariti ¢lan (p/a)? u 1/r®. Ostatak izraza se progiri pomoc¢u bi-
nomne teoreme, pri c¢emu se zadrzi samo prvi ¢lan prosirenog izraza. Tada se dobija

1 1 3

s = 3 [1 + a(azcoscp +ysingcosH — zsincpsine)} (2.19.5)
Sto kad se zameni u jednacini za moment kao rezultat daje M,, M, i M,. Kom-
ponenta x momenta je

ums o .
M, = g [f(ysmq;sm@—l—zsmq)cose)dm
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3
+ — [(ysingsin6 + zsing cos0) x (zcos¢
a
+ ysin¢cosH — zsin @ sinH)dm (2.19.6)
pri ¢emu su 0 i ¢ konstantne tokom integracije. Ocigledno je da je prvi integral
jednak nuli zbog simetrije spljoStenosti sferoida. Takodje, svi vektorski proizvodi

¢lanova xy, xz i yz ¢e prilikom integracije biti nula zbog simetrije. Dakle, pre-
ostaje samo integral

3um

M, = ;na?’s sin? sinHcos 6 [ (y* — 22)dm
= 3:;? sin® psin6cos6| [(2* + y*)dm — [(2* + 2*)dm
= %(C — A)sin® ¢ sin 6 cos 6 (2.19.7)

pri cemu su C'i A, respektivno, moment inercije Zemlje oko polarne i ekvatorijalne
ose.

z
- h.
v
' T 0
\ B
\ b N M,
—/’<‘~|J \\Q . a \\
M, \ \,-
/Linija cvorova T . mg
a

Slika 2.19.3. — Precesija vektora f_is usled momenata M, i M,

Sli¢no, moment oko y ose je

—3umsg . .
M, = Tr;a3 (C — A)sinBsingcoseo (2.19.8)

a moment oko z ose je nula.

M,=0. (2.19.9)

Ove jednacine ukazuju da je moment M, negativan za 0 < ¢ < /2, a poziti-
van za /2 < ¢ < x, pri ¢emu se ciklus ponavlja izmedu & i 2x. Zna¢i, ukupan mo-
ment M, za kompletan ciklus je nula. Medutim, momenat M, je uvek pozitivan i
menja se kao sin” ¢.
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Slika (2.19.3) prikazuje ravan orbite, satelit ms i momente M, i M,, koji se is-
poljavaju na satelitu od strane Zemlje. Da bi se odredila precesija ravni satelitske
orbite, treba primetiti da moment koli¢ine kretanja (obrtni, ugaoni moment) iznosi
hs = msa?@ i normalan je na ravan orbite. Delovanje momenta M, na hs je oscila-
torno i nula po zavrSenom ciklusu, ali postojanje momenta M, zahteva da mera
promene ugaonog momenta hs u okviru tog ciklusa bude kumulativna u smeru z.

Merenjem regresije linije ¢vorova ¢ na nivou ekvatorijalne ravni, se dolazi do
toga da je brzina precesije usmerena ka —z osi, sa komponentama (j)sine u ravni
orbite i (1)008 6 koja je normalna na ravan orbite. Komponenta Li)sine rotira vektor
l_is kako bi se dobilo

hebsin® = M, (2.19.10)

3um

mea¢dsinh = —(C - 4) sin 6 cos O sin” ¢
ma

na osnovu ¢ega brzina precesije u ravni orbite postaje

(L_

Posto moment inercije sfere radijusa R iznosi %mRQ, mozemo da uvedemo izraz

cpma5(c A) cos Bsin?

C= %mRQ, gde je R srednja vrednost radijusa Zemlje, pa se q) moze napisati

: 6 u Cc—-A .9
(.I)— W(P(Q) (C) cos 6 sin @ . (21911)

Pretpostavljajuéi da je kruzna orbita tj. ugaona brzina konstantna, ¢ = 2n/t, gde
je T period orbite i

2ra’/?

Vi

Stoga, ¢ mozemo zameniti sa (2x/7)t, a ugao precesije, koji se meri u ekvatorijal-
noj ravni po revoluciji satelita, postaje

_A 2
§= 56% (CC’) (f) 2.:_[ cos@fsm —tdt
_Gu(C—A\(R\ P
~ 5 C a ) 4rna®

2
= %’T (Cw;A> <f) cosh (2.19.12)

Veli¢ina (C'— A)/C za Zemlju iznosi 0.0032, tako da ¢ vorna linija orbite regresira
prema zapadu za iznos

T =

2
¢ =0.0121 (f) cosf (2.19.13)
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za svaku revoluciju satelita oko Zemlje.
Ova jednacina se moze uporediti sa Blicerovom jedna¢inom koja izgleda

2
= 27&,](1;) Cos 1§

Ako se prevede na notaciju ovog teksta, pri ¢emu je J = 1.637 x 1072 tada je
Blicerova jednacina

2
¢ = 0.01022(R> cosf
a

§to se dosta podudara sa nasom aproksimativnom jednacinom (2.19.13).

Obrnut problem gornje navedenom je precesija Zemljine polarne ose usled mo-
menta kojim satelit deluje na Zemlju. Kada satelit ima kona¢nu masu (kao Mesec)
njegov uticaj je merljiva veli¢ina.
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Zirodinamika

1. Kretanje krutog tela. Pod krutim telom ili mehanicki ¢vrstim telom

podrazumeva se onaj sistem tacaka ¢ija uzajamna rastojanja ostaju pri svim

kretanjima nepromenjena. Broj tacaka, koji obrazuje ovo telo, moze biti
konacan ili beskonacan. Polozaj krutog tela je poznat ako je poznat polozaj bilo
koje tri tacke tog tela, a koje ne pripadaju istoj pravoj (dakle, ma koje 3 nekolin-
earne tacke).

QO

VAR

2 2"

Slika 3.1.1. Promena poloZaja — kretanje krutog tela

Kretanje krutih tela se moze opisati kao translacija neke referentne tacke O plus
rotacija oko neke ose, koja prolazi kroz O. Posmatrace se tri proizvoljne, nekolin-
earne tacke u svojim pocetnim pozicijama 1, 2, 3 i krajnjim pozicijama 1, 2/, 3’
kao §to je pokazano na slici (3.1.1). Prva tacka 1 se moze dovesti do tacke 1/
translacijom, tako da njen novi polozaj bude 1/, ali i 2 = 2", 3 = 3”. Dalje, rotaci-
jom oko ose koja prolazi kroz 1’ i koja je normalna na ravan 1’, 2", 2’, dolazi do
podudaranja 2” sa 2'. Na kraju, rotacija oko ose koja prolazi kroz 1’ i 2, dovodi
3" do 3.
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Sada sledi prikaz Ojlerovog dokaza da se dve pojedina¢ne rotacije mogu svesti na
jednu rotaciju. Prvo se nacrta jedini¢na sfera oko tacke 1/, zatim se tacke kroz koje
rotacione ose prodiru sferu spoje velikom kruznicom, kao sto je dato na slici (3.1.2).

4>,

Slika 3.1.2. Rezultantna osa rotacije na osnovu Ojlerovog dokaza

Izmeriti %61 na osi 1 sa svake od strana velike kruznice, konstruisuéi tako druge
dve velike kruznice, a potom isto uraditi sa uglom 65 na osi 2. Rotacijom za 6, oko
ose 1, tacka a ¢e dodi do tacke b, a rotacijom 85 oko ose 2 ¢e b do¢i do a. Pri svemu
ovome, osa 1’a ostaje nepromenjena tokom rotacije 61 i 6, $to znaci da je ta osa
rezultantna osa rotacije. Treba uociti da osa 1’a nije u istoj ravni koja sadrzi ose
rotacije 61 i 62, Sto ukazuje na ¢injenicu da konac¢ne rotacije ne poseduju osobine
vektora (drugim recima, rotacije 61 i 62 ne zadovoljavaju zakon komutativnosti i
rezultat sabiranja ovih rotacija nije veli¢ina koja je dijagonala paralelograma, $to
je jedan od uslova da je neka veli¢ina vektor).

2. Moment koli¢ine kretanja krutog tela (oko fiksirane tatke

ili pokretnog centra mase). Postavi¢emo Dekartov pravougli sistem

koordinata Ozxyz, sa pocetkom u nekoj proizvoljnoj tacki O tela. Brzina
proizvoljne tacke i tog tela ¢e tada biti

T = Ty + & X 7 (3.2.1)

pri ¢emu je @ ugaona brzina tela a v, translatorna komponenta brzine.
Moment koli¢ine kretanja u odnosu na tacku O sistema Ozyz je

ho =7 x mi(To + & x 77)
%
=D X (& X F)my =Ty X Y myi (3.2.2)
i %

Ako je referentna tacka O nepokretna, tada je v, = 0, dok za O u centru masa vazi
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Zmnagi, ako je tacka O nepokretna ili predstavlja centar mase, moment koli¢ine kre-
tanja ¢e biti jednak prvom elementu gornje jednacine, $to se moze izraziti preko
sledeceg integrala

ho = [7x (& x 7)dm (3.2.3)

Da bi se ovaj integral odredio, treba uociti da vektorski proizvod & X 7 iznosi

i j ok B R B
BXT= o, 0y 0= (02 —0.y)i+ (02— 0:2)]+ (05 —0yx)k (3.2.4)
x Yy oz

Mnozenjem sa dm, dobijaju se z, y, z komponente impulsa (koli¢ine kretanja) ele-
mentarne mase dm, kao $to je prikazano na slici (3.2.1).
Vektorski proizvod 7 x (& X 7) dm je

i j k
7 X (6 X 77) dm = x Y z dm
(0yz — 02Y) (02— 0g2) (0zY — 0yT)

[Fos(ey) + oy (@” +2%) — 0:(yz)] dm

ilos(y? +2%) = wy(ay) — ws(x2)]dm

+ 4

J
k [0z (22) — 0y(y2) + 0. (2> + )] dm (3.2.5)

§to predstavlja moment impulsa (koli¢ine kretanja) u odnosu na ose z, y, z kako
je prikazano na slici (3.2.1). Integracijom na nivou celog tela, dolazi se do x, y, z
komponenti momenta impulsa (koli¢ine kretanja).

ho = hyi + hyj + h.k (3.2.6)

Ukoliko se momenti inercije (tzv. aksijalni momenti inercije) u odnosu na ose
x, y, z definisSu kao

I = [(y* +2%)dm I, = [(z® +2%)dm I = [(2® +y*)dm
i proizvodi inercije (tzv. devijacioni momenti) kao

Iy = [xzydm L. = [zzdm I,. = [yzdm

tada su komponente momenta impulsa u odnosu na ose x, y, z

h.r = Iz(l)m - Ifcywy - I:vz(l)z
hy = =Ly + Tywy — 1.0, (3.2.7)

hy=—I,0; — I 0, + Lo,
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Slika 3.2.1. Komponente impulsa (& X 7) dm

#2 Momenti i proizvodi inercije se mogu jasno predstaviti pomocu tenzora inercije*
IT na sledeéi nagin

[+ 2*)dm - [zydm — [zzdm
II'=| —[aydm J(z? +2%)dm — [yzdm (3.2.8)
— [zzdm — [yzdm  [(z*+y?)dm

i ako uzmemo u obzir da je vektor ugaone brzine,

B = 0l + 0yJ + 0k

moment impulsa ili moment koli¢ine kretanja mozemo napisati u opstem obliku

o Ix:v Imy Imz Wy
h=1 8= |1, I, I.| |0y, (3.2.9)
Izz Izy Izz (O
Tenzor inercije je simetri¢an tenzor (I, = Ly, I, = Ly, Iy, = I,,), Sto znaéi

da Sest njegovih koordinata odreduje aksijalne momente i proizvode inercije kru-
tog tela u odnosu na Dekartove pravougle ose x, y, z. Tenzor inercije odreduje
raspodelu mase krutog tela.

* Ako je svojstvo nekog objekta, tela, nezavisno od koordinatnog sistema kaZemo da je ono in-
varijantno u odnosu na promenu koordinatnog sistema. Matematicki aparat koji izdvaja
veli¢ine koje ne zavise od transformacija koordinatnih sistema zove se tenzorski racun, a ob-
jekti kojima operiSe zovu se tenzori. Tenzori nultog reda su skalari - npr.temperatura, masa,
energija... Veli¢ine za ¢ije poznavanje nam je potrebno tri podatka, broja, zovu se vektori ili
tenzori prvog reda - brzina, ubrzanje sila... Ali postoje i veli¢ine koje su mnogo slozenije od
pomenutih, za Cije opisivanje je potrebno devet podataka i to su tzv.tenzori drugog reda
- napon, moment inercije...;
za vise informacija o tenzorima pogledati knjigu ” Tenzorski ra¢un” od Tatomira Andeli¢a
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3. Kineticka energija krutog tela. Pretpostavimo da se évrsto telo

kreée kroz prostor pri ¢emu su za telo vezane pravougle ose x, y, z sa pocet-

kom u centru mase tela. Brzina proizvoljne tacke, sa vektorom polozaja 7 u
odnosu na centar mase, bice

T=0,+8x7 (3.3.1)

Kvadrat brzine se dobija skalarnim proizvodom vektora te brzine

V=0 F=0,2+ (6 x7) - (6 X 7) + 25, (& x )

Na osnovu ovoga, kineticka energija krutog tela je data sa

1 1 1
T:§fu2dm:gmuoz—kif(&xﬁ'((ﬁxf’)dm—kﬁo'&xff’dm

1 1
5muo? +3 [(@ x 7) - (& x 7) dm (3.3.2)

pri ¢emu je [7dm = 0 kada se pocetak koordinatnog sistema poklapa sa cen-
trom mase. Na ovaj nacin se dolazi do toga da se kineticka energija pri translaciji
odreduje kao da je celokupna masa koncentrisana u centru mase (kao da se radi o
materijalnoj tacki!), a drugi ¢lan jednacine je kineticka energija pri rotaciji oko ose
o koja prolazi kroz centar mase.

Ako posmatramo kineticku energiju rotacije, ispitajmo i vrednost (& x7)- (6 X 7).
Rastavljanjem & x ¥ na komponente u pravcu osa tela, skalarni proizvod je prikazan
kao kvadrat ¢, j i k komponenti:

(B X 7) (B XT) = (0y2 — 0,9)% + (07 — ©:2)? + (07 — 0yz)?
= 0)962@2 + 22) + “)yz(xz + 22) + (022(332 + 92)

— 20072 — 20y Y7 — 20z Wy TY

Dakle,

2Tvot = 0uly + 0,2, + 0,21, — 20,0, 1, — 20,0, 1, — 20,0y,  (3.3.3)

4. Moment inercije u odnosu na osu koja ima rotaciju. Neka je
I:» moment inercije tela u odnosu na proizvoljnu osu & koja rotira ugaonom
brzinom ), tada se moze napisati

2T ot = Izz? (3.4.1)

Smenom iz jednac¢ine (3.3.3) gornja jednacina postaje
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e () e (2)ae () () (),
() () ()

Ako se sa lz;, lzy, l:. obeleze kosinusi pravaca vektora ¢ ili ose & u odnosu na ose
x, Y, z, gornja jednacina se moze napisati kao

Ir = lﬁzI + lﬁyI —+ lﬁzI QZ&Z&IQEZ — 2l§yl§zfyz — QZ&Z@IMJ (3.4.3)

Jednacina (3.4.3) se moze zapisati i u obliku dvostruke sume, kao

Iz = Z Z lealzp Log (3.4.4)

pri ¢éemu « i B zamenjuju oznake x, y, z tako dase Ig interpretira kao I, = Iy, Iy,
itd., a I,g kao — Iy, —I,., —I... Zapravo, Jednacma (3.4.4) se moze izmeniti, tako
da se moze primeniti i na proizvode inercije, i to pomocéu jednacine

_Ién = Z Z liotl'qulafj (345)

J
7 I\ ¥
1 \1I j
/” /////
/’/

.

Slika 3.4.1. Komponente vektora poloZaja 7 u odnosu na dva koordinatna sistema

Kosinusi pravaca [z, koji se koriste u jednacinama (3.4.4) i (3.4.5), mogu se
formirati pomoéu matrice transformacije izmedu dva koordinatna sistema. Ako su
T,y zi :c y z dva koordinantna sistema sa jedini¢nim vektorima, respektivno,
z 7, ki z k’ polozaj proizvoljne tacke u prostoru se moze prikazati preko oba
koordinatna mstema kao

F=ai+yj+zk=2ai+yj+ K (3.4.6)
Sto je prikazano na slici (3.4.1).
Skalarnim mnozenjem jednacine (3.4.6) sa i, 7, i k dobija se

Ay - o —

+ (i)Y + (K D)
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y=( D'+ Dy + # )7 (3.4.7)
z=(-k)a'+ (k) + (K k)2
§to, prikazano u matri¢noj notaciji, izgleda
x lTr’ lmy/ lmz/ l’/
Y| = |l Ly by Y (3.4.8)
z lza:’ lzy’ lzz’ 2’

Dakle, ukoliko je poznata matrica transformacije izmedu dva koordinatna sistema,
tada ¢lanove te matrice ¢ine kosinusi pravaca.

Dalje, treba imati na umu da se kinetic¢ka energija moze prikazati kao skalarni
proizvod ugaone brzine i momenta impulsa (koli¢ine kretanja)

2T = 6 - h, (3.4.9)

Obzirom da se h, moze prikazati preko tenzora inercije I7 (videti jed.(3.2.9)),
gornja jednacina postaje

2M=a-I7- & (3.4.10)

tj. dobijamo poznati izraz za kineticku energiju pri rotacionom kretanju krutog tela

1
T = §ICw2

gde je I. moment inercije u odnosu na centar mase krutog tela.

5. Glavne ose inercije. Glavne ose inercije tela, [O1, Oz, O3], definisu se

kao one ose u odnosu na koje proizvodi inercije nestaju. Neka su A, B, C,

respektivno, momenti inercije u odnosu na ose [O1, Oz, O3] tada ¢e moment
inercije u odnosu na trenutne ose rotacije, izrazen preko A, B, C, biti

I: = Alzy? + Blzp? + Clz3® (3.5.1)

pri éemu su lz1, lz2, lz3 kosinusi pravaca vektora w ili ose & i glavnih osa [O1, O3, Os].
Kako su ose [O1, Oz, O3] nepokretne ose, vezane za telo, momenti A, B, C su kon-
stante. Medutim, trenutna osa £ se pomera, vrednosti lz1, lz2, lz3 se zbog toga
menjaju $to uti¢e na promenu vrednosti momenta inercije I u odnosu na osu &.

Ako se za sve moguce pravce trenutne ose & stavi p = 1/\/7( (pri ¢emu se Iz,
za odredeni pravac ose & i odgovarajuée kosinuse pravaca, odreduje iz jednacine
(3.4.3)) dobija se elipsoid inercije koji prikazuje raspored (raspodelu) momenata
inercije tela za datu tacku O. Ako jednacinu (3.5.1) podelimo sa Iz i uo¢imo da su
le1/\/I: = lz1p = @, lz20p =y, lz3p = z glavne koordinate jednacine za elipsoid in-
ercije, jednac¢ina (3.5.1) postaje

Az’ + By +C2* =1 (3.5.2)
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6. Ojlerova momentna jednacina. Prethodno je pokazano da je obrt-
ni moment (ili moment sile) u odnosu na centar mase jednak izvodu po vre-
menu momenta impulsa (koli¢ine kretanja) u odnosu na centar mase. Kako
je he = hgi+ hyj + h .k, moze se izvrsiti diferenciranje, uzimajuéi u obzir da 7, j, k
rotiraju sa telom.
M. = [he] 4+ & x he = (hyi + hyj + hok) + & X he (3.6.1)
Vektorski proizvod & x l_ic se moze sagledati kao rotacija vektora i + hyj+ hZE
usled ©, ©y, ., kao sto je prikazano na slici (3.6.1). Tako, dodavanjem vektora
duz x, y, z smerova, gornja jednacina postaje

M, = M,i+ M,j + M.k (3.6.2)

= (hay + 0yhz — 0.hy)i + (hy + ©2he — 0h2)] + (he + 0phy — 0yhe)k

Slika 3.6.1. Komponente momenta impulsa i iznos njihove promene

Jednacine za odredivanje komponenti, poznate kao Ojlerove momentne jednacine,
su

M, = hy + oyhs — w.h,
M, = hy + ©.hy — ogh, (3.6.3)
M, = iLz + wghy — wyhy
pri ¢emu ose x, ¥y, z, sa koordinatnim pocetkom u centru mase, rotiraju ugaonom
brzinom é&.

Jednagine (3.6.1) i (3.6.3) za obrtni moment su primenljive na bilo koji koordi-
natni sistem sa nepokretnim koordinatnim pocetkom ili sa pokretnim koordinatnim
pocetkom koji se poklapa sa centrom mase. Ugaona brzina & je brzina koordinatnog
sistema i, ako su ose vezane za telo, momenti i proizvodi inercije su konstantni.

Za telo koje se obrée i ima momente inercije A, B, C' u odnosu na glavne ose,
vazi da je moment inercije A isti u odnosu na bilo koju poprecnu osu. Zato se moze
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izabrati sistem takvih popre¢nih osa, koje rotiraju brzinom razli¢itom od brzine
tela, da se moment inercije ne menja u toku vremena. Recimo, moze se izabrati
takav sistem osa &, 7, { za koje su momenti

<

M:_ = hg + h:“)n — hnm:
M, = hy + hzoy — hyos (3.6.4)
MQ = iLQ + h.,]o)é - hi“)n

Ove jednacine su poznate kao Ojlerove modifikovane jednacine.

7. Ojlerove jednatine za glavne ose. Ukoliko je koordinatni pocetak
sistema nekog tela podudaran sa centrom mase, ose x, ¥y, z se mogu tako ori-
jentisati da se poklope sa glavnim osama [0, Oz, O3] inercije tog tela, te se
time ukidaju proizvodi inercije u jednac¢inama za moment impulsa. Tada ¢e vaziti

hl = A(ol h2 = B(;)Q hg = C(Dg

gde su A, B, C glavni momenti inercije koji su konstantni, obzirom da su ose
[O1, O3, O3] fiksirane za telo. Momentne jednacine su tada

M; = Aoq + waws(C — B)
M>; = Boo + (01(.03(14 — O)
Mz =Cosz + 0)1(1)2(B - A)
i nazivaju se Ojlerove jednacine za glavne ose. Opste resenje ovih jednac¢ina je kom-

plikovano, stoga ¢e se u narednim delovima poglavlja razmatrati specijalni slucajevi
koji omoguéavaju analiticko resenje.

8. Telo sa momentom inercije A = B i nultim spoljnim momen-

tom (koordinate tela). U ovom delu ¢e se razmatrati cilindri¢ni disk sa

osom 3 normalnom na kruznu povrsinu, kao $to je prikazano na slici (3.8.1).
Momenti inercije u odnosu na postavljene ose tela iznose

B=A u odnosu na ose O1 i Oy

C u odnosu na osu Oz

Ojlerova jednacina tada postaje
Aoy + (C — A)waws =0

Ad)g — (O — A)(;)lo.)g =0 (381)
Cwos =0
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Slika 3.8.1. Obrtanje tela sa glavnim osama [O1, O3, Os]

Iz tre¢e od gornjih jednacina se zakljuc¢uje da w3 mora biti konstantno.

w3 ="n (3.8.2)

n<C;1A> = (3.8.3)

Sada se prve dve jednacine mogu napisati kao

Zamenom se dobija

w1 +iwe =0
(bQ - )\0)1 =0 (384)

Mnozenjem prve jednacine sa wi, a druge sa ws, i sabiranjem dobija se
W1W1 + wowe =0
ili

012 + w32 = w122 = constant (3.8.5)

Iz ovoga zakljuc¢ujemo da je intenzitet rezultantnog vektora ugaone brzine & kon-
stantan.

w= \/@)12 + w22 + w32 = \/@122 4+ n2 = constant (3.8.6)
Obzirom da ne postoji spoljni momenat koji deluje na telo, bice

-

M=h=0 (3.8.7)
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Sto zahteva da vektor momenta impulsa (ugaonog momenta) h bude konstantan i

fiksiran u prostoru. Ocigledno je da h mora lezati u istoj ravni u kojoj su osa Os i

6, obzirom da komponenta h u ravni [O1, O3] iznosi

A(ﬁ)l;‘F (ozf) = Aw12f12

(3.8.8)

i ima isti smer kao i komponenta od & u ravni [O1, Os]. Na osnovu ovoga, ravan
koja sadrzi osu Oz i vektor @, rotira oko fiksiranog vektora h, kao Sto je prikazano
na slici (3.8.2). Kretanje se moze zamisliti kao obrtanje kupe tela* po prostornoj

kupi, koja je fiksirana u prostoru vektorom h.

Kupa tela =&~

Slika 3.8.2. Kupa, koju formiraju ose tela, obrée se po prostornoj kupi

Brzina rotacije ravni, koja sadrzi & i osu Os oko linije h, moze se predstaviti
na sledeéi naé¢in. Diferenciranjem prve od jednacina (3.8.4) i zamenom iz druge,

dobija se
G142 01 =0
Ako su 01(0) 1 ©1(0) pocetni uslovi za t = 0, reSenje jednacine ¢ée biti
w1(0)

w1 = w1(0) cos At + S sin At

Takode, iz istog skupa jednacina, vazi

. S (0
Wy = % = w1(0) sinit — w1>f ) cos At
Iz poslednje jednacine, za t = 0, dobija se
»1(0
w2(0) = — 1{ )

*

FREE ROTATION OF AN AXIALLY SYMMETRICAL BODY
http://www.phy.ntnu.edu.tw/ntnujava/index.php?topic=555.0

vizuelna prezentacija ovakvog kretanja se moze videti na sajtu Eugen-a Butikov-a

(3.8.9)

(3.8.10)

(3.8.11)
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Kako vazi da je

W12 = 01 + w2 (3.8.12)

pri ¢emu je ¢ = y/—1, drugi oblik reSenja se dobija unoSenjem izraza za wi i wo

©12 {wl(O) - 2031)50)} (cos ht + isinit)

= [01(0) + iw2(0)]e™ = w15(0)e™ (3.8.13)

Sve ove jednacine ukazuju na to da vektor w1z = v/ w12 + w22 u ravni [0y, O]
rotira brzinom jednakom ) rad/sec u odnosu na rotirajuce ose tela [O1, Oz, 05]. U
ovom slucaju je A ugaona brzina vektora © sa aspekta posmatraca koji se nalazi na
telu i to na osi simetrije.

Ugao 6 izmedu h i ose O3 iznosi

Ao.)lg
tgh = 3.8.14
g o ( )
Ugao y izmedu o i ose O3 iznosi
w12
toy = — 3.8.15
gy =— ( )
Uporedivanjem se dobija
A
tgh = ol tgy (3.8.16)

Ako je C > A, tada je y vece od 0, kao §to je prikazano na ShCl (3.8.2), a h ¢e biti
izmedu © i ose Os. Ako je C' < A, tada je y manje od 0 i e lezati izmedu £ i
ose Os.

Jednacine, izvedene u ovom odeljku, odnose se na ose tela koje se krecu sa
samim telom. One nam ne ukazuju na to kako se telo kreée u prostoru. Medutim,
doslo se do sledeéih zakljucaka:

1. Vektori w h i osa Os leze u istoj ravni.
U ravni o), h i ose Os, ugao 6 izmedu ose O3 i h je konstantan.
Ugao y izmedu ose O3 i w je konstantan.
Vektor h je konstantan ili ima nepromenljiv pravac i intenzitet.

Vektor o ima konstantan intenzitet v/ w22 + n2.
Ravan, koja sadrzi tri pomenuta vektora, rotira u odnosu na ose tela brzinom .

SR i i

9. Obrtanje tela sa nultim spoljnim momentom u odnosu na
Ojlerove uglove. U ovom odeljku ée biti razmatran slu¢aj iz odeljka (3.8)
uvodenjem Ojlerovih uglova ¢, 0, ¢, kako bi se ustanovilo kretanje u odnosu
na nepokretne ose. Obzirom da je vektor h nepromenljiv u prostoru, moze mu se
odrediti polozaj duz OZ ose i, u tom slucaju, q) postaje ugaona brzina ¢vorne lini-
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je i ose obrtanja oko pravca OZ. Takode je dobijeno u prethodnom odeljku da je
6 = 0, pa jednacine za transformaciju koordinata brzina postaju

W] = q')sinﬁsincp
w2 = {sin @ cos @ (3.9.1)
w3 :c'p—HLcose:n

Uz uslov da je § = 0, posle diferenciranja jednacina, za ugaona ubrzanja dobijamo

o1 = ) sin 6 cos ¢
G2 = —(psinHsing (3.9.2)
w3 =0

Zamenom u prvoj od jednacina (3.8.1), dobija se

Adpsinf cos ¢ + (¢ sin cos ¢ + ¢ sin B cos H cos ) (C' — A) = 0 (3.9.3)
Zatio brzina precesije, izrazena preko brzine obrtanja ¢, C, A i 6, postaje

L C(P
b= (A—C)cosh
Jednacina (3.9.4) kazuje da obrtna osa (a takode i ravan koja sadrzi z i &),
rotira oko fiksirane OZ ili h ose brzinom q) koja je proporcionalna ugaonoj brzini
obrtanja ¢. Ako je C' > A, brzina obrtanja ¢ mora biti negativna jer je q) pozi-
tivne orijentacije. Dakle, ako je C' > A ¢ ¢e biti orijentisano u suprotnom smeru
od smera q) Sto se naziva retrogradna precesija. Ako je C' < A, tada su q) i¢ istog %
smera i dobija se direktna precesija. Zato ée ravan disk, koji se obrée oko ose nor- &%
malne na njegovu ravan, imati retrogradnu precesiju, za razliku od tanke Sipke koja
¢e imati direktnu precesiju tokom obrtanja oko svoje longitudinalne ose. Prostorna
kupa i kupa tela za ova dva slu¢aja su prikazane na slikama (3.9.1) i (3.9.2).

(3.9.4)

Prostorna kupa
(fiksirana)

Kupa tela

Slika 3.9.1. Retrogradna precesija C' > A
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Prostorna kupa

Kupa tela (fiksirana)

Slika 3.9.2. Direktna precesija C' < A

e

Slika 3.9.3. Za stabilnu precesiju ® je vektorski zbir L]) i (p

Takode, treba primetiti da za C' > A, vazi
L > 1
(A—C)cosH

te je

b>9
Kako 6 — 90°, q) postaje veoma veliko u poredenju sa ¢. S obzirom da je 6= 0,
rezultantna ugaona brzina & je vektorski zbir od ¢ i ¢, kao to je prikazano na slici
(3.9.3).

10. Nesimetri¢na tela sa nultim spoljnim momentom (Poan-

soovo geometrijsko reSenje). U opstem slucaju za telo bez ose si-

metrije, glavni momenti inercije su nejednaki, tako da Ojlerove jednacine za
spoljni obrtni moment postaju

Ao + (C — B)(J)Q(L)g =0
Bos + (A — C)w1w3 =0 (3101)
Coz+ (B—A)wiwy =0
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pri ¢emu su [O1, O, O3] fiksirane ose tela koje se poklapaju sa glavnim osama.
Resenje ovih jednadina ukljucuje elipticke funkcije i razmotreno je u narednom
odeljku (3.11). U ovom odeljku sledi diskusija resenja sa aspekta geometrije, i
Poansoovog geometrijskog resenja.

Bez spoljnog obrtnog momenta kineticka energija i moment impulsa u odnosu
na centar mase C' su konstantni.

-

h = cons. (3.10.2)

Nikakav rad nije izvrsen na telo, pa je stoga i

T = cons. (3.10.3)
Izrazi za o i b su
3 = w11 + wy) + sk (3.10.4)
ﬁ = A®1{+ Bw23+ 00)3]; (3.10.5)
na osnovu Cega se dobija
@ -h = Awi® + Bwy® + Cows? = 2T = cons. (3.10.6)
h? = A%w1% + B%wy? + C%w3? = cons. (3.10.7)

Ako se h postavi u odredenom smeru, tada je njegov jedini¢ni vektor H/h a
komponenta za « duz h ée biti data sa
ho 2T

ON =0 - 5 = 5, = cons. (3.10.8)

Na osnovu ovoga, tacka NN je fiksirana na pravcu 57 §to je prikazano na slici (3.10.1),

a kraj vektora « mora lezati u ravni kroz N normalnoj na ON. Linija ON se
naziva invarijantna linija, a normalna ravan se naziva invarijantna ravan. Dakle, $%

o
kraj vektora w se mora kretati u okviru ove invarijantne ravni.

Slika 3.10.1. Invarijantna linija ON i invarijantna ravan s
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Ako su koordinate od o - v, U, tada vazi o1 = &, w2 =17, 1 03 =T
Jednacina za 27T se, stoga, moze zapisati kao
2 2 2
< L L& _1
(V2TJA?  (\JZT/B)  (\/2LJC)

i naziva se Poansoovim elipsoidom. Slika (3.10.2) je ilustracija elipsoida.
3

(3.10.9)

Slika 3.10.2. Poansoov elipsoid

Sledeée sto treba ispitati je elipsoid inercije, prethodno opisan kao geometri-
jsko mesto polozaja p = 1/+/T duz vektora &. Ako su koordinate od e—& n { iz
jednacine (3.5.2), jednacina za elipsoid inercije postaje

& 1 S 3.10.10
WVI7A? " (JUB? | (JI/OP (21010
Na osnovu ovoga se vidi da je Poansoov elipsoid proporcionalan elipsoidu inercije i
¢ije su koordinate v2T puta veée od koordinata elipsoida inercije.
Poansoov elipsoid se moze prikazati kako se obrée po invarijantnoj ravni sa cen-
trom na udaljenosti ON = 2T'/h od ravni. Polazeéi od jednacine

MW =0-h (3.10.11)

i uzimajuéi da su h i T konstantni, dobija se slede¢a diferencijalna veza

d(2T) = dw-h =0 (3.10.12)

Kako bi se izbegao skalarni proizvod dva vektora do i l_i, potrebno je da kosi-
nus ugla izmedu njih bude nula. Dakle, ova dva vektora su medusobno upravna.
Kako se kraj vektora @& kreée u invarijantnoj ravni, bilo koja promena dé od & je
upravna na h i, s obzirom da geometrijsko mesto polozaja od &(&', v/, ') odgo-
vara Poansoovom elipsoidu, mora biti tangenta na invarijantnu ravan. Znaci, za
nekog posmatraca koji se nalazi u fiksiranom koordinatnom sistemu, kretanje tela
je opisano obrtanjem Poansoovog elipsoida (ili elipsoidom inercije sa &, v, { koor-
dinatama uveéanim za /2T ) po invarijantnoj ravni.
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Ukoliko se zeli ispitati kretanje sa gledista posmatraca koji se nalazi na telu koje
se krece, tada ¢e se invarijantna ravan kretati u odnosu na telo. Iz jednacine mo-
menta impulsa (ugaonog momenta), jednag¢ina (3.10.7), elemente mozemo preured-
iti tako da se obrazuje sledeéi elipsoid ugaonog momenta

2 2 2
S I S
(h/A)* = (h/B)* ~ (h/C)?
Kriva, koju formira kraj vektora & se tada definise presekom Poansoovog elipsoida,
jednacina (3.10.9), i elipsoida ugaonog momenta, jednac¢ina (3.10.13).

Trenutna osa & prolazi kroz tacku dodira izmedu Poansoovog elipsoida i in-
varijantne ravni. Zato ova osa istovremeno generise dve kupe, jednu u fiksiranom
prostoru, a drugu na telu ili Poansoovom elipsoidu. Ove kupe, nazvane redom
herpolhodija i polhodija, prikazane su na slici (3.10.3). i

Obzirom da je & zajednicko i za Poansoov elipsoid i za elipsoid ugaonog mo-
menta, jednacina za kupu tela moze se dobiti oduzimanjem jednaéine (3.10.9) od
jednagine (3.10.13) i mnozenjem sa h?.

A(A hQ)E'MB(B hz)n'%C(Chz)C'Q =0 (3.10.14)

Shodno ovoj jednacini, da bi kupa tela bila realna, mora lezati izmedu najvecée
i najmanje vrednosti A, B i C. Na primer, ako je A > B > C, tada h?/2T mora
da zadovoljava relaciju

1. (3.10.13)

Slika 3.10.3. Poansoov elipsoid se obrée po invarijantnoj ravni s

Da bi se odredile krive polhodije, neka Poansoov elipsoid sec¢e kupu polhodije.
Oblik ovih krivih se najbolje moze sagledati posmatranjem njihovih projekcija na
glavnu ravan, koje se dobijaju eliminacijom jedne od kordinata iz jednaéina (3.10.9)
i (3.10.14). Tako dobijene jednacine su
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'y - h?

AA-C)E2+B(B-CO)n? = 2T(2T - c>

AA-BE?—c(B-C0)?% = 2T(§; - B> (3.10.15)
/2 /2 - h2

B(A-— B2+ C(A-0O)Y? = 2T<A - 2T)

Ako je h?/2T = C, prva jednaéina je zadovoljena za &' = v/ = 0. Kriva polhodije se
tada svodi na tacku na osi ’. Ako je h?/2T = B, iz druge od gornje tri jednagine
se dobija

U [A(A-B)

7=\ ot=c) (3.10.16)

koja ukazuje na dve ravni koje prolaze kroz n’ osu. Projekcije &'v/ i 0/, iz druge
dve jednagine, jesu elipse. Ako je h?/2T = A, treéa od gornje tri jedna¢ine moze
biti zadovoljena samo ako je / = {’ = 0. Tada se kriva polhodije svodi na tacku na
osi &'. Ako h?/2T lezi izmedu B i C, tada polhodije leze izmedu ravni jednagine
(3.10.16) i ose Z’. Njihove &'/ projekcije su elipse. Ako h?/2T lezi izmedu A i B,
tada polhodije leze u centralnom delu elipsoida, izmedu ravni jednag¢ine (3.10.16).
Njihove '’ projekcije su elipse, a &'{’ projekcije su hiperbole. Opsta priroda krive
polhodije za razlicite slucajeve, prikazar;a je na slici (3.10.4).

Slika 3.10.4. Krive polhodije

Ako se jednacine (3.10.6) i (3.10.7) napiSu preko komponenti momenta impulsa
h1, ho, hg, one tada postaju

h?  ho®  hy®
Ttgte=7 (3.10.17)

hi% + ho? + ha? = h? (3.10.18)

i njihovo istovremeno resenje daje presek Poansoovog elipsoida, jednacina (3.10.17),
i sfere momenta impulsa, jednac¢ina (3.10.18), izrazen preko komponenti momenta
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impulsa. S obzirom da su jednacine (3.10.14) i (3.10.15) takode reSenja istog proble-
ma, potrebno je samo ponovo napisati jednacine tako da se izraze preko hi, hs i hs.
Stoga, jednacina (3.10.14) preuredena preko komponenti momenta impulsa, izgleda

1 R%Y, , 1 R%Y\, , 1 R*Y,
<1_A2T>h1 +<1—B2T)h2 +<1—02T>h3 =0 (3.10.19)

Slika 3.10.5. PoloZaji vektora h na sferi momenta impulsa

Gornja slika je analiza jednacine (3.10.19), koja pokazuje polozaje vektora h na sferi
momenta impulsa za razne vrednosti h%/2T, gde je A > B > C i A > h%/2T > C.

11. Nejednaki momenti inercije sa nultim spoljnim momen-

tom (Analiti¢ko reSenje). Kada su momenti inercije A, B, C nejed-

naki, opste resenje jednacine (3.10.1) rezultira eliptickim funkcijama. Ako se
uzmu jednacine (3.10.6) i (3.10.7), koje predstavljaju integrale Ojlerovih jednacina,
dobija se

h? —2TA = B(B — A)ws® + C(C — A)ws? (3.11.1)
h* —2TB = A(A — B)o1? + C(C — B)ws? (3.11.2)
h? —2TC = A(A — C)w1? + B(B — C)ws? (3.11.3)

Ako se pretpostavi da je A > B > C, jednacina (3.11.1) je uvek negativna,
jednacina (3.11.3) je uvek pozitivna, a jednacina (3.11.2) je ili pozitivna ili nega-
tivna. Iz jednacine (3.11.1) i (3.11.3), moze se napisati

w1

,_h-20Cf BB-C) ,
TAA-0) 2 —oTC

) 2TA—h2{ _<A—B><h2—2T0) B(B-0)

(A _ ) 2
w3 = C(A—C) B-C 2TA—h2 (hZ_QTC) w2 } (3114)

Ako stavimo
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_ [B(B-C0)
Y=\ w2 —orc ®®
A—-B h2 —2TC
= <k< 1.
k \/(BC>(2TAh2> 0<k<l1 (3.11.5)
tada vazi
h?2 —2TC
p— — P 2
o1 A(A—C’)Vl y (3.11.6)
2T A — h?
= /1 — k292 3.11.7
©2 C(A—0) Y ( )

Zamenom u drugoj od jednacina (3.10.1), dobija se

. [r2—arc
“2=\BB-0)"

(C— A) [(h2 —27C)(2TA — h?)
B \/ AC(C — A)2 v

(1 — k%2 (3.11.8)

% koja je poznata kao elipticki integral prvog reda,

. [BOerA—my, ¢ dy
e e = = BT

pri ¢emu se ¢ meri u momentu kada je wy = 0. Uzimajuéi da je y = sin ¢, vazi

[ d(I)
U= [ ————= = F(¢, k) (3.11.10)
1 — k2sin®
a u postaje funkcija od apsolutne vrednosti &k i amplitude ¢. Obrnuto, y je funkcija

od u = Nt i k i postaje tabli¢na funkcija za 0 < k < 1, pri ¢emu je N definisano
jednacinom (3.11.9).

y= n(u, k) (3.11.11)
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Slika 3.11.1 i 3.11.2 Analiza elipti¢kih funkcija
Iz jednacine (3.11.5) resenje za wq je
h? —-27C
wo = | =———= n(Nt, k 3.11.12
2 B(B — C) ( ) ) ( )

Sli¢no se moze pokazati da resenje za ugaone brzine u odnosu na druge dve ose iznosi

h? —21C
W] = ;1(;1‘:j2§5’%?n(]Vf,k)
2T A — h?
= =2 gp(N
w3 C(A*C) @n( t,k?)

gde su En i Zn funkcije povezane sa funkcijom .#n preko jednacina

En’r=1—n’z
In’x =1—-k>.n’x

(3.11.13)

(3.11.14)

Ova redenja odgovaraju slucaju h? < 2T B koji je potreban za 0 < k < 1.
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Za male vrednosti kK — 0 (na primer,
A se priblizava B) elipticke funkcije teze
trigonometrijskim funkcijama

n(Nt,0) = sin(Nt)
¢n(Nt,0) = cos(Nt)

Tako, ako je A = B, ugaone brzine se do-
bijaju kao

w2 = Psin(Nt)

1 = pcos(Nt)

w3 ="n

0.5K K
Sto se slaze sa rezultatima dobijenim u Slika 3.11.3
Odeljku (3.8). Analiza eliptitkih funkcija . n(u, k)
Tabela za y = sin$ = .#n(u, k) (uzeto iz Pirsove tabele integrala,str.122)
¢
d
Ordinata Apscisa=u = Nt = j G|¢:
01— K2sin?¢
| n(uk) |
¢ | =sing | k=0 k = 0,50 k =0,707 k =0,866 k = 0,9848
0° 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
10° 0,1736 0,111 0,1037 0,0943 0,0814 0,0556
20° 0,3420 0,222 0,2080 0,190 0,1646 0,113
30° 0,500 0,3333 0,3140 0,289 0,2515 0,174
45° 0,707 0,500 0,477 0,445 0,3945 0,278
60° 0,866 0,666 0,645 0,616 0,563 0,413
75° 0,9563 0,834 0,821 0,802 0,765 0,617
90° 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
K =1,686 =1,854 =2,156 3,153

Da bi se pokazao ishod za A # B, analiza elipti¢ke funkcije za k = 1=2 se poredi sa trigonometri-

jskom funkcijom na slici (3.11.1). Ako se y = sin$ = .#n(u; k) razmatra u odnosu na u = Nt za ra-

zlitite vrednosti k sa u normalizovanim na jedinicu za ¢ = 90°, tada e analiza yn(u; k) biti kao na

slikama (3.11.2) i (3.11.3).

12. Stabilnost rotacije u odnosu na glavne ose inercije. Pod
pretpostavkom da nema spoljnih momenata, Ojlerove jednacine mogu da se

zapisu u formi

Ad)l = (B — C)Q)g&)g
Bd)g = (C — A)wlwg

(3.12.1)
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Cos = (A — B)oiw

i tada vazi

1 = cons. ako wo=w3 =20
W9 = COns. ako w1 =w3=0
w3 = Cons. ako W] =wy =0

Sto ukazuje da su moguce stalne rotacije oko svake od glavnih osa. Sada treba
pokazati da su ove stalne rotacije stabilne u odnosu na ose za koje su vrednosti
momenata inercije najmanje i najveée , a nestabilne u odnosu na ose za koje se
vrednosti momenata inercije nalaze izmedu navedenih vrednosti momenata iner-
cije. Neka postoji konstantna rotacija oko jedne od osa, na primer ose O1, i neka
postoji malo narusavanje stabilnosti te rotacije. Tada ¢emo imati pocetne uslove
w1 = 0o, w2 = w3 = 0 1 stanje zbog narusSavanja stabilnosti w1 = wg + &, pri cemu
SU w2 1 w3 veoma mali. Linearizovane jednacine ¢ée biti

Ae=0
Bd)g = (C - A)(J.)O(J.)S (3.12.2)
C(Dd = (A - B)O)O(l)2

Diferenciranjem druge i tre¢e od jednacina (3.12.2), dobijamo jednacine

(A-B)A-C)

&)2 BC wo Wy = 0
. A—-B)(A-C
i3 + %(Mﬁﬁ)g =0 (3.12.3)

koje su odrzive uz uslov da je (A — B)(A — C) pozitivno. Uslov pozitivnosti vazi
ako je A > Bi A > C (8to znaci da je A glavna osa sa maksimumom momenta in-
ercije) ili ako je B> A1 C > A (A je glavna osa sa mimimumom momenta iner-
cije). Kada A ima vrednost izmedu B i C, tada je (A— B)(A— C) negativno i male
vrednosti wg 1 w3 ¢e rasti. Prva od jednacina (3.12.2) zahteva da mali poremecaj
¢ bude konstantan. Shodno tome, ako je osa O; ili osa sa maksimumom ili osa sa
mimimumom momenta inercije, rotacija je stabilna. Ako je osa O; osa sa vrednos-
tima momenta inercije izmedu maksimuma i mimimuma, ws i w3 ¢e se povecati i
time dovesti do nestabilne oscilacije. Gore navedeni zakljucci se mogu demonstri-
rati jednostavnim ispustanjem gumice koja bi se obrtala oko svake od glavnih osa.

13. Opste kretanje simetritnog zZiroskopa ili ¢igre. slika (3.13.1)
prikazuje simetri¢ni ziroskop* koji se obrée oko ose { i koga drze dva okvira sa
zajednickim centrom. Unutrasnji okvir omoguéava vibrirajuéu (klimajuéu)

* Ziroskop je kruto telo koje se obrée oko nepokretne tacke O u kojoj je elipsoid inercije rota-
cioni; pod ziroskopom se najcesée podrazumeva disk obeSen u jednom ili dva okvira koji
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rotaciju obrtne ose oko horizontalnih lezista (oslonaca) &, dok spoljasnji okvir moze
slobodan da rotira oko vertikalne Z ose.

Slika 3.13.1. Simetri¢ni Ziroskop - ugaoni moment u odnosu na ose okvira

Ziroskop se tada obrée oko nepokretnog geometrijskog centra sistema ova dva
okvira, a centar mase se ne poklapa sa fiksiranim centrom O.

Potrebno je sada definisati precesiju i nutaciju na sledeéi na¢in. Rotacija q)
horizontalne ose & (¢vorne ose) oko vertikalne ose Z naziva se precesija. Ukoliko je

ugao O konstantan, obrtna osa ¢e formirati kupu, usled precesije. Rotacija 6 un-
utrasnjeg okvira oko ¢vorne ose naziva se nutacija. Nutacija, kao termin, ukazuje
na ”klimanje” obrtne ose. U opStem slucaju, i nutacija i precesija mogu postojati
u isto vreme.

Ukoliko se, za pocetak, zanemari masa okvira, dobic¢e se obrtni tocak koji slo-
bodno rotira oko geometrijskog centra O, kao §to je prikazano na slici (3.13.1d).
Sistem je tada identican onom sistemu u kome se ¢igra obrée oko nepokretne tacke
O pri ¢emu je sistem izlozen gravitacionom obrtnom momentu Wlsin6 u odnosu

na osu & (W = m—-- = mg - tezina tela). Ukoliko je I = 0, tada se radi o speci-

jalnom sluc¢aju kada ziroskop slobodno rotira oko centra gravitacije.

Pogodno je ovde predstaviti jednac¢ine momenta u odnosu na Dekartov sis-
tem pravouglih koordinata sa pocetkom u geometrijskom centru pri ¢emu je linija
¢vorova & jedna od osa. Neka moment inercije tocka u odnosu na ¢vornu osu sis-
tema &, v, { bude A, A, C. Ugaone brzine osa &, 1, { i ugaoni moment (moment
impulsa) u odnosu na njih ée tada biti

Wz = 6 hi = Ae
Oy = {sinb hy = Al sin® (3.13.1)
o = {cosh hy = C(¢ + ¢ cosh)

se nalaze u posebnom nosacu (kuéistu ziroskopa); rotacija diska proizvodi inerciju koja osu
rotacije diska u nedostatku spoljnih uticaja zadrzava usmerenu u istom pravcu u prostoru.
Stabilnost ziroskopa se ogleda u snaznom odupiranju spoljnim uticajima koji teze da mu
promene polozaj ose; precesija ziroskopa je osobina ziroskopa da pri nasilnoj promeni polozaja
jedne njegove ose skrece oko druge njoj upravne ose
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gde je ¢ ugao obrtanja osa O1, O; tela u odnosu na ¢vornu osu .
Komponente momentne jednacine

-

M=[h+oxh (3.13.2)

se mogu na osnovu slike (3.13.1¢) zapisati

M;: = hi + hQLI) sinf — hnq.’ cos 6
My = hy + hzpcos6 — hed (3.13.3)
MQ = ill + hﬂé — hz&i) sin6

Zamenom komponenti za h i M, ove jednacine postaju

Wisin® = Af+ C(¢ + {cosB)dsinh — A? sinf cosH

0= A%(q}sine) + A6 cos 6 — CH(¢ + ¢ cos )
d
O—C’a(

Poslednja jednacina pokazuje da je cp—l—q) cos 6 konstantno te se moze izjednaciti sa n

¢+ cosH) (3.13.4)

n=¢+{cosh (3.13.5)

Ova zamena omogudéava da se prve dve jednacine (3.13.4) integrale preko odgo-

varaju¢ih integracionih faktora. Medutim, ovde ¢emo razmatrati alternativni pri-

stup zasnovan na odredenim konstantnim integralima jednacina kretanja. Pod ovim

se podrazumeva odrzanje ukupne energije i odrzanje ugaonog momenta (momenta

impulsa) u odnosu na vertikalnu Z osu pri ¢emu nema spoljnog momenta.
Ukoliko se prouce jednac¢ine ugaonih brzina u odnosu na ose tela

w) = écoscp+q}sin6sincp
wy = —0sing + §sin O cos (3.13.6)
w3 =0+ cosh=n

vidimo da se sabiranjem kvadrata prve dve od gornjih jednac¢ina dobija kvadrat
rezultujuée brzine u ekvatorijalnoj ravni koji, izrazen preko Ojlerovih uglova, ima
oblik

012 + 0% = 6% + %sin?6 . (3.13.7)
S obzirom da je w3 konstantno i jednako n, kineticka energija se moze zapisati kao
T= %C’n2 + %A(é2 + % sin 9) (3.13.8)

Posmatrajuéi potencijalnu energiju u odnosu na pocetak koordinatnog sistema

U=MWlcosH (3.13.9)
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ukupna energija F, koja mora biti konstantna, postaje

1 1 . :
E = §C’n2 + §A(62 + 2 sin? 0) 4+ Wl cos 0 (3.13.10)

i predstavlja jedan od prvih integrala diferencijalnih jednacina kretanja.
Sa momentom, koji je u odnosu na Z osu jednak nuli, moment impulsa

hz = hycos6 + hysinf

mora biti konstantan

hz = Cncosf + Asin®6 (3.13.11)

Ova jednacina se, takode, moze dobiti i pomoc¢u Langranzovog pristupa, s obzirom
da je generalisana koordinata ¢, zapravo, kruzna koordinata sa Mz = 0. Iz gornje
jednacine, reSenje za ¢ je

q-) _ hz —Cncos6
B Asin® 6
i, smenom u jednacini (3.13.10), dobija se sledeéi oblik jednacine za energiju

(3.13.12)

Cn?  AH?  (hz — Cncosh)?
_ = 13.1
E 5 5 + S AsnZ0 + Wilcos6 (3.13.13)

Jednacina (3.13.13) u potpunosti zavisi od 6 i njeno resenje, zamenjeno u jednacini
(3.13.10), u potpunosti opisuje kretanje sistema.
Slede¢om smenom oznaka:

— 3 LTLQ ki tant

= 5 ) onstanta
2W1

B= R konstanta
h

Y= IZ’ konstanta
C

N = jn, konstanta

u = cos 0, promenljiva

mozemo jednacinu (3.13.13) zapisati u obliku
asin?0 = 6?sin? 6 + (y — N cos0)? + pcosOsin? 6 . (3.13.14)

Ukoliko se izrazi preko u, jednac¢ina izgleda ovako

? = (a—Pu)(1 —u?) — (y — Nu)? . (3.13.15)

Resenje gornje jednacine je dato slede¢im integralom, koji moze da se razvije
pomocu eliptickih funkcija
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u(t)
t= | du (3.13.16)

w(0) V(@ =Pu)(1 —u?) = (y = Nu)?
Matematicko resenje gornjeg integrala je komplikovano za interpretaciju. Medutim,
to reSenje nije neophodno da bi se procenilo ponasanje ziroskopa. Neka je

w? = f(u) (3.13.17)

Jednacina (3.13.15) se moze zapisati kao

fu) = (a—Pu)(1 —u?) — (y — Nu)? (3.13.18)

a koreni ove jednacine upravo dosta govore o kretanju ziroskopa. Iako je fizicki
gledano u = cos 6 ogranic¢eno i nalazi se izmedu +1, matematicki gledano u moze
da izade van ovog ogranicenja. Za velike vrednosti u, dominantna vrednost u f(u)
je Bu®, pa tako f(u) mora biti pozitivno za velike vrednosti pozitivnog u i nega-
tivno za velike vrednosti negativnog u, kao sto je prikazano na slici (3.13.2).

f(w)
-1.0 1.0 /
o] |/ “
Uy wq
180° 90° 0° 0

Slika 3.13.2. Kubna jedna&ina koja predstavlja kretanje simetri¢nog Ziroskopa

Takode, za u = 1 prvi deo izraza u f(u) se gubi pa ¢e biti

J&1) = (5 N)?
Ocigledno je da za v = +1 f(u) mora biti uvek negativno. Posmatrajuéi izraz za
f(u) izrazen preko 6

flu) =142 =6%sin?6 (3.13.19)

vidimo da, za stvarne vrednosti 6 i é, f(w) mora biti pozitivno. Shodno ovome, za-
kljucuje se da, za fizicki sluc¢aj, u = cos 6 uvek mora biti izmedu u; i us za koje je
f(u) pozitivno. Pored svega ovoga, za 6 > 0, 6 mora imati vrednost nula u wu; i
ug, Sto zahteva da se obrtna osa OU kreée izmedu grani¢nih krugova u; = cos 6y i
ug = cos B2, kao sto je prikazano na slici (3.13.3).
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Slika 3.13.3. Oscilovanje ogranieno sa 01 i 02 za ¥ > Nuy

Vrsta krive koju formira obrtna osa u oblasti 67 i 62, zavisi od relativnih vred-
nosti y i N. Na primer, jednacina (3.13.12) se moze zapisati kao

T Nu

¥ 1—u?
1, s obzirom da je u < 1 izmedu uy 1 uz, znak za q; zavisi od y—Nu. Ako jey = Nuy,
tada ¢ mora biti nula na gornjem grani¢nom krugu i pozitivno za 6 > 64, kao sto je
prikazano na slici (3.13.4). Da bi se dobila kriva sa slike (3.13.5), ¢ mora da menja

znak za neke vrednosti od u, izmedu u; i uz. Stoga, u ovom slucaju, y — Nu; =0
za Ug < U; < Up.

Slika 3.13.4. Oscilovanje ogranieno sa 01 i 02 za vy = Nuy
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Slika 3.13.5. Oscilovanje ograniceno sa 61 i 02 za v = Nuy;, gde je ug < u; < ug

Pocetni uslovi

Ako se ziroskop ili ¢igra pokrenu ut =0 sa 6 =6y i 6= LI) = 0, vrednosti dve
konstante sistema, E i hyz se mogu dobiti iz jednaéina (3.13.12) i (3.13.13)

hz = Cncos 6y

E— %Cn2 = WlcosBy

Zamenom u jednac¢inama (3.13.12) i (3.13.13), jednacine za precesiju i nutaciju su

N(cos by — cosB)
sin? 6

$ =
2

6% = (cos By — cosh) B — .N—2(cos B — cosB) (3.13.20)
sin® 6

Obe ove jednacine su u saglasnosti sa pocetnim uslovima koji deluju na sistem.

Druga od gornjih jednacina ukazuje da desna strana te jednacine mora uvek biti

pozitivna, zato 8y mora odgovarati najveéoj elevaciji (visini, nagibu) obrtne ose ili

gornjem grani¢nom krugu. Nizi grani¢ni krug se nalazi resavanjem cosf za 6 = 0.

Rezultat ¢e biti

N2 \/ N2 <N2 ) 2
cos=—=x4/1— —cosBy+ | = (3.13.21)
2 B\ 28

Moze se pokazati da znak ispred korena mora biti negativan. Recimo, s obzirom
da je cosfy < 1, koren ¢Ce biti veéi od

V%(%>%¢%(N—p)%
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Sada, ako se iskoristi pozitivan znak, onda je cos6 > 1, $to je nemoguce. Shodno
ovome, 6y ¢ée odgovarati nizem grani¢énom krugu i bi¢e odredeno jednac¢inom

2 2 2\ 2
cosfy = ];[B - \/1 - J\é cos B + <N) (3.13.21)

23

14. Stabilna precesija simetri€nog Ziroskopa ili €igre. U pret-
hodnom delu je pokazano da se ¢igra, koja se obrée oko fiksirane tacke O,
krece tako §to se njena osa simetrije Ol nalazi u oblasti izmedu 6; i 65 1 to
kretanje je odredeno korenima za f(u) = 0 u u; i uz. Ocigledno je da, ukoliko se
uy priblizava us, kruzni prsten izmedu 6; i 65 ¢e se suzavati sve dok se ne spoje u
jednu vrednost 85, kao Sto je prikazano na slici (3.14.1). Fizicki, ovo je ugao sta-
bilne precesije koji se moze definisati po¢etnim uslovima 6 = 6, 6=01i q) = <Ls~
Analiza ovog specijalanog slucaja je analiza jednog od najjednostavnijih sluca-
jeva ¢igre koja se obrce i sada ¢e biti razmotrena. lako se problemu moze pristupiti
matematicki pomoc¢u jednacina

flu)y=0
df (u) _
du =0

pozeljnije je ispitati slucaj fizicki, na sledeéi nacin.
Za stabilnu precesiju je H=0a ugaone brzine u odnosu na ose £, 7, { (slika
(3.13.1¢) su

w: =0
oy zq.)sine
w; = cosh

f(w)

I
-1 O/u,s +1 u

Slika 3.14.1. Stabilna precesija koja odgovara u1 = U = Ug
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Ugaoni momenti (momenti impulsa) u odnosu na odgovarajuée ose su

h: =0
hy, = Adsin (3.14.1)
hy = C(¢ + {cos6) = Cn

a moment u odnosu na & osu postaje

M;: = hgq.) sin 6 — hnq.) cosf = qu-) sinf — Adp?sin§cosh = Wisin 6 (3.14.2)

ili

cos 6

$* — <AC'n )q') + AZISQ =0 (3.14.3)

Dve precesione brzine su tada date jednac¢inom

. Cn Cn \* Wl
V2= 2AcosH + \/<2ACOSG> ~ Acosh (8.14.4)

$to obezbeduje da brzina obrtanja bude dovoljno velika kako bi se zadrzao poziti-
van koren gornje jednacine. Ovaj zahtev je ispunjen ako je

5 4AWlcosH

me e

Detalji problema se dobijaju razmatranjem M: u odnosu na q) pomocu jednagine
(3.14.2), kao §to je prikazano na slici (3.14.2). Prikazana kriva je parabola i za bilo
koju vrednost M; postoje dve precesione brzine. Kada je M: = 0, precesione brzine

(3.14.5)

>~

L

su nula i ¢p. Ova vrednost precesione brzine je data jednac¢inom

i

|
.I ° : ° ‘-lj
0 Wy Vo Uon

\ /

Slika 3.14.2. Konstantan moment M rezultira sa dve moguée precesione brzine (1 i {2

. Cn Co
q)O_AcosG_(A—C)cose

(3.14.6)
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koja se slaze sa jedna¢inom za ziroskop bez momenta (pogledati jednac¢inu (3.9.4)).
Precesiona brzina koja odgovara maksimalnom momentu u tacki vrha parabole,
iznosi

: Cn
=— 14.
b 2A cos 6 (3.14.7)
i odgovarajuc¢i maksimalni moment je
1C?n?

Za srediSnji moment M: precesione brzine ¢; i ¢2 se odnose na sporu i brzu
precesiju. Generalno, brza precesija se ne dostize jer je potrebna velika kineticka
energija te je precesija Cigre koja se obrée obi¢no spora precesija.

Ogranicenja

Da bi q) bilo realno, potrebno je da izraz pod korenom u jednacini (3.14.4) bude
vedi od nule ili

C?n? > AWl1Acosh

Ako je 6 = 90°, jednacina (3.14.5) pokazuje da najmanja zahtevana vrednost za n
iznosi nula. Medutim, ako pogledamo jednacinu (3.14.4) vidimo da je u tom slucaju
q.) neodredeno. Ovo ogranicenje se moze resiti za n > 0 uzimajuéi u razmatranje
sliku (3.14.3). Mera promene vektora momenta impulsa hy = Cn odgovara obrt-
nom momentu Mz = Wl

M = Iy
Wi = Cni

h£= Cn

Cn\/

Slika 3.14.3. Ogranitavajuéi slu¢aj O = 90°
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Zato ¢e obrtna brzina ¢ za 6 = 90° biti

N
i sve dok je n kona¢no i q) je konag¢no.
Isti rezultat se moze dobiti i iz jednac¢ine (3.14.3) u kojoj ¢e, za cos — 0, prvi
clan izraza q}Q biti zanemarljivo mali u odnosu na druga dva.
Za 6 = 0°, potrebna vrednost za n u jednacini (3.14.5) mora zadovoljavati
jednacinu

(3.14.9)

n> % WIA (3.14.10)

i u tom slucaju se dobija tzv. uspavana ¢igra. Jednacéina (3.14.10) se cesto koristi
za odredivanje one obrtne brzine pri kojoj je kretanje rakete ili projektila stabilno.
Na osnovu slike (3.14.4), sve dok se osa obrtanja O podudara sa vektorom brzine
projektila, sila otpora ¢e se takode podudarati sa osom Of. Medutim, ukoliko osa
obrtanja blago odstupa za mali ugao 6 u odnosu na vektor brzine, tada ¢e sila ot-
pora, koja deluje u centru pritiska na udaljenosti [ od centra mase, imati moment
RIlsin 6 u odnosu na centar mase. Dakle, ovaj problem je identican sluc¢aju uspa-
vane €¢igre samo §to je W1 zamenjeno sa RIl. Raketa (ili projektil) ¢e stoga biti sta-
bilna, ako je brzina obrtanja dovoljno velika, $to je ustanovljeno sa

2
—+VRIA
n>C R

Slika 3.14.4. Stabilizacija obrtanja rakete ili projektila

15. Precesija i nutacija Zemljine polarne ose. U odeljku (2.18),

izvedene su jednacine momenta, kojim Zemlja, usled svoje spljoStenosti, de-

luje na satelit koji kruzi. Na osnovi treteg Njutnovog zakona, satelit mora

da deluje istim i suprotnim momentom na Zemlju, ali zbog velike Zemljine mase u

poredenju sa masom satelita, uticaj momenta je merljiv samo za kretanje satelita.

Momentne jednacine iz odeljka (2.18), sa suprotnim znakom za moment kojim
satelit deluje na Zemlju, bice

3Kmy L9
M, =— 3 (C — A)sin® @sin6cos6
3Kmg . .
M, =- m (C — A)sinbsingcos @ (3.15.1)

ma3
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M,=0

Ove jednacine se primenjuju na bilo koja dva tela koja se nalaze u polozaju
opisanom u odeljku (2.18), pa su zato primenljive i na Sunce i Zemlju ili na Mesec
i Zemlju. Zbog nagiba Zemljine polarne ose pod uglom od 23°27’ koji polarna osa
zaklapa sa normalom na eklipticku ravan, dolazi do momenta kojim Sunce deluje
na Zemlju $to je prikazano na slici (3.15.1)

Slika 3.15.1. Uticaj Sunca na Zemlju preko momenata M, i M,

Vektor momenta impulsa Zemlje koja se obrée je C'2 i moment M, dovodi do
toga da se kraj vektora C) krec¢e uvek u istom pravcu i pri tome menja ugao 6.
Obzirom da je moment M, oscilatoran (njegova vrednost po zavrsenom ciklusu je
jednaka nuli), M, stvara oscilatornu nutaciju sa nultim rezultantnim uglom po cik-
lusu.

Moment M, je oscilatoran ali zbiran duz negativne x ose, sto zahteva posto-
janje rezultantne precesije po ciklusu. Neka je ¢ brzina precesije normalna na ek-
lipticku ravan, tada ¢e komponenta {sin6, duz negativnog smera y ose, rotirati
vektor momenta impulsa u pravcu M, i dobice se

CQpsin§ = M, (3.15.2)

Brzina precesije, iz jednacine (3.15.1), ée biti

: 3Km, (C—A 9
=— ——— | cosBsin 3.15.3

v mQa3 ( C ? ( )
Vrednost K'ms/m = Gmg u jednagini, pri ¢emu su mg i m, respektivno, mase Sunca
i Zemlje, moze se eliminisati iz jednacine centralne sile izmedu Sunca i Zemlje na
slede¢i nacin

Gmsm  Kmyg 21\ 2
P —ma<7> (3.15.4)
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Takode, prosecna (srednja) vrednost sin2cp za 0 < ¢ < 2r je 1/2, pa je prosetna
brzina precesije po godini, zbog dejstva Sunca, data jednac¢inom

<%r:—;;(f?2<c?;A>C%e (3.15.5)

gde je Q brzina obrtanja Zemlje, (zavisi od izbora referentnog sistema) t je period
obilaska Zemlje oko Sunca, 6 = 23°27" 1 (C'— A)/C = 0.0032 je spljoStenost Zemlje.

Jednacina (3.15.3) se odnosi i na sistem Zemlja-Mesec, gde je m, sada masa
Meseca. Medutim, prilikom eliminacije veli¢cine Km,/ma?®, privla¢éna sila izmedu
Zemlje i Meseca data jednac¢inom (4.6.4) se mora iskoristiti kao

2
G"Z”S::< s >a<2n) (3.15.6)
a m 4+ Mg T

Kako je (K'mg/ma®) = [ms/(m + my)](2n/1)?, jednacina za prosecénu brzinu pre-
cesije Zemljine polarne ose po revoluciji Meseca oko Zemlje postaje

. 3 mmg [(2x 2ro-A
bsr = Tt <'c) (C > cos (3.15.7)

16. Opste kretanje krutih tela. Do sada su razmatrani sluéajevi u
kojima se kretanje oko centra mase ili fiksirane tacke moze odredivati neza-
visno pomoc¢u momentne jednacine

— - -

M=h+woxh (3.16.1)

Slika 3.16.1. Kotrljanje tankog diska po povrsi

Medutim, u opstijem slucaju kretanja, sila

F=m(+ax7) (3.16.2)
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moze dovesti do pojave momenta M , pa navedene dve jednacine viSe nisu nezav-
isne. Ako se svaka od ovih jednaéina razlozi na tri komponente, dobiée se, zapravo,
Sest medusobno zavisnih jednacina, koje se potom moraju reSavati paralelno. Na-
ravno, ovakvi slu¢ajevi su tezi za resavanje. Ipak, opsta procedura se moze ilus-
trovati slede¢im jednostavnim primerom.

Kotrljanje tankog kruznog diska po neravnoj horizontalnoj povrsini

Primer kotrljanja diska je prikazan na slici (3.16.1). Neka postoje dva sistema
o0sa, sa pocetkom u sredistu diska; ose X, Y, Z sa fiksiranim pravcem i ose &, 1, {
koje se kre¢u sa diskom. Neka je { osa normalna na ravan diska, a ose £, 1 su u
ravni diska gde je £ osa duz horizontale. Zgodno je uvesti i n’ osu, tako da ose
&, 1', Z formiraju treéi skup osa rotiranih oko Z ose u odnosu na ose X, Y, Z.
Osa n’ ée se definisati kao horizontalna projekcija ose . Polozaj osa { i & je defin-
isan rotacijom 0 oko ose & za { i rotacijom ¢ oko ose Z za &.

Sila otpora podloge se sastoji od normalne sile reakcije fz i sile trenja f koja se
razlaze na komponente f; (koja je paralelna £ osi) i f,/ (koja je upravna na & osu).

Sa A, A, C kao momentima inercije, respektivno, u odnosu na ose &, v, {isa
R kao radijusom diska, momentne jednacine su

My =—-Cor=—f:R (3.16.3)
M, = A(sin + q»e cosB) + Ab cosH + Coxh =0 (3.16.4)
M, = AB — Cowrdsinh — Ap?sinBcos 6 = — fz R cos 6 + fq'Rsin® (3.16.5)

pri cemu je wy = ¢ — J)COSO u negativnom smeru { ose.
Jednacina (3.16.4) se moze preurediti na sledeéi nacin

A sin® = —6(Coy + 24} cos b) (3.16.6)

$to ukazuje na to da ako je 6 negativno (npr. kada disk pada), tada q) raste, povecava
se brzina obrtanja oko vertikalne Z ose i disk se kotrlja u uzim krugovima.

Ako se pretpostavi da nema klizanja diska u odnosu na povrsinu podloge, onda
vektor brzine centra diska ima slede¢e komponente

vz = Roy (3.16.7)
vy = RH (3.16.8)
vz = RHcosb (3.16.9)
u,s = —Rfsin (3.16.10)

Sto je prikazano na slici (3.16.2). Jednacina sile se tada moze napisati kao

fe = —m(Réx + ROsin6) (3.16.11)
for = —m(ROsin§ + RH? cos® — Rord) (3.16.12)
fz —mg = m(ROcosH — RH?sin 6) (3.16.13)
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Jednacine (3.16.3), (3.16.4), (3.16.5) i (3.16.11), (3.16.12), (3.16.13) su jed-
nacine prethodno pomenutih Sest komponenti koje se moraju paralelno resavati.
Medutim, ove jednacine imaju jednostavno reSenje samo za specijalne uslove kao
Sto su:

65=290° i oy veliko
62290° i w;— 0, ¢ veliko
620° i w; malo, ¢ veliko

Prvi sluc¢aj predstavlja kotrljanje diska ¢ija je ravan skoro vertikalna; drugi slucaj
odgovara obrtanju diska oko njegovog vertikalnog precnika; poslednji slucaj je ko-

trljanje diska ¢ija je ravan skoro u horizontalnom polozaju.
z

A

P

1RO coso

R’Aésine ) (o) i

De

g

Slika 3.16.2. Komponente brzine

Kotrljanje diska cija je povrsina priblizno vertikalna

Posmatrac¢emo disk koji se kotrlja tako da mu je ravan priblizno vertikalna. U
ovom slucaju, ugaone brzine 6 i cp ¢e biti male u poredenju sa wy. Takode, vaZzi
da je sin® = 11 cosf = a, gde je a komplementaran ugao a = (1/2) — 6 (u prvoj
aproksimaciji!). Shodno ovome, 616 se mogu, respektivno, zameniti sa —& i —a.
Jednacine sile i momentne jednacine su tada

f:R = Coy, (3.16.14)
A = Coya (3.16.15)
—Ad — Cor = —fzRa+ f, R (3.16.16)
—f: = mRay, (3.16.17)
for = mR(E+ wrd) (3.16.18)
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fz—mg=0 (3.16.19)
Iz jednacina (3.16.14) i (3.16.17) vazi

(C+mR*ar =0

pa dobijamo

©7 =M = cons. (3.16.20)

Uz pocetne uslove (L =01ia =0 (npr. disk zapocinje pravolinijsko kretanje pri
¢emu je ravan diska vertikalna), integrali se jednacina (3.16.15) i dobija se

A} = Cna (3.16.21)
Dalje, zamenom jednacina (3.16.18), (3.16.19) i (3.16.20) u jednacinu (3.16.16) do-
bija se
Cn?(C +mR?)
A

Ova jednacina ukazuje na to da se ravan diska "klima” (klimata) ka unutra i ka
spolja u odnosu na vertikalu, ostvarujuéi tako brzinu obrtanja koja je dovoljno ve-
lika da bi se zadovoljila nejednacina

(A+mR*)a + —mgR|la=0 (3.16.22)

9 mgAR

Takode, jednacina (3.16.21) pokazuje da je ¢ proporcionalno sa a, pa stoga prece-
sija sinusoidno vibrira. U ovom slucaju, disk se kotrlja po talasastoj liniji koja je
skoro prava.

Vertikalno obrtanje diska

Ovde razmatramo slucaj gde je glavno kretanje diska obrtanje oko vertikalne
ose. Usled odredenih poremecaja, disk ¢ée se kretati u malim krugovima, ali je
ocigledno da ¢e wy biti malo, a q) veliko. Medutim, 6 ¢e ostati blizu 90°, pa ée i
dalje vaziti sinf = 1 i cos 6 = a, gde je o mali ugao.

Na osnovi ovih aproksimacija, jednacine sile i momentne jednacine ¢e biti

frR=Cox (3.16.24)
A =0 (3.16.25)

iz cega sledi da je { = cons..

~ A6 — Cor — Ab?a = —fzRa+ f, R (3.16.26)
—f: = mR(cy — ab) (3.16.27)

for= mR(wr + &) (3.16.28)

fz—mg=0 (3.16.29)
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Iz jednacina (3.16.24) i (3.16.27) se dobija

(C +mR?)6y = mR%ad) (3.16.30)

Uz pocetne vrednosti vz = 0 i a = 0, integral gornje jednacine je
(C' + mR?)w; = mR%ja (3.16.31)

Zamenom jednacina (3.16.28), (3.16.29) i (3.16.31) u jednacinu (3.16.26), konacéna
jednacina postaje

(A+mR*)3+ [(A+mR*)H? — mgRla =0 (3.16.32)
Iz ove jednacine se zakljucuje da je obrtno kretanje stabilno sve dok vazi
‘o mgR
_— 3.16.33
VA e (3.16.33)

Ako je gornja nejednacina zadovoljena, disk ¢e oscilirati sinusoidno sa malim uglom
o u odnosu na osu &, §to predstavlja obrtanje oko vertikalne ose brzinom .

Disk koji se obrée priblizno horizontalno

Ako se nov¢i¢ obrne oko svog vertikalnog precnika i ako se posmatra njegovo
konaé¢no stanje kada ravan nov¢i¢a dostigne skoro horizontalan polozaj, na osnovu
zvuka se moze zakljuCiti da se frekvencija veoma brzo uvecava tokom poslednje
faze oscilacija. Takode se moze uociti da se tacka dodira nov¢i¢a krece po krugu
precnika koji je skoro jednak pre¢niku novéiéa i da je «w; veoma malo (odnosno,
povrsina novéica rotira veoma sporo). Osa { je priblizno vertikalna, tako da je i 6
veoma malo. Medutim, kraj { ose precesira u odnosu na vertikalu veoma brzo, pa
je q) veoma veliko.

Pod ovakvim pretpostavkama, momentne jednacine i jednacine za silu ¢ée biti

fiR = Coy, (3.16.34)
AJO + 2496 = 0 (3.16.35)
Ab — AY*0 = —fzR + f, RO (3.16.36)
—f: = mRox (3.16.37)
for =mRord (3.16.38)
fz —mg =mRH (3.16.39)
Iz jednacina (3.16.34) i (3.16.37) sledi da je wy konstantno.
(C+ mRQ)d)(_ =0
©7 = M = COons.. (3.16.40)
Iz jednacine (3.16.35) se dobija
L (3.16.41)
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Integracijom, uz pocetne uslove (LO i Bg, dobijamo

In i = —2lnE
bo Bo

Stoga je

b = o (eeo) - . (3.16.42)

Zamenom jednacina (3.16.38), (3.16.39) i (3.16.42) u jednacinu (3.16.36), dolazi se
do diferencijalne jednacine za 6
. Aq’,o2eo4

. 2
(A+mR*H = TER < —mgR + mRzmpoeg) (3.16.43)

S obzirom da su 6 i 6% imenioci, ubrzanje 6 raste kako se 6 priblizava nuli. Takode,
jednacina (3.16.42) ukazuje da precesija tezi beskonacnosti, kada se 6 priblizava nuli.
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Dinamika Zziroskopskih instrumenata

1. Male oscilacije Ziroskopa. Ako se ziroskop ili ¢igra sa Slike (3.13.1)
blago izvedu iz stabilnog stanja, moze se pokazati da su oscilacije oko rav-
noteznog (stabilnog) polozaja harmonijske.
Podimo od jednacina (3.13.4) koje predstavljaju momentne jedna¢ine u odnosu
na ¢vorni sistem koordinata prikazan na slici (4.1.1).
Wisin® = A6+ Cndsin6 — Ad? sin6 cos §
0= A sin® 4 2446 cos b — Cnh (4.1.1)
0=0Cn
Neka su 6 i q.)o vrednosti stabilnog stanja od 6 i q'), respektivno, i neka su odstu-
panja od stabilnog stanja 0, i ¢, tada su vazece trenutne vrednosti od 6 i ¢
6 =1060+9,
b= o +dy
Za male oscilacije se mogu napraviti sledece aproksimacije
6 = 0. (do + ) = 6o
sin 6 = sin 6y + 6, cos By
cos B = cosHy — 6, sin

Zamenom ovih vrednosti u drugu od jednacina (4.1.1) i zanemarujuéi proizvode i
kvadrate malih odstupanja, dobija se

A(]}v sin 69 + 2Aévq.)0 cosBy — Cnb, =0 (4.1.2)
Integracijom,
'E)"‘ . . ev
AsinBg [ db, = (Cn — 2Adg cosb dse,
o b= bocosbo) [ (4.1.3)
Aq.)v sinfy = (Cn — QA% cos 6p)0,
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\J cosO

Slika 4.1.1.
Moment impulsa (ugaoni moment) u odnosu na &vorni sistem koordinata

Sli¢no, iz prve od jednacina (4.1.1), dobija se

AB, — A(do? + 2doihy ) (sin By cos By — O, sin? By + 6, cos? By )+ (41.4)
+ C’n((l)o + d)v)(sin B0 + 6, cosBHy) = Wi(sin 6y + 6, cos 6yp) o

Medutim, za stabilnu precesiju 6 je jednako nuli, pa su stabilne komponente jed-
nacine (4.1.4)
—Aq')o2 cosBy + C’mi)o = Wi
Stoga, zamenom ovog izraza u jednacinu (4.1.4) i koristeci jednacinu (4.1.3) za eli-
minisanje ¢, dobija se diferencijalna jednacina drugog reda po 6,:
A%0, 4 [(Cn)? — 4AW 1 cos By 4+ A% (1 — cos? Hp)]0, = 0 (4.1.5)

Skre¢emo paznju da se u domacoj literaturi za oscilacije ovog tipa najcesc¢e koristi

% naziv nutacija, medutim, iz nekih prakti¢nih razloga, ovde ¢emo veoma cesto ko-
$% ristiti pojam cvorne oscilacije. Dakle, na osnovi prethodnog, ¢vorne oscilacije (tj.

nutacija) su sinusoide sa periodom

- 2r 2nA (4.1.6)
0 = - = - . .
®o \/(C’n)2 — 4AWl cos B + A?¢o?(1 — cos? f)
Ako je n veoma veliko, period nutacije se smanjuje na
2nA
> 4.1.7
= (4.1.7)

I period precesije je isti jer iz jednacine (4.1.3) imamo

: Cn — 2Aci)0 cos Oy
= 4.1.
2 ( Asin 6y ) o (4.18)
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pri cemu je (LV proporcionalno sa 6,,.

Ako je cosBy = 1, dobija se uspavana ¢igra, a da bi imenilac u jednacini (4.1.6)
bio realan, (Cn)? mora biti ve¢e od 4AWI. Na ovaj na¢in se ponovo dolazi do
uslova stabilnosti uspavane cigre

2

—VAWI
n>C w

2. Oscilacije u odnosu na ose okvira. Slika (4.2.1) prikazuje ziroskop
sa dva okvira ¢iji se centar mase poklapa sa geometrijskim centrom okvira.
Potrebno je napisati momentne jednacine u odnosu na ose u lezistima okvira.

z
)
I
I
I
I
I

Slika 4.2.1. Simetritan Ziroskop sa osama okvira £ i Z
Zanemarujuéi mase okvira, momenti inercije tocka (Ziroskopa) u odnosu na ose
g, n, {bie A, A, C. Ugaone brzine i ugaoni moment (moment impulsa) u odnosu
na ose &, 1, { su opisani u Odeljku (3.13), a momentne jednacine u odnosu na ose
&, n, { mogu se zapisati u sledeéem obliku:

M: = A6 + Cn(i) sinf — Aai)2 sin 6 cos 6

M, = A(Dsin 6 + 246 cos ) — Cnb (4.2.1)
My = C%(cp + {cos )

Momenti M, i My se mogu razloziti na komponente duz (vertikalne) ose Z i na
komponente u horizontalnoj ravni. Komponenta Z (M; = 0) je

Mz = M, sinf + M; cos = M, sinf) = Alpsin® 6 4 2A)Hsin 6 cos § — Cnbsin O
(4.2.2)
Ove nelinearne jednacine se mogu linearizovati ako usvojimo neke pojednos-
tavljene pretpostavke. Po pravilu, brzina obrtanja ¢ je mnogo veéa od brzina q; if.
Tada je ¢, brzina obrtanja, priblizno jednaka n - konstanti velike vrednosti. Zane-
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marujuéi proizvode i kvadrate manjih veli¢ina q) i é, pojednostavljenje jednacina, o
kojima je re¢, bice

M;: = AD + C’mi) sin 6

My = Ai[}sinQG — Cnbsin6

Postoji nekoliko mogucéih resenja gornjih jednacina, u zavisnosti od onog sto se
zeli dobiti. Prvo se moze ispitati uslov stabilne precesije

(4.2.3)

6 =160
¢ = o
b=i=h=0

Jednacine (4.2.3) tada postaju

ME_O = Cn(l)o sin 60
Mzo =0

Sto zahteva konstantan spoljni moment u odnosu na horizontalnu osu okvira, kao
Sto je prethodno pokazano u odeljku (3.14).

Razmotrimo slucaj kada se u uslovima stabilne precesije obrtnoj osi daje odstu-
panje (poremeéaj) usled delovanja momenta Mx(t).

Pod pretpostavkom da su oscilacije male, mogu se ustanoviti jednacine

(4.2.4)

6=06p+6, sin 6 = sin 6y + 6, cos Oy
q}:%quj)v cos O = cos Oy — 0, sin O

Zanemarujuéi ponovo proizvode izraza sa malim oscilacijama, iz jednacina (4.2.3)
dobijamo

M(t) + Mzo

6, + @(q)oev cosOg + (Lo sin Oy + (L\, sinfy) =
A A (4.2.5)

lév:()

¢y sin By — 1

Zamenom izraza za Mz iz jednacine (4.2.4) (koji predstavlja uslov stabilnog stanja)
i uzimajuéi da je Cn/A = p, dobija se konacan oblik diferencijalnih jednacina za
odstupanje od stabilne precesije

6, + p (boby cos B + gy sin ) = — (4.2.6)

{[}V sin B —pév =0
Do resenja ovih jednacina najlakse se dolazi primenom Laplasovih transforma-
cija sa zavisnim promenljivim 6, i ¢,. Kako inicijalno vazi 6 =8y, 6 =01 ¢ = do,
6,(0) = 6,(0) = ¢, (0) = 0, onda su jednacine transformacije
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(52 -|-p(,1)0 cos 60)6‘/(3) + (P sin 60) ;V(S) = qu(S) (427)

—pB,(s) + (sin o) g, (s) = 0

Koriste¢i Kramerovo pravilo, jednacine za 6,(s) i &, (s) ée biti

1— .
ZM:(S) p sinfy

6,(s) =

0 sin

(s + p(l.)o cosfp) p sinfy
—p sin Og

(4.2.8)

(s? +p(LO cos bp) %ME(S)
—p 0

(s> + pocosBy) psinby
—p sin Bg

b,(s) =

koje se mogu resiti za bilo koje o¢ekivano Mz (t) i bilo koji ugao 6.

Primer 4.2.1. Kada obrtna osa miruje za 0y = ©/2, deluje impuls na obrtnu osu
koji rezultuje impulsnim momentom Mg(t) = M5(t) gde je 5(t) delta funkcija* sa

jedinicnom merom po sekundi, a M je moment u kg po sekundsi.

> Iz jednacine (4.2.8) vazi

o~

— M 1
ev(s) - ZSQ +p2
= _ p]\//.T 1
q)v(s) - A 82 _|_p2

i odgovarajucéa reSenja po vremenu bice

—~ —~

M . M
6,(t) = e sin pt 0,(t) = — cos pt

dbu(t) = % sin pt by (t) = A%p(l — cos pt)

* Veoma je zgodno koristiti Dirakovu delta funkciju u slu¢aju dejstva impulsa na neko telo jer je

+o0, =0

e

T d(z)dz =1
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Stvarni polozaj obrtne ose u proizvoljnom trenutku je tada jednak

— ' t
+_Sln
4 p )

$b(t) = %(1 — cos pt) . q

Dobijeni rezultati se mogu interpretirati na slede¢i nacin. Neka je, prvo, obrtna

osa fiksirana pa je Li)o = 0. Impuls momenta M naglo menja vektor momenta im-
pulsa Cn duz ckvatora za ugao M /Ap = M /Cn.

Slika 4.2.2.
Kretanje obrtne ose za delta funkciju impulsa (poZetni moment je nula)

Tako obrtna osa ne moze trenutno da se menja, ona razvija brzinu 6,(0) = M JA
usmerenu od ekvatorske pozicije na dole. Stoga, rotacija obrtne ose oko novog
rezultujuceg vektora momenta impulsa generiSe kupu sa osnovom ¢iji je radijus M ,
kao §to je prikazano na slici (4.2.2). Naravno, ovo je u saglasnosti sa zakljuckom
iz odeljka (3.8) koji ukazuje na to da, sa nultim momentom (kada imamo delta
funkciju momenta, moment je nula za svako ¢ osim za t = 0), vektor momenta im-
pulsa je konstantan i nepromenljiv, a obrtna osa ¢e precesirati oko njega.

Dalje, ako se posmatra pocetna stabilna (ravnotezna) precesija sa obrtnom
osom u By = =/2 usled konstantnog momenta Mzq, rezultujuéi vektor momenta im-
pulsa h biée iznad ekvatora sa komponentom momenta A(i)o. Impuls momenta Ce,
opet, naglo okrenuti rezultantu h za iznos M duz latitude X = Aq')o /Cn, kao $to je
prikazano na slici (4.2.3).
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Slika 4.2.3. Kretanje obrtne ose za delta funkciju impulsa
(potetni moment je konstantan, sa stabilnom precesijom ()g)

Za vreme t posle t =0 ( ¢t = 04), obrtna osa ¢e imati vertikalnu i horizontalnu
komponentu ugaone brzine 6(0) = M\/A i §o, redom. Medutim, njihova rezultanta
¢e biti normala na radijalnu liniju iz vektora i_i, kao §to je prikazano na slici (4.2.3).

Zato ¢e vektor l_i, priblizne duzine Cn, stabilno precesirati duz latitude

A= Ady/Cn

ugaonom brzinom (i)o, dok ¢e obrtna osa rotirati oko & po krugu radijusa

M2 + (Adg)? .
Rezultat je kombinovana precesija i nutacija, a kriva koju opisuje obrtna osa za-
visi od odgovarajuéih pocetnih vrednosti komponenata brzine M /A i %- Ovakvo
ponasanje je sli¢no ponasanju ometane ¢igre (disturbed top), sa tom razlikom sto je
ovde nametnut konstantan moment u odnosu na évornu osu &, dok ¢e se u slucaju
klasi¢ne ¢igre gravitacioni moment menjati sa 6. Medutim, za male poremecaje,
kretanja su identi¢na.

3. Okviri konatne mase (Tehnika poremecaja). Na osnovu slike
(4.2.1), momenti inercije rotora u odnosu na ose &, n, { su bili A, A, C.
Sada ¢emo predstaviti i moment inercije okvira na sledeéi nac¢in. Moment in-
ercije unutrasnjeg okvira u odnosu na ose &, 1, { su A4;, B;, C;, respektivno. Mo-
ment inercije spoljasnjeg okvira u odnosu na osu OZ je Cy.
Polaze¢i od toga da ose &, 7, { rotiraju ugaonim brzinama 6, (]}Sin 0, ¢cosO i
uzimajuéi u obzir mase koje rotiraju usled navedenih komponenti, momenti iner-
cije u odnosu na ove tri ose su:
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IEZA—I-Ai
I, = A+ B (4.3.1)
L=,

Kosinusi pravaca OZ ose, u odnosu na &, n, {, sulz: =0, Iz, =sin6, Iz; = cos6
pa moment inercije u odnosu na Z osu postaje

Iz = Co+ Ilze® + Llz,® + Ilz? (4.3.2)
= Cy+ (A + By)sin?6 + C; cos® 0 e

Sledece $to odredujemo su momenti impulsa (ugaoni momenti) u odnosu na

& L

h: = (A+ A)b (4.3.3)
hy, = (A+ B;)}sin6 (4.3.4)
hy = C(¢ + cosB) + Cid cos 6 (4.3.5)

Moment u odnosu na osu ¢ se moze razdvojiti na dva dela:

My = hy — hzsin + h,6
= C%(q} + bcosh) + Cz%(q) cos0) + (B; — A;)6(sin 6 (4.3.6)
= M, + M’

pri ¢emu je M, = C(d/dt)(¢ + {)cosB) moment u odnosu na osu rotora, a M je
moment koji se javlja usled dejstva sila kojima spoljasnji okvir deluje na osu un-
utrasnjeg okvira, kao sto je prikazano na slici (4.3.1).

Slika 4.3.1. Momenti koji deluju na unutra3nji okvir i rotor

Ako se pretpostavi da je MC/ jednako nuli, tada je moment impulsa rotora konstan-
tan.
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C(¢ 4 dcosO) = Cn = constant. (4.3.7)

Komponente momenta impulsa duz osa &, v, £, §to je prikazano na slici (4.3.2),
mogu se razloziti duz osa &', v/, ¢’ pomocu vertikalne i horizontalne komponente
od hy i hy. Komponente hz i b, ¢e, pri tome, rotirati oko OZ ose ugaonom brzinom

, kao sto je prikazano sa slici (4.3.2). Komponente od 71, duz osa &', v/, U, bice
n

he = (A4 A;)6 (4.3.8)
hy = hycosO — hysin = (A + B;)bsin6cosh — (Cn + Cid cos 0) sin H(4.3.9)
hyr = hysin 6 + hy cos 6 + Cob = (A + B;)}sin6

+ (Cn + Cifcos ) cos b + Coth (4.3.10)

Sada se mogu napisati momentne jednacine u odnosu na ose {’, i & na slededi
nacin

My = My = hy = (A + B;)({sin 6 4 206 sin 6 cos §) —

—(Cn+ Ciq') cos 6)651116 + (C’,L]) cos O — C’zq)G sin 0) cos 6 + C’OQ}
= [Co + C; cos® 6 + (A + B;) sin? 6] + 2(A + B; — C;)hHsin 6 cos h — Cnhsin §

. .dI .
= Iz + 4’dTZ — Cnfsin

= %(Izq}) — Cnbsin @ (4.3.11)
Mz = hzr — hyrd)
= (A+ A)B+ Cndsinb + [C; — (A + B;)]d?sinHcos§ =0 (4.3.12)
£=Z
P
|
hC‘
h‘rl' _
o -
hg;

g=¢

Slika 4.3.2. Razlaganje ugaone brzine i momenta impulsa (ugaonog momenta)
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Nakon ovoga, treba analizirati slu¢aj u kome ose inicijalno miruju, a osa un-
utrasnjeg okvira u poziciji 69 ima pocetnu ugaonu brzinu 6(0) = qa, prouzrokovanu
impulsivnim momentom u formi delta funkcije u odnosu na & osu. Vreme ¢t = 0 se
odnosi na trenutak neposredno nakon impulsa i u tom slucaju vazi Mz = Mz =0,
a pocetni uslovi su ¢(0) = 0, ¢(0) =0, 6(0) = By, H(0) = a. Sa sigurnoséu se moze
pretpostaviti da je (L(O) = 0, obzirom da poc¢etna brzina a rezultira Ziroskopskim
momentom u odnosu na osu Z (kroz reakciju lezista ose &), a $to nije impulsnog
karaktera.

Za slobodnu osu spoljasnjeg okvira vazi Mz = 0, pa se jednacina (4.3.11) moze
zapisati kao

d(Iz9) = CnsinHdo (4.3.13)

Integracijom, gde je IZLI) jednako nula za t = 0, dobija se jednacina

Iz = —Cn(cos§ — cos fy) (4.3.14)

Ako se napravi aproksimacija malih oscilacija

6="060+6,
sin 6 = sin By + 6, cos B
cos 6 = cos By — O, sin O
sin 6 cos 6 = sin 6 cos 6y + 6, (cos2 By — sin® 6o)

onda se jednacine (4.3.2), (4.3.14) i (4.3.12) mogu napisati u obliku jednacina

Iz = [Co+ (A + By)sin® By + C; cos® 6]
+260,(A + B; — C;) sinBg cos g (4.3.15)

= Iy + 26,(A + B; — C;) sin g cos 6y
qu.) — (Cnsin6y)6, + 26V(L(A + B; — C;)sinfgcosbBy =0 (4.3.16)

(A+ A;)8, + (Cnsin b))
+ {(Cncos GO)OVq') — (A + B; — C;)[sinBg cosHy
+ 6, (cos® By — sin? 6)]p?} =0 . (4.3.17)
Jednacine (4.3.16) i (4.3.17) su nelinearne zbog poslednjeg izraza u svakoj od
njih. Resenje jednacina se moze dobiti tehnikom poremecaja, koja ¢e biti ilus-
trovana slede¢im jednostavnim primerom. Uzmimo u obzir nelinearnu jednacinu
prvog reda

y+ay+by’=0 (a)

gde je koeficijent b u nelinearnom ¢lanu mala veli¢ina. Sada ¢emo uzeti u obzir
slicnu jednacinu

¥+ ay +uby* =0 (b)
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koja se razlikuje od prethodne po dodatnom faktoru u, koji moze biti proizvoljan
pozitivan broj. Ako se nade resenje jednacine (b), onda se ujedno resava i jednacina
(a) za u = 1.

Resenje trazimo u obliku

y=1yo+uyr +piyi+- - (c)

Zamenom jednacine (¢) u (b) dobija se

(5o + win + g + ) +alyo +uyr + 1’y + )
+ uwb(yo + uy1 + H2y2 +-)2=0 (d)

Preuredivanjem, ova jednacina se moZze zapisati "izvlacenjem” . ispred zagrade

(o + ayo) + w(¥1 + ayr + byo”) + (G2 + ay2 + 2byoyr) + w2 (s +--) =0 (e)

Primecuje se da je, za u = 0, dobijeno gy reSenje linearne jednacine. ReSenje yo
se naziva generickim reSenjem i moze se smatrati pocetnim uslovom za izlozeni
slucaj. Ako u raste, pocevsi od nule, jednacina (e) ¢e biti zadovoljena samo ako
koeficijenti uz u razli¢itog stepena budu jednaki nuli. Na ovaj nacin, dobijaju se
sledece jednacine

U1 +ayr +byo® =0 (f)
U2 + ayz + 2byoyr = 0, itd. .. (9)

koje mogu biti reSene po yi1, yo, itd...

Prethodna tehnika se sada moze primeniti na jednacine (4.3.16) i (4.3.17), ali
izvedeno resenje ¢e se odnositi samo na korekciju prvog reda. Obzirom da jednac¢ine
(4.3.16) i (4.3.17) vec sadrze simbol 09, reenje linearne jednacine (koje odgovara
yo) ée biti Bgo 1 $go. Tada su linearne jednacine oblika

IO(LOO - (Cn sin 60)900 =0 (4316&)
(A4 A;)Boo + (CnsinBg) oo = 0 (4.3.17a)
Eliminisanjem q.)oo, dobija se
. (Cnsin6y)?
6 ———6po=0 4.3.18
00+IO(A+A,;) 00 ( )
Ako se uzme da je
o= —Cnsinbo (4.3.19)

VIo(A+ Ay)

opste resenje koje odgovara pocetnim uslovima je

Bo0 = 50 sin wt (4.3.20)
o
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Cnsin 60 {6(0)

oo = T wsmm} (4.3.21)

Sledece, $to treba razmotriti, jeste korekcija prvog reda po y; u jednacini (f).
Iz prethodno dobijenog resenja, odredeni su nelinearni izrazi

, 6(0)2Cnsin6
Bo0hoo = H(0)°Cnsinfy w;;()sm 0 sin? ot

. Cnsinbo\* /6(0)\?

41002:( nzn 0) < Eo)) sin? ot
koji, kada se zamene u jednacine (4.3.16) i (4.3.17), rezultuju novim skupom difer-
encijalnih jednacina

2(A 4+ B; — C;) sin? Oy cos Oy Cné(O)2

7 5 sin® ot (4.3.160)
0 (O]

104')1 — (CnsinBy)6; = —
.. . a 2 1

(A+ A;)61 + (Cnsinb)d = —(Cncos OO)GEOLQ)@ sin? ot
0

: : 2
6(0)Cn sin 60> sin? of
(J.)IO

(4.3.17b)
+ (A+ B; — C;)sinbg COSG()(

Sada treba eliminisati 6;. Iz jednacine (4.3.16b) se dobija

- Iy 49(0)2(14 + B; — C;) cos 8 sin 0y 9 oy
o= <Cnsin60>(q)1) + [ T (cos” wt — sin” wt)

Zamenom u jednacinu (4.3.17b), sledi diferencijalna jednacina po ¢;.

s, |+ @nsintn =
. ) s _
{G(O)Cn} {(A + B, CZ)Qsm fo cosBp  sinfly COSGO] 1(1 Ccos2of)  (43.170)
(O] Io IO 2
A+ A,
- 41:0 - [46(0)2(A + B; — C;) sin 6 cos 0y cos 2wt

Ispitivanjem ove jednacine vidimo da je reSenje homogene jednacine po q)l har-
monijsko sa frekvencijom w, kao $to je i dato jednac¢inom (4.3.19). Ovo konkretno
reSenje ¢e sadrzati harmonijski ¢lan frekvencije 2w, a konstantan deo izraza bice
jednak konstantnom izrazu na desnoj strani jednacine koji je podeljen sa koefici-
jentom 4’1 na levoj strani. Od interesa je konstantan izraz koji utice svojim ne-
promenljivim delovanjem na rotaciju spoljasnjeg okvira shodno jednacini ¢4 = q.)st.

Konstantan izraz reSenja je

6(0)2Cn

bs = _m[(fl +B;,—C)) sin® 6, cos By — I sin B cos By
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Zamenom za I iz jednac¢ine (4.3.15), gornji izraz se skrad¢uje na

B 9(0)2Cn(C’0 + C;) cos Oy
q)s T 2(1)2102
Dakle, ocigledno je da spoljasnji okvir osciluje i deluje u negativnom smeru, a ovaj
fenomen se naziva hod okvira. Treba primetiti da hod okvira ne postoji za 69 = 90°
ili ako je moment inercije (Cy + C;) jednak nula.

(4.3.22)

4. iirokompas. Osobina zirokompasa je da pokazuje sever na bilo ko-
joj latitudi u bilo kom trenutku. Ziroskop velike brzine, sa dva okvira i sa
tezinom veSanja w na —m osi, koji dobija moment wl cos 6 u odnosu na & osu
kada je osa nagnuta iznad horizontalne ravni, kao sto je prikazano na slici (4.4.1),
zadovolji¢e pomenute osobine.
Naslici (4.4.1), rotacija Zemlje sa zapada na istok prikazana je vektorom ugaone
rotacije €2, koji je usmeren u pravcu severa. Njegova brojna vrednost je

Q) = 21/(24 x 3600) = 7.27 x 107" rad/sec.

Za bilo koju latitudu ), o ¢e imati komponente u meridijalnoj ravni jednake €2 cos:
horizontalno i Q2 sin A vertikalno.

Sa Z osom zirokompasa u pravcu vertikale, da bi osa { ostala u ravni meridi-
jana 1 pri tome bila usmerena ka severu, spoljni okvir mora stabilno precesirati
brzinom ¢ = Qsink i, dodatno, treba da ima ugaonu brzinu {2 cosA u odnosu na
—n osu koja je normalna na ravan spoljasnjeg okvira. Ukoliko se ziroskop navede
da se kreée pod pomenutim uslovima, u daljem tekstu ée se ispitivati zahtevi koji
se name¢u momentu da bi ovakvo kretanje bilo ostvareno.

Qsin

Slika 4.4.1. Zirokompas i komponente ugaone brzine
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Ukoliko je 8 = 90° — ap, pri ¢emu je oy veoma mali ugao iznad horizontalne
ravni na latitudi ), ugaone brzine osa &, ), { ¢e biti:

w: =0
w, = Q(sin ) cos ag — cos ksinap) (4.4.1)
oy = Q(sinisin oy + cos k cos ag)

Pretpostavljaju¢i da je brzina obrtanja veoma velika, mogu se zanemariti sve os-

tale komponente od h. Za M z = 0 vazi ¢ = constant. Zahtevani moment u odnosu
na & osu bice:

Mg = (C(]b)(;),-
. o ‘ . (4.4.2)
wlsinay = CPQ(sink cosag — coshsinag)

Deljenjem sa sin ag, potreban nagib ose obrtanja iznad horizontalne ravni iznosi:

Csin

tgao = wl + CpQd cos h

(4.4.3)

i zavisi od latitude A.
Moment, potreban za ugaonu brzinu {2 cos A u odnosu na osu —r, dobija se zbog
reakcije leziSta ose Z spoljasnjeg okvira.

5. Oscilacije zirokompasa. Ukoliko se osa zirokompasa izmesti iz me-
ridijanske ravni, kao $to je prikazano na slici (4.5.1), oscilacija koja se pri
tome javlja imace dve komponente, jednu normalnu na meridijansku ravan
a drugu u samoj meridijanskoj ravni. Obe oscilacije ¢e imati istu frekvenciju i pri
tome ¢e kraj ose zirokompasa opisivati elipsu.
Neka je ¢ ugaono odstupanje obrtne ose u odnosu na meridijansku ravan i neka
je o nagib ose iznad horizontalne ravni; neka su oba ova ugla mala, tada ¢e ugaone
brzine u odnosu na &, 7, { ose biti

wz = —a — Qdcosh
Oy = $ 4 Qsink — Qacosi (4.5.1)
w; = (¢ + QsinW)a + Qcos

S

Ukoliko se pretpostavi da je brzina obrtanja velika i da je ugaoni moment kretanja
u odnosu na £ i v osu zanemarljivo mali, tada
hy = C'9 = constant za My =0
he =hy, =0
Momentne jednacine, koje su od interesa, bice:
M, = —hywz = Cp(a + Qpcosh) =0

: (4.5.2)
M = hzw, = Co(4 + Qsink — Qacosk) = wila
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pri ¢emu je wl neizbalansirana masa zbog postojanja dodatne tezine duz — ose.
Preuredujuéi date jednacine, dobija se

&+ (Qcosh)p =0

. ) o (4.5.3)
(Co)p — (wl+ CopQrcosh)a = —CpQsinh
4
n
Qsin A
Sever € — - =Q0
¥ O —----
e
o
g
Zapad
Slika 4.5.1. Vektorske komponente kod Zirokompasa
Eliminacijom ¢ iz gornjih jednacina, diferencijalna jednacina po a postaje
[+ CoQ Q
+ (wl + C CO,S M@ cos )\)a = Q2 sin ) cosh (4.5.4)
Co
sa opstim reSenjem
C'opQsin h
= in pt tt+ ——— 4.5.
a = Cysinpt + Cycosp +wl+Cchcos)\ (4.5.5)
b= wiQ cosh + CCPQQ cos? \ ~ wlf c.os)\ (4.5.6)
o o
Na osnovu jednacine (4.5.3) jednagina za ¢ bice
= P (C1 cos pt — Cy sinpt) (4.5.7)

Qcosh
Ove navedene jednacine ukazuju na to da obrtna osa osciluje horizontalno oko
meridijalne ravni i vertikalno oko nepromenljivog ugla oy, datog jednacinom (4.4.3).
Frekvencija oscilovanja p (jednacina (4.5.6)) je funkcija od latitude A i veoma je
mala, obzirom da je C¢ u imeniocu. Frekvencija p tezi nuli kada se Zirokompas
nalazi blizu severne polarne ose gde se pouzdanost instrumenta smanjuje.

Visokofrekventne oscilacije

Pored sporih oscilacija, datih pomoc¢u gore navedenih jednacina, postoji i vi-
sokofrekventna oscilacija koja se nije pokazivala, obzirom da se pretpostavljalo da
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je ugaoni moment u odnosu na & i n osu jednak nuli. Dodavanjem In(]; i—Iz:au
jednacinu (4.5.2), dobija se

M, = Cp(a+ Qpcosh) + In{l} =0

. (4.5.8)
M: = Cop(d+ Qsinkh — Qucosh) — a4 = wla
Uredivanjem i uzimajuéi da vazi
a = Cpfdcosh
b= wl + C¢pcos i
gornja jednacina postaje
¢+ CI:Po'z - %q) =0
5 Ciy, b, Cifsind (4.5.9)
I I: I:

Pretpostavljajuéi harmonijske oscilacije, e®?!, osnovne frekvencije su date determi-
nantom

b Cq
P+ = - cPz’p
Iy ™1y
S
ITA IT]

ili

. [(Ccp)2+a15+b1n] 2, ab

-0 4.5.10
L, L, (4.5.10)

Obzirom da je (C¢)? znatno vece od aly ili bI,, pojednostavljena jednacina osnovne
frekvencije je

,  (C9)? 4abLI]  (C9)? | 2abLL,
= nr [ @] T e | @ (4.5.11)

Stoga, dve frekvencije ¢e biti

9 ab (wl + Cp cos h)Q cos h s (Ch)?
= = == 4.5.12

Frekvencija p; odgovara jednacini (4.5.6), a ujedno je predstavljena i dodatna vi-
sokofrekventna oscilacija frekvencije pe. Ukoliko je h: = h, = 0, tada ps = oo ne
ulazi u prethodno resenje. Ipak, amplituda visokofrekventne oscilacije je izuzetno
mala i, stoga, spora oscilacija sa frekvencijom p; je, generalno, jedina koja se de-
tektuje tj. uocava.
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Amortizovane oscilacije

Prigusivanje spore oscilacije zirokompasa se moze proizvesti uvodenjem mo-
menta u odnosu na v osu i to na sledeéi nacin. Pomeranjem od centralne linije ka
istoku tezine vesanja w za iznos e, koordinate tezine w biée (&, n, ) = (—e, —I, 0).
Jednacina za moment u odnosu na osu se tada menja i bice

M, = Co(a+ QY cosh) = —wea (4.5.13)
ili
a=—Qfcosh — To (4.5.14)

Diferenciranjem jednacine po M; (druga od jednacina (4.5.8) bez izraza Izd) i za-
menom za & iz prethodne jednacine i a iz M, dolazi se do sledece diferencijalne
jednacine po ¢:

i (g}(@)(l)_i_ (wl+Cchc?sk)Qcosk wefsin h (45.15)

Co v=- Co
Rezultat pomeranja visece tezine (tezine veSanja) za rastojanje e je upravo prigu-
Sivanje ¢ oscilacija i pomeranje mesta ravnoteze ka istoku za ugao

wetg

—_—— 4.5.1
wl 4+ Cp cosh (45.16)

o =

Greska kompasa pri odredivanju pravca (Geono odstupanje) usled kretanja pokret-
nog sistema

Da ne bismo svaki put pravili razliku izmedu
kosmickih letilica i zemaljskih objekata u kre-
tanju na kojima se koriste ziroskopski sistemi
za navigaciju i stabilizaciju, a kako se govori o
principima izgradnje navigacionih i stabiliza-
cionih kompleksa, u daljem tekstu ¢emo tak-
bve objekte nazivati opstim imenom pokretni
sistem. Dakle, kada se pokretni sistem, koji
nosi zirokompas, kreée u smeru severa brzi-
nom v duz meridijana, ugaona brzina uv/R je
usmerena ka zapadu, pri ¢emu je R radijus
Zemlje. Kombinacijom vektora ugaonog ubr-
zanja u/ R sa horizontalnom komponentom Ze-
mljine rotacije, {2 cos A, rezultujuc¢a ugaona br-
zina u horizontalnoj ravni skreé¢e ka zapadu za

ugao
& u/R
o~
— v
Q2 cosh —cos0
. v 7 . . . 7 R
i zirokompas ¢e pokazivati u smeru rezultujuce
ugaone brzine, sa uvedenim y ugaonim odstu-
panjem.

Meridijan

Slika 4.5.2. Ugaone brzine u horizontal-
noj ravni zbog kretanja sistema brzinom v
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Ukoliko pokretni sistem putuje u pravcu koji pravi ugao 6 sa meridijanskom
ravni, u se moze zameniti sa v cos § kako bi se dobilo

~ v cos O
= RQcosh+usinh

pri ¢emu se uticaj komponente vsin 6 moze zanemariti, s obzirom da je ona veoma
mala u poredenju sa {2 cosAi.

6. Brzinski Ziroskop. Ziroskopi velikih brzina sluze kao osnovni elementi
kod mnogih isntrumenata i to za navodenje i kontrolu kretanja pokretnog

sistema. Slika (4.6.1) pokazuje osnovne elemente brzinskog ziroskopa.
Z

Slika 4.6.1. Brzinski Ziroskop

Unutrasnji okvir, koji pridrzava obrtni tocak, prikacen je oprugom koja dozvol-
java ogranic¢enu rotaciju oko spoljasnjeg okvira koji je pri¢vrscéen za pokretni sis-
tem. Osa Z, oko koje se pokretni sistem okrece, naziva se ulazna osa, a osa rotacije
unutrasnjeg okvira se naziva izlazna osa.

Ukoliko pokretni sistem napravi stabilan okret oko ulazne ose brzinom (L, brz-
ina promene vektora momenta impulsa Cn iznosi Cn(j), Sto zahteva moment jed-
nak njemu ali u odnosu na izlaznu osu. Ovaj moment proizvodi torziona opruga
krutosti K prilikom naginjanja izlazne ose za mali ugao 6, sto je prikazano na slici
(4.1.1). Izjednacavanjem pomenuta dva momenta, dobija se

Cni = K6

ili

Cn .
6= ?a[) (4.6.1)
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i spoljasnji ugao 6 je proporcionalan brzini obrtanja ulazne ose ili samog pokretnog
sistema.

Spoljasnji ugao 6 se, u opsStem slucaju, elektronski o¢itava pomocéu posebnog
uredjaja — davaca signala. Jedan od takvih uredaja je i E-davag, prikazan na slici

(4.6.2).
400 ~v

osovine

Slika 4.6.2. E—daval na drzatu

Sredisnji krak F uredaja napaja se naizmeni¢nom strujom od oko 400 cps. Dva
spoljasnja kraka su suprotno namotana, tako da kada se armatura®, prikacena za
spoljasnju osu, centrira oko srediSnjeg kraka, ne postoji napon u suprotnim seri-
jski povezanim spoljasnjim kalemovima. Kada se armatura pomeri usled 6, stanje
magnetnog fluksa nece biti ujednaceno, ¢ime se stvara napon koji se ocitava na
spoljasnjim kalemovima.

Kod instrumenta kod koga ne postoji nikakvo prigusenje, spoljasnja osa ¢e pre-
vazi¢i stabilan ugao 6 i oscilova¢e oko novog dobijenog ugla. Da bi se izbegli ovi
nezeljeni uslovi, priguSivanje se, generalno, obezbeduje, a ponaSanje instrumenta
(pri prigusivanju) se dobija iz sledede diferencijalne jednacine

A+ ch+ KO = Cni (4.6.2)
gde je A moment inercije tocka i unutrasnjeg okvira u odnosu na izlaznu osu, a c je
koeficijent viskoznog prigusenja. Shodno ovome, dinamicke karakteristike instru-
menta se mogu dobiti na osnovu slicne homogene jednacine

* po definiciji, armatura je kalem u kome se indukuje napon usled kretanja kroz magnetno polje
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6+ 2wb+wH=0 (4.6.3)

pri ¢emu je

| K
W = Z — neprigusena osnovina frekvencua

)
Il
Il

faktor prigusivanja

Cer = 2V KA = kritiéno priguSivanje

7. Integracioni Ziroskopi. Ukoliko se torziona opruga, koja ogranicava

vrednost izlaznih rezultata, zameni viskoznim prigusivacem instrument pos-

% taje integriracioni Ziroskop. lzjednacavanjem brzine promene momenta im-
pulsa sa momentom usled viskoznog prigusivaca dobija se

Cnip = ch

ili

6= %jq}dt = %q) (4.7.1)

Na ovaj nacin, spoljasnji ugao 6 je proporcionalan integralu ulazne ugaone brzine,
Sto je zapravo sam ulazni ugao.

8. Stabilne platforme. Osnovna funkcija stabilne platforme je da odrza-

va ugaone vrednosti koje su fiksirane u prostoru. Ovo je klju¢ni deo za inerci-

jalne sisteme navodenja. Platforma omogucéava koris¢enje osobina ziroskopa,
a to je da obrtni moment u odnosu na ulaznu osu (ne uzimajuéi u obzir obrtnu
osu) izaziva ugaonu brzinu u odnosu na ortogonalnu (izlaznu) osu. Generalno, tri
ziroskopa sa jednim stepenom slobode, usmereni u medusobno normalnim pravci-
ma, postavljaju se na platformu, kao $to je prikazano na slici (4.8.1). S druge strane,
platforma je postavljena u dva okvira koji joj dozvoljavaju tri stepena ugaone slo-
bode. Ukoliko je platforma perfektno izbalansirana i pri tome su lezista idealna
(bez trenja), platforma neée proizvesti nikakav obrtni moment i ostade istog us-
merenja bez obzira na kretanje nosaca platforme.

Medutim, usled neravnoteze i trenja, $to se ne moze u potpunosti izbeéi, na
platformu ¢e delovati poremecéajni obrtni moment. Uloga ziroskopa jeste da os-
eti ove poremecaje i da, kroz servo sistem, spreCi poremecajni obrtni moment i
obezbedi sistem bez obrtnih momenata.

Da bi se razumela dinamika stabilne platforme potrebno je opisati platformu
sa jednom osom, koja je prikazana na slici (4.8.2), gde je y osa ulazna osa a osa
x (rotacija obrtne ose) je izlazna osa. Poremecajni obrtni moment 7, u odnosu
na y osu rotira¢e obrtnu osu, i shodno tome, i h za ugao 0, a razlika izmedu pri-
menjenog obrtnog momenta i obrtnog momenta inercije mora biti jednaka brzini
promene momenta impulsa h na osnovu jednacine
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Roll
torquer,

Slika 4.8.1. Stabilna platforma za inercijalno navodenje

Platforma

Slika 4.8.2. Platforma sa jednom osom za odrZavanje ugaone orijentacije u odnosu na ¥ osu

Ty — Jyby = h (4.8.1)

gde je J, moment inercije platforme i Ziroskopa sa okvirom u odnosu na y osu. U
gornjoj jednacini, na desnoj strani je uzeta mala aroksimacija ugla, §to je oprav-
dano obzirom da se veoma retko dozvoljava da 6 bude veée od 1°.

Precesija é, koju razvija T}, takode daje jednacinu obrtnog momenta u odnosu
na x osu na sledeéi nacin:
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T, = 1,6 — h, =0 (4.8.2)

gde je I, moment inercije ziroskopa sa okvirom u odnosu na x osu.
Koriste¢i notaciju Laplasove transformacije 26 = s6(s), gornje dve jednacine
se mogu zapisati kao

(4.8.3)

Eliminacijom (T)y(s), dobija se

0(s) h)JyJ,
T,(5) o + (020,00 434

¢ime se definise funkcija prenosa izmedu izlaznog 6(5) i ulaznog poremecajnog obrt-
nog momenta Ty (s).

Ugaona brzina ziroskopa 6 u odnosu na platformu registruje elekri¢ni davac
(pokazatelj), pojacava se i navodi do servomotora, koji primenjuje obrtni moment
T, suprotnog smera u odnosu na poremecajni obrtni momenat 7). Generalno, in-
ercija platforme J, je velika, tako da je nutaciona frekvencija \/h2/J,J, (videti
jednacinu (4.3.19)) zanemarljiva. Priblizna funkcija prenosa tada je jednaka

b(s)  h

(4.8.5)

Sto omogucava da se servosistem platforme prikaze blok dijagramom kao na slici
(4.8.3), pri cemu je A(s) funkcija prenosa elektricnog davaca, pojacivaca i servo
motora. Ukoliko je A(s) poznato, dinamicko ponasanje stabilne platforme se moze
proucavati kroz njene osobine stabilnosti i pomeranja.

Stabilna platforma sa tri ose moze se smatrati skupom od tri platforme sa jed-
nom osom, sli¢cnih onima kao u prethodnom odeljku, ali postavljenim na jednu sta-
bilnu jedinicu, kao $to je prikazano na slici (4.8.1). Analiza takve platforme je
mnogo kompleksnija zbog veze izmedu tri rotacije.

e, [
i 1.5

A(s)

A

Slika 4.8.3. Blok dijagram platforme sa jednom osom
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Zbog opisa inercijalnog sistema navodenja, dovoljno je pretpostaviti da postoji plat-
forma koja uspesno odrzava odredenu orijentaciju u prostoru.

9. Platforme sa tri ose (Razlaganje kretanja). Analiza platforme
sa tri ose znatno je kompleksnija zbog povezivanja tri rotacije uz neizbezno
razlaganje signala davaca sa platforme, poSto se ose okvira i ose platforme
ne nalaze u istoj liniji.
Slika (4.9.1) prikazuje vektore momenta impulsa za x, y, z ziroskope. Neka su
Oz, By, 0, izlazni rezultati x, y, 2 Ziroskopa usled rotacija ¢, ¢y, ¢. ulaznih osa,
tada pkazivanje (stanje davaca) svakog od ziroskopa mora biti

oy =0, — ¢y
Gy =0y — o (4.9.1)
o.=06.—-¢,

Slika 4.9.1. Kombinacija Ziroskopa na platformi sa tri ose

Ukoliko se ose okvira poravnaju sa osama platforme, izraz za obrtni momenat an-
ulirajuceg efekta, odreden davatem signala, ima oblik

Toy(s) = Ay(s) oy(s) = Ay(s)[0y(s) + ¢u(s)] (4.9.2)

pri éemu je A, (s) funkcija prenosa za y servosistem. Na ovaj na¢in, ponasanje plat-
forme sa jednom osom se modifikuje pomoc¢u kombinovanog izraza oblika

Ay(8) ba(s) -



%
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Slika 4.9.2. Blok dijagram platforme sa tri ose

Blok dijagram platforme sa tri ose sadrzi tri pojedina¢na strujna kola oblika,
kao na slici (4.8.3), sa dodatnim vezama koje odgovaraju kombinovanim izrazima
—As(s) dy(s), Ay(s) bz(s) i A.(s) dy(s) Sto je prikazano na slici (4.9.2).

Pod pretpostavkom da je osa spoljasnjeg okvira, koja je na pocetku paralelna
sa x osom platforme, vezana za pokretni sistem, kao $to je prikazano na slici (4.9.3),
i pod pretpostavkom da se pokretni sistem ne obrée oko svoje ose (ose x, tj. stabil-
isano je u odnosu na valjanje), kretanje pokretnog sistema usled vertikalnog oscilo-
vanja u odnosu na horizontalu (propinjanje) i horizontalnog oscilovanja u odnosu na
vertikalu (skretanje) uzrokovaée odstupanje osa okvira od osa platforme. Oc¢igledno
je da obrtne momente platforme sad moramo razloziti duz pomerenih osa okvira,
gde deluju servomotori tj. uzro¢nici pomenutih obrtnih momenata. S obzirom da
su kompenzacioni (anulirajuéi) obrtni momenti proporcionalni skinutim signalima,
signalima sa davaca platforme, odgovarajuéi obrtni momenti u odnosu na nove ose
okvira dobijaju se razlaganjem skinutih signala platforme duz osa okvira.

Neka je pokretnom sistemu, koji je stabilan u smislu da se ne obrée oko svoje
ose, dakle nema valjanja, i dozvoljeno je pomeranje "nosem na dole” za ugao &,
koji se naziva (uglom propinjanja). Uzimajuéi da su nove ose okvira oznacene sa
”prim”, komponente signala davaca sa platforme duz osa okvira iznose

Gy = Oz cos Py — 6, sin P,
Gy = Oy

G, = 0z sin®y + o, cos P, .
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Slika 4.9.3. Rotacija okvira zahteva razlaganje obrtnog momenta

Dalje, neka je sada dozvoljena i rotacija @, usled horizontalne oscilacije (skretanja, $%
azimutalno pomeranje) oko 2’ ose.

Ako se sada o, rastavi duz usponske ((elevacione) ose okvira i nove rotacione ose, $%
bice

Orot = Oz sec P,

Ooly = —Ou' 18 b,

Rezultujudi signal u odnosu na nove rotacionu, elevacionu i azimutalnu osu okvira,

zbog @, i @, bice

6rot = (65 cos @y — o, sin®,)sec P,

Ogly = —(0zcos®, — 0. sind,)tg®. + g,

Oazi = (0z8in @y 40, cos ) = 6.

§to se moze prikazati i pomocu slede¢e matriéne notacije

Orot cos®,sec®, 0 —sind,secd, o
Ooly | = | —cos®,tg®, 1 sind,tgd, oy
Cazi sin®,, 0 cos®, o,

Razlagac ima ulogu da razlozi signale davaca 6, 6y, o, platforme na komponente
Srot: Oely 1 Cazi duz izmestenih osa okvira opsluzujuéi tako rotacione, elevacione
i azimutalne servomotore.

10. Inercijalna navigacija. Navigacija je nauka o usmeravanju pokret-

nog sistema ka odredenoj destinaciji pomoc¢u odredivanja pozicije tog pok-

retnog sistema. Kod inercijalne navigacije, ovaj zadatak se postize bez pos-
matranja obelezja na kopnu, nebeskih tela ili radio talasa (vrsta elekromagnetnog
zracenja).
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Slika 4.10.1. Akcelerometar i integrator

Vozilo, koje se kreée u prostoru, ima Sest stepeni slobode, tri translatorna i tri
rotaciona. Na osnovu ovoga, potrebno je Sest senzora. Stabilna platforma, opisana
u Odeljku (4.8), pruza objasnjenje za rotaciono kretanje, dok je akcelerometar u
moguénosti da detektuje translatorno kretanje. Zapravo, tri ziroskopa na stabil-
noj platformi i tri akcelerometra, orijentisanih u medusobno normalnim pravcima,
mogu obezbediti sve informacije potrebne za utvrdivanje kretanja ¢vrstih tela, a
visok stepen tac¢nosti dobijenih informacija ¢ini inercijalnu navigaciju prakti¢énom i
realnom.

Slika (4.10.1) daje Ssematski prikaz akcelerometra i integratora. Ubrzanje duz
ose prikazuje odnos mase i sile elasti¢nosti na osnovu Njutnove jednacine F' = ma,
pri ¢emu je F sila elasti¢nosti. Promena polozaja mase, koja se vrsi proporcionalno
ubrzanju, odreduje se potenciometrom a zatim se integriSe u brzinu i pomeranje
pokretnog sistema.

Akcelerometar se postavlja na tablu i to uvek upravno na mesni Zemljin polu-
precnik. Ovo se postize sredstvima kao §to su ra¢unar i ¢asovnik koji rotiraju tablu
u odnosu na stabilnu platformu, kao sto je prikazano na slici (4.10.2). U nekim
slucajevima, akcelerometar se postavlja direktno na stabilnu platformu i dejstvom
obrtnog momenta se dovodi u normalan polozaj.

Da bi se razumelo kako inercijalni navigator radi, treba pretpostaviti da pokret-
ni sistem kreé¢e od ekvatora i da je ravan stabilne platforme horizontalna pri ¢emu
strelica pokazuje na severni polarni pravac N. Ukoliko se pokretni sistem krece ka
severu duz longitude, a tabla akcelerometra se odrzava normalno na geocentri¢ni
radijus r, N — S akcelerometar ¢e meriti ubrzanje a, (videti sliku (4.10.2)).

Odgovarajuéa brzina rotacije table u odnosu na y osu biée w, = v, /r, gde se
v, dobija kao prvi integral od a,. Latitudni motor B ¢e tada rotirati tablu brzi-
nom o, kako bi se na tabli odrzala N — S linija normalna na r.

Zbog rotacije Zemlje prema istoku, E—W linija table mora biti rotirana pomo¢u
longitudinalnog motora A da bi se rotacija Zemlje odvijala nesmetano. Obzirom
da, tokom kretanja pokretnog sistema, orijentacija stabilne platforme ostaje fiksir-
ana u inercijalnom prostoru (usmerena ka ), potrebna rotacija table akcelerome-
tra u odnosu na x osu stabilne platforme na proizvoljnoj latitudi bic¢e Q ili 15°/hr.

Ovoj rotaciji se mora dodati i rotacija u odnosu na x osu platforme usled £ —W
kretanja pokretnog sistema u odnosu na pocetnu latitudu. Integracijom izlaznih
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rezultata EF — W akcelerometra i deljenjem sa 7 cos), dodatna rotacija koja treba
da odrzi £ — W liniju table normalne na r iznosi¢e w, = v, /7 cos X.

platform v \

Computer

Slika 4.10.2. Komponente inercijalnog navigatora

Data racunanja se izvode pomocu racunara, koji mora biti integralni deo iner-
cijalnog sistema. Shodno tome, inercijalni navigator se mora sastojati od stabilne
platforme, akcelerometra sa integratorom, racunara koji izracunava odgovarajuce
ugaone brzine table prilikom kretanja pokretnog sistema, ¢asovnika koji prihvata
Zemljinu rotaciju i servomotora koji, zapravo, omogucava navedeno funkcionisanje.

11. Oscilacije navigacionih odstupanja. Akcelerometri postavljeni

na pokretni sistem, mere samo negravitacionu silu fng koja deluje na pokretni

sistem i, stoga, potrebno je toj sili dodati gravitacionu silu ﬁg kako bi se
odredila ukupna sila koja odreduje ubrzanje @, pokretnog sistema.

Foy + F, = ma, (4.11.1)

Na primer, ako pokretni sistem miruje na povrsini Zemlje vertikalni akcelerometar
¢e ukazivati na silu koja deluje na pokretni sistem tako da je od povrsine Zemlje us-
merena na gore (sila potiska), odnosno an = W. Na sve ovo treba dodati gravita-
ciono privlacenje Zemlje, koje deluje na pokretni sistem, F = —W &to kao rezul-
tat daje nula ubrzanje pokretnog sistema.
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Slika 4.11.1. Pojednostavljen blok dijagram gravitacionog i pozicionog izratunavanja

Jednacina (4.11.1) se, u potpunosti, moze prikazati preko ubrzanja i to deljen-
jem sa m:
a, = Ang + dg (4.11.2)

gde je /Tng negravitaciono ubrzanje (potisak), izmereno akcelerometrima. Polozaj
pokretnog sistema se tada odreduje dvostrukom integracijom ubrzanja @, pokretnog
sistema, kako je pokazano na slici (4.11.1). Gravitaciono ubrzanje d,, koje zav-
isi samo od polozaja 7, izracunava se i dodaje izlaznim rezultatima akcelerometara
kako bi se dobilo ubrzanje pokretnog sistema da,,.

Ocigledno je da bi odstupanje akcelerometra rezultovalo neta¢nim rotacionim
brzinama table akcelerometra, $to bi dovelo do greske polozaja, netacne vrednosti
za dg, kao i odstupanja table akcelerometra od normale u odnosu na pravi geocen-
triéni radijus r. Ova odstupanja su promenljiva za podsatelitske brzine, te ¢e se u
daljem tekstu ispitati njihova priroda.

Tacan polozaj pokretnog sistema ¢ée se definisati pomocéu vektora 7 koji je od-
reden u odnosu na nepokretni sistem koordinata (inercijalni sistem) sa pocetkom u
centru Zemlje. Takode, uvodi se i drugi skup koordinata x, y, z sa pocetkom koji
se podudara sa taénim poloZajem pokretnog sistema i sa z osom paralelnom sa 7,
kako je prikazano na slici (4.11.2).

Slika 4.11.2. Polozaj pokretnog sistema dat sa 7°;
pocetak sistema , Yy, z se podudara sa poloZajem pokretnog sistema
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Na ovaj nac¢in, ugaona brzina pokretnog sistema je odredena, respektivno, sa w,,
Wy, 02, & ravan zy je uvek normalna na lokalni geocentricni radijus 7.
Pod pretpostavkom da polozaj pokretnog sistema ima odstupanje

AT = Azi+ Ayj + Azk (4.11.3)

prvo Ce se ispitati odstupanje za @; = —g. Obzirom da je § obrnuto proporcionalno
kvadratu rastojanja od centra Zemlje, neispravne komponente od ¢, izracunate iz
7+ Ar, bice

r+ Az
A
o = —g—x = —wo Az (4.11.4)
r
Ay
gy = —g— = —w0°Ay

pri éemu je —g ispravna vrednost i wo? = g/r.
Odstupanje ubrzanja pokretnog sistema moze se odrediti iz opste jednacine za
ubrzanje i to zamenom 7 sa A7

AG, = [AF + 0:0,AY + 0,0:A2 — (0,2 + 0.2)Az + A2 — 6, Ay
+ 2(wyAZ — cosz)]Z—&- [A§ 4+ 00y AT + 00, A2 — (0.2 + 0,7)Ay
+ 0, Az — 0,A2 4 2(0, A — LoxAz")]j—i— [AZ + 0,0, Az + 0y, Ay
— (022 + 0y 2) A2 + 6 AY — Gy AT + 2(0r AY — coyAx')]E
(4.11.5)
Zamenom ovih vrednosti u jednacinu za odstupanje

Ad, = AA+ Ag

komponente jednacine za odstupanje se mogu zapisati kao

d2 d
|:dt2 + 0)02 - ((1)y2 + (1)z2):| Az = AAm + (20)zdt + (;)Z - w1®y>Ay

d
- (wadt + oy + wmmy) Az (4.11.6)

d2 d .
Llﬁ + 002 — (02 + 0,2)|Ay = AA, + (2wxdt + @y — wywz) Az

_ (szjt + o, + wwwy>Ax (4.11.7)

d? d
[dtQ — 200% — (w22 + wyz) Az=AA, + <2wydt + Oy — wxwz>AJj

— (me;t + &y + wywz> Ay (4.11.8)
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Da bi se ove jednacine jasnije sagledale, pretpostaviée se da pokretni sistem
putuje brzinom v, u pravcu y ose duz velikog kruga na konstantnoj altitudi. Tada je
Oy =0,=0 i 0z = —U/T .

Gornje jednacine tada dobijaju skraceni oblik

dt?
d? u2 d '
[dtz + ( QH Ay = A4, (2wmdt + mm) Az (4.11.10)
d? u? d
-5 — (200" + 5 =AA, — (20:— +¢ 4.11.11
[dtQ ( w0 +T2)}Az AA, ( wIdt—l—wm)Ay ( )
Prve dve jednacine imaju reSenja koja su harmonijske oscilacije frekvencije

wo =\g/r i wo? — (V2/r?).
Resenje treée jednacine je hiperbolicko i mora da divergira.
Za uobicajene altitude, period izrac¢unat iz wg iznosi

6378 x 1000
- 2;1\/2 = 21y # — 5063.693 sec. = 84 min (4.11.12)

a inercijalni sistem se Cesto naziva 84-rominutnim Sulerovim klatnom. Kada se v
priblizava orbitalnoj brzini satelita, wo? — (v?/r?) ée teziti nuli, a Zeljena oscila-
torna priroda polozajnog odstupanja se gubi.

treba, dalje, ukratko pomenuti i odstupanje akceleratorske table od normale.
Ukoliko je tabla iskoSena za mali ugao d=0,i+® yJ j+®. k; odstupanja u izlaznom
rezultatu akcelerometra bice

d2
( + oo >A:U =AA, (4.11.9)

B x A= (DA, — g AT+ (P4, — o AT+ (B2 Ay — dyAn)k (4.11.13)

12. Performanse i klasifikacija inercijalnih sistema. Inercijalni
navigacioni sistemi (INS), koji se primenjuju u sistemima upravljanja i sta-
bilizacije pokretnih sistema, u svom sastavu imaju zirostabilisanu platformu
kao neizostavni element. Funkcija te platforme je, prvo, da obezbedi odgovarajuéu
prostornu orijentaciju triedra koji formiraju merne ose akcelerometara, i, drugo, da
omogucéi dobijanje informacije o ugaonim pomeranjima objekta u odnosu na plat-
formu, tj. da se odrede parametri orijentacije. U svojstvu parametara koji odreduju
orijentaciju objekta uzima se sistem uglova koji se mere dava¢ima smeStenim u
lezistima veSanja platforme.
To znaci da se merni pribori za merenje prividnog ubrzanja pokretnih objekata
sa inercijalnim navigacionim sistemima (INS) montiraju, po pravilu, na ziroskopske
platforme, koje su na odredeni na¢in prostorno stabilizovane. SusStinska namena
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takve platforme je da obezbedi zahtevanu prostornu orijentaciju triedra koji formi-
raju merne ose akcelerometara. Za normalno funkcionisanje INS potrebna je infor-
macija o projekcijama (komponentama) navedenog vektora ubrzanja na ose triedra,
koji se uzima kao bazni triedar. Ako je merni triedar u bilo kom trenutku tokom
kretanja letilice orijentisan tao da su mu ose kolinearne sa osama baznog triedra,
signali koji stizu sa akcelerometara davace, u sustini, projekciju ubrzanja na ose
baznog triedra.

Na taj nacin ziroskopska platforma, koja ulazi u sastav INS, materijalizuje
trazeni koordinatni sistem, a signali koji dolaze sa akcelerometara koriste se za up-
ravljanje orijetacijom platforme-mernog triedra. Takvi INS se nazivaju sistemima
zatvorenog tipa; oni INS kod kojih se signali sa akcelerometara ne koriste za up-
ravljanje orijentacijom platforme, nazivaju se otvorenim.

U tehnickoj literaturi INS sa platformama se dele na tri osnovna tipa: anali-
ticke, poluanaliticke i geometrijske.

Osnovno obelezje analitickih INS je da nemaju uredaje i delove za materijali-
zaciju osnovne ravni — ravni horizonta ili vertikale, a svi parametri orijentacije se
racunaju analiticki.

INS geomterijskog tipa su sistemi sa striktnom kinematickom Semom koja daje
uslove korekcije promene polozaja zirostabilisane platforme preko signala sa teles-
kopa. Kod ovih sistema je materijalizovana osnovna ravan, tj. vertikala koordi-
natnog sistema, koji su spregnuti sa triedrom osa akcelerometara.

Kod INS poluanalitickog tipa osnovnim obelezjem se javlja materijalizacija i
pravca vertikale i osnovnog pravca za dati topocentar. Ukoliko se kod ovih sistema
mogu oCitati vrednosti ugaonih pomeranja (propinjanja, valjanja i skretanja), onda
izostaje potreba analitickog racuna parametara koordinatnih korekcija, veé se ko-
rekcija vrsi odgovarajuéim reakcijama servo motora na osama.

13. Kosmicke letilice i inercijalni kompleksi. Za resavanje zadata-

ka navigacije i upravljanja letom pokazalo se da je neophodno da se poveca

broj merenih parametara, da se naprave slozeniji algoritmi navigacionih za-
dataka, da se poveca tac¢nost i nivo ocekivanja merenja, da se sustinski ubrza i au-
tomatizuje obrada informacija.

Pored tekué¢ih informacija sa navigacionih senzora i davaca znacajno je po-
rasla uloga apriorne informacije o rezimu leta, konstantama i zakonitostima mernih
metoda, parametrima zadatih trajektorija, orijentacije i ciljeva. ReSavanje ukup-
nosti ovih zadataka bilo je moguée samo u uslovima objedinjavanja pojedinih navi-
gacionih pribora, uredaja i podsistema u navigacione komplekse (NK). U NK se
procesi dobijanja i obrade informacija ostvaruju kroz povezanost moguénosti dopu-
njavanja merenja, kompenzacije i filtracije gresaka, promene parametara sistema i
njegove strukture u zavisnosti od zadatka koji se reSava i od uslova leta.

Primena u NK brzih, relativnho moénih i portativnih kompjutera, automati-
zacija svih merenja i poboljSanje uslova transfera izlaznih podataka i informacija,
povecava efektivnost rada letilice u celini, nazemnih i nebeskih posada, posebno. Pri
tome se uloga coveka sve viSe svodi na najvisi nivo intelektualne kontrole, nadzora
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i prekomponovanja strukture funkcija i zadataka, a sve manje ostaje neposrednog
i zamornog fizickog rada.

U prvom koraku razvoja navigacionih sistema stvoreni su navigacioni kompleksi
federativnog tipa: odlikovali su se samostalnim racunskim resursima, sopstvenim
uredajima za indikaciju, upravljanje i kontrolu. Najpoznatiji su bili podtipovi vaz-
dusno—doplerski, inercijalno-doplerski, astroinercijalni, radioinercijalni,... Osnovni
nedostaci ovih sistema su nedovoljna veza medu davac¢ima i senzorima, neracionalna
eksploatacija informacija, zna¢ajno optereéenje ¢oveka—operatora obradom i koor-
dinacijom merenja, upravljanjem rezimom rada kompleksa i o¢uvanjem funkcional-
nosti.

Dalji razvoj je tekao kroz stvaranje savrSenijih i ekonomi¢nijih navigacionih
kompleksa, sa pove¢anom ta¢noséu informacija i adaptivno§éu na uslove rada. takvi
su danas integralni navigacioni kompleksi razdeljenog intelekta, u kojima se
prijem i obrada informacija obavlja po hijerarhijskom principu uz pomoé¢ mikro-
procesora i savremenih sredstava za odlaganje i predstavljanje izlaznih podataka.

U svakom sluc¢aju veoma je korisno u izuc¢avanju NK za principe klasifikacije
uzeti fizicke osnove, granice primenljivosti, nivo informacione podrske, nivo adap-
tacije i sl. U zavisnosti od oblasti primene, NK se dele na avijacione, raketne,
kosmicke itd.

U zavisnosti od rezima rada razlikujemo jednorezimne, viserezimne i sverezimne
NK. Ovi poslednji — univerzalni — obezbeduju ceo skup navigacionih merenja pot-
rebnih za realizaciju leta.

Zavisno od informacione snabdevenosti razlikujemo informaciono—nedovoljne,
informaciono—dovoljne i informaciono—prepunjene NK. Prema nivou adaptacije raz-
likujemo stacionarne, autopodesive, autoorganizujuce i autoeduktivne. Prvi se od-
likuju konstantnom strukturom i parametrima, koji se ne menjaju u zavisnosti od
uslova leta rezima navigacije. Autopodesivi samostalno menjaju sopstvene parame-
tre radi povecanja efektivnosti navigacionih merenja, autoorganizujuéi osim param-
etara mogu da menjaju strukturu, sastav aparata i veze medu podsistemima, o-
sposobljavajuéi na taj nac¢in NK u potpunosti za uslove leta. Autoedukativni, osim
samoorganizacije, akumuliraju prethodna iskustva i obradjuju ih i preko korela-
cionih veza donose resenja o izmeni i poboljSanjima i parametara i strukture.

Prema vezi kompleksa i ¢coveka—operatora razlikujemo automatske, ergonomske
i telemetrijske NK sisteme. Ovaj poslednji sadrzi sistem direktne i povratne veze
sa nazemnim i drugim komandnim i kontrolnim tackama i upravljackim stanicama.

Prema metodi obrade (i prijema) informacije razlikujemo analogne, digitalne i
kombinovane NK. Prema karakteru eksploatacije NK se dele na sisteme sa nazem-
nim, poluautomatskim i automatskim opsluzivanjem.

Pri svemu tome ne smemo izgubiti iz vida da su principi rada navigacionih
kompleksa zasnovani na modelovanju kretanja letilice, u odnosu na navigacioni sis-
tem, pod dejstvom ukupnosti sila: sile teze, otpora atmosfere i sl. To znaci da sas-
tav davaca (i senzora) primarnih informacija, sistema veza, racunskih resursa i cela
struktura kompleksa moraju da reprodukuju zakone dinamike u kretanju letilice
kao krutog tela, a takode i kinematike u odnosu na repere na Zamlji, u vazdusnom
omotacu i u kosmickom prostoru.
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Zakljucak

1. Zaklju€ak. Ako pazljivo pogledamo sadrzaj ovog rada videé¢emo da je

okosnica izlaganja na mehanicistickim osnovama. Razlog je jasan, mada nije

i sasvim eksplicitan. U paragrafima o pravcima razvoja i nivou tehnickih i
tehnoloskih promena (Glava I, paragraf 17; Glava IV, Paragrafi 12 i 13) pokazano je
da mehanicke komponente i dinamika ziroskopskih sistema i dalje predstavljaju nji-
hovu osnovu, ali se sve vise moze govoriti o matematickom modelu ili matematickoj
realizaciji takvih sistema.

Mozemo veé sada govoriti da inercijalna navigacija, kao potpuna i samostal-
na tehnika, postepeno nestaje, ali integrisani navigacioni sistemi i kompleksi,
sa viSestrukim ulazima i sve kvalitetnijom sofistikacijom, koja se i dalje veoma brzo
razvija, zahtevaju na ulazu inercijalne podatke kao vazan ingredijent. U tom
smislu je i nasa analiza, data u ovom radu, deo neophodnog fundamentalnog znanja
na koje se oslanja razvoj modernih i inercijalnih i neinercijalnih navigacionih sis-
tema.

Radi ilustracije spomenué¢emo potpuni publicitet ziroskopskih efekata posred-
stvom Mikro Elektronskih Mehanickih Sistema (MEMS) koji se ugraduju i u naj-
bezazlenije proizvode potrebne za svakodnevne ljudske aktivnosti: automobili, mo-
bilni telefoni, plovila, palm—top kompjuteri i sl.

Sa stanovista kontrole i nadzora svemirskih letilica, o¢uvanja njihovih projek-
tovanih orbitalnih performansi i parametara, izu¢avanje dinamike ziroskopskih sis-
tema ne samo da nije izgubilo na znacaju, nego je pokrenulo i niz paralelnih is-
trazivanja. Spomenucéemo samo procese integracije informacija sa lokalnih satelit-
skih sistema stabilizacije i upravljanja sa podacima sa GPS-a, posebno u zoni efek-
tivnog dejstva GPS-a. Analogija za interplanetarne letove i letilice veé se materija-
lizuje u integraciji inercijalnih informacija sa NTP klijent—server podacima uz pri-
menu najsavremenije komunikacione tehnike i laserskog prenosa informacija.

Pri tome ne smemo izgubiti iz vida da nekada veoma neugodan problem propa-
gacije greSaka u ponovljenim navigacionim odredivanjima polozaja i brzine vestac-
kog nebeskog objekta, posebno zbog nedostataka mehanickih komponenti, danas
ima dva veoma interesantna i komparativno jednako prihvaljiva reSenja: ili multi-
pliciranje inercijalnih ulaza (senzora) i njihova kombinacija sa akcelerometarskim
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sistemima uz znacajno smanjenje dimenzija uredaja kao celine ili multipliciranje
kompenzacionih moguénoti kako navigacionih platformi kao celine, tako i nezavis-
nih sistema poput GPS-a, radiointerferometara i sl.

U svakom slucaju, pravljenje odgovarajué¢ih modela zahteva dalju razradu i
teorije greSaka mehanickih i elektronskih komponenti i optimizaciju dimenzija u
skladu sa zahtevima koji se za satelite, tj. vestacka nebeska tela postavljaju pre
lansiranja, za vreme aktivnog i pasivnog leta i u vreme pred kraj njihovog zivotnog
veka.

Cilj nije bio da damo iscrpne analize svakog pojedina¢nog problema, ve¢ da ko-
ristimo tipi¢ne primere da bi ¢italac dobio osecaj za vaznost raznih problema koje
treba resiti kako bi se postigao zadati nivo ta¢nosti kontrole u projektovanju i nad-
zoru kretanja satelita.

Pri tome smo nastojali da dinamiku ziroskopskih sistema izlozimo u takvom
vidu da se jasno vidi sprega sa potrebama stabilizacije kosmickih letilica i sa prob-
lemima ziroskopskih efekata koji se javljaju i kod prirodnih i kod vestackih nebeskih
tela u uslovima delovanja odredenih sila.
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