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1. Uvod

Male planete su nebeska te¢ige su sve osnovne karakteristikecsle kao kod
velikih planeta, osim njihovih dimenzija. To je azlog za naziv male planete. Prvo
takvo nebesko telo otkriveno je 1. januara 180ddime, od strane italijanskog
astronoma Pjacia (Piaci). To je bio rezultat orgamanog traganja za nepoznatom

planetom, na kojem su radili skoro svi evropski@simi toga vremena.

Naime, usled opSteg uvazavanja tada aktuelnogusiBpdeovog pravila, a
naraito posle otkrta Urana, joS viSe se paiaa verovatnéa da na udaljenosti od oko

2.8 AJ mora postojati planeta.

Zaista, to se i obistinilo, ndetim dimenzije tog nebeskog tela bile su mnogo
manje od éekivanih. Ova prva mala planeta dobila je ime Ceogktada pdinje stalno
otkrivanje novih skinih nebeskih tela. \tesledée godine neniki astronom Olbers
(Olbers) otkriva drugu malu planetu koja dobija iPeas, da bi do kraja 1807. godine
bile otkrivene joS dve: Juno i Vesta. Tek 1845.igeddolazi do otkda pete po redu

male planete.

Interesantno je té da su se otkéa prvih malih planeta dogodiléak 130
godina pre poslednjeg otka jedne velike planete. Naime, Pluton je otkrivek 1930.
godine. Razlog tome je sigurno nedovoljno razvijpaogamatréka tehnika, jer se on
nalazi na oko 40 AJ od Sunca. Tako smo imali sijuata Sugev sistem sa njegovim
glavnim ¢lanovima ( velikim planetama ) joS nije bio "komnlen” , a doSlo se do
saznanja za postojanje malih planeta. Naravno, bdsegretpostavilo da takvih malih
nebeskih tela ima mnogo vise od do tada otkriveRi&Znja astronoma sve vise je
usmeravana ka otkrivanju novih malih planeta, td&dh sredinom XIX veka ima e
oko petnaestak. Obzirom dacuga prvootkrivenih pripada grupi najié te vrste, dalja
otkrivanja, zbog nedovoljno razvijenih posmakid tehnika, nisu se odvijala tako

ubrzano. Mdutim, kasnije njihov broj naglo raste, néito u poslednje vreme.
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llustracije radi, u drugoj polovini XX veka bilo jgko 1 500 numerisanih malih
planeta. Péetkom osamdesetih godina njihov broj raste na p2&RO0, dok je najue

skok usledio krajem devedesetih, kada je bilo nisaroc¢ak 13 000 malih planeta.

Obzirom na neverovatan razvojcuaske tehnike poslednjih godina, broj
numerisanih malih planeta raste takorne dana u dan, tako da ih trenutno ima preko
46 500.

Usled tako velikog broja ovih malih nebeskih teldawno je vé uvedena
katalogizacija, tako da svaka od njih ima svoj kel broj, ime, putanjske elemente

kao i neke druge poznate karakteristike.

Kada se dalje govori o karakteristikama malih plan&reba prvo r@ da se u
pocetku redosled njihovog otkrivanja skoro poklapasestosliedom njihovih dimenzija.
Tako na primer (1) Ceres, koji je prvi otkriven,najvei i ima pre&nik 914 km i masu
5x10%° M, i pretpostavlja se da njegova masd jednucetvrtinu ukupne mase svih
malih planeta zajedno. Drugootkrivena mala plaf2tdalas ima ptmik od 523 km, a
zatim slede (4) Vesta (502 km.), (10) Higija (429.k dok su sve ostale uglavnom
mnogo manje. Od ukupnog broja numerisanih malimgits njih 241 je sa pfevikom
ve¢im od 100 km, a smatra se da ih ima preko 480 @Q@r&nikom ve&im od 1,6 km.
Naravno da onaj ostali ogroman broj malih planeia ku otkrivene ne treba zanemariti
u analizama njihovih kretanja, bez obzira na ma&zinosti njihovih prénika i masa.
Zbog slabog otkrivanja i péanja onih sa pgmicima ispod 1 km moZemo biti
iznenaeni nekim bliskim prolazom, ilcak sudarom sa Zemljom. Veliki krateri u

Jukatanu (Meksiko) i oblasti Tunguska u Sibirunégbolje potvduju.
U zavisnosti od njihovog hemijskog sastava podelgmnna viSe tipova i to:

C —tip wijem sastavu preoviiaje ugljenik i takvih malih planeta ima najviSe,
oko 75%




Magistarski rad:
Jedan postupak za odifiganje proksimiteta izna#l putanja malih planeta

S — tip koji se odlikuje wm zastupljenad silikata i njih ima oko 17%, dok
ostale imaju odiena polarizaciona svojstva kao neki metali (niklipZie), pa kao

takve pripadaju tipu M.

Kretanje malih planeta je u direkthom smeru, a &ajloroj ima putanje izmdu
Marsa i Jupitera. Taj prostor zovemo planetoidsiag ili prsten, jer uslovno &¢eno
ima oblik torusa. Moglo bi se ég u pravom smislu te & da je on prenatrpan malim

planetama, jer se u njemu nalazi preko 99% svikadia numerisanih malih planeta.

Vidimo dakle, da usled tako velikog broja ovih rhahebeskih tela i velike
verovatn@e za bliskost pojedinih putanja thenjima, problem najmanjih rdasobnih
rastojanja, tj. proksimiteta ima zapazeno mesto stroaomskim istrazivanjima.
Obzirom da stinim metodama izknavamo i udaljenosti iznda Zemlje i neke male
planete, kao i da se na osnovu ponasanja malitef@lanproksimitetu ( bliskih prilaza),

vrSi izra&unavanje njihovih masa, z¢g njegovog odrdivanija je od priléne vaznosti.

Moze se takde uaiti kako je prvo otkrée male planete, koje se dogodilo pre
nesto vise od dva veka i koje tada nije zadovo|pknost iz sveta astronomije (jer se
ocekivala velika planeta), zapravodabak jedne velike oblasti istrazivanja. Pod tim ne
podrazumevamo samo otkrivanje novih malih plane®, naravno i odréivanje
njihovih putanja, proksimiteta, masa i ostalih gajaih karakteristika, a sve u cilju

izgradnje Sto celovitije i taije slike Sukdevog sistema.
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2. Kratak istorijski pregled problematike proksimiteta

Problem proksimiteta @eo je da se javlja sredinom XIX veka. Tada je bilo
otkriveno oko petnaestak malih planeta. Prvi kaji pateli da se bave ovom
prloblematikom su bili ametki astronom B. A. Guld. (B. A. Gould) i neria
astronom H. A. Darest (H. A. d'Arest). Iméjw vidu melusobne poloZaje putanja
malih planeta, oni su pretpostavili, da se prol&ithizmeiu dve planetoidske putanje

mogu @ekivati u okolini relativnintvorova.

Obzirom da je proksimitet najmanje rastojanje idmdve planetoidske putanje,
on moZe biti od w&eg zndaja za izdavanje kretanja malih planeta. Na mégost da
se dve male planete daistovremeno (ili bar priblizno u isto vreme) urt@olozaju
prvi je ukazao direktor ld&e opservatorije K. V. Litrov (K. V. Littrow). Orejtvrdio da
bi planetoidi imali uticaja jedni na druge ako birglazili dosta blizu, pod uslovom da
svi ostali poreméji (od velikih planeta) budu Stoctaje izratunati i da bi se na osnovu

tih uticaja mogle izréunati mase planetoida.

To je nargito bilo moge kod planetoida koji su se dugo kretali "jedanegor
drugog" oko proksimiteta, skoro "paralelno”. Beziod Sto je Litrov ukazao na to, tek
¢e se direktor kopenhaske opservatorije E. Strom({ferstromgrem) pozabaviti time.
On je smatrao da proksimiteti planetoida od "samkdliko stotih delova AJ nisu
dovoljni da proizvedu merljive porerfae na osnovu kojih bi se mogle izuaati, bar
priblizno, neke od masa planetoida. Kasnije se sgwlo sasvim suprotno, tj. da
upravo izrgunavanjem mausobnih gravitcionih uticaja mozemo dobiti najpoanzige
vrednosti masa malih planeta. Vazno je napomeratjedjoS 1802. godine (odmah
posle otkréa Palasa), Gaus (Gaus) dao sugestiju da se masepiaaleta mogu dobiti
na osnovu m#usobnih gravitacionih efekata. kigtim, zbog problema koji proisti iz
¢injenice da su planetoidi veoma malih masa, Gausada ostvarila se tek posle 172

godine, kada su mase Ceresa i Palasa prvi pufemkaipravo po njegovoj zamisli.
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Prvo izr&unavanje proksimiteta daje netkaastronom Grunert (Grunert) i to
preko opstih izraza za odiiganje t&aka ukrStanja dvaju konusnih preseka u prostoru.

Izrazi su suviSe komplikovani, tako da su u prakisiskoro neupotrebljivi.

Pored sugestije koje je dao zadusobne uticaje malih planeta, Litrov taleo
daje i jednaine koje su imale konkretnu primenu u reSavanjblemma proksimiteta.
Promenijive velline u njima su ekscentne anomalije (E i g i to je prvi put da se

proksimiteti predstavljaju preko njih.
Jednéine koje je on izveo imaju oblik:

asinE +B) — &€’ Sin2E +a'sinE + B ')cosE, +a"'sinE+B")sinE, =0,

2.1
BsinE +C)-a, e’ sin2E, + B'sinE, +C '\cosE + B'sinE, +C")sinE = 0. @D

U ovim jedng&inama a i @ su velike poluose, e ijeekscentdnosti doténih
putanja, a vetine a,a’ a", B, B, B, B, B, B", C, C' i C" funkcije putanjskih

elemenata utenih planetoida.

Litrov je zbog nemogtnosti da na jednostavan i brz¢imalako dale do parova
planetoida gde postoje proksimiteti, pribegao peswyli modela planetoidskih putanja
od Zice. Na taj nan bi prvo otkrio kod kojih parova se putanje dgwol priblizavaju,

pa tek onda pristupao iz@navanju.

Interesantno je da je ovakav postupak ujedno oke@o da nde i priblizne
vrednosti heliocent¢nih longituda polozaja proksimiteta. Ako se ovakadena
vrednost longitude nije mnogo razlikovala od lond# relativnhogivora, Litrov je za
pribliznu vrednost longitude poloZaja proksimitetzmao nadjenu vrednost longitude.

Tacniju vrednost poloZaja proksimiteta odreao je sukcesivnim aproksimacijama.

Slede&i astronom koji se ovim problemom bavio bio je lengLinsser). Njegov
postupak se svodio na izmavanje heliocentiih longituda, heliocennih latituda i

potega uodenih planetoida u ekvidistantnim razmacima. UgiM@&njem izr&unatih
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potega i latituda i izdvajanjem onih parova za ksierazlike ovih vrednosti padale
ispod usvojenih granica, odligao je vrednosti longituda proksimiteta. Litro\Linser

Su za najmanje ndesobno rastojanje usvoijili iznos od 0.1 AJ.

Sin astronoma Galea (Galle) (koji je otkrio Neptuk) Gale (A. Galle), u svojoj
doktorskoj disertaciji formirao je jedtiae za minimalno rastojanje izihe putanja u
obliku:

AsinE, +A) =Zisin2 #SiN2E +asin(E + A),
& 2.2)
A'sin(E, +A') = %sinz &, SIN2E, +a'sinE +A").

VelicineA, N, A, N, a,a’, A, A mogu se predstaviti preko glomaznih i
komplikovanih izraza dobijenih posle niza smenaansformacija. Galle je, kao i
njegovi prethodnici, nepoznate E i, Ezratunavao sukcesivnim aproksimacijama,
uzimajwi za polazne vrednosti ekcertrih anomalija one dobivene pofhorelativnih

¢vorova.

llustracije radi, tada je broj otkrivenih planetaithio 232, a Galle je konkretne

rezultate za neki od parova radio logaritmimaeti decimale.

Direktor opservatorije u Nici G. Fajet (G. Faye® $a svojim saradnicima
odredio uzajamne proksimitete za 800 planetoidgiitianja i proksimitete za

periodiéne komete i velike planete.

On je reSavao problem tak® sukcesivnim aproksimacijama, a polazio je od
toga da su kod proksimiteta izthedva planetoida heliocentrie longitude jednake (Sto
ne mora uvek da bude) i ogréavao se na parove kod kojih je minimalna udaljenost
izmedu putanja manja od 0.01 AJ. Postupak kojim se alygi ideja engleskog
astronoma A. Mart-a (A. Marth) izloZena joS 60 gwdranije, koja u stvari predstavlja

konstruisanje i nanoSenje na milimetarsku hartijterisekata planetoida. 1z njih je
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dobijao priblizne polozaje proksimiteta, a nakomaimnavanja i udaljenosti daka
proksimiteta. In&e intersekt planetoida je zatvorena kriva linij@jakse dobija kao

projekcija stvarne planetoidske putanje na polundiga je normalna na ekliptiku.

Tacnost Fajeovog postupka iznosila je od°@%za vrednost longitude£0.003

AJ za udaljenost proksimiteta.

Rezultati njegovog rada su oko 320 000 parova seteata, méu kojima je
pronasao Sest parova kod kojih u polozaju proksimitidaljenost izmiel planetoida
nije veta od 0.0004 AJ, tj. 60 000 km.

Vidimo dakle da se u drugoj polovini XIX i petkom XX veka problem
proksimiteta vé uveliko formirao i da je, kako je vreme prolazikve viSe dobijao na

zn&aju.

Problemom proksimiteta bave se i nasSi autori. f@psSiistorijski pregled
najzna&ajnijih radova na ovu temu dat je od strane V.VRdi&ca (1974.). Uglavhom
su to bile analize dotadasnjih radova nékitaastronoma. On je obradu ogréawao na
slucajeve planetoida koji su se kretali u istoj rawanigim r&ima sliajeve planetoida
sa priblizno jednakimévorovima i nagibima putanja. Ovakve parove ili geup
planetoida nazvao je kvazikomplanarnim planetoidi®@akako da je najkompletniju
metodu za izr&unavanje proksimiteta putanja malih planeta da®. lLazové (1964) u
svojoj doktrskoj disertaciji "Vaznije osobenosti kretanju kvazikomplanarnih
planetoida”. Ova metoda je najviSe primenjivanaaadrdenim dopunama u upotrebi
je i danas. Odivanje proksimiteta pomiwl izraza u kojima figuriSu prave anomalije
kao promenijiljive je takde dao Lazowi (1967.), pricemu je korigen isti postupak, sa
tom razlikom Sto su krajnja reSenja polozaja i dreé proksimiteta izrazena preko

pravih anomalija.

U prvom sli¢aju on polazi od uslovnih jedtiaa:

10
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20p*) _y 90Y) 23)
oE, ' O, '

pri ¢emu je kvadrat rastojanja izrazen preko eksaamtrianomalija ki Ez,

odnosno
P* = (f(E) = T (E,))* + (1, (E) — T,y (E,))* + (L, (E) - f,(E))*. (2.4)
Posle niza smena, siieanja i reSavanja dobija jedtiae u obliku:

f(E.,E,) = X,sinE, +Y, cosE, —Z,sinE, coskE, =0,

2.5
9(E;,E,) = X;sinE, +Y, cosE, - Z,sinE, coskE, = 0. 25)

gde su veliine X, Yo, Z3, X1, Y1 i Z, odgovarajdi koeficijenti koji zavise od

putanjskih elemenata.

Ovo su jedn&ne transcendentnog tipa i on ih reSava sukcesivnim
aproksimacijama, prtemu odrduje uzastopne i to sve manje i manje popraivkey,
AEp, AEq1, AEzi, ...AEix1), AExw.1) dok ne odredi za svaki sistem, tj. za svako

ukrStanje putanja vrednosti
Ex = Eyyy FAE I By = Bk T B4y &2.
koje zadovoljavaju polazne jedfiae sa t&ano%u sa kojom se to Zeli.

Prve popravkéE;q i AE;o mogu se odrediti iz jeddima oblika

o +AE20i=O’ go+AEioaa_g+AEzoa_g=O’ (2.7)

f, +AE ,—
° OaE:I.O aE20 ElO aEZO

pri ¢emu se dobijaju nove vrednosti;E Eio+ AE1p i Ex = By + AEy . Sve dalje
popravke dobijaju se na analogaiinaa vrednosti pribliznih popravki zbogiajenih

zanemarivanja kod razvijanja u red imaju oblik:

11
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of _. g dg of

o pe fo > -9
’ 0E, ’ 0B, AE,, = ’ 0E, ’ 0E, (2.8)
' of ag of dg '

REo="3 a9 of og
0B, 0E,, 0B, 0E), 0B, 0E,, 0E,, 0E,,

Lazovi je ovu metodu potpuno kompletirao 1993. godine.

Kod reSavanja problema preko pravih anomalija, kazpolazi od uslova da

heliocentréni vektori polozajar’if, prve i druge eliptine putanje budu izrazeni

preko pravih anomalijac{,v,) u obliku,

F, =r, cosu,P, +r,sinu,Q,,

—

o T (2.9)
r, =r,cosu,P, +r,sinu,Q,,

a da je vektor relativnog polozaja jedngk=r, —T,. Kvadrat rastojanjge isto biti u

funkciji pravih anomalija, a uslovne jedfiae za postojanje ekstremuma itassledéi
oblik:

Posle reSavanja i stiwanja ponovo dobija izraze oblika
f(u,0,) =0, guy,u,) =0 (2.11)

tj. transcedentni sistem jedifiiaa, ali sada izrazen preko pravih anomalija, kajedie

reSava sukcesivnim aproksimacijama dok niunaednosti,

Uln = Ul n-1 + AUl n-1)?
j (n-1) (n-1) (212)
U2n - U2(n—1) + AUz(n—l) '

koje zadovoljavaju polazni sistem jediva, sa potrebnim stepenongnasti.

12
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Sledé€e popravke u nizu dobijaju se na analogatim&ime se moze dobiti joS
tacnija vrednost pravih anomalija

U, =Uy + AV +Auy, =0y +Auy, (2.13)
Upp = Upo + AV + AU, = U, + AU,

Dalje popravke dobijaju se razlaganjem funkdijes,,v,) =0 i g(v,,0,) =0 u

Tejlorov red i zanemarivanjetitanova sa stepenimadmm od jedan. Prve od njih
dobijaju se iz jednana

f, +Au, fu:w +AU,, fU"20 =0, (2.14)
gO + AUlogum + AUzogu20 = O’

gde su:

, of
fUlO = 6U !
U=U10U2=Uz0

. of
fUzo = ou
2/ UF01005=U20

(2.15)
, _[ 09
gum ) a_ U =Uq0,U>=0-
do,, = % j
’ aUZ U1=U10U2=Us
a posle reSavanja sistema one su
fr, = 100,
au,, =90 fon = foll,
UlO gUzo - Uz gU10
, , (2.16)
ngUzo B 90 fUlO
Av,, =
fUlO gUzo - Uz gUlO

13
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Razmatrafil razne aspekte i moguoosti odreivanja proksimiteta Lazoviradi i
na numeiko grafckim metodama . U jednoj takvoj metodi Lazoyil974) dolazi do
jedn&ina pravih u kojima kao parametar figuriSe pravaraalija. U zavisnosti od
parametara postaja i razlcite prave, koje posle predstaviajanja na istomikmadaju

vrednosti trazenih pravih anomalija.

Razvojem raunske tehnike, naédo u poslednje tri decenije, num&ie metode
Su u potpunosti potisnule gréffie, ali su to u principu bile prilagene metode Lazosa
(1976,1978).

Isti autor (Lazow 1970,1971) daje analizu i vrSi iZimavanje porentaja
parova kvazikomplanarnih planetoida u kretanju, dak u proksimitetu. Dobijeni
rezultati pokazuju i potduju da méusobni gravitacioni uticaj malih planeta, kada se
istovremeno nalaze u proksimitetu ili u njegovojzioli, uopste nije zanemarljiv.
Lazovie i Kuzmanoski (1974,1976) daju odene rezultate u vezi trajanja proksimiteta,

kao i promenama ndesobnih rastojanja zbog promena njihovih putanjgk#menata .

Izratunavanjem proksimiteta izrde putanje malih planeta Ceres, Palas, Juno,
Vesta i drugih numerisanih malih planeta LaZoviKuzmanoski (1983) dobili su
proksimitet od samo 0,0000154 AJ, tj. svega 2300 ikta izmeiu (2) Palas i (1193)
Afrika.

J. Simovljevé (1977) daje vrednosti getnih uslova, tj. ekscentnih anomalija,
za izr&unavanje proksimiteta metodom sukcesivnih aproksijamaSimovljeve (1979)
daje proraune, tj. analitike izraze porent@jnih efekata planetoidskih putanja tokom
trajanja proksimiteta .

| u novije vreme sk&Emo razléite pristupe problemu proksimiteta. Tako iztue
ostalih K.KolSevnjikov i N.Vasiliev (Kholshevnikou Vassiliev 1999) razéitim
smenama uspevaju da uproste funkciju rastojanjadardve planetoidske putanje. G.
F. Gronki (Gronchi 2002), odieje ukupan, tj. najwe mogWi broj stacionarnih tsaka
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funkcije rastojanja i daje zavisnost njihovog bragd meiusobnog oblika njihovih

putanja.

U poslednjoj deceniji su se kao interesantni pokadeski prilazi odreienog
broja malih planeta sa Zemljom. IstraZikaprojekat NEO-s (Near Earth Objects) i u
okviru njega odréeni programski paketi, pored ostalog, aluja podatke i
izracunavaju bliske prilaze i njihova vremena dégja za sve potencijalno hazardne
male planete. Obzirom na veliki broj numerisanihlimalaneta i njihovih putanja,
poznavanje i oddvanje uslova postojanja njihovih proksimiteta samfjem je
svakako neophodno. Oni su ujedno i najvazniji (gippokazatelji da li je neka mala

planeta hazardna po Zemlju ili ne.

Vidimo da je odréivanje proksimiteta u modernim tokovima astronorhski
istrazivanja dobilo jednu druggu formu (u obliku bliskih prilaza) i da je to ipEno
zastupljen astronomski problem, iako datira od iseeXIX veka. Zbogtinjenice da se
njegova reSenja mogu Kkoristiti i za druga é&naavanja, on ima uvek odienu
aktuelnost i zn&j. To najbolje potwtuju upravo bliski prilazi, koji su, slobodno se
moze réi, "korak dalje" u pogledu koré&nja i reSavanja problema proksimiteta. Sve su
to razlozi za stalno trazenje novih¢maa prilazenja problemu, bilo da se radi o
njegovom izrdunavanju, odrdivanju uslova za njegovo postojanje ili definisanje

problema u celini.
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3. Uslovi postojanja proksimiteta

Ako uzmemo u obzir dosadasnje radove o proksimtetvidimo da i pored
vece ili manje raznolikosti u prilazima, njihova refe su uvek bila data preko pravih

ili ekcentricnih anomalija.

Krajnji rezultatée i ovakvim pristupom taki® biti izrazen preko ekcentrih
anomalija k& i E,, Sto predstavlja poziciju proksimiteta i intezitaelativnog vektora

polozaja p, Sto je ustvari vetina samog proksimiteta . Metim, kada govorimo o

uslovima njegovog postojanja, nek&mjenice koje su od posebnog Za@ se moraju
naglasiti. Mi zapravo, strogo matendéii gledano, imamo dve elipse u prostoru sa
jednom zajedrkom Zizom. Na$ zadatak je da odredimo sva rdagminimalna
rastojanja izméu njih. Na prvi pogled problem i ne deluje tako kaikovano,
medutim, obzirom na specifnost elipsi kao geometrijskih oblika, veliki broj
parametara €injenice da je ovo prostorni problem, mi zapran@mmo jedan priino
sloZzen zadatak. Obzirom na prirodu jetlna, svi pokuSaji da se preko angke ili
diferencijalne geometrije dobiju reSenja nisu dadita bolje ili jednostavnije rezultate.
Naprotiv, dobijaju se talkde glomazne jedrtine, koje se kao takve ne mogu ni resiti.

Odreienim smenama sistem jedirea (2.3) izraZzen je preko algebarskih formi,
a kao rezultat toga dobijena su neka pojednostgaljkod funkcije rastojanja
(KolSevnjikov i Vasiljev 1999). Gronki (2002) prikaje funkciju rastojanja kao
kvadrat rastojanja ali u pravouglom kordinatnomtesiai. On koristi BernStajnovu
teoremu o preseku reSenja dva polinoma sa dve mjomaeu kompleksnom polju
brojeva i pomoéu sume Minkovskog iztanava ukupan broj reSenja sistema. Na osnovu
toga odrduje broj stacionarnih taka funkcije rastojanja u zavisnosti da li su pjgan
kruzne ili elipténe. Iz tabele 1 vidimo kako izgleda ta podela ieraz preko

ekscentiinosti (e i €') prve i druge planetoidske putanje.
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Tabéla
ekscentinost| ekscentinost broj
prve putanje | druge putanjg stacionarnih
tataka
ez 0 ez0 12
ez 0 e€=0 10
e=0 ez0 10
e=0 e€=0 8

Sama priroda problema je takva, da samo ¢mravanje preko elipthih
elemenata daje njegovu realnu predstavu i rogst dobijanja ténih rezultata, ma
kakav konkretan primer bio.

Nemogunost reSavanja transcedentnih jedema (2.5) u eksplicithom obliku,
moze se zakliti iz razmatranja geometrijskih uslova. Mieémo problem proksimiteta

tako i posmatrati, a reSale@mo ga iskljdivo preko eliptékih elemenata.

Ako posmatramo dve proizvoljne elifie putanje 4 i |, sa jednom

zajedntékom zizom (vidi sl. 1),

N/

P,

Slika 1
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pri cemu su SPi SR, perihelske daljine, mozemo postaviti viSe vazniarga u vezi
definisanja problema proksimiteta. Prvo pitanjeeke¢ name je da li postoje joS neka
karakteristtha mesta (osim u okolini relativnitvorova), gde se takie mogu ¢ekivati
proksimiteti. Zatim, da li se na osnovu vrednogtiovih putanjskih elemenata to moze
odmah zakljditi. Obzirom da pod proksimitetom podrazumevamoimaine vrednosti
medusobnih rastojanja iznde dve elipttne putanje, a znamo da su Wwkiama
proksimiteta istovremeno zadovoljene obe vektorgdnaine 2.10. postavlja se i
sled€e pitanje: Sta je sa vrednostima koje tékozadovoljavaju obe vektorske
jedn&ine, a nisu proksimiteti (prevojnectee i maksimumi) i koliko ih ukupno moze
biti? Znajwi da sve te vrednosti, (proksimiteti, prevojnecki i maksimumi)
predstavljaju reSenja transcendentnih jéthma 2.5, odgovori na gore postavljena

pitanja bi problem proksimiteta sigurno bolje olijdis definisali.

Videli smo joS u uvodnom delu da su kmaavanja proksimiteta bila predmet
mnogih autora i da je njegov istorijat ptilb dug. Siru analizu mogag broja, svih
ekstremnih vrednosti funkcije rastojanja iztaedve elipttne putanje, srecemo ipak tek
u skorije vreme i to, kao Sto smoc¢veekli, kod KolSevnjikova i Vasiljeva (1999) i
Gronkija (2002). Njihove analize potvrduju ranijeefpostavke o postojanjtetiri
minimalna rastojanja, t.j. proksimiteta, izmedu dipticne putanje. Takte daju nam
broj i poloZaje ostalih ekstremnih vrednosti (maksima i prevoja), koje zadovoljavaju
polazni sistem jed@@a (2.5). Imajdi sve to u vidu, kao &injenicu da funkcija
rastojanja zavisi od dve promenjljive (ekscemme anomalije Ei E;), kompletna
analiza svih mogtih slwtajeva bila bi od v& vaznosti. Bez obzira Sto ona reSenja
transcedentnih jeddga koja nisu proksimiteti (prevojne ¢e i maksimalna
rastojanja), nemaju skoro nikakvu prékti primenu. Takav Siri pristup problemu dve
elipticne putanje u prostoru dao bi talko dodatna objasSnjenja i zaklke zasto je

problem proksimiteta ustvari nereSiv u opStem gkgnpm obliku.

Mi ¢emo se ovde detaljnije pozabaviti tim pitanjima a¢iddo odretenih

rezultata od kojih se neki nisdekivali.
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Kada konkretno govorimo o uslovima koji moraju b#punjeni da bi izmdu

elipticnin putanja dve male planete postojao proksimietla mozemo zakliti i

razdvojiti sledée mogue slitajeve:

a) Jedan proksimitet uvek postoji. Sama priroda pmoble na to ukazuje, tj.

b)

poznato je da izni bilo koje dve zatvorene krive linije u prostoruwonma

postojati makar jedno minimalno rastojanje. Zbogatse o nekim posebnim
uslovima koji moraju biti ispunjeni ovde ne moraguovoriti, jer je to jasno
samo po sebi (videti primer na sl. 2, koja predgaprojekciju putanja para

malih planeta (4-638) na ravan prve putanje, tj. pévan).

3

2

Slika 2

Dva proksimiteta mogu postojati i to je prakid nafe&'i slucaj. Oni se okiino
nalaze u blizini relativnincvorova, ili kada se radi o kvazikomplamarnim
putanjama, u okolini njihovih projekcijskih presekabzirom na relativno mali
medusobni nagib svih prikazanih primera, njihove pkajje na XY ravan daju
dosta realnu sliku stvarnog stanja. Ipak, zbomndg izraZzavanja uveli smo
termin projekcijski presek, jer se tecka ne moraju uvek nalaziti u blizini
relativnih¢vorova. Da bi sltaj sa dva proksimiteta bio ispunjen, dovoljno je da
izmedu ravni u kjima se nalaze putanje postoji dérgé nagib, ili da se gledaju
njihovu projekciju na XY ravan st utisak kao da se seku u dveéke Slike 3

a i 3 b u principu odgovaraju svim magm sluajevima u stvarnosti. Na sl. 3a
prikazana je projekcija putanja para malih plar{2t8468) na XY ravan, dok je
na sl. 3b odgovaraga projekcija za par ( 6-16 ).
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a) b)
Slika 3

c) Tri proksimiteta mogu postojati, ali se taj&y kada su u pitanju putanje malih
planeta, srée mnogo rée. Proksimiteti kod ovog staja kao po pravilu obno
su rasporéeni tako da su dva u okolini projekcijskih presgkd#anja (rde u
blizini ¢vorova), dok je tré uvek skoro simeténo u sredini naspram njih.
Uslovi za postojanje ovakvog shkja ob&no proistéu iz specijalnih polozaja
prethodnog skkaja. Sa sl. 4a za par malih planeta ( 1943-320n)dl. 4b za par

(287-486 ) to se moze jasno videti.

a) b)
Slika 4

20



Magistarski rad:
Jedan postupak za odfiganje proksimiteta izna&l putanja malih planeta

d) Cetiri proksimiteta takde mogu postojati, sa tom razlikom sto ih je u steati
jako tesko prona. Primer sa sl. 5 je simulirani model koji imamoradu
Gronkija (2002) i on upravo pokazuje da jecsjusacetiri proksimiteta teorijski

mogLL.

Slika 5

Obzirom na prilicno veliku eksecentrichazatim na izrazito veliki miisobni
nagib (preko 80) ovog primera, kao i na ispitivanja ostalihkdekim vrednostima
elipticnih elemenata, narbe se sled@ utisak: sldajevi sacetiri proksimiteta su
moguei isklju¢ivo kod parova sa sinim karakteristikama kao sto su ove. U stene

poglavlju¢emo ovu tvrdnju detaljnije obrazloziti.

Svakako treba napomenutinjenicu da je ukupan broj proksimiteta i
maksimalnih rastojanja uvek jednak broju prevojiaitaka. Sve te vrednosti su reSenja

sistema transcedentnih jedirea, odnosno stacionarne tacke funkcije rastojanja.

Takadie je vazno ré da, bez obzira na to Sto elftie putanje malih planeta
mogu zauzimati najragiitije medusobne poloZaje, jedino slike njihovih projekcija n
ravan jedne od njih (XY ravan) pruzaju mdégast da se ud odredena zakonitost, kada
je re¢ 0 svim mogudim polozajima proksimiteta u okviru svakog tipa.ofigski slutaj

(koji se skoro ne javlja kada su u pitanju putamalih planeta) je kada su njihove
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elipticne putanje u ravnimaija je melusobna razlika u nagibima blizu 905a sl. 5
vidimo da takve m&usobno "vertikalne" putanje, uz uslov suprotnihogaja perihela
(medusobna razlika oko 180 daju karakteristhe poloZaje koji mogu uslovitietiri
proksimiteta. Samim tim i broj ostalih stacionartédaka (maksimuma i prevoja)da
vedi. Projekcije eventualnih putanja parova malih plan koje bi imale cetiri
proksimiteta ne bi se mnogo razlikovale od prikazama sl. 5 i priblizno bi

zadovoljavale gore navedene uslove, tj. vredramdgienih putanjskih elemenata.
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4. Odredivanje broja proksimiteta

U prethodnom poglavlju smo konstatovali da uslod postojanjecetiri
minimalna rastojanja (proksimiteta) izthedve elipse u prostoru postoje. Ipak, oni su
izrazito slozeni i strogi, upodejuci ih sa uslovima za postojanje 1, 2 ili 3 proksetet
Detaljnija analiza svih mogih poloZaja putanja malih planeta pokazala je, #acsmo
vec rekli, da sldajevi sacetiri proksimiteta mogu postojati iskljivo kod putanja koje
imaju vete ekscentiinosti, izuzetno velik miisobni nagib i suprotne polozaje perihela.

Da bismo to dokazali, krenuli smo od suprotne stgvke.

Razmotrimo prvo dve proizvoljne elipse u ravaiji bi eventualni poloZaj
mogao imatietiri preséne take i koji bi u prostornom stiaju uslovio postojanjéetiri
proksimiteta. Sa sl. 6 vidimo da dve elipse Ik to jednostavno ispunjavaju bez drugih
dodatnih uslova. M&utim, kao Sto znamo, one predstavljaju dve pladske putanje
pa samim tim imaju i jednu zajedku ZiZu. Primenjujdi taj uslov na njih mi gubimo
i dve preseéne ta&ke. Drugim reéima, bilo kako da "namestimo” elipseill; u ravni, da
bi dobili cetiri preséne take, izgubimo uslov zajedéke zize i obrnuto ( sa sl. 7 vidimo
kako mora izgledati njihov polozaj sa tim dodatnisiovom ). Ovo naravno vazi bez

obzira kakve su vrednosti njihovih elignih elemenata.

12

Slika 6 Slika 7
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Analizirajmo sve mogée karakteristine polozaje elipse;li |, ali sada sa

uslovom jedne zajedtke zize.

Posmatrajmo elipsu; Iproizvoljnin dimenzija i obelezimo njenu peribais
daljinu sa SP (videti sl.8).

la

Slika 8 Slika 9

Mozemo zakljditi da bilo koja druga elipsay,l cija je perihelska daljina
SP<SP, ne moze imati viSe od dve prése take, bilo koji polozaj da ima .To je zato
Sto je perihelska daljina najmanje rastojanje all svogwtih izmelu tataka na elipsi i
Zize. Zn&i, bez obzira koji je ugao iznda pravca perihelske daljine SPpravca
perihelske daljine SPtj. za koliko zarotiramo elipsw, loko zize, ne moze dbdo
presecanja elipse i "perihelskog"” dela elipse.l(videti sl. 9, 10 11).
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Slika 10 Slika 11

Bolje reteno, do preseka mozedl@amo na drugom ("afelskom™) delu elipse, a
tu mozemo imati uvek najviSe dve prase take, Sto se takie vidi sa gore prikazanih

slika.

Svakako da se isto dadmi kada zarotiramo elipsu dko zajdnéke Zize, za neki

ugao u odnosu na njen perihelski pravag. SP
Dokaza&emo ovde sledel tvrdnju:

Izmedu dve elipse u ravni sa jednom zajettoim ZiZzom, ne moze postojati viSe

od dve presme take.

Postavimo polarni kordinatni sistem sa centronajedntkoj zizi, tako da se X

osa poklapa sa pravcem velike ose jedne od elljzgta je jednéna te elipse

_ Py
N=——-—, 4.1
' 1+ecow 41

pri ¢emu je, kao Sto znamo:
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r, — poteg

p, — parametar elipse
b, —mala poluosa

a, —velika poluosa

e, —ekcentrinost,

v - prava anomalija

Neka je poluosa druge elipse zarotirana u odnosi osu za ugaw,. Postujdi

ved usvojen sistem obeleZavanja, jetina druge elipse je:

= p2
1+e,cosQ —uv,)

P

Zajedntke take su reSenja jedtime n=r,, odnosno:

o P,
1+egcosy  1+ecosp-u,)

Nakon srdivanja, dolazi se do izraza:

p, — p, = cosU( pe,cosy, — pe)+ pe sinusiny,.
Ako uvedemo oznake:

S=pecow-pe, K=pesiny, F=p,—-p,

tada je jedn&na 4.4 oblika:

F =cow[S+sinuiK .

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

U zavisnosti koje vrednosti imaju F, S i K, mozZenaalikovati dva generalna

slwaja:

| S*+K?=0,
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I S*+K?#0.

Prvi generalni sldaj je trivijalan zaF = OizaF # O
Kada jeF =0=p,= p,,

K=0=0,=0

S=0=¢, =¢,

tj. elipse se podudaraju (videti sl. 12) .

P, =P,

Slika 12

Kada jeF Z0=p,% p,,

K=0=0,=0 i
s=0=P=%
P, &

Tada imamo odrenu proporcionalnost iznda parametara i ekscerimiosti obe
elipse, pricemu se perihelski pravci i dalje poklapaju, pa n&zemo imati ni jednu

presénu taku, ve je uvek jedna elipsa u drugoj (videti sl. 13).
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Slika 13

Drugi generalni sltiaj obuhvata sve ostale magupolozZaje, bez obzira da li je

F=0ili F20.PostojeS*+K?# (Qmozemo pisati i da j&/S*+K? #0. Ako sada

jedn&inu (4.6) podelimo sa ovim izrazom, dobijamo jetina u obliku

F _ S
\/SZ+K2 \/SZ+K2

cosu + sinu. 4.7)

K
182+K2

Ovo smo uradili zato Sto za ovakav oblik jetina uvek sa sigurnéd mozemo

tvrditi da tada postoji uga@1[0,2rq, koji je jednoznano odreten, tako da je:

K

L S _
SIHH—W, COS@—W, (48)
jerje
e S a1 <K o (4.9)
VS? +K? VS? +K?
i
s Y K Y
+ =1. 4.10
[¢82+K2J [Jszmzj @20

Sada jedn&nu (4.7) moZzemo napisati u obliku:
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= cosusing+sinucosd, (4.11)

F
VSP+K?

ili jos krace, zbog adicione formule zbira sinusa uglova kao:

=sin@+v). (4.12)

_F
182 + K2
Vidimo da se jednana (4.7) dosta pojednostavila, a deojem smena

A= F i g+u=a

ceo Drugi generalni sldaj, za sve ostale mogel netrivijalne slgajeve, mozemo svesti

na analizu reSenja jedfine,
sina = A. (4.13)

Ova jednéina kao Sto znamo:

* nema re$enja ako |& >1
- ima jedno resenje ako j& =1
« ima dva resenja ako [& <1

Ovde nam uopSte nije vazno da life= iliOF #0, jer u oba sléaja mora biti
zadovoljena jedna od tri gore navedene apsolutegnasti.

Dakle jednaina (4.3) moze imati jedno, dva, ili da uopSte neatenja.
Obzirom da nam svako od njih (ako ih ima) predgégeldnu pressu tatku izmeiu
elipsi koje smo uporivali, zakljutujemo da je maksimalan broj prés# tataka
izmedu dve elipse u ravni sa jednom zajeéttoim zizom dva, Sto nam je i bio cilj da

dokazemo.

Postavlja se pitanje, Sta je to Sto je realno megw$to se stvarno moze dogoditi

u ravni izméu dve elipse sa jednom zajetkom zizom, a Sto bi pri maloj promeni
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medusobnog nagiba, tj. u prostornom &lju, uslovilo pojavu tri proksimiteta? To bi
bio sluaj kada imamo dve presee ta&ke i tre&u koja je jako bliska dodiru, kao Sto je
prikazano na sl.14. U tom trem karakteristinom poloZaju ( na sl. 14 obeleZzen sga)M
se moze nalaziti jedno minimalno rastojanje idmeve elipse, a ono je najmanje
kada je SE=SP..

Ipak, nikada se ne moze dogoditi da to minimalrstojanje bude jednako nuli,

tj. postati stvarni dodir.

Slika 14

Kada se ispune dati uslovi i &® do situacije kao na sl. 14 (6bo je
karakteristtno mesto "dodira” u blizini perihela one elipse&aje rotira), dobijamo
model koji u prostornom staju (kada izméu ravni u kojima se elipse nalaze postoji
odredeni nagib), ima tri proksimiteta. Od ta tri prok#ieta, dva su, kao i otmo, u
okolini projekcijskih preseka putanjai:M M, dok je tréi u okolini karakteristinog

poloZaja M.

Kada govorimo o skaju sacetiri proksimiteta on bi se mogao shvatiti kao
specijalni sldaj prethodnog prikazanog na sl. 14. Postavimo elgaste slike u polozaj
dve preséne take, ali sada sa mtasobnom razlikom u poziciji perihela od priblizno
180° (videti sl. 15).
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Slika 15

Na prvi pogled vidimo da je to ¥eazmatrani sléaj dva proksimiteta sa sl. 10.
Medutim, iz ovakve ravanske postavke u prostornontagly pri dovoljno velikoj
razlici u nagibima ravni u kojima se elipse naladelazi upravo do pojave joS dva
proksimiteta i to u zonama M M. Ovi proksimiteti su skoro simetno rasporéeni u
odnosu na pravac maksimalnog rastojanja &amevih elipsi. Njihovo postojanje
(egzistencija) je zasnovana iskijwo iz dva razloga. Prvi je polozZaj elipsi kao “Kar u
lancu” (periheli su na suprotnim stranama), takopdzicija My sa sl. 14, koju smo
uslovno zvali téka dodira, ovde ne postoji. Naprotiv, imé&ju vidu da se pozicija M
nalazila u pravcu perihela, ona se pri ovakvondusebnom polozaju elipsi prosto gubi
I postaje jedno od naj¢eh rastojanja (osemni deo sl. 15).Tako imamo situaciju u kojoj

“ostajemo samo” na dva proksimiteta, kao Sto jeprékazano na sl. 10.

Medutim, postepenim povavanjem méusobnog nagiba ravni u kojima se
nalaze elipse, dolazi do pojave ¢eg proksimiteta, a kasnije oko “ktitiog ugla” (u
prikazanom primeru njegova vrednost je 79°-81%) pdjavecetvrtog proksimiteta. Oba
ova proksimiteta upravo se nalaze u zonamai M, Svakako da dovoljno veliki
medusobni nagib izmé&u dve elipse gde imamdetiri proksimiteta, née biti isti kod
svih primera ovog tipa, ali se slobodno mozé& da je upravo on taj drugi razlog za
postojanjetetiri proksimiteta.
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Svi ostali mogti polozaji (bez obzira na vrednosti putanjskih edemia, a
naraito na uzajamni nagib), ne mogu dati ni jedan koge principijelno razlikovao od
ovde prikazanih primera i modela. Poslednjiajusacetiri proksimiteta je najslozeniji,
on zajedno sa dva maksimalna rastojanja koji ovogtgpe i Sest prevojnih daka
(sedla) ukupno ima 12 stacionarnikiaka. To je ujedno i maksimalan broj reSenja ovog

problema, a eksplicitan dokaz je dao Gronki (2002).
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5. Geometrijski prikaz reSavanja problema

U prethodnom poglavlju smo utvrdili da je maksinmalaroj proksimiteta
izmedu dve elipténe planetoidske putangetiri. Oni mogu zauzimati razite polozaje,
ali ipak svi parovi malih planeta gde eventualnoaimslova za postojanjéetiri

proksimiteta, principijelno se mogu predstavitiokaa sl. 15.

Postavlja se sada pitanje kako ih p@ndostupak nalazenja svih mdgu
proksimiteta kojice ovde biti izlozen, zasnovan je na ideji koja gmbd J.Simovljeda

i koja do sada nigde nije publikovana.

Po toj ideji iz jedne proizvoljne ke prve putanje (iako je potpuno nevazno sa
koje putanje kréemo), povldi se normala na drugu putanju, a zatim se gena téke
sa druge putanje spusSta normala na prvu. Postepaksve do t&aka proksimiteta, a
kada dde do njih te dve normalee se poklopiti..

Osnova ideje kod ovakvog reSavanja problema pratetian bila je da se

iskoristi poznavanje vektora poloZajai r, u svakoj taki na putanji. To obezlieje

izratunavanje realativnog vektora polozaga, ciji je intezitet u taki proksimiteta

ustvari veléina samog proksimiteta.

Drugim re&ima, ovde némo vrSiti aproksimacije, ¥ecemo uspostaviti
konvergenciju relativnog vektora polozaj@, tako da gragni slutaj njegove
konvergencije uvek bude u nekom od mabguproksimiteta. Takav & ¢e nam
omoguiti da izraunavanjem poslednje vrednosti realitvnog vektoraloZma,
upravo izrgunamo i sam proksimitet. U zavisnosti koliko takwbnvergencija ima

tokom obilazenja po jednoj od putanja, toldebiti i proksimiteta.
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Slika 16

P, - odgovarajai vektor posle prvog izkunavanja
P, - odgovarajdi vektor posle drugog izéanavanja
P,- odgovarajdi vektor posle tréeg izr&unavanja

P, - odgovarajai vektor posleetvrtog izr&unavanja

P, - odgovarajai vektor posle n-tog izkanavanja

Sa sl. 16 vidimo nan na koji se ostvaruje ovakav postupak. Mi ustuari
proizvoljne t&ke na prvoj putanji (obho kre&éemo iz perihela, tj. za,EQ), povitemo
relativni vektor polozajgo . Njegov p@etak je u izabranoj t&i prvog planetoida . Pri
tome vodimo réuna da taj vektor mora biti upravan na tangentugowgarajdoj tacki
putanje drugog planetoida. Vektorska jetina koja to opisuje je jedna od dve poznate

jedn&ine za uslov proksimiteta. Ovde je to jetina:

o
(r,—1) dtZ:O. (5.1)
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Obzirom da smo £sami izabrali (oldino uzimamo za p@tak E=0), nepoznata
velicina u ovoj vektorskoj jedrai je samo B Nju mozemo izréunati koristéi
podatke za konkretan slj. I1zra*unavsi i, mi ustvari dobijamo t&ku na drugoj putanii

gde nam se nalazi kraj vektog, tj. vektora relativnog poloZzaja. Sada gore named
postupak ponavljamo, sa tom razlikom Sto vekforima pa@etak u téki na drugoj

putanji kojoj odgovara iztanata vrednost ekscertne anomalije E

Kraj vektora relativnog poloZzaj@ je u odréenoj ta&ki na prvoj putanji, pri

c¢emu takde mora biti zadovoljeno da on sada bude upravatamgentu u ki na

prvoj putaniji.

Vektorska jedné&na koja to opisuje je:
(-1 =0 (5.2)

i za razliku od prethodne, sada nam je nepozndidine E,. Sve ostale valine su
poznate, ukljgujuci i E; koje uzima vrednost prethodnog waavanja. Vidimo da se
postupak ponavlja sve dok nedaono u situaciju da su "odlaZéi "dolaze&di" vektor
istih intenziteta i pravaca, tj. obe jedimee ne budu zadovoljene do na atieu t&nost
(koju sami ustanovimo na petku izra&unavnja). Dve poslednje vrednosti zailE; u
procesu izr&aunavanja su vrednosti ekcetitih anomalija kojima odgovara i nhajmanje
rastojanje, upravo poslednje izumata vrednost intenziteta vektora relativhog pajaz

0. Odmah se umva da je metoda krajnje jednostavna i razumlj@aa se sustinski

razlikuje od svih dosadasnjh di@a izraunavanja proksimiteta i kao takva predstavlja

jedan potpuno drugai nacin prilazenja problemu proksimiteta.

Glavna karakteristika ovakvog pristupa je, poreghgstavnosti, i dosta velika
tacnost. Jasno je da konvergencija relativnog velpotazaja o ide sve sporije ukoliko
se Zeli véa tanost od uokiiajene za ovu vrstu iztanavanja (5 decimala). Ipak, ona se

donekle moZze ubrzati (ako je potrebno) dérem dopunama u samom programu.
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ReSavanje ovakvim postupkom se na kraju svodi $avenje karakterigine jednaine
cetvrtog stepena, koja je kao takva uvek i reSivastlipak je lako primenjljiv za bilo
koji par elipténih putanja bez obzira na njihove dosobne polozZaje, tj. vrednosti
samih putanjskih elemenata. Obzirom da krajnjultez ovom metodom obuhvata sve
proksimitete izméu dve zadate planetoidske putanje porediimratin vrednosti EE,i

p za svaki od njih, vidimo i koliki je njihov ukuparoj.

Kada govorimo o ostalim reSenjima nasSih vektorsjgtnaina (prevojnim
tatkama i maksimalnim rastojanjima), oni se ovim ppkam direktho ne mogu
odrediti, tj. izr&unati. Razlog lezi winjenici Sto je vektor relativnog polozajg@
uvek upravan na tangentu wkaputanje gde se nalazi njegov kraj, pa samimuuak
konvergira ka minimalnom ndesobnom rastojanju izda dve elipténe putanje. U
obrnutom sldaju, tj. kada bi on bio upravan na tangentu dkitautanje gde se nalazi
njegov péetak, tj. one sa koje "odlazi", u odenim specijalnim skajevima mogli
bismo imati konvergenciju ka prevojnimékama i maksimalnim rastojanjima izthe
dve elipttne putanje. Méutim, vrlo je vazno ré da postupak za odianje
minimalnog rastojanja, tj. proksimiteta, uvek bézioa na méusobni polozaj i vetine
elipticnih putanja, izréunava sve proksimitete, dok ovakav obrnuti postupak
garantuje odrdivanje svih prevojnih t&aka i maksimalnih rastojanja &eo, kao Sto

smo ve rekli, zavisi od konkretnog staja.

Naime, zbogéinjenice da vektor relativnog poloZaja mora biti upravan na
tangentu u ki elipticne putanje sa koje ke, tj. tamo gde mu je petak mozemo

imati situaciju kao na sl. 17.
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Slika 17 Slika 18

Zapravo, ako tako izaberemo ¢etnu t&ku, vektor relativnog poloZzajg

jednostavno ne bi doSao do druge putanj& beje, kao Sto vidimo, zbog gore
navedenog uslova jednostavno mimoiSao. Tada ne mmbzdodi do bilo kake

konvergencije relativnog vektora polozaj ka prevojnim té&kama i maksimalnim

rastojanjima. Ovo se moZe dogoditi ne samo zbogeld odabira tke iz koje
potinjemo sa metodom, veje takvo neSto moge i tokom samog procesa
konvergencije. Zbog svega toga taj postupak i nestuamo, a odrdivanje pozicije
prevojnih t&aka i maksimuma vrSimo direktno sa dijagrama i igeaffunkcija
rastojanja (videti u prilogu). Ako Zelimo njihovergaiznije vrednosti mozemo se
posluziti aproksimativnim postupkom Lazéai (koji je prikazan u poglavlju 2), pri

¢emu za p&etne vrednosti uzimamo upravo one koje &teoe sa dijagrama.

Vidimo dakle da mi ovde prikazanom metodom iskijo odreiujemo i
izratunavamo proksimitete. Drugi (obrnuti postupak) rgedmogénost dobijanja
pouzdanih rezultata, kada jecr® ostalim reSenjima (maksimalnim rastojanjima i

prevojnim tgkama).

Postupak za oddevanje proksimiteta koji smo ovde izlozili, garau

pretraZzivanje obe putanje u celosti, pa ne postojnnja da neki od eventualnih
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proksimiteta koji nisu na d@kivanim mestima (obno u okolini relativnih¢vorova)

moze sldajno da promakne, tj. ne bude otkriven i &naat.

Na osnovu ovakvog geometrijskog prikaza izveli samaliticki postupak i

kasnije napravili algoritam i program za izuaavanje konkretnih rezultata.
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6. Analiti ¢ki postupak

Kod dosadasnjih metoda, poznate dve vektorske §auia

(Fl_ Fz) Wh =0, 6.1)
(Fz—Fl)Nz =0,

koji definiSu problem, iskljgivo se posmatraju u celini, tj. kao sistem. Obzirdansu

jedn&ine 6.1) ranscedentnog tipa, uglavhom su bile @$av sukcesivnim
aprokrsimacijama. Tu su, kao Sto smaé wekli, radovi Lazowa najiscrpniji, bez obzira
da li su promenljive vetine u njima prave ili ekscentne anomalije. Da bismo se
prilagodili prethodno izloZzenom geometrijskom p@éw, uzmimo da su vektori

polozaja malih planeta izrazeni preko ekscénth anomalija ki E,, odnosno:

Fl =a,(cosE, —e) I51+ b, sinE,; ély 6.2)

r,= a,(coskE, —e,) I52+ b, sin Ezéz.

— -

Imajwéi u vidu da jed—[ =Vi korist&i vezu

napisati u obliku:

(6.3)

ReSavanje sistema (6.3) se dalje vrSi korak pokkdtajpre se u prvoj jeddai uzima
proizvoljna vrednost za;Enpr. 5=0) i pristupa se njenom reSavanju. Za krajnji hazu

dobija se vrednost eksceitre anomalije &£
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Nakon tog prvog izraunavanja prve jedi@e sistema, pristupamo reSavanju
druge jednéine. Sada je poznata w&ha upravo reSenje,Ez prve jednaine sistema, a
nalazimo nepoznatu veéihu E;. Tako, naizmernim reSavanjem jedne pa druge
jedn&ine sistema, priemu je uvek reSenje jedne od je&ina ulazna vrednost u

drugoj, mi zapravo analttki reSavamo problem.

Zamenimo sada vrednosti zfa riVsu drugu jedné&nu sistema (6.1) i
.. _dE, . N . _
podelimo je saa. Posle pregrupisavaniganova dobijamo izraz:
COSE, SinE, (b2 - a2) +sinE,(&e, + aa,CosE, Pi[(P;~ aag P.(P2+ ha,sin E Q,[P2) (6.4)
+CoSE,( agb, PiQ,~ hb, SinE,Q,(Q, - ab, cosE, P, = 0.

Prethodnu jedr@anu mozemo napisati u obliku:

Asin E2 + BcosE2 +Csin E2 cosE2 =0, (6-5)
jer su izrazi u zagradama konstantnededi, pricemu su:
A= (&e, +aa,CosE, Pi[P,— aag Pi(P:+ ba,sinE, Q,[P;) = &e, + a, P2[T1,
(6.6)

B = (agh, Pi[Q,- bp, sin E, Q,[Q, - ap, cosE, Pi@,) = -b,Q, T+,
C=bi-a.

Ako sada jednanu (6.5) podelimo sa koeficijentom B (vadeacuna da je B

razli¢ito od nule) dobija se:

. : o, 6.7
MsmE2+<:osE2+NsmEzcosE2 0 ( )

gde su sa M i N oziani kolicnici g i % respektivno.
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Primenjuji poznatu smenu za tangens ugjizt i zamenom u jediau
2

(6.7), dobijamo:

—t2 _ 2
Sl SV Cul S (6.8)
1+t2 1+t2 1+t2  1+t?

PomnoZimo li sada prethodnu jedima sa (1+%) posle odrdenih sréivanja

dolazi se do jedréane cetvrtog stepena oblika:

at*+at’+at’+at'+a, =0, (6.9)
pri cemu je,
a=-1, =-2(M+N), a,=0, a=-2(M-N), a,=1. (6.10)

Ono sto je kod ove jedtime karakteristino je da ona, s obzirom na oblik i

problem koji opisuje, mora imati uvek 2 ili 4 realreSenja.

Samo jedno od moga cetiri reSenja je ono koje je odgovar&gy a kriterijum
za njegovo odidvanje je najmanja vrednost od svih méurazlika intenziteta
vektorar, i ;. Naime, nakon reSavanja jediree (6.9) i posle vrgnja prethodnih
smena, nalazimo odgovarég ekscenttine anomalije, a samim tim i intenzitete

vektora polozaja. Oduzimanjem od svakog od njiknattet vektorar;, dobijamocetiri

intenziteta vektorap i uporeiujemo ih méusobno da bi pronasli najmanji.Ona
ekscentdna anomalija (od najviSe mogh cetiri koje figuriSu kao reSenja) koja

odgovara najmanjoj vrednosti vektors, je trazeno reSenje jedfiae.

Tako dobijenu vrednost za, k poznatu vrednost (proizvoljno izabranu joS na
pocetku izr&unavanja) za E ubacujemo u drugu jedéiau sistema (6.1). Ako je
zadovoljena (do na odienu t&nost koju sami izabiramo tate na pdetku
izratunavanja), nasa reSenja su upraya E,. Kako se ne moZecekivati, da se posle

prvog koraka ddée do kon&nog reSenja, postupak celokupnog dosadasnjeg
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izratunavanja ponavljamo, voéie@acuna o tome da nam je sada poznata ulazné&neli

za drugu jednmanu izlazna vekiina, tj. reSenje, iz prve jedtiae.

Jednostavnije teno, posle svakog izranavanja (osim prvog gde ulaznu
vrednost biramo sami) izlazna vrednost prethodnogcunavanja postaje ulazna
vrednost sledig izr&unavanja. Postupak ponavljamo sve dotle dok niemo do
vrednosti za Ei E; koje zadovoljavaju istovremeno obe jetina (6.1), do na oddenu

tatnost koju smo izabrali.

Sve Sto je u prethodnom poglavlju¢eao u vezi sa r&gmom i metodama
izratunavanja, primenjeno je prilikom pravljenja algamske Seme i programa. Ovde
se néemo posebno zadrzavati u objasnjivanju rada progyrgn se to mnogo bolje vidi
pri samom kori&enju istog. Ono Sto je karakterisib za ovaj program je da on uvek
krece za svaki par asteroida od=B i da zbog stalnog smenjivanja minimalnih
rastojanja i prevoja na oblasti koja se dbja, ulaznim podacima (E5°, E=1(, ...,
E.=n-5) se prvo pronalazi oblast u kojoj se nalazi pnoisit, pa se tek onda pristupa

preciznom izraunavanju.

To zapravo zna da u prvom izréunavanju mi uvek uzmemo vrednost za®&i
izracunamo E, nakon toga program odmah upduge intenzitete odlazeg i dolazéeg
relativhog vektora polozaj@ . Ukoliko je |0 1|>|0 2| (1. u opStem skaju |0 n-1>|0nl),
onda potrebe za pot@&anjem svake slede ulazne vrednostiiia po 5 stepeni ili visSe
nije potrebno, jer je program &é&konstatovao” da je u obilaZzenju po prvoj putargi
dobrom putu, jer ga ispredtekuje minimalno rastojanje, tj. proksimitet kog on na
kraju i izratunati. Ukoliko je pak p1|<|p 2| (. u opStem skaju |0 n-1|<|0n|), Onda mi
koristimo tu mogdnost povéavanja svake slede ulazne vrednostiEza po 5 stepeni
ili viSe ako Zelimo, sve dotle dok ne "pregkno” prevoj koji je ispred nas i ponovo ne

udemo u okolinu sledeg proksimiteta.

Mi zapravo, zbog zadrzavanja kontinuiteta u obigizeda kojim sldajem neki

od moguih proksimiteta ne bi bio otkriven, a zbog problestalnog smenjivanja
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minimalnih rastojanja i prevoja izrnie dve putanje, moramo stalno "gurati" odkaze
vektor uvek na novu getnu poziciju, sve dok prestane da secaranazad na ve

izratunati proksimitet (slika 19). Naime, ako sabelezimo prvu elipthu putanju i nju

poloZimo u xy ravan, druga eliptia putanjaJ bi u tom sldaju zauzimala polozaj kao
na slici 19. Ona odgovara projekciji ove dve elipd putanje na XZ ili YZ ravan,
zavisno od ostalih parametara. U svakomtaglu usled méusobnog nagiba ravni u
kojima se ove dve putanje nalaze i zakrivljienos$ifpse kao geometrijskog oblika,
smenjivanje uzih i Sirih oblasti najmanjih rastg@rizmeiu ovih (ili bilo kojih)

planetoidskih putanja, uvek postoji. Zato i korsd mogénost "dodavanja" vrednosti
ekscentdne anomalije svakoj sleélg ulaznoj vel€ini, jer tek kada vektor relativnog

poloZaja p prade prevoj, tj. najSiru oblast (Srafirani deo sl. D®), kao Sto smo rekli,

ulazi u zonu proksimiteta i potreba za ovakvim daagem vrednosti nije neophodna.

Ovde treba r@ da iako vrednosti z@ mogu biti manje u nekim prevojima
(sedlima) od samih minimuma, t.j. proksimitetant metodu i rad programa bitno ne
utice. Razlog lezi Wwinjenici Sto se to nikada ne moze dogoditi iZimeé'susednih
minimuma”, v& na drugim karakterigthim mestima, tako da smenjivanje uzih i Sirih
oblasti na pojasu gde se odvija postupak uvek pogi@ samim tim ne dolazi ni do

remeenja u toku pretrazivanja i izZlanavanja.

Obzirom na dosadasnji broj numerisanih malih plar{eteko 46 500) i usled
svakodnevnog numerisanja novih, brzina darsavanja proksimiteta je pdho vazna.
Zbog toga smo mi ovde ipak zadrzali ta dodavangznih vrednosti ekscentrih
anomalija za po% a u zavisnosti od konkretnog para malih planefage obrduje ona
mogu biti i véa (17, 15, 20).

Tatnost izr&unatih proksimiteta sami izabiramo védeacuna da ukoliko
Zelimo veéu ta*nost, konvergencija intenziteta relativnog vekijooéoZzaja g je sporija,
a samim tim i izréunavanje. Sto sett ovde prikazanih rezultata, oni su éniasti do 5

decimala.
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Slika 19
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7. Rezultati i komentar

Primenom predhodnog postupka ispitali smo proksiaitza oko 600 000
parova malih planeta. Ovd® biti prikazani rezultati samo za odea broj tj. da bi
pokazali konkretane primere od svakog tipa. Retiutta dati u prilogu i to u obliku
tablica sa vrednostima eksceéih anomalija k£ i E; u stepenima, Sto predstavlja
poziciju proksimiteta, zatim njegove ughe, tj. intenziteta vektora relativhog polozaja

P u AJ., dok se broj proksimiteta za svaki alaai par malih planeta jasno vidi iz

tablica.

Sa leve strane se nalazi projekcija planetoidsiitiagga analiziranog para malih
planeta u ravni prve od putanja, tj.u XY ravni. @bm da najvéi broj razmatranih
parova zadovoljava uslov kvazikomplanarnosti ili pndstupa z&jno od njega,
projekcije daju dosta realnu sliku stvarnog starfalozaji perihela su obelezeni
kruzicima, a krsit predstavlja zajeddku Zizu (Sunce). Mesta minimalnih rastojanja
obeleZzena su crvenim linijjama od jedne do drugarpetmale planete, a kod parova
gde se to jasno ne vidi razlog je Sto se prokstmiddazi bas u "projekcijskom preseku

putanja” ili u blizini linije¢vorova, Sto je, kao Sto znamo, i texi slucaj.

Dvodimenzioni dijagram funkcije rastojanja u zawsti od ekscentnih

anomalija k& i E; i trodimenzionalni grafik funkcije 1# u zavisnosti takde od & i E

zajedno daju najbolju sliku o funkciji rastojanja.

Na prvom grafiku, plave zone sa uskim pojasevinohigsi predstavljaju oblasti
minimalnog rastojanja, tj. proksimiteta, dok je wvediStu crvene elipse poloZaj
maksimalnog rastojanja.Ona mesta u plavoj i crveooj koja imaju oblik "sedla”, su

oblasti gde se nalaze prevojnékia

Drugi grafik daje reciprénu vrednost minimalnog rastojanja. Ovde smo se

opredelili za takav prikaz zbog jasnijegtawanja proksimiteta (Sto je vrednggmanja
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vrhovi grafika 1ljo su ostriji), mada vidimo da kod planetoidskih pearosa tri
proksimiteta ni to ne pomaze. Razlog tome su dolst&e vrednosti zgo,, p, 1 p;, pa

su i vrhovi neuporedivo manje izrazeni.

Obzirom da je broj modgih kombinacija parova malih planeta za analizu
ogroman (jer kao Sto je ¥e@eteno u uvodnom delu, do sada ih ima numerisanihgorek
46 500), mi smo se odii da u razmatranje prvo uzmemo one parove Koji
zadovoljavaju uslov kvazikomplanarnosti. Ako doenjima ne prond&emo za svaki
mogUi tip 1 odgovarajdi primer u stvarnosti, onda ptemo na analizu oddanih
parova putanja malih planettije karaktaristike ne zadovoljavaju uslov

kvazikomplanarnosti.

Ovakva analiza uslovila je odienu podelu parova malih planeta u zavisnosti od
broja proksimiteta @etiri osnovne grupe. Prve tri grupe sastoje sev&tgpa, zavisno
od broja maksimalnih rastojanja i prevojnihiaka. Cetvrtoj grupi bi pripadali svi
parovi malih planeta koji bi eventulno imalisie karakteristike kao prikazani model sa

sl. 5, tj. ispunjavali uslov egzistencije (imalgtiri proksimiteta i dva maksimuma.

Tabela 2
Grupa | tip broj broj broj prevojnih ukupan broj
minimuma | maksimuma tacaka stacionarnih ta¢aka
A 1 1 2 4
! B 1 2 3 6
A 2 1 3 6
! B 2 2 4 8
A 3 1 4 8
. B 3 2 5 10
\) B 4 2 6 12
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Prikazana tabela 2 obuhvata sve @garove malih planeta, Sto Zhda ni u
kom slitaju ne moze postojati takav par malih planeta kejibi pripadao nekom od
tipova iz ovecetiri grupe. Razlog tome lezZidinjenici, kao Sto smo epokazali ranije,
da egzistencija viSe o&etiri proksimiteta nije mogta, kao i postojanje viSe od dva
maksimuma. Obzirom da je ovaj & i najslozeniji, logino sledi da bilo koji mogti
par malih planeta mora pripadati ili njemu, ili m@k od manje slozenih gore navedenih

tipova.

Iz ovakve podele moZzemo zakijti da dve poznate nam transcedentne
jedn&ine (2.5), koje opisuju problem proksimiteta, magpati 4, 6, 8, 10 ili 12 reSenja.
U zavisnosti od vrednosti odgovaréju parcijalnih izvoda, ta reSenja su minimumi,

maksimumi ili prevojne tke.
Znajti da je
p* =(r,—1)Ur,~1), (7.1)

parcijalni izvod po EmoZzemo napisati u obliku:

0p* _ Py )
= 1)923 (7.2)

B =,y e . (7.3)

Ako joS jednom prvu diferenciramo po Ea drugu po E dobijamo izraze u
obliku:

, (7.4)
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2 o2
° pz =220 +2(F, —fl)Ga; (7.5)
0EZ ~ “OE, OE,

MesSoviti parcijalni izvod dobijamo kada jedtmau (7.2) diferenciramo poZili

jedn&inu (7.3) po k. Onc¢e tada imati oblik:

2 — —
0°p° _ 0 (00° 0 or, [_sz . (7.6)
OE,0E, aE1 OE, 0E, OE,
Uslov za postojanje ekstremuma je da
2,2 32,2 2.2 \?
Op 9o [ OP | 5o (7.7)
OE” OE, |OEJE,

za vrednosti odgovarajin reSenja. Ako je to ispunjeno, ekstremum u tokitaaista

2 32 2 52

postoji i to ako je% >0on je minimum, a ako j% <0 on je maksimum. Ostala

reSenja sistema (6.1) su prevojnéea

Ukoliko zelimo da izréaunamo t&nu poziciju maksimalnih rastojanja i prevojnih
tataka, mozemo se posluziti aproksimativnim postupk@movica (ukratko opisanom
u poglavlju 2). Tad&gemo za pdetne vrednosti aproksimacija uzimati upravo one koj
ocitamo sa dijagrama i to za maksimalna rastojargdiSta crvenih elipsi, doke za
odredivanje pozicije prevojnih taka biti srediSta sedla. Na tajcima ¢emo utvrditi
karakter svih ostalih reSenja (onih koji nisu piokigeti) i do¢i do joS nekih rezultata

koji mogu biti od odréenog znaaja.

Naime, kod poslednjeg analiziranog para (1943-320hvaljujéi ovoj
dodatnoj analizi, utvrdili smo da je vrednost irgiéeta relativnog vektora polozaja,
tj. najkrate udaljenosti izm#u te dve planetoidske putanje, u jednoj od prewojni

tataka manja od jednog od proksimiteta.(videti u griidkompletnu analizu svih reSenja
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za par 1943-3200). Talle sliénu situaciju imamo i kod prikazanog modelacsdiri

proksimiteta.

Obzirom da se ovde konkretno radi o velikim vredmoa proksimiteta, ovaj
rezultat nema neke ¥e vaznosti. Ipak, ovako nesto je moégu u slkajevima gde su

proksimiteti dosta manji, kada bi o¥ejenica verovatno imala ¢eznaiaj.
Analizirajuéi sve dobijene rezultate mozemo dati sledei komenta

a) Prva grupa parova oba tipa ima jako bligkednosti nagiba, pa je ovde uslov
kvazikomplanarnosti najprisutniji. Ipak, on ne gdtge i male proksimitete. Razlog
tome jecinjenica da ovde ne postoji projekcijski presekapija, vé su one uvek jedna
u drugoj, tako da mala niesobna razlika u nagibima ne uslovljava i male proitete.
Polozaji i vrednosti prevojnih &aka, bez obzira da li ih ima dve ili tri, stekivani, jer
ispunjavaju uslov da su & od minimuma, a manje od maksimuma (Sté¢enae mora
uvek da bude). Maksimalna rastojanja su kod tipab&no na oko 18Du odnosu na

polozaj proksimiteta, dok kod tipa B mogu imatinaajicitije polozaje.

b) Druga grupa parova je najzastupljenijstvarnosti, nakgto tip A. Zbog toga
su i kriterijumi za egzistenciju parova malih plem@voga tipa najslabiji. PoloZaji
proksimiteta su naese u okolini¢vorne linije, dok su prevojne diee i maksimumi
najrazititije rasporgeni. Kod tipa B iz ove grupe gavamo jako bliske polozaje

perihela.

c) Tréa grupa parova malih planeta je najmanje zastupljestvarnosti i njh jako
teSko nalazimo mi# kvazikomplanarnim. Jedan od tri proksimitetakers uvek jako
blizu jednom od perihela, dok su ostala dva u ngstp okolini linije ¢vorova. Njihove
vrednosti su dosta bliske, pa vrhovi na grafikukitiie 1/ nisu toliko izrazeni. Zbog
svoje specifinosti i slozenosti tip B iz ove grupe ima philo stroge uslove za
ispunjenje, tj. pronalazenje u stvarnosti. Sa oje para (1943-3200) na XY ravan
vidimo da on upravo izgleda onako kako smo tekirijgoredpostavili u poglavlju 4,

kada smo govorili 0 mogim polozajima putanja gde bi mogla postojati tri
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proksimiteta. lako su vrednosti proksimiteta keji oni su na pretpostavljenim
mestima ili u njihovoj blizoj okolini. Oddena simettinost ovog primera po velikoj
poluosi obe putanje (one se skoro poklapaju), ulslge da imamo dva maksimuma i
cak pet prevojnih tgka, Sto je ukupno sa tri minimuma deset reSenjgyarova
vrednosti & i E; koje zadovoljavaju obe polazne jedme. Ono Sto je u ovom primeru
interesantno kao Sto smo ranije napomenulig¢ijgenica da je jedna od vrednosti
relativnog vektora poloZaja u prevojnojcka manja od odgovaraje vrednosti
proksimiteta. Ukoliko bi imali sktaj u stvarnosti koji pripada tipu B iz ove grupksa
sva tri proksimiteta dovoljno malih vrednosti, ondiai eventualni istovremeni prolaz

obe male planete kroz takvu prevojntkiamogao da se tretira kao bliski prilaz.

d) Cetvrta grupa i u okviru nje prikazan model dve tilipe putanje saetiri
proksimiteta, dva maksimuma i Sest prevojnitiaka, prilcno podséa na poslednii
primer iz predhodne grupe (1943-3200). Razlika jsuprotnom polozaju perihela
(jedan od njih je pomeren za priblizno 280 odnosu na drugi) i haravno u mnogo
vecem meusobnom nagibu ravni u kojima se putanje nalaz&zBp proksimiteta su
na aekivanim mestima (o tome smodvgovorili u 4. poglavlju) i imaju m&sobno
dosta bliske vrednosti (Sto isto vazi i zatrgrupu). Ovde vrednost relativhog vektora
polozaja u prevojnoj tki takode moze biti manja od nekog od proksimiteta, a Fajlo
jednog od maksimalnih rastojanja je, zbog suprotijentacije perihela, uvek u sredini

dijagrama.

Detaljnija analizacetvrte grupe pokazala je da malom promenom nekih
parametara (n&%e melusobnog nagiba), vrlo jednostavno dobijamo primsae
karakteristikama ostalih grupa. Za takve primebgjimm na izuzetno veliki ngeisobni
nagib, prethodno izlozeni komentari ne bi vazilipotpunosti. Ipak, sve do sada
navedene sinosti ili eventualne zakonitosti o karakteristikaparova malih planeta u
okviru svih grupa, imale bi smisla za one kod k@u nagibi putanja dosta bliski (ako
ve¢ nisu kvazikomplanarni), ili bar njihova mhesobna razlika nije tako velika
.Prikazani primeri parova putanja malih planetaljudkijuci i sve ostale koje ovde
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nismo prikazali, ali smo ih analizirali tokom ide ovog rada, to nam najbolje

potvrduju.
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8. Zaklju ¢ak

Ovakav pristup oddidvanja proksimiteta predstavlja jedan dréigamodel
reSavanja problema od dosadasSnjih metoda. Njegditkage prilicha jednostavnost,
laka primena i zadovoljavaja brzina obrade parova malih planeta, tj. dareavanja.
Rezultati su u Zeljenoj &aosti, a u zavisnosti od konkretnih potreba postaeni za
dobijanje joS preciznijih rezultata. Mi ovde nisitwdiko insistirali na tanosti koliko na
analizi kompletne problematike minimalnih i maksiml rastojanja izméu dve
planetoidske putanje, posmatr@jproblem iskljitivo sa geometrijske strane. Iméjto
u vidu, problem smo i tretirali kao problem dvepsé u prostoru, sa jednom

zajedntékom Zizom.

Pre pojave ovakvog pristupa, svi pokuSaji metodamelitcke i diferencijalne
geometrije u raznim koordinatnim sistemima dovosliliili do nemogénosti dobijanja
reSenja, ili do poznate nam dve jetina trancedentnog tipdija reSavanja sukcesivnim
aproksimacijama na viSe ¢ima imamo joS odavno u radovima Laz&i Izvesna
pojednostavljenja u obliku algebarskih formi éemo tek u skorije vreme kod

KolSevnikova i Vasilieva (1999).

Znajwi da su ekstremna rastojanja upravo uwkama gde vrednosti

ekscentdnih anomalija istovremeno zadovoljavaju obe poznatan vektorske
jedn&ine (F; —Fl) WZ =0 i (Fl —r;) WZ =0, izloZeni postupak iztainavanja je sveden

na reSavanje jedne jedin@e cetvrtog stepena, sa karaktekisim koeficijentima.

Najveli zna&aj ove analize je nesumnjivdnjenica da smo otkrili moguost
postojanja parova malih planeta koje mogu imatptaksimiteta. Takée smo pokazali
da je mogud sluwtaj sacetiri proksimiteta, kako se ranije i pretpostawjaali da ga je
zbog izuzetno strogih uslova za njegovo postojange,sada jako teSko pramau

stvarnosti méu malim planetama (ukoliko uopSte i postoje indaju vidu njihove
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medusobne nagibe). Prikazani model &stiri proksimiteta Gronki (2002) je dobio
metodom sltiajnih uzoraka, tj. posle mnogo simuliranja i praaaraznim vrednostima

elipti¢cnih elemenata.

Kao posledica kompletnog iznanavanja (ne samo minimalnih, &ve svih
ostalih vrednosti koje zadovoljavaju polazne jedima) razltitin parova u okviru svake
grupe, pokazali smo da se broj prevojnikiatea krée u intervalu od dva do Sest.

Cinjenicu da intenzitet relativnog vektora poloZgau nekim prevojnim t&ama moze

biti manji nego u nekom od proksimiteta tdkotreba naglasits, natito ako su

proksimiteti jako mali.

Obzirom da smo obradili oko 600 000 parova da bigmicazali Sto je mogie
viSe tipova, ustanovili smo da su &&Ki oni iz druge grupe, a da su svi ostali
neuporedivo manje zastupljeni. To se famodnosi na tip B iz prve i tée grupe. Oba
ova tipa imaju po dva maksimalna rastojanja i blezira na njihov broj proksimiteta,
mnogo su réi u stvarnosti, a samim tim i tezi za pronalazefdjezba joS ré da
maksimalnih rastojanja ne moze biti viSe od dva, kda ukupan broj svih ekstremnih
rastojanja i prevojnih taka, tj. svih stacionarnih daka, ne moze biti v& od 12.

Eksplicitan matematki dokaz Gronkija (2002) nam to i direktno patuje.

Na kraju treba r@ da je nasS cij prvenstveno bio ka@ma razreSenje dileme:
koliko zapravo ima ekstremnih rastojanja izitmelva planetoida na njihovim putanjama
i u kom odnosu oni sve mogu biti? Imé&jw vidu vaznost pratavanja bliskih prilaza
zbog odrdivanja masa, kao éinjenice da uvek postoji mogoost i nekog bliskog
prilaza sa Zemljom, ovakve i &tie analize bi doprinele potpunijoj predstavi o mali
planetama. Da kemo u stvarnosti imati male plangige putanje izméu sebe, ili sa
Zemljinom, imaju tri ili¢etiri proksimiteta dovoljno malih vrednosti, ost&go pitanje.

U svakom sldaju, teorijski tako nesto je moggt
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10.
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Prilozi: 4 tabele i 38 tabaka slika odgovarajéih rezultata i
grafika
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Tabela sa uporednim rezultatima prikazanih paroabhnplaneta (I deo).

_ E1 E> P
:l 2 |z|%
s = =
S 8% |33
% E % % 1 2 1 2 1 2
<
4 638 1 1| 318.967433 340.249584 0.11881608
5 933 1 1| 312.706654 297.302111 0.047196291
A 5 7015| 1 1| 299.722771 272.883845 0.024417198
6 9038| 1 1| 234.85125(Q 253.975712 0.040672117
6| 17367| 1 1| 112.398698 90.992470 0.0065865653
8| 16665| 1 1| 224.844783 251.317349 0.044100568
I B 6 5651 1 2| 236.5003446 243.517183 0,67499933
1 3468| 2 1| 149.074598 266.231525 283.877966 26.989619 0.010086978 0.015192299
1 6358| 2 1 66.118347| 291.341853 261.103638 100.158154 0.0098925052] 0.00815386713
3 3883| 2 1| 111.812402 303.266840 194.456494 357.732910 0.007961969| 0.0077208055
LI\ 3 4117 2 1| 119.4622120 293.389098 250.107399 23.822538 0.017956696 0.0047575898
3 4502 2 1 67.042155] 253.598784 356.551117 151.919450 0.005247323 0.011706341
3 5001| 2 1| 113.484941 306.275822 232.045497 26.555078 0.0079492381) 0.0002694883
3 5007| 2 1| 120.442905 311.448417 227.540475 22.071432 0.016495841| 0.0091743864
2 13 2 2 55.633571] 261.555109 58.2736B31 247.507|784 .048052648 0.21530592
6 16 2 2| 116.026033 302.073699 116.159423 299.344475 0.47502977 0.56712944
Ié 6 18 2 2 87.711718| 288.546055 87.253306 288.575483 13666059 0.135466538
8 19 2 2 45.361053] 257.466472 47.182367 261.378162 .22435493 0.23055124
16 18 2 2| 146.60961§ 291.312721 146.531178 294.090475 0.5675111 0.7077318p
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Tabela sa uporednim rezultatima prikazanih paroabihnplaneta (Il deo).

5 :
= < zZ |3 E1 E> P
< Q = |z
5 S 3"“
& i &
5 1 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
5| 29| 3| 1] 121100384 273.260901 338.168369 213.1851303.388641|  50.89453 051315999 044341348 0.4546098
33 39 3 1 19.327834 82.188320 254.9328)D8 6.941B824 73969 221.642821] 0.55819276 0.54373861 0.57805759
45 387 3 1 35.244275 207.488698 300.603308 350.002033 .33@762| 259.63143 0.483659%1 0.54683653 0.5222888
57 439 3 1 86.905478 235.416276 353.8955[79 66.650556 520915| 331.08818¢ 0.211355%7 0.23089925 0.19149363
58 387 3 1 90.135240, 211.404643 336.337156 0.596P15 2043 | 257.04882§ 0.62333288 0.68247902 0.59913665
73 216 3 1 96.496953| 200.075592| 336.044608 108.8284p9 236.248[118 35842 0.70217504 0.71816082 0.47701421
74 200 3 1 85.079532] 208.02905[1 356.290882 54.494041 918891 | 321.907103 0.41312331 0.50917%99 0.36440214
m 90 294 3 1| 166.839776 255.497150 353.227923 150.1992758.324303| 344.350031 0.29747009 0.26160957 0.3BBEY1
A 177 205 3 1 4.023781| 128.863248 231.609991 5.172109 1880®2| 222.784858 0.55167519 0.52809931 0.51026427
195 289 3 1 17.382783 85.670748 257.7086P3 123.090712 828895 8.711344 0.62192947 0.64808489 0.63963437
215 216 3 1 34.540416| 197.834012 285.106901 346.603279 .949899| 244.115517 0.61169318 0.62749076 0.689%6561
287 486 3 1 82.955763] 175.22820[l 336.229042 118.568066 .5@8a@02 15.644404 0.3378866 0.3317445 0.34319174
308 410 3 1| 104.657248 231.837321 280.945388 118.2262477.3@6685| 312.384668 0.42093247 0.55517838 0.528657
324 353 3 1 1.741296 46.326779  202.0578D2 325.184(125 91086 131.154659 0.50022138 0.4986536 0.92224752
378 415 3 1 34.376689 164.810410 287.380643 2.612P66 3FI8IB | 262.160593 0.55485577 0.64875647 0.42682285
442 463 3 1 57.671837| 108.925052 254.890643 287.324885 .53B202 91.07481¢ 0.61011463 0.61119662 0.6483809
85| 1021 3 1 71.046932] 217.929628 348.818275 4586064 T29®Rl| 287.466257 0.65426741 1.0305813 0.7279546
N | 1943| 3200 3| 2| 0937111 160.783606 207.629806 350.954690 933624 | 247.20553( 092727839 0.40194025 0.22666053
v MP1 | MP2 4 2 8.230714 96.89415[L 255.1443[12 339.552f85 281115 355.364494 11.063867 67.551575 0.86963111 2008%1| 0.95536426¢ 0.945557
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Rezultati za par malih planeta 1943-3200. Ses
vrednost zap u prevojnoj téki je manja od prve koja je i

jedna od minimalnih, éemu smo ranije govorili.

= E P
0.93711| 359.95469 0.927278min
160.78361| 114.93562 0.401940min
207.62990[ 247.20553 0.226661min
3.49866| 180.48346 3.454164max
180.11995/ 359.39036 1.9333f3nax
183.05929, 177.78636 0.72261%rev
119.45135 316.76053 1.83006%rev
64.37153| 39.75398 0.98383%rev
246.76346| 45.15348 1.80398Prev
308.07886| 326.3067P 0.96305prev

o

\°Z4

o)

)

fa

Rezultati simuliranog modela malih planeta MP1 i
MP2. Ukupan broj stacionarnih¢ka je 12, pricemu
imamo 4 minimuma, 2 maksimuma i 4 prevojnékéa
Ovde je takde (kao i kod prethodnog primera), jedna od
vrednosti funkcije rastojanja f ) u prevoju, manja od

odgovarajde u t&ki minimuma.

= E P

1.135] 343.459 1.0547Max

5.282| 204.023 0.9703Prev
355.364| 96.894 0.8324 Min
11.064| 255.144 0.9554 Min
346.325| 323.537 1.0487Prev
291.754 8.231 0.8696 Min
34.551| 302.158 0.975]/Prev
321.611, 40.033 0.8982Prev
67.552| 339.553 0.9456 Min
30.399| 19.20) 1.0308Prev
181.953| 173.950 3.3464Max
177.495| 352.694 1.3528Prev




