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u v О D 

u ovo~ radu prouceni ви problemi upravljanja i ор

timizacije kod nekih sistema masovnig o~sluzivanja kao i ор.

sluzivanje u uslovima ve1ike opterecenosti kod visekana1nih 

sistema. 

Rad је pode1jen па tri glave: glave 1, 11 i 111. 

G1ava 1 sadrzi neke rezu1tate iz teotije uprav-

1janja markov1jevim procesima, i to kako rezu1tate drugih аи

tora tako i orig:i.nalne rez1il1tate. G1ava је pode1jena па tri 

ode1jka: ode1jak 1, 2 i 3. 
Ode1jak 1 sadrzi rezu1tate drugih autora о uprav-

1janju markov1jevim 1ancima еа diskretnim vremenom, konacnim 

i prebrojivim prostorom stanja i konacnim prostorom uprav1ja

nja. Najvazniji rezultati sadrzani ви u teoremama 1.1 i 1.2 

za markov1jeve 1ance еа konacnim odnosno prebrojivim prostorom 

stanja, koje daju dovo1jne us10ve za egzistenciju i jedinstve

nost optima1ne strategije u k1asi цоmоgеnih markov1jevih stra

tegija kod problema minimizacije funkcionala oblika 

т ,. 
R~ ::о {A'w> 1.. fj~ с.: w (х .. ) d.t.) 

х. T-?~ 'т' t::o 

Ode1jak 2 sadrzi analogne rezultate о uprav1janju 

markov1jevim 1ancima еа neprekidnim vremenomtkoji ви manje 

proucen:i). Najvazniji rezu1tati sadrzani ви u teoremama 2.1 

i 2.2. koje takodje daju dovo1jne us10ve za egzistenciju ор

tim1arie strategije u k1asi homogenih markov1jevih strategija 

kod problema minimizacije funkciona1a gubitaka oblika 

~ Т, S 

R:::. 0-:- 1. ) ,. W [ х d-) 
'Је ~ Т{-;-/' " ,! I "i i • 

Pri tome,teorema 2.2. koja ее odnosi па makrov1jeve 1ance еа 

prebrojivim prostorom stanja, је nova i zahteva deta1jan do

kaz. Dokaz teoreme 1.2 veroVatno moze biti pri1agodjen za 

dokaz teoreme 2.2 
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9de1jak 3.. sadrzi 11 ce1ini origina1ne rezu1 tate <~ 

uprav1janju skokovitim markovljevim procesima. Za teorij"J. тс,--· 

sovnog ops1uzivanja od posebnog znacaja је proucavanje upra,r-

1јаnја skokovitim markov1jevim procesima sa ргоizvо1јniш fC5-

nim prostorom stanja. То је narocito vazno za uprav1janje рго

cesima masovnog ops1uzivanja u us10vima ve1ike орtегеСеnОS·С"i. 

U tom pravcu ura6.je:lO је veoma rnal.o. U sadasnje vreme nајЬоЈ.је 

su prouceni problemi upravljaLja di~uzionim markov1jevim p~o-
!. 

cesima. ТЈ ode1jku је postav1.ien opsti ргоЫеш uprav1janja Н~Л-· 

kovitim mагkоv1јеviи prucesima sa aditivnim funkciona1nom gu

bitaka па osnovu potpunih podataka /informacije/ о роnаБаnјн 

procesa do trenutka upravljanja. U slucaju prebrojiv6g fazrog 

'prostora stanja dati su us10vi egzistencije i jedinstvenosti 

resenja jednacine Belmana /teorema 3.1/, us10vi kada "сеnа" 

zadov01java jednacinu Belmana /teorema 3.2/ i nacin na1azenja 

optimalne strategije, i najzad us10vi pod kojima prosirenje 

k1ase markov1jevih strategija nе uve6ava '~cenи" tj. u kom .sJ.1l

caju optima1nu strategiju mozemo traziti u k1asi markov1je'·rih 

strat~gija. Prenosenje ovih rezu1tata па opsti s1ucaj zahtov& 

da1ja ispi ti vanja a1i verovatno istim metodom mogu da se d(1):i.

ju rezu1tati za opstislucaj. 

Na kraju primetimo da mnogi od ovih rezu1 tata lT.CiS'l 

da se primene па procese I'razmnozavanja il koji igraju vaZ!.11: йЈ 0-

gu kod procesa masovnog ops1uzivanja posmatranih u g1avi 11. 

G1ava II је u potpunosti origina1na i u nјој ~~H 

prouceni problemi uprav1janja i optimizacije kod nekih sicle

ша masovnog ops1uzivanja •. U osnovi ovih proucavanja 1ez:;. ide

ја uvodjenja rezervnih kana1a pri ops1uzivanju raznotipnih 

trebovanja kod markov1jevih sistema masovnoh ops1uzivanja. 

Uvodjenjem rezervnih kana1a, ocig1edno, рој acava se inten?/~tet 

ops1uzivanja а samim tim smanjuju gubi.,;...ci povezani sa redo'iТima 

cekanja, a1i se sa druge strane uve6avaju troskovi оdгzаvагја 

Јсаnа1а. Osim toga, razne strategije koris6enja геzегvnih kэ.

nа1а dovode do razni:@ gubitaka te se kao problem nате6е od.l'e··' 

djjivanje takvih strategija pri uprav1janju rezervnih kan.a}r, za 

koje su gubici sto је moguce manji. 

G1ava ЈI pode1jena је па sedam ode1jaka: to S11. оЙе-· 

1jci 4 - 10. 
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Ode1Jak 4 sadrzi rezu1tate о optima1nom uprav1janju 

kana1a kod " zatvorel1.og" sistema rnasovnog ops1uzivanja sa ЙУа 

tipa trebovanja i u.kazuje па mogu6a uopstenja za sistem sa 

N tipova t~ebovanja. Dokazana је teorema 4.1 koja йаје vezu 

optimalne homogene markovljeve strategije uprav1janja kana10m 

sa srednjim gubicima u stacionarnom rezimu rada sistema, i 

ukazan је metod na1azenja optima1ne strategije. tJedrla od mogu-

6ih ргiшеnа је ops1uzivanje raznotipnih masina jednim radnikom. 

Ode1jak 5 sadrzi ana10gne rezu1tate za uprav1janje 

rezervnim kana10n kod zatvorenog sistema masovnog ops1uziva

nја sa йуа озnоуnа i jednim rezeEV.n~ kana1om/teorema 5.1/kao 

i mogu6e primene па ops1uzivanje masina ekipom radnika. 

Ode1.jak б sadrzi rezu1 tate о sistemu masovnog ор

sluzivanja posmatranog u prethodnom ode1jku kada је unapred 

fiksirana strategija ops1uzivanja rezervnim kana10m i to tzv. 

"apso1utni prioritet" za jedan tip trebovanja. Povnekad је vr10 

tesko na6i optima1nu strategiju ра је razumno odre6i se tra

zenja optima1ne strategije i zadovo1jiti se nekom stгаtеgiјош 

koja је, u izvesnom smis1u,bliska орtiша1nој. Za tu strategiju 

odredjene su stacionarne verovatnoce stanja koje dozvo1javaju 

da se ispita kva1itet funkcionisanja posmatranog sistеша i da 

se odrede gubici povezani sa tim sistешоm u stacionarnom rezi

шu rada* 

Ode1jak 7 sadrzi ana10gne rezu1tate о istom sistemu 

kada је fiksirana druga strategija tzvo "re l a tivni prioritet", 

i ukazana је mogu_cnost ispitivanja efektivnosti rada tog sis

tema. 

Ode1jak 8 sadrzi rezu1tate za " otvoreni" sistem 

masovnog opsluzivanja sa rezervnim kana10m u koji do1azi nео

graniceni potoci trebovanja pri koriscenju apso1utnog priorite

ta,i ukazan nacin za ispitivanje efektivnosti rada ovog sis

tema u stacionarnom rezimu. 

Ode1jak 9 sadrzi ana10gne rezu1tate za sistem pos

matran u prethodnom ode1jku pri koriscenju re1ativnog prioti

teta. 
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Odeljak 10 sadrzi rezu1tate о uprav1janju kапа10Ш 

u zQtvorenom sistemu masovnog орs1пzivапја sa dva tipa trebo

vanja~ kada su duzine ops1uzivanja raspode1jene ро proizvo-

1jJliE1 zakoni:m.a. Uprav1janje se vrsi u specija1no odabranim 

сliskге~niш momentiro.a vremena . .uokazana је teoreaa 10.1 која 

daje vezu izmedju srednjih gubitaka i optima1ne strategije, 

kao i nacin odredjivanja opti:m.alne strategije. 

G1a.Ya 11.1. se raz1ikuje ро karakteru posmatranill 

ртоЫе:uа od prethodnih glava i sadrzi uglavnom rezu1 tate iz 

LlOg rada /41/ koji је u stampi u "Zborniku radova" u izdanju 

Аlсаdеиiје nauka ~3ЭSR. 

U toj glavi su posmatrani visekana1ni sistemi та

sovI1Og ops1uzivanja за rekurentnim u1azntI:J. PQtb:):s:ofD.!!i' ;.еksропел~ 

oijalni_I:I Y.::r;'enenoIl~·_opsil;uzj:vanja u us10vima kada је optere6enje 

sif..t~m':l /odnos intenziteta ukupnog u1aznog potoka i intenzite

tc;, cps1uzivanja/ blisko jedinici. Dokazana teorema /11.1/ ика-

zu;je да mogu6nost аргоksiиасiје karakteristika opsluzivanja 

с· if3-"L;r~IJ.а sa rekurentnim u1aznim potokom, u tim us10vima, karak

beristika~a sistema sa poasonovskim u1aznim potokom, koje se 

inace rc1ativno prosto шоgп da odrede. U tom pravcu za sada 

ima иа10 геzu1tаtа. Slucajni procesi koji nastaju u takvi:m. 

sistешimа su skokovitog tipa i u nekim sluеајеviиа se тоgп 

aproksimirati skokovitim markov1jevim prooesima, ра i difuzio

nim proc.esima. 

Na ]craju~ koristim pri1iku da зе zahva1im па pom06i 

i rukovodjenju priizradi ove disertacije profesoru Dr. Duri 

Kurepi i docentu Dr. Zoranu 1vkovicu. 

Posebnu zahva1nost dugujcm akademiku, profesoru 

Moskovskog univerziteta, Dr. Borisu V1аdiиiгоviеu Gnedenkol 

koji те је pomagao i upu6ivao u паиепо istrazivanje ove јОБ 

nedovoljno istrazene oblasti. Svojim savetima pomogao mi је i 

с1ап MatGmatiekog instituta .ANSSSR u Moskvi Dr. Albert Niko1a

jevic Sirjajevo 
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GLAVA 1 

N:~K1 REZULTATI 1Z ТZОR1ЈБ LГ2HAпJAЫJA MARКO'JLJEV1M PROCESIMA 

U оуој g1avi dati ви neki rezu1tati iz teorije 

uprav1janja markov1jevim procesima, i to ug1avnom rezu1tati 

za J:J.arkov1jeve 1апсе ва diskretnim vremenom /odeljak 1/, za 

markov1jeve 1апсе ва пергеkiсlпiш vгеmепош /ode1jak 2/, i za 

skokovite markov1jeve procese /ode1jak 3/. 

Podrobniji rezu1tati о uprav1janju markov1jevim 

1апсiша mogu ве naci u rndovima /3/, /4/, /5/, /10/-/13/, 

/23/, /35/, /36/, /42/, /43/, /44/. 
Odeljak 3 sadrzi поуе rezu1·cate о иргау1јапји sko

kovitim иагkоv1јеvim ргосеsiша. Specija1an вlисај, znaca~]za 

teoriju masovnog ops1uzivanja јеви procesi"razmnozavanja" 
11 

/radjanja i umiranja'j 
~ ~ 
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1. О UPRAVLJANJU И;,:RКОVLЈЈ:јVIМ L1ШСIЋ!LA ВА 
DISКRЕТNп.~ VRЕЂШNОМ 

I\даГkоv1јеvi 1anci sa diskretnim 'Јгеmепот 
l konacnim prostorom stanja 

Neka је Х - fazni prostor stanja nekog sistеша, 

koji se sastoji iz konacnog Ьгоја tacaka. Pozno.to је ао. slu-

C":aJ'nl' Y'lToce s ва dl' skr ::.t""',' 1'1 " , ,.., ~ )' •••• ,: '; .,'-, .','" ": ( ,- \/ с: .1:' , • ~ е J.l_.il vruIl!e"'J.O'-'L ) .... , .. , \ ,1 :::: ". "";" ••• т,.· :-:- i~ 
, t. )"'i; ). .1: J.~ ){. - / '; 

obrazuje markovljev /nel.lprav1jajucij 1апас, ako је sa vetovat-

посош jedinica /u odnosu па meru toga procesa/ ispunjeno 

Р
' (, 1·' 

Ј ~ Х " , с' .• " , " 
• -- -:,.. I ( 

I 'rt-+~ ,.,-;-1 11 \ . .L. ' , 
... / ,. , , ,,)\Ј 1 

ј 

Za definiciju uprav1jajuceg 1апса prodpostavimo da 

је dat neki prostor D uprav1janjo., koji se sastoji iz konac

nog broja tacaka, i skup verov9:cnoca pre1aza /matrica vero

vatnoca pre1azaj 

(1.2 .. )Pl s) :..::::.Ј:...г-....""\ >- Ј), 
I t+!\ V' I ")t." ~,. Ј" \ 
1. '1 ~;") 

-t-OA-.~ ' • ..L ...... 
I ., . , 

koje zavise оа uprav1janja dt Е D 

Pred'postav1jacemo·~.:;do. se u svakom оа momenata vre

тепа t=o,l, ..... resenje о izboru konkretne vrednosti para

metra d t moze аа rea1izuje па osnovu rezultata prethodnih 

posmatranja: Хо '····, X t : d t = d t /Хо •.•• , X t /. 3vaka оа tih 

funkcija, dofinisana па prostoru 

Xt +1= Х'·;·Х •••• Х Х i sa vrednostima u D, odredjuje 

neko uprav1janje u momentu vremena t. ':racnije, ako su rezu1ta-

ti posmatranja u momentima О, l, ...... ,t Хо' x1, .. "xt i 

ako,je izabrano uprav1janje odredjeno funkcijom d t ј./, to 

stanje sistema u momentu t+1 odredjuje se verovatnocom pre1a

za 

I 

Ј (х 
lJ-'_ L \ -(Ј 

-\... ) 



- ? 0-

Defint~iria 1 . Kaze se сlа f°o.milija funkcija. 

d t = dt /xO'····oxt / 

odredjuje strate~i~u ~ ____ :..o.:~_ --' 

Ako је izabrana strategija 

поса pre1aza /1.2/ za svako fiksirano 

odredjuje stohasticku meru u prostoru 

Ovako dobijeni proces obelezimo ga sa 

/' 

,5:..., t k t _. , о s,-up verova -

pocetno stanje хо 
ni.zOVa~So ј ~1 )" ' ) 

(510 ) 
da bi istak1i zavisnost оа strategije СГ, nazi уасешо upray-

Ьiајu~~щ /рошоси strategije S / lancem. 

Definicija 2. Jtrategija ~ эе naziva markov1jevom, ako эуа

ka 06 funkcija dt ; dt / o / u stvarnostt zavisi эато оа posled-

njeg argumenta: d t = dt/xt /. 

Definici.ja.20 l'Jlarkovljeva strategija naziva эе homogenom, а1:о 

је 

Бamim tim, homogena пагkоvlјеvа strategija Б u potpunosti 

је odredjena sашо јеапот funkcijom, recimo а= а/х/, x€ х 
sa vrednostima u D. Na OSnOV\1 definic ije 2 i 3 ocevidno 

sledi аа nehomogena markovljeva strategija б оагеајије пе

homogen markovljev lanac (~ 5'), dok hог,юgепа markovljeva 
ј I . 

strategija dovodi ао homogenog /stacionarnog/ markovljevog 

1апса. 

Oznacimo sa skup svih strategija ,--
() " 

Cesto эе sre6u takvi problemi , 'U kojilLla pri nalazenju u 

nekom smislu орtiшаlrЈ.е strategije nije potrebno ао. se pos

Datra citava klasa strategija D , уес samo neka пјеца . \ 
podk1asa /ј' ,cij~ elemente saglasno definiciji 4. 

сето nazivati dopustiviD strategijabla. 

Neka {;1U Dt /х/, t ~ О -- neki fiksirani podskupo

vi /uopste govore6i razliciti za raz1icite vrednosti )*~J:/ 
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ргоstоrа D, оа kojih svaki ogranicava oblast vrednosti u:prav-

ljanja dt u :r;lOme:tl.'G.u vremena t, ako је 5t~::::X, 

Definic~;ia :±. Эtгаtеgiј-сс ?)t.: 1:::. nazivacemo dopustivom ako ;је 
опэ'; takya~ da ~a svako t vreclnosti funkcija 

Prirodno da izdvajanje lйаsе 

koja se karakteri~e faтj.lijoD 

dopustivih strategija, 

ј l' /",7"/ t ;~ ... О, х F Х 1.1_ t 't' 4\- 'ј / - Ј 
" л Н 

zavisi оа sustinc svakog konkretnog problema. Sa LJ 

оznасютасе:шо klasu onil1. clopustivih strategija za koje је 

za sve yrednosti t 
(1 и'\ 
\ . I Ј D t /Х/ ј;:: D / х/ / ~ D / • 

ili one strategije, uvedimo 

Х х D, које karaktorise 

Па bi karakterisali kvзli"'сеt оуе 

fUllkciju V\/(x I cL)) definisanu па 
gubitke оа prillvatanja upravljanja 

u stanju х. Нека је sada izabrana 

d, kada se sistem nalazi 

neka strategija 6 _ 
Posmatrajmo za пји velicinu 

( 
! -) 

'1.:) ) 

koja odredjuje 

vгепепа о U (1 ')) 
- i 

proces (~I Ь) 

I"l"'" 

V Е Ь ' ј) L -:Ј: W (X t ) d_t 
t-:;;o 

za s·trategiju S srednje gubitke u jedinici 
гfZ; 

. C'~' .'. oznacava mаtепаtiсkо ocekivanje za 
,;r: 

роа predpostavkom аа је ~ (о) :::; х 

Stavimo 

ако је za sye 

~ 

(ј ь 

) (х "1 ~ _<--н[ Ry 8 \ I -

'-'"' -' Е 6-
Strategiju '6 Е 61 nazivacemo 

хЕХ ћ 
Р R'J--) (х) >\ х: -- с .. 

Е- optimalnobl, 

Stгаtеgiјu ()~optimalnu nazivacemo prosto орtiшаlпоm. 

Ocevidnoje дд ~ - орti:шаlпа strategijo. postoji uvek. 31edeca 

teorema daje odgovor па pitanje kada postoji optimalna homo·· 

gena narkovljeva stгаtеБiја. 
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Teorema 1.1. Ako је 
1\ t\ 

to U k1asi L..:J. postoji optima1na homogena markov1jeva 

strategija. 

Dokaz te teoreme moze se na6i u radu /44/. 

Drugi rezu1tati koji seodnose па uprav1janje markov1jevim 

1ancima sa konacnim prostorom stanja mogu se na6i u radovima 

/3/, /4/, /5/, /10/, /23/, /42/, i /43/. 

Markov1jevi 1anci sa diskretnim vremenom i 
prebrojivim prostorom stanja 

Neka је sada Х - fazni prostor markov1jevog 1an

са koji se sastoji iz prebrojivog broja tacaka, а D, рдоstоr. 

uprstldafuja koji se sastoji iz konacnog broja tacaka. Oznaci-

то sa 

u slucaju homogene strategije. 

Slede6a teorema ааје dovo1jne us10ve za egzistenciju optima1ne 

homogene markov1jeve strategije. 

Teorema 1.2. Ako su ispunjeni slede6i us1ovi: 

/А/ \Ю: \ је ogranicen skup br-pjeva za ХЕ;Х, d .... D. 

/В/ postoji ogranicen skup brojeva [1')~:.t\ I ~t;;; Х koji 

zadovo1java jednacinu 

t ХЕ.Х Ј 
,\11 

tada u k1asi [ __ о postoji optima1na homogena markov1jeva 

strategija ь* takva аа za та koje Х Е Х i za svaku strate-
) r-* Б 

giju Ь Е ~ је Q.r == R,a ~ R 
(Ј х."')( 

gde p:~ '" р I S"tt1~J1 St"Y.' d,(X) = <1) . 
Dokaz ove teoreme moze se na6i u radu /12/. 

Drugi rezu1tati u vezi sa uprav1janjem 1ancima sa prebroji

vim prostorom stanja mogu se na6i u radovima /5/, /11/, /13/, 

/42/ i /43/. 
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2. О UPRL-lVLЈANJU rДАRКОVLЈТ~VIМ LANCL'V1A SA 
NEPREKIDNIM VНЕЋ·ШNОМ 

M.arkovljevi 1anci ва neprekidnim vremenom 
i kona6nim prostorom stanja 

Predpostavimo sada da ве prou6ava evo1ucija 

nekog sistema koji ma u kom Domentu vremena t, (()~b<CXJ)) 
moze da ве nalazi u jelli~om od stanja х kona6nog prostoro. 

stanja х. Ozna6imo ва Х skup svih merljivih flL."lkcija 

x/t/ realnog argumenta t еа vrednostima х iz х. Ба 
r'\f"""t 
сЛ.Ј, ozna6imo' skup takvih funkcija па intervalu (в, t/. 

u 
Smatracemo da ве evolucija sistema opisuje homogenim mar-

kovljevim lancen \ 
? == ) ~ (t ) о ~ t ~ СР 1 1 (-Ь ) 6 Х ) L), ) 1). 

6ija ~ealizacija x/t/ pripada prostoru Је) . Pri tome је 
ispunjeno 

о 

2.1 

)С (-6) ~ Х 

f Р! ~ (t>bt) со хј \~)~X ~Fх,,(t,лt) == 1 +.QiP t +}.ci (_L>i) 

{ Р! s (t+ .c;t) '"" Ji ~ tt)=;!;J ~f'~) џt) = O-Х}tJ tr Д( LI t )) 
а verovatnoca, da 6е za vreme /t, t:r.,6 t/ u lancu d06i dc 

vise od jedne promene? је beskona6no mala veli6ina viseg 

reda u odnosu па beskona6nu malu veli6inu А t. 
Ovde su а - elementi matrice intenziteta prelaza homo-· 

ху - t, \.\,... fI f (1/ I У) 
genog markovljevog lanca К\ ЛЈ .. )(~V} ...Q,Xt"l о \ Ь т Ј-... I 

.Q"" ~ -x~ Q~;r ,:f ЕХ . 
~гlx: 

Dopustimo, osim toga, da postoji mogu6nost da ь9 

upravlja sistemom, tj. та u kom momentu vremena odabirati 

upravljanje d iz nekog kona6nog prostora upravljanja D. 

UprD.vljanje u momentu vremena t odabire ве па osnovu ров-· 

mD.tranja procesa do tog momenta i zbog toga zavisi, uopste 

govoreci od tog dela trajektorije procesa ali nе zavisi od 

njegove budu6e evolucije: 
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.1 1+ ') - (~ Гt· х (ц) Of'\i<:-t -1- d" 1_ t ,Х Ј 
.~J...,\ . ..J - O..\..l_) I _о ') 

gde је ~xt.::: f х. (t.C) 1 с ~ "\.1. < 't, ~ rea1izac ija procesa ао 
\ 

momenta vremena t. 

Fami1ija upravljanja d/t/ (о ~ °t ~ 6Q ) obrazuje 

strategiju S ~ l dJ,t)) о ~ 't < (К)~ Ubuduce сето posmatrati 

samo merljive strategije, tj. takve za koje је: 

) (-1-. _. ј; \ d - t - d r ) 'о, х С\\-. 
( V,.1'.. ): /C .. t,x Ј ~ 00.-' } Е (Jr.J,тo ~)иХ 

gde је Т =[ОI':Ю ), а 3~A је (:, algebra borelovskih 

podskupova skupa А. 

Strategija Б se naziva markovljGvom ako u та kom то
mentu vremena t ona zavisi оа stanja x t sistema saтo 

u tom momentu vremena i ne zavisi оа citave predhodne tra

jektorije, tj. ako је d1..t, xtJ = d/t, X t /. 

Markovljeva strategija naziva se homogenom, ako 

ona ne zavisi eksplicitno оа vremena, tj. ako је d/t,xt/=d/xt /. 

Upravljajucim lancem сето nazivati par Objekata(Sdf). 

Da bi ispitali kvalitet ovc ili one strategije 

uvediDo\kao i u odeljku l}funkciju r'gubito.ko." "'Ј(хЈ) I 

koja karakterise gubitke оа prihvatanja upravljanja а, 

kada se sisten nalazi u stanju х. Neka је sada odabrana 

neka strategija S Razmotrimo za nju ve1icine 

(п.) V:rr) = E:r ~W(~\d,i;)d-t) 
" 

( ) DS(T' 1 \јТ' . 2. 3 f\ х );:: гу ~ х (r-г) 

(2. Ч) 
() __ 1 {)Ь ('1"""":"'"1' = -.\',im т 1\" 1)) 

'Г 4.~ 

gde је Ед mateDaticko ocekivanje za proces (>"}~) 
Х • S ') 

роа predpostavkom аа је '> (0) =:1: • 

Ve1icina \!O(JГ)odredjUje za strategiju С ukupne осе
~ 

kivane gubitke u interva1u vremena ХО, Т/, ako је pocetno 

s tanj е (( О) =: х 
., 
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ь 

1гг ('Т\_ 
'х ) odredjuje srednje gubitke u jedinici vremena 

u interva1u ХО, Т/; 
ь R,x odreC1j-q.је srednje gubi tke u jedi:r±i vremena 

u stacionarnom rezimu rada sistеша. 

U dn 1 · v • \ /61,-0) d t· . V d . . 
о osu по. ve lClnU V, \ I pre pos aVlI\lO JOS а Је lS-, 

Х 
рипј епо : 'Т+ 6 t 

(2.5) (; i S W (xt,d_
t
)dJ S(T)a,':Ltr)"d~ "'l\J:i+d~tJ 

х \ 
'т 

r"' 

Ve1icina 'l.. (т) zadovo1java sledeCl1 diferencija1nu 

jednacinu: ~ 

(~б) -iт V: (Т)=LO: + LД~~ V~ (Т ) 
. \.' \/ (ј () ) 

rЕЛ Ј 
gde o~ . t.,t + .ј( 6t) :::: Р{ $ (Т+6 {) .. ~ ({/! ) (1');: х <J)rr} ~ Ј 

·х}.. ') (1 ) Ј 
.... 

pri datoj strategiji Ь • 

Posledi..QQ; Za p~~iz~~ljnO та10 Е> о postoji takvo"'~(t) 
da је za svako ј > r: (?:)ispunjeno 

(г. 7-) Ј Vxo СТ') - ~~ т + V;r:c { <: Е 
/2.7/ шоzе se dobiti iz /2.6/ Lap1asovom trапsfоrПClсiјоm 

/vidi па pr. rad /23//0 Prema tome, za ve1ike vrednosti 

т vazi 

(2.8 ) 

Iz /2.4/ i 

Ct.10) 
/2.8/ sledi da је : 

~ ; 
R х == <;ух 

6 
+ v: 

<~- 'V:'i 
,.. 

а za ergodicki 1апас sledi da је 
6 d 

К. = '} 
/ пе zavisi od pocetnog stanja/. I 

·e,a·;egeiste.llciju optima1nc strategije moze se pokazati an·'-'· 

10gna teorel1a teoremi /1.1/. 
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Те оrеmэ. 2.1 '" Ako ј е О ~ IVJ (х I oC)~· .С .( <."Х:Ј 
.\11 to u k1aSl!.j :postoji орtiш:йn[( hоmоgепа ill&rkov1jeva 

strategija, koja miniI1iziro. funkciona1 /2.4/. 

Dokaz ove teorene moze se naci u radu /35/ а drugi rezu1-

tati u radu /23/. 

Mnrkov1jevi 1anci sa neprekidniL1 vrе:пеПОL1 
i :prebrojiviD :рrоstоrоп stanja 

Zэ. 1ance sa neprekidnim vremenom i prebrojivi~ 

prostoroD stanja јоэ uvek пета :pot:punih i zavrsenih rezu1-

tata о egzistcnciji homogenc о:рtiшсйпе markov.1jeve stra

tegije. 

Sledeca teorema kојэ. zahteva naknadni dokaz, 

:predstav1ja1a bi апэ.10g teoreme 1.2 

Теоrеmэ. 2.2. Ako su ispunjeni us10vi teoreIile 1.2 to u k1a

si /3' postoji о:рtiша1па homogena markov1jeva strategija 
.. -! 

za 1апсе sa prebrojivim prostorom stanja, koja ~inimizira 

funkciona1/2.4/. 

Dokaz teoreme 1.2 mogao bi da bude pri1agodjen 

za dokaz teoreme 2.2. 
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3. о UРП.АVLЈАNЈU 3KOKOVITIN MARKOVLJEVIM 
PRGCE3IHA 

Zn teoriju masovnog ops1uzivanja od posebnog 

interesa је proucavnnje uprav1janjo. орstiш skоkоvitiш 

markov1jevin procesima sa proizvo1jnim faznin prostorom 

stanja, narocito za procese koji пэstајu kod sistema masov

nog ops1uzivDnjo. u us10vima ve1ikc opterecenosti. U tom 

pravcu urndjeno је veoma та10. U sadasnje vrene пајЬо1је 

su prouceni problemi uprav1janja difuzionim markov1jevim 

procesima /vidi па pr. radovc/14/, /15/ /. 

U ovom ode 1jku rn.i сешо posto.vi ti ргоЫет uргют-

1јапја opstim skokovitin markov1jevim procesima ро potpu

nim podncima i dokazuti neke rezu1tate zn slucaj prebroji

vog faznog prostora stanja. Тiи r:юtоdОI!l verovatno mogu bi

ti preneseni rezu1tati i па opsti slucaj, a1i to zahteva 

dn1ja istrazivanja. Rezu1tati iz opste teorije skokovitih 

rnc1.l'kov1jevih prOCGsa koje сето koristiti u ovom ode1jku 

sadrzani su u radovima /17/, /18/, /24/ i /39/. 

Postavka problema 

Neka је U kопраkt~ konveksan podskup euk-

1id:-skog prostora R. Tacke iz U oznacavacemo sa и. Neka 

је da1je т> О i<~~=- ( О ~ t ::; Т") х k . 
Pod dopustivim йргаV1јanјеm-- pOdraz~evac~mo funkciju 

u/t ,Х/, definisanu па ~ sa vrednostino. '1.~ U, tnkvu:~da za 
, , 

svako т' < т l za sve х, x'.~ R, о L-. t ~t'~· Т postoje 

takve pozi ti vne konstante И, r_;{~ ;:;. l/koje zavise od u i 

od Т/ da Би zшlоvо1јепi us10vi: . . . I 1 .ј_.' сА. 
f- ·ј1 (1.1 . " _ 11.+ "'у")' L_ jVi I Т'- I . - ....!."1.- ; .... t" ~ I ЈЈ.. .,' I --- 1. 1 . ,.. У! / 

Fашiliјu 

Ј 11 {4.:., х·I !_ .. U (-1: I Х.' 1 .~ [1 r Ј:,I_х Ј • 

-- Ј 1;1 "-~: \ .Ј rtJ д ::;.\, Ј! 1..1 ј .Х) I ,-.?V· 

nazivacemo strategijon. 

Neka је ри/./ I1era}koja ZC1visi od parametra и, 

definisana па 1-a1gebri bore1ovskih skupova prostora 
rC'k .~ 
L _: I or.t.J )<, ; . .., ~)~j 
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koja uzima celobrojne vrednosti, nezavisnc па disjunktnim 

skuроvir:ш iz ... 1.,[::: i za SVD.ki skup oblika (t1 , t 2 J хА 
/Aii::..J+ "Jl -- ,~-D.lgebra bor.elovskil1. skupova iz R/ slu

cajna velicina ри (' Гt1 , t~ 1 хА) raspodoljena је ро 
. ~ ~ .. Ј /~ 

POD.sonovom zakollu so. рагапеtгоm. {'~. 11, ,1 А ',-(t'o 
Ј [1 (С I .) '.' о ) 

" . 
t.(, t. " 

gde је ГЈ (t .д.), pri fiksiranoY.l ii,2Ia-;~vаkо t тегС\ па )1, 
i pri pr'oizvoijnoD A(:..~ii., merljiva funkcija od t/t.:;; 0/. 
Sto.vimo l'';' 

1 )~j" г t + ~\ v р.\) == ј)') и t.. I A')~ _ А1)' ( О, "'1 . .1\)::' (1) ~1.1 +; J~ )-
"-" " !\ I t -1 • .1 I . , . . ~..~. /:.. ... :. '.' ." ... 

OZn<:1CinlO sa ;..7-' klasu realnih funkcija f 

vaju slcdece uslovo t :;, Z) , 
koje zadovolja-

/i/ ~ostoji takav Ьгој M1 da је ispunjeno 

} l..f j . .L Х 1 1'- \1 - :~T~ !, ~ .. ~ .. {+) i -:1. r"1 l.i { .. ~ d 1<:-')' <: .. '1"''-Ј I .0., .•.• I .~, ~o -.: -R I ' ': ). f 

, 
za sve Х, х, v ~- R, u ~ U t ~,O. 

/ 

/ii/ Postoji takav Ьгој М2 da је ispunjeno 

('; у 1 1 -.,' -. "t ) I 1, П '.,\ I tl l" \;...\ ./ Ау'ј I 1 + I'~ ! '!. ) I .. т .~ .... . . ;' ј. , -" t . ::х I ) , т . .... i ~'. ) .' '! '/) - ,/, .....' 2. \ ' .. , 

k 
za . sve х, v Е. Н, u ri U. 

Ogranicimo se n~jpre klasom markovljcvih strategija 

Za dato upro.vljanje u upravljajuci proces ,~: и) 
, '-, ј . 

biti predstcvljcn u ~bliku .. 

7 {I ,\ _.... (' с Ј: rr -у ""')' A~'t:i f СЈ {", (.t !:1'- ) 
2. t U 1- ·л1- \. т..!... . . .,.. I .' r, f . ,Ј 7 ~. ' J~. Ј L . 

I . 1: .1'::, 

gde ј е х = X t = :3 / t/ , t~ О 

vrednost nrocesa u momentu vremena t. 
~ N 

/\ 
--'jf', • . '; 
moze 

Neka је dalje L Ifunkcije gubitaka/ takva ге
.Jl 

alna funkcija,definisana па Q~ х U, koja zadovoljava 

uslove \ L I t ј Ј:: jtA ) I'~ "/\-:) / 
{ ") /; 
ј'Ј} ! , ј i,):) 1.1) _ I . l + "'\'" ;1 \! ...:. jV' \ .... ')( '- ~. \ 

- .... 1 1" .' t-' \ '. , ~ I -~ /.- \ i 3 I ) 

'с R za sve х, x~: , O~t~T, и~ U. 
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Za svaku stratcgiju Б Е .Ј\ј\;\ pri pocetD.oj 

vrcd.nosti pirOC8aD. "3-/t/=x oznacimo sa I У' f 1+ -Х) 
) I ,1 

sledeci aditivni funkcional gu.bitaka: 1.: 

Т' . .." 
'" '-"(' , r;-t" )/{' { 

{ .) ГЈ"} 'Ji.Jit, "'Ј - r (~ ~ t . (;Г Х' . 1.1.._) 4r. -+ Н I ': Хт /~T, Ј ~,ff)::= x~: .. 
,,'.' I {, л -, \ Ј 1-. ". t 1"' ' '.' .i I 

. l' -.' t . 
1'" 

koji predstavlja ocekivane g-u.bitkc оа koriscenja strategi.je 

~ pri pocetnom stanju proce~a х. Uznacino sa 

(3.6* 'V (t"Y) .. :~ 'i~1,V о (t: ) J~.} 
odgovarajucu "сеnи" strC:tegij~e & • Nas zadatak se sasto

ji u tODe аа nаајето jednacinu koju za.dovoljava "сеnа" 

i nacin za nalazenje optima1ne strategije. 

Resenje problema za slucaj homo~enog proces9_sa 
prebrojivim prestorom stanja 

Predpostavimo ао. је prostor stanja Ј prebrojiv 

skup. Jednacina /3.3/ u tOD slucaju dobija oblik 
т 1.1 

(" ", L )' i (t ц' :: Х +. ({' 1) (Т ·х, ,1J) (А 1. 11 (q ,--~O) I .:; т .;)' , "}- .f 1) 1 I r 

gde је 

\ ~.8} 

t3.9) 

, -t ~ . Ј 

1
" i --l ''\1', ,'~, - /"'t;'X {\.'t") , х t -"Ј 

. \ • ...-1",( ,~- .~ - d д , 
, I "--;1' ''17. ј 

:1 ~ ., 

\ Г{ 1Л f с\ \.~) -= ,Л: х ~ Ј , 
Ј" \! Ј. Ч f 

<,ј 

.A:>:~ 1, (1Ј.(Ј(;..А. 
~7l ' '-'о: ј :::;: ~ с (.Ј ~ Р-' 
д \.' Ј . с:-' 

Lako је videti аа fuп.kсiја /3. ~/ pripгda klasi..::r ' i 
"ц 

аа \/ !i,1.)zаdоvоlјЗV[t sledec i s istem lineD.rnih diferen-
• I 

cijalnihjedllD.cina: 
\ Ч '1 

i 3.10) c~ V I .. /х! ,_. - df_ 

sa granicnim us1ovon 

za svako х Е:.. Ј. 

'/11 1""'" \ .' 1 /)" \ -\ ' , ~~ 1 -

Nas cilj је kao sto rekosmo, аа dobijemo jednacinu za 

"сеnи". U tOIi1 ci1ju posmatrajrJ.o sledeci sistem kvazilinea

rnih ј е аl1.а с ina ;, 
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i1i u kompaktnom obliku 

gde SDO 

.1 '-.. (Ј (~ . ---.. -. 

dt 
oznaci1i sa 

/9(+,1)\ 
i i i ) \ I . 

\ / 

-t-
с 
,) 7 

1, ',. 

!t--. \ 
.ј Ј 

,-\ . 

" 1. {t . А 6 Ј \ 

I '-. ", \ 
. .. 
1. ... Ј 
'.~ " I 

~ / б 
;. '" I 

bli сато iskoristiti sledecu teoreI1U Ве1тапа /vidi /3/ /. 

TeoreIl1G. :> .1. Predpostavir1o da funke ije ,/~ д i 1_,Ј?!' 
zаdоvоlјаvајџ sledece us1ove: 

/aI '! ;\"1 t) 11 I ~ СЮIЈ ~ f~(t) ) 
gde је tJt/ integrabi1na funkeija та па kom konacnom inter-

уа1и o<..t~T. ....... ,,_о. 

Funkeija G pripada k1asi funkeija L"Jf koje 

ispunj~vaju us1ov: 
/Ь/ i 

Ј'Ј Е / (; (T/1~T ff'~ х Ј .1~~)-
t R. 

'Је/ G ima neprekidni izvod р6 

2'--I V Ј 
(-( 'r,',i.· \ I <."/"1'" (". ,-,") <.:.;,;.) <s 
,.: 1. v / "', , . 
- l' '. 

t. 

Najzad, predpostavir.lO da se i~LfinUD izraza 

dostize ZD. ').f [\ та zo. koje fiksirапе vred..:"l.osti t i G. 
, "'\ 

Tada postoji jedil1stvellO reseIlje jedllD.ci:ae /3.1:1// koje 
'.t zo.dovoljava .jed~acirlU skoro svuдд. о resenje moze da se 

dobije kao grD.YlicllD. vrеdпоst sukeesivnih о.:рrоksiш<::.еiја 

n:::-·О Ј 1,··· .-
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Sukcesivne aproksimacije mogu se izvrsiti i u prostoru 

uprav1jallja Шl sledeci nacin. 

Posmatrajmo je~~acinu /3.1~/. Mi сето poceti 

aproksimacije uzevsi za pocetnu strategiju Ь(:1 i odre

diti Go iz jednacine 
Јс S-:( .. IS~ 

,~,,::,,;; - ). ;.+. 1 . 
....... -. -, -' / \ "'---) с .~-:O- i 
C\t 

".-
Da1je, odrediL1o strategiju .;)1 iz us10va da оnа IJiniшi-" 

, 1; "..- • С;;: 
zira izraz !\ (-; ,: .+ L:' i zatibl odredimo 

resenje jednacinc 
. r ~ ~ 

( Г, .15) r4 / .... ""/ t -'1 1'" i ,-.. 
, .. ~. " I ~~~'\=' .А G

1 
+ ~ ) 6'1 ( . ) ==L . 

Nastav1jajuci tim putem mi сето odrediti niz funkciJO alG t 
« п ~ 

о о t t' O f r l Ot O d k V d t O о • l nlZ s ra eglJa \ о,., i . s аЈе а ро azemo а аЈ nlZ 

zaista konvergira. Mi iшато &: 
t\GEt (." I I 1 __ л' , ~ +. i 

.-. - -- 1\ "--"1 . -,1+ ' 
d'·GfJ ~ ~~ ( .... ~ -t ,i! . .:, 
.~ :=/\ V e ~. 

Г' С· r'\' .) -- C~ !~. Ј 
~' . , 

i o~ о'1Ь) d,t .. 
zbog definicije ~'1 ,odak1e resavaju6i jednacine /3.10// i 

/з.15/ шоzе 1ako da se zak1juci da је 

Go> G1 za t~·t·~T. 

Nastav1jaju6i tiп putem mi dobijamo indukciju da је 

Gn > Gn + 1 ' n= о , 1. о •• 

Kako је svaki C1~ niza Ј,!. Gn -~ ~1.~forIJ...'1.o ogranicen ve1i--

с inom (" /, \: \!f r 1") СЈ t 
. С -r., \ (Ј \) 4t" ) (::::Ј ~ . I 
" ... '- . . .i-

to niz {Gn!t/} k~Ilvergira nekoj funkciji G/t/, koja 

zadovo1java јеШ1.аСinu /3.1~/ 

Koristec i tеоrег.ш :'3 .1J.riozemo da dokazemo slede6u teoremu; 

Teorema 3.2 V = G ( 
... 2 :1 7. ~ 

• о .~)", I Ј 

Dokaz: 1ako је videti da је za svako ('-, ~. \/S . 
"". ..Ј 

odak1e sledi da је i G ~ V. 

Sa druge strane/koriste6~ 1ете 1. i 2. iz rada /15/ sledi 

da је \ / Ј: '""1' G );. \ '~- t:= 1 
,/ , 
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. l' ", С d . дЕ/\ tk d . za :pro1.zvo ЈПО <:' /', g е Је t' -Р". а УО а Је 

V 4 -< ;:Ј [.~ G + С Ј -* f 
г:;с: л 

/·..11'" 

Kako је Е proizvo1jno та10 to sledi da је 
"' \/ tl" _ 

v - ,1. 

Ргеdроstаviпо sada da uprav1janje u mоиепtu t 

zavisi od citave ~rajektorije procesa do tog поmепtа, i 

oznacimo k1asu strategija koje zavise оа citave pros1osti 

sa ..6 · Mi 6еио dokaz~ti slede6u .... teoremu: 
,"""""" -с 

Теогеиа 3.3. '\1 (t х):::: ;~)1t V ,:) {·t, х) 
I l ,-., ј\ 

:-)Е.:....>. 

\ / . ('ј: , ~. ') . ("2.'1fr,' \ 
у ,'/',.\, " • ...... I 

V~.:'1tV.)-
'Ei Е'Л 

Dokaz: ~ako је videti da је 

" ~-
I pomo6u formu1e ~a druge strane, za neko ~ Е .LJ. 

smene promen1jivih Tto - а /vidi 
kazati nejednakost - \ (8 ) \ј 

rad /24/ / moze se ро-
.-

.... ...Ј :;;- I -
а kako је ~ €. 6 proizvoljno to' је 1 ~nt \/>; V1 

6ЕЬ, -
odak1e sledi \1= i'l! V

S 

[ЕД 

Primedba: U slucaju procesn 

uz predpostavke u odnosu па 

sa prebroj i vim prostoI?cIJ~,staD.'ja 

funkcije А L 6- ucinjene 
i I 

u teoreI1i 

dana. 

3.1, formu1a SffiGne ргопспlјivih Ito-a је oprav-
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G L А V А 11 

PROBLEM1 UРНАv'1ЈЈЛNЈА 1 OPT1M1ZAC1JE :КО]) NEK1H S1STEMA 
r,·~J',.:30VNOG ОРGLПZ1VАNЈА 

u оуој glovi sa pOSIi1atraju neki ргоЫ·эыi иргау-·· 

1јапја i optinizacije kod sistепа nasovnog ops1uzivanja sa 

razl1.0tipniJ:l trebovanjilJla. VaZl1.i, specija1l1.i:: slucajev.i su 

sistemi sa prioritetirua, za koje ve6 postoje тnogi rezu1-

tati. Ьа druge strane, пanје su proucavani ргоЫеиi opti

mall10g uprav1janja kod siste:oa masovnog ops1uzivanja !'за 

aspekta dinanickog ргоgгаmiГШlја. Ovde је ucinjen pokusaj 

u tom pravcu. 

Ovde su роsшо.tгаlli РГОЫШ.1i uvodjenja rezervnil~ 

kana1a i uрго.v1јаllјё1 ·tin гсzегvпiп kапа1iша kod raznih sis-·· 

tema lJlasovllog ops1uzivanja. 

Plnogi rezu1tati za sisteme sa prioritetima sadr

zani su u radoviraa /1/, /2/, /6/, /7/, /9/, /16/, /19/, 

/20/, /22/, /26/, /31/, /32/, /36/, /37/, /40/, /45/,/47/. 
Problemi ispitivani и ovoj glavi nisu izucavani 

u 1i teraturi. 
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4. О ОРТПJlЛLNОМ UPRiiVLJANJU КАЫЉА KOD 
ZATVORENOG SISTENIA MAGOVNOG OPSLUZI
УАЫЈА SA DVA TIPA TREBOVANJA 

UOPSTENJE ЫА N TIPOVA TREBOVANJA 

Pod z~tvorenim sistenoD masovnog ops1uzivanja 

podrazumevacemo tc.kav sisten kod koga ops1uzena treboval'lja, 

koja napuste sisten, DOgu opet da se vrate kao trebovanje. 

То се nајјзsniје biti o.ko РОSL1utгar:ю sistem gde radnici 

ops1uzuju uasine koje se kvare. Zbog toga сето u ode1jcima 

koji se' odnose па zatvorene sisteme ubuduce uraesto reci 

"kana1" i "trebovo.nje il cesto upotrebljavati reci "radnik" 

i "masina". 

Postavka problema.~efinicije, 

Predpostavimo da inano dva tipa masina: m -

masina tipa 1 i п - masina tipa 2. Masine rade u toku 

vremena t (O.$t< \::.c)i us1ed slucajnih uzroka one se kvare. 

Neka је verovatnoca kvara jedne masine tipa 1 u interva1u 

vremena ({: ~t+лt) jednaka Л 16 t + ,d ( ~t ) ,pod predpostav

kom da је u trenutku t bi1a ispravna, i slicno, neka је 

verovatnoca kvara jedne masine tipa 2 u interva1u vremena 

(t I t+~~t) jednaka Лz.t:.t+ {J({)t) , pod predpostavkom da је 11 

trenutku t bi1a ispravna. Masine tipa 1 i 2 ops1uzuje јс

dan radnik. Predpostavimo da su duzine vremena ops1uzivanja 

za masine tipa 1 raspode1jene ро eksponencijalnom zakonu 

sa paranetrom (~1 а za nasine tipa 2 raspode1jene ро ekspo

nencija1nom zakonu sa рагаmеtгои (~z 

Predpostavimo da su date sledece ve1icine: 

а - gubici u jedinici угетеnа kada radnik nе ops1uzuje. 

,:;{ к /k=1,2/ - gubici u jedinici vremena zbog nerada 

jedne masine tipa k. 
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Posto.vljo. se рit[шје ko.ko troba uprn.vljati radnika pri 

opsluzivanju шо.Siпа u stacionarnom rczimu rado. da bi mi

nimiziro.li srcdnje gubitke u jedinici vremeno.. 

Prostor stanjo. Х ovog sistеmг mozemo pred

staviti SkUPOLl 2-dinonziono.lnih celobrojnih vektoro. 

Х= l xk\, /lz=l, 2/, gde је xk ~ О - broj pokvarenih r:шsiпа 
k -tog tipa u sistorau. Prostor upravljanja D sastoji se 

iz dve tacke d=k /k=1,2/. Upro.vljo.nje d/x/= k znaCi. 

do. ako se sistem nalazi u stanju х, to radnik opsluzuje 

mo.sinu tipa k /k=1,2/. Oznacimo sa 
k 

Е .. /i =~т; j=~n; k=1,2/ опо stanje sistema 
l.Ј 

х= [x1 ' X2~ kada је x1=i, х2=ј, d/x/=k. 

р .k. /t/ - verovo.tnocu stanjo. Е .k. u mошепtu vremena t; 
l.Ј l.Ј 

k k 
р. . - stacionarnu verovatnocu stanja Е.. • 
l.Ј l.Ј 

Fo.miliju upravljanja {d/x7, х Е х} no.zivo.cemo dopustivom 

strategijom d . Prema tome mi сето za klasu 6' do
/\" pustivih strategija uzeti klasu LJ homogenih mo.rkovlje-

vih strategija. 

Ako S(-t) oznacava slucajni proces koji opisuje 

evoluciju stanja ovog siste~a t~ ecevidno par (~, dl, 
pri fiksiranoj strategiji 6 Е D predst~vljace homogen 

upravljajuci markovljev lanac sa neprekidnim vremenom i 

konacnim prostorom stanja. Na osnovu rezultata odeljka 2 

postoji орtiиаlпа honoGena markovljeva stro.tegija. Resiblo 

pitanje nalazenja optimalne strategije. 

Resenje problema 

се 
g 

Pij 
cina. 

Ako fiksiramo strategiju Б ,to се verovatno-

zadovoljavati sledeci sistem diferencijalnih јеdnа-



(' и .,\ 1.,Ј ) 

- с.5 -

{'1 (d );;: (v') 1 ( Ј/) + (! 7.. ( Ј) 

{'к(а,.) = ~d"Kf'1t~ ,!~.='Џ ()/,к. ~KТ'()YH~!',e-,"o" Si17'ibol) 
I 

Ј-

ОZl1асiшо sa ?J~i' (i;) ширnе oco-ki vane gubi tke ovog sisteblo. 

u toku intervala vrouena duzine t, ako se sistem u pocet

ku nalazio u stanju х= Е-. i prihvacona је stratcgija ег. 
lJ r 8 

Pri fiksiranoj strategiji d velicine 1Ji1.- (-t) zadovo1ja-
I ~J 

vace sledeci sistem diferencija1nih jednacina : 

RJ с)· 4.- \r~(·t)~"!~J· -[r .... ,-i)л,+(.,,i1л!t('''(d{Ј\r:~ (t) -1-tJ . ,) аЈ t) . . Ј 

optima1nu strategiju u 

slcdccu teoremu. 

TeoreI1a 4.1 .. 
н 

klasi /ј 

Ve1icine 1l:j (f) i орtiша1nа strategija u 

povezani su slodecim sistemom diferencija1nih 

jedl1acina: 



...,;,.;- . ----. _ о ')'V:\. ......,.... (> 11 
l - . ,11 I д - /1 • 

Dokaz. No. osnovu ргinсiрз Оl)tiшаlnоsti :3E31r:13.na sledi аа је 

~j (-t+lIt}= 111 L 11 ft [1-[rm.{\Л,+("t1-ј )А'2 + f! (Ј)] b-!~ х 
Ј" ,.. 

Х Г\~j (t Н ~Ч 6~ + (111-1.) \, 6t \fc+\j!t) +(1'\ -j-P\l1t ЈЭ::,ј+,f:i;)t 

-1- 1'" (d )!\t ~-1,j (t) + r/l1. (Ј, )I\-t ~,j -1 (t)1 

Prenoseci velicinu V~i(t) Шl levu_ stranu, delcci 

sa ,6t i ргсlэ.zсСi nй granicnu vrcdnost knda I\.-t~ О 
dobijD.illO jednacinu (Ч. 6) " 
ОрtiПD.lnа strategija noze biti оагсајеnа metodom sukcesivnlh 

aproksimacija R.Howarda /vidi гаа /23/ /а Коа tog metoda 

javlja se cinjcnica аа su za velike vrcdnosti t, velicine 

\1~f (1;) asimptotski linсэ.гnе, tj. 
Ј ь 8 6 

(f. Т) ~\Y~t (ct) t'/ tt + ~J' . 

Ako (ч. t) zаrЮl1.imо u jcdnacinu ( Ч.6 ) to dobijamo 

sledeci sistem D.lgebarskih jednacina: 



- 25 -

Metod sukcesivnih aproksimacija za оdrеdјivэ.nје optimalne 

homogene шагkоvlјеvе strategije moze biti rea1izovan sle

decoD iteracionom shoDom: 

I 1z sistoma jodnac/na, ~Ч. 8) , zo. do.tu stratogiju d 
odredi ti }e1icino \Ji;y; W ,izjodnaci vsi jednu od уе-
1icina \r-i.(У ва nu1oL1 / jer је broj jodnacina ш.аnјi zo. 

jedinicu od broja llupoznQtih/. 

I1 Zo. svako Jtanje х= Е .. , iskoristivsi уес dobijene u 

I 1 . v • \ r: '. . суЈ d
l Ј d . t . :ь / / t k d .... ve lClne "i.j 1 tj о ro l l cl Х а о а ШlnlIl1lZl-

ra izraz па desnoj" strс.шi jednacine (, ~ . В) zatihl. d' uze

ti Zq nоуо uprav1jo.nje u stanju х = Eij • 

f111teracioni cik1us pocinje sa proizvo1jnom stra

tegijora d i z81vrsa:va~.-se kada" ве za dve uzastopne арrоksiша
cije strategije pok1ope. Oznacino tu stratugiju sa d~- 6~ 
Та strategija је optima1na strategija uprav1janja radnika 

pri ops1uzivanju masina а ve1iCina. 9.rd~ pred-

stav1ja srednje gubitke u jedinici vremena u stacionarnom 

rezimu rada sa optima1nom stratcgijom. 

Uopstenje па N tipova masina 

U slucaju N tipova masina, prostor stanja 

Х bi6e prostor N - dinenziona1nih ce1obrojnih vektora 

х= {xk 1' k=i,N, gde је x~O - Ьгој pokvarenih masina 

k-tog tipa. Prostor uprav1janja -caka d=k /k=l,N/. Uprav1janje 

D se sastoji iz N ta

d/x/ =k oznacava da u 

stanj~ х radnik ops1uzuje masinu tipa k. 3ada svi 

rezu1tati za dva tipa masina DOgu biti preneseni па slucaj 

N tipova masina. 



- 26 -

5. О OPTI1vI.A.LNOM UPRAYLJANJU REZERVNOG 
Кl\ЫЛLА коп ZATVORENOG .3ISTEr.L\ lViAGOVNOG 

, . '. ' OPSL UZ IV AN Ј.д. 

Као i u odeljku 4 predfostavimo da immilO dva tipa 

ffio.Sina, sa istiи. intenz i tetibla kvara. Neka sadCJ. IJ.asine tipa .1 
ljodanJops1uzujc osnovni radnik 1, uasinc tipa 2 ops1uzuje 

osnovni radnik 2, i noka postoji jodan roz\jrvl1i radnik ko-

ji noze da ops1uzuje kako l1asinc ti:pa 1 tako i masine 

tipa 2. 

PredpostaviDo аа su date slodece velicine: 

а - gubici u jedinici vrcmena kada stoji radnik 1 

Ь -" 11 " " " "2 

с - " 11 11 " " rezervni radnik 

,-.1 / .~ /k=1,2 - gubici u jedinici vremena kada nе radi 

jedna masina tipa k. 

Oznacimo da1je sa: 

"1-01 .. а,..Ј... С +d'2 

1- 'У-Ј ::: r) + с + d, 1 

i ::.:: r- -1- ri+ <")\") 
1 ... 11 \.0' о. I ~ 

Postavljo. se pitanje kako uprav1jati rezerVl~og radnika па 

ops1uzivanju uasina u stacionarnoIJ. гсziшu rada d~ bi miniпi

zira1i ocekivane gubitke u jedinici vromena. 

Prostor stanja i uprav1janja ostaje isti kao u 

ode1jku 4. Upravljanje d/x/=k /k=1,2/ sada oznacava ао. 

ako se sistem na1azi u stanju Х, to rezcrvni radnik opslu

zuje :ЈЬ.IO.Sfunџtiро. k. Osta1e predpostavke ostaju iste kao 

u ode1jku 4. 

Ako fiksiramo stratcgiju Ј , to verovatnoce 
б 

р .. /t/ zadovo1javace sledeci siste~ difcroncijalnih јеdШl-
lJ 

cina+ 



( Г 1\ .:;; . ) 

( Г"" , 

,:).LI ,1\1 (Ј) == i 2("\, I Ј.,1 r t (~11 (1=2 
М f dv) ={ r~2 \ d~=1 
\ 1. ',., 7.. r·1;.., d~ -= 2.~ 

Odgovaraju6e stacionarl1.e vcrovatno6c, preI1G tome, zadov('--

ljnva6e slode6i algebarski sistew jednacina: 

( 5.3) 
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Za арtiш:йnu stratogiju I!J.ОZСПО sada clokazoti analognu i, 

renu tооrепi 4-.1 

"\ (1/, ' ,).; . 
TeOrCI1Cl 5. +~. Velicine ј 1, 1,..[ \,)2. орtiШ:Йl1.а strategija 1..' 

1\.\1 О klasi pOVGzanJ._ SlJ.. sistОIQQШ ,Јvс1nаСi:п.а 
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б. О ОРЗLUZТVАNJU REZERVNIM KANALOlVI Ј?НI 
АРSОLU'lЋОЫ РIПОRIТ~ТU КОП ZATVORENOG 
SI3TEM,A M.f:,;.}OVNOG OPiJLUZIV.ANJA 

PosТJatrajmo isti sistcm. rшsоvnоg орsluzivапја 

као i u odeljku 5, sar,lO sada fiksirD.jmo slodecu stratecij--' 

opsluzi vanja rezcrvniI.'l го.д.nikОI1: rezervIli ro.dnik uvek ops:': 

zuje ша§inе tipa 1 ~in је broj pokvarenih rna§ina tipa 1 dv' 

ili vise, ~Qk prekida zopoccto opsluzivanje IJasine tipa 2 

/ u tom. slu~[lju mi kazeno da IJasine tipa 1 imaju "apsolu~' 

по" ргеiпuсstvо u odnosu по. bla§ine tipa 2/. 

Zo. to.kvu strategiju jcdna~ine zo. odredjivanje 

verovo.tnoca Pij/t/, по. osnovu jedna~ina (5.1) 
dobijaju sledeci oblik: 

11"' d а' .... ~! ј. ) + t л -t."} (t ) €. -1 ) -:-k; \t I =- - ( 'tv)· Л l' I"~~., ) ·tJ (, t ) + (Ј\' t 1-' ~ ј. 1., ' . '(\ 2 Г~ " \ , 
I Ј' г ..... ·· . t -. ~Q • 1 • t ~, '. 

'1;\ h (+ \ .. . ',-,и.;...\ +' I .~\ _1 Ј 1- . -1- "'1'. '1-[='10.1 t ) 1"" .1'>' 2 Ь<:ЈО \ f~) + г" 1 - -' I.OТ " i 7' ' f\ _ :.( '." I .... :' r d t' , '<;,,, . - L.", i ' . '-~ , k. -', 

. -t r. Р" \1) -t- /.,/'1\). }1Ј'!. \ t ) 
. . l' __ - - -.-. 

- .... - .- -- -

- .- - _. 

"'{' -" (1) Ј ~\). \оо L \1", t'J. I .,.н. ,\. 
... 11 .'. , I • 

-, 1 '<1 . 
~ 

Ј;; :2, 
'.' 

- -' 

> , 
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n1 

~!" А--) .. lt) :::: 1 
~,. L-:~~ ј'ј'. ., 
1;:'::; 1:=<:' 

1 
Kakonas interesuju karaktoristike sistorna u stacionarnorn 

reziIJ1u ro.da to сето iz (б ./1 Ј l1apisati odgovarajuc i sistebl 

algebarskih jednacina za odrcdjivanje staciono.rnih vorovat-

1}1 ~~-

J~, Ј: 1?LL 
,,-' - (Ј 

l::,U 1-=0 

Ј, 
I .... . 

Sistem (G. 2..) је nehOI:.lOgorl sisteLl algebarskih jcd..'Ylacina Ба 

nepoznatim volicinama Pij. Ako ы i п nisu suvise 

veliki to taj sistem ыo~oтo rosavati ро formulama Kranoro.o 

Ako Би D1 i п veliki" tada ыоzепо da iskoristimo псtоd 
I 

funkcija genoratrisa za odrcdjivanjc stacionarnih verovat-

noca Pij. Тај I:юtоd пi сеnо рriпсniti u odeljku 8 kada u 

sistem dolaze neograniceni potoci trebovanja. 

РriпеtiL10 do. verovatnoce Р. da u sistemu i-
1 

-,·blаsinD. tipa 1 по rade., nе zavise od broja pokvarenih ШG.Si-

па tipa 2,~L1ogu biti odredjene iz sisteilD. jednacina: 
iC r. ' г- ,ј". 
! .:,; • ~) - m .А 1 (~: -+- (1, г;' :::;' о 

- Г l П: - ,1 ) ЛЈ + /1' ,,"1 }:, 'r" [)..l.? D = О 
- "'1, +'n,Л"Гс ,'._N\,l~ 

,~ '1 ! <-, 

-- -- --:"'- -- - -
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-'-, 
_ [l1t;-') " ,-r2f, Ј 11 + ј ф- ј + 1} -'\ 1?-, + 2('- У;;:, 

__ о - - -

\...::. О 

_ i,. 
- ~-I 

Resenje tog sistеиа kako је poznato bice: 

(6· 4) ,', 
\".. 

I '. 
.' >1 

г .::.. .Ј 

Odredjivanje stncionarnih verovatnoca dozvo1java nат da 

ispitaoo kva1itet funkcionisanja posillatranog sistema i 

gubitko poveznne sa tiп sistemom u stacionarnoil rezimu 

rada. 

Takbna primer,srednji broj masina tipa 1 koje 
I • 

ocekuju ops1uzivanje i1i se na1aze па ops1uzivanju u stacio-

narnom rezimu rada bi6e :1""1 

1.\ 1'" ~. 'tJ 
~6 51 М" ::: r;\ ~,," 1\ ::::: ~ ;-" 'с, I 
а srednji broj Iilasina' tipa 2 koje ocekuju i1i se na1aze пп 

ops1uzivanju bice: У\ ~~~/, Ь 
{ Ь . G } I \ 1. ::: L._\. ./ ~\ 'А , 1. '/ 

"-=0 а.-:::,\,' t . i. 
Premn tOL1e, gubici u jedinici V1.'8Dena од. stajanja mo.sinn 

оЬа tipa bice (·~.7)·:("J.=!v'1.ci +",,,\.ј . 
'0 • • '1""'; "' ......... 2-

Ana1ogno LlOgu se odredi ti gubici :?Ј od stnjanja radnika 

u jodinici vrеиеnа, tako dct 6е ukupni gubici u jedinici vre

теnа u stacionarnom rezinu radn biti 

i б ("), 
{ .Ј • :5 I 
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7. О ОР3LПZГliiNЈП RЕZЕRVNПД K!iNAIJOM ГЕI 
.REIJATIVl\ТOlVI ГRIОRIТЕТU ~СЛ Z .. ~~ТVОlГilЮG 
:3ТЈТЕМА I"L;.\.GOYblOG ОРБLU~IV .. \NЈА 

Zo. ro.z1iku od uslO'lD ops1uz i VЕ:шја blc;.SiГl;~l re zor-'" 

vnim ro.dIlikoГl рrоdlоzепiп 1.1 odo1J'ku б. fiksiro.J·tlO Баdэ. slo-- , 
decu stf'э.tеgiјu: rez&r-тvni rDdnik uvek opsluzuje по..siпu tipa 

1 э.kо је broj ]!okvo.renih I1asinu tipo. 1 d.V3 i1i viso, o.li 

zapoccto ops1uzivunje nasinc tipJ 2 ne prekida i dovodi ьа 

do kraja /и tobl slucaju kо.Zеr..ю da I..1o.sine tipa 1 imajl.l"re1e

ti"\тni" prioritot pri ops1uzivanju u odnosu п<:: masine tipa 2/. 
DrugiLl rеСiпэ., sado. se uprav1jo.njo. odabiru sablo u ВОIi1епtiпа. 

zD.vrsotko. ops1uzivanjo. no.sino. rozervnirJ radnikotl / u tin 

mоr;юпtiI..1о. sto.nj а s ister:la obrazuju "uпеtпuti 11 IЈдrkоv1јеv 

1anac/. 

Oznacimo Ба: 

р . . /k/ /t/ = / р .. /t/, lJ ~. lJ 

l qij/t/, 

k=l 

k=2 

tj. р .. /t/ је \Jerovatnoca 
lJ 

dD. se u D1OL1entu vrопепа t 

sisten по.1э.zi 1.1 sto.nju х= t,' 
.L:.J. ., 

lJ 
rozervni rо.dпik ops1uzuje 

masinu tipo. 1, 

ј-.; verovD.tnoca da se 11 нопе:с.tu vrenena t sistеп ч· ./t/ lJ 
na1azi u stanju х= Е .. , 

lJ 
rezervni radnik ops1uzuje masinu 

tipa 2. 

Zi-) verovatnoce р . . /t/, ч· ./t/ ni dobijaыo slco.Gci sistеш 
lJ lJ 

difer:;encija1nih jodnacino. / u opstGIrl obliku za i, ј '/;- 2/ 
- .-0 __ __ _ _ _ . __ 

- _. 
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+, r ~;\ -1 };\? +IIYl f +2/1.J1" -ј' q .. (t)' -t. 
! / /., I 1,/ 
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( '} J.,+i Ј' 
I .. '1 , 

r,1i'1 -.---: 
~. /\ /",'ј :', 11) \ \! \, 'ј 1") "t' \ . 
ј.' '1 -r-' ... Ј - _'l. 
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, 
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Odgovarajuci nlgebo.rski siste:m za)odredjivD.nje stacionarIlih 

verovatnoca bice: 

(.-. .')" 
, ј. '- Ј 

i '1 .. '. -+-.')1'. ~ - ' '\4 '(- ' i)' f . {'Ј О' 
{

"; Jt . .... ~ ", 1.. ..-.r 
. . 1. ј /t" I : _. [-~, .} -r 1 
'! ,.....! ' 

- ...... --
-г (rn--~\): -+- '. П·_; Ј л,.. + 1'1\, + 2,(rv\ 2l9 ' + frl;·-tt 1) А 1. -+ 

~ 'ј .,,, - ... , , .·1'" i ._ . 1- , f . :L.' l' , tj , / i • • ,! 

I 
~. , 

," 4} 

·1 
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Ovaj п.еhОIlОgеn sisteI1 аlgоЬагskiћ jodno.cina tn.kodjo 110zе:шо 

аа гоsзvаио nef;osredno /&ko 11 1 п nisu suvise veliki/ 

ili шоtоdо:о. fuлkсiје generatrisa koji сепо ргiпеniti kod 

siste:o.a ва nзоgгаniсоniп ulо.zniш роtосiшо.. 

Ako оznасiпо ва: 

( f~ ~). 
> .... .-'. 

1--:-- /,:.. . .. 1/ .. == , .. ) .. +<1 
• : /..1 4 '1 1 .. ) ! . . .. ~! 

-' to се )!:: bi ti stCtсiОnRГШЈ. verovatnoca аа u sistenu i- lliэзi-
l' . 

па tipa 1 j-blasina tipa 2 ne rndo tF.J.ko da je,napr. sгеdпјi 

broj pokvarenih паSiпо. tipo. 1 jednak 
_ \"1 .. \ 

\"Ј ~7 
Л~,:::, '. Ј 
Ј'., ~ .. ~ .Ј 

i :::џ t -'::'Ј 
а srednji Ьгој pOkvaronih·masina tipa 2 jodnak 

't\'\ ' I 

/1/\ _., ~, \' 1 1Г . 
(l.,5Ј .1 • j.~ - L.-~ ј_, ,.' !'Ј .. 

l:, t::.1j ј ::'.1) , ,_1 

Као i u odeljku б , роиоси verovatnoca ~ti иоgu se odre-

diti ukupni i srednji gubici u jedinici \~omena u stacio

nйгnоп reziI;1u rada pri korisconju te strategije opsluZivanja. 
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8. О OPSLUZIVANJU DVA NEOGRANICENA РСТОКА 
TREBOVANJA RЕZ~Ю]NПfl KANALOlVI PRI АРЗО
LU'.rNOM РПIОRIТЕТU 

Posnatrajmo sisten masovnog opsluzivanja sa dva 

osnovna i jednim rezorvnin kanaloD u koji sada dolaze dva 

neograniccna J:!oasonovska potoka tre bovanja: potok 1 sa in-· 

teHzitctoL1 )\ i potok 2 sa intenzitetom 1'1;i neka је 
A·::.J";I-+Л~intеnZitеt uku-pnog potoka. Бvе ostale predposte.-;-

ke i oznake zadrzimo kao u ol1.eljku 6. :Jada се proces 1l.D.SOV-

nog opsluzivanja biti honogen шо.гkоvlјеv lanac sa prebroji

vim prostoroIil stanja. 

Nalazenje optinalne strategije sa prebrojivim 

prostorom stanja povezano је ва velikim racunskim tеskосаmэ

Zbog toga сеоо se ni ograniciti unapred fiksiranom strate

gijom kao i u odeljku 6 /apsolutni prioritet/ i za tu strct·

tegiju сето resavati pitanje nalazenja ocekivanih gubitaka 

u jedinici vremena u stacionarnom rezimu rada. 

Verovatnoce stanja Pij/t/ za tu strategiju za

dovoljavace slcdeci sistem diferencijalnih jednacina: 

~(I(' 
) 

')() 

''';:"' # 
/' , 
t---
i:::.p 

'Е I 

-- _ .. - .- ~ -- - - -- -- _о. _ .. __ _ __ .. -

.. - .-.-. -- - -- - ----

!~'2 

-->10 

~ 
\ 

/, 
~-\ 

ј :::~) 

АI--- - it \ Ј _ I 
; t I -'-
, : 

} 

\' 

r С -- () s,: I / { .о - .Ј ... ...,. 
.с. .. :. 

'1 Ј 

I ј ~ 1 \ .... 
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Odgovarajuci sisten algcb~rskih jednacina za odrcdjivanje 

stacionarnih verovatnoca р .. bice 
lJ 

(х r.) \ ....,... /.., , 

-- -- -
r л+ 2.i "'" + Е( јЈ tJV1 ., -1 '1."",., , + . .1\ \). _, " --4- /' .. , I'-j, -+-
~-" " ,1 I I 1..Ј! -> t I I ~.I. , • ... t Ј'--'" 

• I I f 

+. ") јУ" 1-- . 
~ i L 'Ј: ...... i '; • ....-\ I I 

. . ; 

i:;c 'i~ Ј 
ј 

То је пецоmоgеп beskonacni sistem algebnrskih jednacina i 

za njegovo resenje пi сопо ргiшепiti Ш\Јtоd funkcije gene

ratrisa. 

OZno.cirlO sa: 

;--1 P(~1 ) . .1' 1 

, ,_:~. •. ,Ј 

! 7::~) 

I 
!. ~ с 

Mnozcci jodnacine sisteI1D (8. 2) odgovarajucin 

i sUL1irajuci dоЬiјэ.mо sledeci sisteI1 jednacina za 

/9 ? ~(;.,)) 

-_. 
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r:inozeci sada jednacinu sistema (' g .. Ъ) 0(1g0vаrајuсiп 
i sUL1iraju6i боЬiјаnlО slede6u jodnacinu za funkciju 

\ 
)(: 

Q(X 'lјј 6 

-.Ј , '! ~} ,. 

Velicine P1/y/ mogu biti odrodjene iz sistebla i'R._ '2)) 
\. \,..: -,1 

--,. 

, а ostalo nероznэ.tе.~еdјU nјiиа. i (j){J.'~C:)iZ 

uslova regularnosti funkcije 'ј)(.Х 1 \ј) u oblasti !X'~'1 . ! Ч!f-1. 
Naime, imeni telj izraza Шl desnoj strani jednacille ,(~ ... 14 У . 
рrеdњtаvlја polinoH ёtrugog ste:pena kako ро Х tako i ро 

У i iпа korene x1 i Yl koji Би l'1Ешјi 0<1 jedi?ice /to 

nije tesko pokazati/. Kako red ~ --" .,\~::>' '1." \ \_' ј 
L-:-L-~ ii'~' д 

konvergira za х= 1, У= 1 to оп L.1o:ta dh konvergira i za x 1 <. 1, 

Y=Yl<l, а to је uogu6no saтo tada ako Би x 1 i Yl koreni 

i broji telja istcg izraza. Iz tog uslova i uslova ~(111)::: .,( 

L10gu se odrediti ostale nepoznate velicine u (8 .. LfJ . 
~ . 

OdrGdivsi funkciju Ц Jl Xlit mi mozemo u principu V , I Ј t 

da izracunamo verovatnoce ~.. ~o formulabla • 
~lJ ~ ~ 
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{lf. 5 ј 
~ .. 

U stvarnosti ta izracunavanja su veoma slozena 

i glomazna te zbog toga treba izvrsiti asinptotsku analizu 

resenja sistena (8 _ 2_ ') kada 11.oki od раrапеtаrа /napr. ;"'1", / 
, I "" 

tezi beskonacnosti ili nuli~ Mi to nесеио raditi. Рriг.юtiыо 

da verovotnoce da se u sistenu nalazu i-trebovanja potoka 1 

nе zavise od broja trebovanja potoka 2 i mogu biti izracu

nate ро formulama : 

(8.6) 

р 
·а 

р 
! 1 

,,-

!:> -1'-,:, 1, _ ..Ј. '. 
I ~.. \ 1 .. Ј 

biti .. 

-
Ј + ,.-. ~--- :l 1 ~ -+ . ~ 
. I ' , 

. .;~, 

~ ~-' r.: 
'. ,,'1 С 
. I 
1..' , 

1 --' 

. 
т ~ ... 2 
-~ 

Ј 

Ј 

а dobijaju se iz sistепа jodnacina za dvokanalni sistem 

masovnog opsluzivanja : - _ . .--

(.0. -:Ј.), -- (' -:- .+.') r l'Р "р + г) 'УI ,Р ::=: с О 1 -- ,/", е..,. Ј. 1 +/\t1i-i L( r '!-"~I 
--- ~- __ о _. ~ _ •• _. ..___ ___... -

~-;P" == А . .&"-=-- . .. '( 

Gubici u jGdinici vremena za taj sistem DOgu se dobiti ро 

fоrI1ulаша analogniI1 оniп iz ос1е ljka б / sto nап daje :ooguc

nost da ispitamo efektivnost koriscenja ovakvog sistema u 

stacionarnom rеziпu rada. 
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9. О OPSLU7,IVANJU DVA NEOGRANI6ENA РОТОКА 
THEBOVANJA REZERVNIIvl KANiiLOM PRI RELA
TIVNOM PRIORITETU 

Роsmаtrз.јг.lO isti sistew шаsоvnоg opsluzivRl1.ja 

kao i u odeljku 8, sano sada predpostavino da trebovanja 

tipa 1 iblaju relativni prioritet /vidi odeljak 7/. Nas се 

interesovati odredjival1.je stQcionarnih verovatnoca stal1.ja 

sistema pri takvoj strategiji opsluzivanja,kojo се пат ошо

guciti da odredimo ocekivane gubitke u jedinici vremena u 

stacionarnom reziDU rada pri 

Као i U odeljku 7 

~~! (' Pij/t/, 
р . ./t/= ( 
lJ q .. /t/, 

lJ 

njenom koriscenju. 

оzпэсimо sa : 

k=l 

k=2 

Za verovatnoce Pij/t/ i qij/t/ 
tem diferencijalnih jednacina . 

mi dobijamo sledoci sis-

..... - --_ .. - ......... _." --- _. _ ••• --...... _. - __ о _. __ 

f.i.1 ) 1. 'р, .... l' i-: ;::. _. r л + 2 "", '1"' Е i Ј) "'1..11;)' -(t )1- 1\ 1~ (t }+ 
1-t t I о- ! t-. I I - l. ј l I .. : 1 1-1 . ј 
С: '!. ), 1 

-- - _ .. __ ..... -- - ---..,..- - - - ---- .-- -~ 

- --
\ q . . (t) ::::.1 
4-- L~'I . 
ј . 
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Odgovarajuci sistem algebarskih jGdna~ina za odrcdjivanje 

stacionarnih verovatnoca bice 
....... -- __ о ----_.-

.4.- А 1/'. -\.- А ·Ј'') . .+ 
: .,' ~/I'-f;: ;,- . .., '·.".Jt·,· 1 ' . . } Ј ;. .• I I -'. 

( 

-о --' 
- _. --....... .... - _ .. _.-

-- ( /\ +(\/\ ,+ 2(V't. 2. ) (1' '. . 
, ''''Ч 

-+- /\ о 
1· '1 /'-,t-I .i -+ 

I (f 
i 

1 ~() / 

~ \'/ ....--, \~ :::1 "-. ' Q 
L I 'р' оо +- L.[~.~~· I '. I \. •. i kJij - -. ! . 1. 1 ~ 

! I 

'1 CI (' 1Е 
, . 

. { 
'.' 

( о 
~ 

)===0 
л ;л ,+ /\~ F ( ."\ 

~ - ... Јl:= ,1 ј21 - 1 7· 

Ovaj nеhопоgеn l)eskona~ni sisteo. о.lgе1ю.rskih jedna~ina re

savaceL10 bletodobl funkcija generatrisa. 

ОZnRсiио sa: 

>.:; С>'-;' 

~~ .. -- ", \. О 

- L~ L\ '·~ji 
1:::'2. l"::' О I 
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Mnoze6i jednacine sistепа ~ Ь'. ?~j оdgОVflrајu6iп х-

i sumirэјu6i ро ј dobijamo slede6i sisten jednacina: 

I (") ~ '1" ) "I"V'. ,О ( rJl' " .-- / ~ 4- .? .r· 1. ~'/V\ _~ Х ~ /~11_. \ D (у} -\:Ј '"",' .;. . f ) \ '""'- , ."" .. ,-, .. ,!, I 2 \ z. I Х ј 1., . /-
I ',,;; \ ; :' . ' н 

_. (/f. ("'1. .., \ 1') ;::'+?~f./t.? (11*("""''\ _. ~. ("f? -+ 'Р." -."..) 
- ~ - -'! i ~'" -- . .' .~-, =*- ~,J '1 ., 1) ; JI.... .. х . I ~ :, '.. Х"·' /:; . I , I ' : .. ',' ~ . 

! ' 

Г'" " .\". ) 1), D 
;~IIVt t--' t )-) - ( л +- 2.('А.! +jV\?- - f,'2 Х:. -, ;.2 1-:,Х I +А I ';'_.' Ь;:) -= 
. I ~! • 1- : \ l' \ ' ::r. 'L . ,1 t-·! ' 
:. '~,.,. 

\л I t' .;i \ • " ~ "\;' 1. /1)" , ::::. ! ',2, ( У -'1 rl[~ \ (') _.+-=- w 1 \,)(,) I I ' г 'ј х- 1 .• 

. ". 
t. / /.., 

__ .-.Iot. __ ....... 

(' А -,-./\/1. +. ?Г'" - Л, х- (Vi 1.') .. {~~ r ){') = (\А i (Ј. - '1) о .-
- ,1 f 1 ' 7.' -2 ' I !:х .,.. 2. . .х: '. (. 01. 

-2ЈМ I ч . -+ Ч, ~:) .. _.- 2; {"'i,1J :t - ~~ (tJ" +1~ .х) 
{"2. 1 . ..,..-;]"';..· ~ I.~ •. ! 22 "'- i "'1 ј I! I 
I . 

(
'\1\ \ (ј" . (,..... (' -v- ) 

\ i" /1' ,,' I . " \ј i . .-'\~ --(л + I \А. -+- '; /vi ," -), .,)( - --.. \.~) . I ,., r --)\" "~-:{' --. . I . (,."/ ~~ :' ."1'" / . I -л. Ј I ... , Ј - , 
;" !; -А.... . . 

Ј 
Мnoze6i sada jednncinc sisteDa( 9 .. :3 )Оdgоvаrајu6iШ .~. 

i suniraju6i dоЬiјQПО dve jednacine za odredjivanje nеро-

'znntih funk~ija "~Y ~ х I Ч ) L' ll. ( Ј:, 1/} : .,.. 
_"" ",. о ,({) 

ј q Ј I } i ~~'" 1. м\,'} (V1 _.~ \':"'.,.1. 
\ .• '1 , (-+ ... - + ЛU 4-)'., -х -!'- ; :. __ ~. -" "'Ј -.Ј ! f ?), \ i i; ј)' ... . . \ ~" А '':'.' . -"х,- ,"'" I .f... . 1 "" ,Ј 'Ј. 

'"'\ "". ." _.'"1f . (f"'~ :If + L~". '7 _ . ( О): (Х ИЈ') - ~Pl\ ,. I ! '~ .. " '.( ...... ) .Ј.. .. ... ј ("]г). \..Ј -.:.- -"', ~., - 7 - I '-,\,., ,~. I -'! ., .0 

:t . ' ::.r ,1- - . (; 

).,1/ ( р,,, ~РII х) ~ 2("'1 ~ ~I х:) +t'- (~ -1) R "(:п 
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Као i u odeljku 8.druge ncpoznate koje ucestvuju u sistошu 

(9·'1} aogu bi ti odredjone iz uslova rogularnosti funkei

ја .ср(х \Ј i i (;) (Х)О 1..1' Ј unutar oblasti }.хЈ ~.-1 . }'Ч t < /1 
.. , 1', си l . ' /ј") 

i iz uslova ~-+ (1 '1) +- {Ј (/t -1) -··1 
Ј\ I . ,-,{" ,- •• 

1.:") ( .... 
OdrGdi vsi funkc ije "\ f х :IJ ir • ..' :( (х "4) иi I:lОzепо u princi-

" !(,/ .... !:Ј 

Ри da izrасunапо st!J.cionarne verovatnoce р.. i q.. ро 
lJ lJ' 

fоrшulаr:ш. " 

Ј 
I 
I -Је -- ., ::= О 
I - f ) 

2 -, . ---
-.,;С) 

d (/;;~~) ! 
.-.~-----... - ( 1 -'1 . 
rJyl ~ i "у-' ...... 41 О 1 1; ..... 0 _ и 

""' / '"" ,. 
.-- ,'; - ..• ./ .. 

Ako kao i u odeljku 7 oznacino sa 
! / 

1"'~' 

) _/ _ Ј, .. 
'0 t.1 - /1..; '. 

f L! 
. . ~ 

-п .Ј.- .., . _ 
~'j, . 

1\/1 
I 1,. . . ~ .. 

to gubici u jcdinici vreI:1ena u stacionarnOI.1 rezimu rada 

bice 
(О 'Ј) 
, .Ј" О 

Analogno I.lОZепо da оdrеdiшо gubi tke J~ zbog stajanja 

lШШ11а u jedinici VrGrle1'l3 tako da се ocekiv:'1ni gubici u 

jedinici VreL18na. od koriscenja te strategije bi ti 

.... 
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10. О UГRA VLJANJ1J КЛNALА KOD ZATVORENOG 
SI;JTE1,l:~ МАGОVПОG OPGLU~IV.liNJA LiA DVA 
т IPJI. 'rREBOY.blblA АКО SU Duzпm ОРЗLU
ZIVАПЈА RАSРОDЕLЈЕПЕ РО РRОIZVОLЛПМ 
ZАКОNПIIА 

РОS:Dэ.trnјIi1О isti prcblem kao i u on.e1jku 4, 

аато sada predpostavino da duzina ops1uzivanjn za masine 

tipa 1 i 2 nisu eksponencija1no vec proizvo1jne. 

Naime, predpostavimo da је verovatnoca da се 

jednamasina tipa 1 biti ops1uzena u interva1u vrenena 

l t. L .... .I,t \ pod predpostavkom da se оnа na1azi vec па ops1u-
,., '\ • Ј 

zivanju, jednaka 

f'1 ! t. ) l.\ t -t- 1") ( Li t ) na1~ ve1icina, 

1 ana1ogno verovatnoca ops1uzivanja za йаsinu tipa 2 neka 

је i J·t') -+ . "0; i Ј\ + '\ 12.. "! L;_ т L ~ :ц 1... I 

/f1/t/ i f 2/t/ su proizvo1jne gustine raspode1a/. 

Za k1asu dopustivih uprav1janja sada uz:oimo ир

rav1janja radnika sano u diskretne Homente zavrsGtka ops1u

zivanja masina od strane radnika / u tim ыойеntiпа vrednosti 

procesa J'>lasovnog ops1uzivanja obrazuju "umetnuti" шarkоv1јеv 

1anac/. 

DсfinisiйО d .. /N/ =k /k=1,2/ kao redni broj 
lJ 

uprav1janJ'[l kOJ'e sз рriйеnјuје u stanju ~ па N-tom kora~ij 

ku. 

So.da сcrю resc::.vati рrоЫеш na1azenja optima1ne 

strategije u k1asi dopustivih strategija. Verovntnoce pre1R-

zаоvоg{.:Ћшrkоv1јеvоg 1ancn iz stanja Eij u stanje E1r , 

ako је u stanju Е .. рrihvасeIЮ uprav1janjH. d/E . ./=k, bice 
lJ «": .. lJ . 

\·10,1} 
I~" •.•• 'P_';t' ,,)',--r 

~ ; .' ј \ ,'''''''' -'1 ) ( ,_ ) t \ \ .. , _:l, -
, .... ._ (." '\' .!~.' ") (1"" 1'1 • \ 

~ ,...... - r \i" - (''; . .t.r--.,' ) v" 
. 1:;, ~>ё .Ј '\ ~,- it. .' ". '~, .'" 
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1 <~: .' .' 
Оdrеdiпо sada velicinu ,:,_::'~.'\'J~l\4kao b.kupne qcekivane gu-

bitke za N koraka pri koriscenju орtiпа1nе Idopustivel 

strategije ako sistеи polazi iz stanja Е ..• Као i u ode1j-
lJ 

ku 4!поzепо da dokazeI:1.O sledecu toorenu: 

ТеоrеШl 10.1. Velicine 1j~. (/V) i optima1na strategija ро-
о • t . dn v t vezanl su SlS еI10П Је aCln.!J.: 

гrт '1,". ". I 
I ';;.i'-t- ti {Iy' I I 
I L Е" ,. 
1-. f I 1( -

Doknz ove tеоrепе ana10gan је dokazu tеоrеше 4.1. 

3ada kao i u oc1e1jku 4 I.lOZemO иеtоdоп sukcesiv

nih арrоksiпасiја odrediti optima1nu strateriju uprav1janja 

radnika pri ops1uzivo.nju I1asina. 

Prinedba U slucaju neogranicenih potokn trebovanja, sistеп 

се iпаti prebrojim skup stanja. Tada се se verovatnoce pre1n

za upravljajuceg lanca 

/ 

К-:::: i I~ 
I .,. 

Zatin Dozemo primeniti rezultate odeljka 1 za odredjivanje 

орtiпаlnе strntegije. 
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G L А V А 111 

о [3ISТЕМПЛА rjAij(:VNOG ОРЗLПZ1VА.NЈА u Uf3LOVINA VELIKE 
ОРТЕНЕС:ЕПОСТ1 

Pod opterecGnoscu sistепа mRsovnog ops1uzivanja 

роdго.zuыеvаСепо odnos intenzitota uku~)nog u1c:.znog potoke; ~ 

i intenziteto. 0J?sluzivanja .('\1\ ; obe1ezavacemo ga sa у : 
Ci' _ • .л 
) -(~. , 

Uko1iko је ~; blisko jedinici sistеп radi u 

us10viПEl tzv. opterecenosti, а uko1iko је ~ /1 nastaje 
.. ' 

preopterecenje sistеша. Napori nekih istrazivaca pos1ed

nј ih godiJ:la us:югеni su ШЈ. ispi ti vG.J:lja sistеrш ШlS0vnоg 

ops1uzivaJ:lja u us10viпа velike opterecenosti / vidi гэ.dоvе 

/28/, /29/, /30/, /33/, /34/ i /38/ /. 
Mi 6er1O u ovoj glavi ispi tiV[lti шоguсnоst aprok

siпнсiје ko.rakteristika ops1uzivanja visekana1nog sistеr;ш. 

Ба rekurentnir:t u1aznirJ. роtоkоп i eksponencijo.1niEl opsluzi

vanjer,l tU us10viHa ve1ike opterecenosti Ј odgovaro.juci!J. kara

kteristikama kod sistena sa Poasonovskim ulaznim potokom , 

koje se inace re1ativno prosto nogu da odrede. 

U оуој [j1o.vi su so.drzani ug1avnoL1 rezu1tati moga 

rada /41/. 
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11. О ОРБLU2IVАNJU "'lICEKANALNOG ЗISТЕl\/lA 
БА REh.1JHENTNIM ПLАZNIЫ РОТОКОМ U 
U,sLOVIMA VELIKE OPTEREC.i~OSTI 

Роs:mаtrајпо potpuno clostupni sistеТ:1 blasovnog 

ops1uzivanja ва redOll za ce~(anje koji ве s3.stoji od п 

kana1a. OznaciDo ва t i /0 <t1 <t2 • о 0./ - trenutak do-

1aska i-tog trеЬоvr.шјо. Isa -;. =t. +1 - t., Е1. ва 1-:>-, • 
I :>, 1. 1. (\, 

vrепе ops1uzivanja i-tog trobovanja. J?redposto.vino da SG 

k ' d' '- т' ',.. 

sastoji 

SVE1. 1. О n1.zova ~~. . . . . 1 уј 1 , .. о' • 
" i ј ';; ) "о I 'I-! 

nezavisnih'slucajnih vb1icina ва raspode1ama od 

г ',Ј. ~ 
~r(.Х,) I t-:z.:"~··I···' {11. '1) 'pr7' , } 

. " <), "( Х' \; 
- \, 'tJ 

_ ~'IA -:х.. 

l
' _. р. ;~ 

. '- I Х. ~O 

о / Ј 
i predpostavino da БU ti nizovi slucajnih ve1icina nezavis

ni jodan od drugoga. 

OZllC1cimo ва: 

.>0 

(
1

' 

(\ \ 
'! , • ';' .. 1 i ,ј ј г' ' 

'ћ\:: ):Х с, r ( :t:), 

~ -t / ~ __ 111 ... 

Primetir:lO da 

о 

л 
Q-
) ..... ~1(A 

\ 

I 

iz ne.jednE1.kosti 

0(:1 

f( i:)::: Je-i1~ F( х) I 
о 

/ ,~ . 2-

{ ј t! Х) Ј:х \ ~ .. / 
а. 

sledi da је 

А< .Н 
w Ј '"'-. 1 

Oznacir:lO, da1je ва :-~(/'f) -Ь:tюј trebovanja koj3. ве 
na1aze u sistеI:Ш u trenutku vr~rlena t. Reci сето с1а ве sis

ten na1azi u stanju Ek /k=O,l •..• / ako је ~/t/= k. 
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Oznacimo sa 
- ./" I .' --./ У 'Т - ()' } :::. .,.\' .-
/,' ,. ...' " l "" \ ~ .... t. ~ 

( Ј--;[ ~ )' 
~ .(.. - ~ I I~ .. I •• . • , 

i odrediruo stacionarne vorovatnoce Pk=lin Р {/(.= i< t 
. { ,; 

, -7;,.,:\) 

stanja Ek , koje postoje nezElvisno od pocetnog stanja, ako 

је opterecenje sistema ~! ~::1 _ 
~ 

Та cinjenica је bi1c utvrdjena od strane D.G.Кепdа11-а u 

radu /27/. Оп је tnkodje pokazao da verovatnoce 

Рп' Pn+1' Рп+2 , •....• 

obrazuju geonetrijsku progresiju ва ko1icnikon GJ , koji 

је jednnk опоп korenu jednacine 

koji ве na1azi u interva1u /0,1/. 

Drugim recima, pod us1ovom da postoji red za cekanje u 

sistemu, njegova duzina u stacionarnom rezimu rada ima 

geometrijsku raspode1u ва konstantnim parametrom ш (О <Цј< 1}. 
Prema tоше, us10vna stacionarna raspode1a vrenena cekanja 

za trebovanje, pod us1ovon da to vreme nije jednako nu1i, 

ima eksponencija1nu raspode1u sa srednjou vrednoscu 
<.. . -4 
1- у1 Г/ ( 1-·Ч») Ј '. 

L.Taktcs је u вуои radu /45/ dobio oksp1icitne izraze za 

stacionarne verovatnoce Pk i za funkciju raspode1e vreme

па ocekivanja pocetka ops1uzivanja nekog trebovanja u sta

cionarnoI1 rezirJu rada. Те fогпulе сето i mi koristiti u OVOL1 

ode1jku. 

U slucaju kada је u1azni potok Poasonovski tada 

је ц}~ ? . Та cinjenica је ug1avnom i odredi1a ci1j naseg 
,/ 

ispitivanja: pri kojin uS1ovima, u slucaju rekurentnog u1az-

nog potoka, је asimptotski с.' ;.::.;) , pri {: ~ :;:':.: (t -? <'-<: ). 

Dгugiп recima, pri kojin нs1оviпа stacionarne verovatnoce 

stanja sistепа:паsоvпоg ops1uzivanja i druge stohasticke 

karakteristike, povezane ва stасiопnгпiп rezibloГ:l rada, mogu 

da se, u prvoj aproksiJ;1aciji, izracunavaju tako kao da је 

u1azni potok Poasonovski? 
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Intui ti vno se L10ze oceki vati аа u эlисаји kB.da је optere

cenost sistепа pribliznE'. kriticnoj \. (; ~\ 1) ,stohasticke 

karaktoristike sistепа bi6e, u izvQsnobl stepenu, nezavisne 

od stоhаstiсkэ prirode u1aznog potoka i procesa ops1uziva

njn. NGko. tvrdjenjc:l tnkve vrste dobijona su ugl3.vnom za 

jednok;:;.na1ne sistОПQ /videti radove /28/, /29/, /30/, /33/, 
/38/ /. 

rc'Ii 60;:;10 Iюk:ЈZ.Јti sledecu tеоrепu za p06.Datrani 

visekana1ni sistеп паsоvnоg opsluzivanja. 

Теоrейа 11.1 Ako to i pri сети је 

I,~ i . ~::: .. } t .' .Ј. 

gde је 

1 '.i. 
. --

/ 
.~, 

'ј - <.Ј..' f1._.-
,~ .::-., 1 ...... /'. ~' . ::::.) ,) Г (:~ . 

<>: ; 

; 

/ l' 2'911 ") • _ ... _.... ._ \..Ј 
"" t"\, ~ Н· \. .... .1 

о <: е < 1_ • 

Dokaz. Za dokaz ove teoreble, kao i za dokaz nekih drugih 

veza i odnosa, mi сапо CGsto koristiti nejednakosti, nadjene 

u radu /34/ /vidi takodje rad /21/ /: 
,;.' - Z Vt'1 .н . 

- i- tH I /. ~)( ::;:. ) <' .Јј_ -:- f 1 - r ~) D <:..... \ ,.... ", .. :" ~I' \ ..... '. ..........,.".. н '. , 

Pre nego 

funkciju 

Ko..ko је 

sto pre<lje:ao па clokaz tеоrепе ispi tt:'.јпо podrobnije 

У= 'f:( 'ј;} 

{11-7 1 

".'" . .'\ 
't. \. (; Ј'::: ,( ! 

't 
.-.,." 

'f,:J( 2" - - \;;' ~y. (~?: Х Ј С\( Је) <--Ј -- '"-,,,' о. г ~ .... ~ -...", . . 
. i 

о 

--. -, о L ,.'/' 

r"', 
U I 

, 
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to sledi da јо funkcija У= \f'; { ':. ј 11.еnо gati vna, :o.onotono 

opaёi.ajиc<1 1 konkavna za z~ о. Pri tопе је 

(11.8) 
!("i f ,· -А 

.'Yt'\ 1 ::: - 'У 1 (] ј .-"';: л ) 

Posnatrajno sada funkciju 
,'-

(' ','1 Сј \ '(,1= '\.1/ i r t _. '-г I T~!t~ 1/\ -- ':..:: ~ Ј ' •. ~ I .'1 r \ ':-, - I i "., .,~ I ., 
L ' ~ 

l'а nји је ispunjeno: 

Н! . 1 О ~ 

'" 1;' , ," ';, \() /' "1 ('V\ '. ; л \..f. (!' ј-' 1" t I .,~ ~ 
! ..... /'~- ;, /"" 

"uJ/("1" - ....џIО) ,- 1 
I , -, ";,,, ~ 
, !. I 

I ,\'- ('1 ... ,-1 
''У'' - , ,{' <:} --, J1('V\ \.4:јl i "'n м' ,- s " 1 )- () ,Ј 

. оЈ. -- .,. ~ t.. Ј . , .•. Ј 
! , 

\l/ 1I ( <:' 
'т , ... ) 

2'1·. У ,,·-. I Ј S l 
}.-'\ Ј\. 1 '+,' , V) M I 1 -, ) I 

- • I (" L, I \ Ј 
I 

te је оnо. nenegativna, :o.onotono rdstuca i konveksna. Prava 

Y~B stoga sece grafik krivo y=~jв/ najviso u dve tacke. 

Јеdnз od tih tacaka је uvek tacka М /1,1/, te jednacina 

irш najvisc jedan koren {и ,koji ze,dovo1java nejednakost 

О « .. )~,' 1. Ako takav koren postoji, odnos 1--1f'(<v~_(.j: 
jednak је jedinici, te па osnovu teoreEle о srednjoj vred

nosti postoji tacka х, koja se na1azi iZr.1edju W i 1 

takva da је izvod r'lX/:;:l. Odat1e sledi da jednacina (1( .11) 

iraa koren Uj -< 1 sаио tada kada je"r"~l/ .> 1. Kako је 

ј ћ/~ /1 'v (1)==- ~- = "~ ) 
to se us10v egzistencije i jodinstvenosti korenr1 (Ј 

svodi па us1ov. 
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Posnntrajno sada funkcijo: 

.-'f/ { S, ~ .. '. ," }"'" .•.. 11/~~ ~ Jf -:., (",Ј'ј 
О ! ,. • 

' ...... 
-t. 

·\fi.r ( ~.! - l' 
, -1 .. 

/ ~ { .; . " 
- \ !~ 
Н '\ 

Ыа osnovu Сј I . 6 } sledi 

Nije tesko pokazati da БU funkcije 

'\1/ (' r ') 
f ~. 

1 ~ _ .. { _. 
(Ј 

, , . + 
'f \ $ Ј 

istog tipa lшо i funkcija у= \/.1 (~:! te premrl tone, grafik 

funkcijo y=s sece grafik6 tih funkcijc\ u nekiI1 tackama 

џ) (').., respektivno. Ako oznacino sa 
-'1 .. 

-", '-:"/ ~IJ \.r ...Ј -+. _ '\l/ +( . 
;..(ј =:. 't" ; Ј) ... :.-, '. '-АЈ) ! 

to сепо dobiti da је 

.~:".' со -r < 1 ~.).J _ _.' 

+ 
Isрitэ.јr:ю kako ае пепјDјu vJ I " 

'.ЈЈ /proma tome it~/ 

kada 9/1' "1 • IJociCOI1O od nejednakosti 

, ..,.. ( ,., -.( ! i }1~ 1,1 ( 1 
г:) - ',(' А', '. "1 L.. W <' - н' ',' 
~ ....... ........... ~ 

. \ 

~. _. I\(V! Н .. LV 'l1i . ~ :. 
-(-1> .' "Ј 

'- Ј 
(.'i11I.Ч· \ 
t I . • ! ј 

Lоgагitпuјuсi te nejednakosti dоЬiсегlO ekvivalontne пејеdпэ.

kosti 

iz kojih sledi da pri 

Ргеrш tопе, kada ~ l' '" 

/ J:i) <:' :::;:. , ,-' .--f..i 

( " t.A,) 

, velicine 

( .... i' /,', '// v ~- ...,.., < . 

1. obrnutoo 

I 

·1 ·t.) А ··lf ~ 
=р- . rj-' "!., Р-''''У-А {·1-~Јtћ1 Н (:Ј_ ....... 5' '-:'С'Н (11.16) 

.... _. "- \ ::: ... -

иоgu se sa zеlјопоп tacnoscu razloziti u Tajlorov red u 

okolini tacke (Ј.ј =·1 • 
Osim toga iskoristiceno nejodnakosti za z )' о . 
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I 

Iz ('I!. /if) dobijano 

f-w 
._~ ... _. 

';1.'19) {.и o~ е f 
о .. 

odak1e је 

Ana1ogno iz 

da је 

1 
/\ о ..... ) оо 

/0 ~ .... r; {1 00-;;'" < (Ј../, - ---~~'" ...; 
Ј )" '. 

~o 
I ...1-Со~I.1 \ 4 I А - !"'I 

W -< 1 - -"'0 I {_о {) f ,} dObiJ'a ве "О N \. О С 

tine је teorena dokazan~. 

.. 

Kakve zak1jucke mOZOI1O dэ. izyuccflO iz ove tеоrеше? U ton 

ci1ju najbo1je је napisati izrade za stncionarne karak

teristike ovog visekana1nog sistena ва rekurentnin u1аzniи 

potokom, а takodje za st~cionarne karakteristike sistema ва 

Poasonovski~ ulaznin potokom i uporediti te velicine kada 

~ .1" 1 , koristeci tvrdjenjo dokazane teorene. v I 
Za sisten ва rekurentniD ulaznin potokom saglasno radu /45/ 
је ispunjeno 



,--1 _ /\ 

/1., - 1.~·U) 

1":'> t<, = 
( ~t \ ( L 1 Ј\ ::. О. 1 _. .) 'у) оо 1 
,".)v,,} J~ • 

а za sistGI1 ва Роаsоnоvskiп ulаzniп potokom је 

fr1.IZ) 

1 (Л. \m 1 
гn ! r') ......... 1-~-:-~..,....1" 

. tn јлt) 

i 

Polazeci od nejcdnakosti (11.6) i koristcci C(111) i (11.1Е) 
Doze вс, nарг., dobiti, u slucaju rekurentnog ulaznog 

potoka, kada ~ l' 1 
. ~ 
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(11 7-;) .. _.) 1 

./ -----'--... - ........ . \ 
d' . 

OdavdG se vidi da se tc velicine аsiшрtоtski priblizC1vaju 

оdgоvагајuсiи vеliсinапа kod sistеrш sa Poasonovkio. ulaznim 

роtоkо:ш. T\re'na tоле, i sve stacionarne karakteristike sistеша 

sa геkuгеntniп ulаzniп POtokOB u slucaju kada S l' 1 su, 

gDuЬо:g9vоrеЬi asinpt6tsko je.di18Jreod.govarajuciD karakteri

stikana sistепа sa Poasonovskin ulаzniп potokon. 
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